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Vorwort zur ersten Auflage.

Durch die Herausgabe des vorliegenden Werkes soll dem an technischen
Unterrichtsanstalten lingst empfundenen Bediirfnisse nach einem Hand- und
Lehrbuche, welches auf wissenschaftlicher Grundlage die den verschiedenen
Zweigen des allgemeinen Maschinenbaues angehérigen Maschinen und deren
Einzelteile behandelt, abgeholfen, nicht minder dem in der Praxis stehenden
Ingenieur ein beim Entwerfen und bei der Berechnung von Maschinenteilen
usw. brauchbares Hilfsbuch geboten werden.

In erschopfender Weise haben hervorragende Fachgelehrte in zumeist
umfangreichen Werken die wissenschaftlichen Grundlagen fiir das Verstindnis
der Wirkungsweise und fiir die Berechnung von Maschinen aller Art wie
auch nur bestimmter Organe derselben festgelegt und durch die auf sorg-
filtigen Untersuchungen an ausgefiihrten Maschinen beruhenden theoretischen
Entwicklungen fiir die Allgemeinheit wichtige Ergebnisse an die Offentlich-
keit gebracht.

Derartige, auch fiir jeden einzelnen Zweig des allgemeinen. Maschinen-
baues verfate grundlegende Abhandlungen werden dem mit geniigenden Vor-
kenntnissen ausgeriisteten Ingenieur zur weiteren Vertiefung in einem be-
stimmten Fache vorziigliche Dienste leisten; sie werden wegen ihrer ver-
hiltnismiBig hohen Anschaffungskosten aber nicht iiberall zur Verfiigung
stehen und als Nachschlagewerke nur mit erheblichem Zeitverlust zu benutzen
sein, — ganz abgesehen davon, daB wegen ihrer hdufig weit ausholenden
Wissenschaftlichkeit das Studium derselben ein besonderes Verstindnis er-
fordert.

Diese Griinde sind es gewesen, die insbesondere in den letzten Jahren
eine Bereicherung der einschligigen technischen Literatur um eine groB8e An-
zahl von Werken iiber Maschinen und Maschinenteile herbeigefiihrt haben,
deren Verfasser den zu behandelnden Stoff in gedringter Form und in einer
auch dem weniger Vorgebildeten verstindlichen Weise zur Darstellung zu
bringen versuchten.

Es ist aber durch lie Herausgabe solcher Biicher den wirklichen Be-
diirfnissen nicht iiberall in vollkommener Weise abgeholfen worden. In man-
chen Fillen haben die Verfasser nicht das gesamte Gebiet des allgemeinen
Maschinenbaues, sondern nur einzelne Teile desselben bearbeitet, so daB8
diese Biicher Liicken aufweisen und nur einem beschrinkten Interessenten-
kreise von Nutzen sein konnen; anderseits entbehren solche Biicher der
wissenschaftlichen Grundlage zuweilen mehr oder weniger. Die in denselben
ohne jegliche Ableitung gebrachten Formeln mégen wohl hier und da ihren
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Zweck erfiillen, sie werden dem weiter denkenden Konstrukteur aber kein
Mittel bieten, um auf Grund eigener Anschauungen zu richtigen Schliissen
zu gelangen.

Die in den Abbildungen vorgefiihrten Maschinen und Maschinenteile
lassen ferner wegen mangelhafter Wiedergabe oder nicht mehr zeitgem#Ber
Bauart hiufig zu wiinschen iibrig bzw. sind sie in manchen Biichern nur
duBerst diirftig anzutreffen, so daB es unméglich ist, einen geniigenden Ein-
blick in die verschiedenen Konstruktionstypen einzelper Maschinenteile zu
gewinnen,

Die genannten Ubelstinde hat Verfasser in dem vorliegenden, auf An-
regung der Verlagsbuchhandlung Julius Springer verfaBten Hilfsbuche zu ver-
meiden gesucht. In diesem Buche sind nach Vorausschickung von Tabellen
der Potenzen, Wurzeln usw. und kiirzeren Angaben aus der Arithmetik,
Trigonometrie und Stereometrie, sowie den Grundlagen der Festigkeitslehre
nicht nur die Maschinenteile, sondern auch die Kraftmaschinen — Dampf-
maschinen (Dampfturbinen), Dampfkessel, Wassermotoren (Wasserrdder, Tur-
binen), Verbrennungsmotoren (Verpuffungs- und Gleichdruckmotoren), ferner
von den Arbeitsmaschinen die Lasthebemaschinen, Hebewerke fiir fliissige
Korper, Geblise und Kompressoren behandelt worden.

Ein Hauptgewicht ist auf die Wiedergabe richtiger, fiir die Ausfithrung
unmittelbar brauchbarer Abbildungen gelegt; es ist ferner eine Ableitung der
fiir die Beurteilung und fiir die Berechnung von Maschinen usw. wichtigsten
Formeln nach Moglichkeit angestrebt worden.

Hierbei ist Verfasser bemiiht gewesen, mit den Hilfsmitteln der niederen
Mathematik durchzukommen, und nur in einzelnen Fillen, wo eine Entwick-
lung von Gleichungen mit Hilfe der niederen Mathematik nur auf groBen
Umwegen zum Ziele gefithrt hitte, wurde die Methode der hoheren Mathe-
matik angewendet.

Die fiir das Verstindnis der Wirkungsweise und der Berechnung der
Kraft- und Arbeitsmaschinen grundlegenden Abschnitte aus der Mechanik
und der mechanischen Wirmelehre sind den betreffenden Kapiteln voraus-
geschickt oder aber an geeigneter Stelle in dieselben eingeschaltet worden.
So werden bei den Dampfmaschinen zunichst die physikalischen Eigenschaften
des Wasserdampfes, bei den Gebldsen und Kompressoren diejenigen der Luft
besprochen, wihrend den Wassermotoren ein die Mechanik fliissiger Korper
behandelnder Abschnitt vorausgeht usw.

Die in dem Hilfsbuche gebrauchten abgekiirzten Bezeichnungen fiir MaB-,
Gewichts-, Zeit-, Arbeitseinheiten u. dgl. entsprechen den in dem bekannten
Taschenbuch ,,Die Hiitte* hierfiir angegebenen Abkiirzungen, die in der
Praxis allgemein Eingang gefunden haben. Auch fiir die Einteilung des ge-
samten Stoffes, der zur Bearbeitung vorlag, ist das vorgenannte Buch in der
Hauptsache maBgebend gewesen. In einzelnen Fillen sind die gebrachten
Darlegungen durch eingefiigte Rechnungsbeispiele unterstiitzt worden.

In einem dem Werke beigefiigten Anhange sind Wirmeeigenschaften
und Reibungskoetfizienten verschiedener Kérper, die deutschen Normalprofile
fiir Walzeisen, MaBe und Gewichte verschiedener Linder mit Vergleichungs-
tabellen, Ausziige aus dem Patentgesetz, aus der Gebiihrenordnung der Archi-
tekten und Ingenieure, ferner die Gebi’xhrenordnung‘ﬁir gerichtliche Zeugen
und Sachverstindige aufgenommen worden,
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Ein besonderer Abschnitt des Werkes bringt die fiir den Maschinen-
ingenieur wichtigsten Hochbaukonstruktionen an Hand der fiir das Verstiand-
nis derselben notwendigsten Abbildungen.

Den Herren Verfassern bekannter gréBerer Werke iiber hierhergehorige
Maschinen und Maschinenteile, welche die Benutzung ihrer Veréffentlichungen
fiir das Hilfsbuch bereitwilligst gestatteten, und denjenigen Firmen, welche
durch Uberlassung von Zeichnungen und durch beachtenswerte Mitteilungen
das Unternehmen férderten, spreche ich, wie ferner der geschitzten Verlags-
buchhandlung fiir die vortreffliche Ausstattung des Buches, meinen Dank aus.

Die als Quelle benutzten Werke und Zeitschriften sind iibrigens als
solche an den betreffenden Stellen des Buches bezeichnet worden.

Mochte mein Hilfsbuch eine freundliche Aufnahme finden und sowohl
den Studierenden technischer Lehranstalten bei den Konstruktionsiibungen
wie auch den in der Praxis stehenden Ingenieuren bei ihren Berufsarbeiten
ein zuverldssiger Berater werden !

Die geehrten Fachgenossen bitte ich um nachsichtige Beurteilung des
Buches und um Mitteilung etwaiger Irrtiimer desselben, sowie wiinschens-
werter Abidnderungen oder Hinzufiigungen, die bei weiteren Auflagen des
Buches Beriicksichtigung finden sollen.

Chemnitz, im Mai 1904.

Vorwort zur achten Auflage.

Die vorliegende achte Auflage entspricht hinsichtlich des Umfanges und
der Behandlung des Stoffes im wesentlichen der Vorgingerin. Die von der Kritik
geduBerten Wiinsche, die sich nicht immer deckten, wurden erfiillt, soweit der
Umfang und die Aufgabe des Hilfsbuchs, getreu seinem Namen, ein Berater
fiir die studierende Jugend und fiir den jungen Ingenieur zu sein, dies gestatteten.
Wo die Erfiilllung von Wiinschen zu weit gefiihrt oder hohere Anforderungen
an die mathematische Vorbildung gestellt hitte, als billigerweise von einem
groBen Teil seiner Freunde verlangt werden kann, sorgen teilweise umfangreiche
Hinweise auf das technische Schrifttum dafiir, daB unvermeidliche Liicken
durch Privatstudium oder Anberaumung von Sondervortrigen ausgefiillt wer-
den koénnen,

Im einzelnen habe ich an neuem zu nennen die weitgehende Beriicksichti-
gung der Arbeiten des NDI durch Bezeichnung oder auszugsweise Wiedergabe
der von ihm herausgebrachten einschligigen Normblitter. Dabei weise ich
darauf hin, daB fiir diese jeweils die neueste Ausgabe maBgebend
jst, die durch den Beuth-Verlag G. m. b. H., Berlin S14 zu beziehen
ist. Da die normgerechten Bezeichnungen sich noch nicht restlos durchgesetzt
haben und von den im technischen Schrifttum iiblichen in grundsitzlicher Hin-
sicht hiufig stark abweichen, — ich erinnere an die noch offene Frage der Be-
zeichnungen in der Festigkeitslehre betr. Spannung, zulissige Anstrengung und
Festigkeit — und weil ein groBer Teil der Freunde des Hilfsbuches, sagen wir
alter Schule, sich in den neuen Bezeichnungen nicht zurechtfinden wiirde, wurden
vorerst noch neben den normgerechten Bezeichnungen die alten, in Fleisch und
Blut iibergegangenen mitgenannt und in Beispielen verwertet.
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Der Abschnitt ,,Dampferzeugungsanlagen* hat eine vollstindige Um-
arbeitung erfahren, die dem neuzeitlichen Gro8-, Hochleistungs- und Hochdruck-
kessel in wirmewirtschaftlicher, konstruktiver, fabrikatorischer und betrieb-
licher Hinsicht mehr als bisher Rechnung trigt.

Der Abschnitt ,,Wasserkraftmaschinen ist durch die Aufnahme der Schau-
felung eines Francisschnelldufers, der Fliigelrad-(kaplan-)turbine und damit
zusammenhingender Fragen sowie des Wirkungsgradfeldes erweitert worden,
wihrend der Unterabschnitt Zentrifugal-(kreisel-)pumpen eine von der iiblichen
abweichende, einfache Behandlung erfahren- hat. DaB dabei mancher Gedanke
nur angedeutet werden konnte, hat seinen Grund in dem dringend notwendig
gewordenen Abschlu8 der Handschrift fiir die Neuauflage.

Im Abschnitt ,,Stahlbau* ist die behérdlichen Vorschriften unterworfene
feste Vernietung eingegliedert worden, er selbst wurde durch Voranstellung mit
dem Abschnitt ,,Lasthebemaschinen‘ organisch verbunden.

Im ibrigen sind alle Abschnitte durch die Aufnahme neuzeitlicher An-
schauungen und Konstruktionen sowie teilweise durch Einschaltung von Bei-
spielen erweitert worden.

Das Hifsbuch war lingere Zeit vergriffen; die Bearbeitung der neuen Auf-
lage hat sich infolge besonderer Umstinde linger hinausgezogen, als ich bei
ihrer Inangriffnahme voraussetzte. Ich wiirde mich freuen, wenn der Inhalt
der achten Auflage einigermaBen entschidigt fiir die Unbequemlichkeit, die in
dem erzwungenen bzw. hoffentlich voriibergehenden Verzicht auf das Hilfsbuch
als Unterrichtsmittel liegt.

Die der neuen Auflage noch etwa anhaftenden Mingel oder offenkundigen
Liicken durch Freimachung von Platz an den dazu geeigneten Stellen zu be-
seitigen, wird mein Bestreben sein. In diesem Sinne erbitte ich die Unterstiitzung
seitens der Fachgenossen.

SchlieBlich entledige ich mich der angenehmen Pflicht, den Firmen und
den Freunden des Hilfsbuchs verbindlichst zu danken, die auch diesmal meine
Mitarbeiter und mich durch Uberlassung konstruktiver Unterlagen, Mitteilung
von Erfahrungen und durch Anregungen unterstiitzt haben. In diesen Dank
schlieBe ich die Herren Bearbeiter des Abschnittes ,,Dampferzeugungsanlagen®,
Direktor Dipl.-Ing. E. Lupberger, Berlin und Direktor Dipl.-Ing. Fr. Schulte,
Essen a. Rubr, sowie Professor Dipl.-Ing. A. Reppe als Verfasser des Unter-
abschnittes ,,Rohrleitungen* ein. Und nicht zuletzt danke ich der Verlags-
buchhandlung fiir die Bereitwilligkeit in der Erfiilllung unserer Wiinsche, wie
fiir die mustergiiltige Ausstattung des Hilfsbuches.

Chemnitz, Ende September 1930.
P. Gerlach.
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2. Druckfehlerverzeichnis.

Seite 35, Zeile 2 von oben lies: e~ " statt e"-—.

Seite 66, Zeile 7 von unten lies: a, statt a.

Seite 79, unterste Zeile, lies: b% statt °%.

Seite 123, Zeile 3 von oben lies: ay; m - @y n - ag; =0
statt @y & - agey -5, =0.

T
2
Seite 152, Zeile 2 von oben lies: b, :—TAff (t) sinnwtdt.
0

Seite 183, Zeile 8 von oben lies: vy - b(t —4,) statt vy (¢ —¢,).
Seite 204, Zeile 2 von oben lies: (— Cygsingé - Cyqcosqt)
statt (— C, sin g¢ - O, cos gt).
Seite 214, Abb. 176 lies: g, statt p.
Seite 216, Zeile 11 von oben lies: > z2AF statt > zAF.
2] (2]

Seite 216, Zeile 13 von oben lies: 32 statt L

Fr r?
Seite 236, Abb. 48 lies: z statt ¢.

. . . 9 3
Seit , Zeile 12 ten lies: ——ql?%; =1
eite 245, Zeile von unten lies 28 q z 1

h
Seite 258, Zeile 4 von unten lies: — b = statt —= W =.

Seite 265, Zeile 19 von oben lies: (oyT W)? statt (atgT M,)2
bh? bh?
Seite 266, Rechteckfedernach kubischer Parabel zugeschirft, lies: 7 statt >
Seite 269, Zeile 8 von unten lies: ¢, = ;;—r statt o, prs.
s

Seite 269, Zeile 5 von unten lies: — 0,865 statt — 0,85.

. . . pr? pr?
Seite 271, p = konst., Rand eingespannt, lies: 0,68 oy statt 0,87 —-.

$
Seite 303, Zeile 5 von unten lies: 0,25 #d2k, statt 0,25 d2k,.
Seite 304, Zeile 3 von oben lies: A2 statt A2
Seite 304, Zeile 5 von unten lies: :cos & statt :sin e.
Seite 332, Zeile 16 von oben lies: 2-0,8:375 statt 2:0,2-375.
Seite 332, Zeile 11 von unten lies: %:4:200+4 :(0,25 7*1,62)
statt %-4-200: (4 :0,25 7+ 1,62).

. . . .. Kopiflanke F} Kopiflanke F}

Seite 344, Zeile 14 von oben lies: FuBflanke statt o Bflanke Vi
2

Seite 345, Zeile 5 von unten lies: (1 +%> statt (2 —f—-%)
2 2

Seite 349, unten, lies:
g=AOE: (tcoso) = (N, E-ANy— Ny Ny): (tcosa)
=Y (B, h)2—(R, cos a)2 -} (By1h)*—(Rycos «)>—(By | Ry) sinar]: (t cos o)
und fiir Modulteilung

VEeT e YT e aia
2 2 \? 2 <22)2 2+ 2y

&= R o — ) — ———Z{ga .
COS o ( 2 > + coSs o 2 2 € ¥,
Hilfsbuch f. d. Maschinenbau. 8. Aufl.



Seite 354, Zeile 1 von oben lies: &Z statt afe;.
Seite 370 in Abb. 143 sind RB;=109,65 und g, = 0,966 E; = 105,92 zu ver-

tauschen.
b 2mb
Seite 375, Zeile 6 von oben lies: 20 statt T .
a a
6 6
Seite 375, Zeile 2 von unten lies: 1—5— statt % .
*32 46632
Seite 375, Zeile 1 von unten lies: 4661 3 E statt —12:;—2 .

Seite 660, Zeile 23 von unten lies: d$ statt d,.
Seite 1056, Zeile 21 von unten lies: oy, statt ozul.
Seite 1145, Zeile 18 von oben lies: je der statt jeder.

Z, Z
Seite 1340, Zeile 12 von unten lies: n,=—n (1 —|——1 . —§>
Zy, Z,

tatt my = n (1 Z Z3>
sta n4in( ~2. %)

HL HL
Seite 1545, Zeile 1 von oben lies: ( W’") statt (—f)




Erster Abschnitt.
Mathematik.

Bearbeitet von Prof. Dr. phil. Fritz Wicke,

I Tafeln.
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2 A. Tafeln der Potenzen, Wurzeln, Bri fsschen Logarithmen.
Kreisumflinge und Kreisfiichen.

| 1000 xn® |
n | n? nd n 1 — ” —_—

E }/—_ W ogn p k4 y) n
1 1 1 | 1,0000 | 1,0000]0,00000 |1000,000| 3,142| 0,7854| I
2 4 8 | 1,4142 | 1,2599 { 0,30103 | 500,000| 6,283| 3,1416] 2
3 9 27 | 1,7321 | 1,4422|0,47712 | 333,333| 9,425| 7,0686| 3
4 16 64 | 2,0000 |1,5874|0,60206| 250,000 12,566 12,5664 | 4
5 25 125 | 2,2361 |1,7100]0,69897 | 200,000 15,708 | 19,6350 5
6 36 216 | 2,4495 | 1,81710,77815| 166,667 | 18,850 | 28,2743| 6
7] 49 343 | 2,6458 1,9129]0,84510| 142,857 21,991 | 38,4845 | 7
8 64 512 | 2,8284 | 2,0000|0,90309 | 125,000 25,133 50,2655| 8
9 81 729 | 3,0000 |2,0801 | 0,95424 | 111,111 | 28,274 63,6173 9
10| 100 | 1000 | 3,1623 |2,1544 | 1,00000 | 100,000 31,416 | 78,5398 | 10
1} 121 1331 | 3,3166 |2,2240]1,04139 | 90,9091 | 34,558 95,0332 | 11
12| 144 | 1728 | 3,4641 |2,2804]1,07918 | 83,3333 37,699 | 113,097 | 12
13| 169 2197 | 3,6056 |2,3513]1,11394 | 76,9231 | 40,841 | 132,732 13
14} 196 | 2744 | 3,7417 | 2,4101 | 1,14613| 71,4286 43,982 | 153,938 | 14
151 225 3375 | 3,8730 |2,4662 | 1,17609 | 66,6667 | 47,124 | 176,715 | 15
16| 256 4096 | 4,0000 |2,5198 | 1,20412| 62,5000 50,265 | 201,062 | 16
17| 289 4913 | 4,1231 | 2,5713]1,23045| 58,8235] 53,407 | 226,980 | 17
18| 324 5832 | 4,2426 | 2,6207 | 1,25527 | 55,5556 | 56,549 | 254,469 | 18
19| 361 | 6859 ) 4,3589 |2,6684]1,27875| 52,6316 59,690 283,529 | 19
20| 400 8000 | 4,4721 |2,7144]1,30103 | 50,0000 | 62,832 | 314,159 | 20
21| 441 9261 | 4,5826 | 2,7589 ] 1,32222 | 47,6190} 65,973 | 346,361 | 21
22| 484 | 10648 | 4,6904 |2,8020 | 1,34242 | 45,4545 | 69,115 [ 380,133 | 22
23( 529 | 12167 | 4,7958 | 2,8439] 1,36173 | 43,4783 72,257 | 415,476 | 23
24| 576 | 13824 | 4,8990 |2,8845]1,38021 | 41,6667 75,398 | 452,389 | 24
25| 625 | 15625 | 50000 |2,9240]1,39794 | 40,0000 78,540 | 490,874 | 25
26| 676 | 17576 | 50990 |2,9625|1,41497 | 38,4615 81,681 530,929 | 26
27| 729 | 19683 [ 51962 |3,00001,43136 | 37,0370| 84,823 572,555 | 27
28| 784 | 21952} 52915 | 3,0366 | 1,44716 | 35,7143 | 87,965 | 615,752 | 28
29| 841 | 2438 | 5,3852 | 3,0723] 1,46240 | 34,4828 91,106 | 660,520 | 29
80 900 | 27000 | 54772 | 3,1072| 1,47712 | 33,3333 | 94,248 | 706,858 | 80
31| 961 | 29791 | 55678 |3,14141,49136 | 32,2581 | 97,389 | 754,768 | 31
32|1024 | 32768 | 56569 | 3,1748 ] 1,50515| 31,2500 |100,531 | 804,248 | 32
33|1089 | 35937 | 5,7446 | 3,2075] 1,51851 | 30,3030 {103,673 | 855,299 | 33
3411156 | 39304 | 58310 |3,2396 | 1,53148 | 29,4118 106,814 | 907,920 | 34
35| 1225 | 42875 | 59161 |3,2711[1,54407 | 28,5714 109,956 | 962,113 | 35
36| 1296 | 46656 | 6,0000 |3,3019]1,55630| 27,7778 |113,097 | 1017,88 | 36
371369 | 50653 | 6,0828 | 3,3322| 1,56820| 27,02701116,239 | 1075,21 | 37
38| 1444 | 54872 | 6,1644 |3,3620|1,57978 | 26,3158{119,381 | 1134,11 | 38
39| 1521 | 59319 | 6,2450 |3,3912 | 1,59106 | 25,6410]122,522 | 1194,59 | 39
40| 1660 | 64000 | 6,3246 | 3,4200] 1,60206 | 25,0000 125,66 | 1256,64 | 40
411681 | 68921 | 6,4031 | 3,4482 | 1,61278 | 24,3902} 128,81 | 1320,25 | 41
421764 | 74088 | 6,4807 | 3,4760 | 1,62325 | 23,8095| 131,95 | 1385,44 | 42
43| 1849 | 79507 | 6,5574 | 3,5034 | 1,63347 | 23,2558 135,09 | 1452,20 | 43
44(1936 | 85184 | 6,6332 |3,5303 | 1,64345 | 22,7273 138,23 | 1520,53 | 44
45|2025 [ o1 125 | 6,7082 | 3,5569 | 1,65321 | 22,2222| 141,37 | 1590,43 | 45
46 (2116 | 97336 | 6,7823 | 3,5830] 1,66276 | 21,7391 144,51 | 1661,90 | 46
47 (2209 [103823 | 6,8557 | 3,6088 | 1,67210 | 21,2766 147,65 | 1734,94 | 47
482304 | 110592 | 6,0282 | 3,6342 ] 1,68124| 20,8333] 150,80 | 1809,56 | 48
49[2401 |117649 | 7,0000 |3,6593|1,69020| 20,4082 153,94 | 1885,74 | 49
50| 2500 | 125000 | 7,0711 | 3,6840 | 1,69897 | 20,0000| 157,08 | 1963,50 | 50




A. Tafeln der Potenzen, Wurzeln, Briggsschen Logarithmen usw.

P

n?

nd

Vn

Yn

log n

1000
n

Tn

2500

125 000

75,0711

3,6840

1,69897

20,0000

157,08

1963,50

26 01
2704
2809
29 16
3025
3136
3249
3364
3481

132 651
140 608
148 877
157 464
166 375
175616

185193
195 112
205 379

7,1414
752111
7,2801

7,3485
7,4162
7,4833
7,5498
7,6158
7,6811

3,7084
3,7325
3,7563
3,7798
3,8030
3,8259
3,8485
3,8709
3,8930

1,70757
1,71600
1,72428

1,73239
1,74036
1,74819
1,75587
1,76343
1,77085

19,6078
19,2308
18,8679
18,5185
18,1818
17,8571
17,5439
17,2414
16,0492

160,22
163,36
166,50
169,65
172,79
175,93
179,07
182,21
185,35

2042,82
2123,72
2206,18
2290,22
2375,83
2463,01
2551,76
2642,08
273397

36 00

216 000

7,7460

3:9149

1,77815

16,6667

188,50

2827,43

3721
3844
3969
40 96
4225
4356
44 89
46 24
47 61

226 981
238 328
250 047
262 144
274 625
287 496
300 763
314432
328 509

7,8102
7,8740
7,9373
8,0000
8,0623
8,1240
8,1854
8,2462
8,3066

319305
3,9579
39791
4,0000
4,0207
4,0412
4,0615
4,0817
4,1016

1,78533
1,79239
1,79934
1,80618
1,81291
1,81954
1,82607%
1,83251
1,33885

16,3934
16,1290
15,8730
15,6250
15,3846
15,1515
14,9254
14,7059
14,4928

191,64
194,78
197,92
201,06
204,20
207,35
210,49
213,63
216,77

2922,47
3019,07
3117525
3216,99
3318,31
3421,19
3525,65
3631,68
3739,28

49 00

343 000

8,3666

41213

1,84510

14,2857

219,91

3848,45

50 41
51 84
5329
5476
56 25
5776
5929
60 84
62 41

357 911
373 248
389017
405 224
421875
438976
456 533
474 552
493039

8,4261
8,4853
8,5440
8,6023
8,6603
8,7178
8,7750
8,8318
8,8882

4,1408
4,1602
4,1793
4,1983
4,2172
4,2358
4,2543
14,2727
4,2908

1,85126
1,85733
1,86332
1,86923
1,87506
1,88081
1,38649
1,89209
1,89763

14,0845
13,8889
13,6986
13,5135
13,3333
13,1579
12,9870
12,8205
12,6582

223,05
226,19
229,34
232,48
235,62
238,76
241,90
245,04
248,19

3959,19
4071,50
4185,39
4300,84
4417,86
4536,46
4656,63
4778,36
4901,67

64 00

512 000|

83,0443

4,3089

1,90309

12,5000

251,33

5026,55

65 61
67 24
68 89
70 56
72 25
7396
7569
77 44
79 21

531 441
551 368
571787
592 704
614 125
636 056
658 503
681 472
704 969

9,0000
9,0554
9,1104
9,1652
9,2195
9,2736
92,3274
9,3808
94340

4,3267
4,3445
4,3621
4,3795
4,3968
4,4140
4,4310
4,4480
44647

1,90849
1,91381
1,91908
1,92428
1,92942
1,93450
1,93952
1,94448
1,94939

12,3457
12,1951
12,0482
11,9048
11,7647
11,6279
11,4943
11,3636
11,2360

254,47
257,61
260,75
263,89
267,04
270,18
273,32
276,46
279,60

5153,00
5281,02
5410,61
5541,77
5674,50
5808,80
5944,68
6082,12
6221,14

81 00

729 000

9,4868

4,4814

1,05424

11,1111

282,7}_

6361,73

8281
84 64
86 49
88 36,
90 25
92 16
94.09
96 04,
98 o1

753 571
778 688
804 357
830 584
857 375
834 736,
912673
941 192
979 299

95394
9,5917
9,6437
9,6954
9,7468
9,7980
9,8439
9,8995
9,9499

444979
4,5144
4,5307
4,5468
4,5629
4,5789
4,5947
4,6104
4,6261

1,95904
1,96379
1,96848
1,97313
1,97772
1,98227
1,98677
1,99123
1,99564

10,9890
10,8696
10,7527
10,6383
10,5263
10,4167
10,3093
10,2041
10,1010

285,88
289,03
292,17
295,31
298,45
301,59
304,73
307,88
311,02

6503,88
6647,61
6792,91
6939.78
7088,22
7238,23
7389,81
7542,96
7697,69

1 0000

1 000 000

10,0000

4,6416

2,00000

10,0000

314,16

7853,98

100

1%



Mathematik.

n?

nd

12

Ve

log n

1000

n

T nd
4

104
105
106
107
108
109

10000

1000000

10,0000

4,6416

2,00000

10,0000

314,16

7853,98

100

10201
10404
10609
10816
11025
11236
11449
11664
11881

1030301
1061208
1092727
1124864
1157625
1191016

1225043

1259712
1295029

10,0499
10,0995
10,1489
10,1980
10,2470
10,2956
10,3441
10,3923
10,4403

4,6570
4,6723
4,6875
4,7027
4,7177
4,7326
4,7475
4,7622
4,7769

2,00432
2,00860
2,01284
2,01703
2,02119
2,02531
2,02938
2,03342
2,03743

9,90099
9,80392
9,70874
9,61538
9,52381
943396
9,34579
9,25926
9,17431

317,30
320,44
323,58
326,73
329,87
333,01
336,15
339,29
342,43

8011,85
8171,28
8332,29
8494,87
8659,01
8824,73
8992,02
9160,88
9331,32

101
102
103
104
105
106
107
108
109

110

12100

1331000

10,4881

47914

2,04139

9,09091

345,58

9593,32

110

111
112
113
114
115
116
117
118
119

12321
12544
12769
12996
13225
13456
13689
13924
14161

1367631
1404928
1442897
1481544
1520875
1560896
1601613
1643032
1685159

10,5357
10,5830
10,6301
10,6771
10,7238
10,7703
10,8167
10,8628
10,9087

4,8059
4,8203
4,8346
4,8488
4,8629
4,8770
4,8910
4,9049
4,9187

2,04532
2,04922
2,05308
2,05690
2,06070
2,06446
2,06819
2,07188
2,07555

9,00901
8,92857
8,84956
8,77193
8,69565
8,62069
8,54701
8,47458
8,40336

348,72
351,86
355,00
358,14
361,28
364,42
367,57
370,71
373,85

9676,89
9852,03
10028,7
10207,0
10386,9
10568,3
10751,3

10935,9
11122,0

111
112
113
114
115
116
117
118
119

120

14400

1728000

10,9545

49324

2,07918

$,33333

376,99

11309,7

121
122
123
124
125
126
127
128

129

14641
14884
15129
15376
15625
15876
16129
16384
16641

1771561
1815848
1860867
1906624
1953125
2000376
2048383
2097152
2146689

11,0000
11,0454
11,0905
11,1355
11,1803
11,2250
11,2694
11,3137
11,3570

4,9461
4,9597
4,9732
4,9866
5,0000
50133
5,0265

5,0397
5,0528

2,08279
2,08636
2,08991
2,09342
2,09691
2,10037
2,10380
2,10721
2,11059

8,26446
8,19672
8,13008
8,06452
8,00000
7,93651
7,87402
7,81250
7,715194

380,13
383,27
386,42
389,56
392,70
395,84
398,98
402,12
405,27

11499,0
11689,9
11882,3
12076,3
12271,8
12469,0
12667,7
12868,0
13069,8

120
121
122
123
124
125
126
127
128
129

130

16900

2197000

11,4018

5,0658

2,11394

7,69231

408,41

13273,2

130

131
132
133
134
135
136
137
138
139

17161
17424
17689
17956
18225
18496
18769
19044
19321

2248091
2299968
2352637
2406104
2460375
2515456
2571353
2628072
2685619

11,4455
11,4891
11,5326
11,5758
11,6190
11,6619
11,7047

11,7473
11,7898

50788
5,0916
5,1045
51172
51299
5,1426
51551
5,1676
5,1801

2,11727
2,12057
2,12385
2,12710
2,13033
2,13354
2,13672
2,13988
2,14301

7,63359
7,57576
7,51880

7,46269
7,40741
7;35294
7529927
7,24638
7,19424

411,55
414,69
417,33
420,97
424,12
427,26
430,40
433,54
436,68

13478,2
13684,8
13892,9
14102,6
14313,9
14526,7
14741,1
14957,1
151747

140

19600

2744000

11,8322

51925

2,14613

7,14286

439,82

15393,8

131
132
133
134
135
136
137
138
139
140

141
142
143
144
145
146
147
148
149

19881
20164
20449
20736
21025
21316
21609

21904
22201

2803221
2863288
2924207
2985984
3048625
3112136
3176523
3241792
3307949

11,8743
11,9164
11,9583
12,0000
12,0416
12,0830
12,1244
12,1655
12,2066

5,2048
5,2171
592293
5,2415
52536
5,2656
52776
5,2896
553015

2,14922
2,15229
2,15534
2,15836
2,16137
2,16435
2,16732
2,17026
2,17319

7,09220
7,04225
6,99301
6,04444
6,89655
6,84932
6.80272
6,75676
6,71141

442,96
446,11
449,25
452,39
455,53
458,67
461,81
464,96
468,10

15614,5
15836,8
16060,6
16286,0
16513,0
16741,5
16971,7
1720354
17436,6

141
142
143
144
145
146
147
148
149

150

22500

3375000

12,2474

53133

2,17609

6,66667

471,24

17671,5

150
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150

22500

3375000

12,2474

5,3133

2,17609

6,66667

471,24

17671,5

151
152
153
154
155
156
157
158
159

22801
23104
23409
23716
24025
24336
24649
24964
25281

3442951
3511808
3581577
3652264
3723875
3796416
3869893
3944312
4019679

12,2882
12,3288
12,3693
12,4097
12,4499
12,4900
12,5300
12,5698
12,6095

5,3251
5,3368
5:3485
5,3601
53717
5,3832
5,3947
5,4061
54175

2,17898
2,18184
2,18469
2,18752
2,19033
2,19312
2,19590
2,19866
2,20140

6,62252
6,57895
6,53595
6,49351
6,45161
6,41026
6,36943
6,32911
6,28931

474,38
477,52
480,66
483,81
436,95
490,09
493,23
496,37
499,51

17907,9
18145,8
18385,4
18626,5
18869,2
19113,4
19359,3
19606,7
19855,7

160

25600

4096000

12,6491

5:4288

2,20412

6,25000

502,65

20106,2

150
151
152
153
154
155
156
157
158
159
160

161
162
163
164
165
166
167
168
169

25921
26244
26569
26896
27225
27556
27889
28224
28561

4173281
4251528
4330747
4410944
4492125
4574296
4657463

4741632
4826809

12,6886
12,7279
12,7671
12,8062
12,8452
12,8841
12,9228
12,9615
13,0000

5,4401
54514
5,4626
5,4737
54848
54959
5,5069
55178
5,5288

2,20683
2,20952
2,21219
2,21484
2,21748
2,22011
2,22272
2,22531
2,22789

6,21118
6,17284
6,13497
6,09756
6,06061
6,02410
5,98802
595238
5:91716

505,80
508,94
512,08
51 5,22
518,36
521,50
524,65
527,79
530,93

20358,3
20612,0
20867,2
21124,1
21382,5
21642,4
21904,0
22167,1
22431,8

161
162
163
164
165
166
167
168
169

170

28900

4913000

13,0384

5,5397

2,23045

588235

534,07

22698,0

170

171
172
173
174
175
176
177
178
179
180

29241
29584
29929
30276
30625
30976
31329
31684
32041

5000211
5088448
5177717
5268024
5359375
5451776
5545233
5639752
5735339

13,0767
13,1149
13,1529
13,1909
13,2288
13,2665
13,3041
13,3417
13,3791

5,5505
5,5613
5,5721
5,5828
55934
5,6041
5,6147
5,6252
5,6357

2,23300
2,23553
2,23805
2,24055
2,24304
2,24551
2,24797
2,25042
2,25285

5,84795
5,81395
5,78035
5,74713
5,71429
5,68182
5,64972
5,61798
5,58659

537,21
540,35
543,50
546,64
549,78
552,92
556,06
559,20
562,35

22965,8
23235,2
23506,2
23778,7
24052,8
24328,5
24605,7
24884,6
25164,9

171
172
173
174
175
176
177
178
179

32400

5832000

13,4164

5,6462

2,25527

5,55556

565,49

25446,9

180

181
182
183
184
185
186
187
188
189

32761
33124
33489
33856
34225
34596
34969
35344
35721

5929741
6028568
6128487
6229504
6331625
6434856
6539203
6644672
6751269

13,4536
13,4907
13,5277
13,5647
13,6015
13,6382
13,6748
13,7113
13,7477

5,6567
5,6671
5,6774
5,6877
5,6980
5,7083
5,7185
5,7287
5,7388

2,25768
2,26007
2,26245
2,26482
2,26717
2,26951
2,27184
2,27416
2,27646

5,52486
5,49451
5,46448
5,43478
5,40541
537634
5,34759
531915
5,29101

568,63
571,77
574,91
578,05
581,19
584,34
587,48
590,62
593,76

257304
260135,5
26302,2
26590,4
26880,3
27171,6
27464,6
277591
28055,2

181
182
183
184
185
186
187
188
189

190

36100

6859000

13,7840

5,7489

2,27875

5,26316

596,90

28352,9

190

191
192
193
194
195
196
197
198
199

36481
36864
37249
37636
38025
38416
38809
39204
39601

6967871
7077888
7189057
7301384
7414875
7529536
7645373
7762392
7880599

13,8203
13,8564
13,8924
13,9284
13,9642
14,0000
14,0357
14,0712
14,1067

5,7590
5,7690
57790
5,7890
5,7989
5,8088
5,8186
5,8285
5,8383

2,28103
2,28330
2,28556
2,28780
2,29003
2,29226
2,29447
2,29667
2,29885

523560
5,20833
518135
5,15464
5,12821
5,10204
5,07614
5,05051
502513

600,04
603,19
606,33
609,47
612,601
615,75
618,89
622,04
625,18

28652,1
28952,9
29255,3
29559,2
29864,8
30171,9
30480,5
30790,7
31102,6

191
192
193
194
195
196
197
198
199

40000

8000000

14,1421

5,8480

2,30103

5,00000

628,32

31415,9
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200

40000

8000000

14,1421

5,8480

2,30103

5,00000

628,32

31415,9

200

201
202
203
204
20§
206
207
208
209
210
211
212
213
214
215
216
217
218
219

40401
40804
41209
41616
42025
42436
42849
43264
43681

8120601
8242408
8365427
8489664
8615125
8741816
8869743
8998912
9129329

14,1774
14,2127
14,2478
14,2829
14,3178
14,3527
14,3875
14,4222
14,4568

5,8578
58675
58771
5,8868
5,8964
59059
59155
59250
59345

2,30320
2,30535
2,30750
2,30963
2,31175
2,31387
2,31597
2,31806
2,32015

4,97512
4,95050
4,92611
4,90196
4,87805
4,85437
4,83092
4,80769
4,78469

631,46
634,60
637,74
640,88
644,03
647,17
650,31
653,45
656,59

31730,9
32047,4
32365,5
32683,1
33006,4
33329,2
3365355
33979,5
34307,0

201
202
203
204.
205
206
207
208
209

44100

9261000

14,4914

5:9439

2,32222

4,76190

659,73

34636,1

210-

44521
44944
45369
45796
46225
46656
47089
47524
47961

9393931
9528128

9663597
9800344
9938375
10077696
10218313
10360232
10503459

14,5258
14,5602
14,5945
14,6287
14,6629
14,6969
14,7309
14,7648
14,7986

5:9533
5,9627
59721

5:9814
5,9907
6,0000
6,0092
6,0185
6,0277

2,32428
2,32034
2,32838
2,33041
2,33244
2,33445
2,33646
2,33846
2,34044

4,73934
4,71698
4,69484
467290
4,65116
4,62963
4,60829

4,58716
4,56621

662,88
666,02
669,16
672,30
675,44
678,58
681,73
684,87
688,01

34966,7
35298,9
35632,7
35968,1
36305,0
36643,5
36983,6
37325,3
376685

211

212
213
214
215
216
217

218
219

43400

10648000

14,8324

6,0368

2,34242

4,54545

691,15

38013,3

220-

221
222
223
224
225
226
227
228
229

48841
49284
49729
50176
50625
51076
51529
51984
52441

10793861
10941048|
11089567
11239424
11390625
11543176
11697083
11852352
12003989

14,3661
14,8997
14,9332
14,9666
15,0000
15,0333
15,0665
15,0997
15,1327

6,0459
6,0550
6,0641
6,0732
6,0822
6,0912
6,1002
6,1091
6,1180

2,34439
2,34635
2,34830
2,35025
2,35218
2,35411
2,35603
2,35793
2,35984

4,52489
4,50450
4,48430
446429
444444
442478
4,40529
4,38596
4,36681

694,29
697,43
700,58
703,72
706,86
710,00
713,14
716,28
719,42

38359,6
38707,6
39057,1
39408,1
39760,8
401150
40470,8
40828,1
41187,1

221

222
223
224
225
226
227
228
229

280

52900

12167000

15,1658

6,1269

2,36173

4,34783

722,57

41547,6

230

231
232
233
234
235
236
237
238
239

53361
53824
54289
54756
55225
55696
56169
56644
57121

12326391
12487168
12649337
12812904
12977875
13144256
13312053
13481272
13651919

15,1987
15,2315
15,2643
15,2971
15,3297
15,3623
15,3948
15,4272
15,4596

6,1358
6,1446
6,1534
6,1622
6,1710
6,1797
6,1885
6,1972
6,2058

2,36361
2,36549
2,36736
2,36922
2,37107
2,37291
2,37475
2,37658
2,37840

4,32900
4,31034
4,29185
4,27350
4,25532
4,23729
4,21941
4,20168
4,18410

725,71
728,85
731,99
735,13
738,27
741,42
744,56
747,70
750,84

41909,6
422733
42638,5
43005,3
433736
437435
44115,0
444388,1
44862,7

231
232
233
234
235
236
237
238
239

240

57600

13824000

15,4919

6,2145

2,38021

4,16667

753.98

45238,9

240

241
242
243
244
245
246
247
248
249

58081
58564
59049
59536
60025
60516
61009
61504
62001

13997521
14172485
14348907
14526784
14706125
14886930
15069223
15252992
15438249

15,5242
15,5563
15,5885
15,6205
15,6525
15,6844
15,7162
15,7480
157797

6,2231
6,2317
6,2403
6,2488
6,2573
6,2658
6,2743
6,2828
6,2912

2,38202
2,38382
2,38561
2,38739
2,38917
2,39094
2,39270
2,39445
2,39620

4,14938
4,13223
4,11523
4,09836
4,08163
4,06504
4,04858
4,03226
4,01606

757,12
760,27
763,41
766,55
769,69
772,83
775,97

779,11
782,26

45616,7
45996,1
46377,0
46759,5
47143,5
47529,2
47916,4
48305,1
48695,5

241
242
243
244
245
246
247
248
249

62500

15625000

15,8114

6,2996

2,39794

4,00000

785,40

49087,4

250
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62500

15625000

15,8114

6,2996

2,39794

4,00000

785,40

49087,4

231

232

253
254
255
256
257
258
259

63001
63504
64009
64516
65025
65536
66049
66564
67081

15813251
16003008
16194277
16387064
16581375
16777216
16974593
17173512

17373979]

15,8430
15,8745
15,9060
15,9374
15,9687
16,0000
16,0312
16,0624
16,0935

6,3080
6,3164

16,3247

6,3330
6,3413
6,3496
6,3579
6,3661
6,3743

2,39967
2,40140
2,40312
2,40483
2,40654
2,40824
2,40993
2,41162
2,41330

3,98406
3,96825
395257
3,93701
392157
3,90625
3,89105
387597
3,86100

788,54
791,68
794,82
797,96
8o1,11
804,25
807,39
810,53
813,67

49480,9
49875,9
50272,6
50670,7
51070,5
51471,9
51874,8
52279,2
52685,3

260

67600

17576000

16,1245

6,3825

2,41497

3,84615

816,81

53992,9

261
262
263
264
265
266
267
268
269
%0
271
272
273
274
275
276
277
278
279
280
281
282
283
284
285
286
287
288
289

68121
68644
69169
69696
70225
70756
71289
71824
72361

17779581
17984728
18191447
18399744
18609625
18821096
19034163
19248832
19465109

16,1555
16,1864
16,2173
16,2481
16,2788
16,3095
16,3407

16,3707
16,4012

6,3907
6,3988
6,4070
6,4151
6,4232
6,4312
6,4393
60,4473
6,4553

2,41664
2,41830
2,41996
2,42160
2,42325
2,42488
2,42651
2,42813
2,42975

3,33142
3,81679
3,80228
3,78788
3,77358
3,75940
3,74532
373134
3,71747

819,96
823,10
826,24
829,38
832,52
835,66
838,81
841,95
845,09

53502,!1
53912,9
54325,2
54739,1
55154,6
55571,6
55990,2
56410,4
56832,2

260
251
252
253
254
255
256
257
258
259

261
262
263
264
265
266
267
268
269

72900

19683000

16,4317

6,4633

2,43136

3,70370

848,23

572555

73441
73984
74529
75076
75625
76176
76729
77284
77841

19902511
20123648
20346417
20570824
20796875
21024576)
21253933
21484952
21717639

16,4621
16,4924
16,5227
16,5529
16,5831
16,6132
16,6433
16,6733
16,7033

6,4713
6,4792
6,4872
6,4951
6,5030
6,5108
6,5187
6,5265
6,5343

2,43297
2,43457
2,43616

2,43775
2,43933
2,44091
2,44248
2,44404
2,44560

3,69004
3,67647
3,66300
3,64964
3,63636
3,62319
3,61011
3,59712
3,58423

851,37
854,51
857,65
860,80
863,94
867,08
870,22
873,36
876,50

57680,4
58106,9
58534,9
58964,6
59395,7
59828,5
60262,8
60698,7
61136,2

78400

21952000

16,7332

6,5421

2,44716

3,57143

879,65

61575,2

%70
271
272
273
274
275
276
277
278

279
280

78961
79524
80089
80656
81225
81796
82369
82044
83521

22188041
22425768
22665187
22906304
23149125
23393656
23639903
23887872
24137569

16,7631
16,7929
16,8226
16,8523
16,8819
16,9115
16,0411
16,9706
17,0000

6,5499
6,5577
6,5654
6,5731
6,5808
6,5885
6,5962
6,6039
6,6115

2,44871
2,45025
2,45179
2,45332
2,45484
2,45637
2,45788

2,45939
2,46090

3,55872
3,54610
353357
3,52113
3,50877
3,49650
J148432
347222
3,46021

882,79
885,93
889,07
892,21
895,35
898,50
901,64
904,78
907,92

620135,8
62458,0
62901,8
63347,1
63794,0
64242,4
64692,5
65144,1
65597,2

281
282
283
284
285
286
287
288
289

84100

24389000

17,0204

6,6191

2,46240

3,44828

911,00

66052,0

290

291
292
293
294
295
296
297
298
299

84681
85264
85849
86436
87025
87616
88209
88804
89401

24642171
24897088
25153757
25412184
25672375
25934336
26198073
26463592
26730899

17,0587
17,0880
17,1172
17,1464
17,1756
17,2047
17,2337
17,2627
17,2916

6,6267
6,6343
6,6419
6,6494
6,6569
6,6644
6,6719
6,6794
6,6869

2,46389
2,46538
2,46687
2,46835
2,46982
2,47129
2,47276
2,47422
2,47567

3,43643
3,42466
3,41297
3,40136
3,38983
3,37838
3,36700
3,35570
3,34448

914,20
917,35
920,49
923,63
926,77
929,91
933,05
936,19
939,34

66508,3
66966,2
67425,6
67886,7
68349,3
68813,4
69279,2
69746,5
70215,4

291
292
293
294
295
296
297
298
299

0000

27000000

17,3205

6,6943

2,47712

3,33333

942,48

70685,8
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log n

1000
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n

300

90000

27000000

17,3203

6,6943

2,47712

3,33333

942,48

70685,8

301
302
303
304
305
306
307
308
399
310

90601
91204
91809
92416
93025
93636
94249
94864
95481

27270901
27543608
27818127
28094464
28372625
28652616
28934443
29218112
29503629

17,3494
17,3781
17,4069
17,4356
17,4642
17,4929
17,5214
17,5499
17,5784

6,7018
6,7092
6,7166
6,7240
6,7313
6,7387
6,7460

6,7533
6,7606

2,47857
2,48001
2,48144
2,48287
2,48430
2,48572
2,48714
2,48855
2,48996

3,32226
3,31126
3,30033
3,28947
3,27869
3,26797
3,25733
3,24075
3,23625

945,62
948,76
951,90
955,04
958,19
961,33
964,47
967,61
979,75

711(57,9
71631,5
72106,6
725834
73061,7
73541,5
74023,0
74506,0
74990,6

96100

29791000

17,6068

6,7679

2,49136

3,22581

973,39

75476,8

311
312
313
314
315
316
317
318
319
320

96721
97344
97969
98596
99225
99856
100489
101124
101761

30080231
30371328
30664297
30959144
31255875
31554496
31855013
32157432
32461759

17,6352
17,6635
17,6918
17,7200
17,7482
17,7764
17,8045
17,8326
17,8606

6,7752
6,7824
6,7897
6,7969
6,8041
6,8113
6,8185
6,8256
6,8328

2,40276
2,49415
2,49554
2,49693
2,49831
2,49969
2,50106
2,50243
2,50379

3,21543
3,20513
3,19489
3,18471
3,17460
3,16456
3,15457
3,14465
3,13480

977,04
980,18
983,32
986,46
989,60
992,74
995,88
999,03

1002,2

7596415
76453,8
76944,7
7743751
779311
78426,7
78923,9
79422,6
79922,9

102400

32768000

17,8885

6,8399

2,50515

3,12500

1005,3

80424,8

321
322
323
324
325
326
327
328
329

103041
103684
104329
104976
105625
106276
106929
107584
108241

33076161
33386248
33698267
34012224
34328125
34645976
34965783
35287552]
35611289

17,9165
17,9444
17,9722
18,0000
18,0278
18,0555
18,0831
18,1108
18,1384

6,8470
6,8541
6,8612
6,8683
6,3753
6,8824
6,8894
6,8964
6,9034

2,50651
2,50786
2,50920
2,51055
2,51188
2,51322
2,51455
2,51587
2,51720

3,11526
3,10559
3,09598
3,08642
3,07692
3,06748
3,05810
3,04878
3,03951

1008,5
1011,6
1014,7
1017,9
1021,0
1024,2
1027,3
1030,4
1033,6

80928,2
81433,2
81939,8
82448,0
82957,7
83469,0
83981,8
84496,3
85012,3

301
302
303
304
305
306
307
308
309
310
311
312
313
314
315
316
317
318
319
320
321
322
323
324
325
326
327
328
329

108900

35937000]

18,1659

6,9104

2,51851

303030

1036,7

85529,9

331
332
333
334
335
336
337
338
339

109561
110224
110889
111556
112225
112896
113569
114244
114921

36264691
36594368
36926037
37259704
37595375
37933056
38272753
38614472
38958219

18,1934
18,2209
18,2483
18,2757
18,3030
18,3303
18,3576
18,3848
18,4120

6,0174
6,9244
6,9313
6,9382
6,9451
6,9521

i 619589

6,9658
6,9727

2,51983
2,52114
2,52244
2,52375
2,52504
2,52634
2,52763
2,52892
2,53020

3,02115
3,01205
3,00300
2,09401
2,98507
2,97619
2,96736
2,95858
2,94985

1039,9
1043,0
1046,2
1049,3
1052,4
1055,6
1058,7
1061,9
1065,0

86049,0
86569,7
87092,0
87615,9
88141,3
88668,3
89196,9
897270
99258,7

331
332
333
334
335
336
337
338
339

340

115600

39304000

18,4301

6,9795

2,53148

2,04118

1068,1

99792,0

340

341
342
343
344
345
346
347
348
349

116281
116964
117649
118336
119025
119716
120409
121104
121801

39651821
40001688
40353607
40707584
41063625
41421736
41781923
42144192
42508549

18,4662
18,4932
18,5203
18,5472
18,5742
18,6011
18,6279
18,6548
18,6815

6,9864
6,9932
7,0000
7,0068
7,0136
7,0203
7,0271
7,0338
7,0406

2,53275
2,53403
2,53529
2,53656
2,53782
2,53908
2,54033
2,54158
2,54283

2,93255
2,92398
2,91545
2,90698
2,89855
2,89017
2,38184
2,87356
2,86533

1071,3
1074,4
1077,6
1080,7
1083,8
1087,0
1090,1
1093,3
1096,4

91326,9
91863,3
92401,3
92940,9
93482,0
94024,7
94569,0
95114,9
95662,3

341
342
343
344
345
34

347
348
34

850

122500

42875000

18,7083

7,0473

2,54407

2,85714

1099,6

96211,3

350




A. Tafeln der Potenzen, Wurzeln, Briggsschen Logarithmen usw.
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12235004287 3000

18,7083

7,0473

2,54407

2,85714

1099,6

96211,3

351
352
353
354
355
356
357
358
359
860

123201143243551
123904{43614208
124609|43986977
125316{44361864
126025(44738875
126736|45118016
127449(45499293
128164|45882712
128881(46268279

18,7350
18,7617
18,7883
18,8149
18,8414
18,8680
18,8944
18,9209
18,9473

7,0540
7,0607
7:0674
7,0740
7,0807
7,0873
7,0940
7,1006
7,1072

2,54531
2,54654
2,54777
2,54900
2,55023
2,55145
2,55267
2,55388
2,55509

2,84900
2,84091
2,83286
2,82486
2,81690
2,80899
2,80112
2,79330
2,78552

1102,7
1105,8
1109,0
1112,1
1115,3
1118,4
1121,5

1124,7
1127,8

96761,8
97314,0
97867,7
98423,0
98979,8
99538,2
100098
100660
101223

129600{46656000]

18,9737

7,1138

2,55630

2,77778

1131,0

101788

361
362
363
364
365
366
367
368
369
370

130321/47045881
131044(47437928
131769|47832147
132496|48228544
133225(48627125
133956/49027896
134689(49430863
135424/49836032
13616150243409|

19,0000
19,0263
19,0526
19,0788
19,1050
19,1311
19,1572
19,1833
19,2094

7,1204
7,1269

7,1335
7,1400
7,1466
7,1531
7,1596
7,1661
7,1726

2,55751
2,55871
2,55991
2,56110
2,56229
2,563438
2,56467
2,56585
2,56703

2,77008
2,76243
2,75482
2,74725
2,73973
2,73224
2,72480
2,71739
2,71003

1134,1
1137,3
1140,4
1143,5
1146,7
1149,8
1153,0
1156,1
1159,2

102354
102922
103491
104062
104635
105209
105785
106362
106941

351
352
353
354
355
356
357
358

359

361
362
363
364
365
366
367
368
369

136900|50653000

19,2354

7,1791

2,56820

2,70270

1162,4

107521

371
372
373
374
375
376
377
378
379

137641{51064811
138384/51478848
139129|51895117
139876|52313624
140625|52734375
141376(53157376
142129|53582633
142884|54010152
143641)54439939

19,2614

19,2873

19,3132
19,3391
19,3649
19,3907
19,4165
19,4422
19,4679

7,1855
7,1920
7:1984
7,2048
7,2112
7,2177
7,2240
7,2304
7,2368

2,56937
2,57054
2,57171
2,57287
2,57403
2,57519
2,57634
2,57749
2,57864

2,69542
2,68817
2,68097
2,67380
2,66667
2,65957
2,65252
2,64550
2,63852

1165,5
1168,7

1171,8
1175,0
1178,1
1181,2
1184,4
1187,5
1190,7

108103
108687
109272
109858
110447
111036
111628
112221
112815

370

371
372
373
374
375
376
377
378
379

144400} 54872000

19,4936

7,2432

2,57978

2,63158

1193,8 |

113411

381
382
383
384
385
386
387
388
389

145161)55306341
145924(55742968
146689|56181887
147456/56623104
148225|57066625
148996/57512456
149769{57960603
150544(58411072]
151321|58863869

19,5192
19,5448
19,5704
19,5959
19,6214
19,6469
19,6723
19,6977
19,7231

7,2495
7,2558
7,2622
7,2685
7,2748
7,2811
7,2874
7,2936
7,2999

2,58092
2,58200
2,58320
2,58433
2,58546
2,58659
2,58771
2,58883
2,58995

2,62467
2,61780
2,61097
2,60417
2,5974°
2,59067
2,58398
2,57732
2,57069

1196,9
1200, 1
1203,2
1206,4
1209,5
1212,7
1215,8
1218,9
1222,1

114009
114608
115209
115812
116416
117021
117628
118237
118847

381
382
383
384
385
386
387
388
389

390

152100|59319000)

19,7484

7,3061

2,59106

2,56410

1225,2

119459

391
392
393
394
395
396
397
398
399

152881|59776471
153664(60236288
154449|60698457
155236/61162984)
156025(61629875
156816/62099136
157609(62570773
158404(63044792
159201|63521199

19,7737
19,7990
19,8242
19,3494
19,8746
19,8997
19,9249
19,9499
19,9750

7:3124
7,3186
7:3248
7,3310
7,3372
7:3434
7,3496
7:3558
7,3619

2,59218
2,59329
2,59439
2,59550
2,59660
2,59770
2,59879
2,59988
2,60097

2,55754
2,55102
2,54453
2,53807
2,53165
2,52525
2,51889
2,51256
2,50627

1228,4
1231,5
1234,6
1237,8
1240,9
1244,1
1247,2
1250,4
1253,5

120072
120687
121304
121922
122542
123163
123786
124410
125036

160000{64000000

20,0000

7,3681

2,60206

2,50000

1256,6

125664

390

391
392
393
394
395
396
397
398
399
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160000,

64000000

20,0000

7,3681

2,60206

2,50000

1256,6

125664

401
402
403
404
405
406
407
408
499

160801
161604
162409
163216
164025
164836
165649
166464
167281

64481201
64964808
65450827
65939264
66430125
66923416
67419143
67917312|
68417929

20,0250
20,0499
20,0749
20,0998
20,1246
20,1494
20,1742
20,1990
20,2237

7)3742
7,3803
7:3864
7:3925
7,3986
7,4047
7:4108
7,4169
7»4229

2,60314
2,60423
2,60531
2,60638
2,60746
2,60853
2,60959
2,61066
2,61172

2,49377
2,43756
2,48139
2,47525
2,46914
2,46305
2,45700
2,45098
2,44499

1259,8
1262,9
1266,1
1269,2
1272,3
1275,5
1278,6
1281,8
1284,9

126293
126923
127556
128190
128825
129462
130100
130741
131382

401
402
403
404
403
406
407
408
409

410

168100

68921000

20,2485

7:4290

2,61278

2,43002

1288,1

132025

410

411
412
413
414
415
416
417
418
419

168921
169744
170569
171396
172225
173056
173889
174724
175561

69426531
69934528
70444997
70957944
71473375
71991296
72511713
73034632
73560059

20,2731
20,2978
20,3224
20,3470
20,3715
20,3961
20,4206

20,4450
20,4695

7,4350
7,4410
7,4470
7+4530
7,4590
7,4650
7,4710
7:4770
7:4829

2,61384
2,61490
2,61595
2,61700
2,61805%
2,61909
2,62014
2,62118
2,62221

2,43309
2,42718
2,42131
2,41546
2,40964
2,40385
2,39808

2,39234
2,38663

1291,2
1294,3
1297,5
1300,6
1303,8
1306,9
1310,0
1313,2
1316,3

132670
133317
133965
134614
135265
135918
136572
137228
137885

420

176400

74088000

20,4939

7:4889

2,62325

2,38095

1319,5

138544

411
412
413
414
41§
416
417
418
419

421
422
423
424
425
426
427
428
429

177241
178084
178929
179776
180625
181476
182329
183184
184041

74618461

75151448
75686967
76225024}
76765625
77308776
77854483

78953589

20,5183
20,5426
20,5670
20,5913
20,6155
20,6398
20,6640

78402752| 20,6882

20,7123

7:4948
7y5007
75,5067
7,5126
7,5185
7,5244
7,5302
7,5361
7:5420

2,62428
2,62531
2,62634
2,62737
2,62839
2,62941
2,63043
2,63144
2,63246

2,37530
2,36967
2,36407
2,35849
2,35294
2,34742
2,34192
2,33645
2,33 100

1322,6
1325,8
1328,9
1332,0
1335,2
1338,3
1341,5
1344,6
1347,7

139205
139867
140531
141196
141863
142531
143201
143872
144545

421
422
423
424
425
426
427
428
429

430

184900

79507000

20,7364

7,5478

2,63347

2,32558

1359,9

145220

430

431
432
433
434
435
436
437
438
439

185761
186624
187489
188356
189225
190096
190969
191844
192721

80062991
80621568
81182737
81746504
82312875
82881856,

83453453
84604519

20,7605
20,7846
20,8087
20,8327
20,8567
20,8806
20,9045

84027672] 20,9284

20,9523

75537
7)5595
7:5654
7,5712
7)5770
7,5828
7,5886

7,5944
7,6001

2,63448
2,63548
2,63649
2,63749
2,63849
2,63949
2,64048
2,64147
2,64246

2,32019
2,31481
2,30947
2,30415
2,29885
2,29358
2,28833
2,28311
2,27790

1354,0
135752
1360,3
1363,5
1366,6
1369,7
1372,9
1376,0
1379,2

145896
146574
147254
147934
148617
149301
149987
150674
151363

431
432
433
434
435
436
437
438
439

441
442
443

445
446
447
448
449

193600

85184000

20,9762

7,6059

2,64345

2,27273

1382,3

152053

194481
195364
196249
197136
198025
198916
199809
200704,
201601

85766121
86350888
86938307
87528384
88121125
88716536
89314623
89915392
90518849

21,0000
21,0238
21,0476
21,0713
21,0950
21,1187
21,1424
21,1660
21,1896

7,6117
7,6174
7,6232
7,6289
7,6346
7,6403
7,6460
7,6517
7,6574

2,64444
2,64542
2,64640
2,64738
2,64836
2,64933
2,65031
2,65128
2,65225

2,26757
2,26244
2,25734
2,25225
2,24719
2,24215
2,23714
2,23214
2,22717

13854
1388,6
1391,7
1394,9
1398,0
1401,2
1404,3
1407,4
1410,6

152745
153439
154134
154830
155528
156228
156930
157633
158337

441
442
443

445
446
447
448
449

202500

91125000

21,2132

7,6631

2,65321

2,22222

1413,7

159043
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202500

91125000

21,2132

7,6631

2,65321

2,22222

1413,7

159043

203401
204304
205209
206116
207025
207936
208849
209764
210681

91733851
92345408
92959677
93576664
94196375
94818816
95443993
96071912
96702579

21,2368
21,2603
21,2838

21,3073
21,3307
21,3542
21,3776
21,4009
21,4243

7,6688
7,6744
7,6801
7,6857
7,6914
7,6970
7,7026
7,7082
7,7138

2,65418
2,65514
2,65610
2,65706
2,65801
2,65896
2,65992
2,66087
2,66181

2,21729
2,21239
2,20751
2,20264
2,19780
2,19298
2,18818
2,18341
2,17865%

1416,9
1420,0
1423,1
1426,3
142944
1432,6
1435,7
1438,8
1442,0

159751
160460
161171
161883
162597
163313
164030
164748
165468

450
451
452
453
454
455
456
457
458
459

460

211600

97336000

21,4476

757194

2,66276

2,17391

1445,1

166190

Ty
462
463
464
465
466
467
468
469

212521
213444
214369
215296
216225
217156
218089

219961

97972181
98611128
99252847
99897344
100544625
101194696

101847563

219024(102503232

103161709

21,4709
21,4942
21,5174
21,5407
21,5639
21,5870
21,6102
21,6333
21,6564

757250
7,7306
7,7362
7,7418
77473
7,7529
7,7584
7,7639
7,7695

2,66370
2,66464
2,66558
2,66652
2,66745
2,66839
2,66932
2,67025
2,67117

2,16920
2,164 50
2,15983
2,15517
2,15054
2,14592
2,14133
2,13675
2,13220

1448,3
14514
1454,6
14577
1460,8
1464,0
1467,1
1470,3
14734

166914
167639
168365
169093
169823
170554
171287
172021
172757

a

220900(103823000

21,6795

7;7750

2,67210

2,12766

1476,5

173494

471
472
473
474
475
476
477
478
479

481
482
483
484

486

487
488

489

221841

230400(110592000

104487111

222784/105154048!
223729|105823817
224676|106496424
225625/107171875
226576|107850176!
227529|108531333
228484(109215352
220441{109902239

21,7025
21,7256
21,7486

21,7715
21,7945
21,8174
21,8403
21,8632
21,3861

7,7805
7,7860

7,7915

77970
7,8025

7,8079

7,8134
7,8188

7,8243

2,67302
2,67394
2,67486
2,67578
2,67669
2,67761
2,67852
2,67943
2,68034

2,12314
2,11864
2,11416
2,10970
2,10526
2,10084
2,09644

2,09205
2,08768

1479,7
1482,8
1486,0
1489,1
1492,3
1495,4
1498,5
1501,7
1504,8

174234
174974
175716
176460
177205
177952
178701
179451
180203

461
462
463
464
465
466
467
468
469
70
471
472
473
474
475
476
477
478
479

21,9089

7,8297

2,68124

2,08333

1508,0

180956

480

231361

239121

238144

111284641

232324|111980168
233289|112678587
234256|113379904|
235225/114084125
236196|114791256
237169|115501303
116214272| 22,0907

116930169

21,9317
21,9545
21,9773
22,0000
22,0227
22,0454
22,0681

22,1133

7,8352
7,8406
7,8460
7,8514
7,8568
7,8622
7,8676
7,8730
7,8784

2,68215
2,683035
2,68395
2,68485
2,68574
2,68664
2,68753
2,68842
2,68931

2,07900
2,07469
2,07039
2,06612
2,06186
2,05761
2,05339
2,04918
2,04499

I5IL,T
1514,2
1517,4
1520,5
1523,7
1526,8
1530,0
15331
1536,2

181711
182467
183225
183984
184745
185508
186272
187038
187805

481
482
483
484
485
486
487
488
489

490

240100/117649000

22,1359

7,8837

2,69020

2,04082

15394

188574

490

491
492
493
494
495
496
497
498
499

241081

243049
244036
245025
246016
247009
248004
249001

118370771

242064|119095488

119823157
120553784
121287375
122023936
122763473
123505992
124251499

22,1585
22,1811
22,2036
22,2261
22,2486
22,2711
22,2935

22,3159
22,3383

7,8891
7,8944
7,8998
7,9051
7,9105
7,9158
7,9211
7,9264
79317

2,69108
2,69197
2,69285
2,69373
2,60461
2,69548
2,69636
2,69723
2,69810

2,03666
2,03252
2,02840
2,02429
2,02020
2,01613
2,01207
2,00803
2,00401

1542,5
1545,7
1548,8
1551,9
15551
1558,2
1561,4
1564,5
1567,7

189345
190117
190890
191665
192442
193221
194000
194782
195565

491
492
493
494
495
496
497
498
499

250000

125000000

22,3607

7,9370

2,60897

2,00000

1570,8

196350
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501
502
503
504
505
506
507
508
599
510
511
512
513
514
515
5‘6
517
518
519

250000

125000000

22,3607

79370

2,69897

2,00000

1570,8

196350

500

251001
252004
253009
254016
255025
256036
257049
258064,
259081

125751501
126506008
127263527
128024064
128787625
129554216
130323843
131096512
131872229

22,3830
22,4054
2244277
22,4499

22,4722

22,4944
22,5167

22,5389
22,5610

7,9423
7,9476
7,9528

7,9581
7,9634
7,9686

7,9739
7,9791
7,9843

2,69984
2,70070
2,70157
2,70243
2,70329
2,70415
2,70501
2,70586
2,70672

1,99601
1,99203
1,98807
1,08413
1,98020
1,07628
1,97239
1,96850
1,06464

1573,9
15771
1580,2
1583,4
1586,5
1589,6
1592,8
1595,9
1599,1

197136
197923
198713
199504
200296
201090
201886
202683
203482

260100

132651000

22,5832

7,9896

2,70757

1,96078

1602,2

204282

261121
262144
263169
264196,
265225
266256
267289
268324
269361

133432831
134217728
135005697
135796744
136590875
137388096
138188413
138991832
139798359

22,6053
22,6274
22,6495
22,6716
22,6036
22,7156
22,7376

22,7596
22,7816

7:9948
8,0000
8,0052
8,0104
8,0156
8,0208
8,0260
8,0311
8,0363

2,70842
2,70927
2,71012
2,71096
2,71181
2,71265%
2,71349

2,71433
2,71517

1,95695
1,95312
1,04932

1,94553
1,94175
1,93798
1,93424
1,93050
1,92678

1605,4
1608,5

1611,6
1614,8
1617,9
1621,1
1624,2

1627,3
1630,5

205084
205887
206692
207499
208307
209117
209928
210741
211556

501
502
503
504
505
506
507
508
3%
510
Il
512
513
514
515
516
517
518
519

520

270400

140608000

22,8035

8,0415

2,71600

1,92308

1633,6

212372

520

521
522
523
524
525
526
527
528
529

271441
272484
273529
274576
275625
276676
277729
278784
279841

141420761
142236648
143055667
143877824
144703125
145531576
146363183
147197952
148035889

22,8254
22,8473
22,8692
22,8910
22,9129
22,9347
22,9565
22,9783
23,0000

8,0466
8,0517
8,0569
8,0620
8,0671
8,0723
8,0774
8,0825
8,0876

2,71684
2,71767
2,71850
2,71933
2,72016
2,72099
2,72181
2,72263
2,72346

1,91939
1,91571
1,91205
1,90840
1,0476
1,90114
1,89753
1,89394
1,89036

1636,8
1639,9
1643,1
1646,2
1649,3
1652,5
1655,6
1658,8
1661,9

213189
214008
214829
215651
216475
217301
218128
218956
219787

521

522
523
524
525
526
527
528
529

280900

148877000

23,0217

8,0927

2,72428

1,88679

1665,0

220618

530

531
532
533
534
535
536
537
538
539

281961
283024
284089
285156
286225
287296
288369
289444
290521

149721291
150568768
151419437
152273304
153130375
153990656
154854153
155720872
156590819

23,0434
23,0651
23,0868
23,1084
23,1301
23,1517
23,1733
23,1948
23,2164

8,0978
8,1028
8,1079
8,1130
8,1180
8,1231
8,1281
8,1332
8,1382

2,72509
2,72591
2,72673
2,72754
2,72835
2,72916
2,72997
2,73078
2,73159

1,88324
1,87970
1,87617
1,87266
1,86916
1,86567
1,86220
1,85874
1,85529

1668,2
1671,3
1674,5
1677,6
1680,8
1683,9
1687,0
1690,2
1693,3

221452
222287
223123
223961
224801
225642
226484
227329
228175

531
532
533
534
535
536
537
538
539

540

291600

157464000

23,2379

8,1433

2,73239

1,35185

1696,5

229022

540

541
542
543
544
545
546
547
548
549

292681
293764
294849
295936
207024
298116
299209
300304
301401

158340421
150220088
160103007
160089184
161878625
162771336
163667323
164566592
165469149

23,2594
23,2809
23,3024
23,3238
23,3452
23,3666
23,3880

23,4004
23,4307

8,1483
8,1533
8,1583
38,1633
8,1683
8,1733
8,1783
8,1833
8,1882

2,73320
2,73400
2,73480
2,73560
2,73640
2,73719
2,73799
2,73378
2,73957

1,84843
1,84502
1,84162
1,83824
1,83486
1,83150
1,82815%
1,82482
1,82149

1699,6
1702,7
1705,9
1709,0
1712,2
1715,3
1718,5
1721,6
1724,7

229871
230722
231574
232428
233283
234140
234998
235858
236720

541
542
543
544
545
546
547
548
549

550

302500

166375000

23,4521

8,1932

2,74036

1,81818

17279

237583

550
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550

302500

166375000

23,4521

8,1932

2,74036

1,81818

1727,9

237583

551
552
553
554
555
556
557
558
559

303601
304704
305809
306916
308025
309136
310249
311364,
312481

167284151
168196608
169112377
170031464
170953875
171879616
172808693
173741112
174676879

23,4734
23,4947
23,5160
23,5372
23,5584
23,5797
23,6008
23,6220
23,6432

8,1982
8,2031
8,2081
8,2130
8,2180
8,2229
8,2278
8,2327
8,2377

2,74115
2,74194
2,74273
2,74351
2,74429
2,74507
2,74586
2,74663
2,74741

1,81488
1,81159
1,80832
1,80505%
1,80180
1,79856
1,79533

1,79211
1,78891

1731,0
17342
17373
1740,4
1743,6
1746,7
1749,9

17530
1756,2

238448
239314
240182
241051
241922
242795
243669
244545
245422

560

313600

175616000

23,6643

8,2426

2,74819

1,78571

1759,3

246301

553
554
555
556
557
558

559

561
562
563
564
565
566
567
568
589
570

314721
315844
316969
318096
319225
320356
321489
322624
323761

176558481
177504328
178453547
179406144]
180362125
181321496
182284263
183250432
184220009

23,6854
23,7065
23,7276
23,7487
23,7697
23,7908
23,8118
23,8328
23,8537

8,2475
8,2524
8,2573
8,2621
8,2670
8,2719
8,2768
8,2816
8,2865

2,74896
2,74974
2,75051
2,75128
2,75205
2,75282
2,75358
2,75435
2,75511

1,78253
1,77936
1,77620
1,77305
1,76991
1,76678
1,76367
1,76056
1,75747

1762,4
1765,6
1768,7
1771,9
17759
1778,1
1781,3
17844
1787,6

247181
248063
248947
249832
250719
251607
252497
253388
254281

561
562
563
564
565
566
567

569

324900

185193000

23,8747

8,2913

2,75587

1,75439

1799,7

255176

570

571
572
573
574
575
576
577
578
579

326041
327184
328329
329476
330625
331776
332929
334084
335241

1861609411
187149248
188132517
189119224
190109375
191102976
192100033,
193100552
194104539

23,8956
23,9165
23,9374
23,9583
23,9792
24,0000
24,0208
24,0416
24,0624

8,2962
8,3010
8,3059
8,3107
8,3155
8,3203
8,3251
8,3300
8,3348

2,75664
2,75740
2,75815
2,75891
2,75967
2,76042
2,76118

2,76193
2,76268

1,75131
1,74825
1,74520
1,74216
1,73913
1,73611
1,73310
1,73010
1,72712

1793,8
1797,0
1800,1
1803,3
1806,4
1809,6
1812,7
1815,8
1819,0

256072
256970
257869
258770
259672
260576
261482
262389
263298

571
572
573
574
575
576
571
578
579

580

336400

195112000|

24,0832

8,3396

2,76343

1,72414

1822,1

264208

581
582
583
584
585
586
587
588
589
590

337561
338724
339889
341056
342225
343396
344569
345744
346921

196122941
197137368
198155287
199176704
200201625
201230056,
202262003
203297472
204336469

24,1039
24,1247
24,1454
24,1661
24,1868
24,2074
24,2281
24,2487
24,2693

8,3443
8,3491
8,3539
8,3587
8,3634
8,3682
8,3730
8,3777
8,3825

2,76418
2,76492
2,76567
2,76641
2,76716
2,76790
2,76864
2,76938
2,77012

1,72117
1,71821
1,71527
1,71233
1,70940
1,70648
1,70358
1,70068
1,69779

1825,3
1828,4

1831,6
1834,7
1837,8
1841,0
1844,1
1847,3
1850,4

265120
266033
266948
267865
268783
269703
270624
271547
272471

581
582
583
584
585
586
587
588
589

348100

205379000

24,2899

8,3872

2,77085

1,60492

1853,5

273397

590

591
592
593
594
595
596
597
598
599

349281
350464
351649
352836
354025
355216
356409
357604
358801

206425071
207474688
208527857
209584584
210644875
211708736
212776173
213847192
214921799

24,3105
24,3311
24,3516
24,3721
24,3926
24,4131
24,4336
24,4540
24,4745

38,3919
8,3967
8,4014
8,4061
8,4108
8,4155
8,4202
83,4249
8,4296

2,77159
2,77232
2,77379
2,77452
2,77525
2,77597
2,77670
2,77743

1,69205%
1,68919
1,68634
1,68350
1,68067
1,67785
1,67504
1,67224
1,66945

1856,7
1859,8
1863,0
1866,1
1869,2
1872,4
1875,5
1878,7
1881,8

274325
275254
276184
277117
278051
278986
279923
280862
281802

591
592
593
594
595
596
597
598
599

360000

216000000

24,4949

8,4343

2,77815

1,66667

1885,0

282743
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360000

216000000

24,4949

8,4343

2,77815

1,66667

1885,0

282743

600

601
602

604
605
606
6o7
608

361201
362404
363609
364816
366025
367236
368449
369664
370881

217081801
218167208
219256227
220348864
221445125
222545016
223648543
224755712
225866529

24,5153
24,5357
24,5561
24,5764
24,5967
24,6171
24,6374
24,6577
24,6779

8,4390
8,4437
8,4484
8,4530
8,4577
8,4623
8,4670
8,4716
8,4763

2,77887
2,77960
2,78032
2,78104
2,78176
2,78247
2,78319
2,78390
2,78462

1,66389
1,66113
1,65837
1,65563
1,65289
1,65017
1,64745
1,64474
1,64204

1888,1
1891,2

1 89414

1897,5
1900,7
1903,8
1906,9
1910,1
1913,2

283687
284631
285578
286526
287475
288426
289379

290333
291289

601
602
603
604
605
606
607
608

609

610

372100

226981000

24,6982

8,4809

2,78533

'1,63934

19164

292247

611
612
613
614
615
616
617
618
619

373321
374544
375769
376996
378225
379456
380689
381924
383161

2280991 31
229220928
230346397
231475544
232608375
233744896
234885113
236029032
237176659

24,7184
24,7386
24,7588
24,7790
24,7992
24,8193
24,8395
24,3596
24,8797

8,4856
8,4902
8,4948
8,4994
8,5040
8,5086
8,5132
8,5178
8,5224

2,78604
2,78675
2,78746
2,78817
2,78888
2,78958
2,79029
2,79099
2,79169

1,63666
1,63399
1,63132
1,62866
1,62602
1,62338
1,62075
1,61812
1,61551

1919,5
1922,7
1925,8
1928,9
1932,1
1935,2
1938,4
1941,5
1944,6

293206
294166
295128
296092
297057
298024
298992
299962
300934

620

384400

238328000

24,8998

8,5270

2,79239

1,61290

1947,8

621
622
623
624
625
626
627
628
629

385641
386884
388129
389376
390625
391876
393129
394384
395641

239483061
240641848
241804367
242970624
244140625
245314376
246491883
247673152
248858189

24,9199
2449399
24,9600
24,9800
25,0000
25,0200
25,0400
25,0599
25,0799

8,5316
8,5362
8,5408

8,5453
8,5499
8,5544
8,5590
8,5635
8,5681

2,79309
2,79379
2,79449
2,79518
2,79588
2,79657
2,79727
2,79796
2,79865

1,61031
1,60772
1,60514
1,60256
1,60000
1,59744
1,59490
1,59236
1,58983

1950,9
1954,1
1957,2
1960,4
1963,5
1966,6
1969,8
1972,9
1976,1

301907

302882
303858
304836
305815
306796
307779
308763
309748
310736

610
611
612
613
614
615
616
617
618
619
620
621
622
623
624
625
626
627
628
629

396900

250047000

25,0998

8,5726

2,79934

1,58730

1979,2

311725

631
632
633
634
635
636
637
638
639

398161
399424
400689
401956
403225
404496
405769
407044
408321

251239591
252435968
253636137
254840104
256047875
257259456
258474853
259694072
260917119

25,1197
25,1396
25,1595
25,1794
25,1992
25,2190
25,2389
25,2587
25,2784

8,5772
8,5817
8,5862
8,5907
8,5952
8,5997
8,6043
8,6088
8,6132

2,80003
2,80072
2,80140
2,80209
2,80277
2,80346
2,80414
2,80482
2,80550

1,58479
1,58228

1,57978
1,57729
1,57480
1,57233
1,56986
1,56740
1,56495

1982,3
1985,5
1988,6
1991,8
1994,9
1998,1
2001,2
2004,3
2007,5

312715
313707
314700
315696
316692
317690
318690
319692
320695

409600|

262144000

25,2982

8,6177

2,80618

1,56250

2010,6

321699

641
642
643
644
645
646
647
648
649

410881
412164
413449
414736
416025
417316
418609
419904
421201

263374721
264609288
265847707
267089984
268336125
269586136
270840023
272097792
273359449

25,3180
25,3377
25,3574
25,3772
25,3969
25,4165
25,4362
25,4558
25,4755

8,6222
8,6267
8,6312
8,6357
8,6401
8,6446
8,6490
8,6535
8,6579

2,80686
2,80754
2,80821
2,80889
2,80956
2,81023
2,81090
2,81158
2,81224

1,56006
1,55763
1,55521
1,55280
1,55039
1,54799
1,54560
1,54321
1,54083

2013,8
2016,9
2020,0
2023,2
2026,3
2029,5
2032,6
2035,8

322705
323713
324722
325733
326745
327759
328775
329792
330810

631
632
633
634
635
636
637
638
639
640
641
642
643
644
645
646
647
648
649

422500

274625000

25,4951

8,6624

2,81291

1,53846

2042,0

331831

650
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422500

274625000

25,4951

8,6624

2,81291

1,53846

2042,0

331831

651
652
653
654
655
656
657
658
659

423801
425104
426409
427716
429025
430336
431649
432964
434281

275894451
277167808
278445077
279726264
281011375
282300416
283593393
284890312
286191179

25,5147
25,5343
25,5539
25,5734
25,5930
25,6125
25,6320
25,6515
25,6710

8,6668
8,6713
8,6757
8,6801
8,6845
8,6890
8,6934
8,6978
8,7022

2,81358
2,81425
2,81491
2,81558
2,81624
2,81690
2,81757
2,81823
2,81889

1,53610
1,53374
1,53139
1,52905
1,52672
1,52439
1,52207
1,51976
1,51745

2045,2
2048,3
2051,5
2054,6
2057,7
2060,9
2064,0
2067,2
2070,3

332853
333876
334901
335927
336955
337985
339016
340049
341083

650
651
652
653
654
655
656
657
658
659

435600

287496000

25,6905

8,7066

281954

I,51515

2073,5

342119

661
662
663
664
665
666
667
668
669
670
671
672
673
674
675
676
677
678
679
680

436921
438244
439569
440896
442225
443556
444889

446224
440224

447561

288804781
290117528
291434247
292754944
294079625
295408296
296740963
298077632
299418309

25,7099
25,7294
25,7488

25,7682

25,7876
25,8070
25,8263

25,8457
25,8650

8,7110
8,7154
8,7198
8,7241
8,728
8,7329
8,7373
8,7416
8,7460

2,82020
2,82086
2,82151
2,82217
2,82282
2,82347
2,82413
2,82478
2,82543

1,51286
1,51057
1,50830
1,50602
1,50376
1,50150
1,49925
1,49701
1,49477

2076,6
2079,7
2082,9
2086,0
2089,2
2092,3
20954
2098,6
2101,7

343157
344196
345237
346279
347323
348368
349415
350464
351514

660
661
662
663
664
665
666
667
668
669

448900

300763000

25,8844

8,7503

2,82607

1,49254

2104,9

352565

670

450241
451584
452929
454276
455625
456976
458329
459684
461041

302111711
303464448
304821217
306182024
307546875
308915776
310288733
311665752
313046839

25,9037
25,9230
25,9422
25,9615
25,9808
26,0000
26,0192
26,0384
26,0576

8,7547
8,7590
8,7634
8,7677
8,7721
8,7764
8,7807
8,7850
8,7893

2,82672
2,82737
2,82802
2,82866
2,82930
2,82995
2,33059
2,83123
2,83187

1,49031
1,48810
1,48588
1,48368
1,48148
1,47929
1,47710
1,47493
1,47275

2108,0
2111,2
2114,3
211754
2120,6
2123,7
2126,9
2130,0
2133,1

353618
354673
355730
356788
357847
358908
359971

361035
362101

671
672
673
674
675
676
677
678
679

462400

314432000

26,0768

8,7937

2,83251

1,47059

2136,3

363168

681
682
683
684
685
686
687
688
689

463761
465124
4664389
467856
469225
470596
471969
473344
474721

315821241
317214568
318611987
320013504
321419125
322828856
324242703
325660672
327082769

26,0960
26,1151
26,1343
26,1534
26,1725
26,1916
26,2107
26,2298
26,2488

8,7980
8,8023
8,8066
8,8109
8,8152
8,8194
8,8237
8,8280
8,8323

2,83315
2,83378
2,83442
2,83506
2,83569
2,83632
2,83696
2,83759
2,83822

1,46843
1,46628
1,46413
1,46199
1,45985
1,45773
145560
1,45349
1,45138

21394
2142,6
2145,7
2148,8
2152,0
2155,1
2158,3
2161,4
2164,6

364237
365308
366380
367453
368528
369605
370684
371764
372845

630

476100

328509000

26,2679

8,8366

2,83885

1,44928

2167,7

373928

691
692
693
694
695
696
697
698
699

477481
478864
480249
481636
483025
484416
485809
487204
488601

329939371
331373888
332812557
334255384
335702375
337153536
338608873
340068392
341532099

26,2869
26,3059
26,3249
26,3439
26,3629
26,3818
26,4008
26,4197
26,4386

8,8408
8,8451
8,8493
8,8536
8,8578
8,8621
8,8663
8,8706
8,8748

2,83948
2,84011
2,84073
2,84136
2,84198
2,84261
2,84323
2,84386
2,84448

1,44718
1,44509
1,44300
1,44092
1,43885
1,43678
1,43472
1,43266
1,43062

2170,8
2174,0
2177,1
2180,3

2183,4
2186,5

2189,7
2192,8
2196,0

375013
376099
377187
378276
379367
380459
381553
382649
383746

681
682
683
684
685
686
687
688
689

691
692
693
694
695
696
697
698
699

700

490000

343000000

26,4575

8,8790

2,84510

1,42857

2199,I

384845

700
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490000/ 343000000

26,4575

8,8790

2,84510

1,42857

2190,1

384845

700

701
702
703
704
705
706
707
708
799

491401|344472101
492804/345948408
494209|347428927
495616(348913664
497025/350402625
498436/351895816
499849(353393243

501264(354894912
502681(356400829

26,4764
26,4953
26,5141
26,5330
26,5518
26,5707
26,5895
26,6083
26,6271

8,8833
8,875
8,8917
83,8959
8,9001
8,9043
8,9085
83,9127
8,9169

2,84572
2,84634
2,84696
2,84757
2,84819
2,84880
2,34942
2,85003
2,35065

1,42653
1,42450
1,42248
1,42045
1,41844
1,41643
1,41443
1,41243
1,41044

2202,3
22054
22085
22117
2214,8
2218,0
2221,1
2224,2
2227,4

385945
387047
388151
389256
390363
391471
392580
393692
394805

701
702
703
704
705
706
707
708
709

710

504100|357911000

26,6458

8,9211

2,85126

1,40845

2230,5

395919

710

711
712
713
714
715
716
77
718
719

505521|359425431
506944/360944128
508369/362467097
509796|363994344
511225,365525875
512656|367061696
514089{368601813
515524)370146232
516961|371694959

26,6646
26,6833
26,7021
26,7208
26,7395
26,7582
26,7769

26,7955
26,8142

8,9253
8,9295
8,9337
8,9378
8,0420
8,9462
8,9503
8,0545
8,9587

2,85187
2,85248
2,85309
2,35370
2,35431
2,85491
2,85552
2,85612
2,85673

1,40647
1,40449
1,40252
1,40056
1,39860
1,39665
1,39470
1,39276
1,39082

2233,7
2236,8
2240,0
2243,1
2246,2
2249,4
2252,5
2255,7
2258,8

397035
398153
399272
400393
401515
402639
403765
404892
406020

711
712
713
714
715
716
717
718
719

720°

518400|373248000

26,8328

8,9628

2,85733

1,38889

2261,9

407150

720

721
722
723
724
725
726
727
728
729

519841|374805361
521284/376367048
522729/377933067
524176|379503424
525625(381078125
527076|382657176
528529|384240583
529984/385828352
531441{387420489

26,8514
26,8701
26,3887
26,9072
26,9258
26,9444
26,9629
26,9815
27,0000

8,967¢
8,9711
8,9752
83,9794
8,9835
8,9876
8,9918

8,9959
9,0000

2,85794
2,85854
2,85914
2,85974
2,86034
2,86094.
2,86153
2,86213
2,86273

1,38696
1,38504
1,38313
1,38122
1,37931
1,37741
1,37552
1,37363
1,37174

2265,1
2268,2
2271,4
2274,5
2277,7
2280,8
2283,9
2287,1
2290,2

408282
409415
410550
411687
412825
413965
415106
416248
417393

721
722
723
724
725
726
727
728
729

30

532900{389017000

27,0185

9,0041

2,36332

1,36986

2293,4

418539

730

731
732
733
734
735
736
727
738
739

534361|390617891
535824/392223168
537289(393832837
538756395446904
540225/397065375
541696/398688256
543169|400315553
544644/401947272
546121|403583419

27,0370
27,0555
27,0740
27,0924
27,1109
27,1293
27,1477
27,1662
27,1846

9,0082
9,0123
9,0164
9,0205
9,0246
9,0287
9,0328
9,0369
9,0410

2,86392
2,86451

2,86510.

2,86570
2,86629
2,36688
2,36747
2,86806
2,86864

1,36799
1,36612
1,36426
1,36240
1,36054
1,35870
1,35685
1,35501
1,35318

2296,5
2299,6
2302,8

2305,9
2309,1
2312,2
2315,4
2318,5
2321,6

419686
420835
421986
423138
424293
425447
426604
427762
428922

40

547600(405224000

27,2029

9,9450

2,86923

1,35135

2324,8

430084

731
732
733
734
735
736
737
738
739
740

741
742
743
744
745
746
747
748

549081(406869021
550564/408518488
552049(410172407
553536/411830784
555025413493625
556516{415160936
558009|416832723
559504/418508992

749 |561001|420189749

27,2213
27,2397
27,2580
27,2764
27,2947
27,3130
27,3313
27,3496
27,3679

9,0491
9,0532
9,0572
9,0613
9,0654
9,0694
9,0735

90775
9,081

2,86982
2,87040
2,87099
2,87157
2,87216
2,87274
2,87332
2,87390

6]2,87448

1,34953
1,34771
1,34590
1,34409
1,34228
1,34048
1,33869
1,33690
1,33511

2327,9
2331,I
2334,2
2337,3
2340,5
2343,6
2346,8
2349,9
2353,1

431247
432412
433578
434746
435916
437087
438259
439433
440609

741
742
743
744
745
746
747
748
749

750

562500|421875000

27,3861

9,0856

2,87506

1,33333

2356,2

441786

750
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750
751
752
753
754
755
756
757
758
759

562500

421875000

27,3861

9,0856

2,87506

1,33333

2356,2

441786

564001
565504
567009
568516
570025
571536
573049

574564
576081

423564751
425259008
426957777
428661064
430368875
432081216
433798093
435519512
437245479

27,4044
27,4226
27,4408

27,4591
27,4773
27,4955
27,5136
27,5318
27,5500

9,0896
9,0937
9,0977
91017
9,1057
9,1098
9,1138
9,1178
9,1218

2,87564
2,87622
2,87679
2,87737
2,87795
2,87852
2,87910
2,87967
2,88024

1,33156
1,32979
1,32802
1,32626
1,32450
1,32275
1,32100
1,31926
1,31752

2359,3
2362,5
2365,6
2368,8
2371,9
23750
2378,2
2381,3
2384,5

442965
444146
445328
446511
447697
448883
450072
451262
452453

760

577600

438976000

27,5681

9,1258

2,88081

1,31579

2387,6

453646

750
751
752
753
754
755
756
757
758
759
760

761
762
763
764
765
766
767
768
769

579121
580644
582169
583696
585225
586756
588289
589824
591361

440711081
442450728
444194947
445943744
447697125
449455096
451217663
452984832
454756609

27,5862
27,6043
27,6225
27,6405
27,6586
27,6767
27,6948
27,7128
27,7308

9,1298
9,1338
9,1378
9,1418
9,1458
9,1498
91537
9,1577
9,1617

2,88138
2,88195
2,88252
2,88309
2,88366
2,88423
2,88480
2,88536
2,88593

1,31406
1,31234
1,31062
1,30890
1,30719
1,30548
1,30378
1,30208
1,30039

2390,8
2393,9
2397,0
2400,2
2403,3
2406,5
2409,6
2412,7
2415,9

454841
456037
457234
458434
459635
460837
462041
463247
464454

761
762
763
764
765
766
767
768
769

770

592900

456533000

27,7489

9,1657

2,88649

1,29870

2419,0

465663

770

771
772
773
774
775
776
777
778
779

594441
595984
597529
599076
600625
602176
603729
605284
606841

458314011
460009648
461889917
463684824
465484375
467288576
469097433
470910952
472729139

27,7669
27,7849
27,8029
27,8209
27,8388
27,8568
27,8747
27,8927
27,9106

9,1696
9,1736
9,1775
9,1815
9,1855
9,1894
91933

91973
9,2012

2,88705
2,88762
2,88818
2,88874
2,88930
2,88986
2,89042
2,89098
2,89154

1,29702
1,29534
1,29366
1,29199
1,29032
1,28866
1,28700
1,28535
1,28370

2422,2
24253
2428,5
2431,6
2434,7
24379
2441,0
2444,2
24473

466873
468085
469298
470513
471730
472948
474168

475389
476612

771
772
773
774
775
776
777
778
779

780

608400

474552000

27,9285

9,2052

2,89209

1,28205

2450,4

477836

781
782
783
784
785
786
787
788
789

609961
611524
613089
614656
616225
617796
619369
620944
622521

476379541
478211768
480048687
481890304
483736625
485587656
487443403
489303872
491169069

27,9464
27,9643
27,9821
28,0000
28,0179
28,0357
28,0535
28,0713
28,0891

9,2091
9,2130
9,2170
9,2209
9,2243
9,2287
9,2326
9,2365
9,2404

2,89265
2,89321
2,89376
2,80432
2,89487
2,89542
2,89597
2,89653
2,89708

1,28041
1,27877
1,27714
1,27551
1,27389
1,27226
1,27065
1,26904
1,26743

2453,6
2456,7
2459,9
2463,0
2466,2
2469,3
2472,4
2475,6
2478,7

479062
480290
481519
482750
483982
485216
486451
487688
488927

780
781
782
783
784
785
786
787
788
789

750
791
792
793
794
795
796
797
798
799

624100

493039000

28,1069

92443

2,89763

1,26582

2481,9

490167

790

625681
627264
628849
630436
632025
633616
635209
636804
638401

494913671
496793088
498677257
500566184
502459875
504358336
506261573
508169592
510082399

28,1247
28,1425
28,1603
28,1780
28,1957
28,2135
28,2312
28,2489
28,2666

9,2482
9,2521
9,2560
9,2599
9,2638
9,2677
9,2716
9,2754
9,2793

2,89818
2,89873
2,89927
2,89982
2,90037
2,90091
2,00146
2,0200
2,90255

1,26422
1,26263
1,26103
1,25945
1,25786
1,25628
1,25471

1,25313
1,25156

2485,0
2488,1
2491,3
2494,4
2497,6
2500,7
2503,8
2507,0
2510,1

491409
492652
493897
495143
496391
497641
498892
500145
501399

791
792
793
794
795
796
797
798
799

640000

512000000

28,2843

9,2832

2,00309

1,25000

2513,3

502655

800

Hilfsbuch f. d. Maschinenbau., 8. Aufl.
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640000

512000000

28,2843

9,2832

2,90399

1,25000

2513,3

502655

641601
643204,
644809
646416
648025
649636
651249
652864
654481

513922401
515849608
517781627
519718464
521660125
523606616
525557943
527514112
529475129

28,3019
28,3196
28,3373
28,3549
28,3725
28,3901
28,4077
28,4253
28,4429

9,2870
9,2909
9,2948
9,2986
9,3025
9,3063
9,3102
9,3140
93179

2,90363
2,90417
2,90472
2,90526
2,90580
2,90634
2,90687
2,90741
2,90795

1,24844
1,24688
1,24533
1,24378
1,24224
1,24069
1,23916
1,23762
1,23609

2516,4
2519,6
2522,7
2525,8
2529,0
2532,1
2535,3
2538,4
2541,5

503912
505171
506432
507694
508958
510223
511490

512758
514028

800
8o1
802
803
804
803
806
807
808

810

656100

531441000

28,4605

9,3217

2,90849

1,23457

2544,7

515300

810

811
812
813
814
815
816
817
818
819

657721
659344/
660969
662596
664225
665856
667489
669124
670761

533411731
535387328
537367797

539353144
541343375
543338496
545338513
547343432
549353259

28,4781
28,4956
28,5132
28,5307
28,5482
28,5657
28,5832
28,6007
28,6182

93255
9:3294
9:3332

93370
9,3408
9,3447
9,3485
9,3523
9,3561

2,00902
2,90956
2,91009
2,91062
2,91116
2,01169
2,91222

2,91275
2,91328

1,23305
1,23153
1,23001
1,22850
1,22699
1,22549
1,22399
1,22249
1,22100

2547,8
2551,0
2554,1
2557,3
2560,4
2563,5
2566,7
2569,8
2573,

516573
517848
519124
520402
521681
522962
524245

525529
526814

811
812
813
814
815
816
817
818
819

820

672400

551368000

28,6356

9:3599

2,01381

1,21951

2576,1

528102

820

821
822
823
824
825
826
827
828
829
850

674041
675684
677329
678976
680625
682276
683929
685584
687241

553387661
555412248
557441767
559476224
561515625
563559976
565609283
567663552
569722789

28,6531
28,6705
28,6880
28,7054
28,7228
28,7402
28,7576

28,7750
28,7924

9,3637
9,3675
9,3713
9,3751
9,3789
9,3827
9,3865
09,3902
93940

2,91434
2,01487
2,91540
2,91593
2,91645
2,01698
2,91751
2,91803
2,91855

1,21803
1,21655
1,21507
1,21359
1,21212
1,21065
1,20919
1,20773
1,20627

25792
2582,4
258555
2588,7
2591,8
2595,0
2598,1
2601,2
2604,4

529391
530681
531973
533267
534562
535858
537157
538456
539758

821
822
823
824
823
826
827
828
829

688900

571787000

28,8097

9,3978

2,91908

1,20482

2607,5

541061

830

831
832
833
834’
835
836
837
838
839

690561
692224
693889
695556
697225
698896
700569
702244
703921

573856191
575930368
578009537
580093704
582182875
584277056
586376253
588480472
590589719

28,8271
28,8444
28,8617
28,8791
28,8964
28,0137
28,9310
28,9482
28,9655

9,4016
9,4053
9,4091
9,4129
9,4166
9,4204
9,4241
9,4279
90,4316

2,91960
2,92012
2,92065
2,92117
2,02169
2,92221
2,92273
2,92324
2,92376

1,20337
1,20192
1,20048
1,19904
1,19760
1,19617
1,19474
1,19332
1,19190

2610,7
2613,8
2616,9

2620,1
2623,2
2626,4
2629,5
2632,7
2635,8

542365
543671
544979
546288
547599
548912
550226
551541
552858

831
832
833
834
835
836
837
838
839

840

705600

592704000

28,0828

94354

2,92428

1,19048

2638,9

554177

840

841
842
843
844
845
846
847
848
849

707281
708964
710649
712336
714025
715716
717409
719104
720801

594823321
596947688
599077107
601211584
603351125
605495736
607645423
609800192
611960049

20,0000
29,0172
29,0345
29,0517
29,0689
29,0861
29,1033
29,1204
29,1376

9,4391
9,4429
9,4466
9,4503
9,4541
9,4578
9,4615
9,4652
9,4690

2,92480
2,92531
2,92583
2,92634
2,02686
2,92737
2,92788
2,02840
2,92891

1,18906
1,18765
1,18624
1,18483
1,18343
1,18203
1,18064
1,17925
1,17786

2642,1
2645,2
2648,4
2651,5
2654,6
2657,8
2660,9
2664,T
2667,2

555497
556819
558142
559467
500794
562122
563452
564783
566116

850

722500

614125000

29,1548

94727

2,92942

1,17647

2670,4

567450

841
842
843
844
845
846
847
848
§i?
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1000
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850

722500

614125000

29,1548

94727

2,92042

1,17647

2670,4

567450

850

851
852
853
854
855
856
857
858
859

724201
725904
727609
729316
731025
732736
734449
736164
737881

616295051
618470208
620650477
622835864
625026375
627222016
629422793
631628712
633839779

29,1719
29,1890
29,2062
29,2233
20,2404
29,2575
29,2746
29,2916
29,3087

9,4764
9,4801
9,4838
9,4875
9,4912
9,4949
9,4986

9,5023
9,5060

2,92993
2,93044
2,93095
2,93146
2,93197
2,93247
2,93298
2,93349
2,93399

1,17509
1,17371
1,17233
1,17096
1,16959
1,16822
1,16686
1,16550
1,16414

2673,5
2676,6
2679,8
2682,9
2686,1
2689,2
2692,3
2695,5
2698,6

568786
570124
571463
572803
574146
575490
576835
578182
579530

851
852
853
854
855
836
857
858
859

860
861
862
863
864
865
866
867
868
869

739600

636056000

29,3258

9,5997

2,93450

1,16279

2701,8

580880

741321
743044
744769
746496
748225
749956
751689
753424
755161

638277381
640503928
642735647
644972544
647214625
649461896
651714363
653972032
656234909

29,3428
29,3598
29,3769
29,3939
29,4109
29,4279
29,4449
29,4618
20,4788

95134
9,5171
9,5207
9,5244
9,5281
95317
9,5354

9,5391
9,5427

2,93500
2,93551
2,93601
2,93651
2,93702
2,93752
2,93802
2,93852
2,93902

1,16144
1,16009
1,15875
1,15741
1,15607
1,15473
1,15340
1,15207
1,15075

2704,9
2708,1
2711,2
2714,3
2717,5
2720,6
2723,8
2726,9
2730,0

582232
583585
584940
586297
587655
589014
590375
591738
593102

861
862
863
864
865
866
867
868
869

870

756900

658503000

29,4958

9,5464

2,93952

1,14943

27332

594468

870

871
872
873
874
875
876
877
878
879

758641
760384
762129
763876
765625
767376
769129
770884
772641

660776311
663054848 |
665338617
667627624
669921875
672221376
674526133
676836152
679151439

29,5127
29,5296
29,5466
29,5635
29,5804
29,5973
29,6142
29,6311
29,6479

9,5501
9,5537
9,5574
9,5610
9,5647
9,5683
9,5719
9,5756
9,5792

2,904002
2,04052
2,04101
2,04151
2,04201
2,94250
2,94300
2,94349
2,94399

1,14811
1,14679
1,14548
1,14416
1,14286
1,14155
1,14025
1,13895
1,13766

2736,3
2739,5
2742,6
2745,8
2748,9
2752,0
27552
2758,3
2761,5

595835
597204
598575
599947
601320
602696
604073
605451
606831

871
872
873
874
875
876
877
878
879

880

774499,

681472000

29,6648

9,5828

2,94448

1,13636

2764,6

608212

880

881
882
883
884
885
886
887
888
889

776161
777924
779689
781456
783225
784996
786769
788544
790321

683797841
686128968
688465387
690807104
693154125
695506456
697864103
700227072
702595369

29,6816
29,6985
29,7153
29,7321
29,7489
29,7658
29,7825

29,7993
29,8161

9,5865
9,5901
95937
95973
9,6010
9,6046
9,6082
9,6118
9,6154

2,94498
2,94547
2,94596
2,94645
2,94694
2,94743
2,94792
2,94841
2,94890

1,13507
1,13379
1,13250
1,13122
1,12994
1,12867
1,12740
1,12613
1,12486

2767,7
277059
2774,0
277752
2780,3
2783,5
2786,6
2789,7
2792,9

609595
610980
612366

613754
615143
616534
617927
619321
620717

881
882
883
884
885
886
887
888
889

890

792100

704969000

29,8329

9,6190

2,94939

1,12360

2796,0

622114

890

891
892
893
894
895
896
897
898
899

793881
795664
797449
799236
8or02j5
802816
804609
806404,
808201

707347971
709732288
712121957
714516984
716917375
719323136
721734273
724150792
726572699

29,8496
29,8664
29,8831
29,8998
29,9166
29,9333
29,9500
29,9666
29,9833

9,6226
9,6262
9,6298
9,6334
9,6370
9,6406
9,6442
9,6477
9,6513

2,94988
2,95036
2,95085
2,95134
2,95182
2,95231
2,95279
2,95328
2,95376

1,12233
1,12108
1,11982
1,11857
1,11732
1,11607
1,11483
1,11359
1,11235

2799,2
2802,3

2805,4
2808,6
2811,7
2814,9
2818,0
2821,2
2824,3

623513
624913
626315
627718
629124
630530
631938
633348
634760

891
892
893
394

896

397
898
899

810000

29000000

30,0000

9,6549

2,95424

1,ITI1I

2827,4

636173

900

2#



20

Mathematik.
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900

810000

729000000

30,0000

9,6549

2,95424

I,ITIII

28274

636173

901
902
903
904
905
906
907
908
999

811801
813604
815409
817216
819025
820836
822649
824464,
826281

731432701
733870808
736314327
738763264
741217625
743677416
746142643
748613312
751089429

30,0167
30,0333
30,0500
30,0666
30,0832
30,0998
30,1164
30,1330
30,1496

9,6585
9,6620
9,6656
9,6692
9,6727
9,6763
9,6799

9,6834
9,6870

2,95472
2,95521
2,95569
2,95617
2,95665
2,95713
2,95761
2,95809
2,95856

1,10988
1,10865
1,10742
1,10619
1,10497
1,10375
1,10254
1,10132
1,10011

2830,6
2833,7
2836,9
2840,0
2843,1
2846,3
284954
2852,6
2855,7

637587
639003
640421
641840
643261
644683
646107
647533
648960

901
902
903
904
905

907
908
909

910

828100

753571000

30,1662

9,6905

2/95994

1,09890

2858,8

650388

910

9II
912
913
514
915
916
917
918
919

829921
831744
833569
835396
837225
839056
840889
842724
844561

756058031
758550528
761048497
763551944
766060875
768575296
771095213
773620632
776151559

30,1828
30,1993
30,2159
30,2324
30,2490
30,2655
30,2820
30,2985
393150

9,6941
9,6976
9,7012
9,7047
9,7082
9,7118
957153
9,7188
9,7224

2,95952
2495999
2,96047
2,96095
2,06142
2,96190
2,96237
2,96284
2,96332

1,09769
1,09649
1,09529
1,09409
1,09290
1,09170
1,09051
1,08932
1,08814

2862,0
2865,1
2868,3
2871,4
2874,6
2877,7
2880,8
2884,0
2887,1

651818
653250
654684
656118
657555
658993
660433
661874
663317

911
912
913
914
915
916
917
918
919

846400

778688000

30,3315

9,7259

2,96379

1,08696

2890,3

664761

920

921
922
923
924
925
926
927
928
929

848241
850084,
851929
853776
855625
857476
859329
861184
863041

781229961
783777448
786330467
788889024
791453125
794022776
796597983
799178752
801765089

30,3480
30,3645
30,3809
30,3974
30,4138
30,4302
30,4467
30,4631
30,4795

9,7294
9,7329
9,7364
9,7400
97435
9,7470
9,7505
9,7540
97575

2,96426
2,96473
2,96520
2,96567
2,96614
2,96661
2,96708
2,96755
2,96802

1,08578
1,08460
1,08342
1,08225
1,08108
1,07991
1,07875
1,07759
1,07643

2893,4
2896,5
2899,7
2902,8
2906,0
2909,1
2912,3
291554
2918,5

666207
667654
669103
670554
672006
673460
674915
676372
677831

930

864900

804357000

39,4959

9,7610

2,06848

1,07527

2921,7

679291

921
922
923
924
925
926
927
928
929
930

931
932
933
934
935
936
937
938
939

866761
868624,
870489
872356
874225
876096
877969
879844
881721

806954491
809557568
812166237
814780504
817400375
820025856
822656953
825293672
827936019

30,5123
30,5287
30,5450
30,5614
30,5778
30,5941
30,6105
30,6268
30,6431

9,7645
9,7680

9,7715
9,7750
9,7785
9,7819
9,7854
9,7889
9,7924

2,96895
2,96942
2,96988
2,97035
2,97081
2,97128
2,97174
2,97220
2,97267

1,07411
1,07296
1,07181
1,07066
1,06952
1,06838
1,06724
1,06610
1,06496

2924,8
2928,0
2931,1
293442
29374
2949,5
294357
2946,8
2950,0

680752
682216
683680
685147
6866135
688084

689555
691028
692502

931
932
933
934
935
936
937
938
939

883600

830584000

30,6504

97959

2,97313

1,06383

2953,1

693978

940

941
942
943
944
945
946
947
948
949

885481
887364
889249
891136
893025
894916
896809
898704
900601

833237621
835896888
838561807
841232384
843908625
846590536
849278123
851971392
854670349

30,6757
30,6920
30,7083
30,7246
30,7409
30,7571
30,7734
30,7896
30,8058

97993
9,8028

9,8063

9,8097
9,8132
9,8167
9,8201
9,8236
9,8270

2,97359
2,97405
2,97451
2,97497
2,97543
2,97589
2,97635
2,97681
2,97727

1,06270
1,0615%7
1,06045
1,05932
1,05820
1,05708
1,05597
1,05485
1,05374

2956,2
29594
2962,5
2965,7
2968,8
2971,9
2975,1
2978,2
2981,4

695455
696934
698415
699897
701380
702865
704352
705840
707330

902500

857375000

30,8221

98305

2,97772

1,05263

2984,5

708822

941,
942
943

945
946
947
948
949
950
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950

902500

857375000

30,8221

9,8305

2,97772

1,05263

2984,5

708822

951
952
953
954
955
956
957
958
959

904401
906304
908209
910116
912025
913936
915849
917764
919681

860085351
862801408
865523177
868250664
870983875
873722816
876467493
879217912
881974079

30,8383
30,8545
30,8707
30,8869
30,9031
30,9192
30,9354
30,9516
30,0677

9,8339
98374
9,8408
9,8443
9,3477
9,8511
9,8546
9,8580
9,8614

2,97818
2,07864
2,97999
2,97955
2,98000
2,98046
2,08091
2,98137
2,08182

1,05152
1,05042
1,04932
1,04822
1,04712
1,04603
1,04493
1,04384
1,04275

2987,7
2990,8
2993,9
2997,1
3000,2
3003,4
3006,5
3009,6
3012,8

710315
711809
713306
714803
716303
717804
719306
720810
722316

950
951
952
953
954
955
956
957
958
959

460

921600

884736000

39,9839

9,3648

2,98227

1,04167

3015,9

723823

960

961
962
963
964
965
966
967
968
969

923521
925444
927369
929296
931225
933156
935089
937024
938961

887503681
890277128
893056347
895841344
898632125
901428696
904231063
907039232
999853209

31,0000
31,0161
31,0322
31,0483
31,0644
31,0805
31,0966
31,1127
31,1288

9,8683
9,8717
9,8751
9,8785
9,8819
9,8854.
90,3888
9,8922
9,8956

2,98272
2,98318
2,98363
2,98408
2,98453
2,98498
2,98543
2,98588
2,98632

1,04058
1,03950
1,03842
1,03734
1,03627
1,03520
1,03413
1,03306
1,03199

3019,1
3022,2
30254
3028,5
3031,6
3034,8
303759
3041,I
3044,2

725332
726842
728354
729867
731382
732899
734417
735937
737458

961
962
963
964
965
966
967
968
969

970

940900

012673000

31,1448

9,8990

2,98677

1,03093

3047,3

738981

970

971
972
973
974
975
976
977
978
979

942841
944784
946729
948676
950625
952576
954529
956484
958441

915498611
918330048
921167317
024010424
926859375
929714176
932574833
935441352
938313739

31,1609
31,1769
35,1929
31,2090
31,2250
31,2410
31,2570
31,2730
31,2890

9,9024
9,9058
9,9092
9,9126
9,9160
9,9194
9,9227
9,9261
9,9295

2,98722
2,08767
2,08811
2,98856
2,98900
2,98945
2,98989
2,99034
2,99078

1,02987
1,02881
1,02775
1,02669
1,02564
1,02459
1,02354
1,02249
1,02145

3050,5
3053,6
3056,8
3059,9
3063,1
3066,2
3069,3
3072,5
3075,6

740506
742032
743559
745088
746619
748151
749685
751221
752758

971
972
973
974
975
976
977
978
979

980

960400

941192000

31,3050

9,9329

2,99123

1,02041

3078,8

754296

981
982
983
984
985
986
987
988
989

962361
964324
966289
968256
970225
072196
974169

976144
978121

944076141
946966168
949862087
952763904
955671625
958585256
961504803
964430272
967361669

31,3209
31,3369
31,3528
31,3688
31,3847
31,4006
31,4166
31,4325
31,4484

9,9363
9,9396
9,9430
9,9464
9,9497
9,9531
9,9565
9,9598
9,9632

2,09167
2,99211
2,99255
2,09300
2,99344
2,99388
2,09432
2,99476
2,99520

1,01937
1,01833
1,01729
1,01626
1,01523
1,01420
1,01317
1,01215
1,01112

3081,9
30835,0
3088,2
3091,3
3094,5
3097,6
3100,8
3103,9
3107,0

755837
757378
758922
760466
762013
763561
765111
766662
768214

980
981
982
983
984
985
986
987
988
989

990

980100

970299000

31,4643

9,9666

2,99564

1,01010

3110,2

769769

990

991
992
993
994
995
996
997
998
999

982081
984064
986049
988036
990025
992016
994009
996004

998001

973242271
976191488
979146657
982107784
985074875
988047936
991026973
994011992

997002999

31,4802
31,4960
31,5119
31,5278
31,5436
31,5595
31,5753

31,5911
31,6070

9,9699
9,9733
9,9766
9,9800
9,9833
9,9866
9,9900
9,9933
9,9967

2,99607
2,99651
2,99695
2,99739
2,99782
2,99826
2,99870
2,99913
2,99957

1,00908
1,00806
1,00705
1,00604.
1,00503
1,00402
1,00301
1,00200
1,00100

31133
3116,5
3119,6
3122,7
3125,9
3129,0
3132,2
31353
3138,5

771325
772882
774441
776002
777564
779128
780693
782260
783828

991
992
993
994
995
996
997
998

999

1000!1000000' 1000000000

31,6228 | 10,0000

3,00000|1,00000]3141,6|785398 [1000




22

B. Natlirliche Logarithmen.
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0,0000

0,6931

1,0986

11,3863

1,6094

1,7918

1,9459

2,0794

2,1972

2,3026
2,9957
34012
3,6889
3,9120
4,0943
42485
4,3820
44998

2,3979
3,0445
3,4340
3,7136
3,9318
4,1109
442627
4,3944
4,5109

2,4849
30910
3,4657
37377
39512
41271
4,2767
4,4067
4,5218

2,5649
3,1355
314905
3,7612
3,9703
4,1431
4,2905
4,4188
4,5326

12,6391

3,1781
3,5264
3,7842
3,9890
4,1589
4,3041
4,4308
4,5433

2,7081
3,2189
3,5553
3,8067
4,0073
14,1744
4,3175
4,4427
4,5539

2,7726
3,2581
3,5835
3,8286
4,0254
4,1897
45,3307
4,4543
4,5643

2,8332
3y2958
3,6109
3,8501
4,0431
4,2047
4,3438
4,4659
4,5747

2,8904
3,3322
36376
3,8712
4,0604
4,2195
4,3567
44773
4,5850

2,444
3,3673
3,6636
3,8918
4,0775
4,2341
4,3694
4,4886
4,5951

—
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4,6052

4,6151

4,6250

4,6347

4,6444

4,6540

4,6634

4,6728

4,6821

4,6913

—-
-

4,7005
4,7875
4,8675
4,9416
5,0106
50752
51358
51930
5,2470

4,7095
4,7958
4,8752
4,9488
50173
50814
5,1417
5,1985
5,2523

47185
4,8040
4,8828

4,9558
5,0239
5,0876
5,1475
5,2040
52575

4,7274
4,8122
4,8903
4,9628
5,0304
50938
51533

3,2095
5,2627

4,7362
4,8203
4,8978
4,9698
5,0370
5,0999
51591
5,2149
5,2679

4,7449
4,8283
4,9053
4,9767
5,0434
5,1059
5,1648
5,2204
5,2730

4,7536
4,8363
4,9127
4,9836
5,0499
5, 1120

5,1705

52257
5,2781

4,7622
4,8442
4,9200
459904
5,0562
5,1180
5,1761

5,2311
5,2832

4,7707
48520
49273
4,9972
5,0626
5,1240
5,1818
5,2364
5,2883

4,7791
4,8598
459345
5,0039
5,0689
5,1299
51874
5:2417
52933

B T T I )
g@OO\l A LW N

5,2983

53933

5,3083

53132

5,3181

53230

53279

53327

53375

53423

N NN
[N

N

DN NN
O e~ O\

+ 15,3471

513936
54381
5,4806
5,5215
5,5607
55984
56348
5,6699

53519
5,3982
54424
5,4848
5,5255
5,5645
5,6021
5,6384
56733

5,3566
5,4027
54467
5,4889
5,5294
55683
5,6058
5,6419
5,6768

5,3613
5,4072
54510
54931
55334
55722
5,6095

5,6454
5,6802

5,3660
5,4116
54553
54972
5,5373
55759
5,6131
5,6490
5,6836

5,3706
5,4161
5,4596
5,5013
5,5413
55797
5,6168
5,6525
5,6870

53753
5,4205
5,4638
5:5053
55452
55835
5,6204
5,6560
5,6904

5,3799
5,4250
5,4681
5,5094
5,5491
5,5872
5,6240
5,6595
5,6937

5,3845
54293
5:4723
555134
5:5530
5,5910
5,6276
5,6630
5,6971

5,3891
54337
5,4765
55175
5,5568
5,5947
56312
5,6664
5,7004

8

5,7038

5,7071

5,7104

57137

57170

5,7203

5,7236

5,7268

557301

5,7333

J

WL LW W L LW
O 0N Q\WWUid W N -

5,7366
5,7683
57991
5,8289
5,8579
5,3861
59135

5,9402
5,9661

57398
57714
5,8021
5,8319
5,8608
5,8889
5,162
5,9428
5,9687

5,7430
5,7746
5,8051
58348
5,8636
5,8916
59189
59454
59713

5,7462
57777
5,8081
58377
5,8665
53944
5,9216
5,9480
5,9738

57494
5,7807
58111
5,8406
5,8693
58972
59243
5,9506
59764

5,7526
5,7838
58141
58435
5,8721
58999
5,9269
59532
5,9789

5,7557
57869
5,8171
5,8464
58749
5,026

59296
59558
5,9814

5,7589
5,7900
5,8201

5,8493
5,8777
5,9054
59322
5,9584
5,9839

5,7621
5,7930
5,8230
58522
5,8305
5,9081
59349
5,9610
5:9865

5,7652
5,7961
5,8260

5,8551
5,8833
5,9108

59375
5,9636
5,9890

&

5,9915

5:9940

5,9965

59989

6,0014

6,0039

6,0004

6,0088

6,0113

6,0137

'

- -
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6,0162
6,0403
6,0638
6,0868
6,1092
06,1312
6,1527
6,1738

&

6,1944

6,0186
6,0426
6,0661
6,0890
6,1115
6,1334
6,1549
6,1759

6,1964

6,0210
6,0450
6,0684
6,0913
6,1137
6,1356
6,1570
6,1779

6,1985

6,0234
6,0474
6,0707
6,0936
6,1159
6,1377
6,1591
6,1800

6,2005

6,0259
6,0497
6,0730
6,0958
6,1181
6,1399
6,1612
6,1821
6,2025

6,0283
6,0521
6,0753
6,0981
6,1203
6,1420
6,1633
6,1841

6,2046

6,0307
6,0544
6,0776
6,1003
6,1225
6,1442
6,1654
6,1862

6,2066

6,0331
6,0568
6,0799
6,1026
6,1247
6,1463
6,1675%
6,1883
6,2086

6,0355
6,0591
6,0822
6,1048
6,1269
6,1485%
6,1696
6,1903

6,2106

6,0379
6,0615
6,0845
6,1070
6,1291
6,1506
6,1717
6,1924
6,2126



. Natiirliche Logarithmen.

23
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3

4

5

6
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50

6,2146

6,2166

6,2186

6,2206

6,2226

6,2246

6,2265

6,2285

6,2305

6,2324

51
52
53
54
55
56
57
58
59

6,2344
6,2538
6,2729
6,2916
6,3099
6,3279
6,3456
6,3630
6,3801

6,2364
6,2558
6,2748
6,2934
6,3117
6,3297
6,3474
6,3648
6,3818

6,2383
6,2577
6,2766
6,2953
6,3135
6,3315
6,3491
6,3665
6,3835

6,2403
6,2596
6,2785
6,2971
6,3154
6,3333
6,3509
6,3682
6,3852

6,2422
6,2615
6,2804
6,2989
6,3172
6,3351
6,3526
6,3699
6,3869

6,2442
6,2634
6,2823
6,3008
6,3190
6,3368

6,3544
6,3716
6,386

6,2461
6,2653
6,2841
6,3026
6,3208
6,3386

6,3561

6,3733
6,3902

6,2480
6,2672
6,2860
6,3044
6,3226
6,3404
6,3578
6,3750
6,3919

6,2500
6,2691
6,2879
6,3063
6,3244
6,3421
6,3596
6,3767
6,3936

6,2519
6,2710
6,2897
6,3081
6,3261
6,3439
6,3613
6,3784
6,3953

60

6,3969

6,3986

6,4003

6,4019

6,4036

6,4052

61
62
63
64
65
66
67
68
69

6,4135
6,4297
6,4457
6,4615
6,4770
6,4922
6,5073
6,5221
6,5367

6,4151
6,4313
6,4473
6,4630
6,4785
6,4938
6,5088
6,5236
6,5381

6,4167
6,4329
6,4489
6,4646
6,4800
6,4953
6,5103
6,5250
6,5396

6,4184
6,4345
6,4505
6,4661
6,4816
6,4968
6,5117
6,5265
6,5410

6,4200
6,4362
6,4520
6,4677
6,4831
6,4983
6,5132
6,5280
6,5425

6,4216
6,4378
6,4536
6,4693
6,4846
6,4998
6,5147
6,5204
6,5439

6,4069
6,4232
6,4394
6,4552
6,4708
6,4862
6,5013
6,5162
6,5309
6,5453

6,4085

6,4102

6,4118

6,4249
6,4409
6,4568
6,4723
6,4877
6,5028
6,5177
6,5323
6,5468

6,4265
6,4425
6,4583
6,4739
6,4892
6,5043
6,5191
6,5338
6,5482

6,4281
6,4441
6,4599
6,4754
6,4907
6,5058
6,5206
6,5352
6,5497

70

6,5511

6,5525

6,5539

6,5554

6,5568

6,5582

6,5596

6,5610

6,5624

6,5639

71
72
73
74
75
76
77
78
79

6,5653
6,5793
6,5930
6,6067
6,6201
6,6333
6,6464
6,6593
6,6720

6,5667
6,5806
6,5944
6,6080
6,6214
6,6346
6,6477
6,6606
6,6733

6,5681
6,5820
6,5958
6,6093
6,6227
6,6359
6,6490
6,6619
6,6746

6,5695
6,5834
6,5971
6,6107
6,6241
6,6373
6,6503
6,6631
6,6758

6,5709
6,5848
6,5985
6,6120
6,6254
6,6386
6,6516
6,6644
6,6771

6,5723
6,5862
6,5999
6,6134
6,6267
6,6399
6,6529
6,6657
6,6783

6,5737
6,5876
6,6012
6,6147
6,6280
6,6412
6,6542
6,6670
6,6796

6,5751
6,5889
6,6026
6,6161
6,6294
6,6425
6,6554
6,6682
6,6809

6,5765
6,5903
6,6039
6,6174
6,6307
6,6438
6,6567
6,6695
6,6821

6,5779
6,5917
6,6053
6,6187
6,6320
6,6451
6,6580
6,6708
6,6834

80

6,6846

6,6859

6,6871

6,6884

6,6896

6,6908

6,6021

6,6033

6,6946

6,6958

81
82
&3
84
85
86
87
88
89

6,6970
6,7093
6,7214
6,7334
6,7452
6,7569
6,7685
6,7799
6,7912

6,6983
6,7105
6,7226
6,7346
6,7464
6,7581
6,7696
6,7811
6,7923

6,6995
6,7117
6,7238
6,7358
6,7476
6,7593
6,7708
6,7822

6,7007
6,7130
6,7250
6,7370
6,7488
6,7604
6,7719
6,7833
6,7946

6,7020
6,7142
6,7262
6,7382
6,7499
6,7616
6,7731
6,7845
6,7957

6,7032
6,7154
6,7274
6,7393
6,7511
6,7627
6,7742
6,7856
6,7968

6,7044
6,7166
6,7286
6,7405
6,7523
6,7639
6,7754
6,7867
6,7979

6,7056
6,7178
6,7298
6,7417
6,7534
6,7650
6,7765
6,7878
6,7991

6,7069
6,7190
6,7310

6,7429
6,7546
6,7662
6,7776
6,7890
6,8002

6,7081
6,7202
6,7322

6,7441
6,7558
6,7673
6,7788
6,7901
6,8013

90

6,8024

6,8035

6,8046

6,8057

6,8068

6,8079

6,8090

6,8101

6,8112

91
92
93
94
95
96
97
98

99

6,8134
6,8244
6,3352
6,8459
6,8565
6,8669
6,8773
6,8876
6,8977

6,8145
6,8255
6,8363
6,8469
6,8575
6,3680
6,8783
6,8886
6,8987

6,3156
6,8265
6,8373
6,8480
6,8586
6,8690
6,8794
6,8896
6,8997

6,8167
6,8276
6,8384
6,8491
6,8596
6,8701
6,8804
6,8906
6,9007

6,8178
6,8287
6,8395
6,8501
6,8607
6,8711
6,8814
6,8916
6,9017

6,8189
6,8298
6,8405
6,8512
6,8617
6,8721
6,8824
6,8926

6,8200
6,8309
6,8416
6,8522
6,8628
6,8732
6,8835
6,8937

6,902716,9037

6,8211
6,8320
6,8427
6,8533
6,8638
6,8742
6,8845
6,8947
6,9047

6,8222
6,8330
6,8437
6,8544
6,8648
6,8752
6,8855
6,8957
6,9057

6,8123
6,8233
6,8341
6,8448
6,8554
6,8659
6,8763
6,8865
6,8967
6,068
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C. Tafeln der Kreisfunktionen.
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0,00000

0,00291

0,00582

0,00873

0,01164

0,01454

0,01745
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0,01745
0,03490
0,05234
0,06976
0,08716
0,10453
0,12187
0,13917
0,15643

0,02036
0,03781
0,05524
0,07266
0,09005
0,10742
0,12476
0,14205
9,15931

0,02327
0,04071
0,05814
0,07556
0,09295
0,11031
0,12764
0,14493
0,16218

0,02618
0,04362
0,0610%
0,07846
0,09585
0,11320
0,13053
0,14781
0,16505%

0,02908
0,04653
0,06395

0,08136

0,09874
0,11609
0,13341
0,15069
0,16792

0,03199
0,04943
0,06685
0,08426
0,10164
0,11898
0,13629
0,15356
0,17078

0,03490
0,05234
0,06976
0,08716
0,10453
0,12187
0,13917
0,15643
0,17365

[y
=

0,17365

0,17651

0,17937

0,18224

0,18509

9,18795

0,19081
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0,19081
0,20791
0,22495
0,24192
0,25882
0,27564
0,29237
0,30902
0,32557

0,19366
0,21076
0,22778
0,24474
0,26163
0,27843
0,29515
0,31178
0,32832

0,19652
0,21360
0,23062
0,24756
0,26443
0,28123
0,29793
0,31454
0,33106

0,19937
0,21644
0,23345
0,25038
0,20724
0,28402
0,30071
0,31730
0,33381

0,20222
0,21928
0,23627
0,25320
0,27004
0,28680
0,30348
0,32006
0,33655

0,20507
0,22212
0,23910
0,25601
0,27284
0,23959
0,30625
0,32282
9,33929

0,20791
0,22495
0,24192
0,25882
0,27564
0,29237
0,30902
0,32557
0,34202

8

0,34202

0,34475

0,34748

0,35021

9,35293

9,35565

0,35837
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0,35837
0,37461
0,39073
0,40674
0,42262
0,43837
0,45399
0,46947
0,48481

0,36108
0,37730
0,39341
0,40939
0,42525
0,44098
0,45658
0,47204
0,48735

0,36379
9,37999
0,39608
0,41204
0,42788
0,44359
0,45917
0,47460
0,48989

0,36650
0,38268
0,39875
0,41469
0,43051
0,44620
0,46175
0,47716
0,49242

0,36921
0,38537
0,40142
0,41734
0,43313
0,44880
0,46433
0,47971
9,49495

9,37191
0,38805
0,40408
0,41998
0,43575
0,45140
0,46690
0,48226
0,49748

0,37461
0,39073
0,40674
0,42262
0,43837
9,45399
0,46947
0,48481
0,50000

&

0,50000

0,50252

0,50503

9,50754

0,51004

9,51254

0,51504

LI LWL LW [SXOX)
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0,51504
0,52992
0,54464
0,55919
0,57358
0,58779
0,60182
0,61566
0,62932

9,51753
0,53238
0,54708
0,56160
0,57596
0,59014
0,60414
0,61795
0,63158

0,52002
0,53434
0,54951
0,56401
0,57833
0,59248
0,60645
0,62024
0,63383

0,52250
0,53730
0,55194
0,56641
0,58070
0,59482
0,60876
0,62251
0,63608

0,52498
0,53975
0,55436
0,56880
0,58307
0,59716
0,61107
0,62479
0,63832

0,52745
0,54220
0,55678
0,57119
0,58543
9,59949
0,61337
0,62706
0,64056

0,52992
0,54464
0,55919
0,57358
0,58779
0,60182
0,61566
0,62932
0,64279

g

0,64279

0,64501

0,64723

0,64945

0,65166

0,65386

0,65606

RERE

0,65606
0,66913
0,68200

0,60466

0,65825
0,67129
0,68412

0,69675

0,66044
0,67344
0,68624
0,69883

0,66262

0,67559
0,68835

0,70091

0,66480

0,67773
0,60046

0,70298

0,66697
0,67987
0,69256
0,70505

0,66013
0,68200
0,69466

0,70711 |,

60" |

50 |

40’

300

20/

10

0/

Cosinus
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Kreisfunktionen,

25

Cosinus

0/

10

20/

30/

40/

50’

60’

1,00000

1,00000

0,99998

0,99996

9,99993

0,99989

0,99985

0,99985
0,99939
0,99863
0,99756
0,99619
0,99452
0,99255
0,99027
0,98769

0,99979
0,99929
0,09847
0,99736
0,99594
0,99421
0,99219
0,98986
0,98723

0,99973
0,99917
0,99831
0,99714
0,99567
0,99390
0,99182
0,98944
0,98676

0,99966
0,999905
0,99813
0,99692
0,99540
0,99357
0,99144
0,98902
0,98629

0,99958
0,99392
0,99795
0,99668
0,99511
0,99324
0,99106
0,98858
0,98580

0,99949
0,99878
0,99776
0,99644
0,99482
0,99290
0,99067
0,98814
0,98531

0,99939
0,99863
0,99756
0,99619
0,99452
0,99255
0,99027
0,98769
0,98481

0,98481

0,98430

0,98378

0,98325

0,98272

0,98218

0,98163
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0,08163
0,97815
0,97437
0,97030
0,96593
0,96126
0,95630
0,95106
9,94552

0,98107%
9,97754
0,97371
0,96959
0,96517
0,96046
0,95545
0,95015
0,94457

0,98050
0,97692
0,97304
0,96887
0,96440
0,95964
0,95459
0,94924
0,94361

0,97992
0,97630
0,97237
0,96815
0,96363
0,95882
0,95372
0,94832
0,94264

0,97934
0,97566
0,97169
0,96742
0,96285
0,95799
0,95284
0,94740
0,94167

0,97875
0,97502
0,97100
0,96667
0,96206
0,95715
0,95195
0,94646
0,04068

0,97815
0,97437
0,97030
0,96593
0,96126
0,95630
6,95106
0,94552
0,93969

0,93969

0,93869

9,93769

0,93667

0,93565

0,93462

0,93358
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0,93358
0,92718
0,92050
0,91355
0,90631
0,89879
0,89101
0,88295
0,87462

0,93253
0,92609
0,91936
0,91236
0,90507
0,89752
0,88968
0,88158
0,87321

0,93148
0,92499
0,91822
0,9I116
0,90383
0,89623
0,88835
0,88020
0,87178

0,93042
0,92388
0,91706
0,00996
0,90259
0,89493
0,88701
0,87882
0,87036

0,92935
0,92276
0,91590
0,90875
0,90133
0,89363
0,88566
0,87743
0,86892

0,92827
0,92164
0,91472
0,90753
0,90007
0,89232
0,88431
0,87603
0,86748

0,92718
0,92050
0,91355
0,90631
0,89379
0,89101
0,88295
0,87462
0,86603

&

0,86603

0,86457

0,86310

0,86163

0,86015

0,85866

0,85717
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0,85717
0,84805
0,83867
0,82904
0,81915
0,80902
0,79864
0,78801
077715

0,85567
0,84650
0,83708
0,82741
0,81748
0,80730
0,79688
0,78622
0,77531

0,85416
0,84495
0,83549
0,82577
0,81580
0,80558
0,79512
0,78442
0,77347

0,85264
0,84339
0,83389
0,82413
0,81412
0,80386
0,79335
0,78261
0,77162

0,85112
0,84182
0,83228
0,82248
0,81242
0,80212
0,79158
0,78079
0,76977

0,84959
0,84025
0,83066
0,82082
0,81072
0,80038
0,78980
0,77897
0,76791

0,84805
0,83867
0,82904
0,81915
0,80902
0,79864
0,78801
0,77715
0,76604

-
<>

0,76604

0,76417

0,76229

0,76041

0,75851

0,75661

0,75471
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0,75471
0,74314
0,73135
0,71934

0,75280
0,74120
0,72937

0,75088
0,73924
0,72737
0,71529

0,74896
0,73728
0,72537

0,71325

0,74703
0,73531
0,72337
0,71121

0,74509
9,73333
0,72136
0,70916

0,74314
0,73135
0,71934
0,70711
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0[

10/

20’

30/

40/

50/

60/

0,00000

0,00291

0,00582

0,00873

0,01164

0,01455

0,01746

0,01746
0,03492
0,05241
0,06993
0,08749
0,10510
0,12278
0,14054
0,15838

0,02036
0,03783
0,05533
0,07285
0,09042
0,10805
0,12574
0,14351
0,16137

0,02328
0,04075
0,05824
0,07578
0,09335
0,11099
0,12869
0,14648
0,16435

0,02619
0,04366
0,06116
0,07870
0,09629
0,11394
0,13165
0,14945
0,16734

0,02910
0,04658
0,06408
0,08163
0,09923
0,11688
0,13461
0,15243
9,17033

0,03201
0,04949
0,06700
0,08456
0,10216
0,11983
0,13758
0,15540
9,17333

0,03492
0,05241
0,06993
0,08749
0,I105I0
0,12278
0,14054
0,15838
0,17633

0,17633

9,17933

0,18233

0,18534

0,18835

0,19136

0,19438

]
-

0,19438
0,21256
0,23087
0,24933
0,26795
0,28675

0,30573
0,32492
0,34433

0,19740
0,21560
0,23393
0,25242
0,27107
0,28990
0,30891
0,32814
0,34758

0,20042
0,21864
0,23700
9,25552
0,27419
0,29305
0,31210
0,33136
0,35085

0,20345
0,22169
0,24008
0,25862
0,27732
0,29621
0,31530
0,33460
0,35412

0,20648
0,22475
0,24316
0,26172
0,28046
0,29938
0,31850
0,33783
9,3574°

0,20952
0,22781
0,24624
0,26483
0,28360
0,30255
0,32171
0,34108
0,36068

0,21256
0,23087
0,24933
0,26795
0,28675
0,30573
0,32492
0,34433
0,36397
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0,36397

0,36727

0,37057

0,373838

0,37720

0,38053

0,38386

0,38386
0,40403
0,42447
0,44523
0,46631
0,48773
0,50953
0,53171
9,55431

0,38721
0,40741
0,42791
0,44872
0,46935
0,49134
0,51320
9,53545
0,55812

0,39055
0,41081
0,43136
0,45222
0,47341
0,49495
0,51688
9,53920
0,56194

0,39391
0,41421
0,43481
0,45573
0,47698
0,49858
0,52057
0,54296
0,56577

0,39727
0,41763
0,43828
0,45924
0,48055
0,50222
0,52427
0,54673
0,56962

0,40065
0,42105%
0,44175
0,46277
0,48414
0,50587
0,52798
0,55051
0,57348

0,40403
0,42447
0,44523
0,46631
0,48773
0,50953
0,53171
0,55431
9,57735

9,57735

0,58124

0,58513

0,58905

9,59297

0,59691

0,60086

0,60086
0,62487
0,64941
0,67451
0,70021
0,72654
0,75355
0,78129
0,80978

0,60483
0,62892
0,65355
0,67875
0,70455
0,73100
0,75812
0,78598
0,81461

0,60881
0,63299
0,65771
0,68301
0,70891
0,73547
0,76272
0,79070
0,81946

0,61280
0,63707
0,66189
0,68728
0,71329
0,73996
0,76733
0,79544
0,82434

0,61681
0,64117
0,66608
0,69157
0,71769
0,74447
0,77196
0,80020
0,82923

0,62083
0,64528
0,67028
0,69588
0,72211
0,74900
0,77661
0,80498
0,83415

0,62487
0,64941
0,67451
0,70021
0,72654
0,75355
0,78129
0,80978
0,83910

0,83910

0,84407

0,84906

0,85408

0,85912

0,86419

0,86929

0,86929
0,90040
0,93252
0,96569

0,87441
0,90569
0,93797
0,97133

0,87955
0,91099
0,94345
0,97700

0,38473
0,91633
0,94896
0,98270

0,88992
0,92170
0,95451
0,98843

0,89515
0,92709
0,96008

0,99420

0,90040
0,93252
0,96569
1,00000
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C. Tafeln der Kreisfunktionen.

27

Cotangens

o

10/

200 | 30

40’

50’

60"

0

343,77371

171,88540|114,58865

85,93979

68,75009

57,28996

© o3 o W b | e |Grad

57,28996
28,63625
19,08114|
14,30067
11,43005
9,51436
8,14435
7)11537
6,31375

49,10388
26,43160
18,07498
13,72674
11,05943
9,25530
795302
6,96823
6,19703

42,96408| 38,18846
24,54176| 22,90377
17,16934| 16,34936
13,19688| 12,70621
10,71191| 10,38540
9,00983| 8,77689
7)77035  7,59575
6,82694| 6,69116
6,08444| 5,97576

3436777
21,47040
15,60478
12,25051
10,07803

8,55555

7,42871

6,56055
5,87080

31,24158
20,20555
14,92442
11,82617
9,78817
8,34496
7,26873
6,43484
5,76937

28,63625
19,0811 4
14,30067
11,43005
9,51436
8,14435
7)11537
6,31375
5,6712%

5,67128

5057638

548451) 5,39552

5,30928

5522566

5:14455]

5,14455
4,70463
4,33148
4,01078
3,73205
348741
3,27085
3,07768
2,00421

5,06584
4,63825
4527471
396165
3:68909
3,44951
3,23714
3,04749
2,87700

498940 4,91516
457363 451071
421933| 4,16530
3,91364( 3,86671
3,64705| 3,60588
3,41236)  3,37594|
3,20406| 3,17159
3,01783| 2,98869
2,85023( 2,82391

4,84300
4,44942
4,11256
3,32083
3,56557
3,34023
313972
2,06004
2,79802

4,77286
4,38969
4,06107
3,77595
3,52609
3,30521
3,10842
2,93189
2,77254

4,704603
433148
4,01078
3,73205
3148741
3,27085
3,07768
2,90421

2,74748] 10

2,74748

2,72281

2,69853| 2,67462

2,65109

2,62791

2,60509

2,60509
2,47599
2,35585
2,24604
2,14451
2,05030

1,88073
1,80405%

1,06261]

2,58261
2,45451
2,33693
2,22857
2,12832
2,03526
1,94858
1,86760!
1,79174

2,56046| 2,53565
2,43422| 2,41421
2,31826] 2,29984
2,21132| 2,19430
2,11233] 2,09654
2,02039| 2,00569
1,93470| 1,92098
1,85462] 1,84177
1,77955|_1,76749

2,51715
2,39449
2,28167
2,17749
2,08094
1,99116
1,90741
1,82906
1,75556

2,49597
2,37504
2,26374
2,16090
2,06553
1,97680
1,89400
1,81649
1,74375

2,47509
2,35585
2,24604
2,14451
2,05030
1,06261
1,88073
1,80405
1,73205

1,73205

1,72047

1,70901| 1,69766

_1168 643

1,67530

1,66428

1,66428
1,60033
1,53987
1,48256
1,42815
1,37638
1,32704
1,27994
1,23490

1,65337
1,59002
1,53010

1,47330
1,41934
1,36800
1,31904
1,27230
1,22758

1,64256] 1,63185
1,57931) 1,56969
1,52043| 1,51084
1,46411| 1,45501
1,41061| 1,40195
1,35968) 1,35142
1,31110| 1,30323
1,26471| 1,25717
1,22031| 1,21310

1,62125
1,55966
1,50133
1,44598
1,39336
1,34323
1,29541
1,24969
1,20593

1,61074,
1,54972
1,49190
1,43703
1,38484
1,33511
1,28764
1,24227
1,19882

1,60033
1,53987
1,48256
1,42815
1,37638
1,32704
. 1,27994
1,23490
1,19175

1,19175

1,18474

1,17777 1,17085

1,1639%

LI5715

1,15037

I,15037
1,11061

1,07237

1,14363
1,10414
1,06613

1,03553

1,02952

1,13694| 1,13029
1,09770 1,09131
1,05994 1,05378
1,02355 1,01761

1,12369
1,08496
1,04766
1,01170)

I,I1713
1,07864
1,04158
1,00583

1,11061
1,07237
1,03553
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. i) ehnenlingen un
28 D R e nnite i don Halbmesser Fo 1,
3= N O]
EEE) Tome | Dogen- | Semen RIS [EE) B0k | Bogen | Semen. AL
Ozgl arce Ghe | linge | schnittes 5';_5 arc @ hohe | linge | schnittes
1 |0,0175}0,00000,0175}0,00000] 46 |0,8029 |0,0795 | 0,7815|0,04176
2 |0,0349 | 0,0002 | 0,0349 | 0,00000 | 47 | 0,8203 | 0,0829 | 0,7975 | 0,04448
3 |©0524|0,0003 | 0,0524 | 0,00001 | 43 |0,8378|0,0865 | 0,8135 | 0,04731
4 |0,0698|0,0006 | 0,0698 { 0,00003 | 49 [ 98552 | 0,0900 | 0,8294 | 0,05025
5 |0,0873|0,0010 06,0872 | 0,00006 | 50 |0,8727 | 0,0937 | 0,8452 | 0,05331
6 | 0,10470,0014 | 0,1047 | 0,00010 [ ¢1|0,8001 | 0,0974 | 0,8610 | 0,05649
7 {0,1222|0,0019 |0,1221 |0,00015]| 52 |0,9076 | 0,1012 |0,8767 | 0,05978
8 |0,1396]0,0024 | 0,1395 | 0,00023] 53 |[0,9250 | 0,1051 | 0,8924 | 0,06319
9 | 01571 |0,0031 | 0,1569 | 0,00032 | 54 |0,9425 | 0,1090 | 0,9080 [ 0,06673
10 | 0,1745| 00038 | 0,1743 | 0,00044 | 55 |©,9599 | 0,1130 | 0,9235 | 0,07039
11 | 0,1920 | 0,0046 | 0,1917 | 0,00059 56 |0,9774 | 0,1171 | 0,9389 | 0,07417
12 |0,2094 | 0,0055 | 0,2091 |0,00076 | 57 |0,9948|0,1212 | 0,9543 | 0,07808
13 |0,2269 | 0,0004 | 0,2264 | 0,00097 | 58 | 1,0123 | 0,1254 |0,9696 | 0,08212
14 |0,2443]0,0075 | 0,2437 | 0,00121 |59 | 1,0297 | 0,1296 | 0,9848 | 0,08629
15 |0,2618 | 0,0086|0,2611 |0,00149 | 60 |1,0472|0,1340 | 1,0000 | 0,09059
16 10,2793 | 0,0097 | 0,2783 | 0,0018% |61 | 1,0647 | 0,1384 | 1,0151 | 0,09502
17 |0,2967 | 0,0110|0,2956 | 0,00217 | 62 | 1,0821|0,1428 | 1,0301 | 0,09953
18 |0,3142|0,0123|0,3129 | 0,00257 | 63 | 1,0996|0,1474 | 1,0450 | 0,10428
19 |9,33160,0137 10,3301 | 0,00302 | 64 | 1,1170|0,15201,0598 | 0,10911
20 |0,3491 | 0,0152 | 0,3473 | 0,00352 | 65 |1,13450,1566 | 1,0746 | 0,11408
21 |0,3665 | 0,0167 | 0,3645 | 0,00408] 66 [1,1519]0,1613|1,0893]0,11919
22 |0,3840]0,0184 ] 0,3816 | 0,00468 | 67 | 1,1694|0,1661 [1,1039|0,12443
23 |0,4014|0,0201 | 0,3987 | 0,00535| 68 | 1,1868 | 0,1710|1,1184 |0,12982
24 {0,4189 |0,0219 |0,4158 | 0,00607 | 69 |1,2043|0,1759 | 1,1328 | 0,13535
25 {0,4363|0,0237 |0,4329 | 0,00686 | 70 | 1,2217 | 0,1808 | 1,1472 [ 0,14102
26 10,4538 0,0256 ] 0,4499 ] 0,00771 | w1 17,2392 | 0,1859 | 1,1614 | 0,14683
27 |0,4712 |0,0276 | 0,4669 | 0,00862 | 72 |1,2566 |0,1910 | 1,1756 | 0,15279
28 }0,4887)0,0297 | 0,4838 | 0,00961 | 73 | 1,2741|0,1961 | 1,1896 | 0,15889
29 |0,5061 | 0,0319 | 0,5008 | 0,01067 | w4 1,2915(0,2014 | 1,2036 | 0,16514
30 |o0,5236|0,0341}0,5176 | 0,01180] 75 | 1,3090|0,2066 | 1,2175|0,17154
31 |0,5411 | 0,0364 | 0,5345 |o,01301 | 76 | 1,3265 | 0,2120 | 1,2313 | 0,17808
32 |0,5585|0,0387 | 0,5512 | 0,01429 | 77 |1,3439|0,2174 | 1,2450 [ 0,18477
33 |0,5760]0,0412 | 0,5680|0,01566 | 78 |1,3614|0,22291,25860,19160
34 |0,5934 0,0437 | 0,5847 | ojor7r | 79 | 1,378 | 0,2284 | 1,2722 | 019859
35 {0,6109|0,0463]0,6014 |0,01864 | 80 |1,3963]0,2340 | 1,2856 | 0,20573
36 [0,6283|0,0489 | 0,6180|0,02027 | 81 | 1,4137 | 0,2396 | 1,2989 | 0,21301
37 |0,6458 |0,0517 10,6346 | 0,02198 | 82 | 1,4312|0,2453 | 1,3121 | 0,22045
38 lo,6632|0,0545|0,6511|0,02378| 83 | 1,4486|0,2510] 1,3252 | 0,22804
39 [0,6807 |0,0574 | 0,6676 | 0,02568 | 84 | 1,4661 | 0,2569 | 1,3383 |0,23578
40 | 0,6981 | 0,0603 | 0,6840 | 0,02767 | 85 |1,4835]0,2627 | 1,3512 | 0,24367
41 | 0,7156 | 0,0633 | 0,7004 | 0,02976 86 | 1,50100,2686 | 1,3640 | 0,25171
42 |0,7330(0,0664 | 0,7167 |0,03195 | 87 | 1,5184 10,2746 |1,3767 | 0,25990
43 |0,7505|0,0696 | 0,7330 | 0,03425 | 88 | 1,5359 | 0,2807 | 1,3803 | 0,26825
44 |0,7679 | 0,0728 | 0,7492 | 0,03664 | 89 | 1,5533 | 0,2867 | 1,4018 | 0,27675
45 |0,7854 | 0,0761 10,7654 | 0,03915 | 90 11,5708 | 0,2929 | 1,4142 | 0,28540
Ist r der Kreishalbmesser uad ¢ der Zentriwinkel in Grad, so folgt:

1. das BogenmaB des Winkels: m"’:%:':—;

2. die Sehnenlinge: 3=2fsin%;

3. die Bogenhohe: h=r(1——cos—‘£) :—;—tgi‘?:z"sin2

2.
2 4

i



D. Bogenlingen, Bogenhdhen, Sehnenldngen usw.
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Centri- ||

Bogen-
linge
arc ¢

Bogen-
hohe

Sehnen-
linge

Inhalt des|
Kreisab-
schnittes

Bogen-
linge
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Bogen-
hohe

Sehnen-
linge

Inhalt des
Kreisab-
schnittes

=~ lin Grad
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96
97
98
99

1,5882
1,6057
1,6232
1,6406
1,6580
1,6755
1,6930
1,7104
1,7279

0,2991
0,3053
0,3116
0,3180
0,3244
0,3309
90,3374

0,3439
0,3506

1,4265
1,4387
1,4507
1,4627
1,4746
1,4863
1,4979
1,5094
1,5208

0,29420
0,30316
0,31226
0,32152

2,3736
2,3911
2,4086
2,4260

0,6254
0,6335
0,6416
0,6498

1,8544
1,8608
1,8672
1,8733

0,83949
0,85455
0,86971
0,88497

0,33093

2,4435

0,6580

1,8794

0,90034

0,34050
0,35021
0,36008
9,37009

100

1,7453

0,3572

1,5321

0,38026

101
102
103
104
105
106
107
108
109

1,7628
1,7802
1,7977
1,8151
1,8326
1,8500
1,8675
1,8850
1,9024

0,3639
0,3707
0,3775
0,3843
0,3912
0,3982
0,4052
0,4122
0,4193

1,5432
1,5543
1,5652
1,5760
1,5867
1,5973
1,6077
1,6180
1,6282

0,39058
0,40104
0,41166

0,42242

2,4609
2,4784
2,4958
2,5133
2,5307
2,5482
2,5656
2,5831
2,6005

0,6662
0,6744
0,6827
0,6910
0,6993
0,7076
0,7160
0,7244
0,7328

1,8853
1,8910
1,8966
1,9021

1,9074
1,9126

1,9176
1,9225
1,9273

0,91580
0,93135
0,94700
0,96274
0,97858
0,99449
1,01050
1,02658
1,04275

0,43333

2,6180

0,7412

1,9319

¥,05900

0,44439
0,45560
0,46695
0,47844

154

110

1,9199

0,4264

1,6383

0,49008

111
112
113
114
115
116
117
118
119

1,9373
1,9548
1,9722
1,9897
2,0071
2,0246
2,0420
2,0595

0,4336
0,4408

0,4481

0,4554
0,4627
0,4701
0,4775
0,4850
90,4925

1,6483
1,6581
1,6678
1,6773
1,6868
1,6961
1,7053
1,7143
1,7233

0,50187

0,51379
0,52586

155
156
157
158
159

2,6354
2,6529
2,6704
2,6878
2,7053
2,7227
2,7402
2,7576
2,7751

0,7496
0,7581
0,7666
0,7750
0,7836
0,7921
0,8006
0,8092
0,8178

1,9363
1,9406
1,9447
1,9487
1,9526
1,9563
1,9598
1,0633
1,9665

1,07532
1,09171
1,10818
1,12472
1,14132
1,15799
1,17472
1,19151
1,20835

0,53807
0,55041

160

2,7925

0,8264

1,9696

1,22525

0,56289
0,57551
0,58827
0,60116

161
162
163
164

120

2,0044

0,5000

1,7321

0,61418

165

121
122
123
124
125
126
127
128
129

2,1118
2,1293
2,1468
2,1642
2,1817
2,1991
2,2166
2,2340
2,2515

0,5076
0,5152
0,5228
09,5305
0,5383
0,5460
0,5538
0,5616
09,5695

1,7407
1,7492
1,7576
1,7659
1,7740
1,7820
1,7899
1,7976
1,8052

0,62734
0,64063
0,65404
0,66759

166

167
168
169

2,8100
2,8274
2,8449
2,8623
2,8798
2,8972
2,9147
2,322
2,9496

0,8350
0,8436
0,8522
0,8608
0,8695
0,8781
0,8868
0,8955
0,9042

1,9726
1,9754
1,9780
1,9805
1,9829
1,9851
1,9871
1,9890
1,9908

1,24221%
1,2592%
1,27626
1,29335
1,31049
1,32766
1,34487
1,36212
1,37940

0,68125

170

2,9671

0,0128

1,0924

1,39671

0,69505
0,70897
0,72301
0,73716

171
172
173
174

130

2,2689

09,5774

1,8126

0,75144

131
132
133
134
135

2,2864
2,3038
2,3213
2,3387
2,3562

0,5853
0,5933
0,6013
0,6093
0,6173

1,8199
1,8271
1,8341
1,8410
1,8478

0,76584
0,78034
0,79497
0,80970

175
176
177
178
179

2,9845
3,0020
30194
3,0369
3,0543
3,0718
3,0892
3,1007
31241

0,9215
0,9302
0,9390

0,9477
0,9564
0,9651
0,9738
0,9825
0,9913

1,9938
1,9951
1,9963
1,9973
1,9981
1,9988
1,9993
1,9997
1,9999

1,41404
1,43140
1,44878
1,46617
1,48359
1,50101
1,51845
1,53589
1,55334

0,82454

180

3,1416

1,0000

2,0000

1,57080

4, die Bogenlinge: l=ar -~ =r-arcp =0,017453rp =

L'
180

5. der Inhalt des Kreisabschnit:

6. der Inhalt des Kreisausschnittes = ——

iz . _r A
=;(m¢—m¢)——;(m¢ sin @);

N4
360

r2
72 = 0,008 72665 12 = arce.

Der dem Halbmesser gleiche Bogen gehort zu dem Zentriwinkel (arc ¢ =1)
@ = 57917 44",8 = 57°,29578 = 3437’,747 = 206264"' 8.

‘ [s2 4+ 13—6}33 (angendhert);



30 E. Tafeln der Hyperbelfunktionen?).
@ing fir 0 < ¢ <5,99.

¢ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 D
0,0] 0,0000] 0100 | 0200 | 0300 | 0400 | 0500 | 0600 | 0701 | 0801 | 0901 Tos
01| 0,1002 1102 | 1203 | 1304 | 1405 | 1506 | 1607 | 1708 | 1810 | 1911 | 102
02| 02013 2115 | 2218 | 2320 | 2423 | 2526 | 2629 | 2733 | 2837 | 2941 | 104
03] 0,3045| 3150 | 3255 | 3360 | 3466 | 3572 | 3678 | 3785 | 3892 | 4000 | 108
04| 0,4108] 4216 | 4325 | 4434 | 4543 | 4653 | 4764 | 4875 | 4986 | 5098 | 113
0,5] 05211 5324 | 5438 | 5552 | 5666 | 5782 | 5897 | 6014 | 6131 | 6248 | 119
06| 0,6367( 6485 | 6605 | 6725 | 6846 | 6967 | 7090 | 7213 | 7336 | 7461 | 125
0,7} 0,7586| 7712 | 7838 | 7966 | 8094 | 8223 | 8353 | 8484 | 8615 | 8748 | 133
0,8] 08381 9015 | 9150 | 9286 | 9423 | 9561 | 9700 | 9840 | 9981 [*0122 | 143
0,9] 1,0265| 0409 | 0554 | 0700 | 0847 | 0995 | 1144 | 1294 | 1446 | 1508 | 154
L,0] 1,4752] 1907 | 2063 | 2220 | 2379 | 2539 | 2700 | 2862 | 3025 | 3190 | 166
1,4] 1,3356| 3524 | 3693 | 3863 | 4035 | 4208 | 4382 | 4558 | 4735 | 4914 | 181
12| 1,5095| 5276 | 5460 | 5645 | 5831 | 6019 | 6209 | 6400 | 6593 | 6788 | 196
1,3] 1,6984| 7182 | 7381 | 7583 | 7786 | 7991 | 8198 | 8406 | 8617 | 8829 | 214
1,4] 1,9043]| 9259 | 9477 | 9697 | 9919 |*0143 |*0369 |*0597 |*0827 |*1059 | 234
1,50 2,1203| 1529 | 1768 | 2008 | 2251 | 2496 | 2743 | 2993 | 3245 | 3499 | 257
1,6] 2,3756| 4015 | 4276 | 4540 | 4806 | 5075 | 5346 | 5620 | 5806 | 6175 | 281
1,7] 2,6456| 6740 | 7027 | 7317 | 7609 | 7904 | 8202 | 8503 | 8306 | 9112 | 310
18] 29422 9734 [*0049 [*0367 |*0689 |+1013 |*1340 |*1671 |%2005 |*2341 | 341
1,9] 3,2682] 3025 | 3372 | 3722 | 4075 | 4432 | 4792 | 5156 | 5523 | 5894 | 375
2,0] 3,6269| 6647 | 7028 | 7414 | 7803 | 8196 | 8593 | 8993 | 9398 | 9806 | 413
21| 4,0219( 0635 | 1056 | 1480 | 1909 [ 2342 | 2779 | 3221 | 3666 | 4117 | 454
2,2| 4,4571| 5030 | 5494 | 5962 | 6434 | 6912 | 7394 | 7880 | 8372 | 8868 | 502
23| 4,9370{ 9876 1%0387 |*0903 |*1425 [*1951 |*2483 |3020 |*3562 |*4109 | 553
2,4] 5,4662| 5221 | 5785 | 6354 | 6929 | 7510 | 8097 | 8689 | 9288 | 9892 | 610
2,5] 6,0502| 1118 | 1741 | 2369 | 3004 | 3645 | 4203 | 4946 | 5607 | 6274 | 673
2,6] 6,6047| 7628 | 8315 | 9009 | 9709 |*0417 |*1132 |*1354 |*2583 |*3319 | 744
27| 74063| 4814 | 5572 | 6338 | 7112 | 7894 | 8683 | 9480 | *0285 |*1098 | 82t
28| 8,1919| 2749 | 3586 | 4432 | 5287 | 6150 | 7021 | 7902 | 8791 | 9689 | 907
29| 9,0596| 1512 | 2437 | 3371 | 4315 | 5268 | 6231 | 7203 | 8185 | 9177 [1002
3,0] 10,0179 | 1191 2212 | 3245 | 4287 | 5340 | 6403 7477 | 8562 | 9658 |1107
31| 11,0765 | 18827 | 3011 | 4151 | 5303 | 6466 | 7641 | 8327 [*0026 |*1236 [1223
3,2| 12,2459 3694 | 4941 | 6201 | 7473 | 8758 |*0056 |*1367 |*2691 |*4028 {1351
3,3] 13,5379 6743 | 8121 | 9513 [*0919 | *2338 |*3772 |*5221 |*6684 | *8161 [1493
3,4] 14,965 | 15,116| 15,268| 15.422| 15,577| 15,734| 15,893| 16,053| 16,214| 16,378] 165
3,51 16,543 | 16,709| 16,877| 17,047 17,219| 17,392{ 17,567 17,744| 17,923| 18,103} 182
3,6 18,285 | 18,470| 18,655| 18,843| 19,033 19,224| 19,418| 19,613| 19,811| 20,010] 201
3,7| 20,211 | 20,415| 20,620 20,828| 21,037 21,249| 21,463| 21,679 21,807 22,117] 222
3,81 22,339 | 22,564 22,791| 23,020 23,252] 23,486| 23,722| 23,961 24,202] 24,445 246
3,9] 24,601 | 24,939| 25,190( 25,444| 25,700| 25,958/ 26,219| 26,483| 26,749 27,018| 272
4,0] 27,290 | 27,564| 27,842| 28,122| 28,404| 28,690 28,979| 29,270 29,564/ 29,862| 300
4,1| 30,162 | 30,465/ 30,772] 31,081| 31,393] 31,709| 32,028| 32,350| 32,675| 33,004| 332
42| 33,336 | 33,671| 34,009| 34,351| 34,607] 35,046| 35,398| 35,754| 36,113| 36,476 367
4,31 36,843 | 37,214 37,588] 37,966| 38,347| 38,733| 39,122| 39,515| 39,913| 40,314 | 405
44| 40,719 | 41,129| 41,542 41,060| 42,382 42,808| 43,238 43,673 44,112| 44,555 448
4,5] 45,003 | 45,455| 45,912| 46,374| 46,840| 47,311| 47,787| 48,267| 48,752| 49,242{ 495
4,6] 49,737 | 50,237| 50,742| 51,252| 51,767| 52,288 52,813| 53,344| 53,880| 54,422} 547
4,7] 54,969 | 55,522| 56,080| 56,643| 57,213| 57,788| 58,369 58,955| 59,548| 60,147 | 604
48] 60,751 | 61,362 61,979| 62,601/ 63,231] 63,866| 64,508 65,157| 65,812 66,473 668
49| 67,041 | 67816| 68,498| 69,186 69,882| 70,584| 71,293| 72,010| 72,734| 73,465 738
5,0 74,203 | 74,949| 75,702| 76,463 | 77,232] 78,008| 78,792| 79,584 | 80,384 81,192 816
5,1 82,008 | 82,832] 83,665| 84,506 85,355] 86,213| 87,079| 87,955 88,839| 89,732] 902
5,2| 90,633 | 91,544| 92,464 93,394| 94,332| 95,281| 96,238| 97,205 98,182 99,169 997
5,3 100,166 |101,173|102,189 (103,217 104,254} 105,302|106,360 | 107,429 108,509 109,599 |1102
5,4 1110,701 [111,8141112,937(114,072{115,219 116,377117,547 (118,728 119,921 121,127 {1217
5,5 [122,344 123,574 (124,816/126,070(127,337]128,617|129,909 131,215132,534 | 133,866 | 1346
5,6 135,211 |136,570|137,943(139,329|140,730] 142,144 173,573 |145,016| 146,473 | 147,945 | 1487
5,7 149,432 {150,934 152,451 {153,983 |155,531]157,094 (158,673 |160,267 (161,878 163,505 [1643
5.8 (165,148 |166,808|168,485]170,178 | 171,888|173,616|175,361177,123|178,903| 180,701 | 1816
5,9 1182,517 [184,352(186,205 | 188,076 | 189.9661191,875 (193,804 | 195,7521197,7191199,706 12007

Hayashi, Keiichi, fiinfstellige Tafeln der Kreis- und Hyperbelfunktionen.

3) Genauere Tafeln s. Ligowski, Tafeln der Hyperbelfunktionen und Kreisfunktionen;



E. Tafeln der Hyperbelfunktionen,

Cof @ fiir 05 9 < 5,99

M

e| o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | D

0,0] 1,0000] 0001 | 0002 | 0005 | 0008 | 0013 | 0018 | 0025 | 0032 | 0041 9
0,4] 1,0050] 0061 | 0072 | 0085 | 0098 | 0113 | 0128 | 0145 | 0162 | 0181 20
0,2] 1,0201] 0221 | 0243 | 0266 | 0289 | 0314 | 0340 | 0367 | 0395 | 0423 | 30
0,3] 1,0453] 0484 | 0516 | 0549 | 0584 | 0619 | 0655 | 0692 | 0731 | 0770 | 41
0,4] 1,0811] 0852 [ 0895 | 0039 | 0084 | 1030 | 1077 | 1125 | 1174 | 1225 51
0,5] 1,1276] 1329 | 1383 | 1438 | 1494 | 1551 | 1609 | 1669 | 1730 | 1792 | 63
0,6] 1,1855| 1919 | 1984 | 2051 | 2119 | 2188 | 2258 | 2330 | 2402 | 2476 | 76
0,7] 1,2552| 2628 | 2706 | 2785 | 2865 | 2947 | 3030 | 3114 | 3199 | 3286 | 88
0,8] 1,3374| 3464 | 3555 | 3647 | 3740 | 3835 | 3932 | 4029 | 4128 | 4229 | 102
09] 1,4331| 4434 | 4539 | 4645 | 4753 | 4862 | 4973 | 5085 | 5199 | 5314 | 117
1,0| 1,5431| 5549 | 5660 | 5790 | 5913 | 6038 | 6164 | 6292 | 6421 | 6552 | 133
1,1] 1,6685( 6820 | 6956 | 7093 | 7233 7374 | 7517 | 7662 | 7808 | 7957 | 151
1,2 1,8107| 8258 | 8412 | 8568 | 8725 | 8884 | 9045 | 9208 | 9373 | 9540 | 169
1,3] 1,9709| 9880 |*0053 |*0228 |*0404 ]*0583 | %0764 |*0947 | *1132 |*1320 | 189
1,4] 21509| 1700 | 1894 | 2090 | 2288 | 2483 | 2691 | 2896 | 3103 | 3312 | 212
1,5] 23524 3738 | 3955 | 4174 | 4395 | 4619 | 4845 | 5073 | 5305 | 5538 | 237
1,6] 2,5775| 6013 | 6255 | 6499 | 6746 | 6995 | 7247 | 7502 | 7760 | 8020 | 263
1,7] 28283 | 8549° | 8818 | 9090 | 9364 | 9642 | 9922 |*0206 |*0492 |*0782 | 293
18] 3,1075| 1371 1669 | 1972 | 2277 | 2585 | 2897 | 3212 | 3530 | 3852 |} 325
19] 3,4177] 4506 | 4838 | 5173 | 5512 | 5855 | 6201 | 6551 | 6904 | 7261 | 361
2,0] 3,7622| 7987 | 8355 | 8727 | 9103 | 9483 | 9867 | %0255 | *0647 |*1043 | 400
21| 4,1443| 1847 [ 2256 | 2669 | 3086 | 3507 | 3932 | 4362 | 4797 | 5236 | 443
2,2| 4,5679| 6127 | 6580 | 7037 | 7499 | 7966 | 8437 | 8914 | 9395 | 9881 | 491
2,3] 5,0372| 0868 | 1370 | 1876 | 2388 | 2905 | 3427 | 3954 | 4487 | 5026 | 543
24] 5,5570) 6119 | 6674 | 7235 | 7801 | 8373 | 8951 | 9535 |*0125 |*0721 | 602
2,5 6,4323| 1931 | 2545 | 3166 | 3793 | 4426 | 5066 | 5712 | 6365 | 7024 | 666
26| 6,7690| 8363 | 9043 | 9729 |*0423 |*1123 |*1831 [*2546 |*3268 |*3998 | 737
2,71 74735) 5479 | 6231 | 6990 | 7758 | 8533 | 9316 |*0106 |*0905 |*1712 | 815
28] 8,2527| 3351 | 4182 | 5022 | 5871 | 6728 | 7594 | 8469 | 9352 |%0244 | 902
2,9] 9,146 2056 | 2976 | 3905 | 4844 | 5792 | 6749 | 7716 | 8693 | 9680 | 998
3,0] 10,0677 | 1683 | 2700 | 3728 | 4765 | 5814 | 6872 | 7942 | 9022 |*0113 {1102
31| 11,1215 2328 | 3453 | 4583 | 5736 | 6895 | 8065 | 9247 [*0442 |*1648 (1218
3,2] 12,2866) 4097 | 5340 | 6596 | 7864 | 9146 | %0440 |*1747 |*3067 |*4401 [1347
3,3] 13,5748 | 7108 | 8483 | 9871 |*1273 |*2689 |*4120 |*5565 |%7024 |*8498 [1489
34| 14,999 | 15,149] 15301] 15,455| 15,610] 15,766 15,924| 16,084( 16,245 16,408 165
3,5| 16,573 | 16,739| 16,907| 17,077 17,248] 17,421| 17,596 17,772 17,951| 18,131} 182
3,6] 18,313 | 18,497| 18,682| 18,870] 19,059] 19,250 19,444 19,639 19,836! 20,035] 201
3,7] 20,236 | 20,439| 20,644| 20,852| 21,061] 21,272] 21,486 21,702| 21,919| 22,139] 222
3,8| 22,362 | 22,586] 22,813{ 23,042| 23,273] 23,507| 23,743 23,982| 24,222| 24,466] 245
39| 24,711 | 24,959 25,210| 25463| 25,719} 25,977| 26,238| 26,502| 26,768| 27,037] 271
4,0] 27,308 | 27,583| 27,860| 28,139| 28,422] 28,707| 28,996/ 29,287| 29,581| 29,878] 300
4,11 30,478 | 30,482] 30,788 31,097| 31,409] 31,725| 32,044 32,365| 32,691| 33,019] 332
4,2] 33,351 | 33,686 34,024| 34,366 34,711] 35,060| 35,412| 35,768| 36,127 36,490] 367
43| 36,857 | 37,227) 37,601| 37,979| 38,360] 38,746| 39,135| 39,528| 39,925 40,326| 406
441 40,732 | 41,041] 41,554| 41,972| 42,393] 42,819] 43,250 43,684 44,123| 44,566| 448
4,5] 45,014 | 45,466 45923| 46,385| 46,851) 47,321| 47,797 48,277| 48,762| 49,252 495 -
4,6] 49,747 | 50,247| 50,752| 51,262| 51,777] 52,297| 52,823| 53,354| 53,890| 54,431 547
4,7] 54,978 | 55,531| 56,089| 56,652| 57,221] 57,796| 58,377| 58,964/ 59,556{ 60,155} 604
48] 60,759 | 61,370 61,987 62,609| 63,239] 63,874| 64,516| 65,164 65:819| 66,481| 668
4,9] 67,149 | 67,823| 68,505/ 69,193| 69,889] 70,591 71,300| 72,0t7) 72,741| 73,472| 738
50] 74,210 | 74,956| 75,709| 76,470| 77,238] 78,014| 78,798| 79,590| 80,390| 81,198 816
51| 82,014 | 82,838 83,671| 84,512| 85,361| 86,219| 87,085 87,960 88,2844 89,737| 902
5,2] 90,639 | 91,550| 92,470| 93,399 94,338] 95,286 96,243| 97,211| 98,187} 99,174} 997
5,31100,171 [101,178(102,194|103,221104,259] 105,307 { 106,365 | 107,434 | 108,513 {109,604 | 1102
5,4 (110,705 111,818 [112,942(114,0771115,223]116,381|117,551|118,732| 119,925 [121,131 |1217
5,5 122,348 [123,578(124,820|126,074 {127,341 ]128,621{129,913 (131,219 132,538 133,870 1345
5,6 135,215 [136,5741137,947|139,333|140,733]142,147143,576{145,019|146,476| 147,949 |1487
5,7 |149,435 [150,937{152,4541153,986|155,534]157,097 | 158,676)|160,270| 161,881 | 163,508 |1643
5,8 |165,151 |166,811168,488170,181171,891]173,619|175,364 (177,126 178,906|180,704 [1816
5,91182,520 {184,354 (186,2071188,0791189,9691191,8781193,8061195,7541197,721 199,709 |2007




32 Mathematik,
Briggssche Logarithmen von @i fiir ¢ = 0 bis 5,99; um 10 vergréBert.

q,ola 2|3456789D

0,0] —oo |8,0000| 3011 | 4772 | 6022 | 6992 | 7784 | 8455 | 9036 | 9548 | 459
01| 9,0007 | 0423 | 0802 | 1152 | 1476 | 1777 | 2060 | 2325 | 2576 | 2814 | 225
0,2] 9,3039 | 3254 | 3459 | 3656 | 3844 | 4025 | 4199 | 4366 | 4528 | 4685 | 151
0,3] 9,4836 | 4983 5125 5264 | 5398 5529 | 5656 | 5781 5902 | 6020 | 116
04] 96136 | 6249 | 6359 | 6468 | 6574 6678 | 6780 | 6880 | 6978 | 7074 | 95
05| 9,7169 | 7262 | 7354 | 7444 | 7533 | 7620 | 7707 | 7791 | 7875 | 7958 | 81
06| 98039 | 8119 | 8199 | 8277 | 8354 | 8431 | 8506 | 8581 | 8655 | 8728 | 72
0,7] 98800 | 8872 | 8942 | 9012 | 9082 | 9150 | 9218 | 9286 | 9353 | 9419 | 66
0,8) 99485 | 9550 | 9614 | 9678 | 9742 | 9805 | 9868 | 9930 [ 9992 | *0053 } 61
09] 10,0114 | 0174 | 0234 | 0294 | 0353 | 0412 | 0470 | 0529 | 0586 | 0644 | 57
1,0] 10,0701 | 0758 | 0815 | 0874 | 0927 | 0982 | 1038 | 1093 | 1148 | 1203 | 54
1,1 10,1257 | 1311 | 1365 | 1419 | 1472 | 1525 | 1578 | 1631 | 1684 | 1736 | 52
1.2] 10,1788 | 1840 | 1892 | 1944 | 1995 | 2046 | 2098 | 2148 | 2199 | 2250 | 50
1,3] 10,2300 | 2351 | 2401 | 2451 | 2501 | 2551 | 2600 | 2650 | 2699 | 2748 | 49
1,4 10,2797 | 2846 | 2895 | 2944 | 2993 | 3041 | 3000 | 3138 | 3186 | 3234 | 48
1,51 103282 | 3330 | 3378 | 3426 | 3474 3521 3569 | 3616 | 3663 | 3711 47
16] 10,3758 | 3805 | 3852 | 3899 | 3946 | 3992 | 4039 | 4086 | 4132 | 4179 | 46
1,7] 10,4225 | 4272 | 4318 | 4364 | 4411 4457 | 4503 | 4549 | 4595 | 4641 | 46
1,8| 10,4687 | 4733 | 4778 | 4824 | 4870 | 4915 | 4961 | 5007 | 5052 [ 5098 | 45
1,9] 10,5143 | 5188 5234 | 5279 | 5324 5370 | 5415 5460 | 5505 5550 | 45
2,0] 10,5595 | 5640 | 5685 5730 | 5775 5820 | 5865 5910 | 5955 | 6000 | 45
2,1] 10,6044 | 6089 | 6134 | 6178 | 6223 6268 | 6312 | 6357 | 6401 | 6446 | 45
2,2] 10,6491 | 6535 | 6580 | 6624 | 6668 | 6713 | 6757 | 6802 | 6846 | 6390 | 45
2,3]| 10,6035 | 6979 | 7023 | 7067 | 7112 | 7156 | 7200 | 7244 | 7289 | 7333 | 44

2,4] 10,7377 | 7421 7465 7509 7553 7597 7642 7686 | 7730 7774 | 44
2,51 10,7818 | 7862 | 7906 [ 7950 | 7994 8038 | 8082 | 8126 | 8169 | 8213 | 44
2,6] 10,8257 | 8301 8345 8389 | 8433 8477 8521 8564 | 8608 | 8652 | 44
2,7] 10,8696 | 8740 | 8784 | 8827 | 8871 | 8915 | 8959 | 9003 | 9046 | 9000 | 44
2,81 109134 | 9178 9221 9265 9309 9353 9396 | 9440 | 9484 | 9527 44
2,91 10,9571 | 9615 9658 9702 | 9746 9789 | 9833 9877 9920 | 9964 4“4
3,0] 11,0008 | 0051 | 0005 | 0139 | 0182 | 0226 | 0270 | 0313 | 0357 | 0400 | 44
3, | 11,0434 | 0488 | 0531 | 0575 | 0618 | 0662 | 0706 | 0749 | 0793 | 0836 | 44
3,2] 11,0880 | 0923 | 0967 | 1011 1054 1098 | 1144 1185 | 1228 | 1272 | 4
3,3] 11,1316 | 1359 | 1403 1446 1490 1533 1577 1620 | 1664 1707 | 44
34| 11,4751 | 1794 | 1838 | 1881 | 1925 | 1968 | 2012 | 2056 | 2099 | 2143 | 43
3,5] 11,2186 | 2230 | 2273 | 2317 | 2360 | 2404 | 2447 | 2491 | 2534 | 2578 | 43
3,6] 11,2621 | 2665 | 2708 | 2752 | 2795 | 2839 | 2882 | 2925 [ 2069 | 3012 | 44
3,7] 11,3056 | 3099 | 3143 3186 | 3230 3273 | 3317 | 3360 | 3404 | 3447 | 44
38] 11,3491 | 3534 3578 3621 3665 3708 3752 | 3795 3838 38382 | 43
39 11,3925 | 3969 | 4012 | 4056 | 4099 | 4143 | 4186 | 4230 | 4273 | 4317 | 43
3,0 11,4360 | 4403 | 4447 | 4490 | 4534 | 4577 | 4621 | 4664 | 4708 | 4751 | 44
4,1) 11,4795 | 4838 4881 4925 4968 5012 | 5055 5099 5142 5186 | 43
4,2 11,5220 | 5273 | 5316 [ 5359 | 5403 5446 | 5490 | 5533 | 5577 | 5620 | 44
4,3] 11,5664 | 5707 5750 | 5794 5837 5881 5924 | 5968 | 6011 6055 | 43
4,4] 11,6008 | 6141 | 6185 | 6228 | 6272 | 6315 | 6350 | 6402 | 6446 | 6480 | 43
45] 11,6532 | 6576 | 6619 | 6663 | 6706 6750 | 6793 | 6836 | 6880 | 6923 | 44

4,6} 11,6067 | 7010 | 7054 7097 | 7141 7184 | 7227 | 7271 | 7314 | 7358 | 43
4,7] 11,7401 | 7445 | 7488 | 7531 7575 7648 | 7662 | 7705 | 7749 | 7792 | 44
48] 11,7836 | 7879 | 7922 | 7966 | 8000 | 8053 | 8096 | 8140 | 8483 | 8226 | 44
4,91 11,8270 | 8313 | 8357 | 8400 | 8444 8487 | 8530 8574 | 8617 | 8661 | 43
5.0] 11,8704 | 8748 | 8791 | 8835 | 8878 8921 | 8965 | 9008 | 9052 | 9095 | 43
5,4] 11,9139 | 9182 | 9225 | 9269 | 9312 | 9356 | 9399 | 9443 | 9486 | 9529 | 43
5,2 11,9573 | 9616 | 9660 | 9703 | 9747 9790 | 9833 | 9877 | 9920 | 9964 | 43
53

5

12,0007 | 0051 0094 | 0137 0181 0224 | 0268 | 0311 0355 0398 | 43
12,0442 | 0485 0528 0572 | 0615 0659 | 0702 | 0746 | 0789 | 0832 | 43
5,51 12,0876 | 0919 | 0963 1006 1050 1093 1136 1180 | 1223 1267 43
5,6] 12,4310 | 1354 1397 1440 | 1484 1527 1571 1614 1658 1701 43
5,71 12,4744 | 1788 1831 1875 1918 1962 | 2005 2048 2092 | 2135 43
58| 12,2179 | 2222 | 2266 | 2309 | 2352 2396 | 2439 | 2483 2526 | 2570 | 43
5,91 12,2613 | 2656 | 2700 | 2743 2787 2830 | 2874 | 2917 | 2960 | 3004 | 43




Briggssche Logarithmen von €oje fiir ¢ = 0 bis 5,99.

E. Tafeln der Hyperbelfunktionen.

33

@ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | D
0,0] 0,0000 | 0000 | 0001 | 0002 | 0003 | 0005 | 0008 | 0011 | 0014 | 0018 | 4
0,1] 0,0022 | 0026 | 0031 | 0037 [ 0042 | 0049 | 0055 | 0062 [ 0070 | 0078 | &
0,2] 0,0086 | 0095 | 0104 | 0114 | 0124 | 0134 | 0145 | 0156 | 0168 | 0180 | 13
03] 00193 | 0205 | 0219 | 0232 | 0246 | 0261 | 0276 | 0291 | 0306 | 0322 | 17
0,4] 0,0339 | 0355 | 0372 | 0390 | 0407 | 0426 | 0444 | 0463 | 0482 | 0502 |20
0,5] 0,0522 | 0542 | 0562 | 0583 | 0605 | 0626 | 0648 | 0670 | 0693 | 0716 |23
06] 00739 | 0762 | 0786 | 0810 | 0835 | 0859 | 0884 | 0010 | 0935 | 0961 |26
0,7| 0,0087 | 1013 | 1040 | 1067 | 1094 | 1122 | 1149 | 1177 | 1206 | 1234 |29
08| 0,263 | 1292 | 1321 | 1350 | 1380 | 1410 | 1440 | 1470 | 1501 | 1532 | 31
0,9] 0,1563 | 1594 | 1625 | 1657 | 1689 | 1721 | 1753 | 1785 | 1818 | 1851 | 33
1,0] 0,1884 | 1917 | 1950 | 1984 | 2018 2051 | 2086 | 2120 | 2154 | 2189 | 34
1,4| 0,2223 | 2258 | 2293 | 2328 | 2364 | 2399 | 2435 | 2470 [ 2506 | 2542 | 36
1,2] 0,2578 | 2615 | 2651 | 2688 | 2724 | 2761 | 2798 | 2835 | 2872 | 2909 | 38
1,3] 0,29047 | 2984 | 3022 | 3059 | 3097 3135 | 3173 | 3211 3249 | 3288 | 38
1,4| 0,3326 | 3365 | 3403 | 3442 | 3481 | 3520 | 3559 | 3598 | 3637 | 3676 |39
1,5] 03715 | 3754 | 3794 | 3833 | 3873 | 3913 | 3952 | 3992 | 4032 | 4072 |40
1,6 | 04112 | 4152 | 4192 | 4232 | 4273 | 4313 | 4353 | 4394 | 4434 | 4475 |40
1.7] 04515 | 4556 | 4597 | 4637 | 4678 | 4719 | 4760 | 4801 | 4842 | 4883 |41
1,8] 0,4924 | 4965 | 5006 | 5048 | 5089 | 5130 | 5172 | 5213 | 5254 | 5296 | 41
1,9| 0,5337 | 5379 | 5421 | 5462 | 5504 | 5545 | 5587 | 5629 | 5671 | 5713 |41
2,0] 05754 | 5796 | 5838 | 5880 | 5022 | 5964 | 6006 | 6048 | 6090 | 6132 | 43
21| 06175 | 6217 | 6259 | 6301 | 6343 | 6386 | 6428 | 6470 | 6512 | 6555 | 42
2,2| 06597 | 6640 | 6682 | 6724 | 6767 | 6809 | 6852 | 6894 | 6937 | 6979 [ 43
23| 0,7022 | 7064 | 7107 | 7150 | 7192 | 7235 | 7278 | 7320 | 7363 | 7406 |42
24| 07448 | 7491 | 7534 | 7577 | 7619 | 7662 | 7705 | 7748 | 7791 | 7833 |43
2,51 0,7876 | 7919 | 7962 | 8005 | 8048 8091 | 8134 | 8176 | 8219 | 8262 }43
2,6] 08305 | 8348 | 8391 | 8434 | 8477 | 8520 | 8563 | 8606 | 8649 | 8692 |43
2,7] 08735 | 8778 | 8821 | 8864 | 8907 | 8951 | 8994 | 9037 | 9080 | 9123 | 43
28| 09166 | 9209 | 9252 | 9295 | 9338 | 9382 | 9425 | 9468 | 9511 | 9554 |43
29) 09597 | 9641 | 9684 | 9727 | 9770 | 9813 | 9856 | 9900 | 9943 | 9986 | 43
3,00 1,0020 | 0073 | 0116 | 0159 | 0202 | 0245 | 0239 | 0332 | 0375 | 0418 | 44
34| 1,0462 | 0505 | 0548 | 0591 | 0635 | 0678 | 0721 | 0764 | 0808 | 0851 | 43
3,2| 1,0804 | 0938 | 0981 | 1024 | 1067 | 1111 | 1154 | 1197 | 1241 | 1284 [ 43
3,3) 1,327 | 1371 | 1414 | 1457 | 1501 | 1544 | 1587 | 1631 | 1674 | 1717 | 44
34} 1,761 | 1804 | 1847 | 1891 | 1934 | 1977 | 2021 | 2064 | 2107 | 2151 |43
3,5| 1,2194 | 2237 | 2281 | 2324 | 2367 | 2411 | 2454 | 2497 | 2541 | 2584 | 44
3,6| 1,2628 | 2671 | 2714 | 2758 | 2801 | 2844 | 2888 | 2931 | 2975 | 3018 |43
3,7] 1,3061 | 3105 | 3148 | 3191 | 3235 | 3278 | 3322 | 3365 | 3408 | 3452 |43
38| 1,3495 | 3538 | 3582 | 3625 | 3669 | 3712 | 3755 | 3799 | 3842 | 3886 |43
3,9] 1,3929 | 3972 | 4016 | 4059 | 4103 4146 | 4189 | 4233 | 4276 | 4320 | 43
4,0] 14363 | 4406 | 4450 | 4493 | 4537 | 4580 | 4623 | 4667 | 4710 | 4754 |43
41| 1,4797 | 4840 | 4884 | 4927 | 4971 | 3014 | 5057 | 5101 | 5144 | 5188 [ 43
42| 1,5231 | 5274 | 5318 | 5361 | 5405 | 5448 | 5492 | 5535 | 5578 | 5622 | 43
4,3| 1,5665 | 5709 | 5752 | 5795 | 5839 | 5882 | 5926 | 5969 | 6012 | 6056 {43
441 1,6009 | 6143 | 6186 | 6230 | 6273 6316 | 6360 | 6403 | 6447 | 6490 | 43
45| 1,6533 | 6577 | 6620 | 6664 | 6707 | 6751 | 6794 | 6837 | 6881 | 6924 |44
46| 1,6068 | 7011 | 7055 | 7098 | 7141 | 7185 | 7228 | 7272 | 7315 | 7358 |44
4,7| 1,7402 | 7445 | 7489 | 7532 | 7576 | 7619 | 7662 | 7706 | 7749 | 7793 |43
431 1,7836 | 7880 | 7923 | 7966 | 8010 | 8053 | 8097 | 8140 | 8184 | 8227 |43
49| 1,8270 | 8314 | 8357 | 8401 | 8444 | 8487 | 8531 | 8574 | 8618 | 8661 | 44
5,01 18705 | 8748 | 8791 | 8835 | 8878 | 8922 | 8965 | 9009 | 9052 | 9095 | 43
5,40 1,9139 | 9182 | 9226 | 9269 | 9313 | 9356 | 9399 | 9443 | 9486 | 9530 |43
5,2] 1,9573 | 9617 | 9660 | 9703 | 9747 | 9790 | 9834 | 9877 | 9921 | 9964 |43
5,3] 2,0007 | 0051 | 0094 | 0138 | 0181 0225 | 0268 | 0311 | 0355 | 0398 | 43
54| 20442 | 0485 | 0529 | 0572 | 0615 | 0659 | 0702 | 0746 | 0789 | 0833 | 43
55| 2,0876 | 0919 | 0963 | 1006 | 1050 | 1093 | 1137 | 1180 | 1223 | 1267 |43
56| 2,310 | 1354 | 1397 | 1441 | 1484 | 1527 | 1571 | 1614 | 1658 | 1701 |43
5,71 21745 | 1788 | 1831 | 1875 | 1918 | 1962 | 2005 | 2049 | 2092 | 2135 |43
58| 2,279 | 2222 | 2266 | 2309 | 2353 | 2396 | 2439 | 2483 | 2526 | 2570 | 43
591 2,2613 | 2657 | 2700 | 2743 | 2787 | 2830 ! 2874 | 2917 ! 2061 | 3004 143

Hilfsbuch f. d. Maschinenbau. 8. Aufl.



34 Mathematik.
g o fir 05 9 < 2,89

[ 0 1 2 3 4 5 3 7 8 9 D
0,0] 0,0000 { 0100 | 0200 | 0300 | 0400 | 0500 | 0599 | 0699 | 0798 | 0898 | 99
0,1} 0,0097 | 1096 | 1194 | 1293 | 1391 | 1489 | 1587 | 1684 | 1781 | 1878 | 96
0,2]| 0,974 | 2070 | 2165 | 2260 | 2355 | 2449 | 2543 | 2636 | 2729 | 2821 |92
03] 0,2913 | 3004 | 3005 | 3185 3275 3364 | 3452 | 3540 | 3627 | 3714 | 86
0,4] 0,3800 | 3885 | 3969 | 4053 | 4137 | 4219 | 4301 | 4382 | 4462 | 4542 | 79
0,5] 0,4621 | 4700 | 4777 | 4854 | 4930 | 5005 | 5080 | 5154 | 5227 | 5299 | 71
0,6 0,5370 | 5441 | 5511 | 5581 | 5649 | 5717 | 5784 | 5850 | 5915 | 5980 | 64
0,7] 0,6044 | 6107 | 6169 | 6231 | 6201 | 6352 | 6411 | 6469 | 6527 | 6584 | 56
08] 0,6640 | 6696 | 6751 | 6805 | 6858 | 6911 | 6963 | 7014 | 7064 | 7114 |49
09] 0,7163 | 7211 | 7259 | 7306 | 7352 | 7398 | 7443 | 7487 | 7531 | 7574 | 42
1,0] 0,7616 | 7658 | 7699 | 7739 | 7779 | 7818 | 7857 | 7895 | 7932 | 7969 | 36
1,1] 08005 | 8041 | 8076 | 8110 | 8144 | 8178 | 8210 | 8243 | 8275 | 8306 | 31
1,2} 08337 | 8367 | 8397 | 8426 | 8455 | 8483 | 8511 | 8538 | 8565 | 8591 |26
1,3] 08617 | 8643 | 8668 | 8693 | 8717 | 8741 | 8764 | 8787 | 8810 | 8832 | 22
1,4} 08854 | 8875 | 8396 | 8917 | 8937 | 8957 | 8977 | 8996 | 9015 | 9033 | 19
1,5] 0,9052 | 9069 | 9087 | 9104 | 9121 | 9138 | 9154 | 9170 | 9186 | 9202 | 15
1,6] 09217 | 9232 | 9246 | 9261 | 9275 | 9289 | 9302 | 9316 | 9329 | 9342 | 12
1,7] 09354 | 9367 | 9379 | 9391 | 9402 9414 | 9425 | 9436 | 9447 | 9458 | 10
1,8] 09468 | 9478 | 9488 | 9498 | 9508 9518 | 9527 | 9536 | 9545 | 9554 8
19] 09562 | 9571 9579 | 9587 | 9595 9603 | 9611 9619 | 9626 | 9633 7
2,0} 09640 | 9647 | 9654 | 9661 | 9663 | 9674 | 9680 | 9687 | 9693 | 9699 | 6
21} 09705 | 9710 | 9716 | 9722 | 9727 9732 | 9738 | 9743 | 9748 | 9753 5
2,2| 09757 | 9762 | 9767 | 9771 | 9776 | 9780 | 9785 | 9789 | 9793 | 9797 | 4
2,3] 09801 | 9805 | 9809 | 9812 | 9816 | 9820 | 9823 | 9827 | 9830 | 9834 | 3
24| 09837 | 9840 | 9843 | 9846 | 9849 | 9852 | 9855 | 9858 | 9861 | 9864 | 2
2,5] 09866 | 9869 | 9871 | 9874 | 9876 | 9879 | 9881 | 9884 | 9886 | 9888 | 2
2,6] 0,9890 | 9892 | 9895 | 9897 | 9899 | 9901 | 9903 | 9905 | 9906 | 9908 | 2
2,71 09910 | 9912 | 9914 | 9915 | 9917 | 9919 | 9920 | 9922 | 9923 | 9925 | 1
28] 0,9926 | 9928 | 9929 | 9931 | 9932 | 9933 | 9935 | 9936 | 9937 | 9938 | 2
Briggssche Logarithmen von Tge fiir ¢ = 0 bis 2,89; um 10 vergroBert.
ol o |1 |2 |3 | 4 s |6 |7 | s ]9 |D
0,0] —oo |8,0000| 3010 | 4770 | 6018 | 6986 | 7776 | 8444 | 9022 | 9531 | 455
0,1 8,9986 |*0396 | *0771 |*1115 |*1433 | *1720 |*2004 |*2263 |*2506 |*2736 | 217
0,2 9,2953 | 3159 | 3355 | 3542 | 3720 | 3890 | 4053 | 4210 | 4360 | 4505 | 139
03] 9,4644 | 4778 | 4907 | 5031 5152 5268 | 5381 5490 | 5596 | 5698 99
04)] 9,5797 | 5894 | 5987 | 6078 | 6166 6252 | 6336 | 6417 | 6496 | 6573 75
0,5] 9,6648 | 6720 | 6792 | 6861 | 6928 | 6994 | 7058 | 7121 | 7182 | 7242 | 58
0,6] 9,7300 | 7357 | 7413 | 7467 | 7520 | 7571 | 7622 | 7671 | 7720 | 7767 | 46
0,7 9,7813 | 7858 | 7902 | 7945 | 7988 | 8020 | 8069 | 8109 | 8147 | 8185 | 37
08| 98222 | 8258 | 8293 | 8328 | 8362 | 8395 | 8428 | 8459 | 8491 | 8521 | 30
0,9] 9,8551 | 8580 | 8609 | 8637 | 8664 | 8691 | 8717 | 8743 | 8768 | 8793 | 24
1,0/ 90,8817 | 8841 | 8364 | 8837 | 8909 | 8931 | 8952 | 8973 | 8994 | 9014 | 20
1,1] 9,9034 | 9053 | 9072 | 9090 | 9108 | 9126 | 9144 | 9161 | 9177 | 9194 | 16
1,2] 9,9210 | 9226 | 9241 | 9256 | 9271 | 9285 | 9300 | 9314 | 9327 | 9341 | 13
1,3] 9,9354 | 9367 | 9379 | 9391 | 9404 | 9415 | 9427 | 9438 | 9450 | 9460 | 11
1,4] 99471 | 9482 | 9492 [ 9502 | 9512 | 9522 | 9531 | 9540 | 9550 | 9558 9
1,5] 9,9567 | 9576 | 9584 | 9592 [ 9601 | 9608 | 9616 | 9624 | 9631 | 9639 7
1,6] 9,9646 | 9653 | 9660 | 9666 | 9673 | 9679 | 9686 | 9692 | 9698 | 9704 6
1,7] 99710 | 9716 | 9721 | 9727 | 9732 | 9738 | 9743 | 9748 | 9753 | 9758 | 5
1,8] 99763 | 9767 | 9772 | 9776 | 9781 | 9785 | 9789 | 9794 | 9798 | 9802 4
1,9] 9,9806 | 9810 | 9813 | 9817 | 9821 | 9824 | 9828 | 9831 | 9834 | 9838 3
2,0 9,9841 9844 | 9847 | 9850 | 9853 9856 | 9859 | 9862 | 9864 | 9867 3
21| 99870 | 9872 | 9875 | 9877 | 9880 | 9882 | 9884 | 9887 | 9839 | 9891 2
2,2| 9,9893 | 9895 | 9898 | 9900 | 9902 | 9904 | 9905 | 9907 | 9909 | 9911 2
23] 9,9913 | 9914 | 9916 | 9918 | 9919 | 9921 | 9923 | 9924 | 9926 | 9927 2
24199929 | 9930 | 9931 | 9933 | 9934 | 9935 | 9937 | 9938 | 9939 | 9940 1
2,51 9,9941 9943 | 9944 | 9945 | 9946 9947 | 9948 | 9949 | 9950 | 9951 1
2,61 9,9952 | 9953 | 9954 | 9955 | 9956 9957 | 9958 | 9958 | 9959 | 9960 1
2,71 9,9961 | 9962 | 9962 | 9963 | 9964 | 9965 | 9965 | 9966 | 9967 | 9967 1
28] 9,9968 | 9969 | 9969 | 9970 | 9970 | 9971 | 9972 | 9972 | 9973 | 9973 1




F. Potenzen von e. 35
n en e n n er en— n en e~
0,0 | 1,0000 | 1,0000 2,3 9,9742 | 0,10026 4,6 99,484 | 0,0100519
0,1 | 1,1052 | 0,90484 |2,4 | 11,0232 | 0,090718 | 4,7 109,947 | 0,0090954
0,2 | 1,2214 | 0,81873 |2,5| 12,1825 | 0,082084 | 4,8 121,510 0,0082298
0,3 | 1,3499 | 0,74082 |2,6 | 13,4637 | 0,074273 | 4,9 | 139,290 0,0074467
0,4 | 1,4918 | 0,67032 |2,7| 14,8797 | 0,067207 | 5,0 148,413 | 0,0067380
0,5 | 1,6487 | 0,60653 |2,8 | 16,445 0,060810 | 5,1 164,022 | 0,0060968
0,6 | 1,8221 | 0,54881 ]2,9 | 18,174 0,055024 | 5,2 181,27 | 0,0055166
0,7 12,0138 1 0,49658 3,0 20,086 0,049787 | 5,3 200,34 | 0,0049916
0,8 | 2,2255 | 0,44933 |3,I | 22,198 0,045050 | 5,4 221,41 | 0,0045166
0,9 | 2,4596 | 0,40656 |3,2 | 24,533 0,040763 | 5,5 244,69 | 0,0040868
1,0 | 2,7183 | 0,36788 3,3 | 27,113 0,036883 | 5,6 270,43 | 0,0036978
1,1 | 3,0042 | 0,33288 3,4 | 29,964 | 0,033373 | 5,7 | 298,87 |0,0033459
1,2 | 3,3201| 0,30120 |3,5 | 33,II5 0,030197 | 5,8 330,30 | 0,0030275
1,3 | 3,6693 | 0,27253 |3,6 | 36,598 | 0,027324 | 5,9 | 365,04 |0,0027394
1,4 | 4,0552 | 0,24660 |3,7 | 40,447 0,024724 | 6,0 403,42 | 0,0024787
1,5 | 4,4817 | 0,22313 |3,8 | 44,701 0,022371 | 6,5 665,14 | 0,0015034
1,6 | 4,9530 | 0,20190 |3,9 | 49,402 0,020242 7,0 | 1096,6 0,00091188
1,7 15,4739 | 0,18268 |4,0 | 54,598 0,018315 | 7,5 | 1808,0 0,00055309
1,8 | 6,0496 | 0,16530 |4,1 | 60,340 0,016573 | 8,0 | 2980,9 0,00033547
1,9 | 6,6859 | 0,14957 |4,2 | 66,687 0,014996 | 8,5 | 4914,8 0,00020347
2,07,38911 0,13533 |4,3 | 73,700 | 0,013568 | 9,0 | 8103,0 0,00012341
2,1 | 8,1662 | 0,12245 | 4,4 | 81,451 0,012277 | 9,5 |13360 0,000074852
2,2 { 9,0250 | o,11080 |4,5 | 90,017 0,0I11109 |10,0 |22026 0,000045400
G. Wichtige Zahlenwerte.
GroBe logn GroBe n log n GroBe n logn
n 3,1415927 | 0,49715 g 9,81 0,99167

27 |6,2831853 | 0,79818
37 19,4247780 | 0,97427
a:2 1,5707963 | 0,19612
a:3 | 1,0471976 | 0,02003
n:4 | 0,7853982 | 0,89509-1
a? | 9,8606044 | 0,99430
a8 31,006277 | 1,49145
Y | 1,7724539 | 0,24857

l/n 1,4645919 | 0,16572
47 139,478418 | 1,59636
a%:4 1 2,4674011 | 0,39224
V2 | 4,4428829 | 0,64767

— 0,318310 | 0,50285-1

1) Quadrieren

a) zweistelliger Zahlen unter Benutzung der Umformung

gt 96,2361 1 1,98334

Ve |3,1320919 [0,49583
wiV2 |2,221442 |0,34663

2yz | 3,544908 |0,54960 8
V2w |2,506628 |0,39909 | #yg |9,839757 |0,99298
\/ x:2 |1,253314 |0,09806

V2:m | 0,797885

V3:iz | 0977205

3
V 2z | 1,845261 |0,26606

3
V ow:2| 1162447 {0,06537

M
V w:4 | 0922635
3

V 2:a 0860254

0,98998-

Einige Winke zur Benutzung der Tafel A.

" at = (ab) (@ —b) -8

3

V 3:a | 0,984745 |0,99332-1
1:2g |0,050968 | 0,70830-2
2yg |6,264184 |0,79686
V2 g | 4420447 |0,64635

wy2g | 13,91536 |1,14350
0,00194-1]7 : Vg | 1,003033 |0,00132
1|7 :V2g | 0,709252 | 0,85080-1
e 2,718282 | 0,43429
e? 7,389056 | 0,86859
1:e |0,367879 |0,56571-1
1:e2 | 0135335 |0,13141-1

0,96503-1] ye | 1,648721 |0,21715

.3
0,93463-1 Ve | 1305612 |0,14476

3*



36 Mathematik.

im Kopfe nach folgenden Beispielen:

432 = 40-46 + 9=
78% = 80-76 -4 = 6084 .

b) beliebiger Zahlen:

Beispiele:
1) 601,552 (6012 =) 361 201 (Tab.
(2:0,55-601 = 1,1-601 =)  661,1 .

(0,552 =) 3

601,552 = 361862

2) 35,8262 (3582 =) 128164
2.358:26 =) 18616
262 — 7

35,8262 = 1283,5023
2) Ziehen der Quadratwurzel.
V271,8281 = 16,49
(a.d. T.) 26896 ——
28681:328 (s. abgek. Radiz. S. 38).

vV 0,00358726 = 0,05989
357604 (a. d. T.)

1122: 1194
3) Berechnung dritter Potenzen.
601,552 (6013 =) 217 081 801
(3-6012.55 = 361201-165 =) 59598148
(3-601-55% = 1803-3025 =) 54544

601,552 = 217678328 .
4) Ziehen der Kubikwurzel.
g —
V271,828 = 6,478
270840...
1255827 [ 988 ....
Man schlage unter den dritten Potenzen diejenige Zahl auf, die 271000000 anr nichsten
ist; da 73 > 271 >> 68 ist, muB sie zwischen 600 und 700 liegen; man erhilt die ersten drei
Ziffern 647. (Die Punkte sollen die zur Bestimmung der vierten Ziffer nétigen Stellen andeuten.)

Der Rest 988.... ist durch 3.6472 = 3-418609 — 1255827 zu dividieren; der Quotient gibt
die letzte Ziffer 8.

g

]/ 2718,282 = 13,96
2685 619

32663 .| 57963

[ —
V27 182,82 = 30,07
18282 . . | 270000

5) Berechnung des Kreisumfanges aus dem Durchmesser und umgekehrt.

1) 2,71 828 = = 8,5137 (271 #)
26012 (828 )
8,539712
2) d 7 =0,58664 d = 0,186732
584 34
230

Winke zum Gebrauch der Tafel B.
Aufsuchen des natiirlichen Logarithmus.

In 23,76 = In 237,6 — In 10 1n 0,5373 = In 537,3 — In 1000
16 237,6 = 5,4681 1n 537,3 = 6,2860
25 =14,2.6 6=1,9-3
5,4706 6,2866
In10 =2,3026 — In 1000 = — 6,9078

1n 23,76 = 3,1680 1n 0,5373 = — 0,6212



Abgekiirztes Zahlenrechnen. 37

Aufsuchen des Numerus.

Ing = 1,2345 Inz = —1,2346

In100 = 4,6052 In1000 = 6,9078

In1002 = 5,8397 In10002= 5,6732
1002 = 343,7 1000z = 291,0

z = 3,437 z= 0,2910

Abgekiirztes Zahlenrechnen.

Multiplikation.
Beispiel: (In3=) 0,47712-2,302585
95424
14314
95
24
3

1,09860

Regel: Man wiéhle den Faktor mit der geringeren Stellenzahl (0,47712)
zum Multiplikanden, multipliziere ihn wie gewShnlich mit der ersten Ziffer (2)
des Multiplikators, streiche dann die letzte Ziffer (2) des Multiplikanden, multi-
pliziere dann mit der zweiten Ziffer (3) des Multiplikators unter Beriicksich-
tigung der eben gestrichenen Ziffer des Multiplikanden, streiche dann die vor-
letzte Ziffer (1) des Multiplikanden, multipliziere unter Beriicksichtigung dieser
Ziffer mit der dritten Ziffer (0) des Multiplikators usf. Zuletzt wird die
Stellung des Kommas durch Abschitzen (0,47-2,3==1,...) bestimmt.

Beachte: 1) Das Produkt kann nie auf mehr Stellen genau sein, als der
Faktor mit der geringsten Stellenzahl hat.

2) Wird fiir das Produkt nur eine Genauigkeit von einer gerin-
geren Anzahl von Stellen verlangt, als beide Faktoren haben, so runde man
von vornherein den Multiplikand so ab, daB8 er hochstens eine Stelle mehr erhilt.

Beispiel: Das Produkt 1,7321-3,14160 soll auf nur drei Stellen genau
berechnet werden; die Rechnung gestaltet sich folgendermaBen:
1,732-3,14160
5196
173
69
2
1

5’44

Division.
Beispiel: 3,80666: 2,802 585 = 1,65321
1 50407
12252
739
48
2
Regel: Die erste Ziffer des Quotienten (1) erhilt man wie gewdhnlich;
hat der Divisor zu viel Stellen (i. o. B. die Ziffer 5), so ist diese vorher zu
streichen. Alsdann dividiere man den Rest (150407) durch den Divisor,
dessen nichste Ziffer gestrichen wird (23025); den nichsten Rest durch den
um eine weitere Ziffer verkiirzten Divisor (2302) usf. Die Stellung des Kommas
wird durch Abschitzen bestimmt (3,8:2,3=1,...).
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Beachte: 1) Der Quotient kann nie auf mehr Stellen genau sein, als die-
jenige der beiden gegebenen Zahlen hat, die die geringere Stellenzahl hat (i. 0. B.
als der Dividend, der nur 6 Stellen hat, wihrend der Divisor deren 7 hat; also
hat der Quotient nur 6 Stellen).

2) Hat der Divisor weniger Stellen, als der Dividend, so ist
der Dividend um die betr. Stellen zu kiirzen.

Beispiel: 3,1415¢26:2,7483 = 1,15574

4233
1515

—
L18l&

3) Wird fiir den Quotienten nur eine Genauigkeit von einer
geringeren Stellenzahl verlangt, als die beiden gegebenen Zahlen haben, so ver-
kiirzt man zuvor beide durch Streichen von Ziffern auf die nétige Stellenzahl.

Ziehen der Quadratwurzel.
Beispiel: V27182,818 = 164,87213
2]17
321582
328 ] 28681
3296 | 23778
01
42
9
Regel: Man radiziere anfangs wie gewShnlich; sind die Stellen des Radikan-
den erschopft, so ist das Radizieren in ein einfaches Dividieren iibergefiihrt,
bei welchem der verbliebene Rest den Dividenden und die doppelte Wurzel
den Divisor darstellt; die Division ist abgekiirzt auszufiihren.
Beachte: 1) Die Wurzel kann nie auf mehr Stellen Genauigkeit bean-
spruchen, als der Radikand hat.

2) Geniigt fiir die Wurzel eine geringere Genauigkeit, als die
Anzahl der Stellen des Radikanden betrigt, so kiirze man zuvor den Radi-
kanden entsprechend ab.

Rechnen mit kieinen Zahlen.
Ist ¢ eine im Vergleich zu 1 kleine Zahl, so gelten angenihert die Formeln

(1+o"=1-+n-e 1,003* = 1,01
n— £ [ —
1/1—|—£:1—{—; V/1,0032 = 1,0008

M4&) (1t =145 1,003 -1,004 = 1,007
1-}¢ 1,003

1___'__8;.—;1-—{—81——82 m&:0y999
1 1\
I P ( ) — 0,988
(1 4-e)" 1,003
1 H 1
- == — = —— ==0,9992.

- 4 _
ViTe " V1,0032

Weitere Formeln s. (52).
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II. Arithmetik.

A. Die hoheren Rechenoperationen.
) Potenzen.

Erklirung: Unter der Potenz a™ (n eine positive, ganze Zahl) versteht
man ein Produkt aus n Faktoren, die simtlich a heiBen. a ist die Grundzahl
(Basis), » der Exponent.

P A p—— a®—1 at—a.

Die wichtigsten Formeln:

1) aT-a®—=da'ts ir ——al 8 — 1
- a® a7
a”" a\”
T.bT: b T Jhadp— <_)
2) a (ad) v 3
3) (ar)s___(as)r:are
9 (—af’" = (4a)*" =a*"
(— a)2n+1 —_ (+ a)2n+1 — __ gAntt

5) a" — o — (@ —b) (a”_1—+—a"'_2b+a"'—3b2—|— .. .—I—a"_kbk_1 _[_ .
+ab™ "2 L")
a?—b2=(a—0b) (@b a® —b*= (a —b) (a4 ab -} 5?)
6) G (g b) (@ —a?m T p a2
+a?p?" 2 ap?n Ly
a®+b*= (a4 b) (@2 —ab-|-b?).

Binomischer Satz:
R s A R

n
<k> heiBt der k-te Binomialkoeffizient der n-ten Potenz; er 148t sich in

der Form schreiben

(n> _nn—1) (n—2)... (n—k-}1) n!
K/ 1-2:3...k T k! (n—Fk)!

[y!1=1-2-3...%]

Bildungsgesetz der Binomial-
koeffizienten (Pascalsches
(Lo =120t Dre11eck).
(142> =143z} 322} 2® 11
(1+2)t=1-1424-6a"|-4a3|-2* 1 2 1
(1+2)°=1-+52+1022 1023} 524 |-ab ] 14363411
1 5 1010.5 1

1 6 1520 15 6 1
S. auch (52).
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Q) Wurzeln.
Erklirung: Unter der n-ten Wurzel aus @ versteht man diejenige Zahl b,
deren n-te Potenz a ergibt.
n n-\n n—
V;:b, wenn b"=a; daraus folgt: (Va) =a; Vb”:b.
2 _ —
a heift Radikand, n der Wurzelexponent, b die Wurzel; Va = \/a.

Die wichtigsten Formeln:

g VadiTam Vo _ Y3,

b
o Vas|VaVa, Vé=Wa'=Vam
3 VaVa=Vate.

Insbesondere
3

—_ 3
4)Va“==:{:a. Vat =+ a. V_oi=—a.
: _z(VaFb)
Va 4 vb a—b

Zuriickfilhrung der Wurzeln auf Potenzen:
r 8, — 85—\,
Es ist a‘=Va’=(Va) .

E)) Logarithmen.

Erklirung: Unter dem a-Logarithmus von b versteht man diejenige
Zahl ¢, mit der man @ potenzieren muB, um b zu erhalten.

Rationalmachen des Nenners:

aj
%og b ==c, wenn a’=10 ist; daraus folgt %og (a”) =c¢, @ logb __p,,

a heiBt die Basis des Logarithmensystems, b der Logarithmand oder
Numerus, ¢ der Logarithmus. Soll der Logarithmus reell sein, so muB
der Numerus stets positiv sein: b > 0.

Yog0=— o0, MNog1=0, %Noga=1.
Die wichtigsten Formeln:
b
1) %og (o) == %og b -+ *log ¢ Yog 7= Yogb — Yogc
7 a a - 1
2)  %og (b™) =mn-ogd log‘/b:;ﬁlogb.

Ubergang von einem Logarithmensystem zu einem anderen:
a sei die Basis des einen, « die des anderen Systems; dann ist

%og b = “log b-*og « “log b = %og b-“log a Nog or-*loga =1

a
log b
Hogb= %809 “logb = .
" %oga %log o

%og b

Anwendung in der logarithmischen Skala (Rechenschieber, Nomographie.)
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) Spezielle Logarithmensysteme:

Das gemeine oder Briggssche Logarithmensystem.

a=10. Man schreibt statt 1%log b kurzweg log b.

Der gemeine Logarithmus (wie auch jeder andere) einer jeden Zahl ist im
allgemeinen eine irrationale Zahl, bestehend aus einer ganzen Zahl und einem
echten Dezimalbruch. Die ganze Zahl heit Kennziffer, der echte Dezimal-
bruch Mantisse. Ist b <1, so ist der Logarithmus negativ; man schreibt
ihn aber gewdhnlich so, daB nur die Kennziffer negativ, aber die Mantisse
positiv wird.

Beispiel: log 30 = 1,47712 log0,3 = 0,47712 —1.

Die Mantisse bestimmt sich einzig durch die Ziffernfolge des Numerus;
man entnimmt sie aus der Tabelle A (S. 2—21); und gerade dieser Umstand
hat dem logarithmischen Rechnen die groBe praktische Bedeutung verschafft.
Die Kennziffer bestimmt sich nach der folgenden

Regel: Die Kennziffer gibt an, wieviel Stellen vor oder hinter den Einern
der Numerus beginnt; im ersten Falle ist sie positiv, im zweiten negativ.

Beispiel: pum log
345,67 2,538 66
34,567 1,538 66
3,4567 0,53866
0,34567 0,538 66 — 1
0,034 567 0,53866 — 2
0,003 4567 0,53866 —3.

Beispiele zum Rechnen mit Logarithmen: Man bedient sich am
zweckmiBigsten eines bestimmten Schemas, wie des folgenden, das aus zwei
Spalten, einer Numerus- und einer Logarithmenspalte besteht. Der Ubergang
aus der einen Spalte in die andere ist regelmdBig durch einen wagerechten
Querstrich angedeutet.

a-b Num. Log.
T=od
° al| 3,5287 a |0,54761
b| 0,14693 b 0,16711 — 1
c| 28,452 Zihler | 0,71472 — 1
d| 0,038654 c 1,45411
T aaman d 058719 — 2
=l oamas Nl oos 30
x 0,67342 — 1

2. c=ya b . Num. ___ Log.
a | 3,5791 a | 0,55377
b | 24680 a®| 1,107 54
b 0,39235
2 112,81 ’
3|12 biomn
* 118,901 ¢ 1,27648
¢ | 4,3475 o 1063824
3. z=—e " Num. Log.
y=—logx= — x-loge e|2,7183 e|0,43429
7| 3,1416 “loge|0,63778 — 1
0,49715
—y=mloge|1,36437 e
y=—mloge 0,63563 — 2 wloge|0,13493
z | 0,043215
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Das natiirliche Logarithmensystem.

a—e=2,71828.. 2 . Statt %logh schreibt man lgb oder

Inb. Die Bedeutung der naturhchen Logarithmen liegt auf dem Gebiet der
hoheren Mathematik.

Ubergang von den Briggsschen zu den natiirlichen Logarithmen. Es ist

Inb=12,302585-logb log b ==0,434294-In b.

B. Endliche Reihen.
5) Arithmetische Reihe.

Unter einer arithmetischen Reihe erster Ordnung versteht man eine
Reihe, in welcher die Differenz je zweier aufeinanderfolgender Glieder kon-
stant ist. Das Anfangsglied sei a@,, die Differenz d, die Anzahl der Glieder n,
das n-te Glied a,, die Summe der ersten n Glieder s,. Es gelten die Formeln:

n(n—A1

1) a,=a,+@m—1)d, 2a) sn=n~a1—{——(2—~)~d,

atan
o

2b) sy=mn

Durch irgend drei der fiinf GréSen a,, d, n, @,, s, ist die Reihe be-
stimmt; die Berechnung der fehlenden zwei ergibt sich aus der auf S.43 fol-
genden Tabelle.

(6) Unter einer arithmetischen Reihe k-ter Ordnung versteht man eine
solche, deren erste Differenzenreihe eine arithmetische Reihe (k— 1)-ter Ord-
nung ist, deren k-te Differenzenreihe also aus lauter gleichen Gréfen besteht:

Beispiel: 1) 1 4 9 16 25 36 2. Ordnung.
3 5 7 9 11 1. Ordnung.
2 2 2 2
2) 1 8 27 64 125 216 3. Ordnung.
7 19 37 61 91 2. Ordnung.
12 18 24 30 1. Ordnung.
6 6 6

Die wichtigsten Sonderfélle.

1+z+3+4+...+n=k§k:1(1‘_2‘_|”ﬂ:

t+345-+74... +(2n—1):k§(2k_1):”2’
2—|—4+6—{—8+...—{—27»:1‘_2”;210:%(1@—[—1),
PP LRL et = 2]02 _(ﬁﬂgﬁﬂ,

P2 N — ("'(”;F’))
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0) Geometrische Reihe.

Eine geometrische Reihe ist eine solche, in der der Quotient je zweier
aufeinanderfolgender Glieder konstant ist. Ist das Anfangsglied a@;, der
Quotient g, die Anzahl der Glieder n, so ist das Endglied

1) @,=a, ¢! und die Summe der n Glieder
T —1 1—q" q-G,—a, a —(qa,
2a) gy=—a, =g, — 2, 2p) g = 21 3%
) & a‘q-—i a‘1—q’ ) & qg—1 1—gq

Durch irgend drei der fiinf GréBen a,, ¢, %, @,, 8,, ist die Reihe bestimmt;
die Berechnung der fehlenden beiden GréBen ergibt sich aus der auf S. 45
folgenden Tabelle.

Ist —1<{g <41, so geht fiir » = oo die geometrische Reihe in die
konvergente unendliche geometrische Reihe iiber; aus Formel 2a
folgt sodann a

1

ax+axq+alq“+alqs+--~=r_j-
S. a. (52) unendliche Reihen,

@®) C. Kaufménnische Arithmetik.

1) Zinsrechnung, Die Zinsen 2, die das Kapital k zu p %), in #n Jahren
k-pn
100
2) Zinseszinsrechnung. Werden die Zinsen alljihrlich am Ende eines jeden
Jabres zum Kapital geschlagen, so wichst das Kapital %, zu p %/, in n Jahren
an auf das Kapital:

bringt, berechnen sich nach der Formel: z—

1) k, =ky-q" (g=1 -}—% heiBt der Zinsfaktor).
Hieraus ergeben sich die weiteren drei Grundaufgaben:
2) gesucht k,: ky=k,-g ®
n
l/kn
3) gesucht p: =% p=100-(g —1).
0
k
log f
4) gesucht n: n= °
log g

3) Rentenrechnung. 1) Das Endkapital k,, einer » Jahre lang am Ende eines
jeden Jahres falligen Rente » betrigt (am Tage der Zahlung der letzten Rente):

1007 . ..
a) k,.—-—p—(q 1);

der Barwert derselben (der Wert, den das Kapital ein Jahr vor Auszahlung
der ersten Rente hat) betrigt

100 r —
b) ko= (1 —q 7).
Hieraus ergeben sich die weiteren Grundaufgaben:
k
2) gesucht r: r= ——Qp—:; A
100(1 —q¢— ™)

3) gesucht n: n=—
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4) gesucht p: q bestimmt sich aus der Gleichung n-ten Grades:

Q) by " T — (k1) " +r=0  p=100 (g—1),
b) rq* —ky-q -4k, —r=0.

HI. Trigonometrie.

A. Messung von Winkeln.

(9) 1) GradmaB: 1R = 90° == 5400’ = 324000”

1°= 60'=3600"
1= 60".

2) Bogenmaf: Erklirung: Unter dem Winkel o« versteht man das Ver-
héltnis des Bogens zum Radius (== Bogen im Kreis vom Radius r = 1).

Das BogenmaB findet in der hoheren Mathematik ausschlieBliche Ver-
wendung. Zum Unterschied vom GradmaB bezeichnet man das Bogenma83 von
« auch durch arc «.

Beziehungen zwischen GradmaB und Bogenmal:

- af weo wo

ACC =800 10800'  648000”

@ |o| 30 | 45| 60 | 90 | 135|180 | 270 | 360 | 57°17' 448"
3 |3 \ !
0 had i — = 4 = 2n 1
i 6 4 |3 |2 |47 27| 77
arc 19 = 0,01745329, arc 1/ = 0,000290888, arc 1"/ = 0,000004 8481.
Im iibrigen s. Tabelle D.

arc o

T I T T T

B. Die Winkelfunktionen oder trigonometrischen
Funktionen:
(10) Spitze Winkel:

Der Sinus eines Winkels ist das Verhiltnis der Gegenkathete zur Hypotenuse.

2 Kosinus ” 9 EEEEET] 1 5 Ankathete i ” .
,, Tangens ,, ’ RN 5 ,, Gegenkathete ,, Ankathete.
,» Kotangens,, ’s R . ,, Ankathete zur Gegenkathete.
b ]
sing=— cosoa=— tgo=— 2,0
c c b
178
b
ctgcx=;, Abb. 1. 176
d14
Ist, Abb.2, 0A=0B=0P=—1, 12
so ist "1z 44 16 1
sing=BC cose =0C 092 9 ¥ % 72—t ﬂdﬁ%o
tga—=—AD ctge=PE 108
%)/
c a N
92
g
A 0 g

Gz 04 96 98 10A
Abb. 1. Abb, 2.
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a=]o00] 300 | 450 60° | 90°
sing=| 0 % %\/E %\/? 1
cose==| 1 %‘/E %\/E % 0
tge=| 0 %‘/E 1 V3 ©
ctge=| o | V3 1 %V? 0

sin & = cos (90% — )
cos o =sin (90° — ¢)

Kofunktionen.

tgoa = ctg (90° — )
ctga=tg (90° — ).
Sinus und Kosinus einerseits, Tangens und Kotangens andererseits heilen

,,Die Funktion eines Winkels ist gleich der Kofunktion seiner Rechtergin-
zung.‘ Hierauf beruht die Einrichtung der Tabelle C.

(11) Beliebige Winkel, Abb. 3:

Der Sinus ist das Verhiltnis der Ordinate zum Leitstrahl.

,, Kosinus 5
» Tangens ” ”»
,, Kotangens ,, ,,

[}

3

2

. Yy z
sin ¢ == — COos ¢ = —
r r

iE)

tH

2

tgoz:—:li
x

Abszisse
Ordinate zur Absz
Abszisse zur Ordinate.

Vorzeichen der Funktionen in den einzelnen Quadranten:

’

b
isse.

x
ctgo = —.
Y

II

III1

v

sinus
cosinus
tangens
cotangens l

Ordinatenachse
J

Abszissenachse
e x

Abb. 3.

+

I l
R
| |

+
+

<udl uDj0I
Yo

I+ |

|
' t i

Abb. 4.

Verlauf der Funktionen in den einzelnen Quadranten:

9
s
/7“

|

1800 — 270°

|

270° — 3600

00 — 900 I 900 — 180°
sinus steigt von 0 bis 1 fallt von 1 bis 0
cosinus fillt von 1 bis 0 f4llt von 0 bis — 1
tangens steigt von 0 bis-}- w | steigt von — o bis 0
cotangens | fillt von - o bis0 | fallt von 0 bis — o

|

fallt von 0 bis — 1
steigt von — 1 bis 0
steigt von 0 bis+
fillt von -} o bis 0

steigt von — 1 bis 0
steigt von 0 bis 1
steigt von — w bis 0
fallt von 0 bis — =
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(13b)

Sinus und Cosinus sind periodische Funktionen; die Periode ist 360°.
Tangens und Cotangens sind periodische Funktionen; die Periode ist 180°.

sin (o -} k-360°) == sin «
tg (¢ +£-180%) =tg«

cos (o | &-360° = cos &
ctg (¢ %-180%) —=ctg o

Zeichnerische Darstellung des Verlaufs, Abb. 4.
(12) Zuriickfiihrung der Funktionenbeliebiger Winkel auf Funktionen von

solchen im ersten Quadranten:

1) Negative Winkel: sin (— &) = —sin «
tg(—o) =—tge

cos (— o) = cos o
etg (—o) =—ctg

2) o« > 360°, 0 < o — k-360° < 360°
k beliebige ganze positive Zahl.

sin o == sin (o — k-360°)
tg e« = tg (¢ — k-360°)
3) a) 90° < e < 180°.

sin & = cos (e — 90°)

cos ¢ = — sin {& — 90°)
tg = — ctg (@ — 909)
ctg o = — tg (e« — 90°)

b) 180° < & < 270°.
sin ¢ = — sin (@ — 1809)
cos o = — cos (e — 1807)

tg « =tg (e« — 1809)
ctg o« = ctg (¢ — 1809)
c) 270% < <C 360°.

sin ¢ == — cos (& — 2709)

cos ez =sin (e — 270")
tg ¢ = — ctg (@ — 2709

ctg ¢ = — tg (« — 270°)

cos & = cos (o — k-3609)
ctg o« = ctg (¢ — k-3609)

sin & ==sin (180° — &)

cos e = — cos (180° — )
tg ¢ = — tg (180° — &)

ctg ¢ = — ctg (180% — )
sin o == — cos (270° — «)
cos o == — sin (270% — )

tg o = ctg (270° — )
ctg ¢ = tg (270° — «)

sin & == — sin (360° — )
cos o == cos (360° — «)

tg e = — tg (360° — )
ctg oo == — ctg (360° — «)

(13a) Regel zur Bestimmung der Funktion eines gegebenen Winkels:
1) Man fiihre den Winkel « durch Addition oder Subtraktion eines ent-
sprechenden ganzen Vielfachen von 360° auf einen Winkel &’ zwischen 0° und

3609 zuriick.

2) Man bestimme den Quadranten von o und das zur verlangten Funktion
in diesem Quadranten gehorige Vorzeichen.
3) Man fiihre ¢ durch Subtraktion von 90° oder 180° oder 270° oder Er-

ginzung zu 180° oder 270° oder 360° auf einen spitzen Winkel «” zuriick und
schlage im Falle der Verwendung von 180° und 360° die verlangte Funktion
und im Falle der Verwendung von 90° und 270° die zugehérige Kofunktion in
Tabelle C auf.

Beispiele: sin 12349 56’ = sin 1540 56’ = -} cos 649 56' = - 0,423 67

cos (— 8769 §4") — cos 2030 6’ = — cos 230 6’ = — 0,919 82
tg 7650 43’ = tg 45° 43’ = 41,0253
ctg 4569 18’ = ctg 96° 18’ = — tg 6° 18’ = — 0,11040

(13b) Regel zur Bestimmung des Winkels bei gegebener Funktion.

Bemerkung: Wenn es zu einem gegebenen Funktionswert iiberhaupt
einen Winkel gibt, so gibt es unendlich viel Winkel, von denen zwei zwischen
0° und 360° liegen, wihrend sich die iibrigen von diesen um ganze Vielfache
von 360° unterscheiden.

1) Man bestimme auf Grund des Vorzeichens der Funktion den Quadranten,
in welchem der gesuchte Winkel 2 liegen muB.

2) Man suche in Tabelle C den spitzen Winkel [] auf, dessen betr. Funktion
gleich dem absoluten Betrage des gegebenen Funktionswertes ist.

3) Man verbinde [2] mit 180° bezw. 360° derart durch Addition oder Sub-
traktion, daB man in den durch 1) bestimmten Quadranten gelangt; der er-
haltene Winkel ist .
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Beispiele: 1) sin z = 0,24680 [z] = 14019’
2y = 140 19" |- %-3600 T = 1650 41" |- £.3600
2) cosz = — 0,86420 [®, = 30013’
Ty = 149° 47’ + k-360° 3, = 210° 13" - k-360°
3) tgx = —1,2345  [z] =500 591fy'  m = 1290 1/y’ -{- k-180°

4) ctgz = 0,54321 2] = 619 29

(14) Die zyklometrischen Funktionen.

(Sie finden Anwendung in der hoheren Mathematik, wo die Winkel nach

BogenmaB gemessen werden.) Die zyklometrischen Funktionen Arkussinus,

Arkuskosinus, Arkustangens, Arkuskotangens sind die inversen Funktionen zu
den trigonometrischen Funktionen.

arcsin x ==y, wenn siny —uw,

arctgz—=y, wenn tgy=w,

Die zyklometrischen Funktionen sind unendlich vieldeutig; man erzielt

Eindeutigkeit durch Einﬁihrung der Hauptwerte, diese liegen fiir Arkussinus

T = 61°29' - k£-180°
arccos & ==y, wenn cosy — <,
arcctg x —y, wenn ctgy —= .

und Arkustangens zwischen _E und +— fiir Arkuskosinus und Arkuskotan-
gens zwischen 0 und .

Beispiele: . 1 11
isple 1) arcsin (‘—’ 7) = i -+ 2%k, resp. -——+2kn, Hauptwert: ——g
1
2) 310005-5 V2 = T+ 2k, resp. 4—+ 2 kxr; Hauptwert: T
3) arctg VS = g+kn; Hauptwert:g
4) arcetg (— 1) = % 7 + kn; Hauptwert: % E4
(15) C. Goniometrie.

1) Zwischen den vier Winkelfunktionen bestehen die drei fundamentalen

Beziehungen: sin «
1) sin? ¢ -{- cos? ¢ =1 2) tgoa=——

3) tge -ctgaa=1.
cos o -

Aus ihnen ergibt sich die nachfolgende Tabelle, um aus einer gegebenen
Funktion die iibrigen drei zu berechnen:

g:fﬁgﬁf ? sin o cos tga ctg o
. . tg 1
sin @ = sin o ‘/1 — cos2 a \/lm \/ﬁL—;twgﬁTx
o — - 1 - B ctga
cos o = V1—sinza cos a ‘1+tg2 ‘/—fT_}_ era
sin o I 1
— —— V1—cos?a
o= V1i—sin?a T Tesa tga otg a
- V1—sin® & cos @ 1 .
ctga = e _———‘/T——wsﬁ o tBa ctg a
2) sin (e 4 B) =sin e cos B 4 cos e sin f
cos (& 4 B) = cos «cos B F sin e sin f§
tge L tgf 1-4tge o —tgu 0
£ —— ————==tg (45 Tt (50—
glatf)= 1Ftgatgf’ 1—tga (45" )5 "1+4tga ( )
‘ ctgoctgBF1
ctg (e + B) _ctgactgfT 1

ctg f +ctg
Hilfsbuch f. d. Maschinenbau. 8. Auil. 4
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. . . . o o
3) sin 2 ¢ =2 sin & cos « sin ¢ == 2 sin — cos —

cos2o—cos® ¢ —sin® ¢ =2cos? ¢ —1=1—2sin?a

g & e % 2 & e @
€OS ¢ == CO0S 5——sm EZZCOS — —1=1—2sin*—

2tga
tg2o0——+——
1—tge
.o 1—cosa i 1—cos2a
sin — = — sing= |}/ ———
2 2 2

o 1 cos—& 14-cos 2
€Oos — l/ + COS o= _t
2 2
1 — cos & sin o 1—cos ¢
1-—|—cosa 1—{—cos¢x sin «

4) sin ¢ 4 sin f =2sin —— +ﬁ ‘9

2
sinoz—-sinﬁzzsina—:ﬁcosai‘g
et 2 T
cos & — cos f = — 2sin +Esm 2
tgaﬂ:tgﬁ=§ci:—s(%
sin ccos == 1 sin (e - ) - i (e — )]
cos asin f = - [sin (¢~ ) —sin (« — )]
sinasinﬁ—*%[cos(a——ﬁ)——cos(o:—|—ﬁ)]
cosacosp—l[cos(a_ﬁ)Jrcos(a+g)].

5) Goniometrische Gleichungen s. u. Gleichungen (31).

D. Dreiecksberechnung.

(16) Das rechtwinklige Dreieck.
a) Gegeben Hypotenuse und eine Kathete. Geg. ¢, a.

1) sina:% 2) f=90°— ¢« 3) b=c-cos x=c®—a?

Entspr.: geg. ¢, b.

(16)



(18) Dreiecksberechnung.

51
b) Gegeben Hypotenuse und ein Winkel

Geg. ¢, «
A 1) a=csine 2)b=ccose 3)f=90"—¢
Entspr.: geg. ¢, f.
c 2 c) Gegeben die beiden Katheten. Geg. a, b.
1) tga:% 2) f=90°— ¢«
B 3 c
Abb. 5.

a 2 2
c= = =ya’4-b
3) sine cosa ve*
) Gegeben eine Kathete und der Gegenwinkel. Geg. g,
1) f=90°"—«
Entspr.: geg. b, 8.

2) b=actga 3) c=

sin o
e) Gegeben eine Kathete und der Anwinkel. Geg. a, §
a
1) a=90°—§ 2)b=atgf 3)c=—:
cos
Entspr.: geg. b, «.

Das schiefwinklige Dreieck.
(17) 1) Formeln. a) o+ -}y =180°.

b) Sinussatz: L:L:#:zr.

sinee sinf  siny

c¢) Kosinussatz:

?=a%-}+b*—2ab cosy=(a—{—b)2——4abcosg—2:(a—b)2—|—4absin2%1).
__ asinf 1

b—acosy c¢—acosf

€) Projektionssatz: a==bcosy -} ccosf?)

d) Tangensformel: tg o = asiny

tg—1 =
b
f) Nepersche Gleichungen: _ 2 atb,

«—pf a—b
tg >

b
g) Halbwinkelsatz: (s = iﬂ)

2
_o:__‘/(s—b ) (8—¢) cos % -1/% 8 —a)
2 2

be
—b) (s—
tg%: e _1/le—b) (s—q Y,
s—a 8 (s —a)
(18) 2) Losung der Grundaufgaben.
a) Gegeben eine Seite und zwei Winkel. Geg. a, §, 7

) a=180"—(B+y)  2b=—"

asmﬂ 3) ¢

siny.
o
b) Gegeben zwei Seiten und der eingeschlossene Winkel

Geg.a, b, y.

1. Lésung:

sin
1) c=vVa? b —2abcosy 2)sina=—a- cy
sm
3) sin = 7 Probe: a—l—ﬂ—[—y:180“.
1) Fir c), d), e), f), g) ergeben sich weitere Formeln durch zyklische Vertauschung der
Seiten und Winkel

4%
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etB_ oV «—f_a—b a+f
Ny =90—5 Ak _a—|—btg 2

durch Addition, bzw. Subtraktion von 1) und 2) erhilt man «, bzw. §.
(Probe!)

2. Lésung:

3) c= ¢ siny— b in
== s y_sinﬂﬂy

sin ¢
c) Gegeben zwei Seiten und ein Gegenwinkel. Geg. a, b, .

1) sinﬂ:“’;“.b 2) y=180° — (¢ - f) 3) o= siny.

Ista > b, soist § < 90%; es gibt stets ein, aber auch nur ein Dreieck.
Ist b >>a >bsineg, so gibt es zwei Dreiecke; in dem einen ist § < 90°,
in dem andern § > 90°.
Ist bsine > a, so gibt es kein Dreieck.
d) Gegeben die drei Seiten. Geg. a, b, c.
b2t —a?

’

1. Losung: 1) cosa=

2bc
-} a® —0b® ., sina
23) COSﬂ———‘Zc—a———', 2b) smﬁ— p 'b,
a? 4 b2 — ¢? ] sin ¢
3a) Cosy = —" % 3b) siny =—--¢
[Probe: o+ 4y =180°.]
2. Losung: 1) J=ys(s—a) (s—0) (s —¢); 2) Q:%;
i 0 B 4
tg &< . s _ .
Ntgy=_——2; 4 g5 ="
5tel=—2—. [Probe: o -1 f -y =1800.]

IV. Geometrie.

19) A. Ebene Figuren.
1. Das Dreieck:
a, b. ¢ die Seiten, My, Mp, M, die Mittellinien,
h,, hy, h, die Hohen, «, B, y die Winkel;
o der Radius des Inkreises, r der Radius des Umkreises, 8 der halbe Umfang.
y
c NS - B

[
S

Abb. 7. Abb. 8.

<)

1
1) my =2 [—a 280 2, aezg[_mz+2m;+zm§].
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PN .
2) F:%aha:il_)f :go:lz—bsinyzgsmﬂsﬂ

4r 2 2 sina

=272singsinfsiny = s (s —a) (s—b) (s—c).
Koordinatenmethode, Abb. 8:

1
F= 2 [ (o —¥3) + 2 (Y5 — 91) + 2 (11— 92)]-
Gegenzeigersinne

F =20, wenn das Dreieck im L. umlaufen wird.
Uhrzeigersinne

1
Liegt der Koordinatenanfangspunkt in P,, so wird F = 5 (2, ¥, — 73 9,)
(S. a. Analytische Geometrie (82)).

Sonderfall: Das rechtwinklige Dreieck:

a, b Katheten, ¢ Hypotenuse, A Hohe,
p, ¢ Hypotenusenabschnitte.

Pythagoreischer Lehrsatz:

add=cp ¥=cq
c“’=a2—|—b“ WB=pgq. Abb. 9.
1 1 1 1 1
F=—agb=—ch=—a’tga=—blctga=—¢c?sin2«.
2 2V BeT Y GRaTposma

2. Das Viereck.
e e-f .
F-—_E(hl——}-h2) = -sine.
Sonderfille: 1) Das Trapez, Abb. 11:

za‘l’b F=g(a—|—b):mh.

2) Das Tangentenviereck, Abb. 12:
1
=E(a—}—b—|—c—]—d) F=p-s.
3) Das Sehnenviereck, Abb. 13:

s——(a—}—b—[—c—}—d) F=y(s—a)(s—Db) (s—¢c) (s—d).

NRE

Abb. 11, Abb. 12.

3. Das Vieleck.

Zur Berechnung des Inhaltes entweder Zerlegung in Dreiecke oder Ko-
ordinatenmethode, Abb. 14:

P ln =) % W —9) -+ (0 — )]
:%[ﬁ'/l (xn"'xQ) +y2 (xl — ) + .. +y" (@ — )]
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Uber das Vorzeichen von F's. Dreieck. (S. a. Analytische Geometrie (82).)
Sonderfall: Das regelméBige Vieleck.

4 Ist  der Halbmesser des umbeschriebenen,
o der des einbeschriebenen Kreises, a =2 yr2 — ¢*
B%5/45)  Gie Seite und n die Anzahl der Seiten, so ist
1 180°
F=—nad®ctg—=
4 n
; 1 . 360° 180°
o fi B (X3 /y5) =Enr251n — =mng’tg . und
ity  z 180° 180°
0 U=na=2nrsin7=2n@tg7.
Abb. 14.
360°

Der Winkel des Vielecks betrigt 180° — e

s
Bl
)
<

e
3 0,433 a2 1,299 72 1,732 7 3,464 o 0,577 a 0,289 a
4 1,000 a2 2,000 72 1,414 ¢ 2,000 o 0,707 @ 0,500 @
5 1,721 a? 2,378 72 1,176 r 1,453 ¢ 0,851 a 0,688 a
6 2,598 a2 | 2,598 r2 1,000 7 1,155 | 1,000a 0,866 a
8 4,828 a2 | 2,828 r2 0,765 7 0,828 o 1.307 a 1,207 @
10 7,694 a2 2,939 r2 0,618 r 0,650 o 1,618 a 1,539a

4. Der Kreis.

Ist » der Halbmesser, d = 2 r der Durchmesser eines Kreises, so ist
1
Fenr— thz=f: Ud—0,785398- - und U=1xd.

(Tafeln fir F und U s. Tafel A.)

Ein Kreisring, Abb. 15, vom 4uBeren und inneren Durch-
messer D=2 R bzw.d =27, dem mittleren Halbmesser ¢ und
der Ringbreite § hat den Flicheninhalt

F—a (B — ) :%n (D* — &) = 2700
(Fiir F sind die Tafeln A zu benutzen.)

Der Flicheninhalt eines Kreisabschnittes, Abb. 16:
Halbmesser == r, Zentriwinkel = @°, Bogenlinge =— b, Sehnen-
linge =— ¢ und Bogenhohe = h — betrigt

r(b—s)~|—sh'
2

F:%r“‘(arczp—sintp):

2
Sehr flache Kreisabschnitte haben angenihert F — 3 sh.
(Tafel D.)

Fir den Kreisausschnitt, Abb. 17, gilt, wenn r den
Abb. 17 Halbmesser, b die Bogenlinge, ¢ den zum Bogen b gehorenden
' Zentriwinkel bedeutet,

1 r?
F:;br:zarcw und b=rarce.
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Bei einem Kreisringstiick ist

R? — o2
F= g—ZJ arc ¢ ==pd arc ¢ (Bezeichnungen s. Abb. 15).

5. Beliebige Flidchen.

Die Inhalte derselben lassen sich
1) durch Umfahren mit dem Planimeter, Integrator usw. feststellen,
2) auf folgende Weise berechnen:

Man teile die Flache in » zur y-Achse parallele Streifen von gleicher Dicke A
und wende eine der nachstehenden Regeln an, die nach dem Grad der Genauig-
keit geordnet sind.

a) Trapezregel, Abb. 18:
Y%ty
F:h(o_z’i_l‘yl‘f_?/z“,_--- ‘f‘?/ﬂ~1>-
b) Einfache Simpsonsche Regel, Abb. 19:
h
Fz?(?/o'f"“'?/m_{—yl)-

Sie ist genau richtig, solange die begrenzende Kurve eine Parabel von
hochstens dritter Ordnung ist.

c) Verallgemeinerte Simpsonsche Regel:
[29 Die in Abb. 18 ersichtliche Fliche abecd

F P ist auf drei Seiten durch gerade Linien be-
| grenzt, von denen ad=y, und be=y,
AV AN ! . 4
A . i senkrecht auf dc¢ stehen. Man teilt dcin
N N !
1 N N o ] 2
‘: = NN 5 E T’ _ . 5
¥ ¥
Abb. 18. %
S
“ gz ¢
o
Im S 0,422k
Yo k20, 866 %~
Ty /SN NNy /R |
[ Ap———" y—
Abb. 19. Abb. 20.

eine gerade Anzahl (n) gleicher Teile & und errichtet in den Teilpunkten
Ordinaten %, , Yo, Y5 -+ - Yn—y, dann ist der Inhalt der Flache abcd

F :%h[yo+yn+4(yl+ys+-.-+yn_1)+2(y2—l-y4+---+yn-g)]-

d) Tschebyscheffsche Regel

Um den Inhalt der in Abb. 20 dargestellten Fliche abcd zu ermitteln,
errichtet man auf der Geraden d ¢ = 2 k zu beiden Seiten der Mittelparallelen —
in den Entfernungen 0,267 k, 0,422k und 0,866 k& (s. Abb.20) von dieser —
je drei Ordinaten, deren Hohen mit y,, ¥,, ¥; - .. ¥g bezeichnet sind. Dann ist

F=%Mm+%+%+m+%+W~
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e) Mit Hilfe der Integralrechnung, Abb.21:

Ist y = f'(x)

die Gleichung der begrenzen-

den Kurve, so ist der Inhalt des schraffierten

Y=/1%)  Fiichenstiicks:

F:fbf(x) dx. (S.a. (62).)

=a x=b
Abb. 21.
(20 B. Korper.
Korper Bezeichnungen V= Inh;}[t,: (I)VI = ?etérﬂﬁche,
1. Prisma. | @ Grundflache, A Hohe. ' V= G-h
ille: .

So:;;ia‘::dé: a, b, ¢ die drei Kanten, V=abe, 0=2(ab--be+ca)
(rechtwinkliges | @ die Diagonale, A=V F i e,
Parallelepiped).

b) Wiirfel. l « Kante, d Diagonale. V=0% 0=6a% d=ay3.
H . N Normalschnitt,

c) S chief abge 1 Abstand der Schwerpunkte der | ¥V = N -1.

schmttenesPrisma.' beiden Grundflichen.

d) Schief abge- e

schnittenes drei- | ¥ l;m‘;lsc::‘_“é ftenkant V=2NG@+b+0o.

seitiges Prisma. | % U» ¢ die drel Seitenkanten. 3
2. Zylinder. @ Grundfliche, h Hohe. V =G-h

Sonderfille: . . _ _

a) Gerader Kreis- ’1; l:::ms des Grundkreises, ; = :zzr’h’: O=2nr(r--h).
zylinder. one. =2nrh.
. |
b) Schief abge- | r Radius des Grundkreises, _7 s
s V=_—r2(a+Db).
schnittener gerader| o die lingste, b die kitrzeste 2
Kreiszylinder. Mantellinie, M==nr{a+b).
¢) Zylinderhuf.
(S. a. (104).)
2
V= ? r2h.
M=2rh.

d) Hohlzylint'l;r.m

=<

Abb. 22,

r, duBerer, r, innerer Radius,
d = r, — ro Wandstirke,

o= _;. (r1+ rg) mittlerer Radius,
h Hohe.

V=nh(rn®—r?2)=2xnhed
=nhd (21, —d) =nhd(d+27s).

3. Pyramide
und Kegel.

@ Grundfliche, h Hohe.,

1
—Gh.
30

14

Sonderfille:
a) Pyramiden-
~ (Kegel-) stumpf.

G und G, die beiden Grund-
flichen,

h Héhe

V= ’ghwﬁ\/maﬁao
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. " ¥ = Inhalt, O = Oberfliche,
Korper Bezeichnungen M = Mantel.
b) Kreiskegel. r Radius der Grundfliche, _ =z
) g % Hobe. V=3rh.
b') gerader | g Mantellinie. s=Vrefh?
Kreiskegel. M=nrs, O=ar(r+s).

c) Abgestumpfter
Kreiskegel.

71, 79 Radien der Grundflichen.

h Hohe,
o=1r1+1y, 6=17y—15.

stﬁh(ﬁ"f‘h T2+ 197)

= %h(3a’+t§2).

¢/} Abgestumpfter | 3 Mantellinie. M=gns(r +re) =80,
geraderKreiskegel.
4. Kugel. r Radius. V= % 778 = 4,18879 73,

a) Vollkugel.

b) Hohlkugel.

R 4uBerer, 7 innerer Radius.

O:4n1‘é.

35y 3—
r=1/;,, = 0620351 V.
V=%n(R3—rs).

¢) Kugelabschnitt.

V=~6’5h(3a=+hs)

= giﬁ(sr—h).

d) Kugelkappe
(Kugel-Haube,
-Kalotte).

O=2arh=wn(a®+ h?).

e) Kugelschicht.

f) Kugelzone.

V=ZhGa+300 4.

O=2xarh.
Abb. 24.
r=V[(a+b)3+h?] [(a—b)*+h?].
2h
g) Kugel- 2
ausschnitt. Vs garth.
Abb. 25.
h) Kugelrinde. s. Abb. 24, y= % st

@n

Umdrehungskorper und -flichen.

Guldinsche Regeln.
a) Bezeichnet [ die Lange einer ebenen Kurve, die sich um eine in ihrer
Ebene liegende, sie nicht schneidende Achse dreht, und r den Abstand des
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Schwerpunktes der Kurve von dieser Achse, so ist die GroBe der von I beschrie-
benen Umdrehungsfliche
O=2axrl.

,,Die Oberfliche eines Umdrehungskorpers ist gleich dem Produkte aus
seiner Meridiankurve und dem Wege ihres Schwerpunktes.‘

b) Bezeichnet f den Inhalt einer ebenen Fliche, die sich um eine in
ihrer Ebene liegende, sie nicht schneidende Achse dreht, und » den Abstand
des Schwerpunktes der Fliche von dieser Achse, so ist der Inhalt des von f be-
schriebenen Umdrehungskorpers

V=2axrf.

,,Der Inhalt eines Umdrehungskorpers ist gleich dem Produkt aus seiner
Meridianfliche und dem Wege ihres Schwerpunktes.

Beispiele:
a) Zylindrischer V =22 Rr? = 19,739 Rr2.
Ring. O0=4n2Rr=39478 Rr.
b) Umdrehungs- v=2 e
ellipsoid. 3 .
2 __p2
a) @ > b, &= M .
0=2xb (b+a*1°ssﬂf).
b) a<lb, &-= ‘E;““Z .
- et p2m®1 9
Abb. 27. 0 Zn{a +ormtOL,
bl) Allgemeines | @, b, ¢ die drei Halbachsen. v 4 abe
=== .
Ellipsoid. 3
(S. a. (104).)
Umdreh - | h Hohe, =
9 p ar:b ol (:liggs r Radius der Grundiliche. V= 1h.
N ~
est h Hohe, 7T
2 UAbg shumpftes 71, 7, Radien der beiden Grund- | V= - (ra2 - re®) h.
mdrehungs- flachen, v,
paraboloid. r,, Radius des Mittelschnitts, m
(22) Simpsonsche Regel.

Ist ein Koérper von zwei parallelen Ebenen vom Abstand b begrenzt, so
ist sein Rauminhalt, wenn die beiden Grundflichen den Inhalt g, und g, und
der Mittelschnitt den Inhalt g,, haben, gegeben durch die Formel

V=%(g1—|—4gm—|—ge)-

Diese Formel gilt genau, solange der Inhalt y der zur Hohe « gehorigen Schnitt-
fliche eine Funktion von hochstens drittem Grade von « ist.
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Anwendungen:

. . V¥ = Inhalt. O = Oberfliche.
Korper. Bezeichnungen. M — Mantel.

Obelisk.
a) V:%[(M—i—al)b—l—(a—}—za.)bl].

b) Keil. V= %’-’- 2a+a).

C) Klibel(Botﬁch)- V= 7%"[(2“‘{-01)1)—*- (@+2a;)b;1.

Abb. 30.

d) FaB. Q a) kreisférmige Dauben:

V= % k(r12 4 27,2) angenihert

b) parabolische Dauben:

V= %h(8rz’+4nrz+3n2)

genau.

r, Bodenradius.
7o Spundradius.

Abb. 31.

Allgemeinster Fall,

Der Korper werde durch Parallelebenen zur Grundfliche in Schichten
zerlegt; ist y der Flicheninhalt der zur Schnitthdhe x gehérigen Schnittebene,
so ist

h
/4 =le dx. (S.a.(104).)
0

V. Algebra.

Die Lehre von den Gleichungen.
(23) A. Allgemeines.

Eine Gleichung bleibt richtig, wenn man auf beiden Seiten dieselben Opera-
tionen vornimmt; insbesondere kann man auf beiden Seiten dieselbe GréBe
addieren, dieselbe GroBe subtrahieren, beide Seiten mit derselben GroSe
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multiplizieren, durch dieselbe GroBe dividieren, beide Seiten mit derselben
‘GroBe potenzieren, radizieren, logarithmieren.

Man hiite sich aber, durch Null oder einen die Unbekannte enthaltenden
Ausdruck zu dividieren.

Auf diesen Grundsitzen beruhen alle Methoden der Auflésung von
Gleichungen.

Es gibt zwei Arten von Gleichungen: identische Gleichungen und
Bestimmungsgleichungen.

Eine identische Gleichung ist eine solche, die eine algebraische oder
rechnerische Umformung ausdriickt. Zu ihnen gehdren insbesondere die
Formeln.

Beispiele:  7-4-3-4 =19 a —b* = (a -+ b) (e —b).

Eine Bestimmungsgleichung ist eine solche, die zur Ermittlung von
unbekannten Grofen dient. Nur von diesen soll im Folgenden die Rede sein.

sEine Gleichung auflésen* heiBt, fir die Unbekannte einen Wert
zu suchen, der die Bestimmungsgleichung in eine identische iiberfiihrt.

Zur Bestimmung von 7 Unbekannten gehort ein System von # voneinander
unabhingigen Gleichungen.

Gleichungen, die sich auf eine solche Form bringen lassen, daB die Un-
bekannten nur als Basen von Potenzen mit ganzzahligen Exponenten auftreten,
heiBen algebraische Gleichungen, alle iibrigen sind transzendente Glei-
chungen.

Algebraische Gleichungen. Unter einer Gleichung n-ten Grades mit einer
Unbekannten x versteht man eine Gleichung, die sich auf die Form bringen 148t

2" tay 12" ...t ozt .. et tazta,—0.

Die GréBen ay sind gegebene GréBen; a; heift der Beiwert (Kceffizient)
von zk, a, heiBt auch Absolutglied. Ist bei einer Gleichung mit mehreren
Unbekannten die Summe der Exponenten der Unbekannten fiir jedes Glied
nicht groBer als n, so heiBt diese eine Gleichung n-ten Grades mit
mehreren Unbekannten. !

Exakt 16sen lassen sich nur solche Gleichungen, die sich auf Gleichungen
hochstens vierten Grades mit einer Unbekannten zuriickfiibren lassen. Bei der
Losung der ibrigen muf man sich meist auf Ndherungsmethoden beschrinken,
die auch schon im Falle der Gleichungen dritten und noch mehr vierten Grades
im allgemeinen der exakten Losungsmethode vorzuziehen sind.

B. Exakte Losung von Gleichungen.
1. Algebraische Gleichungen.

Gleichungen 1. Grades
{24) a) mit einer Unbekannten. Grundform:

b
az -+ b =0, woraus folgt: £=—=——.
a
Beispiele zur Uberfithrung einer Gleichung auf die Grundform:
1) 178-+18 —292 —127 =23 —52—13 — 142
Regel: Man bringe die 2 enthaltenden Glieder auf eine Seite alleinl Glieder
der einen Seite k¢ mit ent, ztem Vorzeichen auf die
andere Seite.
172—292+4 52+ 14z =—184127423—13 zusammenfassen!
7z=119

Regel: Faktor der einen Seite wird Divisor der anderen Seite.
r=17
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6(52—2)—5(6z—5)=4(9—2%) +1

Regel: Man lése die Klammern auf!
3006 —12—30%+25=36—8z-1

Weiter wie in 1).

2)

=3
z—a_zte_20-q =z+d
» b ab . ab Py

Regel: Man multipliziere beide Seiten mit dem Hauptnenner|
ax—a2—cxr—c2=2bc—2c¢2— bz —b2.
Weiter wie in 1).
z@+b—c)=a2—b2+2bc—c?
g@t+db—c)=(@+b—c)la—b-+e

r=a—b-+c¢c
4) 5 _ 8 _ 4wt
Sz 105 —5 4a2—1

Hauptnenner: 5z (2z-4+1) 22 —1). Im iibrigen siehe 3).
3622 —9— 1622 — 82 =2022 — 5%
z=—3.

5) ‘/572T23 +3z=10
Regel: Man bringe die Wurzel auf eine Seite allein und potenziere, so daf
die Wurzel wegfillt:
‘/WTEO =10 — 3%
922 — 20 = 100 — 60% | 9 2

60z = 120
r= 2.

(25) b) mit zwei Unbekannten. Grundform:
ax+bytc=0
@ T+by+c.=0.
Lésungsmethoden:
1) Additionsmethode: a) Man multipliziere, um « zu erhalten, die
obere Gleichung mit b,, die untere mit —b, .
a,b,x+b,by | c,b, =0
—a,b, & —b,b,y —¢,b, =0.

Nach Addition beider Gleichungen erhilt man dann
z (a,b; — ab) =b,0, — b0,
%% — by e,
o, b, —ayb,
f) Man multipliziere, um y zu erhalten, die obere Gleichung mit a@,, die
untere mit —a, und addiere sodann
4,8, %+ b Gy +¢,8, =0
—ay,a,% — bya,y —c,a, =0

y (0,05 — byay) =cyay —cya,
_ Ga;—ca,
ba, —b,a,

Beispiel: 2z — 19y = 700 3]+ 2
22+ 3y=— 27!19 — 21
63z —57y= 210 425 — 38y= 140
8Bz 457y =—513 — 42z — 63y = 567
101 z = — 303 —101y=+70‘7
z =— 3 y=-— 17
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2) Gleichsetzungsmethode: Man 16se, um « (y) zu berechnen, beide
Gleichungen nach y (z) auf und setze beide Ausdriicke einander gleich, wodurch
man eine Gleichung mit nur einer Unbekannten 2 (y) erhilt.
arte @mrto

b, b,
Multiplizieren mit — b, b, ergibt
@, 0,24 ¢, by, =a,b, 7+, b,

_C b —o by

y==)—

a b, —a,b,

b c b, [ .
w=)— Y 1= 5 Y- 2. hieraus
a, a;
_Ca— G,
T ba,—bya,
Beispiel: 8z— Sy= 49 _,8 49 _ 7 101
72415y =101 AT
31 2 = 248
T = 8
.5 49 1"017
a:~)811+8 v+
1551/:465
y= 3.

3) Einsetzungsmethode: Man 18se, um x (y) zu berechnen, die eine
Gleichung nach y () auf und setze den gefundenen Ausdruck in die andere
Gleichung ein

a,z-}c, a,z--c, Cy b, —c, by
Y= — ax—b,———2+tc,=0 p=—-21 12
b, b, a, b, — a, b,
biy+e biyte C38—0C @
== 11 —ay———+by+tc,=0 Y=
ay ay Gy, —a, by
cnig. | SEF3YF2=0 ; ; =3y 1
Beispiel: 3zt2yti :01 Aus der zweiten Gleichung folgt y = — 25758

dies in die erste Gleichung eingesetzt: 52 \g x —% +2=0,2= —1 und hieraus y =1,

4. Zeichnerische Losung: Da (s. (83)) jede lineare
Gleichung zwischen # und ¥ im rechtwinkligen Koor-
dinatensystem die Gleichung einer Geraden ist, so
zeichne man die beiden Geraden, die die Gleichungen

1/ Z ayx-b y-+c,=0, resp. a, & +b, y—c,=0 haben;
~ die Koordinaten ihres Schnittpunktes geben das
Losungspaar der Gleichungen.

I Sz+7y=17
Beispiel : =2 =1.
P 7e—5y=o9| "7V

Abb. 32.

(26) ¢) mit mehr als zwei Unbekannten.

Sie werden durch schrittweises Eliminieren der Unbekannten nach den
unter b) angefiihrten Methoden geldst.

3s+2y-+32 =110
5¢-+ y—4z= 0
2z—3y+ z= 0

1) Elimination von z:
o) man multipliziere die erste Gleichung mit - 4,
die zweite mit + 3 und addiere;
Ergebnis : 272+ 11y =440.

Beispiele: 1)
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A) Man multipliziere die zweite Gleichung mit 1, die dritte mit 4 und addiere;
Ergebnis: 134 —11y =0.
2) Nun hat man ein System zweier Gleichungen mit den beiden Unbekannten ¢ und y
erhalten: ‘ 27 411y =440
13z—11y= 0
Ihre Lésungen sind nach den Methoden von b) zu finden: £ = 11, ¥ = 13; setzt man
diese beiden Werte in irgendeine der gegebenen Gleichungen ein, so ergibt sich z = 17.

T+ y+ 2+ w=24|41} 3 l ) ) )
2) z+2y+ 32— 9u= 0| —1] 2| Am bequemsten dirfte hier die

3 sz o Elimination von # sein.
z— y— 52 U=
|
— y— 2z+10u =24

20-+3y— 42— S5u= 0
4y+ 8z4 2u=172 Vereinfachung der zweiten Gleichung.
y+10z—13u= 0

— y— 2z} 10u=24] 2]
2yt 4z4+ u=36 1
y+10z—13u= 0

21y = 84 % = 4 Einsetzen dieses Wertes in irgend
zwei Gleichungen (erste und dritte
des letzten Systems.

Elimination von y.

| —y— 22=—16 :
Add
l y+10z= 52{ ieren |
82— 36 z=4} y=17 z=28%.

Gleichungen 2. Grades

(27) a) mit einer Unbekannten.

Grundform: a,2®+a, ¢+ @,=0. Durch Division mit a, erhilt man
die Normalform: 2? +pz -4 g=0.

. . p p
1) Algebraische Losung: =, — —|— ——q, ==y,
Beispiele:
1 16 13 169 |
1) 22 — 132 —30=0; w1:—3+ 9+30—15, =5 =\ t0=—2
16 — 169
2) 22 +132430 = 0; &1 = — \/—9—30— 3; z2x~~— —9—30~—10
3) 22 +2—1=0; 21:_?'{"‘2*‘/-5—-; xz=~7——-\/5
5 1 5
4) 322 —52+11=0; x24?w+?:0; T,e=7 & \/107

Eigenschaften: Jede Gleichung zweiten Grades hat zwei Wurzeln, die
entweder reell und verschieden, oder reell und gleich, oder konjugiert komplex
sind. Ferner ist

21 4 @y = —p; Ty Tg==4.
2. Trigonometrische Losung: Es sind zwei Fille auseinanderzuhalten:
o) die quadratische Gleichung hat die Form

a.zx‘l—l—alx-lnaozo; a, >0, a,>0.

2 — .
Man setze sin @ == ;1 \/a2 ay; dann wird

ao (p ao @
—_— - t L . z___ _“t A
T = ctg 5 2 = V;gz,
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pB) die quadratische Gleichung hat die Form
a, 22} a, &t — ay=0; a, >0, a,>0.

2 - .
Man setze tgo-=— ;1 Va, Gy dann wird

Jay, @ a o
z, = |/ 2tg 2; ry=— |/ DLectg =,
1 a, €57 2 a, €2
Beispiele:
6,54321 2% — 11,3496 2 - 4,03899 = 0 1,73205 22 -} 6,92820 x — 36,37307 = 0
Num ’ Log Num Log
ap 6 54321 az | 081579 as 173205 a 023856
@ |— 113496 a | 0,60627 a 6 92820 @ 1,56078
G | 40389 g4, | 142206 Go | 3637307 | agay | 179934
4 ' 295°340" | Vaz ag | 0.71103 4 66025'19" | Vag @y | 089967
hd 14703150"" K2 1,05500 @ 012/40"" a 0 84062
2 | 70315 sin ¢ | 9,95706 2 33240 tg @ 0.36008
z 1,2347 @y % | 30000 ao
g ' 0,49995 g | 07—t g | — 70000 % 132222
‘/ 2o | 089524 — 1 % | o66111
ag ag
ctg ?‘p 0,19632 tg % 9,81601
tg = | 980368 ctg % | 0,18399
21 009156 z1 047712
23 | 0,69892 — 1 L N 0,84510

3) Zeichnerische Lésung (s. Nomographie (109)).
(28) b) mit zwei Unbekannten.

Grundform: a, 2> b, zy+¢, v+ d, 2+ ¢, vy} f, =0,

byt tdrtey+f=0.

Durch Elimination der einen Unbekannten erhilt man im allgemeinen
Falle fiir die andere Unbekannte eine Gleichung vierten Grades. L&Bt sich
diese aufldsen, so ergeben sich insgesamt vier Wertepaare x|y, die die gegebenen
Gleichungen befriedigen. Da die Ldsung der allgemeinen Gleichung vierten
Grades mehr oder weniger algebraische Schwierigkeiten verursacht, so sollen
hier die wichtigsten Sonderfille hervorgehoben und an Beispielen erlautert
werden.

1) Die beiden Gleichungen sind in # und y rein quadratisch.

Beispiel:

1622592 =74
| 522648 = 21

Lineare Gleichungen mit den Unbekannten 2* und y?; durch Auflésen nach diesen

ergibt sich #* =9, y* =4, und hieraus
2= | +3 | +3 | —3 | —3
v=1 F2 | —2 [ +2 | —2

2) Eine der beiden Gleichungen ist in # und y linear, oder durch Ver-

bindung beider Gleichungen 14Bt sich eine solche herstellen.

Beispiele:
1) 2+2zy—y2--7847y=0|
2z —y—5=0|



(28) Algebra. 65

Aus der zweiten Gleichung folgt y = 22 — 5; setzt man diesen Ausdruck in die erste
Gleichung ein, so ergibt sich fir z die Gleichung 2* 4+ 172 — 60 = 0; ihre Ldsungen sind
%, = — 20, %, = 3; mit Hilfe der Substitutionsgleichung folgt weiter y, = — 45, y, = 1.

2) ’ 2z2y—52—y—3=0 !
sy—22+y—9=0
Man eliminiere aus beiden Gleichungen « y und erhilt die lineare Gleichung # + 3y — 15 = 0.

Man kombiniere diese mit einer der gegebenen Gleichungen und erhilt entsprechend dem vor-
angehenden Beispiel

_z=1 6 | 2
13
v | 3 l 3

3) Das Verhiltnis der beiden Unbekannten ist gegeben oder 148t sich
ermitteln.

Beispiele:
1) 22—yt —z+y+18=0 i
' ziy=2:3 |
Man setze £ = 2¢, y = 3¢ in die erste Gleichung ein und erhilt fiir die Unbekannte!
die Gleichung — 548 4 ¢4 18 —= 0, aus welcher folgt & = 2, t,— __%, also mit Hilfe
der Substitutionsgleichungen
3
r= 4 — 3 =
|t
2
= 6 —5
| ;2

2) l5x2—4xy+31/2:20
ry—a2=2

Beide linken Seiten sind homogen vom 2. Grade. Man dividiere beide Gleichungen durch-

einander
Sa:2—4xy+3y_2‘10
Ty — a2 -

und erhilt die in 2 und y homogene Gleichung 15 2% — 14 £y + 3 y? = 0; dividiert man diese
durch z*, so ergibt sich fiir das Verhiltnis % die quadratische Gleichung

2
3 (l) — 14 (y‘> -+ 15 = 0, deren Ldsungen (’/—) =3, (l) = i sind. Man kom-
z z %/ z/e 3

biniere jeden der beiden Werte mit irgendeiner der gegebenen Gleichung und bekommt
entsprechend dem vorangehenden Beispiele die Losungspaare

e=1 1 | —1ly3 | V3
Y

5

=]
T e
3 3V3
Zeichnerische Lésung.

Da (s. Analytische Geometrie (90)) im rechtwinkligen Koordinatensystem
jede Gleichung 2. Grades zwischen & und y die Gleichung eines Kegelschnittes
ist, zeichne man die beiden Kegelschnitte, deren
- Gleichungen y

o +b 2yt y’+dr+teyd-fi=0
bzw.

;2% b, 2y ey f dyz+ ey +fo=0
sind; die Koordinaten ihrer Schnittpunkte geben die
Losungspaare des Gleichungssystems.

622 {592 =74) z=| 3 | 3|—3|~-3

522 —6y2 =21 y=| 2 |—2|" 2] —2"’ Abb. 33.
Abb. 33.

Hilfsbuch f. d. Maschinenbau. 8. Aufl. 5

) 32

¥,

Beispiel:
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29) (Gleichungen hoheren Grades, die sich auf Gleichungen
2. Grades zuriickfiihren lassen.
Symmetrische (reziproke) Gleichungen.
a) Die symmetrische Gleichung 3. Grades hat die Form
ar®+ba?+bx+t+a=0, bzw. ax®fba?—br—a=0.

Sie hat stets die Lésung ¢, = — 1, bzw. &, == - 1. Durch Division der linken
Seite durch -1, bzw.  —1 ergibt sich die Gleichung 2. Grades, welche
die iibrigen beiden Losungen, die iiberdies zueinander reziprok sind, liefert.

Beispiele: 1) 222 —322 —32+2=0 T =—1
1
(223 —- 322 —32z+4+2):(z+1) =222 -5z +2=0 Ty =2 73 =5
2) 223 — 722+ 72 —2=0 T =
Gleichung 2. Grades: 292 —52+2=0 T2 =2 &= ; .

b) Die symmetrische Gleichung 4. Grades hat die Form
azt4-ba®tca*tbrta=0, bzw. azt-tbalfca’—brta=0.

Man dividiere sie durch 2% und fasse zusammen, wie folgt:
1 1
oot o) o (e ) o=,
bzw. a(x’+~1—)—}—b<x——1-)—i—c:0
2 z

1
und setze x—}—;=y’ x2+%§_y2 2,
b 1_ 2 1 2
ZW. g—_=y, @ + =y T2,

wodurch sich fiir ¥ jedesmal eine Gleichung 2. Grades ergibt, deren 2 Losungen
sich also bestimmen lassen; aus jeder erhilt man dann mittels der Substitutions-

1 1 P "
gleichung 4 — =y, bzw. r— =y je zwei Losungen fiir .
z
Beispiele: 1) 22* — 323 — 22 — 32+ 2 =0, z—)—iz:y, 2y2 —3y—5=0,

1 — 1
n=—1, ¥=2,, &= V3, m=2, Te=

w[oe

1
2) 32t 4 828 — 622 — 8343 =0, T— =Y, 392+ 8y =0, #1 =0, ys=—

1
z =1, Xy =—1, rg = — 3. x4:—3—.

30)  Gleichungen 3. Grades mit einer Unbekannten.

Grundform: a,2® + @,2® 4 @, }- @, = 0. Durch Division mit a erhilt
man die
Normalform: 2® by a?-b,x+ by =0.

2

b
Fiihrt man durch die Substitutionsgleichung * =y — 3 an Stelle von

eine neue Unbekannte ¥ ein und ersetzt wieder y durch x, so geht die Gleichung
iiber in die reduzierte Gleichung:

2 —3pxr—2¢=0.
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a) p® <<¢®. Eine Lésung reell, die beiden anderen konjugiert
komplex. Cardanische Losung:

e Verva—7 + Vi yr =7,
ty=— - (Vatve —p + Ve Ve —p)
+ i3 (Varve—p —Vave—p).

Beispiele:
1) 2% —9z4-28 =0, p=3, 7= —14, Ve —p? =13,
3 s 3 p— —
Vq+\/42—p’=—1, Vqﬁ\/q’—p*’:—a, o =—4, Zoa =2+14V3,
1 C—
2) 23—z—7=0, =3 q=%. V& —p3 = 3,4947,
3 — 3
Vq+‘/q= — p® = 19124, Vq — Ve + p® = 01743,
2, = 2,0867, 3,5 = 1,0434 L 1,50525.

b) p>4¢%. Alle drei Losungen reell

1
pVp

z =2ypcosgp, x,==2ypcos(p+ 1207, 2y =2\ p cos (¢ 5- 240%) .

Trigonometrische LOsung: cos 3¢ =

Beispiel: 23 — 3024 20=0, p =10, g = —10,
cos3p = — .A‘/J_ — — 0316228, 3¢ = 108926'6", @ = 3698 42",
10
2, = 2\10cos 3608’ 42’ = - 5,072,
2, = 2110 cos 1560 8’ 42" = — 5,7842,

2, = 2 /10 cos 2760 8’ 42" = - 0,67702.
Zeichnerische Lésung (s. Nomographie (108)).

@a31) B. Transzendente Gleichungen.

Unter den wichtigsten transzendenten Gleichungen, die sich hiufig auf
algebraische Gleichungen zuriickfiihren lassen und daher oft eine exakte L&-
sung gestatten, seien einige besondere Gruppen angefiihrt:

A. Die goniometrischen Gleichungen: Anleitung: Man suche nach
Moglichkeit die Gleichung auf eine solche einer einzigen Funktion eines
einzigen Winkels zuriickzufiihren.

Beispiele:
1) sing =n cosz (Division durch cos z)
tgz=n
:m=075; 2 =36°52"+ k-180° :|
2) tgz = n-sing (Multiplikation mit cos z)
sinz~nsTxcosz =0,
sin z (1 —n cosz) = 0,
a) sing =0 %, = k-180°
b) cosz:% |:n=2; @, = 60° 4 k-360°, 25 = 300°4-k-360°:|

St



68 Mathematik. (31)

3) tgx = n cosx sing = n cos? x, nsin? g 4 sing —n = 0,
. 1 . 1 QP —
sin?g {-—sing—1=0, sing=—_——4_— 2
+n ) 2”j2n\/1+4ﬂ
) . 1 — . .
cn=—2; smg;:T 1i—\/17); [sin z; = 1,2808], sin 2, = — 0,78078

7’ == 308°40" 6 4 k3600 |
Tp'" = 2310 19" 54" | k-3600

4) cos2gtacosxt-b=0 2cos?gtacosz-t+b—1=0, da cos2az=2cos2x—1,

cos2z+a@sinz +b=0 2sin®g—asing —b—1=0. dacos2z=1— 2sin?g,

Sa) COSTE = COSSx cosrz —cossz =0; da cosa.‘cosﬂ:ZSing?sinﬁ—_z-—(f
so folgt: 2sin s+rxsm3;rz=0, oder
. 847 s+ k-360°
1) sin~—-g =0 —z—klso" r=
2 2 s+r
. ST 85— 3609
2) sin~——g=0 —Jx:kJSo" x:k3
2 2 §—1r
. . . rt8 r—s
b) sinrg +sinsg-=0 2sin 7 TS ——x=0.
. rt+s r4s k-360°
1) sin + x=0 i——z*kiso" zr= 360
2 r+s8
r—s s 1
2) cos- 2 z =0 3 gx:90°+k-180° z = 1800 (1 +2k)
c) cosrg —singx COs r & = cos (90° — s z) ; weiter nach a)

sin (4S°+L;‘f$)-sin<45°~ r—i:fx) =0.

4k—1
k 2) x:gob.“L_H

1 = .
) & =90 r—s r+s

: . cos S
d) Entsprechend sind alle Gleichungen von der Form g, 7 % + :1(; 8% =0 zu behandeln,

6) sin(x +a)+sin@+p =a 2sm(x+ ﬂ)cos 2é):a.
a+t
sm(z+ ﬂ)— co‘l_?

sin (@ + 38° 20") — cos (x + 100° 14') = 0,3

0,3

. 5 20’ . 014 . . oqpny — 93
. sin (¢ -} 380 20°) +sin (10014’ -+ 2) = 0.3  sin(z | 24 17)_20051403, 0,15456 :
1 +24°17" = 8% 54’ - £-360° Z5 4240 17" = 1719 6’ + k-360°
x, = k+360° — 150 23" ) 2y = k-3600 - 1460 49"
7) sin(@+4a)-sin@+p)=a Da siuasinﬂg;(cos(a—ﬁ)—cos(a-i-ﬂ))_ so wird

cos(a—p)— cos[2x + (e + f)] = 2a cos[22 4 (a+p] = cosla—p)—2a

sin (@ — 1150 52")-cos(x 1 73°18")=0,2 sin (24 —42° 34') = 0,4 -} sin 189° 10’ = 0,24069 |
T2, — 420 34" = 130 56’ + k-3600 2, — 420 34" = 1660 4’ |- k-360° ‘
%, = 280 15" 4 £-180° Zg = 104° 19" - £-180° ‘
8) acosx+bsing=c. Einfilhrung eines Hilfswinkels.
1) tgo ng cosz | singetg o = 7: . Multipliziere mit cos g.
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¢
2) cos (z— @) = 2 cos .

3cosg—7sing - §=0 tgtp=~4; @ = — 669 48"
oS [ -+ 660 48') = _75-0,39394 =—0,65657 )
Ty + 660 48’ = 1310 2" | k3600 25 |- 660 48’ = 2280 58’ -+ k-3600
z, = 64914’ + k-360° , = 162° 10" -+ k3600
9) z.w— v= .a I Man schreibe die letzte Gleichung 2 sin — z + Y cos Z__Z =p, oder
sing - siny = 2
unter Beriicksichtigung der ersten  cos —2 L b ;  mit Hilfe dieser und der ersten
2sin g
Gleichung kann man nun z und y bestimmen. Entsprechend sind die Gleichungssysteme :
=kv=a
| cos | und hnliche zu behandeln,

"sin® Lsin¥ =9
Die Substitution y = 90 — y’ fiibrt
z — y = 40° 29’ das System in das folgende jiber
z -y =130029'
| cosz—cosy’ =1.
Letztere Gleichung 148t sich umformen in
’ ’
siny +$sint§ =1
2 2

cosg —siny =1

oder unter Beriicksichtigung der ersteren in

. .
sin? 2 z = 0,55061 ;

hieraus folgt

,_ e
(y z) = 330241 + k-360°, (y‘_x) = 1460 351 1 E.3600
2 )1 2 /g °

und in Verbindung mit

v j"’ = 650141’ das Resultat |
zy = 31950 —k-360° =z, =— 81921" —[-3600 I
y1=— 8939 4 £-360° y, = — 121° 50" 4 k-360° |

10) Die Arme eines Hebels bilden den Winkel a; in welcher Stellung ist er im Gleich-
gewicht?

Pasin(—;—i—x) =Qb sin(i;—x)

. (a
sm( E—i—x Qb
— 7 L= P’ korresp. Addition:

sm(gl —i—x) — sin (f —z)
2 2 - QI’:_}I:“ _ tgz.cotg Abb. 34.
sm(g—{-z)-{-sxn(g—m) Qb+ Pa
tgx:Qb—Pat o

Qb +Pa
(32) B. Die Exponential- und logarithmischen Gleichungen.
Beispiele:

log b

1) a”=1b Durch beiderseitiges Logarithmieren ergibt sich z = foga
a

e T _ log6s _ 181201 _ .
P197=65 z= log1o = 127875 = 1,41772 ¢



70 Mathematik. (33)

4z — 3 3z—4
2) (9.482) F1+(0,7093) z—1 = 10031_2 Beiderseitiges Logarithmieren
4y — —
—5*3-0,97690 — 3':~¢———;‘5-0,14917 = 2,00014 Fortschaffen des Nenners
z+1 z--1

(42% — 72+ 3)-0,97690 — (342 — z — 4)-0,14917 = (52 — 1).2 00014 Ordnen
nach fallenden Potenzen vonz.

1,4600 22 — 6,6891 z |- 5,5275 = 0

2% — 4,5816 2 -+ 3,7860 = 0 %y = 3,4998 2 = 1,0818
log2z
- — = = —15)2 = —q5)2
3) ioglha —13) 2 log2z = log(4x—15) 22 = (42— 15)
2
= : [x, = YS kommt als Losung der gegebenen Gleichung nicht in Betrac.ht.]

C. Nidherungsweise Losung von Gleichungen, an Beispielen erliutert.
(33) Regula falsi.

Beispiel1): [ (¢) =—=#* — 32 4-1=0. Fiir =1 wird f () = —1, firz =2
wird f (#) = 3, also fiir einen Wert von & zwischen 1 und 2 mu8 die Funktion
f (®) durch Null gehen; d. h. dieser Wert ist eine Losung der gegebenen
Gleichung. Zur Bestimmung der ersten Dezimalen der L&sung setze man der
Reihe nach #=1,1, 1,2,... So erhilt man f(1,5) =—0,125, f(1,6) =
=4-0,296; also ist 1,5 <& <{1,6. Wire f (2) eine lineare Funktion von z,
so miiBte die Nullstelle durch die Proportion bestimmt sein, s. Abb. 35:

%, 10,1 = 0,125 : 0,421 u, = 0,0125 : 0,421 — 0,03 .

Als nichsten Ndherungswert wihle man daher z=1,53, und es folgt
f(1,53) = —0,00842; da das Vorzeichen von f (1,53) dasselbe ist wie von
f(1,5), ist & > 1,53 ; dagegen ergibt sich f (1,54) =} 0,03226, demnach ist

| fx)=+0,296
| frz)=+003226
5 - <l
1 x=16 1%55[/” =154
11)=-0,125
Azt Jix)=-q00842
Abb. 35. Abb. 35a,

1,53 <<« <1,54. Nach einer entsprechenden Figur wie oben, s. Abb. 35a,
ergibt sich jetzt fiir die Korrektur « die Proportion:

u, : 0,01 == 0,00842 : 0,04068 .

Da in diesem kleinen Intervall von 0,01 die Funktion f (z) sich durch die
lineare Funktion wesentlich besser ersetzen 148t, kénnen mit sehr groB8er Wahr-
scheinlichkeit aus der obigen Proportion mindestens zwei weitere Dezimalen
gewonnen werden; man erhilt aus ihr 4, = 0,0021, und es folgt f (1,5321) =
=-}0,00004492, [ (1,5320)=—0,00035923 . Die Regula falsi gibt hieraus
als nichste Korrektur », = 0,000 08889, so daB sich auf 8 Dezimalen genau
die Wurzel z ==1,532088 89 errechnet. Entsprechend lassen sich die beiden
anderen Wurzeln z = 0,347296 36 und z — — 1,879 38525 finden.

2) Eine eiserne Walze schwimmt in Quecksilber so, daB die Achse parallel zur Oberfliche
des Quecksilbers ist; wie tief taucht die Walze ein?

7Re = 7,88 yBEg = 13,60
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Man gelangt, Abb. 36, zur Gleichung

. VF .

arcp —sing =2n —; f(p)=arce —sing—3,6406=0.

Yag

Um ein Bild von dem ungefihren Wert der Ldsung ¢ zu erhalten, zeichne man die

Kurven g, = sin ¢ , yp = arc ¢ — 3 6406, Abb, 36a; die Abszisse ihres Schnittpunktes ist
ein erster Ndherungswert von ¢; man erkennt, daB 1800 < ¢ < 2000 ist.

® sin ¢ | arc @ | fip)
2000 —0,34202 | 3,49066 | + 0,1921 also zu groBes g.
w:10° = 15:34 1900 —0,17365 | 3,31613 | — 0,1508 R.f:y =4,
1940 —0,24192 | 338594 | — 0,0127 @ zu Klein,
w: 1°0==127:343 1950 — 025882 | 3,40340 { 400216 R.f.: 4 = 0,370 = 22"
1940 22’ — 0,24812 | 3,39234 | — 00002 @ zu Klein,
1940 23/ — 0,24841 3,39263 - 0,0004
@ = 1940 22",
3) #% = 1000. Man logarithmiere: -logz = 3;
man logarithmiere nochmals: log z - loglogz +71F 4
=0,47712; man setze L L |
y = logz; w° V.
fly) =y +logy — -1+ Y,
— 0,47712 = 0.
Da 44=256, 55=
= 3125 ist, so muB
4w <5, also - 36406
0,60206 < y < 0,69897 ’
sein. Abb. 36. Abb. 36a.
v 0,65 0,66 0,6585 | 0,6586 _
log y 0,81291 — 1 081954 —1 | 0,81856 0,818 62 v- 2’???2"
fw | —o,01421 -+ 0,00242 — 0,00006 - 0,00010 —_—
R.f.: %: 0,01 = 1421:1663; u = 0,0085 R.f.:%: 00001 = 6:16; 4 = 0,00004 .
(34) Newtonsche Methode.
Ist f(x) =0 die zu 18sende Gleichung, so berechne
man fiir ein der Losung nahekommendes z, die GroBe
h= 2 (( ‘)) dann ist ®,==m, —h ein Wert, der der
1
Losung noch niher liegt. Durch fortgesetztes Anwenden <RAZ
dieser Methode kann man der Losung bis zu einem be- Abb. 37.
liebigen Grade nahe kommen.
Beispiele: 1) fiz) =23+ 32 —10=0 f () = 3 (2 +1)
2 =2 flm) =4 f () =15 hy =03
rg =17 flzg = 0,013 f (@ = 11,67 hg = 00011
25 = 1.6989 f (x3) = 0,000169 [’ (z3) = 11,659 ks = 0,0000145

2 = 16988855

2) Der Kreuzkopf des Schubkurbelgetnebes erhilt seine Hochst-
geschwindigkeit, wenn die Kurbel einen Winkel # bildet (Abb. 38),
der durch die Gleichung

sind ) — i2 sint 9 — A4sin2 ) + 4 =0(A = 1:7)
1
i i in2 9 = )2 51t 23 — 22 — =0
bestimmt ist. Man setze sin? ¢ = 22z und erhilt g3 — 22 —z - 58 0; Abb, 38.
fiir A = 5 wird also
flz)==23 —22 —x 4004 =0 flz)y=322—22—1

z; = 0,01 flz)= 0029901 ' (z) = —1,0197 hy = — 0,029
z3 = 0,039 f (rg) = — 0.000461 7 f' (zg) = — 1,073473 hy = 00004301

x,—0038570 f (23) = — 0000000266 ' (z3) = — 1,072677 hs = 0 00000025
z = 0,038 56975, also sin2? ¢ = 0,064244, cos? ¢ = 0,035756, oS 2 = — 0,928488

H=79°6"'0,5".
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Infinitesimalrechnung.

VI. Differentialrechnung.
A. Theorie.

I. Funktionen einer Veridnderlichen.

(35) Erklidrung: y={f(x) sei eine Funktion einer Veradnderlichen . Man
wihle einen bestimmten Wert der unabhédngigen Verdnderlichen ; zu ihm
gehort ein durch die obige Gleichung bestimmter Wert y = f(#) der abhin-
gigen Veridnderlichen; nun gebe man der unabhingigen Verdnderlichen
den Wert z, =z -+ A ®; hierzu gehort dann mittels der oblgen Funktional-

gleichung ein bestimmter Wert n=y+Ay=f@)=flz+A4x) der

abhingigen Veridnderlichen. 4z =z, —x heiBt die Differenz der unab-
hingigen, Ay=y,—y die Differenz der abhingigen Verinder-
Ay _f@)—f@)_ fletd2)—Fk

Az z—z Az

tient. Nun ndhere sich 42 =2, —« unbegrenzt dem Werte Null; nihert
sich hierbei 4y =y, —y gleichzeitig dem Werte Null, so heiBit die Funktion
y = («) an der Stelle x stetig; nahert sich ferner der Differenzenquotient bei
diesem Grenziibergange einem bestimmten endlichen Wert, so heit er der Dif-
dy

ferentialquotient der Funktion y = f (¢) an der Stelle @ und wird mit da
x

der Differenzenquo-

lichen,

oder ¥’ oder [’ (%) bezeichnet.
dy_ o fetdn (@) fEe) =7

dz Az—>0 Ax >z B—X
im Afg=dg una Um o Ay=dy heiBen das Differential der un-
x-—)

Az >0
abhingigen, resp. der abhingigen Verinderlichen.

Geometrische Deutung: Im rechtwinkligen Koordinatensystem ist y = f ()
die Gleichung einer ebenen Kurve; zu einem

Y bestimmten Werte x gehoért ein bestimmter
Punkt P dieser Kurve; der Differentialquotient
'_01 ist dann die goniometrische Tangente des
Winkels ¥, den die geometrische Tangente, die
p Lw"l/ 9 in P’ an die Kurve zu ziehen ist, mit der
Az } z-Achse bildet.
d .
4 . L lim 4y
T z, d x >0 Ax

Abb. 39. (36) Mechanische Anwendung des Differen-
tialquotienten. 1) Gibt die Gleichung 8 = f (£)
die Beziehung zwischen dem Weg s, den ein materieller Punkt beschreibt, und

d dfe
der dazu bendtigten Zeit ¢, so ist v:d—: :—% die Geschwindigkeit, die

der Punkt zur Zeit ¢ inne hat.

2) Gibt v =1{'(¢) die Geschwindigkeit v, die ein bewegter materieller Punkt

zur Zeit ¢ hat, so ist b = d_v af (t)

TR T die Beschleunigung, der der Punkt zur

Zeit ¢ unterworfen ist.
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(37) Differentiationsregeln.
Ist a eine Konstante, und sind y, %, v Funktionen von @, so gelten die fol-

genden Regeln:

y o
dx
d
2) df(aiy):a' it Konstantenregel.
dz dx

d(u —{—v) du , dv

N i Taz Tds
d d d gliedweise
d(yl+y2—}—y3—]— )— y1+ _1/2+ y;+ . Differentiation.
iz Summenregel.
d (uv) dv du
R PRkl MR
Wz_?/z;l:y Yoy <1‘£& 1dy, 1‘1y;+ ‘)Produkt-
dz PR B\y de T ypda Tygda T regel
u du dov
al®) %% %
(’IJ) dz dz .
5) iz = p Quotientenregel.

L .. 8y df(z) dg(x) Ketten-
6) Ist y = [ (2), wobei z= ¢ (), so ist iz de  de  regel

dy v du dv\ Logarithmische
v : v

= t = — ~+In

7) Ist y=u’, so is dz ( b d:c) Differentiation.

w dx

(38) Fundamentalformeln.

n
1) d‘g—Z—):nx”" (gilt fiir beliebiges n).
x d z
2) i‘(;;z —a® - Ina; —((;;l =é.
d(”logx)_i 1 d(nz) 1 dlogg) 1 1 _ 0434294
) de ~ « Ina’ dz 2 dx =z In10 z
i d
4) %%x—):cosx; —(;O:—x):~sinx.
dtgz) 1 dfctga) 1
dr = cos?z’ de ~  sin’z’

In der Infinitesimalrechnung werden die Winkel durch-

gingig im Bogenmal gemessen!!!

d (arcsin 1) 1 .4 (arccos a:) 1
T dw T itae dz ~ Ji—a
d (arctg x) 1 d(arcctgx) 1
dx 1 —|— xz’ dx ~  1-Fa®
6) (5. a. (88)) L&D _ (5414 ‘ﬂfﬂ—x)=6inm; d(gff)= @:i"x
? d(WcSinz) 1 d(ArCofz) 1 d(ArTga) 1

dz ‘/x2_!_1 dz 2 _q’ dz 1—a?
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Beispiele zur Differentiation zusammengesetzter Funktionen,

d
1) y=az2+bz+c; EZ:zaa;-{»b
JE— 4 14
n £z | n
— o ]pP = 1. Yy _ 2.0 P p—n
2y y=y\E =2 s n " a V?
3) (@ 22 -+ b 7)3 = 23, wobel z = a 22 -} b z;

y=

Y _ e 2 2, B2 _ . gy _ 2 2

iz 32 3 (a 224 b 2)%; dx._zaa:-}—b, dx_;;(ax +b2)22az-+b).
_ — 1

4 y=(@+taVeE—a u=z-ta; v=y2® -a=27, wobeiz =22 —a;

‘]_’4’_1. ‘fzg*lz_%— L iz _ 2z also—d—?—»-x 3
dz ' dz 2 Ty —a’ iz " dz” 2 g’
—_— 2 —

§2=(x+a)_“_+1.‘/xz*a:wl.
az V22 —¢a V22 —a
4;2_3 — 2 . — 73 . ti_'."._ . fl,v—- 2 -
5) a:3+1 u = 3; v=a3-+|1; dz_zz, dx—3z’
dy__ (@34-1)22~(2—3)322 —a2ttos?t22
dz (28 +-1)2 = @ 1)z .
6) y=122e%%; wu=212; w=¢%%=¢%; z=aauz;
?:axzc“z—[—zxe““’:xe“z(ax+2).
n y=h+ya2+1); y=hz z=z4ye2+1
dy _ 1 _ 1 . di_l T _ z+\/:v2—§—1 dy _ 1
4% apymtr 45 Tymgr yeti o 47 @ td
1
8) y=secar= ——=2"1; z=cosu; wu=az;
cos @ ©
gl’*—z_z—-——i——-‘ d—?*—sinu——-sinax' d—u—wr
dz costaz’ du - odz

dy __asinaz

dz~ costazw

9 = arct; z = arctg z; =2 .
)y =arctg—— Sartgz 2= o
dy _ 1 1 _ (a — 2)? L gz a—z+z_ @
dz 1+z2 1+-/ z 2 @—2az-F222" dz~ (a— 2)2 Ta—o%
o —z
ay _ L
dz a*—2azt222°
10) y= ST, 44 p=arcsinz.
@y _ _arcsin ¢ [2xCsinz 1
=& — — =
dz + ‘/{__wz

(39) Differentialquotienten héherer Ordnung.

Der Differentialquotient zweiter Ordnung einer Funktion ¥ = f (x)
ist der Differentialquotient ihres Differentialquotienten; er wird bezeichnet
+(32)
& @ Py dz
da:z oder ¥ oder —dt(—l r 7 (x); es ist also dﬁzz =—ga oder
dy’ ar’
Y= E?i oder f” (x) = Zx(j:) .

durch
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Allgemein wird der n-te Differentjalquotient einer Funktion y=={ (z)
erhalten, indem man die Funktion #-mal hintereinander nach z differenziert;
Y m V@)

er wird bezeichnet durch —— — o= = ™ (z),
dz" y dz" 1 (@)
Beispiele:
2 ok n ‘
0 BE k=02 T p ok —n 0ok
dz® dz®
d?sinz . d" sing . nw
2) ———— = — . z = .
) PP sin z; P sin (a:-{- > ),
#log 2
dz? ~ x3

(40) Graphische Differentiation.

Im rechtwinkligen Koordinatensystem ist das Bild der Funktion y = f (%)
eine Kurve; das Bild des Differentialquotienten y' = f” () kann entsprechend
wieder als Kurve gedeutet werden; man gelangt zu den Ordinaten der
‘Differentialkurve auf folgendem Wege:

In dem Kurvenpunkte P, Abb. 40, mit der Abszisse O X — z und der
Ordinate X P=y = (#) zeichne man an die Kurve die Tangente; von X
trage man auf der z-Achse im negativen Sinne die Strecke X E =— 1 ab; man
ziehe durch E die Parallele zur Tangente, die X P in P’ schneidet; dann ist
X P’ =4 die zur Abszisse x gehérige Ordinate der Differentialkurve. — Aus
dieser kann man durch wiederholte Anwendung desselben Verfahrens auch die
hoheren Differentialkurven " = f"' (z),...,4"™ = [ (z) konstruieren.

Sind die Tangenten an die Kurve y = [ (#) nicht oder nur sehr umsténdlich
zu konstruieren, so gelangt man durch die folgende Anniherungsmethode zur
Differentialkurve und demnach zu einer

zeichnerischen Differentiation, Abb. 41: P
-\\\\ﬁ
l\
1
i
> e
Ve N ,
\ KA
\,
\,
\,
~
-~ .71 /
Abb. 40. Abb. 41.

Man verschiebe die Kurve y = f(x) um ein Stiick 4« im Sinne der 2-Achse
und trage die Differenzen der Ordinaten der urspriinglichen und der durch
Verschiebung erhaltenen Kurve von der z-Achse aus abj; sie bilden die Ordi-
naten der Differentialkurve.

In Abb, 41 ist XB=P'P; ¢ ist die Differentialkurve, y,’ die um das
Doppelte erhohte Differentialkurve,

2. Funktionen mehrerer Verdnderlichen.

(41) Definition. Ist z == f (z, ) eine Funktion der beiden Verinderlichen
zund y, so gelangt man zu ihren Differentialquotienten in folgender Weise:
Man betrachte erstens ¥ als unverinderlich, so daB z nur noch eine Funktion
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von z ist, und differenziere daraufhin z nach #; diesen Differentialquotienten
nennt man den partiellen Differentialquotienten der Funktion z=f (2,)
0z
nach # und schreibt ihn 7% ; es ist also
z

02 fetdny) —f@y _ (e —f@y)

0T  fgz50 Az T z, —

In entsprechender Weise gelangt man zum partiellen Differentialquotienten
der Funktion z == (x, y) nach y durch die folgende Definitionsgleichung

02 _ ym [@ytd49)—fly) . fey)—Ffy)

oY  Ay>o dy y1>y Y1—Y

Geometrische Deutung. Das geometrische Bild der Funktion z={(z,y)
ist im rdumlichen rechtwinkligen Koordinatensystem eine krumme Fliche.
Der Punkt P derselben sei durch die beiden Koordinaten = und y bestimmt,
so daB z==f(x,y) ist. Man lege durch P eine Ebene |/xz-Ebene, die die

Fliche in einer Kurve schneidet.
4 Auf dieser wihle man einen Nachbar-
punkt @ (z -} d,y) zu P, und nach

0z
A der Definition ist ooy die Tangente

des Winkels 9, = Q' PQ, den die
Tangente in P an diese Kurve
mit der x-Achse bildet. Ferner

0z
‘izI' AN F ist QQ=dz,— 7z dz. Ebenso
S0 ) schneide man die Fliche mit einer
2 T Y durch P ||y z-Ebene gelegten Ebene.
Ein Nachbarpunkt von P auf dieser
g Kurve sei R (x/y | dy), und es ist

0
AbD. 42. 6_z die Tangente des Winkels &,

den die Tangente in P an diese Kurve mit der y-Achse bildet;
0z 0
ferner ist R’R:dzy———@ dy. Die GroBen dz,= 3% dx und
dzy:;idy heifen partielle Differentiale. Will man 2zu einem
Y

beliebigen anderen Nachbarpunkt SzuP auf der Fliche z={f(z,v) ge-
langen, der durch die beiden voneinander unabhingigen Zuwiichse dz und
d y bestimmt ist, so ergibt sich fiir den Zuwachs des 2: S S:dz:dzx—|—dzy

oder dz = aa—: dz -+ gz— dy. Dieser Ausdruck heiBt das totale oder voll-
stindige Differential der Funktion 2= f(z,9). Er enthilt den Satz: ,,Die
Anderung, die eine Funktion z = f (¢, y) erfihrt, wenn x um das Differential
dx und y um das Differential dy zunimmt, ist gleich der Summe derjenigen
beiden Anderungen, die z erfahren wiirde, wenn 2 allein um dz, bzw. y allein
um dy zunehmen wiirde.* Durch Division durch dz, bzw. dy ergeben sich
die totalen (vollstindigen) Differentialquotienten

dz 0z 0z dy dz 0z dz | 0z
dx oz | dydz’ dy  dxdy ' oy’
Der erstere gibt die Tangente des Neigungswinkels, den die Projektion der

resp

d
Flichentangente P S auf die xz-Ebene mit der x-Achse einschlieBt, wobei E%



(43) Differentialrechnung. 77

die Tangente des Neigungswinkels der @ y-Projektion dieser Tangente gegen
d

die x-Achse bedeutet; entsprechend ist d—z zu deuten,
Y

Erweiterung auf Funktionen von mehr als zwei Verdnderlichen: Ist
z:f(xl,xg,xa,...,x,,), so ist

dz** e 1+ 2-—}——dm3—}— +3m az,.
(42) Partielle Differentialquotienten hoherer Ordnung.
Es ist
PRl 0z 0z 0z P 0z

Pe_ 0z Pz 0w By Pz 0y

0% om ° owoy oy  om° ay oy’
aﬁ’{ Pz a»_b%

Pz 05 Bz 6902 __ Ozdy

o2 ox ' oatoy 9y ox
0 B2 %2 2 22

Oz 0wy 0y Pz oy

sz oy oy | ox ' 0y*  dy

Beispiel:
Es sei z =sin (#+2 y) + 2Iny; dann ist
0z

—=cos(z}+2y)+Iny; 92 =2cos(z+29)+ =;
ox oy Y

dz = (cos(x+2y)+ny) dx+(2cos(z+2y)+-§—) dy;

i o?

;Z;:—sin(x+2y); 5?;%2_25m(m+2y)+ly; a—yﬁ:—x}sin(x-}—z;y)—-—

0’z 0%z 0z

ﬁ§=—wS(z+2m, 52 oy —2cos(@+2y); 5W=—4005(x+21/)——2
03z

—:A8cm(z+2y)+%§.

(43) 3. Unentwickelte Funktionen.

Bedeutet [ (x,y) =0 eine funktionelle Beziehung zwischen z und y, so
@y

dy LR auf folgende Weise:

erhilt man die Differentialquotienten
dy of  of
1) ==l
dz oz 0y’

2) y'= d:; —|—2‘1;; Z—y oder auch

eyt

E G
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oy Ly_od o dy
dz® Oz ' dy dz’

U SR Tk :
Beispiel: (;—ng—i:-o oder ¥2® a4 —a?b?=0.

1) Yy :—;27;—ﬁ-:—a?§,
., B b < B x) B2 o s bt
2) y'= ;25_1_;12—?/3 ady) = ;E(b%z_f_a !/)—'—;i.?,
o 3¢ (_b%c)ﬁ 382
3) y = a2y4 azy — a4y”"
308 15b“x< Yz ) 38
”/,: —_—— - = 2
4) ¥ a‘y atyb @y a“ (ay+5bx2

+4x2)=+;z;7 (55 —4y97).

B. Anwendungen.

1. Scheitelwerte (Hochst- und Tiefstwerte).
(44) Funktionen einer Verinderlichen.

Um zu untersuchen, fiir welche Werte von « die Funktion y==f(z)
einen Scheitelwert hat, bilde man den Differentialquotienten y = f’(z)
und setze diesen gleich Null: f’(x) =0. Die sich ergebende Gleichung mége
die Wurzel z, haben. Man setze x, in den zweiten Differentialquotienten [ ()
ein. Ist f”(2,) >0, soist f(x,) ein Tiefstwert (Minimum), ist "’ (x,) <0, so
ist f(x,) ein Hochstwert (Maximum). Ist dagegen [”(x,) =0, so bilde man
7 (@,); ist £ (#,) =0, so ist f(x,;) liberhaupt kein Scheitelwert; ist dagegen
" (x,) =0, so ist f(z,) ein Tiefstwert, wenn """’ (x,) >0, ein Hochstwert,
wenn """ (x,) <0 ist usf.

Beispiele:

1) fizi=a5—5zt+ 5% 41
flfi®) =52+t—2028 41522 =0, 2, =0, 2,=1, Z3 =3
f'ix) =202 —60x2+ 302, [’ (z)=6022— 1202+ 30
(%) =0, f' ()= 30; folglich ist f (0) = 1 kein Scheitelwert

1" (@) = — 10 5w s [(1) =2 Hochstwert
" img) = 5w . [(3) = — 26 Tiefstwert.
2) Auf wagerechter Unterlage ruhender, P kg schwerer
Vat Korper wird von Kraft K, unter a gegen Horizontale geneigt,
o ergriffen (Abb. 43). Bestimmung des giinstigsten Winkels a.

Reibungszahl u = tg o. Druck auf Unterlage = P — Ksina,
Reibungswiderstand = u (P — K sin a), somit Gleichgewichts-

W/ // bedingung in horizontaler Richtung:
K cosa = pu (P— K sina)

P oder K=y P:(cosa—+ psina)y=uP:f(a).
K = Scheitelwert fiir cosa sin¢ = max, d. h.

Abb. 43. df ; Tu g
a—;:—sma—k,ucosa:o und tga = u = tgp.
Zufol e(dif— —(—cos @ — usina), = ———<0,istf(a) = ein Hochst-

&\ d et a=p : e cos o ’ *=e 7 cosp

wert, und damit K . = Psinp fir ¢ =¢.
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(45) Funktionen mehrerer Verdnderlichen.

Ist z=[(x,y) eine Funktion zweier Verinderlichen x und y, so erhilt
man das Wertepaar # und y, fiir welches 2z ein Scheitelwert wird, durch

Auflésen der beiden Gleichungen g—f =0; 3%5. =0 nach zundy. Ist der
©
2f & Ar\2
Ausdruck 5;; %—— ( p g;/) fiir das betr. Wertepaar x/y gréBer als Null
und auBerdem %}é < 0, so liegt ein Hochstwert vor, dagegen fiir —f; >0
ein Tiefstwert; ist aber —i 221—( Gl ) < 0, so hat die Funktion fiir
oz 0y? 0x 0y,

dieses Wertepaar iiberhaupt keinen Scheitelwert.

of

Beispiel: z=f(#,y) =23 -+ y® — 3azy; die Losungen von 3_ =3(z2—ay)=0;
z

0

%:3@2_—“;):0 sind 1) £, =0, y;=0; 2)Zy=a, Yp—a. Der Ausdruck
Ef Bf [ A\ o . .
5——2 a— FPY) = 36zy — 9 a? wird fiir #; = 0/y; = 0, gleich — 9 a2, also Kleiner als
oy roy

Null; folglich ist z; = 0 kein Scheitelwert. Er wird fir z, = a/y. ‘= a gleich 27 a2, also groBer
&*

als Null; auBerdem wird 8#2 == 64 fir dieses Wertepaar gleich 6a >0, also ist z, = — a3
X

ein Tiefstwert.

(46) Unentwickelte Funktionen.

0
Es sei f(x,y)=0; y wird dann ein Scheitelwert, wenn a—gz 0,
of L o . . of 4
oy = 0 ist. Aus den beiden Gleichungen f (z,y) =0, P 0 bestimme

>, of
Fr 0

anderen Falle ein Tiefstwert vor.

man das Wertepaar ¢y . Is > 0, so liegt fiir y ein Hochstwert, im

Beispiel: f(z, y)—=28+y3 —3azy=0, =3(2—ay)==0. Aus beiden

of
0
3. 3
Gleichungen folgen die beiden Losungspaare #; =0; y; =0 und z, = @ ‘/2; Yo Q ‘/4
of

Fiir das erste Wertepaar wird aber 57 =0; folglich ist y = 0 kein Scheitelwert. Fiir das

of fi?f 2

3,
>0ist, S0 ist ;y:a‘/4

zweite Wertepaar ist 33; = 3a2 Vz da hierfiir — :1:2 3@/
ein Hochstwert.
47 2. Unbestimmte Ausdriicke.

10) . Nimmt sowohl ¢ () wie v (@) fiir # =2, den Wert Null an, so wird

’
< (x)) ((p’ (:c)\ ; erscheint auch hier der Wert ° , so bilde man
v (@) v (@)/ 2, 0

(),

r _— b X —pT
Beispiele: 1) (a—x—> = (Ll{l‘ﬁ“,‘“b‘"mﬁb) =ln %
0 0
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1._ cész

x — sing

2) <a;fa;cosz) _ (1 — Cosg —1f7xis@93> _ (gﬁsinz—l—xcosx‘ _ (3 cosz — g sing -3
o ' sing )o_ cosz )o_

I
Beispiel: (7““, :(1) =o.
2w \z

o Siehe Fall % Man differenziere Zihler und Nenner.

0.0, Wird fire=2,, @(@) =0 und o (®) =00, so setze man

1
()= 7 (E’ hierdurch wird ¢ (z)-y (z) auf Fall —g— iibergefiihrt.

Beispiel:

E4
1-2 sin? —z]
2
1

1 —_—
‘:(1 —x) tg;x} = ”tx = [ =
1 ctgéx N

w—ow. Wirdfirz=wx, ¢ @) =00 und y (r)=o00, sosetze man
P =g ¥ ) = s dem Wit ¢ ) — v (6) = g — g —

T (z) — D(x) . T
il e . == d & =
o) Tl) da @(r,) =0 un (xo) =0 ist, so ist dieser Fall auf

Fall % zuriickgefiihrt.

Beispiel: i-—i
11 )_ a:—i-—lnj) x _ z—1
Inz z—1/; \(z—1)lnz/, In 1 “\zlhztz—1/y
T/

z+1—

- (ﬁl__) 1
“\lnzf1+4+1); 27
0% 1®°,0°%, Nimmt fir ==, (p(x)’*'(z) eine dieser Formen an, so

logarithmiere man den Ausdruck; es ergibt sich vy () In @ (), der dann fur
&=, die Form 0-o0 annimmt; ergibt sich hier als Grenzwert @, so ist

(¢ (o) ¥ P)ey ="
Beispiel: (t‘i/;>1: ( I'xfi)l; (zlt-l—zi)1: (;;)1: 1; also (—Vz>1 =e

3. Anwendung auf ebene Kurven.

(48) Die Gleichung der Kurve ist im rechtwinkligen Koordinatensystem in
entwickelter Form gegeben. y =1/ (z) . Die Tangente im Punkte P, (z,/y,)

habe den Neigungswinkel ¢ gegen die w-Achse; es ist tgp = \d_i =y .
x
[]

Die Gleichung der Tangente: y—yoz(@> (& — ) ,
dx z,
Y— Y =9 @—w).
) . ay
Die Gleichung der Normalen: z—ux,-} iz vy —y) =0,
%o

x4y (y —y)) =0.
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Die Linge der Tangente P,T ist t:—%%‘/i—{—y?.
0

Die Linge der Normalen P, N ist n=y, Vﬁ?ﬁ

Die Subtangente TX, ist
Y

Y '

Die Subnormale X N ist
8 =Yy ?lo’ .

Hochst- und  Tiefst-
Stellen G und K einer Kurve
s. Scheitelwerte (44).

Wendepunkt: Die Ab-
szisse z, eines Wendepunktes W
bestimmt sich aus der Gleichung
@y =0 b
a0 Abb. 44.

Kriimmung: Die Koordinaten &, 'y,, des zu P (z,/y,) gehdrigen Kriim-
mungsmittelpunktes ergeben sich aus den Gleichungen:

8’:

14 90° 1+
T =y — 72 yo,; ym:yo_*__*’”i'
Yo Yo
1 /7 i
" Lo (1+9,/9* _1_ . . ..
Der Krimmungsradiusist p =~——77"—; P heiBt die Kriimmung
0
der Kurve. Verlduft die Kurve annihernd horizontal, so ist fiir diese Stelle
1 1
angendhert p=-—;; -—=y,".
Yo [
Beispiel: y:sinz+—;sin2x, y' =cosxztcos2z, y'=—sing—2sin2z.
Hochst- und Tiefstwerte. Aus y' =0 folgt x; = 7—; , Ty=am, z3 = —; 7.
Da y," =— g \/3 <0, so ist y;, = %\/_3 = 1,299 Hochststelle, Da y,'’=0, dagegen
y,’"" =—30 ist, ist y,= 0 weder Héchst- noch Tiefststelle, sondern ein Terrassenpunkt,
Da gy = g V3> 0, soist yy = — % V3 = — 1,299 Tiefststelle.
4
4
G
% 2z
Aia T zowsry) &
g
4
Abb. 45.

Wendepunkte: Aus y’’ =0 folgt fir die Abszissen derselben: 2, =0, 2z, =ax
1
mE:arccos(—Z)=1,823, xszza—arwos(—:—)_—_4_460_

Hilfsbuch f. d. Maschinenbau. 8. Aufl. 6
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Demnach sind die Ordinaten
V=0, =0, y=2VIS=076,  ye=— Syi5=—072

’

und die Richtungen ¥ =2, Yo' =0, ys' = — g, ys = —
| —
Krimmung: Fir P, (ml % i Y= ‘3? ‘/?) ist ¢ = 3 Y= —V3=0914,
2
— = = —0;385.
9 ‘/E_

Fir P, (x7=%!w=1) ist “m=%—2:—0,429, Yp=—1:

ep=—2V2=—2828.

(49) Die Gleichung ist im r.-w. Koord.-Syst. in unentwickelter Form
gegeben. f(r,y)=0.

Die Betrachtungen unterscheiden sich von denen unter 1) nur dadurch,
daB man die Differentialquotienten y’, y” ... nach den unter (43) an-
gegebenen Methoden zu berechnen hat. Im {iibrigen ist stets darauf zu
achten, daB zwischen den Koordinaten z/y eines jeden Kurvenpunktes die
Beziehung f'(¢, y) = 0 bestehen muB. Neu kommen nur hinzu die Singuldren
Punkte: Sind fiir die Koordinaten x/y eines Kurvenpunktes auBer der
Gleichung f (%, y) =0 auch noch die beiden Gleichungen g—i =0, % =0
erfiillt, so heit er ein singuldrer Punkt. Die Kurve hat in einem
solchen zwei oder sogar mehrere Richtungen; sie bestimmen sich (falls es
zwei sind) aus der Gleichung

f gei2 Of ef
+2 i)xay +ax2

Hat diese zwei reelle voneinander verschiedene Losungen y,” und y,/, so heiBt der

Punkt ein Doppelpunkt; sind die Lésungen y,” = y,’ reell und gleich, so ist es

ein Riickkehrpunkt (Spitze); sind sie konjugiert komplex, ein isolierter

Punkt (Einsiedler).

Beispiel: Das Kartesische Blatt hat die Gleichung
f@y)=a*+y3—3azy=0.

0
Héchstpunkt  (S. (46)): a—fE 3@ —ay)=o0,
: €z

x a;m-—-a:i/?, ym=a3/7.
Kriimmungsradius in diesem Punkte:
1 (Vg — 08,,)° a
ey, 2
~ Singuldrer Punkt: Firz=0, y=0 wird f =0,
Abb, 46. ﬂzo’ 9T _ .
ox ox

der Anfangspunkt ist also ein singulirer Punkt der Kurve; seine Richtungen ergeben sich, da

Goamo Gl (Ghs
ay®/oo 0% 0Yy. o/o__3a’ 5—3/2 o=

aus der quadratischen Gleichung
0-y2—6ay +0=0, ¥’ =o0. ys' = 0.
Es ist also ein Doppelpunkt; die Koordinatenachsen sind Tangenten in ihm.
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(50) Die Gleichung ist im r.-w.Koord.-System in Parameterdarstellung
gegeben: =9 (), y=1vy ().

Die Koordinaten eines beliebigen Punktes der Kurve sind in diesem Falle als
Funktionen einer dritten Verinderlichen ¢, des Parameters ausgedriickt; des-
gleichen lassen sich die Differentialquotienten als Funktionen von ¢ darstellen;

es ist
dy dy d=z , , d?y  dy dx dy  dy’ da
N P = t): ¢ Ty == 1 =T ...
aatia Y=VOPO mE=wrn e an @

Unter Beriicksichtigung dieser Formeln gelten zur Untersuchung der Kurve
die Betrachtungen unter (48).

Beispiel: z =12, y:t—%t3,Abb.47.

Schnittpunkte mit der Abszissenachse: A
e = 1
y=0, 4=0, t,=V3, t=—1V3, 6p
z =0, %, =3, z3 =3, 35
v’
P, =P; Doppelpunkt wh
,_ 1 _t? , o =
¥y = EYER Y1 = 0,
1 1
v =—7V3, v = V3.
Tangente in O ist y-Achse, in P, unter 150°, Abb. 47.
in P, unter 30° geneigt.
Ho6chst- und Tiefstpunkte:
dy 2
' = 27 = = =1 ==,
o, at 0, ta=1, Ty s Ya 3
2
ts=—1, z5 =1, 1!5-—'—?-
Krimmungsradien:
14122 (1 22 1 .
y'=— 4+t3 s Q:'~—“—i;‘~~. a=—7 02,3 =—28, 04,5 = —2-

(S. a. (62) und (63).)

(51) Die Gleichung ist in Polarkoordinaten gegeben: r = f(9).

Der Winkel @, den die Tangente P T im Kurvenpunkte P (&/r) mit

dem Leitstrahl O P = r einschlieBt, ist durch die Gleichung bestimmt
d .

tg(p:r:d—;zr:r'. Ist NOT 10P, so y
heiBt die Strecke P7T =—t¢ die Linge der
Tangente, O T'=2=s, die Polarsubtangente,
PN (] PT)=mn die Linge der Normalen,
O N =3, die Polarsubnormale, und es ist

9 o
8"_r—d’0' l—rlr
N AN e
Krimmungsradius:
3
2 2\ 3
(r +r ) = it ] Abb. 48.

e:r2—|—2fr'”—rr”_r2—l—2r’”—rr"'

Beispiel: Die Lemniskate, Abb, 49: Gleichung: r = @ Vcos 29 .
Konstruktion von Kurvenpunkten: Zeichne iiber 0 4 = g als Durchmesser den
Kreis; schneide ihn mit dem Leitstrahl 2 ¢ in Q: zeichne auf 0 A O R = 0 Q; errichte auf

6‘
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04 in R das Lot, das den Halbkreis in § schneidet; trage auf dem Leitstrahle ¢ OP =0 8
ab; dann ist P ein Punkt der Lemniskate,
. , a sin 249
Tangenten- und Normalen-Konstruktion: 1) Da ¢ = — —— ist, ist tg o
cos 2 9
= —ctg2®, also @ =90° } 29; demnach der Winkel zwischen 7 und n ¢’ =2%9.
Trage in P an OP L OPN = 29 an, dann
ist PN die Normale in P und das in P auf
P N errichtete Lot ¢ die Tangente.

2 4_4
2) Dacos2ﬂ_— R 501stsm21?-‘—/a——7:,
a? a®
P
also 7' =3, 2—‘/——1~, demnach

‘/'_2 2 a2 .
n=Vr2ts, = " Schneidet man also 0.

mit dem in 4 auf QA errichteten Lote in U, so
ist O U = n. Errichtet man ferner in O auf O P
das Lot und bringt es mit dem um P mit n ge-
schlagenen Kreise in N zum Schnitt, so ist PN
die Normale der Linge und Lage nach, und

Abb. 49. damit auch die Tangente bestimmt,
4
Kriimmungsradius: ¢ = z: e ;‘;’4 ; durch Einsetzen erhilt man den
a2 n
Ausdruck: ¢ = —- = —.
T3 T3

Héchstpunkt : Fiir einen solchen muB PN 1 04, also 9 + 29 = 90°, d. h. & = 30°
in; hiecfir i _85 6
sein; hierfiir ist 7 o = 2 V2, 0= 3 V2.

Untersuchungen von Korpern und Flichen s. Analytische Geometrie
des Raumes (104).

(82) 4. Der Taylorsche Satz und die unendlichen Reihen.

a) Der Taylorsche und der Maclaurinsche Satz.

Ist die Funktion [ (m) im Intervall von @ bis @~k mit jhren Differential-
quotienten f "), " (x) . endlich, eindeutig und stetig, so ist f (-} k)

—f()—h,f’ )+2,f”()+ +(n i ®=Y(@)+R,, wobei

B,= Ff(") (@} Oh), (Lagrangesche Restformel), oder

6 <1.
= 0 — O T W @t o iRt
Wird lim R, = 0, so geht die Reihe in eine konvergente unendliche
Reihe i.ibzr:.m3

Setzt man @==0 und h ==z, so ergibt sich die Maclaurinsche Reihe
2

f@=1O+ 4 'O+ " ©O+....

Beispiel: f(x) =sinz, f(® =cosz, f'(®)=—sing, [ (@) =—cosz...
flo=o, =1, ' =-—o, ') = —
5
also sing = % — ”53» + :;l konvergiert fiir beliebiges @

1 .
sin - = sin 280 38’ 52" = 0,5 — 0,020833 33 4 0,00026042 — 0,00000155 -} 0,000 00001
= 0,47942555.
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b) Anwendungen:

Exponentialreihe und goniometrische Reihen.

=1 —}— + —|— —}— konvergiert fiir beliebiges x,
e=1+—1—'+?+——}—...=2,7182818,
e2—1—|—1'—|—2'—|— —|—...=7,389056,

et = 0,3678794, Ve=1,6487217, Ve=1,39560,
X x 3 P
smy—-—— — —_— T ...
1! 3' 5!

6 konvergieren fiir beliebiges z,
z
cosx—1—-————]—-———
1 62 konvergiert fiir
tgr=o-F —a®4 - —— a4, i i
g T3 +1 Jr315 28357 T }—;<x<+;-

1 1 4 2 5 — 1 konvergiert fiir

S T I S o —
= T3 T T a5 T ams” "'}—ﬂ<w<+ﬂ-

Die Beiwerte der Tangens- und der Kotangensreihe befolgen ein ver-
wickeltes Gesetz; sie hingen aufs engste mit den Bernoullischen Zahlen
zusammen,

_ 325 | 1.3.5 a7 konvergiert fur
““m”‘“+__+7T 46”7"Jr }—1<x<+1,

i . 4 ( 1.3 @b )
arccos £ =— -— - — arcsin & =—= — — ) — .
2 2 245 :

o 5 7
arctgx‘-—?———{—zf—%—}—... konvergiert fir —1<a < 1.

Anwendung zur Berechnung von x:

7T 1
o= arcsin 5. =1 +45 43 +1280+14336 +-

o/

14 1 1 1
- -~ = arctg — - arctg —— = arctg — - arctg — arctg —
4 g, aretg - g2+ g5+ L
1
= 4 arctg l— arctg 239 ; letztere besonders rasch konvergierend.
. z 8 z®
@mm:T—}—?—f—F—l—... |
Gosz=142 45 4.
Logarithmische Reihen.
z a2 2 o
In (1 =y~ T3 7T
(4a=2—-245 %+
1+x z x| x°
G+g+;+n)

1—x

konvergieren fiir beliebiges .

konvergieren fir —1 <z <+ 1
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I (y+2)=lny+2 Ly—{—z <2y:—z>3+_;‘<5y—::—z>5+}
konvergiert fiir jedes z > —y.

Beispiele:

1 1 1 1\
= = n2=2|—+4—(=— —(=) +---|= .
1 y=t, z=4, In2 2[3 (3) 3(3)+ } 0.693147
1 1\3 1 1\
= = ng=31 —+— (= —(=) +...]-
2) y=8, z=1, 9 3n2+2[”+3(”) +5(17)+ ]

Hieraus In 3 = %ln9.

3 =16, z=—1 1n15—41n2—2[; 11 i)“ X L)5+ ]
)  y=16, z= , = i v —1—5(31 s
Hieraus In5=In15—1n3.

Die Binomische Reihe
= L = P
+ (n—1)('n—- )(n_3)x4+... konverg. fiir —1 <& < -41.

Sonderfdlle: 1) Ist  eine positive ganze Zahl, so bricht die Reihe mit der
n-ten Potenz ab; die sich ergebende Formel heit der Binomische
Satz (s. (1)):

s (e (et (o ()

2) Ist n——1, so ergibt sich die unendliche geometrische Reihe
(s. 2. (7)) 1@——1—%—’—9:2—:»3...
1 1 1-3-5
= — / — —_—r — — v 3 ot
An= Fivikw=tL e i246 24687 £
1 1 1 1- 3 1-3-5 1-3-5-7
O — i 3 = S
TR Vite 1$2””—I_2-4 Farae® Tases™ T
1 3y 1 25 5 258
7%= ?.V1j:x—1:|:3x i369 3‘6.9.129: ...
1 1 1- 1 10
n‘:—%: 3~::1:|:?$+ :F 47 23 g%é{i '1:F...
Vi4te
Beispiele:
~_ 9 t_9 1 1\ 1 1
Vi=2yfi-4 [ _75_*@) _ ‘46.(8_1) }_22360679777
1

3
2.4.
_20 1 1) 3 (1
—— [ — — | cee | =22
\/ + [H—z 80 2-4 (80)+2 4. (80) ] 2360679777

o 11 2 1\2 2.5 1 _
9_2\/ +~~.2[ trr (5 s E) —...]_2,0800838231.

Fiir kleine Werte ¢ ist
2
& =1-F¢ sine=¢ cosg=1—— tge=r¢ arcsin e = ¢
F . &

arceos £ = - — ¢ Gine=¢ (Eof£=1--]—-2- In(1-4¢)="¢

W+er=1-+ne (s. a. S.38).
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VII. Integralrechnung.
A. Theorie.

(53) 1. Das upbestimmte Integral.

Unter dem unbestimmten Integrale [f (z) d= versteht man diejenige
Funktion F(x) von %, deren Differentialquotient [ (z) ist. [f(x)dz=7F (z),
dF (x)

dz
unbestimmte Integrale, die sich nur durch eine Konstante voneinander unter-
scheiden. Ist also F (x) = [f () dx, so ist auch F (z) +C= [f(z)d=,
wobei C irgendeine von # unabhingige GroSe ist.

Geometrische Deutung: y=f(x) stellt im rechtwinkligen Koordinaten-
system eine ebene Kurve dar. Man betrachte die Fliche F, welche von
dieser, der x-Achse, der zu einer bestimmten
festen Abszisse @ gehorigen Ordinate und der zu
der veridnderlichen Abszisse # gehorigen Ordinate
begrenzt wird; F' indert sich, wenn z sich 4ndert,
ist also eine Funktion von «, und zwar ist
F == [f(x) de. Wihlt man eine bestimmte andere F
Anfangsabszisse @/, so ergibt sich eine andere c
Fliache F’, die sich indessen bei jeder beliebigen
Abszisse & stets um das konstante Flachen- & v
stiick C von F' unterscheidet.

F=F1C=[f(@)dz-tC.

(54) 2. Das bestimmte Integral.

Gegeben ist die Kurve y:f(x), man erhdlt den zwischen ihr, der
z-Achse und den zu den beiden Abszissen x, und x, gehorigen Ordinaten lie-
genden Flicheninhalt F7? nach 1), indem man F (z) = [f (%) dz+-C bildet,

einmal den coberen Wert z, einsetzt, das andere Mal den unteren Wert x,
einsetzt und dann F(w,) — F(%,) bildet; die Integrationskonstante fallt

wenn f(x) ist. Zu einer Funktion [ () gibt es unendlich viele

g
hierbei heraus. Man schreibt sz = f f (¢) dx und nennt dies ein bestimmtes

Ty
Integral; , ist die untere, x, die obere Grenze. Dieses bestimmte Inte-
gral, das also durch eine zur Differentiation umgekehrte Operation gewonnen
ist, kann man auch dadurch erhalten, da man
die Fliche F:f durch Ordinaten vom gegen-
seitigen Abstande d# in Streifen zerlegt; ein
jeder kann angenihert durch ein Rechteck mit
den beiden Seiten dz und f(x), also vom
Flicheninhalt f(x) -dz ersetzt werden; der
Flicheninhalt F:: ist dann angendhert
die Summe aller - dieser Rechteckfldchen

a =z z Tz
Abb. 51.
Lo
F:f ~ Sf(x)dz. In dem Falle, daB dx unendlich Klein wird, deckt sich
1

F:’:: genau mit dieser Summe, die nun eine Summe von unendlich
vielen unendlich kleinen GroB8ern wird; es ist also dann genau

Za
2= [ f(2) da.
zy
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Erlauterungsbeispiel: Zur Auswertung des bestimmten Integrales ‘[zz d ¢ wird das Inter-

— a
vall von a bis b in # gleiche Teile Az = 979 , geteilt, fir jedes Teilintervall @, a+ 4z,

at+24z, a+kdz, ...a-+(n—1)d4z die Funktionswerte, d. h. q? (a4 dx)®
(@at+24x)2, (a+-kdz)®, ...(a-+(n—1)A42)% berechnet, jeder dieser Werte mit 4
multipliziert und diese Produkte addiert. Es folgt

n—1 n—1 n—1 n—1
S @+ & d2)2- lx-SaZ Az +2 Sak(d2)2 + S k2 (12)
k=0 =0 k=0 k=0
n—1 n—1
=natdz+2a(lz)’. Sk+(Jx)3 Sk‘
=0

Nach (6) ergibt sich hieraus
( —1)

n(n—i) (2n-—1)

na?dz+42a(dz)2. e

+ (12

=a2ndz-+a-ndz-(n Ax—_lx)—{——; ndz-(ndz—Az)- (ndx— ATz)

und wegen n 42 = b—a wird die Summe auch

a2-(b—a)+a-(b—a) -(b—a—Az)—i—i- b—a) (b—a—-.lz)- (b—a— A;)

=(b—a) [a2—|~ab-—a2——adx+ -— b—l————b_aA +(Ax)
ab b+a (Jz)
=0—a [T4+22+ 5 0T O]

Nahert sich 4z dem Grenzwert Null, bzw. wichst » iiber alle Grenzen hinaus, so geht die
Summe in bestimmtes Integral iiber,

b2 a® 4 1 1
lim (6— a) [_‘_-,“ b g b, UM L4 —a) @i tabta) = B3—ad),

Az —>0 3 3 3 3

b
1
also fxfdz:F(ba—as).
a

Rascher gelangt man zu dem Ergebnis auf dem Wege iiber das unbestimmte Integral: Es

3 3 3
r*dr = %; die Werte fiir die obere bzw. untere Grenze sind %, bzw. %, ihre

1
Differenz also 5 (b*—ad) w. o.

Beispiel zur Berechnung des bestimmten Integrals:

dsinz

Es ist = cos z; demnach ist fcoszdz:siuz—{—c;

T

.12 1 L 1 1
coszdz:[smz]”:sm?—sm-gzi—?:—z—.
6

8]
ENEY
—nia

(58) 3. Fundamentale Integrationsformeln (s. (38).
1)fx"dx = ;_1—}—0 gilt fiir jedes n = — 1.
2) J"%” —mz4C.

dx
3) J']—}——x? = arctgz |+ C = — agcctgx +-C'.
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e _arcsinx—}—C’:—a.rccosx—l-C’.

a.‘l.‘
5)fa s =40 [ed=edo.

6) fsinxd:c =—cosz+C; fcosxdx:sinx—|—0.
dx dx
/)IF =tgz+C; sTn?;:_Ctgx_I_C'
dx ( ST
8) | === =WBinz+C=mlz+y2z2f1)+0C.
va? 41 :
dx

e =WCojz+C=mn(z+ 2" —1) 0.

o 1t o1t
—%tigx—l—GhElnT———_x—[—C.

10) f@inxdm:@oix+0; f@oixdm:@inx+0.
=gz +0C.

(56) 4. Integrationsregeln.
1) Jaf () dz=a[f(x) dz Konstantenregel

2) f(fil@)+fi@))de=[f, (@) dz 4 [f;(#)dr Summenregel

3) Setzt man 2 =g (), so wird [f(@)de= [f(p (%) ¢’ (y)dy Sub-
stitutionsregel.

4) Sind % und v zwei Funktionen von 2, so ist [ v de=uv— [vu'dz
Regel der partiellen Integration.

S)If (=) de=1Inf(x)}+C.

Beispiele:

1) [(a+ 22 dzzf(az—}—Zaz—}-z”)dx.-
Nach Regel 1) und 2) und Formel 1) ist

3
f(a+x)2dz=a2x—}—az2—|—%~}—0.
Setzt man z=y—a = ¢ (y), so ist ¢’ (y) = 1, und nach 3
3
f(a—l—x)?dxify”dy:%——}—c’ + Lo
2) f:gxdx:f‘zzid = _lncosz4C (Regel 5).

sin? z | cos? 2 _ o .
3) fsmzcosx '_f_‘siﬁoosx da;_f(tga:+ctga:) dz=Insin z—Incosz+ C =
=Intgz}C.

4 [aMmedaz.

1 zm+1
Nach Regel 4 setze man Inz=u, 2M=1¢’; dann wird o' =—, p=—r—
z m-1

und man erhilt

m+1 m—+1
m _ & ot % .
fx Inzdz= p Inz m+1f po dz =
=_1 m+1 _ ’m+_’_> amt _
1 (z Inz prey (m—}—i)* ((m—}—i)lnz 1)+C’
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Fla =y, o = e sHyefta _ vy
)f\/‘ ' f‘/zﬂ v HL\/ac‘fura Vet fa  yetfa

)
also ist dz = ‘L—ﬂ dy, und infolgedessen

. \/x’Ta dy dy B
[a- f , e el o

(57) 5. Integration der rationalen Funktion

@y — a.x+a,. " l—l—...—}—ao
ba'-+b, 4. b,

Ist r =8, so ist f(x) eine unecht gebrochene, ist r < s, eine echt ge-
brochene Funktion von z. Jede unecht gebrochene Funktion von z 14Bt sich
durch Division als Summe einer ganzen rationalen und einer echt gebrochenen
Funktion darstellen. Da sich die ganze rationale Funktion nach der Summenregel
und der Formel (55)1) in einfacher Weise integrieren 1Bt, bedarf nur die
echt gebrochene Funktion einer niheren Betrachtung:

1) 8=1; f(@)= _‘j*_ ; der Nenner ist linear. Mit Hilfe von (55)2)
ergibt sich J‘b bo -In (b, z -} b,).
. 2? +5a: x2+ 52 7 21
B . _ 52, i . — A
eispiel: f:f) 273 man dividiere: 22 +3 + T T G
. 5z z 7 21 7 21
demmach ist |5 P2 da = (34— ity da= +4 =2 a4 3) 0.
a,z+a
2) § =2. Der N ist vom zweiten Grade: —_ WTTH
) er Nenner ist vom zweiten Grade: f(x) b, 1 b5 b,

oz o . .
Man kiirze mit b,, um zu erhalten f(z) == 2. Der Differential-
' @ - piz 4By

quotient des Nenners ist 22 - f,; man schreibe

L -

O = bt h e T hoth

Demnach ist nach (56) 5)
[16) do =5 1 @4 fatB) +a [ g g,

wenn o — a12,81 = @ gesetzt wird. Man schreibe

R L R

Nun hat man drei Fille zu unterscheiden:

2
a) B, < lle; der Nenner hat die Form (x—}-%‘> wesm b%; durch die Sub-

stitution 2 |- A =y, dv=dy geht [ —— - - iiber in
2 ( ot ,31> e

x—}—g—’~b

dy :_1_ . dz _1 c.
P8 2% hy+b+0 a‘°f<x+&>2_b2 zbmm+££+b+
° 2 2
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Beispiel:

:iln(zz——z—m—}— mz+1+0

2 2
b) f, > ﬂ ; der Nenner hat die Form (x—l— %1) +b2; durch die gleiche

. I 0 x
Substitution wie oben geht 3 —— iiber in
U
B
x4 =
dy 1 dx 1 2
yﬁ—}—bz Y arctg =- -—f—C also R AN -l;—arctg 5 +cC.
e+ 24w
Beispiel.
z+3 1 z+3
de=—| ————dz=
f912 61+2 91‘12_%1_}_—2_

I

o=~

703
J:tﬁ;—}z—i—— f(z~——) +(3)

1] 1
=3 —z-ln(a:-—?z-i—g)—}-warctg 1 i—l—c:
3
1 10
—Eh(9z2—6z+2)—{-?arctg(Sz—-i)-{-C’.

2 2
c) ﬂ(,:%m Der Nenner hat die Form (:c—l—- %) . Nun ist aber

1

P dz - )
Jer 2™ s

Beispiel:
5 53:-}-12

f(??a}-zdz- 2:(a2+ 624 9) = ot — 622+ 272 — 108+ 81- -5 .

5

2 (2246) }

z5 7t 27 2 dz
—_— = —223t+—a%— : T2+ 62+ ¢ -
f(x+3)2dz 7 g 108z+81{ wreato? ) G

= %4——213—}-—12—108z+ﬁ1n(12+61—1—9)+ 23 —{—C‘

3) & sei eine beliebige posiﬁve ganze Zahl. Durch Kiirzen mit b, bringe man
oy @° R Lt an %
2’ + By @ s—l‘l‘ -+ B

Die Auswertung disses Integrals ist stets auf elementarem Wege moglich,
sobald es gelingt, den Nenner in Faktoren von hdchstens zweitem Grade zu

f(x) auf die Form
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zerlegen. [Eingehende Bebandlung iiberschreitet den Rahmen des Buches.
Vgl. u. a. Wicke, Einfithrung in die hohere Mathematik S.186—196, Verlag
Julius Springer 1927.

(58) 6. Die wichtigsten Integrale irrationaler Funktionen.

a) f f (w,V ax b) dx; wobei f eine rationale Funktion von z

und ‘/ax —|— b bedeutet. Die Substitution vax —|—b —z fiihrt den rationalen
—b

2
Integranden f( ,z)~‘~z—z ein, womit das Problem auf dasjenige von

(57) zuriickgefiihrt ist.

dz
= —vVazx+b-+}+C.
= Ve

2) f ‘/a;rbdx:;a‘f‘“axﬁ.

Beispiel: f(z) = Ve—a=z, z=221a, de=2zdz.

vm—a
[ 2= dz arctg — == arc ‘/:t__ _E—MCCOS it
f — f(z e va \/ ' va ( Ja V;) .

b) f f(x, Vax? +bx4-c¢) dx, wobei f eine rationale Funktion
von & und ‘/t;a—:”-—T—‘ba: + ¢ bedeutet. Der Radikand 148t sich stets durch die

b
Substitution =2 Y auf die Form (2% «?) bringen.

Die wichtigsten Sonderformeln:

dx . T - z ,
3) IWT;;x;—umln ;+0~—arccos;—[—0.

4) f‘/——::——ln(x—f-v/m)—koz ;%7—% t6of £ 4-;
fﬁ%§=u@m§+a
5) f‘/iﬁé~i‘/¢?ﬁ+o.
6) f‘/_,- %(—x Va?— 2| a? arcsin — )+0
7)fv ~@vm+ﬁ—am( +vala?)-Le.
Vz2+a2dx=%(xvm—a291t@in%).

( Yo —a® 1 a® %t Gof )
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J‘Vﬂﬁ dx:—é—(a: Ja2 -+ a? 4 a? A Gin%)
fyr--ﬁ&:::% (s17 = —ar e o Z)..

a,x —1—a”A1 m”“l—}— +a0
Vaa® —l—ba;—{—c

so kann man am bequemsten das Integral nach der Methode der unbestimmten
Koeffizienten mit Hilfe des folgenden Ansatzes auswerten:

Qn xn—l_ + aO dz —
yez®+ bz +¢
Ay 2 Ay - Ay) Var T ba o+ B f

Ist der Integrand von der Form

dz
Vazt +bztc

Durch beiderseitiges Differenzieren und Koeffizientenvergleichung erhilt
man sodann die nétige Anzahl linearer Gleichungen zur Bestimmung der

dz
GréBen A,_,, ..., 4y, B. Das verbleibende Integral | ————
v ax~+ bz | ¢
148t sich mit Hilfe der Formeln 3 oder 4 auswerten.
Beispiele: 1) [ —29% _ —(4yat 4410+ 49 \aro—22+B [ 25
V2rz — 22 V2rz — a2

Differenzieren und Multiplizieren mit vm—fﬁ :
23 =2A, 7+ 4;) Qrz—a?) (4 22+ A2+ 40 (r—2)+ B.
Koeffizientenvergleichung :
—34,=1, 574, —24,=0, 3rd,—A4,=0, rdo+B=0.

Hijeraus : Azi—%, 41=—-2 7, Aaz—zirz, B=72571-3. Bleibt noch
-dz = az = arcsin T—r (Formel 3). Also ist:
V2rz—a? V2 —(z—r2
1 - _
_Tér L (222 -5z -1572) V212 — 2% - 572 aresin 2T,
V2rz — 22 6 2

2) Die Bestimmung des statischen Momentes des Parabelbogens in bezug
auf die Scheiteltangente fithrt auf das Integral: fﬁ\/zﬂ—{—pﬂdz.
Um dieses auszuwerten, schreibe man:
- zt
22\a2 L ptdo= —,Q'_id =(d323F Ay 2+ A 2+ AV T2+ B | o —
vz -+ V= 2+p‘
Differenzieren und Koeffizientenvergleichung ergibt:
4A4,=1, 3A4;=0, 3A4;9°+2A;=p2, 24,p2+ 4,=0, p4,+B=0, alse

1
Ag=—,
3T 4

1 1
A= p*, B=—pt, dpy=4A¢=0.
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Mit Hilfe von Formel 4) ergibt sich also:
[z“’ Vo2 b p2dr= ; (223 -+p2a) \/z2+p2——1n< +‘/ + )
1 o T o :
=3 (243 4 p*z) Va2 +p2 — ? 911: Gin —; .

(59) 7. Die wichtigsten Integrale transzendenter
Funktionen.

_-*—a'x +c
X —

fa dz e

2) fe’”dx:—e’—}—G

(s 2. (55) 5).

xﬂ ar
fx”e“dx =2° ——ﬁfx”—’e'”dx Rekursionsformel.
a a
Beispiel:
T aZ
f zet%dz= a:i“ —%,74-0
2222 2707 2ea 2 2z | 2
. TR
4) flna:dac =z (lnz—1)+0C.
ant1
4a) fm”lnxdw:m((n—l—ﬂlnx—i)—{—C
Inz Inz 1
m=—2 [LFae=—2C_I4c
n=—1) Jllilidxzi(lnx)”—{—(].
coszsin®* 'z | n—1 g
5) fsm zdx =T T J‘sm zdz
Rekursionsformel.
fsinxdx =—cosxz+C (s. a. (55)6).
fsin”xdw =—;~sinxcosx+§—|—0.

sinzcos" 1z  m—1
6) fcos"xd:c = — fcos”—gxdx
n n

Rekursionsformel.

fcow:dx =sinz}C (s. a. (55) 6).
fcos“:cdx :%sinxcosx—}—g—{—(?.

J‘ dx cos & n—2 dx

7) +

n—1J sin®* "%z
Rekursionsformel.

sin"z  (n—1)sin"~ 'z

sinx

d
f . a: = —cotgz+C (s. a. (55) 7).

sin?x
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dx sin & n—2 dx
8 J\ e f“;A, R o
) cos™ m—1) cos" ' + 1) cori—tz ekursionsformel.

[ el e
f 9 ezt O (s a (55) 7).

cos’x
9) ftgxda: =—Incosz}+C.
10) fctgxdm: Insinz-+C.

X asinbzr —bcosbx

113-) feaxsmbxdx:ea”w——f—C.

ax _ agzacosbz-Lbsinbx
11b) fe cosbzdr=c¢ W—{—C.
12a) fx’”cosxdx: xmsina:—mfz"""’ sinmdx‘l Rekursions-
12b) fxm sinz de = — 2™ cosx —[—mfxm—’cosxdmI formeln.

13) farcsinwdz:xarcsmx—l—‘m——m“’—}—C’.
14) farcc()s:cdx =wzarccosx — }1 —a® }-C.

15) farctgmdac =zarctgx ——;—ln (142% -+0.

16) farcctgxdm:a: arcctgx—{—% In (1-}+a%) +0C.

(69) 8. Niherungsberechnungen des bestimmten

b
Integrals [ f(x) dz.

a) Man teile das Intervall @ bis b in n gleiche Teile; h== b—:g und
setze zur Abkiirzung: y,=/f(a), ¥, =f(a+5), yng(a—]—2h), ces
Yo_y=fl@a+n—1b), y,—=f(a-}-nh)=f(®). Dann gelten die fol-
genden Niherungsformeln (s. a. (19) 5):

(Trapez~

b
) Jf(x)dx:h(@_‘_yl_},yz—l—...—{—yn_l) formel).
b
g n=2 f f (@) de = ?’; (yo-+4y, +vs) (Simpsonsche Regel).

b
y) n=2» ff(x)dm:

:%(yo“*‘yz,,‘f“l'(%_l‘ys‘l”- et Yo ) 2@ Yt Y, 0

(verallg. Simpsonsche Regel).

7
2

Beispiel: J:ffl;l—xdx.
(V]
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Nach Formel g):

LT LT
sin— sin—

sin 0 4 2 n 0,707 10 1
e e e =52 L,
4 2
Nach Formel y):
. sin % sin % sin —; sin 51—;' \ sin % sin =
L A e e s B b e el |
2 12 4 12 6 3
=1,37077.

b) Man entwickle f(z) nach dem Maclaurinschen Satz in ene konver-
gente unendliche Reihe und integriere gliedweise.

Off(x) do=f0)-L+1/0) 5 +1"0) St

Beispiel:
z
dz 1 1-3 1-3-5
— = — -2 EALAL IV PO E =
f\/1—x4 f[1+2x4+2~4 e ]‘”
(4]
T 1 28  1-3 20  1-3-5 18 .
=—+4 =+ == e o konv. fir —1 +1.
Tt st o tagey T TO ko <zl
¥ d
f *;*z;'* = 0,500000 -} 0,003 125 -} 0,000081 - 0,000 003 = 0,503209.

(61) 9. Graphische Integration; Integralkurven.

y = f(x) gibt im rechtwinkligen Koordinatensystem eine Kurve;
Y = [ f(x) dx kann ebenfalls, da ¥ eine Funktion von z ist, als Kurve ge-
deutet werden; ihre

Tangentenrichtungen

sind proportional den
Ordinaten von y =f{ () .

Man bestimme also
zu einer Anzahl Ab-

szissen &y, &y, x,, ...

zeichnerisch die Ordi-
naten Yo, Y1s Yar + <+,
dann die Winkel 9,
Py, %y, ..., so daB
tgdy =1v,, tgd, =u,,
tgdy =14,, ... undziehe
durch den zu =z, ge-
horigen Punkt P, der
Y-Kurve die Parallele zum freien Schenkel von ¢, bis
zum Schnitt mit der zu z, gehdrigen Ordinate, durch
diesen die Parallele zum freien Schenkel von ¥, bis zum
Schnitt mit der zu @, gehorigen Ordinate usf, Der so ent-
stehende Streckenzug gibt eine angeniherte graphische Integration. — Aus der
Integralkurve Y kann man auf dieselbe Weise die Integralkurve §) = [ ¥ d=z
finden usf.

Eine Methode, um aus der Kurve 2= f (:z:) sofort die zweite Integralkurve
y == [y dx, wobei y = [zdx, zu finden ist folgende:
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. dy dy
t, Abb. 53, ' —y'= =<—> —<“) =ted—tgy.
Es ist, Abb. 53, ' —y/'=F ke ), tg 9, —tgd

Aus ¥, und F 148t sich also nach Abb. 53a ¥, konstruieren.
Legt man nun durch den
Az Endpunkt von y, mit Hi'fe
von 7}, die Tangente an die
£ Kurvey =y (%), bringt sie
zum Schnitt mit der Ordi-
nate des Schwerpunktes S
s von F', und legt durch diesen
ﬂ- mit Hilfe von &, die Tangente
Za 1 des zu x, gehodrigen Punktes
von y==y (%), so schneidet

x . 53a.
Abb. 532 diese auf der zur =z, ge-

zAy

_________._____,
<

<N NN

K7

Abb. 53. Abb. 54.

hérigen Ordinate die Strecke y, ab. Man erhdlt also aus dem Anfangspunkte
und der Anfangsrichtung der zweiten Integralkurve Endpunkt und Endrichtung
und kann daher diese mit groBer Anniherung zeichnen. (Anwendung auf ela-
stische Linie, Abschn. Festigkeitslehre.) Eine noch gréBere Genauigkeit erzielt
man durch Unterteilung von F. (Abb. 54.)

B. Anwendungen.

(62) 1. Berechnung von Flicheninhalten ebener Figuren.
a) Zerlegung der Fliche in parallele Streifen: Hat die Fliche, Abb. 55, in

J/d
)
¥ s
x
a - 3 x, z,
Abb. 56. Abb. 57.
s a—>b
Beispiel: Trapez, Abb.56: y=@a— N z,
h
a—b. a—b bk
= — = — 2| = =
F_éf(a N z)dz_[aa: 5 x]o"z(a_i‘b)'

(S. a. (19) 2.)
Hilfsbuch f, d. Maschinenbau. 8. Aufl.

~
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b) Die Fldche ist begrenzt von einer Kurve, der z-Achse und zwei Ordinaten
eines rechtwinkligen Koordinatensystems.

@) Die Gleichung der Kurve sei y = f(z), Abb. 57,

2]
F=[f@de. (S. a. (19) 5.)
£
- 2
Beispiel: Y= -—,
2p
Zo
2 3 =&
F= fz—da:: ‘L] ° =
2p 6 p. 0
0
i 1 1
Abb, 58. = 6p :?zo yo:—3— OXPY (Abb. 38).

B) Die Gleichung der Kurve sei z=¢(t), y==y()

i3
F= [y @dr.
51

(S.a. (50) und (63).)

1
Beispiel: z =12, y=t_?ga,
fa 1 2 2 itz
F= f (z - g-t")-Zt dt = [? o — Etﬂ] : also ist der Inhalt der Schleife Py P50 PyPq
t
5%

(Abb.47 S.83), daty = — V3,  la=--V3, F:z(z‘/g_f;’_\/g) :%‘/3,

c) Die Gleichung der Kurve sei in Polarkoordinaten gegeben
r=[f(9); die Fliche werde von zwei Leitstrahlen und der Kurve begrenzt,
Abb. 59

P
1
F=_—_|7»2d9
2
L8
Beispiel: Die Lemniskate (s. a. (51))
Py
1 a? . :
F= —2~f (@2 cos2P) dd = T (sin2d; — sin 24).
h
Der e Inhalt der Lemniskate ist demnach
(191 =0, dy= —)

(63) 2. Berechnung der Liange ebener Kurven
a) Rechtwinklige Koordinaten.

zp
o)  y=f(), a:‘j‘\ﬂ +y'%d=.

E51

Beispiel: y=—z ‘/% (Semikubische Parabel, Abb. 60).
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z - -
,_3 /= - 9 . 1 le1o2Y

8= ’_[(4a+9z;%—sa\/7].

27Va
L P
B z=o@), y=v@, 3:f\/—(¢’(t))2—l—(y/(t))2dt. s
t
. 1 0 zZ a
Beispiel (s.a. (50) und (62)): T =2, y:t—-?ﬂ,
u ts s
p— — 12 _— 2 = —_
8-f\/(2t)”+(i 3 dt f(i 42 dt [t—l— 3 ]t .

4 X 1

Also ist die Lange der Schleife Py P;O P, P; (s. Abb. 47), \bb. 60
da t,=—V3, t,=-+V3, s=4y3.
b) Polarkoordinaten. (S. Abb. 59.)
By
s= [ B Lrid9. A -
e

Beispiel: Archimedische Spirale: r==a+.

i
=f‘/awe+a2w=—“2—[0¢1+0ﬂ+91:@inz9],
o

2 Abb. 61.

”_ —
8 = 21,256 ¢ = 3,3820 Tyt

(64) 3. Statisches Moment und Schwerpunkt ebener Gebilde.

Ist G irgendein ebenes Gebilde (ebene Kurve, ebenes Flichenstiick), und
soll das statische Moment desselben beziiglich einer Achse a berechnet werden
so zerlege man Gin unendlich kleine Elemente d @, multipliziere ein jedes mit
seinem Abstande e von a (sta-
tisches Moment von d @G beziig-
lich a: dM,=e-dG) und
summiere alle diese Produkte;
die sich ergebende Summeist das
gewiinschte statische Moment

M,,:fe.da.
[¢]

Abb. 62.

Um fernerhin den Abstand ¢
des Schwerpunktes S von G von der Achse @ zu erhalten, dividiere man das
Moment M, durch die GroSe G (Kurvenlinge, Flicheninhalt) des Gebildes

fe.da

I

G

Wihlt man als Bezugsachsen zwei zueinander senkrechte Geraden z und y,
so ergibt sich

Mx:fde, M, :fmd(}.
G ]

7*
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f zd@ [yde
Abszisse von §: f=""—; Ordinate: 5— A
G (&
Beispiele:

Y 1) Der Kreisbogen, Abb.63: db=1r-d%. Abstand
des Elementes @b von der Achse @: z = rcos:; Moment:
dM, =r2cosddd; also

+a
Mazfﬂeosﬂdz9=2f’s'ma =rs.
—-a
§ Der Schwerpunkt S hat vom Mittelpunkt den Abstand
M
8 . 2
e = —b—" = % . Halbkreis: cb=;r = 06377~ %r.

2
2) Der Parabelbogen: y = %, Abb. 58:

ds——‘/i—l- *aa;
o= fomn=[ B\ r e
-5 [@ SV GG -

My=fzd3=6ra:\/i—|—(%)zdz=;_’ [m:!_ps],

2
3) Der Kreisausschnitt, Abb.63: dF:r?dﬁ. Der Schwerpunkt von ¢ F hat

vom Mittelpunkt den Abstand %r. von der Achse @ den Abstand z =—’;’— rcosd; also ist

—f ——ad- r cosd = »3— 73sin a; der Schwerpunktsabstand der Kreisabschnittfliche

M 2r3sina 2 sina 278
om Kreismittelpunkt ist demnach ¢ = — =27 "2 = 2,22 .- 2T%
Ve eismittelp e; ¢ F 3r%a 37 p 3D

Halbkreisfliche ¢ =4 r
F 3 B

4) Parabelfliche, Abb.64: y2 = 2pz. Man zerlege die Fliche in Streifen parallel
zur y-Achse; der Inhalt eines solchen ist d ¥ = y d z, der Schwerpunkt hat die Koordinaten

(| %); folgtich ist sein Moment bestiglich der z-Achse:

g 5 . .
dezzda:, beziiglich der y-Achse: dMy:zydz
Also ist
S o Zo zq .
b} _ 1 __ Zoyo*
Ui J‘? Ef xdz——;pr-—r H
é x" Zo Zo
Abb. 64. f fz\/2pzda:_—zo \/21’%— %zo Y
0
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Der Schwerpunkt hat die Koordinaten:

My  222y,3_ 3 M, zoye*3 _ 3
=Ty _2z3 _3 . == To¥3 _ 3
SF T Samp, 5O T=TF T %2z, 8
(65) 4. Tragheitsmoment ebener Gebilde.

a) Um das diquatoriale TrigheitsmomentJ, eines ebenen Gebildes G (ebene
Kurve, ebenes Flichenstiick) beziiglich einer Achse @ zu bestimmen, zerlege
man es in unendlich kleine Elemente d @, multipliziere ein jedes mit dem
Quadrate des Abstandes e von a: dJ — €*dG@ und summiere alle diese
Elementartrigheitsmomente von G.

J, = f £da.
q

Beispiele.

1) Eine Strecke von der Linge ! sei unter dem Winkel e gegen die Momentenachse z
geneigt; ihr Schwerpunkt habe die Entfernung e von der Achse z. Der Abstand des Ele-
wmentes dl von der Achse z ist y = e xtga, sein Aquatoriales Trigheitsmoment also
(e ztga)? dz. D

dl-(ef+ztga)= cosa h ist das Trigheitsmoment der Strecke [
l
+ ?eosa +—l—005a
(e+ ztga)? 1 [ . 2 z3 ] B,
= |8 = —— = tge = e2]-} — sin% a.
J. w5 a dz o CEEY: tga+3 g2a ! el-|—12sma
— —cosa
— ?cosa 2
Geht die z-Achse durch den Mittel-
Y punkt der Strecke, so ist ¢ = 0, also
B . )
A’ J, = — sin?a; geht die z-Achse d!/}
/ z 12 y
A % durch den Anfangspunkt der z
/ Strecke,soistaz——_%sina, also »
3
. € y Jz = l—sin’ a.
x x 3
2) Das #quatoriale Trigheits- a
Abb. 65. moment eines Rechtecks mit Abb. 66.

den Seiten @ und b beziiglich einer

durch seinen Mittelpunkt //a ge-
zogenen Achse z findet man folgendermaBen: Man zerlegt das Rechteck in Streifen // 2-Achse;
ihr Inhalt ist a d y; ihr Trigheitsmoment y2 ady, wenn y den Abstand von der z-Achse und
dy die Breite des Streifens bedeutet. Es ist also

b) Um das polare Trigheitsmoment J, eines ebenen Gebildes @ beziiglich
eines Poles P zu bestimmen, zerlege man es in Elementarteile d @, multipliziere
einen jeden mit dem Quadrat seines Abstandes r von Pund
summiere alle diese elementaren Trigheitsmomente dJ, ad$

J, =Gfr2dG. |

Beispiele: 1) Das polare Trigheitsmoment des Kreis /-ﬁ
umfanges beziiglich seines Mittelpunktes: v

ds = add; de=a’~ad0

JT
Jp=2fa3dz9=2:za3.
] Abb 67.
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2) Das polare Trigheitsmoment der Kreisfliche beziiglich des Mittelpunktes: Man zerlege
die Kreisfliche in lauter von konzentrischen Kreisen begrenzte Flichen von dem inneren Ra-
dius 7 und der Breite dr; das polare Trigheitsmoment einer solchen ist d J p= 2ardr-re;

a

i Jy=[2a0dr="Taq4.

also ist P fn dr 2a4]
0

Anwendungen auf rdumliche Gebilde s. Analytische Geometrie des
Raumes.

VIII. Differentialgleichungen.
A. Erlduterungen.

(66) Eine Gleichung zwischen verinderlichen GréBen und ihren Diffe rential-
quotienten heiBt Differentialgleichung. Enthilt eine solche auBer einer
unabhingigen Veranderlichen () nur noch eine von ihr abhingige Verinderliche
(y) und ihre Differentialquotienten (y’, ¥”, ...), so heiBt sie eine gewdhnliche
Differentialgleichung. Ihre allgemeinste Form ist

f(xa Y, y': y”: ey y{n)) =0.
Enthilt die Gleichung mehrere unabhingige Verdnderliche (z, y) und eine von
ihnen abhingige Verinderliche (z) und deren partiellen Differentialquotienten
<az iz Pz Pz Pz
dx’ oy’ 9a®’ dx oy’ oyr’
gleichung; die allgemeinste Form einer partiellen Differentialgleichung mit
zwei unabhingigen Verinderlichen ist demnach

< 0z 0z 0z Pz 0z ) 0

\®% %50 5y 50 Gmay a2’ ) ="

Unter der Ordnung einer Differentialgleichung versteht man die Otrdnung
ihres hdochsten Differentialquotienten.

Eine Differentialgleichung ist integriert oder geldst, wenn man fiir die ab-
hingige Veranderliche alle Funktionen der unabhingigen Verédnderlichen ge-
funden hat, welche mit ihren Differentialquotienten die Gleichung befriedigen.
Eine solche Funktion heiBt LOsung oder Integral der Differentialgleichung.
(Zum Unterschiede hierzu nennt man in der Lehre von den Differential-
gleichungen [f(x) dz eine Quadratur.) Das vollstindige Integral einer
gewGhnlichen Differentialgleichung #7-ter Ordnung enthalt auBer den in der
Differentialgleichung auftretenden Konstanten noch n weitere willkiirliche Kon-
stanten. Gibt man diesen oder wenigstens einer oder mehreren von ihnen einen
bestimmten Wert, so geht das vollstindige Integral in ein partikuldres In-
tegral iiber, Ein Integral, das nicht n willkiirliche Konstanten enthilt, aber
auch nicht durch Spezialisierung von solchen aus dem vollstindigen Integral
hervorgeht, heit ein singulidres Integral

Beispiel: Die gew. Differentialgleichung 1. Ordnung a (z+yy') =92 (1 ++ y'2) hat

2\ 2
als vollstandige Losung: (z— —f,—) ~+y2 = ¢? (¢ Integrationskonstante). Denn durch beider-

a 2
seitiges Differenzieren ergibt sich 2 (z — %—) +2yy =o0; also ¢ = a(z+ yy'); setzt man

diesen Wert in die Lésung ein, so folgt y2y'2+y2 =a(z+yy’), also die urspriingliche
Differentialgleichung. Ein partikulires Integral erh3lt man beispielsweise, wenn man
¢ =0 setzt, also 22 {-y2 =0 - . " a
— artikuldre Integrale. Andererseits erfiillt auch 2 =a (z+ —
c=Va, (za1)“+y"=a}p e Trtegr nererset a ueh ¥* ( +4)
die Differentialgleichung; denn setzt man 2y y’ =a, oder y’ = Y in die Differential

gleichung ein, so ergeben sowohl die linke wie die rechte Seite a(z—l—%). Da jedoch

.), so heiBt sie eine partielle Differential-
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Y= a(z—}— ) nimmermehr aus dem vollstindigen Integral durch Spezialisierung von ¢

hervorgeht, selbst aber keine Integrationskonstante enthilt, ist y2 =a (z + = )em singuldres
Integral.

B. Gewohnliche Diiferentialgleichungen.

1. Differentialgleichungen 1. Ordaung 1. Grades.

(67) Eine Differentialgleichung 1. Ordnung heift vom 1. Grade, wenn sie
in g’ vom 1. Grade ist. Sie 14Bt sich also stets auf die Form bringen 3’ = f/(z, y)
oder ¢ (z,y)dx -y (x,y)dy= 0. Es gibt keine allgemeine Methode, um
diese zu integrieren, d. h. ¥ so als Funktion von 2 zu bestimmen, daB8 die Differen-
tialgleichung befriedigt wird. Man ist also auf Sonderfille angewiesen; die
wichtigsten sollen im folgenden besprochen werden:

(68) a) Trennung der Verdnderlichen. LiBt sich die Differentialgleichung
so umformen, daB der Faktor von dx nur eine Funktion von z und der Faktor
von dy nur eine Funktion von y ist, so ist die Integration der Differentialgleichung
auf zwei einfache Quadraturen zuriickgefiibrt:

Ist ¢ (z) - do -+ y(y)- dy =0 die Differentialgleichung, so ist
[ @ (@) -de-} [ (y) - dy=c ihr vollstindiges Integral.

Beispiele: 1) y'+% =0 oder %4— %?1 =0, Integral:lnz{Iny=In¢; zy=c.

2) Bestimmung des Gesetzes fiir die Querschnittsinderung des Korpers gleichen Wider-
standes gegeniiber Druck. Druckkraft = @, Beanspruchung o = konstant =k, spez. Ge-
wicht = y . Fir Querschnitt gy im Abstande 2, Abb.68, gilt

T ¢
Q +f711dz = ky und differenziert yy = k ¥’ oder k gyl = ydz und
0 z
klny =yz-+klne¢, worin kln¢ = Integrationskonstante . Durch [
re Q ety —>

Umformen folgt y = ce ¥ Firz=o0 ist Yo =; und damit

Qe =¢. Somit ist die allein in Betracht kommende partikulire

k

p Abb. 68.

Losung y = ?e" . Im Falle Gestaltung als Umdrehungskérper

ist y = w72, und damit folgt die Gleichung der Meridiankurve in 7 —V e 21‘ ; die
Meridiankurve ist eine Exponentialkurve.

(69) b) Die homogene Differentialgleichung hat die Form y’:f(%)
oder (p( )dx—}—y)( )dy—o Sie 1aBt sich allgemein integrieren. Zu

diesem Zwecke setze man y =z -2; dy = -dz -} z-dz; hierdurch geht sie
iber in die neue Gleichung ¢ (2) -dz -+ v (2) - (xdz + zdw) =0. In dieser

. dz z
lassen sich die Verdnderlichen trennen: — —]— — Y8 g,
P @) +2y()
Beispiele: 1) (22— y2)dy—22zydz =0, y=zz, dy=zdz-t+zdz
1—22 dz
3 72 22 _ = _4T -
(€3 22a2%) (zdz+2d2) —2222d2=0, z(1+z9) p 0,
1—22 dz dz 2zdz dz
fz(1+z*)dz'f7+h“’_°’ fT_fH-za“f?',H‘”“O'
z
lnz—“—m—}—lnc:o, m:i, 22+ yS=cy.
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2) Bestimme eine Kurve so, daB jede Normale auf der z-Achse ein Stiick abschneidet,
welches gleich der Entfernung des zugehdrigen Kurvenpunktes vom Anfangspunkte ist.
Der Kurvenpunkt P habe die Koordinaten # und y.

ON==z+ts,, s,=yy, ON=0P=y22 | y2. Alo

ergibt sich die Gleichung z +yy' = V22 92; y=zz»
y =az'+z, v+ xz(22'+2)=2\1+422. Trennung
der Veranderlichen:

z

dz
Tf_»:’dz—i——f_o,
1422 —y1+2 z

zdz dz
_— -—=1Ine.
f(i—i—z”)—‘/i—}—z’ +f z e

Zur Auswertung des ersten Integrals setze man \/1_ +22 = u;
Abb. 69- ﬁgehtﬁberinfu—dj_‘—izln(u—i):ln(\/i—_}_zz_1)

=In ( 14 (—:—)’— 1) . Daher bekommt man

ln(\/1+(_'zi)2_1)+lnz=lgc; V2L 92 —z=c¢, y2=2¢ (z+§)-

Es ist also eine Schar konfokaler Parabeln, deren Brennpunkt in O liegt, und deren Achse
die z-Achse ist.

Auf die homogenen Differentialgleichungen lassen sich auch die Gleichungen

von der Form gy — w 4 zuriickfiihren; bestimmt man nimlich
a; - b,y + ¢,

zwei GroBen m und 5 durch die beiden linearen Gleichungen a,m —b,n ¢, =0

nnd a@,m - b,m +-¢,=0, so fiihren die beiden Substitionen z =& -}-m,

y =7 -} n die urspriingliche Gleichung in eine homogene Differentialgleichung

fir £ und # iiber.

Beispiel:
’ 2(2—2y+”_ . _ —0 I —q. __
v+ se_y—4 —% m 2n+:_o, Sm—n-—4=0; m=1; n=1.
d 25—4
g=E(+1;  y=n+1; -—Z—I—- 1 =o; n=§¢  dn=%§dit{-a¢
ds 58—19

(Eedl+C-d8) (58— 60+ (25 —458)-ds=o0.
Trennung der Verinderlichen:
— 2
F et at=0  hithCor-hg-2=hg ST o,

{—2 '
(4672

— ¢ —2)2— —
7 —28 ¢ (z+y—22=c(y—2z41).

Lassen sich die beiden linearen Gleichungen nicht nach m und % aufldsen
(wenn @, :b, =a,: b, ist), so filhrt die direkte Substitution a, 2 b, y =z
zum Ziele.

Beispiel:
(z—2y+9)dz—(3z—6y419)dy =0; z—2y=g¢; da=dz42dy;
(g49) (dz4-2dy) — (321-19) dy = 0; :—i—?dz:du; z+8ln(z+1)=y+e¢;

z—3y+8ln(z—2y+1)=c.
(70) c) Die lineare Differentialgleichung hat die Form y'—P (z)-y+ @ (z);
ihr vollstindiges Integral ist y— ef‘p'df"{er_fP'dz dx +C} .

1
Beispiele: 1) y'+yoosx—%sin2z=0; P—=—cosz; Q= —Esinzz;
”=.—-/cosx-ds{f_;_ sin2zef°°sz'dzdz-§-c}=e—5i“4'{f¢5m”sinzcosz-dx+c}

—e—sing[ sing gn g —1)+C]=sinz —1+4 Ce—Sine,
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2) In einem elektrischen Stromkreise sei E die Spannung, ¢ die Stromstirke zur Zeit ¢,
ferner die Konstanten R der Widerstand und L die Selbstinduktion. Es gilt die Beziehung

. ai ai R E
= @ a A N
E 1R+Ldt, 0 i+

Durch Integrieren erhdlt man zwischen ¢ und E die Gleichung

L t L t
-ty =
i=e L {ffEcL de+ 4.
Beim SchlieBen eines Stromes gehe beispielsweise zur Zeit ¢ = 0 E vom Weite 0 plstzlich
R
-t
auf den konstanten Wert E = E, iber; in diesem Falle wird ¢ = gRi +4e L7; da fir

¢ =0 ¢ =0 ist, so bestimmt sich die Integrationsgkonstante 4 = — E—T‘;- 350 daB das hier allein

R
——t
in Betracht kommende partikulire Integral lautet: § = l_’7R£ (1 —e L ).

(71) d) Ist die Differentialgleichung ¢ (z,y)-dz -+ y (¢,y)-dy =0 so be-
0 0
schaffen, daB —a%) = bz, so ist die linke Seite derselben ein vollstindiges

F
Differential einer Funktion F (z,y), so da8 aa—i =@ (z,y) und % =y (z,9)

ist. Dabei bestimmt sich F durch die Gleichung
0
F(z,9) =I¢(x,y)-dx+fw(x.y)'dy—fw 9 (.y)-dz]-dy.

Hat man auf diese Weise F bestimmt, so stellt F (z,y) =c die vollstindige
Integralgleichung der gegebenen Differentialgleichung dar.

Beispiel:
op oy
(234 zy2 —a27).dz+ (22y + y3 +a?y)-dy =o0. 53/_=+2z”=5;’ also voll-
i
stindiges Differential. F(z,y) = _-|-"—”f - “’”24-”’2”’ +”T‘+"’T” ETETE

oder (22} y?)3—ad(22—y2)=¢

2

Ly T 2Py oyt a2 @R ¢
Dah t — -
er it Tt AT T T T

die vollstandige Integralgleichung.
Ist die linke Seite kein vollstindiges Differential, so kann man sie haufig da-
durch, daB man die Differentialgleichung mit einem Faktor R (z,y), dem inte-

grierenden Faktor oder Eulerschen Multiplikator multipliziert, in ein solches iiber-
fiihren.

Beispiel: Die Differentialgleichung (y + zy2)-d 2+ (z — 22y)-dy = 0, die selbst kein
vollstandiges Differential ist, 148t sich durch Multiplizieren mlt

fiihren; man erhilt dadurch ( ) (z i ) dy—-o Das vollstindige
Integral ist sodann wZ 1 c.
Yy ry
(12) 2. Differentialgleichungen 2. Ordnung.

Die allgemeinste Form einer Differentialgleichung zweiter Ordnung ist
fl@,y,9,y")=0; das volistindige Integral enthilt zwei Integrations-
konstanten. Da die allgemeinste Differentialgleichung zweiter Ordnung noch
viel weniger einer Losung zuginglich ist, als die erster Ordnung, sollen hier
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die fiir die Technik wichtigsten integrablen Sonderfille einzeln betrachtet
werden.

a) y'=—a. Losung: y=%x’—}—clx—]—cg.

Beispiel: Freier Fall im luftleeren Raume:

d?s ds 1

w0 dt—at-l—vo, s:-i-gt2+vot+so.
Verallgemeinerung:

a a - —

d—z',{=a, v=mia"tas"  tas T b e,

(73) b) y'=f(x). Losung: y=[([f(2)-da)-dx+-c,z+}c,.

Beispiel: Bestimmung der Gleichung der elastischen Linie des durch gleichférmige Last
Q = ¢! und Einzellast P belasteten, horizontal eingespannten Freitragers. Fiir angedeutetes Ko-

ordinatensystem lautet die Differentialgleichung der elastischen Linie y'' = — 7 (P + )
Einmaliges Integrieren ergibt y’' = —-3— (—; 2+ = z“) e ; firz=11ist y =0, daher
a [P q
= (1 Ls
4 0 5 <2 2+ ¢ l) +e
und y' :f_[ﬁ (lz_zz)+_‘1_(la_,,a)] .
gt ¥ J 2 6
7 f Weiteres Integrieren ergibt unter Beachtung, da8 fir
% X &= 0 auch y=0
z—> 29 2
l e
y=3 7 P2z 3 + 3 Bz %
P fir z =1 ist max = f = __[ l3+ ]
Abb. 70. v= -
a%
dx dy dy dy

74 = . Set M —
(749 o y'=fy etzt man ¥y = dy dz =1y - g’ so
geht die Differentialgleichung iiber in y’ Ej;: f(y), Differentialgleichung

1. Ordnung zwischen y und y’, welche Trennung der Verinderlichen zuliBt:
2
¥ dy' =1(y)-dy, also y;=ff(y)'dy-l—cp oder
5o =V2([f®)-dy+ec,),

eine Differentialgleichung 1. Ordnung zwischen  und y , in der sich ebenfalls
die Verdnderlichen leicht trennen lassen. Das vollstindige Integral der ur-
spriinglichen Differentialgleichung lautet demnach:

= e
f\l2 (7 )-dy dy—l—cl)
Beispiele: 1) Die Differentialgleichung der harmonischen Schwingung lautet:

d2
b= —a%s oder -~ -+a%?s=0.

. ds d?s _dv dv dv
t B = =y — — 28 — 0.
Esist o=0r @ ~at 'a W° g, tets=0
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Die Integration liefert » = \/cl —a?s? Geschwindigkeits - Weg - Beziehung. Fiir die
Beschreibung der Bewegung mogen zwei Anfangslagen herausgegriffen werden: Im ersten
Falle mége der bewegte Punkt P zur Zeit ¢ = 0 durch
die Ruhelage O gehen, also 8 = 0 sein, und dabei die
Geschwindigkeit v, haben; im anderen Falle mége der 0
Punkt P zur Zeit ¢ = 0 die weiteste Entfernung ! von
der Ruhelage haben, also 8 =, v = 0 sein. Fiir Abb. 71.

i ——T

Fall 1 ist ¢; =v,2, also v=y,®—a2s?, fir

Fall 2 ist ¢; =a2l2, also v=a\/12—35.

,—_—(%:., so folgt weiter \TcTTd—Z:T;: dt, t=—2~arcsin3%+c,, 8:‘/701 sin [@(t—¢g) |,
also fiir den 1. Fall 3:1;0 sinat, v=uyycosat;
fir den 2. Fall s — lcosat, v=—alsinat.
Die Bewegung ist also eine Schwingung; die Periode ist 7=-"-, die man leicht messen

a
und aus der man die fiir die Elastizitit bestimmende Konstante g = ?; errechnen kann.

Da sich auch die Schwingungsweite / messen 148t, kann man aus ihr die Geschwindigkeit beim
Durchgang durch die Ruhelage 0 9yp=al=2= ;, berechnen.

2) Die Bewegung eines Massenpunktes P in einem wagerechten Rohre, das sich um eine
vertikale Achse mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w dreht, ist besch.neben durch die

L = o w?, wobei o die Entfernung des Punktes P vom Dreh-

Differentialgleichung : ait
11;\‘11111:16(:() zur Zeit ¢ bedeutet, Das vollstindige Integral ; 0 P
o=016%% 026 L, 0
v=0 (0 e?t —cge™ ) Abb. 72.
Ist beispielsweise zur Zeit ¢=0 v=10,, =0, so wird ¢;+e¢3=0,
cl—c,=:—)°, also cl=—;%=—c,, also g:%@inwt, v = vy Cof wt.

Ist andererseits fir t=0 v=0, p=a, sowird p=aCojwt, v=awCinwt.
(5 4 ¥Y'=r).

’
1. Weg: (»i~».f(y) Trennung des Verdnderlichen : x_f 7 y,)-]l—cl,

Darauf Auflésung nach y'— @ () und hieraus y = [¢ (z)-dz ¢, .
vy ydy
2. Weg: y’ = [(¥'). Trennung der Verinderlichen:y = J. +e/,

Darauf Auflésung nach y'=1 (y) und ferner hieraus —f @) e’

3. Weg: Parameterdarstellung: z :J.f%;—:) e, y= [‘3;‘_(:}{ +¢’.

Beispiele: 1) y''+a2y?2+b2=0.

dy’ , _ ay’' __ 1 L3
ge=mwvioe e=foilta, = paas[fv]ta,

1
u’:—%tg[ab (x— epl, u=+;hcos[ab(1—cnl+02,
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(Wurf senkrecht nach oben im lufterfiillten Raum).

2) ,In_*_azulsl_bazoy ‘fi_yz_:ba_aa”rg
. dy' 1 b—l—-ay 1 ¢,
-"-—fb,_a,v,,'f‘cl—mh — +01 AT +a,
b .
Yy = r Tg (@b (z — ¢y)], Y= ﬁ In Gof [@b (2 — ¢1)] + cg.

(Fall im lufterfiiliten Raum).

(76) Anwendung:

Bestimmung der Seilkurve fiir das ruhende und fiir das mit Geschwindigkeit v laufende Seil.
Auf Seilelement PP, =ds=pdop wu-ken auf das ruhende Seil die aus Abb. 73 ersichtlichen
Krifte. Das Gleichgewicht des freig ten Elementes fordert die Erfiillung der Gleichungen

| é S-+gsin pds — (S+dS)cosdy =0,
%’( geos p-ds—(S-+dS)sindep =0.
Zufolge cosdep = 1, sindp =d¢, und unter
Vernachléssigung unendlich kleiner Glieder hdherer
Ordnung wird
gsinpds =dS und gcosp-ds =S do.

I Durch Division folgt tg ¢ :—;-gﬁ: Diff.-Gl.
! @
 Slgds j{llz dp  1.0rd. 1. Grades zwischen § und @. Trennung
1
|

H der Veranderlichen liefert
_,:ﬂ _J_JZ_L___,_X

as
Abb. 73. 1) 5= tgp-dg

und damit In § = —In cos ¢ }-¢ oder S cos ¢ = ¢, d.h. Horizontalkomponente des Seil~
zuges ist konstant =¢ und insbesondere = Seilzug H im tiefsten Punkte M der Seilkurve,
also

e=H

S 4,- H do

und damit = == ——
g cos p g cos® @

Andererseits ist d8 = Y1+ y’3-dz, und weil tgp = y’, also c:s;"(p =dy’, so folgt die
Differentialgl. 2. Ordn.
Vitys.dz = %’.ay' oder ¥ :IiIV1+y'=.

Es ist

av q
m = 'H—'di, also

(z—z«) =% Giny = (y +Vi+y?) .

Fir ¢ = 0 ist £ = 0, daher auch z, = 0. Damit wird

(qz gz
cem 2ot T_,"F)
v'—@mHz—2 e e
q q
7l = —=z
und v— =2 o &2 “(eu Te H).

Firz=0siy=a =-qu ; damit folgt y, = 0 und die Gleichung der Kurve

£z _z
v=a@r)i§=—< s “)-

Seil hingt nach einer Kettenlinie durch. S. a. (92).
Im Falle b) tritt zu den oben angegebenen auf d s wirkenden Kriften noch die Zentri-
2
fugalkrafe L g5 2 = _;L v*de (da g = %) hinzu, die normal zu ds wirkt. Damit die
g e
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vier Krate S, S+ dS, ¢-ds, ~v®de im Gleichgewicht sind, ist ndtig, daB ihre Projek-

tionen auf jede Richtung einander aufheben. Projiziert man sie einmal auf die Tangente,
das andere Mal auf die Normale in P, so ergeben sich die zwei Gleichgewichtsbedingungen

2) —dS8-+g¢-ds-sinp =0, 3) —S-dw—l—q-ds-oosgz—}—-g—v”'dzp =0. Durch
Elimination von ds erhdlt man die folgende Differentialgleichung zwischen S und ¢:

4) (S — —%—v”) tgp = gig , die man auch aus 1) dadurch erhilt, wenn man dort § durch
P
S ﬂ_vg ersetzt; ihr Integral ist also §) S — &,1:4 + %v’, wenn wiederum H die Spann-

kraft im tiefsten Punkte des Seiles im Falle a) » = 0 bedeutet. Gleichung 5) sagt also aus,
daB die Spannkraft der Bewegung sich von der Spannkraft der Rube in jedem Punkte um

denselben Wert -q-'nﬁ unterscheidet. Setzt man 5) in 3) ein, so ergibt sich in Ubereinstim-

g
mung mit oben zwischen 8 und ¢ die Differentialgleichung ds = E (:s(p Hieraus folgt

aber, daB8 das mit der konstanten Geschwindigkeit v laufende Seil nach derselben
Kettenlinie durchhingt wie das ruhende Seil. (Friedmann; Z. 1894, S.891f.;
Bach, M.E.).

(77) ) Die lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung.
ym X,y L Xy L X,y X,y =X,

wobei X,, X,, ... X, im allgemeinen Funktionen von z sind.
«) X,—0 homogene lineare Differentialgleichung.
1. Fall: Die Faktoren von y®, y»—0 4 y sind Konstanten
yW oyt a0+ . ey fay =0.

Man lose die Gleichung n-ten Grades " | a, ¥*"1 - a,r" 24 ... f-ap_,r
~}-a, = 0; ihre Wurzeln seien r,, 7, 75, ..., 7.

o) v, 7y, ..., Ty seien alle untereinander verschieden. Dann lautet das
vollstandige Integral

y=rc, et e Lo e ... fc,em”
f') Die Wurzel r, trete -mal auf; dann ist die vollstindige Losung
A—1 A—-2
=... (2 o T 4 +cl/1—1 x—l—cll)e'l”.

Sind ry=1 +<v” und 7 =1, —iry”’ zwei konjugiert komplexe
Wourzeln der Gleichung n-ten Grades, so ist fiir

rz r' z r/© i
crek tope® —e* (cxeosty” - ok sin 1y’ @) zu setzen.
Beispiele:

0 Y+ —yH159=0; 3412 —rH15=0; n=—3; rp=142ii ry=1-24;
y=c1e"3% } ¢%(cy00822 -} cgsin2z).

2) ym_3yn+4y:0; ,3_3,2+4:0; r=—1; rp=1r3=2;
y=c16~ %+ (cgz+ ¢3) €2 7.
3)y"'+ay' +by=0; r2+ar+b=0; r———:[: ——b

2 z
a)%—b=w2>0; y=e 2 (;e¥WT L cpe—WT) =

r
=e¢ 2 (,Cofwz+}c,Ginwaz).
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a

2
Pb—-"F=e>0 y=¢ 2

z —_—
(c1c08 0% +cosinpz) =¢y 2 sinp (x — Zo)-
2 —-—z
?) aT—b=0; y=(a1z+co)e 2
S. a. Gedampfte Schwingung (175).
2. Fall: Es sei X = it % 50 daB also die Differentialgleichung
(azx | b)
von der Gestalt ist
(ax+b)*y™ -+ a (az 4 b)"1y*—N 4. .. J-@a,_, (@ax+b)y +a,y=0.

Das partikulire Integral ist y — (az - b)’; setzt man dieses in die Differential-
gleichung ein, so ergibt sich eine Gleichung n-ten Grades fiir r; ihre Losungen
seien #,7%,,...,7,_,. Das vollstindige Integral ist, vorausgesetzt, daB die
Wourzeln alle voneinander verschieden sind:

y=c, (ax+b)"+c, (@ax-b)2+... +c, (ax +b)'n.

Tritt dagegen 7, als A-fache Wurzel auf, so ist

y=...4 (@az-b)" (c)y} c;,1n (az | b)}—{— ¢ (In (@2 1 b))? -
4. ey (In @z 4-5)" 7).

Beispiele:
1) (z—22y"+3(@—2)y —15y=0; y=(2—2); y=r@@—27" Y
y'=rir—1)(@—1""2%  rr—1)+3r—15=0; r242r—15=0

— . _ . — Ce
rn=3; re =—25; y=c(z—2)3 G2

2) z‘y""—za:‘y”’—[—zzy”——Szy’—l—sy:O;
rir—1)(r—2)(r—3)—2r(r—1) (r—2)F+r(r—1) —5r+5=0;
rt—8r311872—16r+5=0; =T =1r3=1; 74=275;
y=(1+cslnztecg(Inz)2)z 4 cq25.

B X, + 0.

1. Fall: Die Faktoren von y™, y»—1 4@®—2 "o/ 4 sind Konstante.

y(n) + aly(n—l) + azy(n_g) ‘l‘ e + an—l?/' _’_ a,y :Xo-
Man bestimme n Funktionen von z ¢, (%), ¢, (%), ..., ¢, () derart, daB ihre
Differentialquotienten ¢,’, ¢,’, ..., ¢,” den n linearen Gleichungen geniigen:

01'%' +62/y2/ _}_ . _I__c"/ynl =0 . y2:efgz’ TR :er”z
o'y ety ... Lty =0 und 7,7y, ..., r, die Wur-
e N 2 ¢ zeln der Gleichung
....l........... r”—]—alr"‘l-{—...—l—
cllyl(n—2)+ cg'?/z‘"—g)‘{— . _l_ c"ryn(n~2) =0 + @y r+a,=0
o'y V4 o)y, ey =X, ) sind. (S.«) 1. Fall)

Dann ist ¥ = ¢, ¥, -} ¢,¥ + €Y + . . . - €4y, das vollstindige Integral der
gegebenen Differentialgleichung.

o'y +e'y, +... ey, =0 ] wobei y, = "7,

Beispiele:

1) ¥y’ —9y' +20y=122 12--97r4+20=0; 1 =4; rg=75;
U = et?, 1/2:05"’
1 5 e 47

c1'et? Loy ed% =0, | ¢ = —22e 47, cl:?~(8z2+4z+i)+01;
-5z

125

g — —

4o et 150, P =22 | o = 22657 (2522 1102 -2) +C,
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1 9 61 4 LY
=224zt —1C1e*% - Cye?%.
Yy 20 + 200 + |UDU+ 1 +Cs
2) (Differentialgleichung einer erzwungenen Schwingung)
ij—knzs*n’a sindt; r;=1n; ro= —4n; 8 = cosml; 8g=sinnt;
l ¢y’ cosnt+tey'sinnt=0 |
l —mney' sinnt+ney’ cosnt =n2asinbt |

'

¢’ = —nasinbtsinnt = ’% [cos (b +.m)t — cos (b — n)t];

¢y’ =nasinbtcosnt= nTa [sin (b} n) ¢ +sin (b — n)¢];

na(sin(b+mn)t sin(d—mn)t na[ cos(btnm)t cos(b— n)t
”lzi’l btn b—n J+es a=% [# bFn b— ]+
7ga[sin(b-{-n)tcosnt—cos(b—l—n)tsmnt_sin(b—n)toosnt—l—cos(bAn)tsmnt]
T2 b-+n b—n

+Cycosnt-}Cysinnt.

_ha sin bt sinbht .
=2 lFa— _n]—}—C,cosm-I—C’asmnt.

2
ng"_ i Sinbt+Cycosne Cysinnt.

=a

2.Fall: X)=ay(az}b) ~k 5o daB die Differentialgleichung die Gestalt hat

y"y ¥ y
™ Lq a ety —e—ta, —>—— =X,
Yt et e e T T e 0
Sind 7,,7,,...,7, die Wurzeln der in «) 2. Fall aufgestellten Gleichung
n-Grades, so setze man yj, = (az + b)"% und bestimme die Differentialquotien-
ten ¢/ der Funktionen ¢j durch dasselbe lineare Gleichungssystem wie im

1. Fall. Damn ist y=c¢, (az}b)™ ¢, (ax-+b)2F ...+ ¢, (ax+b)"»

das vollstindige Integral.

6a'p

"’
worin p die als konstant angenommene Belastung pro Flicheneinheit und o die reduzierte
Dehnungszahl bedeutet, so geniigt ¢, Abb. 74, der Differentialgleichung

Beispiel. Festigkeitslehre: Kreisrunde Platte mit zentrischer Belastung. Ist N =

a2

2t =N

a2 1dep 1 .

it Tz s w7
=1 re=—1; p1=2; @p=

cl':c—I-E::«':O; o' =—

cl’—%:—Nﬁc; c,:—g 2+Cy; cg=—gz4—|—cz.
r=—TstaetIntZ o= Tuorcatd

@s) IX. Analytische Geometrie.

Analytische Geometrie ist rechnende Geometrie; sie steht im Gegensatze
zur synthetischen Geometrie, die ihre Sitze durch logische Schliisse schafft. Um
die geometrischen Gebilde Punkt, Linie, Fliche durch Rechnung zu erfassen,
legt sie ihren Betrachtungen ein Koordinatensystem zugrunde.
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A. Analytische Geometrie der Ebene.

(19) 1. Die gebriuchlichsten Koordinatensysteme.

a) Das Parallelkoordinatensystem. Man wihlt einen festen Punkt O, den
Koordinatenanfangspunkt, Koordinatenursprung, Nullpunkt, und
durch diesen zwei feste Geraden: eine Abszissenachse, zumeist -Achse genannt
und in horizontaler Lage, und eine Ordinatenachse, zu-
meist y-Achse genannt, unter dem Winkel w, dem Achsen-
winkel, gegen die Abszissenachse geneigt. O zerlegt
beide Achsen in zwei Teile, einen positiven (bei der
«-Achse zumeist nach rechts, bei der y-Achse zumeist nach
oben gerichtet) und einen negativen. Auf beiden Achsen
wiahlt man eine bestimmte Strecke als Lingeneinheit.

Abb. 75. Beide Achsen teilen die Ebene in vier Quadranten I,

11, I1I, IV. Um einen Punkt P der Ebene (Abb. 75) ein-

deutig festzulegen, zieht man durch ihn eine Parallele PX zur &-Achse und eine

Parallele P Y zur y-Achse. Die Strecke O X = Y P =g heiBit die Abszisse,

die Strecke 0 Y == X P =y heit die Ordinate von P. Durch die beiden

Zahlen z und y ist P eindeutig bestimmt. Uber die Verteilung der Punkte in
den einzelnen Quadranten gibt die folgende Tabelle eine Ubersicht:

1| | x| v | Z-Adkse | y-Achse !O—Punkt
pos. | neg. | pos. | neg. |
I Bl e S N NN N
vl +1+1 =T =1olol+1]—=1o0

Ist ®=1R, so heiBt das Koordinatensystem ein rechtwinkliges
Koordinatensystem; es ist das fiir die technischen Zwecke fast ausschlies-
lich gebriuchliche.

(80) Koordinatentransformation.

a) Parallelverschiebung: Urspriingliches System
(#/y), neues (&[y). Koordinaten vou £ beziiglich des
Systems (#/y) # =m; y=mn. Fir einen Punkt P ist
b=z—m; n=y—mn; z=Etm; y=n-fn.

b) Verwandlungeines rechtwinkligen Systems
(2/y) in ein schiefwinkliges (¢/y)) und umgekehrt
(mit gemeinsamem Ursprung). Fiir einen beliebigen
Punkt P ist

z=r—yctgw l t=2-ycosw
y:

=ysinw
sin @ | h=y
¢) Drehung eines rechtwinkligen Systems (z[y)
um den Winkel «in das rechtwinklige System (X/Y)
unter Beibehaltung des Anfangspunktes.
z=Xcoseg — Ysinea X==zcoso+}ysina
y=-Xsine+ ¥ cos Y= —zsina-}+ycosa
Beispiel: Die im rechtwinkligen Koordinatensystem durch
die Gleichung 2922 + 24 zy -+ 36 Y2 + 922 —24y — 76 = 0 dar-

gestellte Kurve soll mit Hilfe von Koordinatentransformationen be-
stimmt werden:




(82) Analytische Geometrie. 113

a) Parallelverschiebung: ¢ = § -+ m; =n+n:

2952-F-24&En + 3672 +(58m+24n+92)E+(24m+72n.—24m+
+29m2+-24mn-+36 n2+92m —24n— 76 =0.

Bestimmt man m und n, die Koordinaten des neuen Anfangs-
punktes so, daB 58m -+ 24n 492 =0, 24m-+ 72n—24 = 0 ist, so
daB also m = —2, n =1 wird, so lautet im neuen System die
Gleichung 29 £2 124 £+ 36 72 — 180 =0. Da infolge des Fehlens
der linearen Glieder diese Gleichung, falls sie von den Koordinaten /7,
eines Punktes P, erfiillt wird, auch von den Koordinaten — &y/—- 7,
des zu P, beziiglich 2 symmetrisch gelegenen Punktes Py’ erfiillt wird,
folgt, daB @ alle durch ihn gehenden Sehnen der Kurve halbiert, also
Mittelpunkt der Kurve ist.

b) Drehung des Koordinatensystems um den Winkel o (tga = f;‘); es ist cosa =

:%, Siﬂa:—:-: demnach };:ix_“_'y; nzix—]-iy, also

5 5
4
n(3x ——Y) +a2 (3 X———Y)( X4 Y)—|-36( X—{—»—Y) —180=0;
2
oder 45X2-4-20Y2—180=0, bzw. 2 Zz =1; also ist die Kurve eine Ellipse mit

den Halbachsen 2 und 3. (S. a. (86).)

(81) b) Das Polarkoordinatensystem. Man wihlt einen festen Punkt O (den
Pol) wie in 1 und einen von diesem ausgehenden Strahl (in meist horizontaler
Richtung), den Anfangsstrahl. Um einen Punkt P der Ebene eindeutig festzu-
legen, verbindet man ihn mit O und bestimmt die Strecke O P =7, den Leit-
strahl, Fahrstrahl, Radiusvektor, und den Winkel ¥, um den man den An-
fangsstrahl drehen muB, bis er mit diesem zusammenf3llt. J heiBt

die Amplitude (Anomalie) von P; sie erhdlt das Zeichen -, P
wenn die Drehung des Anfangsstrahles in dem dem Uhrzeiger ry
entgegengesetzten Sinne erfolgt, sonst das Zeichen —; ¢ kann S

alle Werte von — o0 bis -} o0 annehmen. rist im allgemeinen 0

eine absolute Gr68e, also nicht mit einem Vorzeichen behaftet; Abb. 80.

r bewegt sich in den Grenzen von O bisco. Zu einem jeden
Punkte P gehort stets ein, aber auch nur ein Leitstrahl, jedoch unendlich viele
Amplituden, die sich untereinander indessen um ganze Vielfache von 2z (360°)
unterscheiden. Andererseits 148t sich stets ein,
aber auch nur ein Punkt finden, der eine ge- Y
gebene Amplitude 9 und einen gegebenen Leit-
strahl # besitzt.

¢) Beziehungen zwischen rechtwinkligem und yT Z \19‘

ag

Polarkoordinatensystem. Der Pol falle mit dem An-
fangspunkt des rechtwinkligen Koordinatensystem
zusammen, ebenso der Anfangsstrahl mit der
z-Achse. Dann ist fiir einen beliebigen Punkt P: Abb. 81.

z=rcosd | r=ya? Ly

x
)= arctgz — aresin & = arccos -
x r r

X

y=rsind

(S. a. (11)))

(82) 2. Strecken, Winkel und Flichen im rechtwinkligen
Koordinatensysteme,

a) Durch zwei Punkte P, (z,/y,) und P, (2,/y,) ist ein Vektor P, P, (P, An-
fangs-, P, Endpunkt) nach GroBe und Richtung bestimmt. Die GroB8e findet
sich zu 8 = v/(x, — x,)? + (¥, — ¥,)®. Um die Richtung zu finden, lege man,
Abb. 82, durch den Anfangspunkt P, die Parallele zur -{-z-Achse und ermittle den

Hilfsbuch f. d. Maschinenbau. 8. Aufl. 8
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Winkel ¥, um welchen man diese im positiven Sinne drehen muB, damit sie mit 8

zusammenfillt; es ist dann tg & =h"Y% ,sin = '.f{z;?ﬁ, cos & :u‘
T, —z, 8 8

Die Projektion einer gerichteten Strecke s auf eine Achse z findet man, in-

dem man sie mit dem Kosinus des Neigungswinkels ¢ von s gegen = multi-

pliziert; 8,==8-cos .

M 4

0@“& !
T4

(8]

[4
Abb. 84.

Abb. 82.

b) Projektionssatz. Alle Linienziige, welche von einem Punkte O zu einem
Punkte P fithren, liefern auf dieselbe Achse die gleiche Projektion, ndmlich die
Projektion der Strecke O P auf diese Achse, Abb. 83. — Die Projektion eines
geschlossenen Linienzuges auf eine Achse ergibt Null

¢) Flichen. Der Inhalt des Dreieckes O P, P,, Abb. 84, ist F—=
= —;— (X, ¥ — 2 4,) . (Weiteres s. (19).)

83) : 3. Die Gerade.

(Vorbemerkung: Unter der Gleichung einer ebenen Kurve versteht man
eine Gleichung, die von den Koordinaten eincs jeden Punktes der Kurve erfiillt
wird.)

a) Eine Gerade. Die allgemeinste Gleichung einer Geraden in Parallel-
koordinaten ist vom ersten Grade; sie lautet Ax—{-By—l—C’ = 0.

Sonderfille: a) A = 0; die Gleichung der Geraden lautet: By -~ C = 0; die
Gerade ist parallel zur z-Achse; entsprechend fiir B = 0.

b) C =0, also 4 2 -}- By — 0; die Gerade geht durch O.

¢) A=0C =0, also By =0; die Gerade fillt mit der z-Achse zusammen
entsprechend B=C =0.

g

Lost man die allgemeine Gleichung nach y auf, so nimmt
sie die Form an
y=Az-}b Richtungsgleichung;

A ist der Richtungsfaktor; im rechtwinkligen Ko-
ordinatensystem ist A =—tg?¥, wobei ¥ der Winkel

Abb. 85. zwischen der Geraden und der z-Achse ist. b ist der
Abschnitt der Geraden auf der y- Achse.

4 Dividiert man die allgemeine Gleichung durch —C,
so erhdlt sie die Form

£.+%:1 Abschnittsgleichung:
a

a und b sind die Abschnitte, die die Gerade auf der -
Abb, 86. bzw. y- Achse bildet.
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Die Gleichung der Geraden, welche durch die beiden Punkte P, (leyl) und
P, (z,/y,) geht, lautet

Y—Y% Y—U

T —x,  Ty— Ty
Die Gleichung der Geraden, welche durch einen festen Punkt P (z,/y,) geht
und dije durch den Richtungsfaktor A bestimmte Richtung hat, lautet

y—yo=A@—=x).

Im rechtwinkligen Koordinatensysteme heiBt

die Gleichung derjenigen Geraden, deren Abstand

von O die Linge d hat und mit der z-Achse den
Winkel « bildet:

zcosa—--ysine—d=0 Hessesche Normalform.

Setzt man in die linke Seite die Koordinaten eines

beliebigen Punktes P (2]y) ein, so ergibt diese einen Abb. 87.

Wert n, welcher gleich dem Abstande des Punktes P
von der Geraden ist:

n=zxcosa—}ysina—d.

Ist » >0, so liegen O und P auf verschiedenen Seiten der Geraden,
ist n < 0, so liegen sie auf derselben Seite der Geraden.

Zur Uberfithrung der allgemeinen Gleichung der Geraden in die
Hessesche Normalform dividiere man die Gleichung Az + By C =0

durch + A%} B?, wobei die Wurzel das demjenigen des Absolutgliedes C
entgegengesetzte Vorzeichen erhilt.

Beispiel: Gesucht in r.-w. Koordinatensystem die Gleichung der Geraden, welche durch
die beiden Punkte 2/— 8 und — 13/— 16 geht:

y+8_ 1648 e 8z— 15y —136=0. g
z—2 —13—2
: . o=298°4"'21’
Richtungsgleichung: Py a=17 x
8 136 8 . NV
=—z—-"-; A=—=1tgd; !
VEBT T s 15 € ! gt \d&=6
9 =2804"21". vo=Ym
Abschnittsgleichung: E A (2/-6)
1 I
T+ Fr=n e=1 b=-op. '
7 ~953 B (-13/-16)
Abb, 88.

Um die Hessesche Normalform auf-
zustellen, muB man die allgemeine 7Gleichung
8z — 15y — 136 = 0 durch 82 + 152 = |17 dividieren (da das Absolutglied —136
lautet, erhilt die Wurzel das Vorzeichen +); also lautet die Hessesche Normalform
8 z+(— 15 y—8=0. Aus ibr liest man ab, daB der Abstand der Geraden vom An-

17 17
fangspunkt d = 8 betrdgt und dieser mit der z-Achse einen Winkel o einschlieBt, derart,

daB cosa=_—, sina=— 15 , also a = 2980 4’ 21"’ ist. Ferner hat beispielsweise der Punkt
6 17d Gerad . Abstand _ 16 90_136__242_714i.
(wl/—{— ) von der Geraden einen stan n_—1 ~17 17 = 7 = 7

er liegt also auf derselben Seite der Geraden wie O; der Punkt (4 6/— 10) hat von ihr den
Abstand n = ;LE; + 1:70 — 11376 = 3:—; , die Gerade geht also zwischen ihm und O hindurch.
Anwendung: zcosa-ysna—d=0 sei die Hessesche Normalform der Geraden g.
Der Massenpunkt P, (2,/9y) als Trager der Masse my hat von g den Abstand
Py = cosa-zy +sina-y, —d;
demnach ist sein statisches Moment beziiglich g: M;k) == COS a-zkmk+ sina-y), m; — a-my,

8*
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Sind # Massenpunkte Py, Py, ..., P, mit den Massen my, My, ..., m, vorhanden, so ist das
statische Moment des Massensystems beziiglich g:

n n n n
ZM‘(,"’) = M, = cosa- D) zpmy+sinas Dymy—a > my.
k=1 k=1 k=1 k=1

Nun ist aber T, My, = Mg’) das Moment von my, beziiglich der

J
\ y-Achse, ypmy =M g” das Moment von m, beziiglich der
2 n
:7 P x-Achse, folglich Z”k m, = M, das Moment des Massen-
% k=1
2 x n n
I _ ] o 1e _
é \ systems m __kzll m, beziiglich der y-Achse, ebensokZ:yk mp =M,
G dasjenige beziiglich der z-Achse, und es ist also cosa- M, +
Abb. 89. sina-M, —d-m=M,. Setzt man nun M, = 9-m, My:é‘-'m,

wobei & und » die Koordinaten eines Punktes § sind von der Be-
schaffenheit, daB die in ihm vereinigte Gesamtmasse m des Systems beziiglich der z- und
der y-Achse dasselbe statische Moment hat wie die Gesamtheit der einzelnen Massen my,, so
ist cosa-Em--sina-nm —dm= Mg oder Mg =m(Ecosa+ 7y sina—d). Da nun aber
& cosa -7 sing — d =y ist, wobei y der Abstand des Massenpunktes S mit der Masse m von

g ist, so ist m.y das statische Moment des Massenpunktes S beziiglich g; es ist also gleich
M _, d. h. der Summe der statischen Momente der Einzelmassen beziiglich g. Der Punkt §

ha% also die Eigenschaften, daB das statische Moment der in jhm vereinigten Gesamtmasse
eines Massensystems beziiglich einer beliebigen ueraden g gleich der Summe der statischen
Momente aller Einzelmassen dieses Systems beziiglich g ist; man nennt daher S den Massen-
mittelpunkt oder Schwerpunkt des Massensystems.

(84) b) Zwei Geraden. Gegeben seien die beiden Geraden
9, (4,2 4B,y 40, =0) und g, (dyx+ By 4-C,=0).
Ihr Schnittpunkt S hat die Koordinaten
B,C, — B,C, A, C,— 4,0,
%= 4,B,—4,B, YT B4,—B,A,’
102 T ‘e 14t T Pe4hy
die endlich und bestimmt sind, solange 4, B, — 4, B, = 0 ist.
A
Ist A,B,=A4;B,, also — 2t =—2 50 ist g,=00, y;=00,
B, B,
d. h. die beiden Geraden sind zueinander parallel.
Im rechtwinkligen Koordinatensystem be-
stimmt man den Winkel ¢, den beide Geraden mit-
einander bilden, durch die Gleichung

AlBa“AzBl__ AI—A2

) % tgp = =
@ 4,4,+B, B, 1+AA°
% wobei A, und A, die Richtungsfaktoren von A
bzw. g, sind.
Avb. 90 T2 Sonderfalle: A, =A,, g, | g,
- A-Ay=—1, .16,

Die Gleichung der Geraden, welche durch den Punkt P, (x,/y,) gebt und
parallel zur Geraden Az - By4-C—0 liuft, heiBt A (z—x,) | B (y —1y,) =0.
Die Gleichung der Geraden, welche durch den Punkt P, (%,/y,) geht und
senkrecht auf der Geraden Az -{- By -}-C =0 steht, heiSt

B(x—z)) — A(y —y,) =0.

(85) 4. Die technisch wichtigsten Kurven.

Allgemeines s. Differentialrechnung (48) - (51): Anwendung der Diffe-
rentialrechnung auf ebene Kurven, sowie Integralrechnung (62) - (63): An-
wendungen der Integralrechnung.
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Besondere Kurven:

a) Die Kegelschnitte. Ein Kegelschnitt ist der geometrische Ort aller
Punkte P, fiir welche der Abstand von einem festen Punkte F, dem Brenn-
punkt, zum Abstande von einer festen Geraden J, der Leit-
linie, in einem gegebenen Verhiltnis ¢, der numerischen I

—E&. Pl

< Ellipse
Ist £ — 1, so heiBt der Kegelschnitt Parabel
= Hyperbel. -
Diese Kurven konnen auch als ebene Schnitte durch eine Kreis-
kegelfliche erhalten werden. Abb. 91.

Exzentrizitdt, steht.

PF
PP

o) Ellipse und Hyperbel. Beide sind symmetrisch zu zwei aufeinander senk-
recht stehenden Geraden, den Achsen;ibre Schnittpunkte mit den Achsen heiflen
Scheitel; die Ellipse hat vier, die Hyperbel zwei. Der Schnittpunkt ihrer Achsen
heit Mittelpunkt der Kurven.

(86) 1) Die Ellipse. Y
Sonderfall: Der Kreis. /
Mittelpunktsgleichung : 2% | y* =a?®. 4
Gleichung der Tangente in P (x,/y,) o

zx, | yy, =a?, wobei z,2- y,2=a®.

Hat der Mittelpunkt M die Koordinaten p/g, so

lautet die Gleichung:
(& —p)*+ (y—q)*=0a’.
Allgemeine Kreisgleichung:
A@?+y*)+4+2Bx+20y+D=0

(die beiden reinquadratischen Glieder haben denselben
Koeffizienten A, das gemischt quadratische Glied fehlt).

Koordinaten des Mittelpunktes:

B __C
p= A:qh“ A'

Abb. 93.

Halbmesser: @ == :T \/m—|— C2—AD.

wg 2
Die Ellipse. Achsengleichung: ;—f—%: 1;  hierbei fallen die

Ellipsenachsen mit den Koordinatenachsen und der Mittelpunkt mit dem
Anfangspunkt zusammen; ferner ist OA=—0A'—=q, OB=O0B'=b;
A,A',B, B, sind die vier Scheitel. Essei a >b;

dann sind 4 und A’ die Hauptscheitel, B und B "
die Nebenscheitel, AA’ die Hauptachse, BB’ &

die Nebenachse. e=— \/aT—? heiBt lineare Ex-

zentrizitdt. Die beiden Punkte F und F’ auf der "

Hauptachse, fiir welche OF — O F' — ¢ ist, sind die
Brennpunkte; ihre Verbindungsstrecken FP und
F' P mit einem beliebigen Ellipsenpunkte P heiBen die
Brennstrahlen von P. Abb. 94,

FP—}—F’P:2¢.
Die Summe der Brennstrahlen ist fiir jeden Punkt einer Ellipse konstant,

namlich gleich der Hauptachse. Tangente und Normale eines Ellipsenpunktes
halbieren die von seinen Brennstrahlen gebildeten Winkel.
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Gleichung der Tangente in P, (x,/y,):
yY, SN
—|—fb§°:1, wobel—l;‘;— -l—)%= .
Kriimmungsradien in den Scheiteln :
b? a?
QA—QA’—;r QB—QBv:—B—.

]
aﬂ

Parametergleichung der Ellipse: s —=acosgp, y=—bsing.

Die wichtigsten Ellipsenkonstruktionen.

1) Girtnerkonstruktion, Abb. 94: Gegeben F und F’ und 2a:
Man schlage um F mit einem beliebigen Halbmesser # und um F’ mit 2a —r
die Kreise, welche sich in einem Punkte P der Ellipse schneiden; durch Halbieren
der von den Brennstrahlen gebildeten Winkel erhdlt man Tangente und Nor-
male fiir P.

2) Konstruktion aus den Achsen, Abb. 95: Zeichne die beiden
Scheitelkreise 8, und 8, ziehe den Radius OP,P,, ziehe durch P, die
Parallele zu OA4 und durch P, die Parallele zu OB, welche einander in einem
Ellipsenpunkte P schneiden. — Zur Konstruktion der Scheitelkriimmungskreise
ergdnze man BOA zum Rechteck BOAC, fille von C das Lot auf die
Diagonale A B, welches A’4 in K,, und BB’ in K, schneidet ; der um K,
durch A geschlagene Kreis k, ist der Kriimmungskreis zu A, der um K,
durch B geschlagene derjenige zu B.

Abb. 95.

3) Papierstreifenkonstruktion, Abb.96: Man bewege eine Strecke
XY=a + b so, daB die Endpunkte X und Y lings zweier zueinander
senkrechten Geraden # und y gleiten; dann beschreibt der Punkt P der Strecke,
der von X die Entfernung @ und von Y die Entfernung b hat, eine Ellipse,
deren Achsen die Geraden # und ¥ und deren Halbachsen @ resp. b sind.
Die Ecke Z des Rechteckes OX YZ ist ein Punkt der zu P gehorigen Nor-
malen Z P, aus der sich nun leicht die Tangente zeichnen 148t (Ellipsenzirkel).

4) Konstruktion aus zwei zugeordneten Durchmessern (Ver-
gatterung, Abb. 97) : Man erginze die Figur O (4 A’ BB') zum Parallelogramm
CDC D' (in Abb, 97 ist nur die obere Hilfte
CDA’A angegeben), verbinde A4 mit dem-
jenigen Punkte @, der CB im Verhiltnis 4 teilt,
und A’ mit demjenigen Punkte @', der OB im
Verhiltnis A teilt; der Schnittpunkt P von 4 Q
und A’ Q' ist ein Ellipsenpunkt. (Die Punkte-
paare @ und Q' findet man am zweckmiBigsten
dadurch, da8 man CBund OB in eine gleiche
Anzahl (4) gleiche Teile teilt.) Die Seiten des Parallelogramms CDC'D’ sind
zugleich Tangenten in den Punkten A, B, A’, B’ der Ellipse.

Der Flicheninhalt der Ellipse ist F=m=ab.
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(87) 2) Die Hyperbel. Ist die z-Achse die reelle, die y-Achse dieimagi-
nire Hyperbelachse, a die reelle und b die imaginire Halbachse, so lautet die
22 2
Achsengleichung: i %
mit der reellen Achse sind die Scheitel der Hyperbel. Errichtet man in 4 und 4’
auf OA die Lote AE —A'E'—=05, und verbindet die Endpunkte E und E’
mit O, so erhilt man die Asymptoten X und Y der Hyperbel, Abb. 98. Die
Strecke O B — e—/a®- b ist die lineare Exzentrizitit der Hyperbel. Die
Punkte F' und F’ auf der reellen Achse, fiir welche OF — OF'=¢ ist, sind
die Brennpunkte der Hyperbel. FP und F'P sind die Brennstrahlen
des Hyperbelpunktes P. Fiir jeden Hyperbelpunkt ist die Differenz der
Brennstrahlen konstant, nimlich gleich der Léinge der reellen Achse.

FP-—FP=—2a.
Tangente und Normale eincs Hyperbelpunktes halbieren die von seinen

Brennstrahlen gebildeten Winkel.
Die Gleichung der Tangente in P,(z,/y,) lautet:
T2y  YYo Comt oyt
CA A
Ista=>b, soist X | Y ; die Hyperbel heiBt eine gleichseitige Hyperbel.
Wihlt man die Asymptoten zu Koordinatenachsen, Abb. 99, so erhilt man
2

e
die Asymptotengleichung der Hyperbel. XY:Z . Die Asymptoten-

=1. Die Schnittpunkte A und 4’ der Hyperbel

=1.

X Y
gleichung der Hyperbeltangente im Punkte Py (X,/Y,) lautet 7X——|—§7:2,
2 0 0
wobei X, YO_—-%. Die Hyperbeltangente schneidet auf den Asymptoten
Stiicke ab, die doppelt so lang sind als die zugehdrigen Koordinaten des Be-

rithrungspunktes. Die beiden Stiicke einer Hyperbelsekante, welche zwischen
Hyperbel und den Asymptoten liegen, sind einander gleich.

QS=¢q@'Ss.
Die wichtigsten Hyperbelkonstruktionen.

1) Sind, Abb. 98, F und F’ und a gegeben, so schlage man um F mit einem
beliebigen Halbmesser # und um F mit 2@ - r oder auch r —2a den Kreis;
die Schnittpunkte beider Kreise sind Hyperbelpunkte; die Tangente und Nor-
male erhilt man durch Halbieren der von den Brennstrahlen gebildeten Winkel.

Yy
vHa
S 4
7 %o g
o
Abb. 99.

2) Sind die Scheitel 4 und A’ und die imaginire Halbachse b gegeben,
Abb. 98, so errichte man in 4 und A’ auf A4’ Lote AE=A'E'=b; OF
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und OE' sind die Asymptoten; F und F’ erhilt man auf 4 A’ durch die
Beziechung OF = O0F —e¢=0E.

3) Sind, Abb. 100, die Asymptoten X und ¥
und ein Punkt P, gegeben, so zieche man durch P,
irgendeine Gerade, die X inQ und Y in R schneidet;
trigt man auf @ R von @ aus die Strecke @P=P,R
ab, so ist P ein weiterer Punkt der Hyperbel. Um
die Tangente in P, zu finden, ziehe man P X, ! Y,
trage auf X die Strecke X, X,==0X, ab; dann

A M ¢ ist X, P, die Tangente in P,. — Man kann auch
folgendes Verfahren anwenden: Man ziehe durch
Abb. 100. O irgendeinen Strahl 8, der X P, in U und P, Y,

in S schneidet; durch U ziehe man die Parallele
zu X und durch 8 die Parallele zu Y; der Schnittpunkt beider Parallelen ist
ein Punkt P der Hyperbel,

(88) Anhang: Die Hyperbelfunktionen.

Gegeben sei die gleichseitige Hyperbel von der Halbachse 04 =:1; C (z/y)
sei ein beliebiger Punkt der Hyperbel; dann ist, Abb. 101, 22— y2=1. Die
Verbindungslinie OC schneide die Scheiteltangente in D; es sei AD=z;

dann ist z=%. Die Fliche OCAC’'O hat den Inhalt:

z
/ u:my—zfvggjdx:m(x—{—\/x2—1)=
c i

=iy VT ) =1 T2

Man nennt nun = WrCofz = ArSiny = ArTg =
(sprich ,,Areakosinus von &, ,Areasinus von y*
,,Areatangens von z‘), so daB also

ArCof z =1In (x4 22— 1),
e Giny =M (y+ yy*+1),

1 1 z
Ved _ 1 + .
\ Q[tigz—zln1 zlSt.

e
[} I P —

N—

A

- —>1

Abb. 101. Die Umkehrfunktionen, also die Funktionen, die man
erhilt, wenn man nach der unabhingigen Verinder-
lichen aufldst, bezeichnet man als Cosinushyperbolicus, Sinushyperboli-
cus, Tangenshyperbolicus, so daB sich ergibt:
u —u % — % % —u
e . e'—e e'—e
z=Cfu=—"——, y=06Cinu= —, 2=Fgu=—— .
@, i 2 Y 2 g eu + e—'u
Wohl lassen sich die hyperbolischen Funktionen entbehren, da man sie durch
den Logarithmus oder die Exponentialfunktion des Argumentes ersetzen kann;
sie finden jedoch in der Technik immer mehr Eingang, da durch sie die Dar-
stellungsweise an Einfachheit wesentlich gewinnt, und sie in ihren Beziehungen
untereinander mit den Kreisfunktionen aufs engste verwandt sind. Einige
wichtigsten dieser Beziehungen seien hier angefiihrt:
_ Ginu
T Gofu’
Gin (u+v) =6GinuCojvLCofuCinv  Cof (utv) =CojuCojrLGinuSinv
Gin2u =2CinuCofu Coj2u =Cof*uGintu

Cof?u — Gintu=1, Tgu
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6ing = [/% (Gofu—1) @ofg = V%_((iofu—}—i)
Gin (—u) =—Ginu Coj (— w) = Cofu.

Wichst 4 von O bis o, so wichst &in % von 0
bis 0, ©of % von 1 bis ©», Tqwvon 0 bis 1. Dar-
stellung des Verlaufs in Abb. 102. Tabelle der Hyper-
bolischen Funktionen s. Tab. E. Uber Hyperbolische
Funktionen in der Infinitesimalrechnung s. Differen-
tialrechnung (38); Integralrechnung (55).

(89) 3) Die Parabel. Die Parabel, Abb. 103, hat nur -2 -7 7z 3
eine Symmetrielinie; sie heiBt A chse der Parabel; diese =
schneidet die Parabel in nur einem Punkte 4, dem
Scheitel. Wiahlt man die Achse zur Abszissenachse, A -2
die Scheiteltangente zur Ordinatenachse, so lautet die N
Gleichung der Parabel: y?’=2pax (Scheitelglei- Abb. 102.
chung); p heiBt der Parameter der Parabel.

Die Parabel hat nur einen Brennpunkt F; er liegt auf der Achse in der

Entfernung gvon A ; die zugehorige Ordinate ist p. Die durch P parallel

zur Achse gezogene Gerade heiBt Durchmesser. Tangente und Normale
eines Parabelpunktes halbieren die vom zugehérigen Brennstrahl und Durch-
messer gebildeten Winkel. Das vom Brennpunkt auf eine Tangente ge
fillte Lot hat seinen FuBpunkt auf der Scheiteltangente: FY’ | t. Die Sub-
normale hat fiir jeden Parabelpunkt die Linge p. XN —=p. Die Gleichung
der Tangente in Py (x,/y,) :

yyo=p+=,), wobei y=2pz,. b
Jede Tangente schneidet auf der Parabel-
achse ein Stiick ab (vom Scheitel aus gerechnet), /

A

|
1
1\
|

I3
das entgegengesetzt gleich der Abszisse, und auf — >
der Scheiteltangente ein Stiick ab (vom Scheitel X AN X=7H
aus gerechnet), das gleich der halben Ordinate
des Beriihrungspunktes ist.
Yy
AX=—=, AY’=E' Abb. 103.

Die Gleichung einer beliebigen Parabel, deren Achse parallel der y-Achse
ist, lautet: y=— ax2+ bx+c; der Scheitel hat die Koordinaten

b/ b? 1 o
(— — /e —~> , der Parameter den Wert — ; ist a >0, soist die Parabel
2a! 4a 2a

im Sinne der positiven, ist @ </ 0, im Sinne der negativen y-Achse gedffnet.

Die wichtigsten Parabelkonstruktionen.

1) Gegeben Scheitel und Brennpunkt, Abb.104: Man ziehe durch F einen
beliebigen Strahl s, der die Scheiteltangente in S schneide, und errichte auf 8 in S
das Lot; dieses ist Parabeltangente (Parabel als Hiillkurve ihrer Tangenten).

2) Gegeben: Scheitel 4, Achse und ein Punkt Py, Abb. 105: Man wihle auf
AP, einen beliebigen Punkt @, ziehe durch ihn eine Parallele zur Scheitel-
tangente bis zum Schnitt B mit der durch P, gezeichneten Parallelen zur Achse;
dann schneidet AR die Parallele durch @ zur Achse in einem Punkte P der
Parabel. (ZweckmiBig wird hierfiir 4 P, in eine Anzahlvon gleichen Teilen geteilt.)

3) Gegeben: Zwei Punkte G und H und ihre Tangenten g und h, Abb. 106:
Ist S der Schnittpunkt von ¢ und A, so wiahle man auf SG den Punkt ¢ und
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auf HS den Punkt R so, daB @ die Strecke S@ in demselben Verhiltnis 4 teilt
wie R die Strecke HS; dann ist QR eine Parabeltangente. (ZweckmiBig wer-

17

Abb. 104.

den hierfir SG und HS in eine
gﬁ; gleiche Anzahl gleicher Teile geteilt.)

e
oA AR g
i
/‘//
=
l S ¥ 32 7 h
Abb. 105. Abb. 106.

4) Gegeben 3 Punkte G, H, P, und die Achsenrichtung, Abb. 107: Man
geichne durch H d || Achse; G P, schneide d in B,; ferner ziehe man durch P,

Abb. 107.

die Parallele zu d, die GH in @, schneide. Durch einen
beliehigen Punkt @, ziehe man die Parallele zu @, R,,
die d in R, schneide; GR, schneidet die Parallele
durch @, zu d in einem Parabelpunkt P,. Die Tan-
genten in @ und H erhidlt man auf folgende Weise:
Man ziehe durch den Mittelpunkt @,, von GH die
Parallele zu @, R,, die d in R,, schneide, und durch R,
die Parallele zu GH, die die Parallele zu d durch @, in T
schneide ; T'G und TH sind die gesuchten Tangenten.

Der Flicheninhalt des Parabelabschnitts A X P,

Abb. 103, ist F = —:;—xy, wenn 2 und y die Koordinaten

von P sind; sein Schwerpunkt hat die Koordinaten

§=§_ z, n:%y, Die Linge des Parabelbogens AP ist

8=,§5{y VP ¥+ (%%—VFT(Q%)}:
=5%{y VB F 7 WeGin %} oder auch

5

s=g{vmm+pm(/z}+l/7?;)}:

-4

V2z (p+22) +p W Sin |/ zpf} oder auch

s () )
:%{¢y‘?$472+»;’%m@in27‘”}.

(90) 4) Die allgemeine Kurve zweiter Ordnung. Gleichung:

1) @y22 28,2y 4 Ggey® 4208102 + 2801 Y - Ggo = 0-
Vorausgesetzt werde rechtwinkliges Koordinatensystem; sonst werde es erst
nach (80) b) in ein solches umgeformt. Man bilde

_ 2
A =ayg- g3 — 0%,
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a) A4 & 0; die Kurve hat einen Mittelpunkt, dessen Koordinaten m und n

sich aus den linearen Gleichungen
Gyom—- 8y 0+ 810=0 @, T gy g =0

bestimmen. Parallelverschiebung nach diesem mittels z =& +m,y=n + n
fiithrt 1) iiber in

2) 4508 20y, En+-agn® -0 =0,

(0= ayym® + 20y, mn 4 agyn® 42 a10m + 2657 - agg).
o) C=0; die Kurve fillt in zwei sich im Anfangspunkte schnei-
. [reell und verschieden) . . .

dende Geraden, die { imaginir } sind, je nachdem A X0 ist.

B) €= 0: man drehe mittels der Formeln (80) ¢) das Koordinatensystem
um einen Winkel &, der sich aus Gleichung
1

2
3) tg2 9 =——
Gog — Qog

4) AX? -+ BY?} C'=0, wobéi
1 1
5) A=3(“2o+“oz+R) B=5(“2o+“oz“‘R)

B2 = (a0 — ag3)* 4~ (2 a)* ist.

o) A und B haben beide das gleiche Vorzeichen wie C: imaginire Kurve

ergibt; hierdurch nimmt 2) die Form an

zweiter Ordnung ohne einen reellen Punkt. ¢
B’) A und B haben gleiches Vor- w 1 X
3 /
zeichen, das entgegengesetzt dem /
von C ist: Ellipse, deren Halb- 7T
C c 7 /L
achsen |/ — = bzw. |/ — — sind. < Y
A B ‘\\l
9’} A und B haben entgegen- / ~—
gesetztes Vorzeichen: Hyperbel 14 s £ / P~
. ; ~d
Beispiel s. S. 113 (80). ~L >\ ~- -
b) 4 =0. Gleichung 1) liBt / ‘ ‘\\\ 1
sich, da @y, == Vagq- g, ist, in der 7 AN
Form schreiben \ ™~ _
— — \b
" (Vaggz -+ FYage y)2 -+ 28,02 N
1) (V 207} oz.’/) 2240 Abb. 108

+ 2091y + a0 =0,
d. h. die drei quadratischen Glieder von 1) bilden ein vollstindiges Quadrat.
. . @og
Man drehe das Koordinatensystem um Winkel 39, fir den tgd = a_o’; ist;
es folgt Gleichung 20

6) (ay +%2)X2+2PX+2QY+“°°=O’

p—"2%10 ¥ az0 490 Vaq, _%a Jazo—a10 ¥ 20
Y az0+ o2 Vazo+ 2oz

o) Q = 0: 6) stellt ein Geradenpaar dar, parallel Y-Achse; ist die linke
Seite von 6) dabei ein vollstindiges Quadrat, so fallen beide Gerade in eine

zusammen.
B) @ = o: eine Parallelverschiebung fiihrt auf die Form

7) &2 ==2pmn, Scheitelgleichung der Parabel.
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Beispiel: 2522+ 1202y | 144y2 — 572 £ — 494 y 4 338 = 0 1aBt sich schreiben

(52412 )2 — 5722 — 494 y 4 338 = 0. Drehung von #, so daB tg & = 12;454::1?2,
oy =2 _3  LoSg® _2g.s
smz?_13 cosﬂ_13 z—BX 13Y y-—13X+13Y.

Die Gleichung geht iiber in
160X2 —676 X —338Y +338 =0 oder X2—4X12Y42=0,
Parallelverschiebung X =§+4+2 Y =75+ 1 gibt 2 — —2 7 Parabel, S. Abb. 108.

(91) b) Die Potenzkurven.
Die allgemeine Gleichung der Potenzkurven ist y = ax"; soll die Kurve durch
den Punkt P, (2,/y,) gehen, so bestimmt sich @ zu ¢ = —y%, so daB die Glei-
n

z Zo
chung lautet: y ={—) -y,.
Zy

Sonderfille:
n==1 Y= g‘?x Gerade;
%o
n—2 y:ﬁx2 Parabel;
z,?
n=3 y= a% 2% Kubische Parabel;
0
— Y%, S .
n——1y= y Gleichseitige Hyperbel;
2
n= % Y= :'l_03 2” Semikubische Parabel.
z,?

Die Konstruktion von weiteren Kurvenpunkten ergibt sich auf folgende
Weise, Abb, 109: Es sei 0@ =2,, QP,=1y, und OX =g die Abszisse
eines beliebigen Kurven-
£, ¢ punktes P.

a) n eine ganze posi-

tive Zahl: Man ziehe die

Linie OP,, welche die

durch X parallel zur y-

Achse gezogene Gerade in

P, schneidet, ferner durch

n=0 P, die Parallele zur 2-
Achse, die QP, in @,

[ v @, e schneidet, und 0Q,, welche

e 2 Z XP, in P, schneidet usf.

A A A k2 ) Die Punkte P,, P,,
¥

n=3 n=z
n=

S N

R, )?’-1 =

3
[]
N

P
3

L£1 P,,..., Py liegen auf den
wmn=1,2, 3,..., k ge-
0 X 7 horigen Potenzkurven.
b) neine ganze nega-
Abb. 109. tive %ahl: Man zeichne
PyA, || z-Achse (4, auf X P)), ferner die Gerade OA,, welche Q@ P in Q_,
schneidet, durch @ ., die Parallele zur Achse, die X4, in P_, schneidet; weiter
die Gerade OP_,, die QP, in Q_, schneidet, durch Q_, die Parallele zur
2-Achse, die X A4, in P_, schneidet, usf. Die Punkte P_,, P_,,..., P_j liegen
auf den zu n— —1, —2,..., —k gehdrigen Potenzkurven.

k
¢) n eine gebrochene Zahl n=7: Die durch Q; zur z-Achse parallel

gezogene Gerade schneidet die Geraden 0Qy_,, 0Qk s, ..., 0Qx_s; OQx 4y,
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OQxtg,.-. in den PunktenPk,Pk,Pi, et P Py ,P g ,..., welche

1 2 3 r —1 -2

E kK E kK riven Potensl
1?53y g2 g - gehorigen Potenzkurven
liegen. (Siehe F. Ebner, Die technjsch wichtigsten Kurven.)

Sind zwei Punkte P, (x,/y,) und P,(%,/y,) der Potenzkurve y= az"
gegeben, so ist auBer der GréB8e a auch noch die GréBe » bestimmt:

"— log ¥y — log y,

log ¢, —log x,
7 negativ, also n —=-—m und 41 <<m < ‘/5 ist; die Gleichung der Kurve
lautet dann y-2™—a, die Kurve selbst heiBt polytropische Kurve; im
Falle m=‘/§ Adiabate. Siehe unter Mechanik der Gase,

(92) c) Die Kettenlinie. a

z z
Die Gleichung der gemeinen Kettenlinie lautet y — > (e °te ") oder

auf den zu n—=

Dieser Fall hat besondere technische Bedeutung, wenn

x
y=aCof o Abb. 110.

Eigenschaften der Kettenlinie :
z _V—a ¥

. X
y’=6m7_ P e—a@of*;_;_n.

Fliche 0APX: F—a®Gin % —ayy® —a.

Kurvenlinge AP: s—a @in%i = \/y“‘ —al.

Konstruktion. Zu einer beliebigen Abszisse O X — z findet man die Ordi-
nate XP = y mit Hilfe der Tabelle der €pj-Funktion. Schligt man iiber P X
als Durchmesser den Halbkreis # und um X mit a den Kreisbogen, der k& in K
schneidet, soist PK die Tangente ¢, die Strecke P K — g die Linge der Kurve A P,
Rechteck PK X L inhaltsgleich der Fliche APX0. Zum Kriimmungsmittel-
punkt M gelangt man, indem man M P — PN macht. Y-}

2
2/55)

2h

I

t
2
0 —_—

Abb. 110. Abb. 111.

Fiir einen flachen Bogen, d. h. solange  im Verhiltnis zu a sehr klein ist,
ist angenghert 2 — 2a (y — a), also die Kettenlinie angenihert eine Parabel mit
dem Scheitel (0/a) und dem Parameter a.

Die Kettenlinie ist die Gestalt, die ein vollkommen biegsames Seil von kon-
stantem Gewicht pro Lingeneinheit annimmt, wenn es an zwei Punkten auf-
gehingt ist. (S. a. (76).)

(93) Von praktischer Bedeutung ist die folgende Aufgabe: Das Seil habe die
Linge 28 und sei an zwei Punkten P, und P, aufgehidngt, deren Hohenunter-
schied 2% und deren wagerechter Abstand 2 betrage. Die Gestalt ist zu er-
mitteln; insbesondere ist der Parameter @ und die Lage des Scheitels zu
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suchen, Abb. 111. Zur Bestimmung der Lage des Koordinatensystems fiihre
man den Mittelpunkt M der Strecke P, P, ein; seine Koordinaten seien &,,[y/m;
dann sind die Koordinaten

von P: &, =%, —b; Y, =UYn—h;
von Py: @y =ax,-1b; y,=ynh.

z
Ist y = a Cof > die Gleichung der Kettenlinie, so muB also sein

1a) y,,,—-h:a(&ofxm:b; 1b) ¥+ h=aCof "'+b.

@ . —b
AuBerdem muB sein 2) 28—=a (@in mj— — Gin Zm ). Durch Sub-
a

traktion von 1a)und 1b)erhilt man 3) 2h—a ((&of @ — Cof xla_—b>;

aus 2) und 3) 2a)a@of%’"6in%=a. 3a) a@in%’" 6in%=h, aus 2a)

. , . b
und 3a) durch Quadrieren und Subtrahieren a? Sin? ;ze’——h" oder

b
&in — R
a e . ) b
4) 3 :T; aus 4) laBt sich durch Anniherung - und damit a
e o i Tn b i
ermitteln. Die Division von 2a) und 3a) ergibt 5) g - 5) liefert

die Abszisse &,, von M: 5 a) a:,,, =a ‘lIr‘Ig —. Durch Addition von1a) und 1b)
b
ergibt sich y,=—a (?Soi — Loi — ,undin Verbmdung mit2a): 6}y, —s @:tg —

wodurch auch die Ord.mate vonM und damit die Lage des Koordmaten-
systems festgelegt ist.

Beispiel: a~17m,h__8m, b——Iom Nach 4) ist f( == 6in%—1,5-%:0.
Die Newtonsche Methode gibt f ) (.Snf — —1,5.
b | ’ |
" 2 1,723 | 1,6320 } 1,6222
b | 1 b
f(0) | oess ’ 01264 | 00113 00001 |also - =1,6221, demnach
| _
F(2) | 20 13900 | 11548 | 11309 a=61649m
h ' —o0277 —0,0910 f —0,0098 | —0,0001 ‘

z, =@ A Ig% = 6,1649 - Ar T 0,4706 = 6,1649 - 0 5108 = 3,149 m.
Y, =8- Glg% =g:Tg1,6221 =17:09249 = 18 381 m.

Sonderfall: Liegen die beiden Aufbingepunkte gleich hoch, ist also A =0 ;
€in —

so ist @ bestimmt durch die Gleichung 4'); A d :—Z— ; ferner ist der Aufhinge-
a b
b Tag 1
winkel « bestimmt durch Gleichung 7): cos ¢ = — - = 5
. s 2 Gof =
Gin 2 a @

Im obigen Beispiele wire also 4 = 1,7, also 2 1,8773, und @ = 53269 m

a

Y1=1Y;=Ym=17,814 m; cosa = 0,2990; a«=72°36'.
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(94) d) Die Zykloiden.

Rollt ein Kreis kmit dem Mittelpunkt M und dem Halbmesser @ auf einer Kurve ¢
ab, Abb. 112, so beschreibt ein mit ¥ fest verbundener Punkt P eine Zykloide z.
Die durch P und den zugehdrigen Beriihrungspunkt B
zwischen k& und ¢ gezogene Gerade n ist die Nor-
male, die hierauf in P senkrecht stehende Gerade ¢
Tangente an z. Der um B durch P geschlagene
Kreis e und 2 beriihren also einander in P. Ist der
Abstand b zwischen P und M gleich @, so beschreibt
P eine gespitzte, istb > a, eine verschlungene,
ist b < @, eine gestreckte Zykloide.

Je nach der Beschaffenheit von ¢ unterscheidet
man verschiedene Zykloiden, die wichtigsten unter
ihnen sind:

1) Die gemeine Zykloide: ¢ ist eine Gerade, Abb. 112.

Abb. 113. Konstruktion: Man teile den Umfang

von k durch die Punkte C, (C,) in eine Anzahl (s ==12) gleiche Teile und trage
diese von 4 aus auf ¢ ab; die Endpunkte seien B, (B,). Schligt man um B, (By)
mit 4C, (AC,) und um A mit B,C, (B,C,) die Kreisbégen, so schiteiden
sich beide in einem Punkte P, (P,) der gespitzten Zykloide; sie hiillt alle um
B, geschlagenen Kreise ein. Ersetzt man C, in dieser Konstruktion durch einen
Punkt D,, der auBerhalb, bzw. E,, der innerhalb von k liegt, so ergibt sich
die verschlungene bzw. gestreckte Zykloide. Wahlt man 4 als Anfangspunkt
und ¢ als Abszissenachse eines rechtwinkligen Koordinatensystems, so lautet,
wenn ¢ =< A M,C der jeweilige Wilzungswinkel ist, die Gleichung der
Zykloide: z—at—bsint, y=—a—bcost, also die der gespitzten
Zykloide: z =ga (t—sint), y=a (1 — cos #).

Fiir die gespitzte Zykloide ist:
die von einem Kurvenbogen und der Geraden ¢ begrenzte Fliche F'==3ma®
die Linge eines Kurvenbogens ¢ — 8a,

der Abstand des Schwerpunktes der obigen Fliche von ¢: 7 :gsa,

4
der Abstand des Schwerpunktes eines Kurvenbogens von ¢: 7 == 3 a,

der Kriimmungsradius in einem beliebigen Punkte P: p=—2n=4asin 2

2) Die Epizykloide: ¢ ist ein Kreis 4
vom Halbmesser r; k und ¢ beriihren ein- B,
ander von auBen, Abb. 114. Konstruk- z,
tion: Man teile den Umfang von k durch &
die Punkte O, (C;) in 8 (s =12) gleiche
s A
2
*
A }\K / x
Abb. 113. Abb. 114.

Teile und trage diese von A aus auf ¢ ab; die Endpunkte seien B, (B,).
Dann schlage man um B,(B,) mit A4C,(4C;) und um A4 mit B,C,
(B, C,) die Kreise; beide schneiden sich im Punkte P, (P;) der gespitzten Epi-
zykloide; sie hiillt alle um die Punkte B, geschlagenen Kreise ein. Ersetzt manC,
in dieser Beschreibung durch D, bzw. E,, so ergibt sich die verschlungene bzw.
gestreckte Epizykloide. Stehen a und rineinemrationalen Verhiltnisa:r—=m:n,
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so durchlduft der die Epizykloide beschreibende Punkt, nachdem k sich n-mal
auf dem Umfange von ¢ abgewilzt hat, die alte Bahn von neuem. Wihlt man den
Mittelpunkt O von ¢ als Anfangspunkt, O A als z-Achse, die hierzu senkrechte
Gerade als y-Achse eines rechtwinkligen Koordinatensystems, so lautet die Glei-
chung der Epizykloide:
z=(r+a) cos%t—bcosr;i_gt, y=(r-+a) sin;t—bsintir_gt.
Sonderfall: Ista=r=2», so heiBt die Kurve Kardioide (Herzkurve),
Abb.115; ihre Gleichung lautet: x==a (2 cost—cos21), y==a (2sin¢-—sin2¢),
oder §=2acost(1—cost), n=2asint (1 — cost); in Polarkoordinaten:
r=—2a (1 — cos #); in parameterfreier Darstellung:

@47+ 4a&(E+n") —4ay*=0.
3) Die Hypozykloide: Sie entsteht dadurch, da8 k nicht auBerhalb, wie im

Falle 2), sondern innerhalb des Kreises ¢ auf diesem abrolit; im iibrigen gelten
dieselben Betrachtungen wie im Falle 2), Abb. 116.

a r—a
Die Gleichung lautet: == (r — a) cos - t—-b cos — t;

a r—a
= (r—a)sin —¢t—b sin——¢.
y=(r—a) sin — ;

Abb. 115. Abb. 116. Abb. 117.
r
Sonderfille: a:b:az gerade Linie 4 4';
r 2 2 2
a__—_b:z:Astroide; % -} yS=r3, Abb. 117.

4) Rollt eine Gerade g auf einem Kreis ¢ vom Halbmesser @ ab, so beschreibt
ein Punkt P von g eine Kreisevolvente, Abb. 118. Konstruktion: Teile den Um-
fang von ¢ in 8 (12) gleiche Teile durch die Punkte
B,, B,,...B;; lege in B,(B,) an c die Tangente Lt
und trage auf ihr von B, (B,) aus die Strecke
B, P,— Bogen B,A(B,P,
= Bogen B, A) ab; dann ist
P, (P,) ein Punkt der Kreise- @
volvente und B, (B,) sein

Kriimmungsmittelpunkt.
z Gleichung:
Abb. 118, z=acost+-atsint, Abb, 119.
y=asint—atcost.

(95) e) Die Spiralen. 1) Die Archimedische Spirale wird von einem Punkte P
beschrieben, der sich mit konstanter Geschwindigkeit auf einer Geraden g be-
wegt, wihrend diese sich mit konstanter Winkelgeschwindigkeit um einen ihrer
Punkte O dreht, Abb. 119.

Gleichung: r =—=a-®; dabei ist a der zu ¥ ==1 gehorige Leitstrahl. Hat

l
dieser nach einer Umdrehung die Linge [, so ist r= o J. Die Polarsub-
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normale ist fiir jeden Punkt von der Linge a. Zur Konstruktion der Tangente
in P schlage man um O den Kreis mit dem Halbmesser ¢ und bringe ihn mit
dem zu OP senkrechten Halbmesser in N zum Schnitt; dann ist NP die Nor-
male und demnach das auf NP in P errichtete Lot Tangente in P,

@4}
2682 °
Errichtet man in N auf NP und in P auf PO Lote, die sich in @ schneiden,
so schneidet NP die Linjie OQ im Kriimmungsmittelpunkt R (Hiitte).
Der von der Archimedischen Spirale und den beiden Leitstrahlen
ryd—r? r3—mr?

r, und r, eingeschlossene Ausschnitt hat den Inhalt F = -2 3 =ax T
a

Der zu P gehorige Kriimmungsradius ist g =

Der Bogen OB hat die Linge

a T aa —_ ! — e ,
0= [BVIF o 4m(@+ i+ =in [8 V1 9+ wSin 9]
(96) 2) Die Logarithmische Spirale, Abb. 120, hat die Gleichung r = ae ®%;
sie schlingt sich in unendlich vielen Windungen um O (asymptotischer Punkt).
Sie schneidet alle Leitstrahlen unter dem konstanten Winkel « = arcctgb. Die
Polarnormale PN ist zugleich Kriimmungsradius, so daB8 PN =p

—s
=7ryi b =

v + sin «
eine mit der urspriinglichen kongruente logarithmische Spirale, welche gegen

T Inbd Inbd
diese um den Winkel > T verdreht ist. Ist —;i — —b~=2kn (% eine

ist. Die Evolute (Ort der Kriimmungsmittelpunkte) ist

ganze Zahl), was beispielsweise fir (k==1) b=0,274412, a= 74939’ 18"
eintritt, so deckt sich die Kurve mit ihrer Evolute,

Abb. 120. Abb, 121.
Die vom Leitstrahl bei seiner Drehung von @ = — o0 bis zu einem be-
stimmten ¢ iiberstrichene Flache ist, wenn r—ae®® und OT =g, die
1 1 . s
zugehdrige Subtangente ist, F = Y re = APOT; die zugehérige Kurven-
= PT=-t.

lange ist 8 =
cos

Zur Konstruktion eines durch die beiden Punkte P, und P, begrenzten
Bogens 3,, und Ausschnittes F;, kann man sich des folgenden Verfabrens
bedienen (Abb.121): Man schlage um O den Kreis mit r,;, der den Leit-
strahl OP, in & und seine Verlingerung in S” trifft, und errichte in S’
auf OP, das Lot, das die zu P, gehorige Tangente in S schneidet; dann ist
P,S = s,, die Linge des Bogens P, P,. Durch §” ziehe man die Parallele
zu P, S, welche die zu P, gehorige Normale in @ schneidet; das Rechteck
P,QRS=4PF,, ist das 4-fache des Inhaltes des Sektors O P, P,.

Hilfsbuch f. d. Maschinenbau 8. Aufl. 9
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B. Analytische (Geometrie des Raumes.

97) 1. Die gebriuchlichsten Koordinatensysteme.

a) Das Parallelkoordinatensystem, Abb. 122: Man wihlt einen festen Punkt O
(Anfangspunkt, Nullpunkt, Ursprung) und durch diesen drei feste Geraden, eine

z X-Achse, eine Y-Achse, eine Z-Achse, die nicht in einer

B A Ebene liegen und mit einander beliebige Winkel ein-

P schlieBen (am gebriuchlichsten ist der Sonderfall, daB

4 die drei Achsen aufeinander senkrecht stehen; recht-
v y winkliges Koordinatensystem). Die X-Achse wihlt

- 7 o man zumeist von hinten nach vorn, die Y-Achse von
g [ 4 links nach rechts, die Z-Achse von unten nach oben ge-
£ richtet. O zerlegt jede Achse in zwei Teile, einen positiven

(bei der X-Achse gewdhnlich der vordere, bei der y-Achse
) der rechte, bei der z-Achse der obere Teil) und einen
negativen Teil. Auf allen drei Achsen wihlt man eine bestimmte Strecke als
Lingeneinheit. Durch diese drei Achsen werden drei Ebenen (XY-, YZ-, ZX-
Ebene), die drei Koordinatenebenen bestimmt; sie teilen den Raum in acht
Oktanten. Um einen Punkt P zu bestimmen, legt man durch ihn drei Paral-
lelen zu den Achsen, die die Koordinatenebenen in P, P,, P,, und drei Parallel-
ebenen zu den Koordinatenebenen, die die Achsen in P, P,, P, schneiden
mégen. Man nennt nun die drei Strecken * =OP, =P, P;—=P P=P,P,
y=O0OP,=P,P =P,P=P,P,, 2=0P,=P, P,=P,P=P, P,, ge-
messen an der gewahlten Lingeneinheit, die drei Parallelkoordinaten des
Punktes P. Zu jedem Punkte P gehoren drei bestimmte Koordinaten, und um-
gekehrt zu drei beliebigen Koordinaten z, y, z 1dBt sich stets ein, aber auch nur
ein Punkt P finden. Uber die Verteilung der Punkte in den einzelnen Oktanten
und die Vorzeichen ihrer Koordinaten gibt die folgende Tabelle eine Uber-
sicht (v==vorn, fj==hinten, v==rechts, [ =links, o= oben, u == unten).

Abb. 122.

i §|h Di vy I)L » z y-Ebene y2-Ebene zz-Ebene
HHHEHHHH B BRH AN
ol oo ojujuju ;ujfr 1
e |+ === =] == o] o] ol =]+
v [+i+| ==+ [+ ==+ ]+ = |+ = =i +]efolo]0
P R R D 017‘7??!":!??‘1{:_5
z z-Achse | y-Achse | z-Achse 0-%
P v B frfr]ofu
z +’~ oo o’o 0
' y T|—o—4—|j-: o|o 0
o P o]o olo +]=] o

(98) b) Das zylindrische Polarkoordinatensystem, Ab-
bild.123. Man wihlt einen festen Punkt O, durch ihn einen
festen Strahl O A (Anfangsstrahl, gewdhnlich nach vorn gerichtet) und eine auf
diesem senkrecht stehende feste Gerade (gewdhnlich vertikal), die z-Achse. Hier-
durch ist zugleich eine durch OA gehende, senkrecht zur z-Achse verlaufende
(gewohnlich horizontale) Ebene mitbestimmt. Um einen riumlichen Punkt P
festzulegen, fillt man von ihm auf diese Ebene das Lot PP’ —=z; O P’ schliet
mit OA einen Winkel # ein; die Linge der Strecke OP’ sei gleich p. Dann
ist der Punkt P durch die drei GréBen g, &, 2, seine zylindrischen Ko-

Abb. 123.
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ordinaten, eindeutig bestimmt; es ist
0<o<w, —wldl+tw, —wlz<+w.

(99) c) Das sphirische Polarkoordinatensystem, Abb. 124. Man wihit
einen festen Punkt O, einen festen Anfangsstrahl OA (gewdhnlich nach vorn),
und durch diesen eine feste Ebene (gewthnlich horizontal); hierdurch ist als
durch O gehende Normale zu dieser eine feste Gerade Oz mitbestimmt. Um
einen riumlichen Punkt P festzulegen, verbindet man ihn mit O: 0P =7,
bestimmt den Neigungswinkel ¢, den O P mit der festen Ebene einschlieBt, und
den Winkel A, welchen die senkrechte Projektion O P’ von OP auf diese Ebene
mit OA bildet; durch die drei GréBen 7,1, @, seine sphiarischen Koordi-
naten, ist P eindeutig bestimmt. Statt ¢ filhrt man auch bisweilen den
Winkel y =90%— ¢, den r mit Oz bildet, ein. In Anlehnung an die Be-
zeichnungen der Geographie nennt man 1 auch die Linge, ¢ die Breite,
y die Poldistanz von P. Es ist
08 r<w, —w lhiltw, —90°<p<g90°, 0Zy< 1800,

d) Beziehungen zwischen den verschiedenen Koordinatensystemen: Das
zylindrische und das sphirische Koordinatensystem seien so mit einem recht-
winkligen vereinigt (Abb. 125), daB ihr Anfangsstrahl mit der - z-Achse
und ihre 2z-Achse mit der 2-Achse desselben zusammenfallen; dann gelten
fiir die Koordinaten eines beliebigen Punktes P die folgenden Beziehungen,

o) rechtwinklig-zylindrisch:

x=—=pcos?, y=—opsind, 2=z,

o=y | o2, 0:arctg%,l) z=2z.
B) rechtwinklig-sphirisch:

x=rcospcosi, y=rcospsini, z=rsing,
r:-\/a:ﬁ-}—yL{t?, @ — arctg —z——,l) l:a:ctgl.‘)
Va* -y @

y) zylindrisch-sphirisch:
d=121, op=rcose, z=rsing,

A=19, r=ye?-|22, (p:arctgil).
e

Z

K4
x
Abb. 124, Abb. 125. Abb. 126.

(100) 2. Strecken und Winkel im rechtwinkligen Koordinatensystem.
Der Punkt P (z/y/2), Abb. 126, habe von O die Entfernung r; OP bilde mit
den Koordinatenachsen die Richtungswinkel «, §, y; dann ist
rP=ua?ty*+28 @x=rcoswe, y=rcosf, z=rcosy,
wobei cos? o + cos® f -+ cos?y =1;
r==gcos &} y cos f | 2zcosy (Projektionssatz).
1) Beachte zur Bestimmung des Quadranten von ¢, 4, ¢ die Vorzeichen von xz, ¥, 2!

9*
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Sind zwei Punkte P,(z,[y,/2,) und P, (x,/y,/z,) gegeben, Abb. 127,
so ermittelt man die GroBe und Richtung ihrer Verbindungsstrecke P, P,

folgendermaBen : 5 5 5 .
s=y(@—x)*+ (5" —y)* + . —2)%,
o — X Yo—Y 2 —2

COoS O — — COsS p = ——— COSs Y =—
8 'B 8 ’ ¥ 8

Sind zwei Strahlen mit den Richtungswinkeln (e, (B, /y,) bzw. (c/B,ly,) ge-
geben, so erhilt man den von ihnen eingeschlossenen Winkel ¢ durch die

Formel: cos 9 = ¢os ¢, cos o, - cos B, cos B, -~ cos y, cos 7,.

Ferner ist 7, cos ¥ = &, cos oy ¥y, cos f; 2, cosy, (Verallgemeinerter
Projektionssatz. Er gibt die Linge der Projektion einer Strecke r, auf die
P Richtung (al./ﬂlly.l).)
Durch die beiden von einem Punkte aus-
N gehenden Strahlen (ey/B,/y,) und (ey/f,/7,),
welche miteinander den Winkel ¢ einschlieBen,
ist eine Ebene bestimmt, deren Stellungs-
winkel gegen die yz-Ebene A, gegen die
zz-Ebene B, gegen die zy-Ebene I'sein mo-
72 -y gen; sie errechnen sich durch die Formeln

———————d

sin & cos A = cos f, cos p, — cos f, cos p,,
/ sin & cos B = cos y, cos &, — €0s y, COS ¢y ,
Abb. 127. sin 9 cos I'= cos @, cos f, — cos «, cos f,.
A, B, I'sind zugleich die Winkel, welche die Normalen zu dieser Ebene mit
der @-, y-, 2-Achse einschlieBen.
Beispiel: Der Punkt P, (2/—-6/3) hat von O den Abstand 7; = 7; die Richtungs-

@,//2;)
ry 2

winkel von OP, sind, da cos @y = %, cosfBy = — —g—, cos y; = -;— ist, «, = 73°23'54",
By = 148°59'45"",  y; = 64°37'25"". Desgleichen ist fiir Py(4,0/-3) OPy=1r,=75,
008 g = c0s By = 0, COSpg = — %' g = 36°52"12", Bs = 90°% yp = 126°52"12"".

Die Strecke P, P, hat die Linge s = /(4 — 2)2+ (01 6)2 + (— 3 —3)2 =219 = 8,7178
und die Richtungswinkel @ =76°44'15"", B = 46°30'27"', y = 133°29'33"/, da cos « = 2

2vy19

cosﬂ:—6:, cosy = —L. Der von den beiden Strahlen OP, und OP; ein-
2V 19 2y/19
geschlossene Winkel % bestimmt sich aus der Gleichung
2 4 6 3 3 1
= e — — =)0+ —|—=)=—= zu H=091°38"14"".
wso = oot (=)ot (-3 3 ° o3
Fiir die Stellungswinkel der Ebene O Py P, ergibt sich schlieflich
. 6 3 3 18 : 3 4 2 3 18
sindecosd=(——)\—=) —0."-=—, sin$cosB=-"—-——-—.(—= =,
" (1)(5) 7735 75T TN S/ T
2 6\ 4 24
sindcos "= —:0—(— =) —=—,
mres =y ( 7) 5735
und hieraus: A4 = 59°2’11"* = B, I =46°41'9".
(101) 3. Ebene und Gerade.

a) Die Ebene. Die allgemeine Gleichung der Ebene ist vom ersten Grade
in z, y, 2; sie lautet Az -}- By 4 Cz-}- D=0.
Sonderfille:

a) Ist A =0, solautet die Gleichung By 4-Cz-}-D =0; die Ebene
ist parallel zur z-Achse; entsprechend fiir B=0, ¢ =0.

b) D=0: Az-}By-}+Cz=0; die Ebene geht durch O.
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¢) A=B=0: Cz-+ D=0; die Ebene ist parallel zur zy-Ebene;
entsprechend fir A =—=C =0, B=0C=0.

d) A=D=0: By -+ Cz=0; die Ebene enthilt die z-Achse; ent-
sprechend fir B=D=0, C=D=0.

e) A=B=D =0: Cz—=0; die Ebene fillt mit der xy- Ebene zu-
sammen; entsprechend fir A =C=D=0, B=C=D=0.

Dividiert man die allgemeine Gleichung durch — D, erhilt sie die Form:

z
%——}—%—}——o—: 1, Abschnittsgleichung; hierin sind a, b, ¢ die Abschnitte,

welche die Ebene auf den drei Koordinatenachsen bildet.

Im rechtwinkligen Koordinatensystem heiBt die Gleichung der Ebene,
fiir welche der Abstand von O gleich d ist, und welche die Stellungswinkel
«/Bly hat: z cos ¢4y cos B}z cos y —d==0, Stellungsgleichung, wobei
cos? ¢ - cos?f - cos?y == 1 sein muB. Setzt man in die linke Seite der Stellungs-
gleichung die Koordinaten eines beliebigen Punktes P
ein, Abb. 128, so ergibt sich ein Wert n, welcher
gleich dem Abstande des Punktes P von der Ebene ist:

n =2 cos &}y cos f+zcosy—d.
Ist » > 0, so liegen O und P voneinander durch die
Ebene getrennt; ist #» <Z 0, so liegen O und P auf der-
selben Seite der Ebene.

Zur Uberfilhrung der allgemeinen Gleichung der
Ebene Abb. 128.

Az+By-+Cz4D=0
in die Stellungsgleichung dividiere man dieselbe durch -} JA“+§+C“ ,
wobei man der Wurzel das dem Absolutglied D entgegengesetzte Vorzeichen
zu geben hat.

Beispiel: Die Gleichung der Ebene laute 22 — 6y +} 3z —24 = 0. Die Abschnitts-
gleichung lautet :; -+ % —+ % =1; also bildet die Ebene auf den drei Koordinaten-
achsen der Reijhe nach die Abschnilite a—=12, b= —4, ¢= 8. Um die Stellungsgleichung
zu bilden, dividiere man durch-}-y/22}- 62 32 = 4 7 (da das Absolutglied — 24 heiBt, erhalt

2
die Wurzel das Zeichen-}-); Stellungsgleichung : 5 z——? v+ /‘;'- z— 27—4 =0. Also hat

die Ebene von O den Abstand d =3 ?’—; die Stellungswinkel der Ebene sind a =730 23’ 54'',

2
B =148°59"45", »=6437'25"", da cosa:7, cosﬂ:—;, cos;::% ist. Der
Punkt (—2/—4/+ 5) hat von der Ebene den Abstand n:—-‘; + 27—4 + !75 — %;4 = 17—1;

er wird durch die Ebene von O getrennt.

(102) b) Die Gerade. Eine Gerade wird durch zwei lineare Gleichungen dar-
gestellt (als Schnittgebilde zweier Ebenen):
Az+By—+Cz-+D =0,
Ay + B,y +Cya+ D, =0.
Elimjniert man aus diesen einmal 2z, das andere
Mal y, so erhdlt man Gleichungen von der Form:
y=Mz-}m, z2=Nz-i|n
(Projektionsgleichung der Geraden).

Soll eine Gerade einen Punkt Py (%,/y,/2,) ent- 4
halten und die Richtungswinkel ¢ /fy haben, so lautet Abb. 129.
die Gleichung der Geraden (Abb. 129)

z=gx,tscos, Yy=y,ftscosf, z=zFscosy
(Parameterdarstellung; &= P,P ist der Parameter)
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oder
TTH _ YW TR (Richtungsgleichung der Geraden).
cos o ‘cosf  cosy
Die durch die beiden Punkte P, (z,/y,[z,) und P,(x,/y,/2,) bestimmte
Gerade hat die Gleichung (Abb. 130)
_ % tim, y _%tly, _atlz
142"~ 142" 1414

(Parameterdarstellung;

PP
Parameter ist das Teilverhiltnis 4 =-21-
PP,
oder
oA _YTY _ETA
To—& Yo— Y1 %2
Die Richtungswinkel «, f, y einer Ge-
raden ergeben sich aus den Projektionsgleichungen durch die Beziehungen:

o 1 . M o N
— :2', COSﬂ— /___:_2—‘__—;2‘ 3 COS}'——_;TQ'_.:;
vi-+M2 N Vi 4+ M24-N Vi-+M2 LN

Beispiel: Die Gleichung der durch die beiden Punkte (3/4/5) und (7/—2/9) gehenden
Geraden lautet:

Abb. 130.

z—3 y—4 _z—5 z—3 y—4 z—35
—_— == =" od = __=2__=
7—3  —2—4 9—3 pa— —6 4
die Projektionsgleichungen :
3 17 ,
y:——;z—{—?, z=z+2,
Der Spurpunkt in der 2 y-Ebene hat die Koordinaten —2/20/0, in der yz-Ebene
O\Q 2, in der zz- EbeneL7 0. @
2 31143
Ferner ist (x)sa:,f1 :—2_—; cos f = — .i oosy:i__,
7 V17 V17

=
\/1 +t1

also a =y =68058'57", B =136%41"10"".

(103) c) Ebenen und Geraden. Zwei Ebenen 4,2 B,y -} C,2+ D, =0

und 4,2z B,y +C,2+ D,—0 schlieBen einen Winkel & ein, der durch
die Gleichung bestimmt ist

4,4,+ B, B,+C,C, .
VA + B HCp%) (4 B+ C)F)
Ist 4, 4, + B, B, +C,C, =0, so sind die Ebenen zueinander senkrecht;
ist 4,:B,:0,=A4,:B,:C,, so sind die Ebenen zueinander parallel.

cos & =

Zwei Geraden

y=Maz-+m, z=Nz+n ud y=Mz-t|tm,, z=N,z-}|n,
schlieBen einen Winkel ¢ ein, der durch die Gleichung bestimmt ist:

1-+M, M, 4N, N, .
Vit M2 N2 (1 4 M2 Np¥)
Ist 1 + M, M, -+ N, N, =0, so stehen die Geraden senkrecht aufeinander;
ist M, =M, und N,=N,, so sind die Geraden zueinander parallel.

cos & =

. ) . My —m, Ny — My
Zwei Geraden schneiden einander, wenn 2l

L st
M2_'M1 N2—N1 ®
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Der Neigungswinkel v einer Geraden y—=Mz-}m, 2=Nz-|n
gegen eine Ebene Az + By 4 Cz -4 D=0 ist bestimmt durch die Gleichung

. A+ BM-+}CN

VAT B 00 6 M N
IstA-+BM -+ CN=0, solduft die Gerade parallel zur Ebene;
ist A:B:C=1:M:N, sosteht die Gerade senkrecht auf der Ebene.

Eine Gerade liegt in der Ebene, wenn sowohl A-[—BM +CN =0,
als auch Bm -+ Cn -+ D =0 ist.

sin ¥

(104) 4. Krumme Oberflédchen.

a) Allgemeine Formeln. Unter der Gleichung einer Fliche versteht man
eine Gleichung, die von den Koordinaten eines jeden Punktes der Fliche erfiillt
wird. Im Parallelkoordinatensystem ist sie also meistens von der Formz ={f (z, y)
(entwickelte Gleichung) oder F'(x,y,2) =0 (unentwickelte Gleichung).

Ist Py(%,/Y,/2,) ein Punkt der Fliche, so daB also zo=7{(z,,¥y,) bzw.

=0t ma sind (71) wa () v (55), (), (5)
F(x,,Y,, %) =0 ist, und sind (a—x 0und 5y, bzw. 75), \ag)y \32),

die partiellen Differentialquotienten der Funktion z—=f (z, y), bzw. F (z,y,2) =0
im Punkte P, so lautet fiir das rechtwinklige Koordinatensystem die Gleichung
der Tangentialebene in P :

2—n—(5) e—a)+ () b—w) v
Ga). e—a+(5) o= + (51) = —o.

und die Gleichung der Normalen in P,:

T—%_ Y —Y T2 _Y—Y%__*2—"%

B R ) R R R
ox/, 0z/, ox/, 0y /, 0z /,
z2 il

Beispiel: Die Gleichung des hyperbolischen Paraboloids lautet: z =2 —25"
a
Fiir den Punkt P (z,/y,/2,) ist

_nt_ut (az) _n (92> U
2= %4 28’ a—xo_a' 5}0_?

und die Gleichung der Tangentialebene 2z —z, = % (Z — @) — % (y —y,) oder

~T% __ VY% (102 !I_o’_) oder z—!—zo.—_zz"—y—”",

a b a b a b
Die Gleichung der Normalen : £z
alz —z, bly— —
_aa—m) _de—w _, . AT »
Zy Yo TIIIIES T
o S
Zur Bestimmung des Rauminhaltes des von % &,

einer krummen Oberfliche begrenzten Korpers hat 7 :
man vorwiegend zwei Moglichkeiten: s il
o) Man zerlege den Korper, Abb. 131, durch /

Schnitte parallel zur z y- Ebenein Schichten; hat der
im Abstande z von der 2y-Ebene gelegte Schnitt den “x
Flicheninhalt f(z), so ist das Volumen des Korpers Abb. 131.

22
V= [f(z) dz, wobei die untere Grenze z, und die obere z, durch den Kor-
21

per bestimmt sind.
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Beispiel: Fir das dreiachsige Ellipsoid, Abb. 132, ist der in der Hohe z gelegte Schnitt
eine Ellipse mit den beiden Halbachsen g’ = -g- Vet —22, b = % Ye2— 22, also ihr Flichen-

inhalt nl:,} (c® —22); demnach ist, da die beiden Grenzen z; = — ¢, 2, = -}-¢ sind,
+c te
zab wab 23 4
V:_{ v (cx_zﬂ)dz:-cT[c'b’z———:;— c: —3—nabc. (S. a. (21).)

B) Ist der Korper begrenzt von der xy-Ebene, einem Zylinder von der Glei-
chung @ (z,y) = 0, dessen Mantellinien also parallel zur z-Achse sind, und einer
Fliche von der Gleichung z ={ (2, y),

Abb. 133, so zerlege man ihn in pris-
matische Siulen von der Grundfliache

Abb. 132. Abb. 133.

dr-dy und der Hohe 2, also dem Inhalte zdx dy und integriere sie einmal
unter Beibehaltung des Wertes fiir & iiber y in den durch die Gleichung
@ (z,y) =0 fir das gewihlte = bestimmten Grenzen y’' und y” und die auf
diese Weise erhaltenen parallel zur y2-Ebene gelagerten Schichten zwischen den
Grenzen z, und z,; oder man integriere die Sdulen unter Festhalten des Wertes
fiir y iiber  in den durch die Gleichung ¢ (z,y) =0 fiir dieses ¥ bestimmten
Grenzen 2/ und #" und die dadurch erhaltenen, parallel zur zz-Ebene gelagerten
Schichten zwischen den Grenzen y, und y,.

E2% 4 ye 2’
V=f fzdxdy:f fzdxdy.
! yn 2

T,y

Z

Abb. 134 Abb. 135. Abb. 136.

Beispiele: 1) Der Rauminhalt des von der zy-Ebene, der zz-Ebene, der yz-Ebene,
der Ebene z = m, der Ebene y =n und dem elliptischen Paraboloid von der Gleichung

2 2
2= —:7 -+ ;l—b begrenzten Korpers findet sich, Abb. 134, zu

z=m y=n . r=m . i
2 Y x2y Y3 -
r T g e T [ e
2 6
220 y2o 2a © 2b 220 a} b o
z=m

m
3 23n , znd mn [ m? n? mnh
= e i ks O-T(EJFET)—T'
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2) Der Rauminhalt des von der zy-Ebene, dem Zylinder #2 + y2 = a2 und von der Ebene
2= —’-‘— y begrenzten Zylinderhufs ist zu berechnen, Abb. 135:
a

z=+a y=va®—az? z=+a P
h _h ) ver—at
V= f ;yda:dyfz Z—a[y2]0 dz =
rT=—-a y=0 r=—a
+ +a
—._h_ 2 __. 2 AL 2 ;_izj] —3 2
*2af(a x)dz_2aax 3 —3ah.
e —a
(105) 1) Die wichtigsten Flidchen.
a) Kugelflache: 2yt —at=0 (Mittelpunktsgleichung).
2 2
b) Ellipsoid: a—2—|—?£ "f—;z‘ =1 (Achsengleichung), Abb. 136.
22 2
¢) Einschaliges Hyperboloid: = +-by;—?2= 1, Abb. 137ei.

& =1, Abb. 137zw.

Abb. 137. Abb. 138. Abb. 139.

2 2
e) Elliptisches Paraboloid: z:——{—gz, Abb. 138.

22
f) Hyperbolisches Paraboloid: z:-—;;—{—?—, Abb. 139.

cf==E&n. z %
z

Abb. 140. Abb. 141 Abb. 142.

1

PRI PO

W
&
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22 2
g) Elliptischer Zylinder: F—f—%{:1 , Abb. 140.

g’) Kreiszylinder: 2? Lyt =al.
h) Elliptischer Kegel: 2 +% % 0, abb. 141
1 : 3 Yo T o — . .
P & a? b2 c? ’
a2
h’) Kreiskegel: a?-F == # 22,
i) Schraubenflache: z=harctg L, Abb. 142.
xr
(106) 5. Raumkurven.

Die Gleichung der Raumkurven sei in Parameterdarstellung gegeben

z=0F), y=vylt), 2=y (t), Abb. 143.
Die Gleichung der Tangente in einem Kurvenpunkte P (f) lautet

z—ot)_y—v@)_2—2x0)

, wobei q)'(t):cl(—zi—t)...ist;

P Yo 70
ihre Richtungswinkel «, 8, y sind bestimmt durch
cos @ = —— ?7"————,
4/ 7 RS
) _ v
i R
71
/ N ey
1 2
* Abb. 143. Die Gleichung der Normalebene lautet

E—o) ¢ +l—w) v+ E—nr =0
Die Linge des Kurvenbogens P, P, — 8 ergibt sich zu

7
o= Vo' Fy 77 dr.
21

Beispiel: Die Gleichung der Schraubenlinie lautet, Abb. 142:

T = acost, y = asint, z=ht.
Tangente: g—acost  y—asint_z—ht

— asint a cost h
Normalebene: rasint 4-yacost + z-h = h2t.
Kurvenlinge: 8 = (tg—1;) Va2 k2.
(107) X. Nomographie.

Unter Nomographie versteht man das Rechnen mit Hilfe der Zeichnung.
Sie hat in der Technik immer mehr an Verb::itung gewonnen, und es ist unmog-
lich, hier alle ihre Methoden erschépfend zu behandeln. Die wichtigsten seien
herausgegriffen. Die Zeichnungen, Tafeln, die iiberdies fiir ein und dasselbe
Problem, je nach dem vorliegenden Zweck, verschiedenartig ausfallen kénnen,
heiBen Nomogramme.

A. Die Funktionsleitern.

Trigt man unter Zugrundelegung einer bestimmten Lingeneinheit ! auf
einer Geraden von einem festen Anfangspunkte aus die Strecke I-f(z) ab und
beziffert die Endpunkte jeweilig mit x, so erhidlt man die zur Funktion f(z)
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gehorige geradlinige Funktionsleiter. Als die wichtigsten unter ihnen seien
erwdhnt:
1) die gleichférmige Leiter als Bild der Funktion y = {-x; sie bildet
das Geriist des cartesischen Koordinatensystems,
2) die quadratische Funktionsleiter als Bild der Funktion y =1-27,
3) dielogarithmische Funktionsleiter als Bild der Funktion y =1-logz,
4) die Leiter der Sinusfunktion als Bild der Funktion y==1I-sing,
Abb. 144a—d.

Abb. 144.
a b c d Abb. 145.
9T o 90°
0 3
70 ggﬂ 20°3
sl g e 703
1 8 8 ]
1 7 60° 60°
7% E
¥ d 50° 50°Y_g°
61 5 1°
I 1 0
51 ygo 40° 3 &
1 7 y ]
: +50°
4 1 35
T 30° 302 e
] 3 1
3T ]
I 2 1-30°
1 6 20° 20°7
2+ ]
1 2 1,0
79
7+ 7,; ]
4 7, <4
I 75 70° "]
lad L 70°
o} d 13 i
?Z 12 ]
[ 77
-1 / ol o
I 10 0° r=-0
: ¥ )
-24 Durch Vereinigung zweier Leitern erhidlt man
[ die Doppelleitern, die gesetzméBige Zusammen-
[ hinge zweier Veridnderlichen abzulesen gestatten.
-34 So ist Abb. 145 eine Darstellung des Snellius-
I 3 schen Brechungsgesetzes beim Ubergang
1 eines Lichtstrahls von Luft in Wasser und um-
-4y gekehrt. Aus gegebenen Leitern lassen sich auf
I 2 verschiedensten Wegen neue Leitern konstruieren;
j: 7 der Vorgang heiBt Anamorphose. Das be-
-51 0 deutendste Beispiel hierfiir ist die projektive
Leiter. Sie fiihrt, Abb. 146, die Leiter y = f ()
a.fl@)+b

in die Leiter ¥ — iiber.

cf@)+d



140 Mathematik. (108)

In Abb. 146 ist beispielsweise
y=z—4
, 10z —40
16 —x

Hiufig erweist sich auch die Einfilhrung der krummlinigen Funktions-
jeiter von Vorteil (s. a. (109)).

(108) B. Die Netztafeln.

Ordnet man zwei geradlinige Funktionsleitern in der Ebene zueinander
senkrecht an, und zieht man durch ihre Teilpunkte Parallelen zur anderen Leiter,
so erhilt man eine Netztafel; eine solche eignet sich zur zeichnerischen Darstel-
lung von gesetzmiBigen Be-
ziehungen zwischen drei Ver-
anderlichen. Sind beide Leitern
gleichformig, so ergibt sich
das gewohnliche rechtwinklige
cartesische Koordinaten-
system. Zur Abbildung des

Mariotte-Gay-Lussac-
schen Gesetzes p-v—c-T,
Abb. 147, wihle man beispiels-
weise die horizontale Achse als
Leiter des Druckes p, die verti-
kale Achse als Leiter des Volu-
mene v; dann erhdlt man fiir
alle Wertepaare p, v, welche
zu einer bestimmten absoluten
Temperatur T' gehoren, Punk-
te, welche eine gleichseitige
Hyperbel erfiillen; 148t man T"
variieren, so iiberdeckt sich
die Ebene mit einer Schar von
unendlich vielen solchen Hy-
perbeln; jede einzelne moge
mit dem zugehérigen T' be-
zeichnet werden. In jedem
Punkt der Ebene schneiden
sich nun drei Kurven: eine
gleichseitige Hyperbel 7'y, eine
Parallele zur p-Leiter, welche
die v-Leiter in einem Punkte
v, und eine Parallele zur v-
Achse, welche die p-Leiter in
einem Punkte p, schneiden
moge; diese drei Werte p,, v,, T, erfiillen dann stets die Gleichung
pv=cT (Abb. 147:c=1).

Besonders einfach 14Bt sich eine solche Netztafel herstellen, wenn die Kur-
venschar eine Geradenschar ist; dies soll an dem Beispiele der Gleichung
22z 4-y=0 gezeigt werden, die ebenfalls eine Bezichung zwischen drei
Veranderlichen enthilt. Die beiden gleichférmigen aufeinander senkrecht ste-
benden Leitern seien die #- und y-Leiter. Gibt man z einen festen Wert 2,
so liegen alle Punkte mit den Koordinaten z und y, welche die Gleichung
2,2 -2z, -y =0 erfiillen, auf einer Geraden, die sich leicht einzeichnen

Abb. 146.
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Abb. 147.

Abb. 148.
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1aBt; sie mdge mit 2z, bezeichnet werden. Durch Verinderung von z, erhilt
man ¢ite Geradenschar, die die ganze Ebene iiberdeckt. Greift man anderer-
seits einen Punkt P, (xr,/y,) der Ebene heraus, so geht durch ihn diejenige
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Gerade, deren Bezifferung z die Gleichung dritten Grades erfiillen muB,

222+, ==0.

Die Netztafel 148 ist also ein Nomogramm fiir die re-

duzierte kubische Gleichung; je nachdem durch P, eine oder drei Geraden

gehen, hat die Glei-
chung eine oder drei
Wurzeln. In gleich ein-
facher Weise 148t sich
fir jede trinomische
Gleichung

2tz ty=0
eine Netztafel ent-
werfen.

Durch Aneinan-
derfiigen zweier Netz-
tafeln gelangt man zu
einem Nomogramm fiir
vier Verdnderliche,

Beispiel(s.Dobbeler,
Rechentafeln mit Geraden-
scharen: Betrieb 1. Jahrg.
S.345ff.): Die Beanspru-
chung einer Feder erfolgt
nach der Gleichung

add kg
1600 7 ’

wobei P die Zugkraft der
Feder in kg, d der Draht-
durchmesser in mm, &, die
Beanspruchung in kg/cm2
undy der Kriimmungshalb-
messer derFederwindungen
ist, Abb. 149. Durch Ein-
fiilhrung einer Zwischen-
groBe n kann man die obige
Formel in zwei andere zer-
legen, welche Beziehungen
zwischen nur drei Ver-
dnderlichen enthalten:

_T
ton=2,
k

d T

2. —=——- .

Lty ST

Beide haben die Verinder-
liche n gemeinsam. Fiir die
erste Formel wihle man
als wagerechte Leiter die
r-Leiter, als senkrechte die
n-Leiter, im zweiten Falle
als senkrechte dieselbe 7n-
Leiter, als wagerechte —
aber nach links gerichtet —
die kg -Leiter. Die Kurven-

schar der d stellt in der
ersten Netztafel eine Schar
leicht zu zeichnender Ge-
raden dar, die alle durch O
gehen, ebenso dieSchar der
P eine Schar Geraden durch

v

"0 ———— r
4 T F A
8 [ { A 3 T r~
-/ ¥ 0%
7 NV 4z
3/
6 £
VA 1
5 /
p /
y§ 1Y / .
35 >
> N DA / [
[ I
2,5 y
e
2 N NEN
AN 23
/ ™ D =
157, 2
/) NELNE i
7 =
7 75 2 25 3 35445 6 7690 F
Abb. 150.
¥
s T T '
g Ty RN
g / T T
H Ii ]
7 SN HH
6 3%
Ry L
8 J
5 ™
P N AREA V )
y 1N q ] 3' /ré 1 :
I X 1
35 S AREAN
5 /A T ;
3 | 1 I iz
! 7 7 g g9 0
25
O in der zweiten Netztafel.
2 Eine zusammengehérige
I Wertegruppe der vier
] GréBen 7, d, P, kg, erhalt
75| NERE man auf folgende Weise :
’ man geht von dem r-Wert
senkrecht aufwirts bis zur
i/ betr. d-Geraden, dann
wagerecht bis zur betr, P-
7 il |_Z Geraden und schlieBlich
a 7 2 3 4 & wieder senkrecht abwirts
Abb. 151, bis zur kz-Achse, auf der

das zugehdrige k; ange-

zeigt wird. Sind irgend drei der vier GroBen gegeben, so 148t sich die zugehorige vierte

auf diese Weise ermitteln.

P =2,35 kg, kd = 14300 kg/cm?.

In Abb. 149 ist der Fall angedeutet:  =77mm, d=1,85mm,
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Fiihrt die Verwendung der gleichformigen Leitern zu einer Kurvenschar,
die nicht eine Geradenschar ist, so ist es oft moglich, durch Zugrundelegung
anderer Leitern eine solche Geradenschar zu erhalten. Die gebriuchlichsten unter
solchen Netztafeln sind die logarithmische und die halblogarithmische Tafel.
In der logarithmischen Tafel sind beide Achsen Trédger von logarithmischen
Leitern. Sie eignen sich zu Nomogrammen fiir Beziehungen von der Gestalt

z=gx6-yb, da die
einem konstanten 2z
entsprechenden Kur-
ven eine Schar paral-
leler Geraden bilden.
Das Nomogramm des
Mariotte-Gay-Lussac-
schen Gesetzes besteht
in diesem Falle aus
einer Schar von Ge-
raden, die auf bei-
den Achser gleiche
Stiicke abschneiden.
(S. Abb. 150.)

In der halbloga-
rithmischen Tafel
ist die eine (wage-
rechte) Achse Tréger
einer gleichférmigen,
die andere (senkrechte)
solche einer logarith-
mischen Leiter. In
einer solchen geben Be-
zichungen von der
Form z—a%.y fiir
konstantes z Geraden,
Abb. 151.

Wie man diese
Nomogramme verwen-
den kann, um umge-
kehrt aus dem empi-
risch ermittelten Bilde
der Geraden die Kon-
stanten @ bzw. b und
damit also den ana-

lytischen Ausdruck

eines auf Grund von

Versuchen gefundenen Gesetzes zu erhalten, zeigt P. Luckey in seiner Einfiih-
rung in die Nomographie T. 2, S. 15 ff.

(109) C. Die Fluchtentafeln.

Ordnet man drei Funktionsleitern in bestimmter Weise in der Ebene an, so
schneidet jede beliebige Gerade — die Flu cht — diese in drei Punkten; die diesen
Punkten entsprechenden drei Funktionswerte sind also, da die Gerade durch zwei
der Punkte bestimmt ist, durch ein durch die gegenseitige Lage der drei Leitern
bedingtes Gesetz miteinander verkniipft. Eine solche Fluchtentafel bietet also
ebenfalls die Moglichkeit, die Beziehungen zwischen drei — und durch Kom-
binationen von weiteren Leitern zwischen vier und mehr — Verédnderlichen
zeichnerisch festzulegen.
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Der gebrauchlichste Fall ist derjenige, da8 die Leitern zueinander parallel.
sind; er kann Anwendung finden, wenn die Veranderlichen «, ¥, z der. Gleichung

geniigen
f3@ =1+ 1),

wobei [, [y [, beliebige Funktionen der Verénderlichen 2, y, 2 sind.

Beispiele: 1. (s. Tama, Graphische Rechentafeln, Werkstattstechnik XI 1, S. 1f{f.),
2.
Fiir die Berechnung des Scherdruckes bei Blechscheren dient die Formel P = Laﬁ ; fiir FluB-
2t

eisenblechist o, = 4500 kg cm— 2, wihrend der Scherdruck P, die Blechstirke s und der Scher

[
winkel ¢ veranderlich sind. Logarithmieren ergibt log P = 1og7“’ t-2logs—logtg ¢, also

ein Gesetz von obiger Form.

DasNomogramm, Abb.152, 7003 —70,0
14Bt sich alsoaus drei paral- 903 - 0
lelen Leitern aufbauen, von 73 =9
denen die P-Leiter und die 80 3 = 80
s-Leiter nach der Logarith- i = <
musfunktion, die ¢-Leiter ] =
nach der Logarithmus- 70 100 = 70
tangensfunktion fortschrei- 7 90 - o
tende Bezifferungen tragen. 601 50 y E 60

2. (s. auch Runge, - Z.Z / I !
Graphisch.Methoden,S.80). ] 7 / =
Fiir adiabatische Vorginge 50 IS ~ 50 - 50
gilt die Formel p v* = w, ] ~ 40 | / -

N — \ / —
30})@311) der. Druék, v cli)as ] \\ -1 / -

oiumen eines ases c- - -

deutet und w eine Kon- 4,0—: \\ 30 / L:— 40
stante ist, die von der 3 ~ 1 / o
GroBe der jeweiligen Gas- 3,9 7 204 4 ~3,5
menge alihgngig ist. Dals; h \\; -
Gesetz 1aBt sich auc E 7 ol
schreiben logp | &-logn = 90 ] PAN ~E30
= log w, gestattet also 1 / ~_ .7
auch ein Nomogramm mit 1 790 S C
drei parallelen Leitern von 49 7] V; i 7N =25
logarithmischer Skala; da- ] Y %_ _ - F
bei muB, falls die p-undv- E / A -
Leitern kongruent sind, die 1 / [ ~
Beziehung bestehen LA.B: 404 / <50 _—2/0
BC =k:1; die w-Leiter ]
ist_die Projetion der 9~ 76 1 //// ‘/,Uj -8
Leiter aus dem Punkte C.
Abb. 153 zeigt den Fall 0] e 30+ -6
k=y2. Die Bezifferung 74 //’/ 7 — 74
der w-Leiter ist nicht von- 17 204
néten, wenn man aus einem / = I~
gegebenen Wertepaare po, 12 / 7,53 =72
v, ein anderes Wertepaar 3 3 =
P, 9, wobei po* = pyok, er- E ] E
mitteln will: man braucht 403 A 7 4 ¢ - %0
bloB die pg— vo- Flucht T 13 rn)' v
mit der w-Leiter zuschnei-

den; jede durch diesen
Schl’]ittpunkt gehende Abb. 153.
Flucht schneidet auf den

1
p- und v-Leitern Wertepaare von der verlangten Eigenschaft aus. Beispiel: 6,3 =1,28-3,1 ’

1,12.6,55"" = 524.2,00"

41

Wie man die Fluchtentafeln auch bei Beziehungen zwischen mehr als
drei Verdnderlichen verwenden kann, sei an einem Beispiele gezeigt:

(Tama, Graphische Rechentafeln, Werkstattstechnik XI,17, S. 35.) Ist [ mm die Linge
eines auf der Drehbank zu bearbeitenden Werkstiicks, n die Drehzahl in der Minute, 8 mm der

Vorschub fiir eine Umdrehung, z min die Schnittzeit, so ist z = ;f} . Durch Einfiihrung einer

Hilfsbuch f, d. Maschinenbau. 8. Aufl. 10
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‘HilfsgroBe X zerfillt die obige Formel in die beiden X — »l';, z= % , fir welche Abb. 154

die Fluchtentafel liefert. Ist} = 240, =» =30, §=0,2, so verbinde man die auf der /- und
n-Leiter befindlichen zugehorigen Punkte durch eine Flucht, ferner deren Schnittpunkt mit der
X-Leiter, welche zu diesem Zwecke keiner Bezifferung bedarf, mit dem entsprechenden Punkt
der s-Leiter durch eine zweite Flucht, die die z-Leiter in dem zustehenden Punkte z = 40 schneidet.

mmin - Z min

SM/ZI/[/mdr lmm

7000 + 70002+ 2
@iz wl 17
1 04,06
wt |, 0074
600 + 60 glgg 1 1
500150 14 do”f.': 4 20
w0 L4 g5} s ’ ]
300 .30 _g T 9
~ ]
» ]
200 § 20 1_>190\ /0"2/* i
T T ~. ‘R 4
S X ‘ 7 § a3 ZZ
1 . a0 - LI T T
K L5 X ~ e N + 70 §
O] ) —~ N
3 N T NS AN
1 1 R ¥ 9
R “3 TN Sost Y0y
~ %07 . . ]
I wts Y : ~. X o6+ N
g 017 313 N ~.._ Qo t N
3
‘§ 60 {6 Q- *%g]ﬂ._ ] N
L i 99 + Q
T 5015 4 v@l 51,0«« ~ F200
Y0 T4 5150 ~ l
l 0 43 g:iz l 7 %00
8160 1 H
i1 2 40
20 +2 103100 1 s00
3+ 1 s00
751-750 y j‘ wao
+ L 800
J_ i L 900
/7401 é/ qu Zgﬂu X 5L j“7000
Abb. 154,

Unter den Féllen, da8 die Funktionsleitern schief zueinander laufen, hat
derjenige besondere Wichtigkeit erlangt, bei welchem zwei zueinander parallel
laufen, wahrend die dritte beide schneidet; er eignet sich zur Dar-
stellung der Bezichung f, (%) -f, (y) = [, (¢), wobei die Leitern f (#) und £, (z),
resp. f, (¥) und f, (2) zueinander parallel laufen. Die schrige Leiter ist zudem
nicht die Leiter der iibrigbleibenden Funktion, sondern eine projektive Leiter
derselben.

Beispiel. (Tama, Graphische Rechentafeln, Werkstattstechnik X1I, 11, S.123.) Auf
einem Teilkreise vom Halbmesser R sollen in gleichen Abstinden s » Bohrungen vorgenommen
werden; es gilt, Abb. 155, dann die Beziehung 8 =2 R sin % . Die eine parallele Leiter sei
die gleichférmige g-Leiter, die andere der gleichférmige Triger der Funktion sin % ; indessen

sollen an die Teilpunkte unmittelbar die Werte n angeschrieben werden. Die R-Leiter ver-
bindet die Nullpunkte der beiden anderen Leitern; sie ist die projektive Leiter zu einer gleich-
formigen und wird am bequemsten aus der s-Leiter dadurch erhalten, daB man sie vom Punkte

. 180¢ 1 . . . . .
n =6 [dasin < =72 der n-Leiter projiziert. Irgendeine Flucht schneidet sodann auf den

drei Leitern Werte aus, die der geforderten Beziehung geniigen. (Beispiel: n =8, R == 150,
$ =116 mm.)
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Ist die Beziehung zwischen z,¥y,2z von der Form

a(@)f1 (@) +b@) f, (%) +c(e) =0,

wo @,b,¢ Funktionen von z sind, so lassen sich Fluchtentafeln entwerfen,
deren - und y-Leiter parallele Geraden mit den Funktionsleitern f, ()
und f,(y) sind, deren z-Leiter

im allgemeinen eine Kurve ist. 20?
Im Falle der allgemeinsten 0k
trinomischen Gleichung wi
s A m n T
fir z: @z + y2 +z =0 5 n
sind die z- und y-Leitern bei- 0 °5
" spielsweise zwei parallele gleich-
" . . . . 70
formige Leitern, die z-Leiter 0
eine im wesentlichen von den
GréBen m, n,r abhingige Kurve. 90
Das Nomogramm liefert fiir 700
einen bestimmten Wert von . 70 6
bzw. y durch die zugehorige 720 e
Flucht die Wurzeln z obiger 730 N
G!eichung als. die Schnittpunkte §,¢0 5
mit der z-Leiter. {7507 7
Beispiel: 28 +22 L1y =0, Abb.156. w7z N
Die 2- und y-Leiter sind gleichformige g >
parallele Leitern; iiber die Konstruk- & 79 3
tion der z-Leiter, welche in diesem <3780 16N
Falle eine Hyperbel ist, aus projek- 790 <
tiven Strahlenbiischeln vgl. u. a.
Luckey, Einfithrung in die Nomo- 200 9
grapbje II, S.46ff. Um die Losungen 270 I
2 der Gleichung 22 +2z+y =0 zu
erhalten, braucht man nur die Schnitt- 220 L0
punkte der Hyperbel mit der durch 230
die gegebenen Werte z und y bestimm- X
ten Flucht zu ermitteln. Abb. 156 240 r77
liefert nun zwar nur positive Werte 2501
von 2; da jedoch, falls eine Losung L2
negativ ist, die Gleichung 2* — a2z - 2603
—+y = 0 die entgegengesetzt gleichen 2701
Losungen der gegebenen Gleichung
hat, braucht man die z-Leiter nur mit 2801
der Flucht —«/y zu schneiden und 290 ]
dem gefundenen Wertez das negative _ . 780°
Vorzeichen zu geben, um die ge- s00+ s=ZF. sin 5=
suchte Losung zu bekommen. (Bei-
spiel: 22 4-6,72—6,2 = 0, 2, =0,83, Abb. 155.

29 =—17,53.)

Zuletzt moge Abb. 157 ein Nomogramm zeigen, wie sie fiir den Gebrauch
in der Technik von eigens zu diesem Zwecke gegriindeten Unternehmungen
(Stugra, Berlin-Weidmannslust) entworfen un in den Handel gebracht
werden.

XI. Methode der kleinsten Quadrate.

(110) Liegen von einer zu beobachtenden GréBe m Beobachtungen von
gleichem Gewicht vor, so gilt als wahrscheinlicher Wert das arithmetische Mittel -
der Beobachtungen.

Liegen dagegen m Beobachtungen X, X,,..., X, vor, deren jede den
Einfliissen gewisser GréBen @, y, 2, ... unterliegt, und handelt es sich darum,
einen algebraischen Ausdruck von bestimmter Form F (z, y, 2, ...) fiir die Ab-

T 10*
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héngigkeit derselben von z, y, z,... zu finden, so muB man folgendermaBen
verfahren: Die Funktion F (x, y, 2, ...) enthalte m Konstanten @, b, c, ..., die

72 2
77 ] 7
0 10
P 9

81 8

7 7

6

5

y

Q NN W

@ ® N 9 % R W NN

3

Abb. 156.

so bestimmt werden sollen, da8
X, =F(z,vy,,2,--.)
1) X, =F (%, Y5, %)
Xo=F (@4, Yn 2n5---)
wird. Ist die Anzahl der Beobachtungen gleich der Anzahl der zu ermittelnden
Konstanten, also n=m, so stellt System 1) ein System von 7 Gleichungen mit
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n Unbekannten @, b, ¢, ..., dar, aus dem sich @, b, ¢, ... auf algebraischem Wege
ermitteln lassen.

Abb. 157. Tragheitsmomente rechteckiger, elliptischer und dreieckiger Querschnitte.

Ist dagegen » > m, so wird sich, da die Anzahl der Gleichungen gréBer ist
als die Anzahl der Unbekannten, im allgemeinen keine Funktion F'(z, ¥, 2, ...)
finden lassen, die allen Gleichungen des Systems 1) geniigt.

In diesem Falle lehrt die Methode der kleinsten Quadrate, daB diejenige
Funktion F (2, ¥, 2, ...) die beste ist, fiir welche die Summe der Quadrate der
Abweichungen von den beobachteten Werten am kleinsten ist. Es handelt sich
jetzt also darum, die GréBen @, b, ¢. ... so zu bestimmen, da8 diese Forderung
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erfiillt ist. Ist nun F (2,9, 2, ...) diese Funktion, so ist fiir die Beobachtungs-
gruppe z,, ¥, , 2,, ... die Abweichung des errechneten Wertes F(z,,¥,,2,,...)
vom beobachteten X, , der Beobachtungsfehler 6, =F(x,,¥,,2;, ...)—X,;
ebenso ist 0, = F (Xy, %5, %, ) —Xg, o ooy On=F(@n, Yn, 2n, -..) — X,

n n
folglich die Summe der Fehlerquadrate ) 0= 2V (F @, Yis 2y - - ) — X3)2,
k=1 k=1
60 750 wobei die rechte Seite eine
Funktion der noch zu be-
NP stimmenden m GréBen a, b,
‘ . ¢, ... ist. Damit diese ein
50\725 | Tiefstwert wird, muB aber
M (s @5
W+ ¢ )
S~ 782 2
w700 Z<a 2) 826":0 aZ’Bk:O
// o\g a ! b ’
7 AN
/ -] \o a Z 6;
30175 / N =0, ... sein,
,/ o\\ de
/ P Gruppe 2) ist nun aber ein
20050 ,/ System von m Gleichungen mit
r; denm Unbekanntenga, b, c, ...,
/ und 148t sich nach den Sitzen
/ der Algebra losen.

70125 s . .
/7 Beispiel: Bei einer Turbine hat
INt man in zehn Beobachtungen fiir ver-
/ schiedene Umlaufszahlen 7 einerseits
/ die jeyveili.gfa Leistung N, andererseits
0 50 700 750 200 750 R den jeweiligen Wagedruck P fest-

gestellt. Es sollen Formeln gefunden
Abb. 158, werden, die N bzw. P als Funktionen
von 7 liefern, und zwar sollen diese
die Gestalt haben N =an2+bn, P =a,n2+byn+ ¢;. Zur Behandlung des ersten
Teils der Aufgabe setzte man die Gleichung N = an? -+ bn die zehn Beobachtungsgruppen ein,
und man erhalt die zehn Gleichungen:
any2+bn; =N,
angt +bng =N,
a”%o +bnyy =Ny,
in denen die beiden GréBen g und b die einzigen Unbekannten sind, sich also nicht so bestimmen
lassen, daB alle zehn Gleichungen erfiillt werden. Nach endgiiltiger Bestimmung von ¢ und b
ist demnach der Unterschied zwischen dem errechneten Werte an,2 +bn, und dem be-
obachteten Werte N,, der Beobachtungsfehler &; =an;2-+bn; —N,, ebenso ist
8y =ang? +bny—N,, ..., 0= an,+bny,— Ny, also die Summe der Fehlerquadrate
10 10
DI6; = 3@nf +bn — Ny =a®- Tnj +2ab S +b2 Sng—28 Sng Ny,
k=1 k=1
—2b6 XN+ 2N, ]? . Dieser Ausdruck wird dann ein Tiefstwert, wenn

62673 i)}_,‘&kg
Ga " e T *
also a)_‘,n,z—{-bZn,é’——anNk:O, aZn,?—}-bZn,‘;’—anNk =0.

Aus diesen beiden in ¢ und b linearen Gleichungen lassen sich @ und b nun leicht bestimmen.

Ganz entsprechend verfahrt man mit dem Ausdruck P = a@;n2 -+ b;n + ¢,; man kommt auf
folgende drei linearen Gleichungen mit den Unbekannten g,, b,, ¢,

alzni—i—blZn]g—l—clz‘nf—z‘ank=0,
alZn,?-{—b,an—l—c,an—an Pp=o0,
ay g+ by Xng+ 110 — X Py = 0.
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Die Rechnung selbst gestaltet sich folgendermaBen:

k ] Ny J Py I 32 l 3 mt
1 147 44 24 103.6 21609 | 3176523 466948 881
2 154,5 4579 102 238705 | 3687953, 569788835,
3 169 46 01 | 93,6 28 561 4826 809 815730721
4 ’ 175.7 49 55 97 30870.5 5423945.; 952987 1524
5| 188 4578 | 836 35344 6644 672 1249198336
[ 1923 51,47 92 l 36979,3 71111175 1367467888.9
7 2063 52,25 87 42559, 8780064, 18113272124
8 213 50,89 82 45369 9663 597 2058346161
9 2223 49 92 77 49417,3 10985463,¢ 2442068 550,
10 230 48,35 72 52900 12167 000 2798410000
> | 18981 | 8898 | 367480, 72467144,5 | 14532273739,4
E Ny m3 Ny, ny, Py mEP;
1 6503,2¢ 95598214 15229,2 2238692,4
2 7074,5¢ 1093018.7; 15759.0 2434765.5¢
3 7775,69 1314 091,64 15818,4 2673309.6
4 8705,95 152963275 17042,9 2994437,55
5 8 606,64 1618048,3, 15716,8 2954758 4
6 9897,65 1903 324,05 17691,6 3402004.65
7 1077914 22237438, 179481 3702693.03
8 10839,5; 2308 828,4, 17 466, 3720258
9 11097,24 2466911,1, 1711741 3805131,33
10 11120,5 2557715, 16 560, 3808 800
= | 924002, 1797129600 |  166349,1 | 317349407,
Also lautet das Gleichungssystem fiir @, b
14532273 739,6 @ -+ 72 467 144,8 b = 17 971 296,0
72467144804  367480,0b= 9240024,
woraus sich ergibt a——0,0010344, b —0,455428,
und es ist N=—0,001034 4 n? 4 0,45543 n.
Fir a,, b,, ¢, ergibt sich das Gleichungssystem
14532273739,6 a, -+ 72467144,8 b, -+ 367480,0 ¢; = 31734940,47
72467144,8a, -+ 367480,0b,-F 1898,1¢, = 166349,1
367480,0a, 4 1898,1b, - 10 ¢, = 889,8,
also a, = —0,001036728, b, = 0,037723, ¢, = 119,92,
und es ist

P = —0,001036728 n* -+ 0,037 723 » -}- 119,92.

Abb. 158 bringt das Anschmiegen der N- und der P-Parabel an die den
Einzelbeobachtungen entsprechenden Punkte deutlich zum Ausdruck.

XIL. Die Fourierschen Reihen.

(111) Ist die Funktion f (f) im Intervall von O bis T iiberall endlich und mit
Ausnahme einer endlichen Anzahl von Stellen iiberall stetig, und hat sie in diesem
Intervall nur eine endliche Anzahl von Hochst- und Tiefstwerten, so 148t sie sich
durch die folgende trigonometrische Reihe (Fouriersche Reihe) darstellen:

f)=a+tb sinwttbysin2wt4...4-b,sinnwt-4...
¢, coswttcycos2wt—+...Fc,cosnwt4-. ..,
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27
wobei zur Abkiirzung @ = T gesetzt ist. Dabei ist

CFroan b= 210 nnotd 2 ('t
_ 1) dt, == — t) nnwtdt, c,=—— t) cosnwtdt.
T ) T ) T 19

Durch die entwickelte trigonometrische Reihe ist auch auBerhalb des Inter-
valles O bis T' eine Funktion von ¢ definiert, und zwar ist infolge der Eigen-

2x
schaft, daB alle Glieder der Reihe die Periode T::—a—)— gemeinsam haben,

f(t+T) ={f(t). Das geometrische Bild der Reihe liefert also im rechtwinkligen
Koordinatensystem einen Linienzug von der Periode 7'. Infolgedessen eignet
sich die Fouriersche Reihe vorziiglich dazu, periodischen Vorgingen (Wechsel-
stromen) einen analytischen Ausdruck zu geben.

An Unstetigkeitsstellen gibt die Reihe stets das arithmetische Mittel der
beiden Grenzwerte.

Beispiel: Im Intervall 0 ——22 sel f(t) = ¢t

2
im Intervall -2—T — T seif(t)=— 14‘_ .

Dann ist

ST} (R DRNC I CASTER I

T2

T2

2 T
%!ftﬁ sinnwt dt 4 f(— —) smnwtdt} (S. (59), Formeln 12)
(0 T
2
T
2 z ¢ 5t bt 5 00 tE-|- L q° L =
=7 ——t cosnw + sin nw nw ]0 [m cosnw ]Z =
2
T3 . 3 T3
{ cosnn—l—m51nn1—|—4 TSI — e
T3 T3
+8nn cosZnn-—-sn_‘ cosn:r}
= imml—2 (=0 =2 — ="

T

2
; {f:z cos nwzdz+f( )cosnwtdt} (S. (59), Formeln 12),
(6]

[—t2smnwt+ tcosnwt—”A

T
2 . 2 T T
smnmz] — [ —— sin nwt]
3 w3 ) 4nw T
F]

Ts T3
——cosnx — ——sinpw — —sin2nx + — sinnxn
4 n2a® 4 33 8na 8nx

2 f
7l

—;T{ ——sinnx 4
—1

" 2n2u2
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Es ist also
3= 2
fO=—"> na
sin2 wt  sin4 wt sméwt
B Pl
T2 {coswt cos2wt  cos3wi 1
272 12 22 + 32 " f
Abb. 159 zeigt das Schaubild von f(t).
i
i ¢
| ¥
|
|
i
K}
T A 4
I
[
1 |
| |
Abb. 159.
Fiir¢ = 0 hat der Linienzug eine Unstetigkeitsstelle; hier ergibt sich indessen nicht f(0) = 0
. Tz
wie aus dem Punkte 0, auch nicht f(0) = — a wie aus dem Punkte 4 folgen wiirde, sondern
2
das arithmetische Mittel beider Werte f(0) = — %, wie sich unter Beriicksichtigung der Tat-
1 1 1 72
sache, daB8 TR -+ 2T ist, aus dem Ausdruck fiir f(¢) bei¢ = 0 errechnet;
. T 2 72
ebenso ist £ =) weder | _._’ noch - sondern 0, da - 1 + 2 + s +...= <

In besonderen Fillen vereinfacht sich die Fouriersche Reihe wesentlich. Ist

T T . .
beispielsweise f 2 =—f > + t], so ist a==0, ¢,=—0, und es ist
ft) =b,sinwt-+bysin2wt~...4b,sinnwt-.... Ist auBerdem noch
T
f v t) =f 7 ¢, das Schaubild also symmetrisch zur Geraden ¢ = e

so verschwinden auch noch alle Beiwerte b,,, und es ist

f(t)=0bsinwt}bysin3wt+ ...+ bynysin(2n—1) wt-}F....

_ —_—
I 71t [ |
<a2.+ A I‘ }
i 1
7 iz T 77T 0 7 7 Zr
2 |
e
Abb. 160. Abb. 161.
Beispiele:
f(“___f:i(smmt+sm3wt+sm5wt+“.)’ Abb. 160;
F 1 3 5
44 (. w 1, & 1w _ .
f(z):7(sma—asmmt—?sm37asm3wt+fvsms2asm5wt ), Abb.161;
84 1
)= ——— cos*a51nmt~———cos3—-asm3mt+ c»osS-——asmSmt— .}, Abb. 162;
a2 (1—a) 2 32

oo™ M aos3 T w083 )i
(t):mm{(cosza —cosza)smwt 32(cos32a 00532a)sm3wt—}—...},Abb,163.



154 Mathematik. (112)

(112) Ist die Funktion f(¢) nicht durch einen analytischen Ausdruck, sondern
beispielsweise durch ihr Bild gegeben, so kann man die Gré8en g, b, , ¢,, empirisch

AW
7

auf folgende Weise bestimmen : Man teile 7' in r gleiche Teile, messe die zu den Teil-
punkten gehorigen Ordinaten y;; dann ist

r r T
ot 2 .2 2 . 2nkn 2 Zy 2nkxn
= Yir n = Yy, sin . c,,—r Yy, €O o
k=1 k=1 k=1

wobei ¥ 2> 2n -1 sein muB {Strecker, Hilfsbuch f. d. Elektrotechnik).

Weitere Methoden s. Scheffers, Lehrbuch der Mathematik; Strecker,
Hilfsbuch fiir die Elektrotechnik,

Abb, 162. Abb. 163.




Zweiter Abschnitt,
Technische Mechanik.

Bearbeitet von Prof. Dr.-Ing. G. Unold.

Statik starrer Korper.
Grundlagen.

(113) Statik: Lehre von Zusammensetzung und Zerlegung und vom
Gleichgewicht der Krafte. Erklirung des Kraftbegriffes nur dynamisch még-
lich; s. (167).

Einteilung der Krafte. Man unterscheidet:

1. Berithrungskréfte an der Berithrungsstelle zweier fester Korper; sie
treten als Oberflichenkrafte auf.

2. Oberflichenkrifte durch Flissigkeits- oder Gasdruck.

3. Massenkridfte, Schwerkrafte, elektrische oder magnetische Krifte,
Tragheitskrifte in der Dynamik usw., iiber die Masse des Korpers verteilt.

4. Spannkridfte zwischen den Molekiilen eines auf Zug, Druck, Biegung
usw. beanspruchten festen Korpers, vgl. Abschn. Elast. u. Fest.

Krifte sind demnach stets gleichmiBig oder ungleichmiBig iiber eine Strecke
oder Fliche oder einen Korper verteilt. Demnach spricht man in der Statik
von Strecken-, Flichen- oder Raumlasten. Bei gleichmaBiger Verteilung heifSen
sie Gleichstreckenlast, Gleichflichenlast usw. Es gibt demnach nur flichen-
oder korperverteilte Krafte. In der Mechanik wird aus praktischen Griinden
oft eine solche verteilte Kraft durch eine gedachte Einzelkraft von gleicher
Wirkung ersetzt; d. h. die in der Mechanik vorkommenden Einzelkréfte sind stets
in diesem Sinne aufzufassen.

Eine solche Einzelkraft ist durch Angriffspunkt, GroBe, Wirkungslinie und
Richtungssinn bestimmt; sie wird zeichnerisch dargestellt durch eine gepfeilte
Strecke, deren Linge nach einem gegebenen MaBstabe die GroBe der Kraft
ausdriickt.

(114) Grundsdtze. Die gesamte Statik starrer Korper beruht auf drei
grundlegenden Sitzen, die nicht beweisbar sind und als Grundsitze (Axiome)
angesehen werden:

a) Satz vom Parallelogramm der Krifte. Die Resultierende R
zweier Krifte P, und P, mit gemeinsamem Angriffspunkt wird durch die Dia-
gonale des aus P; und P, gebildeten Parallelogramms dargestellt.

b) Satz von der Gleichwertigkeit der Krafte von derselben GroSe,
Wirkungslinie und Richtung, aber mit verschiedenen Angriffspunkten am Korper;
d. h. eine Kraft darf unbeschadet ihrer statischen Wirkung lings ihrer Wirkungs-
linie verschoben werden.

c) Wechselwirkungsgesetz (Aktion und Reaktion). Die Kraft, die ein
Korper A auf einen Korper B ausiibt, ist gleich und entgegengesetzt der Kraft,
die B auf A ausiibt und verlduft in derselben Wirkungslinie.

Es ist dabei gleichgiltig, ob diese Krifte Fernkrifte, z. B. Massenanziehungen, elektrische,

magnetische usw. sind oder ob die Kraftiibertragung durch mechanische Hilfsmittel wie Seile
oder Stangen oder durch unmittelbare Berithrung erfolgt.
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Alle weiteren Siatze der Statik starrer Korper lassen sich aus diesen beiden
Sitzen in logischer Folge ableiten.

Vollstandig starre Korper gibt es nicht, da jeder feste Korper durch angreifende Krifte
Forminderungen erleidet. In der theoretischen Statik wird vorausgesetzt, daB diese Form-
anderungen so gering sind, daB sie gegeniiber den Korperabmessungen vernachlissigt werden
konnen.

In der theoretischen Statik wird streng zwischen dem zeichnenden und dem rechnenden
Verfahren unterschieden. Dagegen werden in den praktischen Anwendungen beide Verfahren
vielfach nebeneinander benutzt. Daher wird hier unterschieden:

a) das zeichnende Verfahren, unter Vermeidung jeder Rechnung, vorwiegend fiir
ebene Fille,

b) das analytische Verfahren, im Sinne der analytischen Geometrie wird nur mit
Kraftkomponenten in den Achsenrichtungen eines ebenen bzw. riumlichen Koordinatensystems
und mit den Koordinaten der Kraftangriffspunkte gerechnet,

c) das Rechnungsverfahren, bei dem aus einer genauen Zeichnung Kraft- oder Stab-
richtungen und deren Lagen, Richtungen, Hebelarme abzumessen und in die Rechnung einzu-
setzen sind.

Statik der Ebene.

Der ebene Koérper wird als starre Scheibe betrachtet; alle Krifte liegen in ihr.

Krifte an demselben Punkt angreifend.

(115) Zeichnendes Verfahren, Zwei Krifte P, und P,; Resultierende
R — Diagonale des Krifteparallelogramms, Abb. 1—3.

Statt dessen kann R auch als SchluB-
linje des Kriftedreiecks Abb. 2 oder 3
gefunden werden; hierbei Reihenfolge
der P gleichgiiltig.

— . In VektorendarstellungR—=P, +-> P,
Abb. 1—3. é‘,’;ft‘:ﬁgi‘ﬁ_‘m‘m’“ und (geometrische Summe).

Aus der Umkebrung der Konstruk-
tion folgt die Zerlegung der Kraft R in die Komponenten P, und P, von ge-
gebenen Richtungen.

Mehrere Krifte P, P,...P;..., Abb.4au.b. Von einem beliebigen
Punkte 4, Abb. 4b, ausgehend, die Krifte in beliebiger Reihenfolge nach
GroBe und Richtung so
aneinanderfiigen, da8 ihre
Pfeilrichtungen gleich-
sinnigen Verlauf nehmen
(Krafteck); die Resul-
tierende wird durch die
SchluBlinie des Kraft-
ecks dargestellt, deren
Richtung gegenldufig zu
denen der Krifte ist.

In Vektorendarstellung R =P, |>Py—»> ... > P;—>...= 3 P,.

Das Z ~Zeichen driickt eine geometrische Summierung aus im Gegensatz zur algebra-

ischen Summierung mit =. Durch den Zeiger ¢ in P; soll abgekiirzt ausgedriickt werden, daB
Krifte in beliebiger Anzahl der vorgeschriebenen gemeinsamen Behandlung unterliegen.

Kréfte mit derselben Wirkungslinie addieren sich algebraisch, B — 3 P;.

Gleichgewicht, wenn B =0, d. h. wenn sich das Krafteck schlieBt oder
wenn ihre geometrische Summe verschwindet, wenn also ¥ P;—=0.

Gleichgewicht der Krifte mit derselben Wirkungslinie, wenn ihre algebra-
ische Summe verschwindet, wenn also 3 P; = 0.

Anwendung des sich schlieBenden Kraftecks beim ebenen Fachwerk s. (137).

Abb. 4a u. b. Krafteck.
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(116) Analytisches Verfahren. Man zerlegt jede der Krifte P; in Richtung
der rechtwinkligen Koordinatenachsen nach Abb. §, also in
X;=P;cos ¢y und Y;=P;cosf;,
worin o; und f; die Winkel zwischen P; und den positiven Achsenrichtungen
sind, und bestimme resultierende Komponenten
Xr=2Xl und Y,.=23Y,,
dann ist R== }X? 4 Y2 mit den Richtungswinkeln o, und f,,
bestimmt durch
cosa,—X,:R und cosf.=Y,.:R.
Gleichgewicht besteht, wenn die beiden Gleichgewichts-

bedingungen Abb. 5. Kraft im
>XX;=0 und JY;=0 Koordinaten-
erfiillt sind. system.

Zwei Krifte an verschiedenen Punkten angreifend.

(117) Beliebige Krifte. P, und P,, nach Abb. 6 bis zum Schnittpunkt
ihrer Wirkungslinien verschoben, liefern R.

Wenn Schnittpunkt weitab liegt oder Kréfte parallel sind, Hilfskrifte
H, — H, nach Abb. 7 anfiigen und die Resultierenden R,’ aus P, und H,
bzw. R, aus P, und H, in der vorigen Weise zu R vereinigen.

Abb. 8 gilt fiir parallele Krifte von entgegengesetzter Richtung.

Abb. 6. Zwei Krifte. Abb. 7. Zwei Krifte mit Hilfskraften.

(118) Kriftepaar. Zwei gleich groBe, par-
allele und entgegengesetzt gerichtete Krifte
P, P haben keine Resultierende; sie bilden
miteinander ein Kriftepaar (Abb. 9); p heiBt
der Arm des Kriftepaares. Wirkung des Krifte-
paares besteht in Drehung in der Paarebene.
Kriftepaare diirfen unbeschadet ihrer Wirkung
in jhrer Ebene beliebig verschoben und ge-
dreht werden.

Nach Abb. 10 ergibt sich aus dem Paar PP
mit dem Arm p durch Hinzufiigung der beiden H
das neue Paar Q @ mit dem Arm gq.

Dreieck 4 B C hat Fliche F, = Pp/2, Dreieck A B D hat Fliche Fy, = Qq/2.
Wegen DC//A B ist F, = F, , somit Pp= Qq.

Das Produkt Pp heiBt das Moment des Kriftepaares; man nennt es po-
sitiv, wenn es rechtsdrehend wirkt.

Das Paar Q@ ist aus dem Paar PP entstanden, diesem also gleichwertig;
es hat dasselbe Moment und denselben Drehsinn; es folgt daher allgemein:

/
Abb. 8. Zwei Krifte parallel,
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Ein Kriftepaar ist gleichwertig einem beliebigen andern Paar von gleichem
Moment und Drehsinn.

Liegen mehrere Kriftepaare P, Py, P, P, ... mit den Armen p;,p, ...,
also den Momenten M; = P, p;, My=Pyp,...
vor, dann kdnnen sie ersetzt werden durch die Y/
momentengleichen Paare Q,Q,, @,@,... mit P /ﬁ\
gleichem Arm ¢ und gleichen Wirkungslinien. O\
Die Krifte derselben Wirkungslinie lassen sich N Ql \ 4

zusammenfassen zu @ =@, + Q5+ .. .; so- /7'\\ i G
mit sind die erstgenannten Paare ersetzt durch “AN \
ein Paar @@ mit dem Arm ¢, - [ N\ \
also dem Moment | \\\\ »
Q1=0,9+Qq+--. R »p <
= Pypy+ Papy+ ... 1 | \<
Hieraus folgt: I AN IQ b3
Mehrere Paare kénnen AR i
zu einem resultierenden Paar l
vereinigt ~ werden, dessen g

A.bb. 9. Moment gleich ist der al- Abb.10. Verwandlung eines Krifte-
Kraftepaar. gebraischen Summe der Mo- paares.
mente der Einzelpaare.
Gleichgewicht besteht, wenn die algebraische Summe der Momente der
Einzelpaare Null ist, 3' P;p; = 0.

(119) Einzelkraft und Kraftepaar P und @@ (Abb. 11a u. b), Paar Q@ kann

ersetzt werden durch Paar PP, wobei Qg = Pp. Beide in gleiche Richtung

fallende P heben sich auf,

und es bleibt parallel ver-

\/" schobene Kraft P. Hieraus
folgt:

)(//)c Einzelkraft P und Paar
Q@ vom Moment M ist
gleichwertig einer um
p= M:P parallel verscho-

Abb. 11a u. b. Einzelkraft und Kriftepaar. benen Einzelkraft P.
Umkehrung: Einzel-
kraft P ist gleichwertig einer um p parallel verschobenen Einzelkraft P und
einem Paar vom Moment M = P p.

‘Mehrere Krifte mit verschiedenen Angriffspunkten.

(120) Allgemeines zeichnendes Verfahren, Abb. 12au.b. P, und P,
durch Kriftedreieck zu R,,, diese mit P; zu R,,, und diese mit P, zu R
vereinigen., Statt dessen auch vorherige Gruppenzusammenfassung der P
zweckmiBig. : )

(121) Seileckverfahren. Abb.13au.b. Zu den P,, P,, P, werden die
beiden gleichgroBen S, und S,/ hinzugefiigt. S, und P, liefert R,,, dieses
mit Py R,,, di€ses mit P, R,,,;. Somit ist S,, 8, P,, P,, P, durch R, .,
und 8,/ ersstzt, die zu R, d.i. die Resultierende der P, P, P,, vereinigt wer-
den. Hierauf griindet sich folgendes Verfahren:

Zu P,, P,, P,, Abb. 14a, zeichnet man das Krafteck Abb. 14b, dessen
SchluBlinie R angibt, wahlt beliebigen Pol O, zieht die Strahlen 01, 12,23, 30
(lies null-eins, eins-zwei usw.) und parallel hierzu von beliebigem Anfangspunkt
aus in Abb. 14 a die Linien 01, 12 usw. parallel zu den Strahlen. R geht dann durch
den Schnittpunkt aus Anfangs- und Endstrahl.
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Der Linienzug 01, 12 ... heiBt Seileck, weil ein durch P, P, P, belastetes
Seil dieselbe Form annimmt, O heit der Pol, die Linien 01, 12 ... Seileckstrahlen,

Abb. 12a u. b. Mehrere Krifte,
Krafteckverfahren.

Auch sofort anwendbar,
wenn sich die P-Richtungen
iiberschneiden oder wenn
einige P entgegengesetzt
gerichtet sind, Abb. 15a
und b.

Seileck {iir parallele
Krifte, Abb. 16a u. b.

Es sind folgende Fille
moglich:

a) Die HuBersten Seil-
eckseiten schneiden sich,
dann haben die Krifte eine
Resultierende R (wie in
Abb. 14 und 15).

b) Die duBersten Seil-
eckseiten sind einander
parallel, dann schlieBt sich
nach Abb. 17a u. b das
Krafteck und die P, P, P,
liefern  ein Kriftepaar
Sy —8;, vom Moment
M= SOl.p.

c) Gleichgewicht, wenn
R=—0 und M =0, d. h.
wenn sich nach Abb. 18a
u. b Krafteck und Seileck Abb. 152 u. b, Seileck.
gleichzeitig schlieBen.

Drei Krifte sind im
Gleichgewicht, wenn sie durch einen Punkt gehen und ihr Kriftedreieck sich
schlieBt.

(122) Rechnendes Veriahren. In beliebigem Punkt O, Abb. 19a, zu jeder
der Krifte P, P,,...P;... zwei dazu parallele, gleiche und entgegengesetzte
Krifte anbringen; dann sind die P; ersetzt durch die in O angreifenden P;,
Abb. 19b, die R= ¥ P; liefern, und durch die Paare P,p,, P, p, ...

<o
(]

NO

W
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P;p; ... vom Gesamtmoment M — 3} P;p;. M und R kénnen durch eine dazu
parallele Einzelkraft B im Abstande » = M : R von O ersetzt werden, Abb. 19c.

/1, g g /l} g o T; 07
& 4z
n 23
2 2 3 Bl
?
R Al A
Y VWV

Abb. 16a u. b. Parallele Krifte.

Ist ¥ P;=0, dann liefern die P; ein von O unabhingiges gleichbleibendes M.

3¢
e‘he
2
4 2\ * s
Abb. 17a u. b. Seileck bei geschl Abb. 18a u. b. Geschlossenes Kraft- und
Krafteck, Seileck,
Abb. 19b, Abb, 19c¢.

Abb. 19a-—c¢. Mehrere Krifte.

Gleichgewicht, wenn fiir beliebigesOQ ¥ Py ==
und X P;p;=0.
Man nennt das Produkt P-p das statische
Moment der Kraft P in bezug auf Punkt O.

(123) Analytisches Verfahren. Bezeichnen
#; und y; die Koordinaten der Angriffspunkte
der P; mit den Komponenten X; und Y;, dann
liefern die P; die zwei durch den Koordinaten-
anfangspunkt gehenden Krifte X = 3’ X; und

Abb. 20. Parallele Krafte. Y = 3 Y; und ein Kraftepaar vom Moment

M= Xy — Y:2).

Gleichgewicht, wenn X X;=0, >} Y;=0 und ¥ (X;y;— Y;2;) =0.

Fiir parallele Krifte ist nach Abb.20 R=3'P; und r= 3 P;p;: 3 P,,
wobei Punkt O beliebig.
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Statik des Raumes.

Krifte an einem Punkt angreifend.
(124) Zeichnerisch. Die Resultierende dreier Krifte P, P,, P,, die
nicht in einer Ebene liegen, wird durch die Diagonale des aus den drei Kriften
gebildeten Parallelepipedons, Abb. 21, dargestellt.

Abb. 21. Krifteparallelepipedon. Abb. 22. Zerlegung einer Kraft nach drei
Richtungen.

Statt dessen kann R auch als SchluBlinie des aus den Kriften gebildeten
rdumlichen Kraftecks gewonnen werden, wobei die Reihenfolge der Krifte gleich-
gliltig ist (vgl. weiter unten).

Zerlegung einer Kraft R in
drei nicht in einer Ebene lie-
gende Komponenten von ge-
gebenen Richtungen I, 71 und
ITIerfolgtin umgekehrterWeise.

+Z
Z’ -7" g
7 ;’?/ X; +X
)4
+,
Abb. 232 u. b. Riumliches Krafteck. Abb. 24. Kraft im Raumkoordinaten-
system.

Man legt zu dem Zwecke nach Abb. 22 durch Endpunkt  von R (alles in
AufriB und GrundriB auszufiihren) Gerade G; parallel zu I, bestimmt ihren
DurchstoBpunkt s; mit Ebene II I1T und zieht durch s; Parallele zu IT und I11,
ferner durch r eine Parallele zu A;; hierdurch werden auf den gegebenen Rich-
tungen Strecken gleich den gesuchten Komponenten abgeschnitten (Anwendung
bei Dreibeingeriisten, Derrik-Kranen u. dgl.).

Die Resultierende mehrerer Kriafte wird durch die SchluBlinie des aus
ihnen gebildeten riumlichen Kraftecks dargestellt, wobei die Reihenfolge der
Krifte gleichgiiltig ist. In AufriB und Grundri8 zu zeichnen (Abb. 23a u. b).

In Vektordarstellung R= P, +—> Py+—> -+ = ¥ P;.

Gleichgewicht, wenn R =0, d. h. wenn sich das Krafteck schlieBt oder
wenn 3 P;=0.

Hilfsbuch f. d. Maschinenbau. 8. Aufl. 11
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(125) Analytisch. Man zerlegt jede der Krifte P; nach Abb. 24 in drei
Komponenten in Richtung dreier rechtwinkliger Koordinatenachsen, also in

X,-= P;cosoc;, Y; =P‘COSﬂ;, Zg= P;COS}/,-,

worin o;, f; und y; die Winkel zwischen P; und den positiven Achsenrichtungen
sind, und addiert diese Komponenten algebraisch zu

X, =23X, Y. =237, Z, = 3 Z;

dann ist
R=VX}+ 1} +2;
und deren Winkel mit den positiven Achsenrichtungen folgen aus
coso, = X,: R, cos B,= Y,.: R, cos Yr=2,: R.
Gleichgewicht besteht, wenn die drei Gleichgewichtsbedingungen

ZXi=O; ZY‘=O, ZZIZO
erfiillt sind.

Kriftepaare im Raume.

(126) Ein Kriftepaar ist gleichwertig einem andern Paar in derselben

oder in einer dazu parallelen Ebene, wenn Moment und Drehsinn gleichbleiben.

Mehrere Paare in Parallelebenen kénnen zu einem resultierenden Paar in

einer beliebigen, aber parallel dazu liegenden Ebene vereinigt werden, dessen
Moment gleich der algebraischen Summe der Einzelmomente ist.

Ein beliebig im Raume liegendes Kraftepaar wird nach

Abb. 25 durch seine Achse A dargestellt, d. i. eine zur Paar-

ebene winkelrecht stehende Strecke, deren Linge die GroBe des

Momentes maBstdblich angibt und deren Pfeilrichtung den

@ Drehsinn des Paares in der Weise bestimmt, daB, entgegen-

~ gesetzt zur Pfeilrichtung gesehen, das Paar rechtsdrehend er-

scheint.

Abb. 25. Krifte- Das resultierende Paar mehrerer in beliebigen Ebenen lie-

paar im Raume. genden Paare A; ergibt sich dann durch geometrische Sum-

mierung ihrer Achsen; 4 == 3 A; (wie bei Raumkriften), d. h.

ebenes oder riumliches Achseneck statt Krafteck; bei parallelen Ebenen sind
die Achsen einander parallel und werden algebraisch addiert.

Gleichgewicht besteht, wenn bei Paaren in derselben Ebene oder in
Parallelebenen die algebraische Summe ihrer Momente Null ist, d. h. 3J P; p; =0
oder wenn bei beliebigen Ebenen das Achseneck sich schlieBt, d. h. 3 A;=0.

Mehrere Krifte im Raume mit mehreren Angriffspunkten.

Rein zeichnende Verfahren unzweckmiBig.

(127) Rechnendes Veriahren. Vorgang wie bei Kriften in der Ebene;
man erhilt ein durch O gehendes Kraftbiindel, das R — 3 P; liefert, und die in

Raumebenen liegenden Paare von den Achsen A; = P; p,, die ein resultierendes
Paar von der Achse 4 = Y A, liefern.

Die Resultierende und das resultierende Paar kénnen, da in verschiedenen
Ebenen liegend, im allgemeinen nicht mehr zusammengesetzt, aber auf unendlich
verschiedene Weise umgeformt und in zwei sich kreuzende Krifte — Kraft-
kreuz — umgewandelt werden.

Ist R = 0, dann liefern die P; ein Paar von bestimmtem M und bestimmter
Ebenen- (bzw. Achsen-) richtung, unabhingig von der Wahl des Bezugspunktes.
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Gleichgewicht, wenn fiir beliebigen Bezugspunkt R=0 und A=0.
Diese Form der Gleichgewichtsbedingung ist fiir praktische Verwendung un-
geeignet, daher besser folgende:

(128) P; nach Abb. 26 in die drei Achsenrichtungen zerlegen; auBerdem P;
auf AufriB-, GrundriB- und SeitenriBebene projizieren; ferner auf jeder dieser
Ebenen je einen beliebigen Bezugspunkt annehmen.

Gleichgewicht, wenn die Bedingungen erfiillt sind:

3X;=0, XY¥,==0, XZ;=0
(d. . R= ¥ P;=0),
Z4;i0,=0, XG;gi=0, XS;=0
(d. h. statische Momente der Kraftprojektionen in den drei Rissen je = 0).

Vielfach liegen die P; in Ebenen parallel zur SeitenriBebene; dann ist X; =0
und Aufri8 und GrundriB der P; liegt winkelrecht zur X - Achse.

Gleichgewichtsbedingung in analytischer Form (Rechtssystem).
x; ¥; z; = Koordinaten der Angriffspunkte der P;. Gleichgewicht, wenn

2X;==0, 2Y;=0, 2Z;=o,
X (Xim—Zix)y=0, I (Yiz;—Xy)==0, I(Z;y;i—Y;z)=0.

5
'r“‘?ﬂ £
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Abb. 26. Krifte im Raume. Abb. 27. Parallele Krifte.

Resultierende paralleler Krafte. Nach Abb. 27 (Krifte P;im Grund-
riB dargestellt) zwei Achsen A und B annehmen, dann ist

R=3P;, a,— X P;a;: 3 P; und b, = J P;b;: I P;.

Mittelpunkt paralleler Kriite, Schwerpunkt.

(129) Fiir die Ebene. Zur Bestimmung der Lage der Resultierenden meh-
rerer paralleler Krifte P;, P,..., (Abb. 28) wird jede Kraft zerlegt in
X;= P;cosa, Y;= P;cosfi. Fir GroBe und Lage der Resultierenden der
X; und Y, gilt

_ 22Xy
X,=23X; uwd y,= X,
, 2 Yz
Y,=23Y, ud z.= 2}' s

hieraus B = yX2 + Y2, geht durch den z, — y,.-Punkt und ist parallel zu
den P. Nun gilt
y =2Picosmy;___2P,-y,~ . =ZP,~cos,Bxi=2'P,-xi
T > P;cos a >p T 2 Picos B 2P
1%
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und R =7J(X P;cosa)? -+ (3 P;cos )2 = 3 P; Jeos? o + cos?f = 3 P,.
Somit geht R, unabhingig von « und §, stets durch denselben Punkt, d. i. der

Mittelpunkt paralleler Krifte.

Fiir den Raum gilt dementsprechend

> Py
z, = ,
R

_ZP.'?/: z_ZPth

Yr = ZPi’ r T ZPz

Der Mittelpunkt heiBt Schwerpunkt, wenn die Einzelkrifte die Gewichte
der Einzelteile eines Korpers sind. Fiir homogene Gebilde (Korper, Flachen oder

R
y 7
/'ﬂ Z 7

X2 /77/ / “ﬂ’

I3 ﬂ/ ‘ &
VAN
o
Z1 CoB %
Y '%'

| x

Abb. 28. Mittelpunkt paralleler Krifte.

Linien), also mit unverdnderlichem Raum-,
Flichen- bzw. Lingeneinheitsgewicht kommt
fir die Schwerpunktslage nur die geo-
metrische Gestalt des Gebildes in Betracht.
Man zerlegt das Gebilde in Teile von bekann-
ten Schwerpunktlagen (schmale Streifen und
dgl.) und verfihrt mit den statischen Mo-
menten der Einzelteile in bezug auf die
verschiedenen - Achsen wie oben angegeben.

Hat das homogene Gebilde eine Sym-
metrieebene, Symmetrieachse oder einen
Mittelpunkt, so liegt der Schwerpunkt in
diesen.

In der Folge sind die Schwerpunktskoordinaten mit #,, ¥, und 2z, bezeichnet.
LaBt sich das Gebilde, z. B. eine Linie, in Teilstiicke ;, I, usw. mit den
Schwerpunktslagen «,y,, z,y, usw. zerlegen, dann gilt fiir das ganze Stick

von Gesamtlinge I

1

_hry - byt by + e
Tp= ————5—— Yo= —"—7 —.

’ l

Fiir eine ebene krumme Linie nach Abb. 29 mit Gesamtlinge [ ist

SxAl SyAal
xoz—l—’ yoz_.g—

Abb. 29. Schwerpunkt einer
ebenen Linie.

oder zy=*>——-, y,

Abb. 30. Schwerpunkt einer ebenen
Fliche.

Fir eine ebene Fliche nach Abb. 30 mit Gesamtfliche F ist

L 2edF _ Fzhdz  ZyAF _SybAy
0 = 7 = 7 » Yo F - F
F
oder xo:jmd =thdx’ yo=f—y;F=fy;dy‘
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Geht die Y- oder X-Achse durch den Schwerpunkt, dann ist
S2zAF =0 oder [zdF=0 bzw. SyAF =0 oder [ydF=0.

(130) Schwerpunktlagen fiir technisch wichtige homogene Linien,
Flichen und Kérper. Im nachfolgenden ist der Schwerpunkt mit S bezeichnet.
Die Winkel a sind im BogenmaB einzusetzen.

Schwerpunkte homogener ebener Linien.

1. Gerade Strecke. S liegt im Mittelpunkte der Strecke.

2. Dreieckumfang. S liegt im Mittelpunkte des eingeschriebenen Kreises
fiir dasjenige Dreieck, dessen Ecken in den Mitten der Seiten a, b und ¢ des ur-
spriinglichen Dreiecks liegen.

Ist a b4 c¢c =24 und & die zu a gehérende Héhe, dann hat S von @ den
Abstand zy="h (b }-¢):2s.

3. Parallelogrammumfang., § liegt im Diagonalenschnittpunkt.

4. Kreisbogen. r— Halbmesser, b— Bogénli'mge, 8— Sehnenlidnge, 2«
= Zentriwinkel; § hat vom Mittelpunkte den Abstand
rs _ Radius X Sehne  sina
b Bogen =T

xy, =

.

2r
Halbkreisbogen 1z, = - = 0,63662 r,

. . 2 ]?r
Viertelkreisbogen z, = P 0,90032r,
. 3r
Sechstelkreisbogen 2z, = = =0,9549 7.

5. Beliebiger flacher Bogen von der Hohe h; S hat von der Sehne den
Abstand z, == %[ h.

Schwerpunkte homogener ebener Flichen.

6. Dreieck. S liegt im Schnittpunkte der Mittellinien. Abstand des
Schwerpunktes von einer Seite gleich einem Drittel der zugehdrigen Hohe.
Sind z, , x,, ¥; die Abstdnde der Ecken von einer beliebigen Geraden oder Ebene,
dann hat S hiervon den Abstand z,= (z, + 2, ;) : 3.

7. Parallelogramm. § liegt im Schnittpunkte der Diagonalen.

8. Trapez
‘s. Abb. 31 u. 32.
ha-2b
ha: o )
3 atd f 1 f T 1
I 1 . Il
b h2a-Lb e GG |<—§_>s<-§—,l
°773 ab Abb. 31. Abb. 32.

9. Kreisausschnitt. Bezeichnungen wie bei 4.

Radius X Sehne
Bogen

2rs
"’o”—fﬁ

worin F = r2¢ die Fliche des Kreisausschnittes.

3 3 -
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Halbkreisfliche x, = ~34—; =0,42441r,

. - 4y2r
Viertelkreisfliche 2, = 3—7! =0,600217r,

2
Sechstelkreisfliche x, = ;r =0,63667.

10. Kreisabschnitt. Bezeichnungen wie bei 4.

88 2 r3sind ¢ 4 7 sin3 o

2F 3 F  32a—sinza’

x0=

worin F die Fliche des Kreisabschnittes.
e——a——— 14. Kreisringstiick. R und r die Halb-

messer, 2 ¢ =— Zentriwinkel. S hat vom Mittel-

|%a>l355 | punkte den Abstand

Toh 8y
v A x~2R3—13 sin &

% ml "TIR 7 «
Yok { i Halbkreisringstiick
! be— Yya— 4 RS — g3,
Abb. 33. Parabelflichen, T3 LR

12. Parabelflichen s. Abb. 33.
13. Beliebig flacher Bogenabschnitt kann als Parabelfliche von der

Hoéhe h angesehen werden. S hat von der Sehne den Abstand

2
Tg=—~"h.
s
Schwerpunkte homogener raumlicher Fldchen.
14. Kugelzone und Kugelkalotte. S liegt in der Mitte der Hohe.
15. Mantel des geraden Kreiskegels. 8 liegt um !/; der Héhe von
der Grundfliache entfernt.

Schwerpunkte homogener Korper.
16. Prisma und Zylinder mit parallelen Endfliachen. § liegt in
der Mitte der Verbindungslinie zwischen den Endflichenschwerpunkten.
17. Pyramide und Kegel. S liegt in der Verbindungslinie des Grundfli-
chenschwerpunktes mit der Spitze und zwar um !/, der Hohe von der Grund-

fliche entfernt.
18. Abgestumpfte Pyramide und abgestumpfter Kegel. A und
B = Endflichen, h — Hohe; 8 hat von Fliche A den Abstand

- _hA+2Y4AB 4 3B
° 4 A4 yAB+B

19. Kugelausschnitt. »— Kugelhalbmesser, 2 « = Zentriwinkel, A= Hé6he
der Kalotte. S hat vom Mittelpunkte den Abstand

xo=§—r(1—|—cosa)=%(2r——h).

IS

Rt — 7
R —

.

Halbkugel = % r. Halbe Hohlkugel zy = %

RS
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20. Kugelabschnitt. Bezeichnungen wie bei 19. S hat vom Mittelpunkte
den Abstand _3 (@r—h)?

%= 4 3r—h

21. Umdrehungsparaboloid. Dreht sich die Parabel um ihre Achse
und hat der Scheitel den Abstand % von der Endfliche, dann hat S von der End-
fliche den Abstand

1
Ty = —h.
R
Guldinsche Regels. (21).

| 2
T— fe g4 2|
¢
] ﬁ?r_
7/
o /LL e ¥
Abb. 34. Abb. 35. Abb, 36.

(131) Beispiele zur Schwerpunktbestimmung fir zusammengesetzte Gebilde.
1. Vierteilige Linie (Abb. 34), 7 =3 + 6 4+ 5 + 6 = 20 cm.
52,5465

_31,5+6:3 _ _2
0 = 20 1,125, % 20 1125,
3:646-3
= 1
2 ) ,8cm
2. Kreislinie 7, + zwei Halbkreislinien {, (Abb. 35).
_ 20,2, _ 2rm2rim r
W= 2l 2rnt2ra =
z
C t’a
p A A i
b/
// *
Y Y
Abb. 37. Abb. 38. Abb. 39.

3. Zusammengesetztes Profil (Abb. 36)
LJ20=32,2cm? 2| 80-80-10 = 2:15,1 cm?, Steg 160-10 = 16 cm®.

32,2:18,01 + 30,2+13,66 -+ 16-8
Yo = 32,2 + 30,2 + 16

4. Kegelmantel F, + Halbkugeloberfliche F; (Abb. 37).

=14,3cm.

2h 7
rna—3—+2r‘n (—2—+h)

_ F,2,4+ F,2, -
*  F,+ F, rmat2rn
5. Rechtkantkorper ¥ mit Fehlrechtkant V; (Abb. 38).
a a, b _ b )
Lo = , Yo = usw,

V-7 V-V
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6. Schief abgeschnittenes Prisma (Abb. 39), F = Grundflache, s = Hohe iiber Grund-
flachenschwerpunkt.

Volumen AV =z4F = -;'L;BAF, V=2‘AV=»:LZ$AF=%-stat. Moment

der Grundfl. in bezug auf ¥-Achse = }é- Fa = nF.

oo, 3
Schwerpunktabstand 2, = z4va = a” i = a !
bt P! 0= v - v =y
worin J = Trigheitsmoment der Grundfl. in bezug auf ¥-Achse.
zavZ ?”; SzzdF
Schwerpunkthéhe z, = 7 = 7

Auflagerkrifte gestiitzter Korper.

(132) Die an einem starren Kérper angreifenden Krifte (z. B. Gewichte oder
sonstige Belastungskrifte) heifen AuBenkrifte, die zwischen den einzelnen
Stoffteilchen wirkenden Krifte Innenkrédfte oder Spannkrifte.

Wird ein unter der Wirkung von AuBenkriften stehender Korper gegen andere
Korper oder gegen den festen Erdboden (Gebiudewand, Maschinenrahmen)
abgestiitzt, dann treten an den Beriihrungsstellen (Auflager) Krifte — Auf-
lagerkrifte oder Stiitzwiderstinde — auf.

Werden diese Krifte, die der feste Boden auf den gestiitzten Korper duBert,
ebenfalls als am Korper angreifende AuBenkrifte angesehen, dann stehen sie mit
den iibrigen AuBenkriften, den Belastungskriften, im Gleichgewicht.

Ist die Auflagerung von solcher Art, daB die statischen Gleichgewichts-
bedingungen zur Ermittlung der Auflagerkrifte ausreichen, dann ist der Korper
statisch bestimmt gelagert; andernfalls sind die elastischen Forméinderungen
des Korpers mit in Rechnung zu bringen.

Stiitzung einer ebenen Scheibe.

(133) Ein Triger, Maschinenrahmen, ebenes Geriist oder Fachwerk wird
als starre ebene Scheibe betrachtet und soll mit dem Erdboden durch Zug- oder

Abb. 40a u. b. Abb. 41au.b.
Abb. 402 u. b. und 41a u. b. Stiitzung durch Kippbolzen und Pendelstiitze.

Druckstangen, Bolzen, Walzen u. dgl. unverschieblich verbunden werden. Eine
statisch bestimmte Lagerung kann erfolgen

a) durch einen Kippbolzen und eine Pendelstiitze, Abb. 40a. Von Auflager
kraft A ist ein Punkt (Kippbolzen), von B die Wirkungslinie (Mitte Pendelstiitze)
gegeben. Unbekannt ist GroBe und Richtung von 4 und Gré8e von B. Es besteht
Gleichgewicht zwischen A4, B und den AuBenkriften P, P, P;,. Demnach ent-
sprechen die drei Unbekannten den drei Gleichgewichtsbedingungen fiir ebene
Korper. Bestimmung von 4 und B durch Zeichnung. R fir P, P, P, nach
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bekannten Verfahren, z. B. durch Seileck bestimmen; somit bilden R, A und
B Gleichgewicht und gehen durch einen Punkt s, Abb. 40a, d. i. Schnitt-
punkt aus R und Bj; hierdurch ist Richtung 4 bestimmt. Sodann A und B aus
Kriéftedreieck Abb. 40b zu er-
mitteln.

Ist Schnittpunkt 8 weit ab-
liegend, dann besser das Seileck-
verfahren: Seileck und Krafteck
fir P,, P,, P;, A, B miissen sich
schlieBen. Hieraus L&sung nach
Abb. 41a u. b, wobei Seileck
stets durch Kippbolzen gehen mu8.

Abb. 42a u. b zeigt das-
selbe Verfahren fiir zum Teil
auflenliegende Lasten. Abb. 42au. b. Stiitzung durch Kippbolzen und

Abb. 43au.b gilt fir lot- Pendelstiitze.
rechte Lasten und Pendel-
stiitze, wobei das Seileck nicht durch Kippbolzen zu gehen braucht.

Abb. 44a u.b gilt, wenn statt Pendelstiitze eine Zugstange erforderlich ist
(Kranausleger).

Die Pendelstiitze kann auch durch eine Walze, Abb. 45, oder, wenn un-
geniigend, durch ein sog. Rollenkipplager, Abb. 46, ersetzt werden; hierdurch
wird wie bei der Pendelstiitze die Richtung von B (hier normal zur Rollen-
bahn) bestimmt. Zeichnungsverfahren genau wie oben.

A |4

<o

a 72
~22_|
a,
4 &,
e g0y
Z

5

Abb. 43a u,b. Lotrechte Krifte. Abb. 44a u. b. Kippbolzen und Zug-
stange.

T

Durch Rechnung und Zeichnung. Grd8e von B folgt aus der Momen-
tengleichung (z. B. nach Abb. 41 od. 44) P,;p, +P,p,~4 ... —Bb=0;
GroéBe und Richtung von A ergeben sich aus der SchluBlinie des Kraftecks
P P,...AB

Be1 nur lotrechten Lasten, Abb. 43, ist B= (P,a, } Pya, 4 ...):,

= (P, b, -~ Pyb,+...):1; Probe A+B=P | Py...

b) durch drei Pendelstutzen, wovon jede durch eine gleichwertige Walze oder
ein Rollenkipplager oder eine Zugstange ersetzt sein kann.

In Abb. 47a sei R die Resultierende der AuBenkrifte, die mit ABC
Gleichgewicht bildet.

durch Zeichnung. Die Resultierende R,, aus R und A4 ist gleich und
entgegengesetzt zu R,, aus B und C. Hieraus Konstruktion nach Abb. 47b.

durch Rechnung und Zeichnung. Nach Abb. 47a u. b folgt fiir Be-
zugspunkt 8 Aa— Rr=0, woraus 4, sodann B und C ebenso oder aus
Krafteck R, A, B, C.

Eine kleine Abinderung der Rechnung folgt fiir den Fall, daB zwei der Auf-
lagerkrifte parallel sind.
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Schneiden sich die Richtungen 4, B, € nahezu in einem Punkte, dann folgen
aus der Kleinheit von a sehr grofSe A, B und O, weshalb dieser Fall zu vermeiden
ist. Bei genau demselben Schnittpunkt wiirden sich unendlich groBe 4, B, C
ergeben; aus demselben
Grunde sind drei par-
allele Zugstangen oder
Pendelstiitzen unzu-
lassig.

Bei Abstiitzung eines
Korpers durch Zapfen
und Lager (Achsen,
Wellen, Drehkran u. dgl.)
\ verlduft der Lagerdruck
Abb. 45 u. 46, Walze Abb. 47au.b. Drei Stangen. beim Traglager quer zur
und Rollenkipplager. Zapfenachse und beim

Spurlager in Zapfen-
achse; das Kamm- oder Bundlager vereinigt beide Lagerarten mit den ent
sprechenden Lagerdruckrichtungen.

(134) Beispiele.

1) Wagen auf Jotrechter Kreisbahn durch Zugseil gehalten. Aus Abb. 48a folgt sofort
Z = @g:2z; Raddriicke R, R, aus Krafteck Abb. 48b.

2) Wanddrehkran Abb. 49. Auf das gegen Boden und Wand durch ein Spur- und zwei
Tragzapfen abgestiitzte Krangeriist vom Eigengewicht £ und Katzengewicht K wirken die drei
unbekannten Zapfendriicke Ho, H, und V. ZweckmiBig analytische Behandlung. Die drei
Gleichgewichtsbedingungen liefern fiir Schnittpunkt von H, und ¥ als Bezugspunkt

V—E—-EK=0, Hy—H,=0 und Ee{+ Kk—Hoh=0,
woraus Hy=(E¢-+Kk):h=H, uwnd V=E+ K.

Abb. 48au. b,

Stiitzung eines- Korpers.

(135) Ein raumlicher Korper (Geriist, Raumfachwerk, Achse mit Raum-
kriften u. dgl.) erfordert den sechs Gleichgewichtsbedingungen der Raumstatik
entsprechend auch sechs Auflagerbedingungen, z. B. sechs Gelenkstangen, oder
ein Kugelgelenk und drei Gelenkstangen usw. Der allgemeinste Fall erfordert
umstindliche Behandlung und kommt selten vor; meist liegen alle Krifte in
parallelen Ebenen.

Beispiele hieriiber s. Abschn. Elast. u. Fest.

(136) Die Gleichgewichtsbedingungen sind fiir die Ermittlung der Auflager-
krafte nicht ausreichend, wenn bei einer ebenen Scheibe die Lagerung z. B.
durch zwei feste Kipplager oder durch ein festes und zwei bewegliche Kipplager
oder durch vier Gelenkstidbe erfolgt; der Korper ist dann statisch unbestimmt
gelagert und die Bestimmung der Auflagerkrifte kann nur unter Zuhilfenahme
der elastischen Forminderung (Durchbiegung bei Trigern) erfolgen; es kénnen
aber auch beim unbelasteten Triger Auflagerkrifte durch einseitige Temperatur-
inderungen des Trigermaterials (ungleichmiBige Sonnenbestrahlung) entstehen;
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insbesondere konnen die berechneten Auflagerkrifte und die damit zusammen-
hingenden inneren Krifte (Materialspannungen) durch nachtrigliche Lagen-
anderungen der Auflager beeinfluBt werden (z. B. durch Senkung der Mittel-
stiitze eines dreifach gelagerten Trigers).

Bei statisch bestimmter Lagerung bringen solche Vorfille keine Anderung
in der Krifteverteilung hervor und es ist daher, wenn keine besonderen Griinde
dagegen sprechen, die statisch bestimmte ILagerung der unbestimmten vor-
zuziehen.

Weiteres hieriiber s, Abschn. Elast. u. Fest.

Das statisch bestimmte ebene Fachwerk.

(137) Das ebene Fachwerk ist ein Gebilde aus geraden Stiben, die in ihren
Endpunkten durch Gelenke miteinander verbunden sind; diese Gelenke heiBen
Knotenpunkte. Das Fachwerk dient als Tragwerk, es nimmt Krifte (Lasten,
Winddriicke usw.) auf, die ebenfalls in Fachwerksebene liegen und iibertrigt
diese an den Auflagerstellen auf den festen Raum (Erdboden, starre Wand usw.).

Bildungsgesetze des Fachwerks. Die Punkte 1 bis 3, Abb. 50, erfordern
3 Stidbe. Jeder weitere Punkt 4, 5, 6... erfordert zum Anschluf an das jeweils
gewonnene System je 2 weitere Stdbe, wobei es nicht nétig ist,
daB die Stibe nur Dreiecke bilden; es kommen auch Vier- und 4_46
Fiinfecke und Stabiiberschneidungen vor; wesentlich ist nur, 3
daB das Fachwerk mindestens ein Stabdreieck enthilt. Hieraus
folgt eine Beziehung zwischen Knotenpunkts- und Stabzahl: 1

n Knotenpunkte erfordern 2n — 3 Stibe. Abb. 50.
Bei zu wenig Stdben ist das Stabwerk beweglich, zu viel Stibe

liefert das statisch unbestimmte Fachwerk, das besondere Behandlung erfordert.
Fiir die Folge werden statisch bestimmte Fachwerke vorausgesetzt.

(138) Grundlagen zur Stabkraftbestimmung unter folgenden Voraussetzungen:
Die Lasten setzen sich nur an Knotenpunkten ab und die Gelenke sind reibungs-
frei. Die Stdbe erhalten dann nur Zug- oder Druckkrifte.

Da im Stahlbau die Knotenpunkte nicht durch reibungsfreie Gelenke, sondern durch Kno-
tenbleche gebildet werden, an die die Stibe festgenietet sind, treten in den Stiben neben den Zug-
und Druckkriften noch erhebliche Biegungsmomente und damit die sog. Nebenspannungen auf.
Eine genaue Fachwerksberechnung mit Beriicksichtigung der steifen Knotenpunktsvernietung
ist sehr schwierig und wird selten durchgefiihrt; gegebenenfalls begniigt man sich mit der
Schitzung der Nebenspannungen.

Die Stabkraftbestimmung beruht auf dem Gleichgewicht der an jedem
Knotenpunkte angreifenden Krifte, das sind die Lasten, die Auflagerkrifte und
die Stabkrifte. Demnach gilt fiir jeden Knoten-
punkt:

Das Krafteck der am Knotenpunkt wir-
kenden Stabkrafte und Lasten schlieBt sich, oder

Die algebraische Summe der Vertikal- und
der Horizontalkomponenten dieser Krifte ergibt
je null.

(139) Stabkraftbestimmung durch Zeichnung.

Man unterscheidet zwei Gruppen von Fach-
werken : 7

Gruppe 1 wird durch freien Aufbau vom ... §1. Fachwerk der ersten
Boden oder von einer Wand aus gewonnen (Bei- Gruppe.
spiele s. Abb. 51 und 52); bei Gruppe 2 mit
auseinanderliegenden Auflagern muB das Fachwerk vor der Aufstellung zu-
sammengesetzt werden (Beispiele in Abb. 54, 58 und 59).
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Fachwerke der 1. Gruppe. Diese haben stets mindestens einen Knoten-
punkt, von dem nur zwei Stibe ausgehen. Ein solcher ist z. B. nach Abb. 51
Punkt 5. Das Kriftedreieck Py S; Sy liefert die Stabkrifte S; und S. Alsnichster
Punkt ist der zu nehmen, von dem zwei Stibe mit noch unbekannten Stab-
kriften-ausgehen, d. i. Punkt 4; aus dem Krafteck P, S; S, S,, in dem S; schon

bekannt ist, folgt S, und S, Nun folgt

P Punkt 3, dann 2 und schlieBlich 1, womit
dann alle Stabkrifte gefunden sind. Der —2
Stabkraftsinn, d. h. Zug () oder Druck (—) Dru
wird in den Kraftecken und im System durch
Abb. 52. Pfeile vermerkt; die Pfeilrichtungen nach  Abb. 53.

Abb. 53 bezeichnen Zug bzw. Druck.

Fachwerke der 2. Gruppe. Zunichst wird das Fachwerk mit simt-
lichen Kriften als . starre Scheibe betrachtet und nach (133) die Auf-
lagerkrifte bestimmt. Hierauf kann man wieder wie bei der ersten Gruppe vor-
gehen, wobei die Auflagerkrifte wie die sonstigen Knotenpunktskrafte behandelt
werden. Fiir den Anfang finden sich stets Knotenpunkte mit nur zwei Stdben.

2 4 4 Beispiel nach Abb. 54. Reihenfolge der
Knotenpunkte ist 1, 2, 3, 4, 5; Krafteck fiir 4
Y A und 5 liefert Richtigkeitsproben. Reihenfolge
1 4 Z der Lasten und Stabkrifte innerhalb der ein-
3 . s 1.
zelnen Kraftecke ist beliebig.
7 f il
54 I (140) Der Krifteplan nach Cremona.
V 5 2 ,o Wenn das Fachwerk gewissen Bedingungen ge-
A a 2 3 ¢ niigt, dann lassen sich alle diese Kraftecke
,5; A .5, '5,9 zu einer einzigen Zeichnung, dem Krafteplan,
& zusammenfassen, in welchem jede Stabkraft
nur einmal zu zeichnen ist. Diese Bedingungen
5 % ﬁ@ lauten:
% a) Das Fachwerk baut sich in der Weise
Abb. 54. Fachwerk der zweiten auf, daB von einem Grunddreieck aus jeder
Gruppe. weitere Knotenpunkt durch je zwei weitere

Stibe an das jeweils gewonnene Fachwerk an-
geschlossen wird. Ein solches Fachwerk enthilt mindestens einen Knotenpunkt,
an dem nur zwei Stdbe anschlieBen.

b) Die Stabe iiberschneiden sich nicht.

c) Samtliche Krifte (Lasten und Auflagerkrifte) greifen nur an Umfangs-
knotenpunkten an.

Regeln zur Aufstellung der Kriftepline.

1. Fdachwerk mit simtlichen Lasten und Auflagerkrédften genau aufzeichnen,
Knotenpunkte und Stdbe fortlaufend bezeichnen.

2. Krafteck aller Lasten und Auflagerkrifte so zeichnen, daB ihre Reihen-
folge dem Rechtsumlauf um das Fachwerk entspricht; dieses Krafteck muf
sich schlieBen (nur fiic Gruppe 2 nétig).

3. Mit einem Knotenpunkt beginnen, an dem nur zwei Stidbe anschlieBen.
Daselbst denkt man sich einen Uhrzeiger angebracht, dessen Rechtsdrehung
eine gewisse Reihenfolge der an diesem Punkte anschlieBenden Stdbe angibt.
Die Knotenpunktskraft wird, wie sie auch liegen mag, in dieser Reihenfolge
stets zwischen den AuBenstiben eingeordnet. Jn dieser Reihenfolge wird das
Krafteck der an diesem Punkte angreifenden Stab- und Knotenpunktskrifte so
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gezeichnet, daB die im Krafteck schon gezeichnete Knotenpunktskraft be-
nutzt wird,

4. Dasselbe wird fiir jeden weiteren Knotenpunkt wiederholt; die von den
vorhergehenden Knotenpunkten schon gefundenen Stabkrifte liegen in den wei-
teren Kraftecken schon an richtiger Stelle. Reihenfolge der Knotenpunkte so,
daB jeweils nur zwei Stabkrifte unbekannt sind.

5. Die Stabkraftpfeile werden nur im System, nicht aber im Krifteplan ein-

getragen.
6. Auf Grund des gewihlten KriftemaBstabes ist eine Tafel der Stabkrifte

mit ihren Vorzeichen aufzustellen.

Merkregeln, die aus den allgemeinen Regeln hervorgehen:

1. Ein unbelasteter Knotenpunkt mit nur zwei anschlieBenden Stdben
liefert in diesen keine Stabkrifte.

II. In unbelasteten Knotenpunkten nach Abb. 55 ist el &
stets S,=0 und S,=—2,. S

III. In unbelasteten Knotenpunkten nach Abb. 56 ist 5 S5
stets Sa :Sc und Sb:Sd. X

IV. Wie beim Einzelkrafteckverfahren liefert auch hier A
der vorletzte und letzte Punkt Richtigkeits- bzw. Genauig- Abb. 55 u. 56.
keitsproben. SchlieBt sich der Krifteplan nicht vollstindig,
dann zeigt sich am Schlusse das sog. Fehlerdreieck, das durch Ausgleichen zum

Verschwinden gebracht werden kann.

/‘TI %ir
/ Z}ﬂt /

[

/

A
/A
e
g /7’5\ J
Hy 2

i

Abb. 59. Briickengeriist.

Zwecks hinreichender Genauigkeit zeichne man das System groB und genau
auf, den Krafteplan aber kleiner. Besondere Genauigkeit ist zwecklos, da i. d.
Regel die Lasten nicht scharf bestimmt sind.

o4 ;Bezi?iele. Fachwerk der 1. Gruppe nach Abb. 57 (Kranausleger)., Knotenpunktsfolge
y 4, 3,2, 1.
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Fachwerk der 2.Gruppe nach Abb. 58 (Dachbinder fiir Winddruck links). Die gestrichelten
Stébe sind nach Regel II spannungslos. Kraftfolge A, Py, Py, P3, P4, B, Knotenpunktsfolge
1, 2, 11, 3, 10, 4, 7; es ist Syz Sh' Sd:Se=Sf|md Sk=S,=Sm.

Fachwerk der 2. Gruppe nach Abb. 59 (Briickengeriist). Kraftfolge A, H,, H;, Vs,
Ve, B. Knotenpunktsfolge 1, 10, 11, 2, 9, 12, 3, 8, 13, 4, 7, 14, 5, 6.

Weitere Krifteplane fiir Laufkranfachwerktriger mit Eigengewicht s. Abschn. Hebezeuge.

Zusammengesetztes Fachwerk, wenn mehrere einfache Dreiecks-
fachwerke durch Stidbe und Gelenke unverschieblich miteinander verbunden
sind. Bisherige Verfahren nicht ohne weiteres anwendbar.

Abb. 60. Doppelpolonceau.

Einfaches Beispiel hierzu nach Abb. 60
(Dachbinder). Stabkraft ,Sz aus Bb=S8_z be-

N [ 2
rechnen und an den Punkten ¢ und k als duBere / /'/ / ;
Krifte anbringen; hierauf zusammenhingender 4// % 7
Krifteplan fiir das ganze Fachwerk herstellbar. < N \
V2 z
#
—

(141) Stabkraftbestimmung durch
Rechnung. Zunichst sind bei Fach-
werken der 2. Gruppe wie bisher die
Auflagerkrifte A und B zu bestimmen.

Ist im Fachwerk nach Abb. 61a Stab-
kraft S; zu berechnen, dann denkt man
sich nach Abb.61b bzw. 61¢ das Fach-
werk durch die schraffierten Scheiben
1410 und 4 7 9 ersetzt, die durch Stab ¢
und Knotenpunkt 4 miteinander verbun-
den sind. Abb. 61a—g. Stabkrifte durch Rechnung.

An diesen beiden Scheiben wirken
die Krifte 4, P,, P,, P,,, §,;, S,, 8; bzw. P,, B, P,, 8., S,, S;, worin die
Stabkrafte ohne Riicksicht auf ihre endgiiltigen Vorzeichen zundchst als Zug an-
genommen sind. Diese Krifte bilden je Gleichgewicht und liefern fiir Punkt 4
als Schnittpunkt der nicht gefragten Stibe die Gleichgewichtsbedingungen

Aa—P,p,— P, p,;, —8;i=0 bzw. —Bb—+ Pyp, | S;i=0,
woraus S; folgt; | liefert Zug, — Druck.

S; folgt in derselben Weise nach Abb. 61d oder 61e aus
Aa—P,p,— P, p,, —P,p, —S;8=0 bzw. Bb— Pyp;+ S;8=0.

S, folgt nach Abb. 61f bzw. 61g wegen Parallelitit von §; und S; aus
dem Gleichgewicht der lotrechten Kraftkomponenten:

A cos ¢, — P, cos g — Py, cos ey, — P, cos ¢, — 8, cos o =0
bzw. B — P, cos atg + 8, cos ¢, = 0.

(Rittersches Schnittverfahren.)
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Reibung.

Gleitreibung.

(142) Grundlagen. Ein Korper werde mit Normalkraft N nach Abb. 62 gegen
eine ebene Unterlage gedriickt; zu seiner gleichférmigen Bewegung ist Kraft
P erforderlich gleich dem Reibungswiderstand R, der am Korper, und zwar an
der Berithrungsfliche auftritt und stets gegen die Bewegung gerichtet ist.

Man setzt B= Ny, worin u, eine Verhiltniszahl, die Reibungszahl
der Gleitbewegung, Gleitreibungszahl, heiBt.

N £ ,{7\5}%“ %
\@i@i’ _ _

Abb 62. Abb. 63. Abb. 64 u. 65.

4 ist von Flichenpressung, von Werkstoff und Beschaffenheit der Beriih-
rungsflichen, von der Gleitgeschwindigkeit und den Schmierungsverhiltnissen
abhingig, doch pflegt man der Einfachheit wegen die beiden erstgenannten Ein-
fliisse zu vernachlassigen und setzt

u= konst.: Coulombsches Reibungs- ¢
gesetz.

Der mit Kraft N angedriickte Heben P % P
Kérper bleibt in Ruhe, wenn AN
P < N p,, worin y, die Reibungs- 2N ¢
zahl der Ruhe heiBt, auch Haft- ! p N
reibungszahl genannt; u, ist wie y 0 %

P P

von den jeweiligen Verhiltnissen ab-
hiingig, ist aber stets etwas groBer als
- Nachstehende Tafel zeigt einige 7
Werte fiir g und p,. 2N ¢

Ist P in Abb. 63 Resultierende o Z
aus mehreren Kriften, dann zerlegt Senken ¢
sich P in Normalkraft N = P cosa P
und Tangentialkraft 7'= Psin «. Be- «®
wegung, wenn P sin o 2> P cosou, 24 w
woraus tgo == u. Man setzt = tg o 4 ¢
und bezeichnet p als Reibungs-
winkel; Bewegung findet statt,
wenn o ->g, und Ruhe liegt vor, Abb. 66—68a u.b. Schiefe Ebenen.
solange P sino < P coso-p,, woraus
tga << po oder o < @o; hierin ist g, der Reibungswinkel der Ruhe.

Demnach Bewegung, solange P in schraffiertem Bereich der Abb. 64, und
Ruhe, solange P in schraffiertem Bereich der Abb. 65 verlduft. Im Raume treten
an Stelle dieser Flichenbereiche die entsprechenden Reibungskegel.

Schiefe Ebene. Heben. Aus Abb. 66a und zugehérigem Krafteck Abb.66b
gilt fir Bewegung: P 2> Q tg (& -+ @) und fiir Ruhe: P < @ tg (x4 0o)-

Senken. 1. Fall. a>g bzw. o >g, (Abb. 67a u.b). Bewegung fir
P < Qtg(x — @) und Ruhe fiir P =@ tg (« — 0)-

2. Fall. a0 < p bzw. a<C g, (Abb. 68a u. b). Bewegung fiir P =ZQtg(o—a)
und Ruhe fir P < @ tg (0 — ).
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3. Fall. oo = g liefert fiir P =0 gleichformiges Senken, o = g, liefert fiir
P =0 Ruhe.
Symmetrischer Keil. Fiir Eindriicken durch Kraft P gilt zufolge Abb.69a u.b
P cosp

2 sin (o + p)
oder bei gegebenem N ist
P zum Eindriicken erforder-
liche Kraft
Bindriicken P=2 Nsin (@ + o) ;
cos @

fiir Ruhe dagegen
N sin (o + @o)

COs g

P2

Bewegung nach oben.

P
1. Fall. o > @ bzw. ot => 0.
Herausdriicken N will Keil herausdriicken
R, R ¥ 0 (Abb. 70a u. b). Wird ver-
7 %7 hindert durch Druck
/1

PZZNsm(oz—Qo).
- COS Qg

Bewegung nach oben,wenn

___N___  Herausziehen P<o lfin(al—ﬁ_) .
o7 % -1 = cos @

# ] 2. Fall.oo<C g bzw. ot < @o-

Zum Herausziehen ist nach

Abb. 69—71a u.b. Symmetrischer Keil. ﬁl’;’é 71;2 fltL b die erforder-
S EEL)

- cos @
Keil bleibt in Ruhe fiir

pey Nsinlen =)

€Os g

Abb. 72a—d. Keilkette.

Keilkette (Abb. 72a), wobei 4 nach links, B nach oben sich bewegend;
hierzu Krafteck (Abb. 72b u. c) fir Keil 4 und B, woraus Beziehung zwischen
P und @ folgt. Abb. 72d zeigt Vereinigung beider Kraftecke.
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Korper auf zwei Flichen ruhend (Abb. 73). Ruhe, wenn Resultierende P
aller Krifte durch schraffierte Fliche und zwischen den Berithrungspunkten ver-
1duft. Denn P zerlegt sich stets in zwei Komponenten, die innerhalb beider Rei-
bungswinkel liegen.

Schiefe Reibung. Wirkt nach Abb. 74 kleine Kraft P auf ruhenden Kérper
mit Normaldruck N, dann bleibt er in Ruhe. Wirkt aber nach Abb. 75 gleich-
zeitig Kraft K > Ny quer dazu, dann tritt
nicht Bewegung in K-Richtung ein, sondern P
und K vereinigen sich zu S und es erfolgt Be-

Abb. 73. Korper auf zwei  Abb. 74 w. 75. Schiefe Reibung.  Abb. 76. Keilprisma.
Stitzflachen.

wegung in S-Richtung. Somit kann trotz kleiner Kraft P Bewegungskompo-
nente in P-Richtung durch gleichzeitige Bewegung in K-Richtung erzielt
werden.

Anwendung z. B. bei Kolben, die in Lings- P
richtung trotz Stopfbuchsenreibungleicht beweg-
lich sein sollen, durch gleichzeitige Drehung P /Y
des Kolbens.

Keilprisma. Keil mit Last @ lotrecht in Rille €
gesetzt,liefert nach Abb. 76 N = —Q— %(—)g&— ) Abb. 77. Ringreibung.

2 sin (o + @)
verursacht ruhende Reibungin Lingsrichtung —
Qoos g - ty F‘®L

2N oy = —————

sin (@ + )
Bei eintretender Lingsbewegung ver-
schwindet R und es gilt

9

2sine

Langsbewegung erfordert Kraft =2 Ny
=Qu: sino.

Ringreibung (Abb. 77). Umfangsreibung
R = Py, in mittlerem Kreise wirkend; Reib- Abb.78a u. b. Kegelringreibung.
moment M = Rr= Pry.

Kegelringreibung (Abb. 78a u. b). 1. Fall. Kegel wird mit Kraft P ruhend,
d. h. ohne Drehung, aufgesetzt. Auf Winkelausschnitt 4@ kommt Kraftanteil

__ P 4 Pcosp . . .
AP = om Ap und AN = m , somit Anteil am Reibmoment
A Pcosg cos @
M=AN-pgr="221°50 p_ s ..
Yi| AN-pr Sa(e Tt o) pr, daher Gesamtmoment M Psin o+ e)u r

2. Fall. Kegel erhilt Drehbewegung. Gegenreibung R verschwindet, Kegel
sinkt etwas tiefer ein, es folgt

An_A47~

sin o

P
sinoc'l” und M=

ur.

’ sin o

Anwendung auf Reibungskupplungen, Bremsen usw.
Hilfsbuch f. d. Maschinenbau. 8. Aufl, 12
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Bandreibung. Wirkt am linken Bandende (Abb. 79) Zug S, und wird Scheibe
nach rechts gedreht, dann steigt infolge Reibung zwischen Band und Scheibe
die Zugkraft bei Umschlingungswinkel o bis 8, an. Aus Bandelement und zu-

-

- /
o /4 /
1 [} 1 1 I |
e—7) —— e
e i
[ o ]
Abb. 79a—c. Bandreibung. Abb. 80. Bandreibung.
gehorigem Krafteck (Abb. 79b u. c¢) folgt Druck AN = S-A¢, Reibkraft
48 N
AR=AN-u=8udp=48, Ao =T d. h. fir die iiber ¢ auige-

zeichnete S-Kurve (Abb. 80) ist Subtangente = {:y == konst., hieraus Kon-
struktion der mit @ stark ansteigenden S-Kurve.

as Sy a ,
Mit héh. Math. ist 5 =4 dp, InS8]=[ugpl oder Inz~=au
Sk 0

SF
oder e*#——.
N
Gesamtreibkraft zwischen Band und Scheibe ist R=XAR=2X48
=8, — S; und das iibertragene Reibmoment M = (S, — S;) r.
Kein Gleiten zwischen Band und Scheibe, wenn S,:8; = ¢*** und M,
= (S, — Sp)r.
Vgl. unter Riemen- und Seiltrieb (Abschnitt Maschinenteile) und unter Bandbremsen (Ab-
schnitt Lasthebemaschinen).

Lastgreifzange (Abb. 81 u. 82). Zangengewicht und Zapfenreibung vernachlassigt. Auf
Zange wirken vier Krafte; Z-Richtung wegen Symmetrie waagrecht. Resultierende aus N und

¢

¢

Abb. 81 u. 82, Lastgreifzange.

Ry, Z und § schneiden sich in einem Punkt; hieraus erforderliche Richtung von S. Zur Sicher-
heit ist mit kleinem u, bzw. g, zu rechnen.
Weiteres iiber Keilreibung, Gewindereibung und Zapfenreibung s. Abschnitt Maschinenteile.
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(144) Reibungszahlen fiir besondere Fille.
Eiserne Radreifen auf trockenen eisernen Schienen nach Poirée
fir Eisenbahnwagen von 3400 bis 8400 kg Gewicht:
v = 16,56 26,28 31,68 51,48 72,00 79,20 km/Std.
u=0,209 0,206 0,171 0,145 0,136 0,112
Stihlerne Radreifen auf Stahlschienen nach Galton:

v= 0 10,93 21,8 43,9 65,8 87,6 96,48  km/Std.
u=0,242 0,088 0,072 007 0,057 0,038 0,027 .

GuBeiserne Bremskldtze auf Stahlradreifen nach Metzkow.!)

Pres- Fahrgeschwindigkeit km/Std.
sung -
kg/em?| o 10 | 25 | 40 | 60 | 80 | 100 | 125 | 150
2 0,488 | 0,328 | 0,270 | 0,220 | 0,199 | 0,190
4 10625 | 0,471 | 0,270 | 0,225 | 0,192 | 0,180 | 0,170 | 0,167 | 0,167
6 ]0,570| 0,408 | 0,248 | 0,212 | 0,485 | 0,171 | 0,158 | 0,146 | 0,144
9 0,520 | 0,388 | 0,229 | 0,203 | 0,178 | 0,162 | 0,149 | 0,139 | 0,135
12 | 0,478 | 0,369 | 0,212 | 0,193 | 0,472 | 0,156 | 0,143 | 0,434 | 0,131
(145) Rollwiderstand.

Die durch Raddruck N auftretenden Pressungen zwischen Radumfang und
Unterlage verteilen sich ungleichmiBig iiber die durch Abplattung entstehende
Bertihrungsfliche. Bei vollkommener Elastizitit von Radumfang und Unterlage
wire auch bei Rollbewegung
Resultierende der Pressun-
gen gleich Raddruck, durch
Radmitte gerichtet. Infolge
stets vorliegender Uber-
lastung federn die hinter
dem Rad liegenden Teile
nicht vollstindig zuriick
und die Resultierende eilt
der Radmitte um Strecke f
voraus (s. Abb. 83). Zur
Aufrechterhaltung der Roll-
Abb. 83. Rollwiderstand. bewegung ist erforderlich Abb. 84. Walze.

Moment M = N-f oder Kraft P=DN-f:r.

Dieser Zustand ist nur moglich, wenn kein Gleiten zwischen Rad und Unter-
lage eintritt, wenn also Ny, > P oder Ny, > M:r.

Fiir die zwischen Unterlage und Platte stehende Walze (Abb. 84) ist
zur Fortbewegung erforderlich

M=2Nf oder P=2Nf:d.
Strecke f von Druck, Durchmesser und Oberflichenzustand wesentlich
abhingig. Fir gut abgedrehte Radkrianze aus Grau-, Hart- oder StahlguB auf

trockenen Schienen bei miBiger Fahrgeschwindigkeit setzt man f= 0,05 cm,
steigend bis 0,1 cm bei ungiinstigen Verhiltnissen.

Uber Fahrwiderstainde von Kranfahrzeugen s. Abschnitt Lasthebemaschinen.

1) Priifstandversuche von Metzkow: Glasers Ann. 1929, S. 149.
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Bewegungslehre.

(146) Bewegung des Punktes.

Jede Punktbewegung erfolgt stetig, d.h.ein Punkt braucht zum Durch-
laufen einer endlichen Strecke eine endliche Zeit und fiir ein Streckenelement ein
Zeitelement. Die vom Punkt durchlaufene Linie heit Bahn, die zuriickgelegte
Strecke Weg. Die Bahn kann geradlinig, eine ebene oder eine Raumkurve sein.

Geradlinige Bewegung des Punktes.
(147) Gleichformige Bewegung, wenn der Punkt in gleichen Zeitteilen gleiche
Wege zuriicklegt. In Zeiteinheit zuriickgelegter Weg heiBt Geschwindigkeit, es

ist also
Weg s innerhalb der Zeit ¢

Zeit ¢

Geschwindigkeit v =

’

und es folgen weiter die Beziehungen
zuriickgelegter Weg s = vt, v=s:1 und t=s:v.

Ist s, der Weg zur Zeit {;, d.i. der Bewegungsanfang, dann ist nach Zeit ¢

§—38, §— 8§,
s=8y4 v (t — &), p=—30 t=1t,+ U
t—t,
Beziehung zwischen s und ¢ ist durch ansteigende T
Gerade, Abb. 85, darstellbar, deren Neigung S
§—8,
tgp=——+=v.
t— 1,
Negatives v ist riickldufige Bewegung, liefert Ab-  ,, 85. Gleichférmige
nahme von s, d. h. fallende Gerade mit negativem ¢. Bewegung.
Einheiten und ZeichnungsmaBstab.
s-Einheit in cm m m  km, dargestellt durch s, cm,
und {-Einheit in sk sk min  st, dargestellt durch t; cm,

liefert v-Einheit in cm/sk m/sk m/min km/st.

In der zeichnerischen Darstellung nach Abb. 85 seien s und ¢-Werte als Strecken
von (s) und (f) cm Linge dargestellt. Demnach ist (s)= s*s; und (f) =1¢-t,.
Ferner ist

t

tg @ -X = v in v-Einheiten.
P
1

Beispiele:

(148) Gleichgerichtete Bewegungen. Punkt ¢ lauft von einer Anfangslage aus mit
vq = 3 cm/sk ab; Punkt b lauft von derselben Lage aus 10 sk spiter mit vy = 4,5 cm/sk ab.

Wann und wo iiberholt Punkt b den Punkt a?
Sao = Spo =0, tao =0, tpo = 103k, vg = 3 cm/sk, vy = 4,5 cm/sk.
Bezeichnen s; und ¢, Weg und Zeit der Uberholung, dann gilt
8§ =72q(t;,—0)+ 0 und 8= Vp (t;—1po) + O,
also Vaty = vy (8 —1po),

vy, 4,5-10
woraus t, = 6%o 5
Vp — Va 4,5—3

= 30 sk,

8= Vgqt; = 3.30 = 90 cm.

Fir die Zeichnung (Abb. 86) gilt Zeit 1sk = 0,4 cm und Weg 1 cm = 0,02 cm also
t, = 0,1, s, = 0,02.
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Gegenliufige Bewegungen. Wagen a lauft von Lage 4, = 4 km aus mit v, = 8 km/st
nach rechts ab, Wagen b 14uft von Lage s, = 35 km aus eine Stunde spéter mit v = 10 km/st
nach links ab. Wann und wo begegnen sich die Wagen ?

Seo=4km, sp,=35km, t5,=0, tpo=1st, vg=8km/st, wp=—10km/st.
Bezeichnen s, und ¢, Weg und Zeit der Begegnung, dann gilt
8, = Tq (t1—0) + sgo und 81 = Vp (b1 —180) + Sbo >

also Vaty + Sqo = Vo ti—Vplpo + Sho,
— — ot —4 10.1
woraus 4= Sao 860 —Vblse _ +35-+ —2.28st,
Vg — Vb 8+ 10

8§ = Vgt + Sqo = 8-2.28 + 4 = 22,25 km.

Fiir die Zeichnung (Abb. 87) gilt Zeit 1 st = 1 cm und Weg 1 km = 0,1 cm, also t, = 1
und s, = 0,1,

(149) Ungleichformige Bewegung, durch fortwihrenden Geschwindigkeits-
wechsel gekennzeichnet. Bei steigender
Geschwindigkeit liegt Beschleunigung, bei S
fallender Verziogerung vor. w0

(150) Gleichformig beschleunigte oder ,
verzogerte Bewegung, wenn die Geschwin-
digkeit in jeder Sekunde um gleichviel zu-
oder abnimmt. 40

S

20

70

1 } ¢
70 20 30 Sk 7 2 3sF

Abb. 86. Gleichgerichtete Bewegungen. Abb. 87. Gegenliufige Bewegungen.

Beschleunigung b = Geschwindigkeitszuwachs in der Zeiteinheit
_ Geschwindigkeitszuwachs in der Zeit ¢
- Zeit ¢
Verzogerung b = Geschwindigkeitsabfall in der Zeiteinheit

Geschwindigkeitsabnahme in der Zeit ¢

Zeit ¢
Geschwindigkeitsabfall ist negative Geschwindigkeitssteigerung, daher Ver-
zbgerung, auch negative Beschleunigung. Im weiteren wird der Ausdruck Ver-
z6gerung nicht mehr gebraucht; fiir diese ist b negativ.
Gelten bei Bewegungsbeginn zur Zeit O die Werte v, und s,, dann ist zur Zeit ¢
v =9y + bt.

Da die Geschwindigkeit stetig verdnderlich ist, gilt fiir das beliebig kleine
Zeitelement At

__ Wegelement él_s
" Zeitelement A¢’
demnach As=1v A t=(vy+ bt) At =0y At + bt At und s=sg,+ XZds =3,
: 2
+ Zwedt 4 bt) At = sy vy T At 4 b ZtAt = sy+ vyt +
[Mathemat. Begriindung s. (54)].

5
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¢ in den Formeln fiir v und s eliminiert, liefert v2 == 92 42 b (s — ;).
In Schreibweise der hsh. Math. ist
ds

t
V=, v=0y+bt, ds=vdt= (o + ) dt = vydi + beds, s=s,+Jds
0

2 12 13
12
:so—{—_f vdt = s, +J‘vodt+fbtdt=so+ vot-i—b?.
0 0 0

Beginnt die Bewegung zur Zeit ,, dann ist in allen Ausdriicken ¢ — ¢, statt
t zu setzen.

Zusammenstellung der Formeln fiir gleichférmig beschleunigte
Bewegung.

Bewegungsbeginn zur Zeit 0.
. | v — 0,
v=10,+bt, t= —r“ s
be?
§ =8y + vyt + 5

Bewegungsbeginn zur Zeit £,
v=1vy+ (t — ),

v — 9,
t=t0+ boy

b (¢ — 1)

S——“So'{‘vo(t—to)‘i"—z >
=03 4+2b(s —s).

v2=0f+2b (s —5).

o] Uy

Lid ¢

Abb. 88 u. 89. Gleichférmig beschleunigte und verzégerte Bewegung.

Nach Abb. 88 liefert die Beziehung zwischen s und ¢ eine Parabel, zwischen
v und ¢ eine ansteigende Gerade und zwischen b und ¢ eine Waagerechte. Abb. 89
gilt fiir negative Beschleunigung. Nach Abb. 88 ist

Yo

As
U=Z7=tg¢p bzw. v, = tg @, b:t = tgy.

__to
s=s,+ X As=sy+ ZvAt =35y, 4 F,,
v=1vy + X Av=1vy+ 2bAt = vy+ Fy,.

Die Beziehung zwischen s und ¢ liefert die Zeit-Weg-Kurve (ZWK),
” ” ” v o, t ., ,» Zeit-Geschw.-Kurve (ZGK),
» » s b .t ., , Zeit-Beschl-Kurve (ZBK).

Einheiten, MaBstibe und Beispiele s. weiter unten.
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(151) Ungleichformig beschleunigte Bewegung, allgemeiner Fall. Die Be-
ziehung s = f (f) driickt den nach Zeit ¢ zuriickgelegten Weg aus. Gibt man nach
Abb. 90 auf der Bahn die Stellen an, wo sich der Punkt nach 1,2,3 ... Zeit-
einheiten befindet, dann erhdlt man die Zeitteilung auf der Bahn. Hieraus
ist die Zu- oder Abnahme von v sofort erkennbar. Es ist

Geschwindighei# _ Wegelement As
e T eS— " Zeitelement At ’
072 3 46189 W0 ¥ 72
ere 3 b Geschwindigkeitszuwachs  Av
Abb. 90, Zeitteilung auf der Bahn. - Zeitelement T
- Ads As Av
Somltlst_v—_——A-t, As=wvAt, At:~v—, b———zl—t—, Av=0At,
vAv
b=——, vAdv="0Ads.
As

Gelten bei Bewegungsbeginn (¢ =0) die Werte sy, v, und by, dann ist
zur Zeit t v=vy+ X Av=1vy+ 2ZbAt, s=sy-+ 2 As=sy+ ZvAt;
2

2

aus vAv=>bAds folgt ZvAdv=2bAs und 21)Av=2—-—”2—°, somit

v 0}
—=—+2bds.
2 2 +
Zwischen den Veranderlichen s, v, b und ¢ bestehen die sechs Beziehungen

s=1f(8), v=Ffy(t), b={f3(f), v=1F4(5), b=/[5(s), v= [ (b); sie liefern

b ﬂ"g_!( e ——
//I A Z
[/ T | ek P
!‘1 | ¢ Lhr‘
|
} ¢ v 4V
_ ey =
7 T | ,L[‘,K
ammany,
/ ]
N i t/
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o] | ’ // ! ‘& /u 4%
Ty H H
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e
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‘ e | /L
b | 14 1 —$'$”
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Abb. 91, Ungleichférmig beschleunigte Bewegung.

nachstehenden Kurven nach Abb. 91, worin die Bewegung zur Zeit £, beginnt:
die Zeit-Weg-Kurve (ZWK), Zeit-Geschw.-Kurve (ZGK), Zeit-Beschl.-Kurve
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(ZBK), Weg-Geschw.-Kurve (WGK), Weg-Beschl.-Kurve (WBK), Geschw.-
Beschl.-Kurve (GBK).
As

In der ZWK und ZGK ist v = E_tgqo und s=s,+ Zvdt =s,+ F,y;

Y|
in der ZGK und ZBK ist b:A—:ztgw und v = vy 4 b At = v, + Fy;

. . Av . vAv .
in der WGK ist tgy = Z und die Subnormale n=vtgy= —A— = b; in
s
der WBK ist 2 =0} 4 22bAs =10} + 2 F,,.
Abb. 91 zeigt die Beziehungen zwischen diesen Kurven. Ist eine der Kurven
gegeben, dann lassen sich, unter Benutzung der MaBstabe

(s. w. unt.) die andern zeichnerisch gewinnen. P
Abb. 92 zeigt die Beziehung zwischen der Zeitteilung 7|
auf der Bahn (lotrechte Teilung) und der ZWK. °
In Schreibweise der héherem Math, lauten die ° ¥
entspr. Gleichungen “
ds
d— 3
ds dv dt  d2s fodt °
P = — = —= = 1 .
at’ at  dt aeer 7Y 2
7 H
Ist eine der sechs Beziehungen s= f, (£), v = f, () usw. A A 4
gegeben, dann folgen die {iibrigen aus nachstehendem Zeitteilung
Schema: Abb. 92.
Gegeben: Hieraus folgt:
ds dv
1. s=f v=f, () aus V=0 b=fg () aus b:;l—t

t
2. v=[,() s=1f, (f) aus s=s,+ J'q,dt’ b=f, (1) ausb:%
to

13 12

3. b={f3(t) v = fy(t) aus v =1, —|—fbdt, s=f)(t) aus s =5, +.fvdt
to to

d
4. v="_4(s) |s=f () aus der Differentialgleichungd—j =fy(s),

dann v = f, () und b = f, () wie nach 1.

42
5. b=1{5(s) |s= f;(t)aus der Differentialgleichung dTZ = f;(s), weiter
]

wie 1. oder v = [, (s) aus v? = v} —|—fb ds, weiter nach 4.
So

. . . d?s ds
6. b={fs(v) |s={f1(t) aus der Differentialgleichung ik fe (W) ,

weiter nach 1.

Ist dagegen eine dieser GroBen von zwei oder mehr andern GréBen abhingig,
dann ist eine entsprechend erweiterte Differentialgleichung zu 16sen. Ist z. B.
die Beziehung zwischen b, v und ¢ durch F (b, v, £) =0 ausgedriickt, dann
lautet die zu 16sende Differentialgleichung

d2s ds
——,—=—,t)=0.
F(dﬂ’dt’) 0
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Einheiten und ZeichnungsmaBstibe.

s-Einheit in  cm m m km, dargestellt durch s, cm,
und ¢-Einheit in  sek sek min  st, dargestellt durch t, cm,
liefert v-Einheit in cm/sek m/sek m/min km/st, dargestellt durch v, cm,
und b-Einheit in cm/sek® m/sek® m/min? km/st?, dargestellt durch b, cm.

In der zeichnerischen Darstellung nach Abb. 91 seien die s-, {-, »- und
b-Werte als Strecken von (s), (¢), (v) und (b) cm Linge dargestellt; die
schraffierten Flichen haben (F,;), (Fj,) und (Fj;) cm? Inhalt. Sodann gilt

_ hvy _ by
(y=tgo 5 (b)y=tgy v

- S —_ V1
(8) = (80) + (Fu2) it (v) = (vo) + (Fys) byt

2

v
() = (00)® +2 (Fp) o=,
15
t t,b
(h)=2Zem, () =""em,
S1 Vi
vi
Subnormale (n) = (b) ——.
$1 by

Beispiele fiir ungleichférmige Bewegungen.

(152) Freifall im luftleeren Raum ist gleichformig beschleunigte Bewegung. Fall-
beschleunigung g = 9,81 m/sek?, unveranderlich.

Fall aus der Ruhe:

t,=0, 8 =0, Vo = 0.
£ — 2h
Fallhohe h = g_{ s Endgeschw. v = V2 gk, Fallzeit ¢t = V—yh .

Fall mit Anfangsgeschw. v, nach unten:

2 e
h:vot—{—%, v="Volt2gh.

Wurf nach oben mit Anfangsgeschw. v,:
t, = 0, 8, = 0, g negativ, d. i. Verzoégerung.

Nach Zeit ¢ ist 5 = 0,6 — %> und o = Jo3 —2
acl it £ 1s s—'v.,t—2 und v = Jog g8 .
- %
GroBte Steighohe bis zur Ruhe folgt aus 0 = '/'vg —29h zuh= 5—”; daraus erforder-

liche Anfangsgeschw. v, = V2ghk, d. i. Endgeschw. beim Fall aus Hohe h.
— gt? 2% o

Steigzeit folgt aus h = V2 gh-ty ~—--2—h zu tp = -7" = 7" , d. h. fiir dasselbe kb ist
Steigzeit gleich Fallzeit.

(153) Laufkatze habe von der Ruhe aus 1,6 sek gleichférmig beschleunigten Anlauf bis zur
Endgeschw. 1,2 m/sek, dann 2 sek gleichformige Fahrt mit dieser Geschw. und dann 0,8 sek
gleichformig verzogerten Auslauf bis zur Ruhe. Hierauf 1,5 sek Pause. Dann Riickfahrt u. zw.
2 sek Anlauf bis Geschw. 1,6 m/sek und 1,6 sek Auslauf bis zur Ruhe.

Es sind die Wegstrecken und Beschleunigungen zu bestimmen. Alle Werte sind auf m und
sek bezogen.

a) Anlauf: V=0, v, = 1,2, ty=20, t, = 1,6,

v —v, _ 1,2—0

= = 0,
ti—ty, 1,6—0 1755

be =

0)

£ —1o)? 1,6 —
81 :30+’Uo(tl—‘to)+ba§1—5_o)— = 0+0+0,75'(—2—— = 0,96.
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b) Gleichférmige Fahrt:
v=1,2, §=096, =16, (=36,
sz =281V (t;—t) = 0,96 + 1,2 (3,6 —1,6) = 3,36.

c) Auslauf:
v, = 1,2, V3= 0, t,=3,6, t3=44, 8, = 3,36,
V3— 1, 0—1,2 1,2
= IS e— T e — —_1
b t—t2 TA—36 oz >
— ¢ 4,4—3,6)
83 = 8, - v (8 —1t2) + bc 2)— =3,36 -} 1,2 (4,4 — 3,6) — 1,5 (—2)‘ = 3,84,
d) Pause: ty=44, ty= 5,9, 8; = 8, = 3,84.
e) Rickfahrt Anlauf:
V=0, v, = —1,6, ty=5,9, ts=79, 8¢ =3,84.
Vs — Uy —1,6—0
b= 0 T 2 T o8,
€ ts—ta 7,9 — 59
t i, 7,9 — 5
e;:s.+v‘(z5—t.)+be(—‘—2——)—~384+o ( 9 — 59 2 =224,
f) Riickfahrt Auslauf: m s

4

V5= —1,6, v =0, ts=7,9, 3

te = 9,5, 85 = 2,24. 2
3 Sy

7

§ % S
Ve — V5 0— (— 1,6) 2
= = =1 1,0, S5
=t es—79 T [ As ! l %,

te — t)? mekpo & Gl Lt i
35235+‘vs(t5—t5)+bf(—“_2i 7 ; : |
s f Uy 112, | | |
224 —16 . J_10(9,5—7,9)2 rl —>¢
=224 —1,6 (9,5 — 7,9) -+ 1,0 "= 7£ R N5 !
Pl |
— — — 0 ! b |
= 2,24 — 2,56 + 1,28 = 0,96. 7 : ! —
1| ¢
Zeichnerische Darstellung des Bewegungs- a b g al el r
vorganges s. Abb. 93. 7 b
(154) Unzleichﬁirmlg beschlenni:te Be- O S O SO R W T
wegung. Gegeben die Anfangswertet, = 1,5 sek, 723456789 70&{'

8, = 2,0m, v, = 0,8m/sek, b, = 0,1 m/sek’ und
doie WBK nach Abb. 94. Gesucht die ibrigen Abb. 93. Bewegung einer Laufkatze.
Kurven.

Gewihlte MaBstabe: t; = 0,32, s, = 0,26, v; = 1,0, b, = 10,0. Somit ist (f,) = 1,5.0,32
= 0,48 cm, (8,) = 2,0:0,26 = 0,52 cm, (v,) = 0,8.1,0 = 0,8 cm, (b,) = 0,1-10 = 1,0cm.

Nach Abb. 94 wird die WGK durch Aneinanderfiigen der Tangenten, die mit Hilfe der Sub--

2

normalen gezogen werden, gewonnen. Fiir die aufzutragenden Subnormalen gilt (n) = Vi

(b)026 o = (b).0,384. Es ergibt sich zeichnerisch der Endwert (v,)= 1,5cm bzw,

Ve = 1,5 m/sek.

2

Probe: (Fps) = 2,1cm?  (v,)? = (v)? +2.21. O’r_o
1

= 2,25,

vi .
s
(1) = 1,5 cm, also dasselbe wie oben.
Fiir Konstruktion der Neigungswinkel @ und v gilt

t, vi __0,32:1,0 tyb;  0,32.10
= 2——— =1,23 cm, hy) = — =
() = e = ha3om, () = 22 = 222

= 3,2 cm,

Hieraus folgt durch Aneinanderfiigen der Tangenten die ZWK und aus dieser die}‘_ZGK
und ZBK. Diegezeichnete ZWK und ZGK liefern die Endwerte (s¢) = 2,85 cm und (v¢) = 1,5 cm.

0.2
=0,52+ 2,85-—6= 2,85 cm;}

S
Proben: (Fy) = 285em®,  (80) = (o) + (For) 1,00,32
El i

v 1,0
(Fpe) = 2,25 cm?, (v,) = (o) + (Fge) bl’ =08 + 2,25 m =1,5cm.
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(155) Sinusschwingung oder harmonische Schwingung ist eine periodische Be-
wegung nach dem Gesetz s = 7 sin w¢, worin 7 und w konst. Hieraus

v_As_(s+As)-—s__rsin(wt+wAt)——rsin(mt)

At At At
_sin(wt) cos (wAt) 4 cos(wt) sin (w A¢) — sin ()
=T at :
misk?
b
&,
7 2044
6I’ 8154 ¢
-y
u % ¢
L L t
s
e
Sd
S
[P T N .Y 770 B N S A . { ; L
b T ik 7 v & ash b

Abb. 94, Allgemeine ungleichférmig beschleunigte Bewegung.

Wegen cos(w 4¢) =1 und sin (w 4¢) = w A¢ ist ¥ = r w cos (wt) |oder unmittelbar

v=%=rmcos(wt).
b_Av _(@H+4v)—v _ rwocos(@t+ wdt) —rwcos(wt)
T At At B At
® cos (w t) cos (w A¢t) —sinA((;)t)sin (wd ) — cos (wt) = — rw*sin (o)
Ioder unmittelbar b = —Z—:)=—rwzsin (wt)], also b= —sw? d. h. neg. und prop. s
» X X
xx:]u?n,'):irw’ ;::ia“b=j;rw2.

8 v
Aus sin (w t) = — und cos (w ¢) = — folgt
r rw

8 v

Abb. 95 zeigt die ZWK, ZGK und ZBK als gegenseitig verschobene Sinuslinien, die WGK
als Ellipse und die WBK als Gerade.

7 heiBt Amplitude, T'= 2n:w ist die Dauer einer vollen Schwingung, w = 27: 7T =
Kreisfrequenz, n = 1: T = o : 2 x = Schwingungszahl i. d. Zeiteinheit = Frequenz.

Im Kreisdiagramm Abb. 96 wird die Bewegung durch eine mit Winkelgeschwindigkeit
w kreisende Strecke r dargestellt; die Projektion dieser Strecke auf die lotrechte Achse ist
gleich dem Wege s.

Das Gesetz 8 = r sin (wt + ¢) driickt aus, daB nach Abb. 97 die Bewegung zur Zeit 0
mit g9 = 7 sin ¢ beginnt. Diese Bewegung eilt der nach Gesetz s = r sin w?, in Abb. 97 ge-
strichelt, um den Winkel ¢ voraus; ¢ heiBt Phasenverschiebung.

=1.
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Das Gesetz § =8, + 8, = 7y sin (wt + 1) + g sin (w -+ @p) ist der Ausdruck fiir
eine Zusammensetzung zweier gegenseitig phasenverschobenen Sinusschwingungen von gleicher
Frequenz, Abb, 98. Die Bewegung folgt dem Gesetz s = p sin (w? -- ), worin sich o und
aus der geometrischen Summierung von r, und 7, ergibt, also ¢ = r; 4> r,. Rechnerisch ist

@ = Vlry cus @1 + 72 €08 P2)2 + (ry5i0 @y + 75 510 )2,

y folgt aus tg y = (7, sin @y 4 7y sin @y) 1 (ry cos g + 72 €OS @),

Das Umgekehrte dieses Vorgangs
heiBt Zerlegung einer Sinusschwingung
in zwei einzelne von verschiedenen 7
und ¢; gleiche r oder gleiche ¢ liefern
Sonderfille.

Entstehung der Sinusschwingung
u. weiteres s. (174).

(156) Der Kurbeltrieb. Vor-
aussetzung: Kurbelzapfen g hat gleich-
formige Drehgeschw. vg. Gesucht Be-
wegung des Kreuzkopfes b.

Konstruktion des Weges s bzw. s’
nach Abb. 99: Kreisbogen mit Halb-

messer [ um Totlagen 1 u. 2. Fir die
Folge setzt man r:l = 4.

Geschwindigkeit: Im Zeit-
element A¢ beschreibt Kurbelzapfen a
nach Abb. 100 Weg da = vgA4¢ und
Kreuzkopf b Weg ds. Bewegung der
Treibstange [ ist zu denken als Parallel-
verschiebung um Strecke 4¢ und Zu-
riickdrehung um Punkt a; dabei be-
schreibt Punkt & die in Abb. 101 ver-
deutlichten Wege 4 a und 4 a’, die wegen
ihrer Kleinheit als Gerade zu betrachten
sind. Es folgt A4s:da = siny:sina
= sin (¢ + ) :cos ¢, somit Geschw.
des Kreuzkopfes wegen 4t = da:vg

4s  4s ”_”sin(<p+qp)
At Aa T sy

==

Es ist A 123 ~ A mac, da
dalr, 40’ 1 [ und 4s 1 mc; somit
Va

r:y=Ada:4s und ov= .

Y.

Hieraus Konstruktion der WGK in
Abb. 99.

wmin  Umax Unin

FS
we| 4 122l 1 <%
th |/~b Jf WEK Ns eomax &, 89 mn1

U “vlor 23 45 I
# 7 728 mir

S s
bmm

Abb. 95—98. Sinusschwingung.

//_ -
dgp 1
- \/ay Y
- - | N
! b ¥ B J
} PR : 7
| UL |
L sle—p—sle—p—l ——Lcos y——==reasp
Abb. 99. Kurbeltneb Abb. 100.

Beschleunigung: In Abb. 102 ist nach Zeitelement 4¢ Geschw. v + Av = ”7“(1/ + 4dy),

. Va Av
somit dv=—4 d Beschl. b = ——
- Y un eschl. b 1=

02
2 4y .Esist Ay=dy + 4y".
r da
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Aus dem kleinen Dreieck bei @ folgt

sin(0-g-vy) _ ws(p+y)
sin (90 + ) cos p

Ay =A4a

Wegen der Kleinheit aller Dreiecke ist 4 ' = Af 7008 rp;
I cos p
’ 2 2
Au’=AaE2, Af= da = uwsch, Ay"=AarwS,qJ= .lcos,q’,
cos cos y cos?y lcosy cos®y
somit

b__"; cos (¢ + ) Amsztp)
r cos p cos®yp/’

2 22
Fiir Totlagen ist b, = 7“(1 +2), by = 7"(—1 + 7). Abb. 99 zeigt die WBK.

Abb. 102. Abb. 103.

Konstruktion von » und b nach Abb. 103: Oberer Teil zeigt Konstr. der Strecke v2: r und
der b, und b,. Im unteren Teil ist Strecke

2 R 2 .

— 02 = —sin(90—@—1y) Vzcos(p+y) — —sin(90— @)

= — =do—; =— =0a———=

0 r’ de sin (90 + ) r cosy °’ 0 sin (90 — )
_”cosgu o——_a—z_vacos’q; é—f— oc __g.icos'q)
T sy’ Tl 1 cosy? T cosy I cosly’

% (w5(q>+w) LwS“qv) -5

df=de+ef=7 CoS P 1 cosy
Genaue Berechnung mit hoh. Math. Nach Abb. 99 ist firr die gezeichnete Lage zur
Zeit t, Zeitanfang in Totlage 1, s =]+ 7 — Jcos @ —rcosy =7 (1 — cos @) + I (1 — cosy);
ferner ist lsin y = rsin ¢ und 7:1 = 1 = sin p:sin @, somit cos y = V1 —sin?
= V1 — i*sin® @; hierauss =7 [1 — cos p + (1 — V1 — 2% sin® @) : 4].

Ferner ist ¢ = g.;_t’ somit § = r [1 — cos (9‘;—‘) + (1 - Vi — A% sin? (%» :J.J.

Der Ausdruck » = Q liefert nach Ausrechnung und Umformung » = vg i’l‘l’iﬂ .
dt cosy
Der Ausdruck b =-gg liefert -nach- Ausrechnung und Umformung

dt

b=

iﬁ_ cos (@ + y) 1 cos? q;)
r €OSs 1p cos®y/ ’
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Naherungsl6ésung. Entwnckelt man cos ¢ in die Reihe cos = J1 —4? sin? g @
=1 —A%sin? @:2 — A*sin* @:8 +++. und behilt nur die beiden ersten Glieder bei, dann ist

8 =17 (1 — cos ¢+ 4sin® @:2), woraus nach einiger Umformung v = g;: Vg sin @ (14 A cos @)
2 2 2
v, v, v

und b= ‘% = _" (Acos2 @ + cos ). Hieraus b, = —= (A + 1), by = — (4 — |) wie bei
r r

genauer Rechnung.
Weiteres hieriiber s. (166).

Geschwindigkeits= und Beschleunigungsparallelogramm.

(157) Bewegt sich Punkt 4 gleichférmig mit v auf Geraden B, Abb. 104, und
zieht man durch augenblickliche Lage von 4 zu den beliebigen Geraden B; und
B, Parallelogramm A4,4,AA,, dann bewegt sich A,
und 4, ebenfalls je gleichformig mit v, und v,. Wie
die Wege s, s; und s, verhalten sich die v, v; und v,,
und v bildet somit Diagonale des aus »; und v, gebilde-
ten Parallelogramms. Umgekehrt setzt sich »; und v,
zu v zusammen; demnach Zusammensetzung und Zer-
legung der v wie bei Kriften. Statt Parallelogramm
auch Geschwindigkeitsdreieck anwendbar.

Bewegt sich A beliebig beschleunigt, dann dndern
sich die Wege s; und s, proportional zu s, und die b,
und b, von A, und A4, verhalten sich wie die s; und
8y, bilden daher mit b das Beschleunigungsparallelo-
gramm Abb. 105.

Im rechtwinkligen System Abb. 106 ist dem-
gemil

¥y = VCOS &, ¥y = vcosf,

by =bcosa, by =bcosf.

. . Abb. 104—106. Geschwindig-
Weiterentwicklung und Folgerungen s. (1 58) und keits- und Beschleunigungs-

(159)- parallelogramm.

Krumme ebene Bewegung des Punktes.

(158) Bahn des Punktes ist beliebige ebene Kurve, Abb. 107. P, ist Anfangs-
lage zur Zeit ¢, P ist Lage zur Zeit ¢; vy und v stets tangential zur Bahn ge-
richtet. Wege s, und s sind lings der
Kurve zu messen.

Betrachtung der Bewegung
in der Bahn ohne Riicksicht auf
deren Gestalt. Die Bewegung kann
gleichférmig oder beliebig beschleunigt
sein. Zeitliche GréBeninderung von
v ohne Riicksicht auf ihre Richtungs- Abb. 107. Krumme ebene Bewegung
anderung heiBt Tangentialbeschleuni-
gung b,. Die Beziehungen zwischen ¢, s, v, und b, sind dieselben wie zwi-
schen ¢, s, v und b der geradlinigen Bewegung und sind wie dort auch zeich-
nerisch darstellbar.

Folgerungen aus der Bahnkrimmung. Abb.108 zeigt zwei auf-
einanderfolgende Punktlagen' P und P’ zur Zeit ¢t und ¢} A¢. Wegelement
As=wvAt. Infolge der Bahnkriimmung besteht zwischen v und »” der Richtungs-
unterschied 4 «. Da die Bahnnormalen in P und P’ denselben Winkel A« ein-
schlieBen und sich im Bahnkriimmungsmittelpunkte schneiden, gilt auch g4 a

As _vdt

= As oder Ao = = ——, worin g der Kriimmungsradius.
e

)
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In Abb. 109 sind vom Pol O aus die jeweiligen » und " parallel zu ihren
wirklichen Lagen gezeichnet. Deren Endpunkte liefern den Geschwindigkeits-
riB. Man kann v’ betrachten, wie beim Krafteck, als geometrische Summe von v
und dem Geschwindigkeitszuwachs A v, der mit der »-Richtungnicht zusammen-
fallt, oder auch als geometrische Summe von » und dem tangentialen Geschwindig-
keitszuwachs A,v, in Richtung v,
und dem normalen Geschwindigkeits-
zuwachs A,v, normal zu v, demnach

vV=v-+4+>Av

oder V= v4>Av+> A0
oder auch Av= A,v+> A4,v,
damit folgt

Av A Ay

=t

At At At
oder b="b,+->b,.

Abb, 108—110. Bahnkriimmung und L. .
GeschwindigkeitsriB. Hierin ist b die Gesamtbe-

schleunigung des Punktes in Av-

Richtung und setzt sich geometrisch zusammen aus der Tangentialbeschleu-
nigung b;, in v-Richtung und der Normalbeschleunigung b,, normal zu ».
Nach Abb. 109 ist 4,v=vAa und mit obigem Ausdruck fir A« ist

Apv v2

At
A,,v.—_vL und b, = oder b,=—.
[

At
¥/ Zusammenfassung: Bei der ebenen krum-
men Bewegung hat die Gesamtbeschleunigung
Y% 74 von v eine andere Richtung als v selbst, und
| zwar ist sie nach der Seite gerichtet, wo der
Krimmungsmittelpunkt liegt, s. Abb. 110.

A /,:V Sonderfédlle: Gleichférmige Bewegung in
y\i-, beliebig krummer Bahn. b;=0,b=1b,=v%:¢
(L v), der v-RiB ist Kreis mit Radius v um

At O als Mittelpunkt.
Fby_ _____ o4t Geradlinige ungleich-

@.
N
)

¥ ; o
F 0 VN R ! formige  Bewegung.
T hr Uz Y | bp=0, b=b,(||v); der
I »-RiB ist Gerade durch
g 5 : O gehend.
by S 70 N I Gleichformige Kreis-
= | | bewegung mit Radius
Ay 4 T;L | Ay I 7 liefert by=0, b="0,
{ | : =v%:7. Der v-Rif ist
o i _ 1424t Kreis mit Radius v mit
Ax by Ar Ur O als Mittelpunkt.
Abb. 111 u. 112, Krumme Bewegung, Abb. 113. Beschleu- (159) Koordinaten-
Koordinaten-Verfahren. nigungen im Koordi-  yerfahren, Die Projek-

naten-Verfahren. .
tionen A, und A4, des

wandernden Punktes 4, Abb. 111 u. 112, bewegen sich im allgemeinen eben-
falls ungleichférmig. Im Zeitelement At beschreibt 4 Weg As = vAt; es folgt
Adx= Ascosp und Ay = Ascosyp, somit

” _ Az Ascosp _
Sl T L4
und vy =AY A58y,
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Sind b,, und b, die Beschleunigungen von 4, und 4,, dann ist nach Abb. 113
by At +>b, At = bAt, b, At =bAtcos A, by At =bAtcosp.
Somit ist nach Abb. 112

by =bcosA, by=bcosy, by+>b,=0b

oder b=T1b2-1b2 und tgd=1by:b,.
In Schreibweise der héh. Math. ist
de _dy
Vg = oo = veosg, vy =gy =veesy,
dv, d%z dv, d3y
be=gr =g "M W= =g

Ist b,=F,(¥,y) und b,=F,(x,y) gegeben, dann folgen aus
d‘Z 2
dtx =F, (z,y) und d—tz = F,(»,y) die Bezichungen 2z =f,(f) und

¥ = fy (¢), die die Bahngleichung in Parameterform liefern. ¢ hieraus elimi-
niert, liefert die Bahngleichung in der Form F (z,) = 0 oder y = f (z).

Zusammengesetzte ebene Bewegung des Punktes, Absolut= und
Relativbewegung.

(160) Ein Punkt bewege sich auf einer Bahn, die auf einer sich bewegenden
Scheibe liege. Die Bewegung des Punktes auf der Bahn heiBt Relativbewegung,
die der Scheibe gegen den ruhenden Raum Fiihrungsbewegung und die des
Punktes gegen den ruhenden Raum Absolutbewegung.

In den nachfolgenden Abb. ist B, die Anfangslage der Bahn mit Anfangs-
punkt O und den Punktlagen 1,2,3...nach1,2,3 ... Zeitteilen. By, By, By . ..
sind die nach 1,2, 3... Zeitteilen eintretenden Bahnlagen. F,, F,, Fy... sind
die der Scheibenbewegung entsprechenden Fiihrungslinien der Punkte1,2,3...
Die Schnittpunkte der Linien By, B,, B; ... mit den entsprechenden F,, F,,
Fy ... bilden die Bahn der Absolutbewegung.

Augenblickliche Geschwindigkeit und Beschleunigung der Absolutbewegung
wird durch geometrische Summierung von Geschwindigkeit und Beschleunigung
der Relativ- und Fiihrungsbewegung gefunden, was nachstehend fiir verschiedene
Bahnformen und Schiebung oder Drehung der Scheibe dargelegt wird. Darin
bezeichnet

far Relativbewegung:{ gerade . .Relativgeschw. v,, Relativbeschl. b,.,

Bahn auf Scheibe | krumm. . » vy, M by w.bypy.
fiir Fiihrungsbewe- geradlinig . Fithrungsgeschw.v,, Fiihrungsbeschl, bz,
gung: Schiebung | krumm ’ vy, ’ breu.byy
Fiir Absolut- Absolutgeschw. v,, Absolutbeschl. b,, zerlegt in b,, und
bewegung ban-

Allgemeines Verfahren zur Bestimmung von v,, b,, und b,, bei gegebener
Relativ- und Fiihrungsbewegung:
Zur Zeit & ist v, = v, > vy, zur Zeit ¢4 At ist
v}, == v, 4> v} oder auch v} =v,4—>b, 4¢;
hieraus folgen b, bzw. b,, und b, .

(161) Scheibe macht Schiebungsbewegung (Parallelverschiebung).

a) Relativ- und Fiihrungsbewegung geradlinig gleichformig, Abb. 114 u. 115.
Geg. v, und vy, aber b, = 0 und b= 0.
Hilfsbuch f. d. Maschinenbau. 8. Aufl. 13
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Ergebnis: Absolutbewegung geradlinig gleichformig, v, = v, +-> vy.
b) Relativ- und Fiihrungsbewegung geradlinig ungleichférmig, Abb. 116

u. 117.
Geg. vy, vy, by, by

Es ist
Vg = Vp +> Vs, ¥, = v, +> b, AL, V] = vy +>bpAL,
somit
vy = v, 4> V) = . +> V4> b At > b,At
74
Ua
l A
by, 6 8, Gy
Abb. 114 u. 115. Zusammengesetzte Punktbewegung, geradlinig.
und auch
vl = v, +> b At,
daher

b At =b,. At 4> bsAt oder by =b,.+>b,.

Abb. 116 u. 117. Zusammengesetzte Punktbewegung, krumm.

Aus Zerlegung von b, in b,, | v, und b,,||v, folgt Kriimmungsradius der
Absolutbahn @, = v2:b,,. Sonderfall: b,:b,= v.:v, ergibt geradlinige un-
gleichférmige Absolutbewegung.

b At
b Al

thng

s AW} V2
\‘an
Vo v

f
Abb. 118—120. Zusammengesetzte Punktbewegung, krumm.

c) Allgemeinster Fall: Relativ- und Fithrungsbewegung krumm und un-
gleichformig. Ergibt Absolutbewegung krumm und ungleichférmig. Abb. 118

bis 120.
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Geg. Oy, V7, bpe||vps Dpn L vy, bpel|vpy bpn L vp.
V=0, 4>V, V=0, 4>b At 4> b, AL, V)= v+> b At +> b A8,
vy = v, 4> V)= v, 4> vp4> b At 4> b, AL +>bs At 4> b At

= Vg +>baAt, somit by =1, +>bpn+>bsr+>bps=ban+>bas;

Qa= ”3‘ ban-
bppn=0 und bsy=0 liefert Fall b; b,,=0, b,p=0, by ;=0 und
br, = 0 liefert Fall a.

(162) Scheibe dreht sich um festen Punkt. Relativbewegung krumm und
ungleichférmig, Drehbewegung der Scheibe ungleichféormig mit @ und &,
Abb. 121 u. 122.

Geg. vy, byy || vy, bpn L vy, somit vyp=7rw | r.
Es ist (ohne Ableitung, da diese zu umfangreich)
Vg = Vp +>Vp,
bo=bpi+>bpp 4> er 4> r+>20, 0= bgpt>bass
llor Lo Lr lr Lo, Lo v

Ca=V2:bgn-

Der Bertag 2v, @ heiit
Coriolisbeschleunigung;
diese wirkt bei VergréBerung
von r im Scheibendrehsinne,
bei Verkleinerung von r ent-
gegengesetzt. Sonderfille ent-
stehen durch Verschwinden
einzelner oder mehrerer der
Werte v,, bps, b, @ oder &.

Bewegt sich auBer-
dem der Scheibendreh-
pur.lkt n:.ut Ya und by, d.ann Abb. 121 u. 122. Zusammengesetzte Punktbewegung
addieren sich diese geometrisch bei Scheibendrehung.
zum bisherigen.

Ist die Absolutbewegung und die Fiithrungsbewegung gegeben, dann folgt
die Relativbewegung und die Bahnform auf der bewegten Scheibe durch Riick-
wirtskonstruktion der »- und b-Risse.

Bewegung der ebenen Scheibe.

(163) Schiebung.

Scheibe bewagt sich parallel bleibend. Eine auf der Scheibe verzeichnete
Gerade verschiebt sich parallel. Hat irgendein Punkt 8 der Scheibe die Ge-
schwindigkeit vg und die Beschleunigung b, (Bewegung krumm, wenn v, und b,
von verschiedenen Richtungen), dann macht jeder Scheibenpunkt dieselbe Be-
wegung wie Punkt §; die Bahnen dieser Punkte sind einander kongruent, aber
parallel verschoben.

(164) Drehung.

Bleibt ein Scheibenpunkt S in Ruhe und dreht sich die Scheibe um 8, dann
kann die Drehung der Scheibe gleichférmig oder ungleichférmig sein.
13*
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Gleichformige Drehung.
Winkelgeschwindigkeit ¢ == Drehwinkel in der Zeiteinheit

__ Drehwinkel in der Zeit ¢
- Zeit ¢
worin Drehwinkel im BogenmafB auszudriicken ist.
Der in ¢ Zeiteinheiten zuriickgelegte Drehwinkel ist ¢ = @w¢. Dim. von ®

3

ist sek~1, min—! usw. Die zu einer Umdrehung erforderliche Zeit ist t = %f sek,
w
worin @ in sek-!. Bei n Umdrehungen i. d. Min. ist
0 = —— = — = 0,10472 n sek~!,

Ungleichférmige Drehung.

Drehwinkel im Zeitelement Ao
Winkel, hwindigkeit @ = al = —L od
cgeschwindighelt @ Zeitelement » 80 = r oder
dg
w= Ft- .
7z a . w .
Winkelbeschleunigung & — unahme der Wmlfelgeschw im Zeltelenyit’
Zeitelement
Ao do ' d? .
also & = I oder &= ¥ T :i—gsek-z, min~? usw.

Bei einer Zu- bzw. Abnahme der minutlichen Umlaufzahl n um den Betrag

An je Sekunde ist g= 2ndn =0,10472 An sek-2.
Zwischen ¢, @, w und ¢ bestehen dieselben Beziehungen wie zwischen ¢, s,
v und b der geradlinigen Punktbewegung; insbesondere kon-
nen diese Beziehungen wie dort zeichnerisch behandelt
werden.

Man pflegt eine Rechtsdrebung mit 4, eine Links-
drehung mit — zu bezeichnen, wenn nicht besondere Griinde
fiir andere Festsetzung sprechen.

Ein beliebiger Punkt C im Abstande ¢ von &8,

Abb, 123, beschreibt bei Drehung der Scheibe eine Kreis-
Abbheifséch:i)br:?mg bahn um §; hierfiir ist v, = ¢ | ¢, boq = vE:c=w?c| ¢,
bes= €¢ | ¢, Gesamtbeschl. b, = b, +> b¢s.

&= 0 liefert @ == konst., b,, = 0 und b,, = w?c.

Bei n Uml i. d. Min. ist »,==0,10472n¢ und b,,= (0,10472n)2¢c
= 0,010966 nfc.

(165) Schiebung und Drehung.

Ein Scheibenpunkt 8, Abb. 124 bis 127, macht krumme Bewegung mit
v; und by (im Sonderfall geradlinig); gleichzeitig dreht sich die Scheibe um 8§
mit @ und &. Gesucht Bewegung eines beliebigen Scheibenpunktes C im Ab-
stande ¢ von §.

Geschwindigkeiten, Abb. 124 wu. 125. Punkt C bewegt sich mit
v, = v,-+>wc, worin we | ¢, s. Konstruktion.

Ein Scheibenpunkt P im Abstande p = v, : @ von S hat Geschwindigkeit = 0
und heiBt Geschwindigkeitspol der Scheibe, weil die Scheibenbewegung als
augenblickliche Drehung um P aufgefaBt werden kann. Somit ist auch
vo=wc ] ¢. Denn es ist v, | p und wec | ¢, auBerdem v;iwec=1p:c,
daher A SCP ~ A, wc, v, und somit v, | ¢’ und v,:wec= ¢ :¢ oder

wc-¢ ,
=wd'.
c.

vV, =
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Nach Abb. 126 ist in Koordinaten
E.=x,} vscosa+ wesiny = v, cos & + Ty + DY,
Ne= Yo+ VsSinX —wCCOSY = Vssina 4 Yy, — W2,
Fiir die drei in einer Geraden liegenden Punkte C, D, K ist nach Abb. 127
(% — %g) : (za— ) = (Yo — Ya): (¥a — Ye)s

Abb. 124 u. 125. Schiebung und Drehung, Abb. 127.
Geschwindigkeiten.

ferner (&, — &a): (ba — &) = (ot wy, — T4 — 0 ya) : (at wys — x, — wy,)
und (N —7a): (M2 —N) = (Yo — 0T, — Ya+ 02a) : (Y4 — 074 — Yy, + 02,),
woraus nach kurzer Umrechnung folgt
(e —Sa):(fa — &)= (2, — 2a): (4 — )

und (e —7a): (a —7e) = (Ye — Ya) : (Y2 — ¥e),
d. h. die Endpunkte der v, v, v, liegen ebenfalls auf einer Geraden, und ihre gegen-
seitigen Abstinde verhalten sich wie die der Punkte C, D, E selbst.

Beschleunigungen, Abb. 128 u.
129. Punkt § hat Beschleunigung b,.
Nach deren Zerlegung in by, || v, und
bsn | v, folgt Kriimmungsradius der
S-Bahn g,= v2:b,, und Kriimmungs-

mittelpunkt K,, der auf der Geraden
§ P liegt, aber nicht in den Pol fallt.

Abb. 128 u. 129. Beschleunigungen. Abb. 130.

Die Beschleunigung von C setzt sich zusammen aus der fiir 8§ und der von
der Kreisdrehung um 8 herrithrenden, somit b, = b, +->w2¢-}-> e¢, worin
w?c]|c und ec | c; dieses zerlegt in by || v, und b,, 1 v, ergibt Kriimmungs-
radius der C-Bahn g, = v?:b,,. Krimmungsmittelpunkt K. liegt auf der
Geraden C P, fillt aber mcht in den Geschwindigkeitspol; dieser selbst ist nicht
beschleunigungsfrei.
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In entsprechender Weise wie bei den Geschwindigkeiten 148t sich nach-
weisen, daB8 die Beschleunigungs-Endpunkte dreier auf einer Geraden liegenden
Punkte C, D, E, Abb. 130, ebenfalls auf einer Geraden liegen und ihre gegen-
seitigen Abstidnde sich verhalten wie die Punkte C, D, E selbst.

l \ w%

Abb. 131—135. Gelenkviereck.

(166) Anwendung auf das Gelenkviereck (Abb. 131 bis 133).
Gegeben 74, 7¢, [ und augenblickliche Lage, ferner ws und & fir Arm 7, somit auch
Vs = w5 73, bsn = w275 und bz = &4 14.
Gesucht alle ibrigen Bewegungen.
Man betrachtet Koppelstange S C als starre Scheibe, in S gefiihrt und sich um $ mit zunachst
noch unbekanntem w und ¢ drehend.
Geschwmdlgkelten. Aus GeschwindigkeitsriB folgt sofort e 1 re und gleichzeitig
Strecke wl | I; aus ve e folgt we = ve:Te.
Beschleunigungen. Zunichst wer-
den durch die rechtwinkligen Hilfsdreiecke
die Werte bgn = ws s, ben = we?e und
w?] konstrujert. Dann wird im Beschleuni-
gungsriB von O aus bs = bgt +> bsn auf-
getragen. Von dem Ausdruck be = bet ~+>ben
= bg +> w?l > &l ist bekannt bs, w1 |1
ba und bep || re. Daraus kann Endpunkt von
be bzw. von be¢ und ben konstruiert werden,
woraus ¢ und & folgt.
Abb. 136—138. Beschleunigungen in der Geschwindigkeits- und Beschleunigungs-
Treibstange. riB auch sofort fiir die die Strecke ] gleich-
aufteilenden Zwischenpunkte 1 und 2 an-
wendbar. Ergebnis nach (165): die Endpunkte der 959, v; v¢ und die der by b1 bs be bilden je
gleichaufteilende Geraden.
Wird der Geschmndlgkeitspol P als Schnittpunkt von 7s und 7, benutzt, dann gilt
05 = mr Ve = mr , daher auch ve = v,-r’ r', ferner v, = cof' 1 r' undvz—-wr' | r;
Abb 136 (Kurbeltneb) zeigt die geradhmge Verbindung der b-! Endpunkte der Treib-
stange. Ein gleiches gilt fir deren Komponenten b’ normal zur Stange. Deren GroBtwerte treten
bei rechtwinkliger Stellung von { gegen r auf (Abb. 138) und bilden die Ursache fiir die die Stange
auf Biegung beanspruchenden Trigheitskrafte, s. (193).
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Dynamik.

(167) Grundgesetze und Allgemeines.

Massenbegriff. Die Gesamtheit der Stoffteilchen eines Korpers heiBt
Masse. Bei allen physikalischen und chemischen Veridnderungen bleibt die
Masse unveridndert.

Ein geometrischer Punkt hat keine Ausdehnung und daher auch keine Masse. Man kann
sich aber die Masse eines Korpers in seinem Schwerpunkt vereinigt denken und gelangt so zum
Begriff des Massenpunktes, der fiir viele Zwecke der Mechanik, namentlich der Dynamik,
ein vereinfachtes Bild des Massenkérpers darstellt.

Triagheitsgesetz (Galilei 1638). Jeder Massenpunkt verharrt ohne dulere
Einwirkung in Ruhe oder in geradliniger gleichférmiger Bewegung.

Dynamischer Kraftbegriff. Die Ursache der Bewegungsinderung eines
Massenpunktes, und zwar Anderung seiner Geschwindigkeit nach GroBe oder
nach Bewegungsrichtung oder nach beiden heiBt Kraft.

Kraftrichtung mit Bewegungsrichtung zusammenfallend gibt geradlinige
Bewegung, nicht zusammenfallend gibt krummlinige Bewegung.

Versuch: Massenpunkt durch Kraft geradlinig bewegen und Bewegung
beobachten. Ergebnisse:

a) Eine gleichbleibende Kraft erteilt dem Massenpunkt eine gleichférmig
beschleunigte Bewegung. Es wird vereinbart: Verschiedene Massenpunkte haben
dieselbe Masse, wenn sie durch dieselbe Kraft dieselbe Beschleunigung erhalten.

b) Ein Massenpunkt erhilt durch die doppelte, dreifache ... Kraft die
doppelte, dreifache ... Beschleunigung.

c) Die doppelte, dreifache ... Masse erfordert zur gleichen Beschleunigung
die doppelte, dreifache ... Kraft.

Hieraus folgt das dynamische Grundgesetz (Newton 1687): Die Kraft
ist proportional der Masse und der Beschleunigung.

Kraft- und Masseneinheit (s. w. unten) wird so gewdhlt, daB die Krafteinheit
der Masseneinheit die Beschleunigungseinheit erteilt. Hieraus die dynamische
Grundgleichung:

Kraft = Masse mal Beschleunigung, P = m-b.

Daneben besteht noch der statische Kraftbegriff als Ursache der Forminderung eines
elastischen Koérpers, wobei Formidnderung durch Temperaturidnderung auBer Betracht bleibt.

Allgemeines Massenanziehungsgesetz (Newton). Zwei Massen-
punkte m; und m, vom gegenseitigen Abstand r ziehen sich an mit einer Kraft
P = kmy;my: 7%, worin k die Gravitationskonstante heiBt.

Gesetz der Schwere als Sonderfall der allgemeinen Massenanziehung.
Die Kraft, die die Erde auf einen an der Erdoberfliche befindlichen Korper aus-
iibt, heiBt sein Gewicht. Dieses verursacht am freiim luftleeren Raume fallenden
Korper die Fallbeschleunigung g¢.

Fiir das mittlere Deutschland (Breite 50°) ist g = 9,81 m sek~2. Diéser Wert
wird bei den meisten technischen Rechnungen benutzt. In Niherungsrechnungen
setzt man auch g = 10 m sek~2.

Fiir die geograph. Breite ¢ ist g = 9,806 — 0,025 cos 2 ¢, somit ergibt ¢ = 0 den Wert
g = 9,781 und ¢ = 90° den Wert g = 9,831. Die gleichzeitige Abnahme von g mit zunehmender
Hohe oder Tiefe ist bei den praktisch vorkommenden Héhenunterschieden sehr gering. In Paris
als Normalstelle fiir MaB und Gewicht ist g = 9,80665 m/sek—2.

(168) MaBsysteme.

Jede physikalische und technische GroBe wird zum Zwecke des Messens
verglichen mit einer gleichartigen GréB8e, die als Einheit gewahlt wird. Man
unterscheidet das physikalische oder absolute und das technische MaB-
system. In beiden lassen sich alle GréBen zuriickfiihren auf drei Grundein-
heiten.
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Die Lingeneinheit und die Massen- oder Gewichtseinheit ist fest-
gelegt durch die vom internationalen MaB- und Gewichtsbureau hergestellten
und in Sévres bei Paris aufbewahrten Ureinheitsstiicke, d. i. der Urmeterstab,
nahezu gleich dem zehnmillionsten Teil des Erdquadranten, und das Urkilo-
grammstiick, sehr angenihert gleich dem Gewicht von 1 cdm Wasser von 49,
Die Zeiteinheit ist astronomisch festgelegt.

Das physikalische oder absolute MaBsystem oder Zentimeter-Gramm-Sekunde-
System, in der Physik und Elektrotechnik gebriuchlich, begriindet von Gau8
und Weber 1832.

Grundeinheiten.

Die Einheit der Lange ist das Zentimeter (1 cm), das ist der hundertste Teil
des Pariser Urmeterstabes.

Die Einheit der Masse ist das Massengramm (1 g), das ist der tausendste
Teil der Masse des Pariser Urkilogrammstiickes.

Die Einheit der Zeit ist die Sekunde (1 sek).

Abgeleitete Einheiten.

Die Einheit der Geschwindigkeit ist 1 cm in der Sekunde = 1 cm sek—1.

Die Einheit der Beschleunigung ist die Zunahme der Geschwindigkeitseinheit
in der Sekunde = 1 cm sek—2,

Die Einheit der Kraft ist diejenige Kraft, die der Masseneinheit 1 g die Be-
schleunigung 1 cm sek~2 erteilt und heiBt 1 Dyn=1g - 1 cm sek-2= 1 cm g sek~2.

Demnach erfordert z. B. eine Masse von 7 g zur Beschleunigung von 8 cm sek—2
die Kraft 7+8 =56 Dyn.

Das technische MaBsystem, in der Technik gebriuchlich.

Grundeinheiten.

Die Einheit der Lange ist das Meter (1 m) gleich der Linge des Pariser Ur-
meterstabes.

Die Einheit der Kraft ist das in Paris gemessene Gewicht (der Schweredruck)
des Pariser Urkilogrammstiickes und heiBt 1 Kilogramm (1 kg).

Die Einheit der Zeit ist die Sekunde,

Abgeleitete Einheiten.

Die Einheit der Geschwindigkeit ist 1 m sek~L

Die Einheit der Beschleunigung ist 1 m sek=2,

Die Einheit der Masse (technische Masseneinheit) ist diejenige Masse, die
durch die Kraft 1 kg die Beschleunigung 1 m sek~2 erhilt und heiBt 1 Hyl?).

Das Gewicht dieser technischen Masseneinheit (1 Hyl) geht aus dem Ver-
gleich mit dem Freifall hervor:

Beim Freifall erhalt die Masse von {1 kg Gewicht durch die Schwerkraft
1 kg die Beschleunigung g m sek—2.

Eine Masse gleich der technischen Masseneinheit erhdlt durch die Kraft
1 kg die Beschleunigung 1 m sek~2.

Somit ist die technische Masseneinheit gmal so groB als die Masse von
1 kg Gewicht, d. h. die technische Masseneinheit (1 Hyl) hat Gewicht g kg, oder:

Die Masse von 1 kg Gewicht hat 1/g technische Masseneinheiten, und
die Masse von Qkg Gewicht hat Qg technische Masseneinheiten und erhalt
durch die Kraft P kg die Beschleunigung

Pinkg P 2
= - — == —— msek™2
Masse in techn. Masseneinh.  Q/g

1) Der Ausdruck Hyl (vom griechischen Hyle = Stoff) ist vom DIN neu eingefithrt und
in der Technik noch nicht gebrduchlich. Im weiteren wird er daher auch nicht verwendet. Wo
von Masse die Rede ist, wird gesetzt: Eine Masse von Q kg Gewicht.
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Die technische Masseneinheit hat die Dim. Kraft/Beschl. oder kg m-! sek®,
Beziehung zwischen kg und Dyn: Eine Masse von 1/1000 kg Gewicht (d. i.
die absolute Masseneinheit 1 g) erfordert zur Beschleunigung von 1/100 m sek~2

1/1000
100
o1 <1/

kg, woraus {1 kg = 981000 Dyn. Weitere Einheiten s. (170).

(d. i. 1 cm sek~2 im absoluten System) die Kraft 1 Dyn=

1
~ 981000

Dynamik des Massenpunktes.

Massenpunkt in gradliniger Bewegung.

(169) Aligemeine Siitze. Auf einen mit Masse m behafteten und in Ruhe oder
Bewegung befindlichen Punkt (Erklirung des Massenpunktes s. (167)) wirke
eine gleichbleibende oder irgendwie gesetzmiBig verinderliche Kraft P in gleich-
bleibender Richtung. Nach dem dynamischen Grundgesetz, s. (167), erteilt
diese Kraft dem Massenpunkt eine Beschleunigung b= P:m. Ist das Ver-
dnderungsgesetz von P durch Funktion oder Zeichnung bekannt, dann verliuft
wegen des unverinderlichen m die Beschleunigung b entsprechend dem P, und
dadurch ist der weitere Bewegungsverlauf nach der Bewegungslehre bestimmbar.
Zwischen P, m, s, v, b und ¢ bestehen folgende Beziehungen:

1. Aus v4 v=>bAs vgl. (151), folgt mvAv=mbAs oder wegen mb= P

folgt mvAv= PAs.
— =2 ZbAs,

Aus
vgl. (151), folgt die Arbeitsgleichung

s s
mv:  mod 2 \7
T=~2—+ 2 PAs und v=Vv§+—ﬂ:2,PAs.
P P

s
P As heiBt Elementararbeit der Kraft P auf dem Wege 4s; 3 PAs= A

89
ist die Gesamtarbeit von P auf dem Wege s — s,, darstellbar durch Fliche F,
2

m 9
Abb. 139. Der Ausdruck - > heiBt Arbeitsvermégen
(kinetische Energie, Wucht); die Arbeitsgleichung besagt, P F i

2 o
daB das anfangs vorhandene Arbeitsvermogen W,= ™% = —
. 2 "% =
mv? " .

um den Betrag 4 auf W = > vergrofert wird. Bei Abb. 139.
gesetzmiBigem Verlauf P = F (s) setzt man

. 2

A =J.Pds und m—;— mvo—}-J‘Pds.
8 8

Die auf die Zeiteinheit bezogene Arbeit heiBt Leistung und ist N = Kraft
X Weg in der Zeiteinheit— P -wv, gleichviel ob P und v konstant oder ver-
anderlich, Uber weitere Sitze von Arbeit und Leistung und deren Einheiten
s, weiter unten.



202 Technische Mechanik, (173)

2. Aus bAt= Av s. (151), folgt mbAt=mAv oder PAt=mAv.

11 t
Aus v=1v,+ 3bAt folgt der Satz vom Antrieb mv=mv,} 3 PAt,
ty to
t

1
woraus v = v, -+ pe E PAt. PAt heiBt Elementarantrieb der Kraft P in
to
14
der Zeit At; 3 P At ist der Gesamtantrieb von P in der Zeit £ — #;; mv heiBt

t
BewegungsgroBe der mit v behafteten Masse m. Bei gesetzmiBigem Verlauf

t t
P =F () setzt man f Pdt und mv = mu, +_[' Pdt.
to to
(170) Einheiten hierzu.
Arbeit ist Produkt aus Kraft und Weg, um den der Kraftangriffpunkt in
Kraftrichtung verschoben wird.
Die absolute Einheit der Arbeit ist 1 Dyn-1 cm = 1 Erg.
Die praktische Einheit der Arbeit ist 1 Joule = 107 Erg.
Die technische Einheit der Arbeit ist 1 kg -1 m = 1 mkg.
Es ist 1 mkg = 981000 Dyn - 100 cm = 98100 000Erg,
also 1 Erg =1 :98100000 mkg und 1 Joule = 1 : 9,31 mkg = 0,102 mkg.
Leistung ist die in der Zeiteinheit geleistete Arbeit.
Die absolute Einheit der Leistung ist 1 Erg in der Sek.
Die praktische Einheit der Leistung ist 1 Joule in der Sek. = 1 Watt
= 0,102 mkgsek~!. und 1000 Watt = 1 kW.
Die technische Einheit der Leistung ist 1 mkg in der Sek. oder 75 mkg
in der Sek.= 1 PS.
Es ist 1 PS = 75- 981000 - 100 = 7360000000 Erg in der Sek. = 736 Watt
= 0,736 kW oder 1 Watt = 1:736 PS =0,00136 PS und 1 kW = 1,36 PS.
Hiernach ist auch
Arbeit = Leistung mal Zeit, also
1 Wattsekunde =1 Joule = 0,102 mkg,
1 Wattstunde — 1 Wh = 0,102 - 3600—1367,2 mkg,
1 Kilowattstunde = 1 kWh == 367200 mkg.

Anwendungen und Beispiele.
(171) Bewegung auf waagerechter Ebene mit Reibung (Abb. 140). Auf Massen-
punkt vom Gewicht G wirke schiefe Kraft P. Gegen die Bewegung nach rechts wirkt Reib-
kraft R = Nu, worin N = Psina + G = Druck zwischen Massen-
punkt und Unterlage. Somit ist beschleunigende Kraft gleich
Pcosa—R = Pcosa— (Psina+ G) u und
G b= Pcosa— (Psina+ G) u

v Gly
b (172) _Fall auf schiefer Ebene
-— Abb. 141). Fiir ¢, = 0sei v, = Ound g, = 0.
R a) Reibungsfrei. Auf m wirkt G sin o
i in Bewegungsrichtung, somit b = G'sin a:m
Abb. 140. = gsin @ = konst. Nach Zurticklegung des Abb. 141.

Weges s ist v = V/2bs = V2gsina-s =V2gh,

also ebenso groB als beim Freifall auf Hohe k.
b) Mit Reibung. Gegen die Bewegung wirkt R = @ cos a-u, somit

b= Gsina—@G cosa-u

m
(173) Masse durch Federkrait beschleunigt (Abb. 142). Voraussetzung P linear
mit steigendem s abnehmend; v, = 0. Nach dem Arbeitssatz ist Endgeschwindigkeit

28o+f
V= TnZ PAds.
8o

= g (sin ¢ — u cos a).
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L%
Y PAds= P,f:2= Arbeit der Federkraft auf dem Wege f, worin P, = Federkraft
8

2 P P,
im zusammengedriickten Zustand, somit v = Vﬁ.Tnf = % .

Umkehrung: kommt Masse m mit dieser %
Geschw. v an der spannungslosen Feder von der
Lange s an, dann wird sie unter Abnahme von v
bis auf 0 auf §,, also um f zusammengedrickt
(Pufferfeder).

(174) Freje ungeddmpfte Schwinzun |
Der Massenpunkt m habe zur Zeit ¢ den g- P\ I
stand s von der Anfangslage und die Gesct ° p i
digkeit »; eine Kraft P = ks, also prop.s, sel 1
bestrebt, m in die Anfangslage zuriickzufiihren (P < -
heiBt die riickfithrende Kraft). T s 8

Demnach b = — E oder b = — £ s, also Abb. 142.

m m

neg. prop.s. Nach (155) ergibt sich eine _Sinus-
2x

schwingung mit der Kreisfrequenz w =V7£" oder der Zeit fiir eine Vollschwingung 7' = -

=2x |/% , also unabhingig von der Amplitude.

Mathematisch: Die allgemeine Lésung der linearen Differentialgleichung dﬁ— + 5 §=0

d 2
lautet nach (74)
s = Cgcost Vk:m + Cysin t Vk:m, woraus
ds

v= ﬁ=_0‘ Vi:msint Vk:m + C, Vk:m cost Vi:m.

Fir ¢ =0 sei §,=0 und 9, gegeben. Hieraus 0 = ¢, und v, = C; Vk:m und
8=, Vm:k sin¢ V%:m und v = v, cos ¢ VE:m. GroBter Ausschlag (Amplitude) r = v, Vm: k
bzw. v, = r Vk:im, also s = r sin¢ Vk:m. Daher w = Vk:m und T = 2z Vm:k.

Mathematisches Pendel, Abb. 143, Aus der Zerlegung von
@ folgt die riickfithrende Kraft P = @sing. Bei a =< 80 ist hin-
reichend genau (bis = 1 9/44) sin ¢ = @ und dabei kann der Kreisbogen
als Gerade "angesehen werden. Somit ist fir k = G:l =mg:l
T=2zVm:%=2x=Vi:g, also unabhingig vom Ausschlag o. Fiir
den Mittendurchgang ist vo = a Vgl.

Bei groBeren o ist T' von a abhi3ngig, und zwar groBer als oben,
Bewegung ist nicht harmonisch.

Elastische Schwingung. Sitzt der Massenpunkt am Ende
eines elastischen Fadens oder am freien Ende eines el.ugespannten
oder in der Mitte eines gewichtslos gedachten Stabes, dann bringt ein
AnstoB eine harmonische Schwingung hervor, wobei vorausgesetzt ist,
daB infolge der Ausschlige die Spannung des Fadens oder des Stabes
innerhalb der Proportionalititsgrenze bleibt. Der Wert % ist hierbei die
zur Verschiebung des Massenpunktes aus seiner Mittellage um den Be- Abb. 143.
trag 8 = 1 erforderliche Kraft, die in jedem Falle nach der Elastizitats-

lehre leicht festzustellen ist. Stets ist bei obiger Voraussetzung 7' = 2 x}m: k = konstant,
also unabhingig von 7.

(175) Freie gedimpite Schwingung, Erfolgt die Schwingung in einem widerstehenden
Mittel (Luft, Flissigkeit), so setzt dieses der Bewegung einen Wlderstand W entgegen, der bei
kleinen v sehr angendhert proportional p ist. Setzt man W = ¢v, worin ¢ der Dimpfungs-
faktor heiBt, dann gilt .

d2g k cv d2s c ds k
W= " T T wmtmatwt =

Allgemeine Losung dieser linearen Diff.-Gl. s. (77).
Man unterscheidet drei Fille:

k ¢ \? i3 ¢ \2 .
1. iy > (m> oder 4 km > ¢2. Setzt man ‘/W —_ (—) = ¢, dann ist

2m,
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c
s=¢e¢ 2M (C;cosqt-+ Cpsingg) und
(4 [
ds ~ st ~ . ot . .
Frla i ™ (Cpcosqgt+ Cysingt) + e 2™ (— Cysingt+ Cycos gt).

[4

. . . vo 5t
Fiir tg = 0 sei 89 =0 und po. Somit C; =0, C =vp:gund g=—" ¢ 2M singt.
q

ZWK nach Abb. 144 mit allmihlich abnehmender Amplitude, aber mit 7' = Z—q;t = konst.
T wichst mit der Dampfungsstirke ¢. Die Amplituden nehmen nach einer geometrischen Reihe
ab; fiir zwei aufeinanderfolgende und um 7'/2 zeitlich auseinanderliegende Amplituden gilt
eT

75 .
Je T/u r 1
LN —e*™_ konst.

|

’n+1 ~ €
e 2m

z

% i=lar —~lnr , =T " _ konst.
y n n+t1 4m  2mgq
y 7- ist das logarithmische Dekrement der Schwingung.
-5 Mit ¢ = 0 ergibt sich die reine Sinusschwingung
Abb. 144. Gedampfte Schwingung. 3 ¢

2. m<(5;;;) oder4km<c’ Mit

Ny

N]

+S5
c\? k& .
(2—"‘) _Z=q ist s =¢ 2m (01@0f4t+0g®'nqt)
C

-t
£l Ein entsprechender Rechnungsgang liefert s = 2o e 2m @gin qt.

5 ZWK nach Abb. 145. Bewegung heiBit aperiodisch; g =0 bei ¢t = w.
:;ﬁ;;‘,ichie%ﬁgﬁ 3. 4km = c2. Mit verschwindendem ¢ gehen obige Lésungen iiber

gung ¢
- — -7
in s =vote 2™ ; Bewegung ebenfalls aperiodisch.

(176):Erzwungene gedémpfte Schwingung. Auf einen im widerstehenden Mittel
gedampﬁ: schwingenden Massenpunkt wirke die periodisch und sinusférmig veranderliche Kraft

= P,sin wt. Dann gilt

ﬁ—z—ﬁsv—ivodet@—ismwt—vk—s—id—s
it m m m it m m-  m dt

Die allgemeine Losung lautet fiir den Fall
3 2 2
ks (o mea- VE- (5
m 2m m 2m
2
— =
g§=e¢ cm (Cicosqt+ C,singt)+ rsin(wt — ¢).

Der erste Teil von s bildet die gedimpfte und rasch abklingende Schwmgung, der zweite
die verbleibende, durch P erzwungene Schwingung. Durch Einsetzen von s = 7 sin (w¢— ¢)
in die Diff.-Gl. folgt

P, k c
—rw?sin (Wt — @) = — sin wt — — 7 sin (Wt — @) — — 7 w cos (wt — oder
w*sin (0t — @) = " sin wt — - ( @) — 7w cos ( )

sin wt (1;' +mw’cosqp-——kcos<p—cwsin¢p)
4+ cos wt (—m w?sin @ + ksin ¢ — ¢ w cos @) = 0.
Diese Gl. ist fiir beliebige wt erfiillt, wenn

5+mm cosp —kcosg—cwsing=0 und —mw?sing+ ksing—cwcosg=0;
r

das liefert

cw P,
gy = und r= —— "0 .
m o V(& —m w?)? + (¢ 0)?
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Die erzwungene Schwi hat dieselbe Frequenz wie die erregende Kraft, aber dieser
gegeniiber die Phasenverschiebung ¢. Abb. 146 zeigt die Abhingigkeit des 7 von w. Durch dif-

3

km — —
ferentieren findet man bei einem Oy =~ den Wert
m
2P, m
max ¢y = ——————.
cVakm — ¢
r
8
A
I &
Polk
L ,
PN M
Abb. 146. Erzwungene gedampfte Abb. 147. Resonanz.
Schwingung.

Die gestrichelte Kurve gilt fiir kleinere ¢. Bei ¢ = 0 (didmpfungsfrei) verkli:ngt die' Eigeq-
schwingung nicht, sondern bleibt dauernd neben dg erzwungenen bestehen und interferiert mit

. . P, . k _. _ .
ihr, Es ist dann 7 = e Fir oy, = V,; wird max 7 = 00, (Abb. 147), d.h. dieser
Fall muB praktisch vermieden werden. X

Folgt die Erregerschwingung irgendeinem periodischen Gesetz (durch Funktion oder
Kurve gegeben), dann ist dieses in eine Fouriersche Reihe P = P;sin (wf + @) + P, sin
(et + @s) + +++ zu entwickeln, vgl. (111). Die Losung stellt sich dar als Interferenz einer Reihe
von Einzelschwingungen mit den Kreisfrequenzen w, 2 w, 3 ... . . i

Kinematisch erzwungene Schwingung. Nach Abb. 148 beschreibt ein Punkt 4 die er-
regende zwanglaufige Sinusschwingung (z. B. durch Kurbeltrieb) und ist elastisch mit dem Massen-
punkt m verbunden, der sich im widerstehenden Mittel bewegt. Auf m wirkt nach rechts
P =k (y—s), worin ¥y = asin wt, und nach links W = ¢v; somit ist b = (P — W):m, woraus

d*s ka . cds ds cds  k__ ka_
BT m T Y G T T T T et
a,a
M/#e/.sfe//lu\/iy/ | ~
mANA NN NN
Y \A'AVA'AVR/] J
| ‘ﬂ:_]rﬁ{ l»
s !
% L ]
Bewegurg VAN A
Abb. 148. Kinematisch erzwungene Abb, 149, Abb. 150,

Schwingung.

Als Losung folgt wieder eine gedampfte und rasch abklingende Schwingung und eine blei-
bende Schwingung 8 = 7 sin (w¢— ¢) . Alle weiteren Ergebnisse lauten wie oben; in den Formeln
firr, @, Oy USW. ist @ statt P, zu setzen.

Resonanzerscheinungen Zhnlicher Art treten auch bei elastischer Lagerung von Maschinen
mit umlaufenden oder schwingenden Massen auf, s. Abb. 149 u. 150. Sitzt z. B, das Schwungrad
absichtlich oder zufillig exzentrisch auf der Welle, dann teilen sich die lotrechten Schwingungen
dem elastisch mit dem Boden verbundenen Fundament mit. Resonanz, d. h. Frequenz der Fun-
damentschwingung = Drehzahl des Rades steigert die Erschiitterungen zuweilen bis zur Unzu-
lassigkeit und kann durch Anderung der Drehzahl oder der Massenverteilung verhindert werden,

(177) Verbindung mehrerer Massenpunkte durch unmittelbare Beriihrung oder
durch unelastische Stangen, Seile u.dgl. Zur Losung solcher Aufgaben dient
das Prinzip des d’Alembert. Wirkt auf den Massenpunkt m eine Kraft P,
die auch als Resultierende mehrerer Krifte aufgefaBt werden kann, dann liegt
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nicht der statische Gleichgewichtsfall vor und die Folge davon .ist eine Be-
schleunigung b = P:m. Dieser unstatische Fall kann auf einen statischen
Gleichgewichtsfall dadurch zuriickgefilhrt werden, daB an m eine Kraft
¥ = Masse X Beschleunigung entgegengesetzt zu b angebracht wird. Diese
Kraft § heiBt Tragheitskraft und wird im weiteren stets mit groBen deutschen
Buchstaben und mit gepfeilter Strecke bezeichnet.

Beispiele hierzu.

a) Zwei Massenpunkte m,; und m, von den Gewichten @; und @, sind nachAbb.151a
durch Faden und Rolle (beide masselos) miteinander verbunden, Reibung = 0.

S
%
o) Y&
Abb. 151. Abb. 152. Abb. 153.
Hier ist nicht etwa b = G, m,, sondern man betrachtet jede Masse fiir sich, bringt die ¥
an und stellt die Gleich tsbedingungen auf. Fadenzug = §; Massen beide haben dasselbe b.

Abb. 151 b liefert S = %; =m, b,

Abb. 151¢c liefert S + T, =@, oder S =Gy — my b.

S eliminjert, gibt m;b =@ —mgd und p = G, :(m,; + m,) = konst.,
8 =(010G5:(G; + Gy).

Fir 6, =0ist b=g und 8§ =0; fir Gg=0ist b=0 und § =0.

b) Atwoodsche Fallmaschine, Abb. 152a bis ¢, @4 > G,. Aus S + &, = Gy oder
S+mb—@ und S =Ty + @ oder § = meb + Gy folgt b = (G4 — Gy) : (my + mg) .

c) Rollenzug, Abb. 153; b; nach untenbzw. bgnach
oben, wenn Gy 7y :2>>Gars.

Sy =(Gy —m b):2, Sg =Gy + my be; fiir die Rolle
gilt 8y 7, = Sy, 7,. Die b verhalten sich wie die v, daher
biiby=mr/2:1,

Aus diesen vier Ansitzen folgt

G+ G2
bl=—-—:—l—2 und by =b, 2
my + mg 4 ( l)
Ta
d) Koepe-Férderung, Abb. 154, Seilgewicht
a—b=Q,, leerer Forderkorb == F, Nutzlast =N .
max b= ?, damit kein Gleiten des Seiles auf der
Treibscheibe.

8,=(Q,+F+N)+(@Q,+F+Mbd:g,
8, =(Q,+ F) — (@, + Fb:g.

Abb, 154. Es gilt, wenn kein Gleiten, S, : 8, = eaﬂ, somit

@Q+F+MU+big)=Q+F(t—bige™

pe ¥ 1 . 1

maxb=v—j¢‘u—+:» worin k= PRy ey ot
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(178) Massenpunkt in freier krummer ebener Bewegung.

Fillt die Richtung der Kraft P nach Abb. 155 nicht mit der Bewegungs-
richtung zusammen, dann liefert die in die P-Richtung fallende Gesamtbeschleu-
nigung b= P:m nach (158) eine krumme Bewegung. Wirken auf m mehrere
Krifte, dann ist unter P deren Resultierende zu verstehen. Ebene Bewegung,
wenn P und » dauernd in derselben Ebene bleiben, sonst riumlich.

Abb. 155~—157. Freie krumme ebene Bewegung.

P in die Komponenten P, = P cosa und P, = P sina zerlegen. P, liefert
die Tangentialbeschl. b, = P,:m, P, liefert die Normalbeschl. b, = P,,: m und
damit die Bahnkriimmung ¢ = v2:b,,.

Anwendung des d’Alembertschen Prinzips, vgl.(177). Die Beschleunigungen
b, und b, = v?: g liefern die Trigheitskrifte §, = mb, und ¥, = mb,, Abb. 156,
entgegengesetzt zu den b, und b, gerichtet und mit P im Gleichgewicht stehend;
somit P 4> %, 4+>F,=0, s. Krafteck Abb. 157, woraus' b;= P,:m und
b, = P,:m wie oben.

Zwischen P;, m, s, v und b, bestehen dieselben Beziehungen wie zwischen
den entsprechenden Werten der geradlinigen Bewegung. Somit gilt bei Ver-
schiebung von m im Zeitelement At die Arbeitsgleichung mvAdv = P, As und

8

mv:  mod

2 2 2 ‘
8

Nun ist in Abb. 155 A p = Projektion von A s auf die P-Richtung = As cos «,
denn der kleine Bogen As kann in erster Anniherung als Gerade betrachtet
werden. Somit ist P;As= Pcosa-(Ap:cosa)= PAp und

2
'L“'_ _"ﬂ_I.ZPAp

Hierin ist P4p die Elementararbeit der Kraft P beim Verschieben von m um
Strecke As, d.h. Arbeit = Kraft X Projektion des Weges auf die Kraftrichtung.
> PAp ist die Arbeit der Kraft P bei endlicher Verschie-

2
bung. Mit hoh. Math, folgt ’"7” _mo —}—‘[Pdp Bei

P=0 oder auch bei P,=0,
also P= P, und a=90° ist 4Y 123
v = v,, also unveridnderlich.

Koordinatenverfahren. Nach @ 1
Abb. 158 wird P, die auch die ¥ I-”
Resultierende mehrerer Krifte y———ny
sein kann, in X und Y zerlegt; Abb. 159.

sodann ist b,=X:m und
b,=Y:m, wodurch die Bewegungsgesetze der Projektionen 4, und 4, aus-
gedruckt sind. Weiterbehandlung nach (159).
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(179) Beispiele.
Der schiefe Wurf im luftleeren Raume. Geg. fir £:=0 vy und ¢y, Abk.159.
Auf m wirkt nur die Schwerkraft, daher X =0, ¥ = — @, b, =0, by=—G:m =—g.

X Bewegung in z-Richtung ist gleichférmig mit vz = v, cos p, = konst, Z = v, cos @,-t,
in y-Richtung die’ des senkrechten Wurfes nach oben, s. (152) mit vy, = 9, sin ¢,

Yy = v,8in @yt —% und vy = Josin? g, —2gy. Elim. von ¢ in Ausdriicken fiir z und y

2
liefert Bahngleichung y = ztg o — 2 — — —, d. i. Parabel.
2 v] costqp,
2 gin? H
" Vg SIn® . . . .
Wurfhéhe 4 = LﬁAf , Wurfzeit und Hohe & ist T =i£;£<&. , Gesamtwurfzeit bis
Qs
i v2 sin2

Riickkehr = 2 7, hieraus Wurfweite w = v, COS y+2 9oSiAPe _ 70 P ; dasselbe s fiir

g g
Neigung go® — ¢, . Fiir 45° ist max w=103:g.
Fyx m 1% Ellipsenschwingung. Aufm wirke nach Abb. 160 Kraft
P —kp stets gegen O hin gerichtet (Mathematisches Pendel
{7 mit kleinen Ausschligen im Raume auf Kugelfliche schwingend
oder m auf elastischem Rundstab sitzend, in beiden Fillen ex-
zentrischer Ansto8). Somit ist X =Pcose = Pz:p, ¥ = Psing

Ay

X

4 CpyaBE__ kK
. Prie gm m? de w Y
Ergebnis: Die Projektionen Ar und 4 v machen harmonische
Schwingung von derselben Frequenz w = yk:m, aber von un-
Abb. 160. gleicher Phase, m beschreibt schiefe Ellipse.

| Massenpunkt in gefiihrter ebener Bewegung.

(180) Bahn glatt, Bewegung reibungsfrei. Ist der MassenpunktmineinerBahn
(Kanal u. dgl.) gefiihrt, Abb. 161, und wirkt auf m die Kraft P, dann tritt ein
Bahndruck B zwischen Punkt und Bahn auf, d.h. die Bahn (Kanalwand)
driickt auf m mit Kraft P normal zur Bahnrichtung.

Behandlung zweckmiBig nach dem d’Alembertschen Prinzip: Die Be-
schleunigungen b, und b, = v2:g liefern die Trigheitskrifte ¥, =mb, und
¥, = mb, entgegengesetzt zu b, und b,, gerichtet und mit P und B im Gleich-
gewicht stehend; somit P-4—> B> ¥, +> T, =0, s.Krafteck Abb. 162,
woraus mit den Komponenten P,= P cos¢ und P, == Psin« folgt T,= P, also
b= P,:m und P,4+ B=%, oder B=%, — P,=mb, — P,=mv%:9 — P,.

P =0 oder auch P, =0 er-
gibt B= mv?: g = Zentripetal-
kraft, d.i. Druck der Bahn von
auBen auf m gegen den Krim-
mungsmittelpunkt gerichtet; um-
gekehrt driickt m nach auBen
gegen die Bahn mit demselben
B = Zentrifugalkraft oder Flieh -
kraft.

Kreisbewegung mit Ra-
dius r ergibt B=mo?:r; mit
Winkelgeschw. w und v=wr
folgt B= mrw?.

Abb. 161 u. 162. Gefithrte ebene Bewegung. Im Arbeitssatz, vgl. (178),

bat B keinen Arbeitsanteil, da
normal zur Bewegungsrichtung, daher gilt dasselbe wie bei der freien krum-
men Bewegung.

P =0 oder auch P,=0 liefert v = vy = konst.

Sonderfall: Bewegung durch die Erdschwere. Massenpunkt auf
krummer Bahn reibungsfrei von Stelle O mit vy=0 nach Stelle 1 abgleitend,
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Abb. 163. Auf m wirkt nur Schwerkraft G'= mg, somit deren Arbeit gleich
Gewicht X Hohenunterschied, unabhingig von Bahnform.

Fiir beliebige Stelle s gilt me2:2 =G (hy — k) und v =} 2 g (hy — b); fiir
Endstelle 1 gilt mv2:2 =G (hy — hy).

Das Gewicht @ hat in Lage O gegeniiber 1 ein Arbeitsvermdgen der Lage
oder die potentielle Energie 4,= @G (hy — h,), die nach dem Herabgleiten
in die kinetische Energie 4y = mv}:2
umgesetzt wird. An beliebiger Stelle sist
die pot. Energie gegeniiber Lage 1 gleich
A, =G (hg — h) und Ay=mv?:2
=G (h—hy); die Summe A4, A4
= @G (hy — h,) bleibt unverandert; d. h.
das beim Herabgleiten verschwindende
A, wird in Form von Aj wieder-
gewonnen.

Entsprechendes gilt bei Anfangs-
geschw. vy; es ist dann mef:2
=mv3:2 + G by — hy) usw. Abb. 163 u. 164. Fall auf krummer Bahn.

Erfolgt umgekehrt die Steigbe-
wegung bei 1 mit demselben v;, dann verkleinert sich 4y und vergroBert sich
4, derart, daB 4, - Ay = konst.

Bahndruck nach Krafteck Abb. 164 B = G sin ¢ — mb, = @sinp — mv*: g
=@ (sinp —v2:g0). '

Die Fallzeit folgt aus v = % undAt:—A;E zu t= E % As oder zu t

=J.—:;— ds; bei zeichnerisch gegebener Bahnform nur durch Zerlegung der Bahn

in 4s-Elemente, Berechnung der zugehérigen » und Summierung der Werte
Asy  As,

Y Uy

usw. iiber die Bahnlinge zu ermitteln.

Beispiel. Massenpunkt mit v, = 0 iber krumme lotrechte Bahn nach Abb. 165 reibungsfrei
gleitend. Ges. Bahndruck an verschiedenen Bahnstellen.

Bahnstelle v Bahnneigung B
a 0 «
b Vzoh « } G cosa
‘ V2oh * Geosa+m 20 =G(°0 + 2::1>
‘ V2ol 0 om0k iy 2R
‘ Vadh, b L L
! Vaoh & Geosp—m 200 G(ooﬂ %)
[ e [ el

Bahndruckverlauf in Abb. 165 eingezeichnet. An beliebiger Stelle der konvexen Bahn ist ein
Bahndruck vorhanden, solange 7, = 2¢.

Hilfsbuch f. d. Maschinenbau, 8. Aufl. 14
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(181) Bahn rauh. Neben den bisherigen Kriften tritt noch ein Tangential-
widerstand, nimlich die Reibung R = By gegen die Bewegungsrichtung auf,

Abb. 165. Bahndruckverlauf.

worin p die Gleitreibzahl. Somit ist nach Krafteck Abb. 166
P4>B4+>R+>%,;+>%,=0
oder
P,4—> P, 4> B+4+>Bu+>mb,+>mv?:9=0,
woraus
P,+ B=mv?:g oder B=mw2:g9 — P,

und

Abb. 166. P,= Bu+ mb, oder b,= P,:m — Bu:m.
In der Arbeitsgleichung tritt die Reibungsarbeit RAs auf, daher
mv?:2=mv}:24+ 3 Pdp — 3 Buds.

Massenpunkt in zusammengesetzter ebener Bewegung.
(Relativ-, Fihrungs- und Absolutbewegung.)

(182) Nach (160) setzt sich die Absolutbeschleunigung b, des Massenpunktes
geometrisch aus den durch die Relativ- und Fithrungsbewegung bestimmten
Einzelbeschleunigungen zusammen. Dije auf m wirkende Kraft P und der auch
hier normal zur Bahntangente wirkende Bahndruck B liefern die Gesamt-
beschleunigung b, = b, , +> b, -

Nach dem d’Alembertschen Prinzip treten im Massenpunkt die Trigheits-
krifte ¥,, =mb,,; und T,, = mb,, entgegengesetzt zu b, , und b, , auf, die mit
P und Bim Gleichgewicht stehen. Da aber die b, , und b, als geometrische Summe
der in (160) angegebenen Teilbeschleunigungen erscheinen, kénnen die I,;
und ¥,, auch als geometrische Summe der entsprechenden Teiltrigheitskrifte
angesehen werden. Daraus folgt

fir Schiebungsbewegung der Scheibe

P4> B4>mb,y+> mb,,+> mbs,+>mb;, =0
und fiir Drehung der Scheibe

P4> Bt>mb,y+>mb,,+>mrw?+>mre+>m2v,0=0,
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worin die Trigheitskrifte mb,, usw. entgegengesetzt den b,, usw. wirken. Je

nach dem Fall sind von dieser geometrischen Summe die fehlenden Stiicke,

z.B. B und b,; usw., durch Zeichnung

des Kraftecks zu ermitteln. 15 bre
Arbeitssatz, Wihrend bei ruhen-

der Bahn der Bahndruck B keine Arbeit

lieferte, tritt hier bei bewegter Bahn )

eine Arbeit 3 BAk auf, worin Ak die <Z%

Projektion von As auf die Bahnnormale

bezeichnet. Somit

Abb. 167 u. 168.

mv2:2=mvd:2+ XY PAp-+ 3 BAk.

Ist B und Ak gleichgerichtet, dann ist BAk positiv, d. h. die Arbeit }' BAk
wird von der Scheibe geleistet und an m abgegeben.

Beispiele. :

1. Schiebung. Geg. Dreieck (Abb. 167) mit Neigung o und by¢. Ges. bre und B.

Im allgemeinen Ansatz verschwindet byn und bjn, somit

G 4> B+>mbre 4> mbjr= 0.

Aus Krafteck (Abb. 168) folgt B = G cos & + m bjgsin o und m be¢ = m bje cos & — G sina

oder bpg = byg cosa—gsina.

Fiir by¢ = g tg « verschwindet brs, d. h. m bleibt auf schiefer Bahn in Ruhe oder bewegt
sich darauf gleichférmig nach oben oder unten.

K] Q"Q)e
I, b
% O
Abb. 169 u. 170. Abb. 171 u. 172.

2. Drehung. Ein Rohr dreht sich nach Abbs169 mit = konst. um seitlich liegende
lotrechte Achse; darin bewegt sich m mit v, = konst. Ges. P in Rohrrichtung und B normal
dazu.

Es verschwindet be¢, brn, und &; somit

P4> B> mro®+>m2vr0 =0.
Aus Krafteck (Abb. 170) folgt P = mr w?®sin & und
B=m (20w —rw?cosa).
3. Drehung. Rohrbogen nach Abb. 171 dreht sich mit w = konst. um lotrechte Achse.

Darin bewegt sich mit gegebenem v, der Massenpunkt. Ges. B und by¢."
Es verschwindet P und &, somit

B> mbet+> mbea +> mro® +>m2vrw =0,
worin bys =02 :0g. Aus Krafteck (Abb. 172) folgt
bre= row?cosa und B = m (20w —brn —r0?sing).

Dynamik des starren Korpers

unter Beschrinkung auf die technisch wichtigsten Fille.

(183) Aligemeines. Anwendung des d’Alembertschen Prinzips. Ein starrer
Korper ist eine Vereinigung von mehreren Massenpunkten oder Massenelementen
von unverinderlichen gegenseitigen Abstidnden.

Seine Gesamtmasse ist m = my + my + Mg+ ... =3 m oder m=3 Am
oder m = f dm, je nachdem der Korper aus endlichen Massenpunkten oder aus
Massenelementen zusammengesetzt ist.

14%
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Das d’Alembertsche Prinzip, s. (177), gilt auch hier fir jeden Massen-
punkt, Entgegengesetzt zu der Beschleunigung des einzelnen Massenpunktes
wird die Tragheitskraft &= m,b;, Ty="myby ... bzWw. AT = Am b oder
d3 = dm -b angebracht, wodurch nicht nur der Massenpunkt, sondern auch der
ganze Korper mit den duBeren Kriften zusammen ins statische Gleichgewicht
gebracht wird.

Korper in gefiihrter ebener Schiebungshewegung.

(184) Bewegung geradlinig, z. B. Wagen auf schiefer Ebene, Abb.173. Am
Korper greift an Kraft P, die auch Resultierende mehrerer Krifte sein kann,
Gewicht @, im Massenschwerpunkt wirkend, und Fithrungskrifte (hier die Rad-
driicke) N, N,. Die umlaufenden Radmassen seien
hier vernachlissigt. Zapfenreibungen bleiben un-
beriicksichtigt.

Ruhe oder gleichférmiges Fahren liegt vor,
wenn die algebraische Summe aller Kraftkompo-
nenten in Fiihrungsrichtung = 0.

Verschwindet diese Summe nicht, dann liegt
Beschleunigung in Fiihrungsrichtung vor. Alle
Massenelemente haben dieselbe Beschleunigung b.
Die an ihnen anzubringenden A% = Amb sind
parallel zur Fahrbahn; ihre Resultierende $=3'A4F
=b> Am = bm greift im Massenschwerpunkt an
und liefert mit den Kriften P, G, N; und N,
statisches Gleichgewicht. Die Gleichgewichtsbe-
dingungen parallel und normal zur Fahrbahn und gegen Drehen um beliebigen
Punkt, z. B. Schwerpunkt, lautenX + @, — ¥ =0, Y+ N,+ N, —G,=0,
Pr— N;n;+ Nyny=0; mit T=mb folgt hieraus b= (X4 G;):m; aus
der zweiten und dritten Gl. folgt N; und N,.

Allgemein: Bei gerader oder krummer Schiebungsbewegung haben alle
Massenelemente gleiche und parallele b, und die resultierende Tragheitskraft
ist £ = mb und greift parallel zu b im Massenschwerpunkt an.

Abb. 173, Wagen auf schiefer
Ebene.

Korper in gefiihrter Drehbewegung.

(185) Der um waagerechte Achse drehbar gelagerte Korper. Trigheits-
moment, Lagerdriicke. Aufden mitw und ¢ sich drehenden Kérper wirke nach
Abb. 174 die duBere Kraft P und das im Korperschwerpunkt angreifende Gewicht G.

n fis,

Abb. 174, Drehen gelagerter Korper.

Das Massenelement Am erhilt die Beschleunigungen b, = ow und b;=ge¢, somit
die Tragheitskrafte AT, =b,Am=wedm und AL, =b;Am=codm,
die mit P und @ und den Auflagerkriften statisches Gleichgewicht bilden. Gleich-
gewicht gegen Drehen um die Achse liefert Pp-+ Qs —3 AT, =0 oder
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Pp+Gs—eYopAm=0 oder M+ Qs — eJ =0, worin M= Pp das sta-
tische Moment der duBeren Krifte und

J=304m

das Massentrigheitsmoment bezeichnet (Sitze iiber J weiter unten).
Hieraus folgt £ = (M + @s):J. Liegt der Schwerpunkt in der Drehachse,
dann ist 8=0, und es gilt e= M :J oder M = J¢.
Der Vergleich mit der geradlinigen Bewegung liefert folgende Gegeniiber-
stellung:
Geradlinige Bewegung: Kraft = Masse - Beschleunigung
Drehbewegung: Drehmoment = Massentrigheitsmoment . Winkelbeschleunigung

(186) Auflagerdriicke. Die P und @ liefern statisch bestimmbare Auf-
lagerkrifte (in Abb. 174 nicht eingezeichnet). Die AT, und AZ; liefern die
Auflagerkraftanteile A A,= AT,b:l, AB,=A%,a:l, AA,=AZ,b:1,
AB;= A%, a:1, die sich fiir alle Massenelemente zu den resultierenden Auf-
lagerkriften 4 und B, im allgemeinen in verschiedenen Ebenen liegend, ver-
einigen. Diese setzen sich mit den von P und @ herrithrenden Auflagerkriften
zu den endgiiltigen Auflagerkriften zusammen.

Die von den Trigheitskriften herrithrenden 4 und B sind der Gro8e nach
nicht von der Dreblage des Korpers abhingig, machen aber die Drehung des
Korpers mit. Daher sind die endgiiltigen Auflagerkrifte von der Drehlage des
Korpers nach GroBe und Richtung abhingig.

Bei lotrechter Achse verschwinden die G aus der Momentengleichung
fiir die Drehachse, liefern aber zusitzliche, nach den Regeln der Statik leicht
bestimmbare, von ® und ¢ unabhingige Auflagerkrifte (z. B. Drehkrangeriist
im An- und Auslauf).

Folgerungen: Die Trigheitskrifte A ¥, liefern das d’Alembertsche Moment
M= AF0= &3 Amg*= &J, das entgegengesetzt zu ¢ wirkt und mit den
angreifenden Momenten im Gleichgewicht steht.

Bezeichnet @ den zur Zeit { erreichten Drehwinkel (im Bogenma8), dann
bestehen zwischen M, J, ¢, , ¢ und ¢ entsprechende Beziehungen wie zwischen
P, m, 8, v, b und ¢ der geradlinigen Bewegung, und sie kénnen wie dort zeich-
nerisch aufgetragen werden. Der Arbeitssatz lautet hier

(4 ¥
Jo? Jowl ]/ 2
__2___=T+ EMA(p und = w%+-7 § MAgp.
Po Po

M A heiBt Elementararbeit von M bei Drehung um Adg; 3 MAp=A ist
die Gesamtarbeit von M., Bei mathematisch gegebener Beziehung M = F (¢)
ist 4= fM dg zu setzen.

Fir M — konstant ist 4 =M. M in mkg liefert bei ¥ Umdrehungen
(v ist die Gesamtanzahl der Umdrehungen, nicht auf die Zeiteinheit bezogen)
A—Mwu:2x in mkg. .

Die Leistung driickt sich aus durch N — Moment >< Winkelgeschwindig-
keit==Me®. M in mkg und w in sek—! ergibt N in mkgsek—%

Mit # Uml i. d. Min, und N in PS bzw. kW ist

Mw Mnn N
N="0Z_ d M= —-716,20 mkg (N in PS),
75 30.75 ! g )
Mo Har a m—F 07403 mkeg ¥ in xW).

102 30-102 n
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Aus

Ao M
&=, und £= folgt MAt=JAw,

t ¢
Jw=Jw,,+2MAt und @ =w,+ lJ-ZMAt.
0 0

Bei gegebenem M = F () kann mith dt gerechnet werden.

(187) Sitze iiber Massentrigheitsmomente. Bei Einzelmassen-
punkten ist J = m, p% + my 0% + . . ., bei einem Massenkorper ist J = 3 Am g2.
Die Dim, von J ist kg m sek2.

In der technischen Praxis wird oft an Stelle des J das Schwungmoment
D2 (in kgm?) = 3’ A G (2 0)? gesetzt, worin A@G die Gewichtselemente in kg und
2 ¢ = D die zugehorigen Durchmesser in m; es ist dannJ = G D?: 4 g kg m sek?,

Abb. 175. Abb. 176.

Der Trégheitsradius ¢ ist derjenige Abstand von der Drehachse, in welchem
die Gesamtmasse des Kdrpers vereinigt gedacht ist; demnach ist m ¢ —=J und
i=\J:m oder 2¢i=D—=1/GD":G.

Bezeichnet J, das auf eine Schwerpunktachse 8 bezogene Trigheitsmoment,
dann ist das auf eine im Abstande e dazu parallele Achse P bezogene Trigheits-
moment nach Abb. 175.

J=3Amz2=3Am (g*+ 2 —2gecosp) =3 Amg?+ 3 Ame?
—ZAm2gecosp=J;+ me2 —2e¢3 Amcos .

Der 3-Wert im dritten Ausdruck verschwindet, da er das statische Moment
fir die Schwerachse darstellt; somit J = J, -+ m e2.

Bei einem ebenen Gebilde (Fliche oder Linie) bezieht sich das axiale J auf
eine in der Ebene liegende beliebige Achse, das dquatoriale J auf eine in der
Ebene liegende Schwerpunktachse, das polare J auf eine zur Ebene normalen
Achse, stets mit J’ bez.

Nach Abb.176 ist J,= 3 Am 2 und J, =3 Amp}, somit J,=3 Am p?
=XAm (@i -+ 03) = Jo+ Jp und 4} = i3+ 3.

Weitere Sitze iiber Flichentrigheitsmomente s. Abschn. Elast. u. Fest.

(188) Trigheitsmomente fiir homogene Linien, Flichen und

Koérper. (Die strichpunktierten Geraden bezeichnen die Achsenrichtungen,
m ist iiberall die Gesamtmasse.) Hierzu Abb. 177—182.
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1. Gerade Linie.

[ ~
F_rl_»%i N e
i I A/ J :mM
BV AVAIET
il
| N
N AN " Isin or)?
! l \\/ Jc—_—m(__l_
i 3
a ¢ &
4 14 2
R s D J=m—.
——— 12
2. Kreislinie,
i 2
7
Jx—mE
JJ =mr?
3. Rechteckfliche.
h2
Je=m—
# 12
h2
Jy=m—
’ 3
%4 h?
J=m +
12

h2
Jx-——m1—8
h2
Jp=m—
12 m6
h2
Je—m—2—

5. Kreisflache.
8 der Halbmesser; Achsen wie bei 2.
r?
Jp=m —

J=m —

6. Kreisringfliache.
R und r die Halbmesser; Achsen wie

bei 2. " 2
Jo=m _._;L'_

2 2
J,’sz—-;l_r
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7. Gerades Prisma und gerader
Zylinder.
F die Grundfliche.
J=mJ,/:F, worin
Jy = polares Trigheitsmoment der
Grundflache, bezogen auf die Schwer-
achse.
8. Gerader Kreiszylinder.
7 der Halbmesser, A die Hohe.
2
J=m r
2
[Zylindermantel J = m?].
9. Hohlzylinder.
R und r die Halbmesser, & die Hohe.
R? 4 o
2
10. Gerader Kreiskegel

r der Halbmesser der Grundfliche,
h die Hohe.

J=m

3rt
J=m=—
™70
r?
[Kegelmantel J=m E:‘
11. Kugel.
r der Halbmesser.
272
J=m—
5

. 2r2
Kugeloberfliche J =m 5
Die J fiir jeden Durchmesser.
12. Hohlkugel.
R und r die Halbmesser.
2 Rb—1pb
J=m= =
R
Die J fiir jeden Durchmesser.

13. Kreisring.

K. ¥

»zr‘k-ﬁ—»l'r
o= m (B9
Jy=m G4 57

Fiir 7 bis 10 gelten die angegebenen J fiir die Lingsschwerachse.
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Anwendungen und Beispiele.

(189) Schwnnzrad (Abb. 183). Bezeichnet
7 den Radi es Kr schnit punktes,
y das Gew1cht der Raumemhent

dann ist m = 7 2 pn AF und das Massentrigheitsmoment des Kranzes fir die Schwungrad-

achse

J=24me’=—;—2n29‘AF=%2n2(r+z)’AF
223 (@ +31 243220 + 20 AF

22[PF + 31 Z24F + 31 22 4F + 2 224F).

=|~< 'a[*

Wegen 2 2AF = 0 verschwindet der zweite Ausdruck, der dritte kann bei den iiblichen

Schwungradabmessungen vernachlissigt werden, ferner ist 2 2AF =0 das aquatoriale Flachen-
trigheitsmoment der Querschnittsfliache fiir die z-Achse; somit ist angendhert

=~Zv2n(r’F+3r@)=mr' (1 + %)

Hinzu kommen noch die J-Anteile fiir die Arme.

Physisches Pendel. Ein Kérper schwingt nach Abb.184 um Achse 4 , dieum g iiber Schwer-
achse § liegt. Bei Ausschlag o ist riickfihrendes Moment M = G'a sin ¢ ; bei kleinen Ausschligen
(bis 8%) istsinp = pund M =Gap = mgagp

M __mga
Ja J @,
prop. @. Aus dem Vergleich mit der Massen-
punktschwingung s. (174) folgt Schwingungs-

zeitT=2uVJ
m

math. Pendel von der Linge p= mL; . Punkt B

und = — also & neg.

@’ somit dasselbe wie beim

heiBt Schwingungsmittelpunkt und o die re-
Abb. 184. duzierte Lange des phys. Pendels.

2
‘;;f = — mTM @ folgt entsprechend der freien Schwingung s. (174)
nach Einsetzen der Grenzwerte @ = @ sin ( "/mga) , worin o = groBter Ausschlag (Winkel~
amplitude). Hieraus T wie oben.
Bei Aufhingung des Kérpers in B ergibt sich dasselbe T' (Reversionspendel); denn seine

Mathematisch: Aus

reduzierte Lange ist ¢’ = "? , worin J, =J, + mb*= J —ma® + mb* = pma —ma?
n

b
+m(0—a)*= pma—ma® + mo*—m2pa+ ma*= gma + meo(¢c—2a) = gma+me(b—a)
= pmb, somit o’ = p.
Das phys. Pendel kann zur versuchsmiBigen Bestimmung des J fiir beliebige Korper be-
nutzt werden. Rider werden in der Bohrung auf Schneide gelagert und gependelt; aus Beob-
: 3
achtung von T'folgt J | = 4L’ GaundJ, =J — ri a?, worin ¢ = halbe Bohrung. Vgl. Matz,
B T
Maschinenbau 1923 S. 523.

Torsionspendel. Schwungmasse J auf einem drehungsfesten Stabesitzend. Beieinem Dreh-
ausschlag ¢ der Scheibe wu'd Stab auf Drehung beansprucht und iibt rickfithrendes Moment

M = D ¢ aus, worin D = Moment bei p = 1. Somit &= —17) @. Es entsteht wie beim

physischen Pendel Sinusschwingung nach ¢ = asin (t VD:J, ) worin @ = groBter Ausschlag
(Winkelampl.). Schwing it T = 2 z}/J:D unabhingig von a.

In entsprechender Weise die freie gedimpfte und die erzw Schwing Anw d
auf Schwingung von Instrumenten, z. B. Magnetnadeln. Erweiterung: Schwi
erscheinungen, kritische Drehzahlen bei langen elastlschen Wellen mxt penod.\sch verinderlichem
Drehmoment, z. B, Schiffswellen s. u. a. Hort, Techni e. 2. Aufl. Berlin:
Julius Springer 1922.
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Bifilarpendel. Ist die Schwungmasse vom Gewicht @ in zwei diinnen lotrecht heran-
hangenden Fiden von der Lange  und dem Abstande 2 ¢ aufgehingt, dann ist in obigen Formeln

J1
Qat’

(190) GroBe und Lage der resultierenden Fliehkraft.
a) Ebene Scheibe (Abb. 185), Drehung um Achse y in der Scheibenebene mit w :

AF=4Amzo*, F=AF=0')dmz=cw'muz,
d. h. ebenso groB, als ob Gesamtmasse im Schwerpunkt vereinigt ware.

Z'AFy w‘EAmzy ZAma:y
Lage von F' aus yf F w®m z, = m 2z,

Yo, d. h. result. Fliehkraft geht im allg. nicht durch den Schwerpunkt.
Ansatz mit heh. Math, dF = dm zw?, F = o* [ dm 2 = w'm z,,

D =Ga*:]l zu setzen. Sodann I'=2x

, ist im allg. nicht gleich

_Jary _ o famzy _[imzy
1t F ' m z, max,

Bei mehreren i. d. Ebene liegenden Massenpunkten m, m. . . . ist

=F1?11+Ft!h+‘;1='02(m1211/1+7n5z:ya+“')_Zmiziyi

! Fi+Fs+ - @ (Mg By + My @y + +++) ma,

Der Ausdruck S, dmzy od. f dmzy od. Z’ m;z;Y; beiBt Zentrifugalmoment P.
Yz A0 af

Abb, 185. Resultierende Fliehkraft. Abb, 186. Resultierende Fliehkraft.

b) Ebene Scheibe (Abb. 186), Drehung um Achse D normal zur Scheibe. X-Achse durch
Drehpunkt und Schwerpunkt legen.

AF =4mow®, AF = AFcosp=A4Amow*cosp=4mzaw’,
AF =AFsing = Amo w?*sin g = dm y w?,

Wegen 2 AFy = w? 2 am y = O ist resultierende Fliehkraft F = 2 AFs = ? X Amz
= wimaz,, also ebenso groB, als ob Gesamtmasse im Schwerpunkt vereinigt wire, und verliuft
in Richtung D S. Ergebnis gilt auch fir dicke Scheiben, d. h. prismatische Korper, deren Mantel-
linien parallel zur Drehachse. F geht durch die Mitte der Hohe.

c) Kérper mit Symmetrieebene, in der die Drehachse liegt.

Man zerlegt den Korper durch Ebenen normal zur Drehachse in scheibenférmige Massen-
elemente, deren 4F nach b) bestimmt sind und in der Symmetrieebene liegen und setzt diese
AF nach a) zusammen.

(191) GroBe und Lage der resultierenden Trdgheitskraft.
a) Ebene Scheibe (Abb. 187), Drehung um Achse ¥ in Scheibenebene mit =.
AT =Amze, T=2AT=:cAme=:ma,,
also ebenso groB, als ob Gesamtmasse im Schwerpunkt vereinigt ware.

Lage von T' aus
2are _Xama _ J

= T  tmaz, mx,’
_EATy_sEAmzy_ZAma:y_ P
t— T T emz  mz,  mz,’

also ebenso wie bei Fliebkraft. T' geht demnach im allgemeinen nicht durch den Schwerpunkt.
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b) Ebene Scheibe (Abb. 188) Drehung um Achse D) normal zur Scheibe mit ¢.
AT =4mpe, ATx=ATsinqo=Aersin<p=Amys,
AT, =A4Tcosp=Ameoecosp=Amze.

Es ist ZA Te= sZAmy = 0, daher resultierende Trigheitskraft 7' =ZA Ty= 524 max
= & MT,y, also ebenso groB, als ob Gesamtmasse im Schwerpunkt vereinigt wire.

Lage von T folgt aus Tz¢ = ZA Tyz+ZAT¢y=eZAmz' + sZAmy“: sZAm(z'—f- y?)

= g Z Amp*=eJ und zt = . Demnach liegt T normal zur Schwerachse D S,

7 mz,
y ar\ Mg
A
.Z‘g e
Y
@ ¢'§ x
-
Ty,

Abb. 187. Resultierende Trigheitskraft. Abb. 188. Resultierende Trigheitskraft.

geht aber nicht durch den Schwerpunkt. Ergebnis gilt auch fiir dicke Scheiben, d. h. prisma-
tische Korper, deren Mantellinien parallel zur Drehachse. T' geht durch die Mitte der Hohe.

(192) Vereinigung von geradlinig bewegten und umlaufenden Massen.

Bezogenes Triagheitsmoment. Erweiterung des Verfahrens nach (177); fiir
jede Masse wird nach Anfiigung der d’Alembert-

schen Tragheitskrifte die Gleichgewichtsbedin-
gung aufgestellt.
Last mit Trommel. Gewicht @ nach Abb. 189 an
Trommel mit Schwungmasse J hingend. Ges. Beschl. b
N und ¢ und Seilzug S.
-> S Q
Fiir Gewicht gilt Q = € + S oder Q = 7[) + S,
lb fir Trommel gilt Sr = M oder Sr = Je,
ferner b = &r. Hieraus J ¢ = ( — % er) r und
Qr Je QJ

=2 wd §=""= .
7:9, F T el
g g

Q

Eine Kraft @ im Radius r an einer gedachten Schwungmasse ® = J + -~ r? angreifend

Abb. 189a—c. Last mit Trommel.

wiirde dasselbe ¢ hervorbringen, daher heiBt @ das auf Trommel bezogene Trigheitsmoment
aller Massen.

Last mit Trommel. Auf dieselbe Trommel wirkt Antriebsmoment M in Hubrichtung.
Fiir M > Qr liegt Hubbeschleunigung b und & vor.

Eine gleiche Betrachtung liefert

Q=b+ SundM=5r+Jeundb=er. Somit M = (Q+ 9—51’) r+ Jeunde = M Q7
g g 7+ 9
g T
O
Mit 0=g+ @5 st o= B0,
g ]

Somit Hubbeschl., wenn M > Qr; ¢ = 0, d. h. Hubbeharrung, wenn M = Qr;
negative Beschl., d. h. Hubverzog., wenn M < Qr oder M = 0.

Zahnradgetriebe. Zwei Schwungmassen J, und J, haben nach Abb. 190 Zahnradverbin-
dung. Auf Rad 1 wirkt M. Ges. ¢, und &,

Aus den getrennt dargestellten Radem mit Zahndruck Z folgt mit M; = J, 6, und MW,=J; &
M=Zr 4+ Jysgund Zry = J, ¢, ferner e,7, = &7 .
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M

. arf
Hieraus M = J, & + J2 — und & = SRy
2 Ji+J, (7‘)
2

3 .
also @ =J,+J; (:—l) oder @ =J, + Jyi? worin = r;:r, = Ubersetzungsverhiltnis.
2

Abb. 190a—c. Zahnradgetriebe.

Scheibe in allgemeiner ebener Bewegung.

(193) Bewegt sich Punkt 4 der Scheibe nach Abb. 191 mit v, und b,
und hat Scheibe gleichzeitig Drehung um 4 mit @ und ¢, dann tritt nach (184),
(190) und (191) auf:

Trigheitskraft 3,= mb, im Schwerpunkt, gegen b, gerichtet,

’ & = msw? in Richtung 48,
”» 18 = mse normal zu A48 im Abstande e= J: ms,
worin J auf Achse A bezogen.

Diese drei Trigheitskrifte stehen mit den angreifenden Kriften im Gleich-
gewicht.

Fillt A und S zusammen, dann bleibt §,, aber ¢ verschwindet, und statt
I, wirkt M = J & gegen &.

Anwendung bei kinematischen Getrieben, namentlich beim raschlaufenden Kurbeltrieb,
wobei Massenwirkung der Treibstange zu beriicksichtigen ist.
Biegung der Treibstange durch die dreiecksverteilten b
normal zur Stange nach (166). Diese mit Masse je Langeneinheit
mult. liefern die ungleichmaBig verteilten Streckenlasten, die
Stange biegend beanspruchend. Bei prismatischen Stangen bilden
Streckenlasten ebenfalls Dreiecksbelastung; Biegemomente hierzu
s. Abschn. Elast. u. Fest.

Rollkdrper nach Abb. 192
vom Gewicht @ = mg auf 'schiefer
Ebene herabrollend. Zunichst sei
angenommen, daB verzahnter Um-
fang auf Zahnstange rollt. Diese
iibt Zahndruck P auf Rolle aus. Fiir
die p und ¢ gilt e =p:7. Nach
Anfigung von ¥ = mb und
M=Je ist Gsin a = P+ mb
Abb. 191. Scheibe in all- und Pr=Jb:r. P eliminiert, App 192. Rollkérper anf
gemeiner ebener Bewegung. .. sina schiefer Ebene.

liefert b=g¢ 1 pye 2

Rollt der Kérper auf glatter Unterlage mit der Gleitreibzahl u, dann gilt vorstehendes,
solange P = G cos a u.

Das liefert reines Rollen, wenntga S u (mr2:J +1).

Fiir Vollkugel ist b=25/,gsina und tga < 7/gu,
,, Vollzylinder ,, b=2/3gsine und tga<3u,
,» Ring 5 b=1/ggsina und tga=2p.

Der StoB.

(194) Treffen zwei Massenkérper m, und m, mit den Geschwindigkeiten
v, und v, aufeinander, so wirken sie wihrend einer sehr kurzen Zeit mit einer
wechselnden Kraft aufeinander, die in den Kérpern elastische, d. h. nach dem
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StoBvorgang wieder verschwindende, oder bleibende Formanderungen hervor-
bringt. Dementsprechend unterscheidet man zwischen vollkommen elastischem
und vollkommen unelastischem StoB, dazwischen liegt der unvollkommen ela-
stische StoB.

Geht die Wirkungslinie dieser Kraft durch beide Massenschwerpunkte,
so ist der StoB zentrisch, andernfalls exzentrisch. Fallen beide Bewegungs-
richtungen in die StoBlinije, so ist der Sto8 gerade, andernfalls schief.

Der gerade zentrische StoB. Gehen die Massen nach dem Sto8 mit den
Geschwindigkeiten ¢, -}|- ¢, weiter, dann bleibt, da das Kraftespiel nur inner-
halb der Massengruppe m, und m, erfolgt und von auBen keine Krifte wirken,
die Summe der BewegungsgroBen dieselbe; mithin

m v Fmyvy=mec,+mye, . . . . ... ]

Das Arbeitsvermogen beider Massen zusammen ist vor dem Stof
W, = (m,v,® 4 m,v,%) : 2 und nach dem StoB W, = (m, ¢,® | m,c,?) : 2.

Beim vollkommen elastischen StoB tritt kein Verlust an Arbeitsver-
maogen ein, daher W, — W, oder

mv:tmyvt=mecitme? . ... ... .2
Aus Gl. (1) und (2) folgt
c __(my—my)) v, +2m, 0, c __(my—m,) v, +2m1”1
1 ’ o =
my - my m, +-m,

Beim vollkommen unelastischen StoB gehen beide Massen mit gleicher
Geschwindigkeit ¢ ==c¢, = ¢, weiter, wobei aus Gl (1)
"™y +myv,
my - my
Dabei geht der Energieverlust

V=W,— W2=m1”12+"'a”s (m, +m2) ¢ __ 1mym, (v, —v,)°
2 2 m, —4-m,
in Forminderungswirme iiber.

Beim unvollkommen elastischen StoS8 ist

c :m1”1+""’9”2_""2(”1_”2)k 09:"'&”1 +myv,—m, (v, —vy) k
' m, 4-my my ~my
1 m m,
d Ve=——2"2 (p —0,)2 (1 —Ek?),
n Lo (o, — o)t (1— )

worin die StoBziffer k ein MaB fiir die Unvollkommenheit der Elastizitdt ist.
In vorstehenden Formeln sind positive v und ¢ nach rechts, negative nach
links gerichtet.

Sonderfille.

Vollkommen elastischer StoB: m, —=m, gibt ¢, =v,, ¢; =v,. My =1y
und v, = }-v,v,=—v (d. i. Gegenprall) gibt ¢, =—v,¢,=-}v.. m, =0,
v, =0 (feste Wand) und v, —= — v gibt ¢, =-} v, d. i. Riickprall mit dem-

selben v; s. Beisp. (173).
m, =00, v, =, v,=0 (d. i. bewegliche Wand gegen ruhendes m,
stoBend) gibt ¢; —=2w,.

Vollkommen unelastischer StoB: m, =m,, v, —-+}v, v,=——v gibt
€, =0, =0.

Unvollkommen elastischer StoB: m, =oo0, v, =0 (feste Wand) und
v, = — gibt ¢, = v, k. Fallt m, mit v, aus der Hohe H =1,%:2 g gegen

den festen Boden aus demselben Stoffe, dann prallt m, um h=¢,2:2 g zu-
riick; demnach k*=h:H.

k hingt wesentlich von v, bzw. H ab. Bei H~20,4 m ist fiir Elfenbein
k=28/,, Stahl b=2"/,, Glas k=15/4, Holz k=1,.



Dritter Abschnitt.
Elastizitdt und Festigkeit.

Bearbeitet von Prof. Dr.-Ing. G. Unold.

(195) Ein elastisch fester Koérper wird durch angreifende duBere Krifte
in einen gewissen Spannungszustand versetzt, d. h. zwischen benachbarten
Teilchen des Korpers (Molekiilen) treten innere Krifte auf. Man bezieht diese
auf die Flicheneinheit einer gedachten Schnittfliche und nennt sie Span-
nungen. Sie sind im allgemeinen schief zur Fliche gerichtet. Ihre Kompo-
nente normal zur Fliche heiBt Normalspannung ¢, ihre Komponente in der
Fliche heiBt Schubspannung 7.

Die Normalspannungen bringen LLingeninderungen, die Schubspannun-
gen Winkelinderungen hervor. Festigkeitsversuche liefern Beziehungen
zwischen Spannung und Forménderung und deren Grenzen.

Normalspannungen und Lingenidnderungen.

Grundlagen. Der Zug- und Druckversuch.

(196) Der Zugversuch. Ein Rund- oder Flachstab von Anfangslinge  und
Querschnitt F wird in der Festigkeitsmaschine einer langsam steigenden Zug-
kraft unterworfen. Er erfihrt dadurch eine ungleichmiBig wachsende Ver-
lingerung und gleichzeitig eine Querschnitts-
abnahme. Zugkraft und Verlingerung wird
wihrend des Versuchs selbsttiatig aufgezeich-
net, und zwar Verlingerung 47 als Abszissen
und Zugkraft P als Ordinaten. Man bezieht P
auf den Anfangsquerschnitt F und nennt P: F
die Zugspannung (Normalspannung); die A7
bezieht man auf die Anfangslinge / und nennt 8
Al:1— ¢ die Dehnung. Die so entstehende Abb. 1. Zugkurve fiir geschmiedeten
Zugkurve hat je nach Werkstoff verschiedene Stahl.

Formen. i
Gewalzter oder geschmiedeter Stahl, Kurve nach Abb. 1. Der
bis P geradlinig ansteigende Teil zeigt Proportionalitit zwischen Spannung und
Dehnung, bei 8, beginnt starkes Strecken unter gleichzeitigem Schwanken
der Spannung bis Punkt §,. Die Kurve steigt unter starkem Wachsen der Deh-
nung bis zur Héchstlast bei B und endet bei Z mit Bruch.

Den Punkten P, S,, S, und B entsprechen die Werte

Zugkraft bei Punkt P

)

7

)

| u
1
1
i
Il
H

1
I
i
] I
I +
: i
I
1 €

= Proporti ,
Anfangsquerschnitt oportionsgrenze
Zugkraft bei 8 d 8
ugiratt bel So un. % — obere und untere Streckgrenze,
Anfangsquerschnitt
Hochste von der Probe getragenft Zugkraft (bei B) — Zugfestigkeit.
Anfangsquerschnitt

Dem ZerreiBpunkte Z wird kein besonderer Begriff zugeordnet.
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Fiir die Zugfestigkeit ist zur Zeit im praktischen Maschinenbau das Zeichen K,
in der Werkstoffpriifung nach DIN 1602, s. (266), und im Stahlbau das
_ Zeichen ¢p im Gebrauch.
Neben der Verlingerung tritt gleichzeitig eine Quer-
‘ A zpsammenziehung, also Verminderung des Stabquerschnittes
ein, sehr gering etwa bei B; von da an beginnt an einer
% vorher nicht angebbaren Stelle eine starke Einschniirung des
Abb. 2 u. 3. Stabes, der kurz vor und nach dem Bruch die Form nach
Einschnitrung. Abb. 2 und 3 annimmt.

Die anfinglich vorhandene Proportionalitat zwischen
Spannung und Dehnung wird ausgedriickt durch die Beziehung ¢ = o-¢, worin
o (in cm?/kg oder mm?/kg) die Dehnungszahl heiBt, d. i. die Dehnung fir die
Spannung 1 kg/cm? bzw. 1 kg/mm?2. Der umgekehrte Wert 1 : o0 = E (in kg/cm?

oder kg/mm?) heiBt Elatizititsmodul oder Steifigkeitszahll).

Somit ist
ol

Verlingerung Al — ¢+l oder Al:a-a'l=—E—

und mit ¢ = P: F folgt
a Pl Pl
Al=— der Al———.
7 EF
Das Proportionsgesetz heiBt das Hookesche Gesetz nach dem hollindischen

Physiker Hooke (1678).

Innerhalb der Proportionsgrenze verjiingt sich der Stabquerschnitt geome-
trisch ahnlich, und die in jeder Richtung quer zur Stabachse gemessene Quer-
zusammenziehung

Durchmesserabnahme Breitenabnahme
Eg = oder == e e SW,
Anfangsdurchmesser Anfangsbreite

ist proportional zur Lingsdehnung, aber kleiner als diese.
Man setzt g, = £:m, worin m die Poissonsche Zahl ist und fiir feste
Stoffe zwischen 3 und 4 liegt; fiir Metalle ist i. M. m ==10/3.

2

1 4
Bei Zug findet stets eine VolumvergroSerung statt mit 2 =1 ——.
m

Bei m = 2 wire diese Null, was nahezu bei allen Flissigkeiten und angendhert
bei Metallen im Streckzustande vorliegt.

Der Druckversuch. Gedrungene Koérper werden in der Festigkeitsmaschine

bis zur Zerstérung gedriickt. Fir Spannungsbestimmung werden Wiirfel oder
-z Zylinder mit [ ==d, fiir Forminderungsmessungen
T lingere Zylinder gewihlt. Spannungen und Stauchun-
| gen (negative Dehnungen) werden wie beim Zug-
E versuch als Kurve ausgewertet.
P Geglithter Stahl, Druckkurve etwa nach Abb. 4.
| Anfanglich Proportion bis P mit demselben ¢ bzw. & wie
S bei Zug, gleichzeitig QuerschnittsvergroBerung unter
Volumenabnahme mit demselben g, wie bei Zug; so-
s dann bei S FlieBen; die entsprechende Spannung
/ -o heiBt Quetschgrenze. Bruch tritt nicht ein, da bei
weiterer Drucksteigerung der Kérper unter Bildung
von sogenannten Rutschkegeln etwa nach Abb. 5 seit-
lich abflieBt.

Abb. 4. Druckkurve fiir
geschmiedeten Stahl,

1) Verfasser dieses Abschnittes ist Anhinger der Schreibweise mit E; im Interesse der
vom Herausgeber und Verleger geforderten einheitlichen Bezeichnungsweise sind die im prak-
tischen Maschinenbau vorkommenden Formeln mit der Dehnungszahl o geschrieben; nur im
Stahlbau wurde gema8 der dortigen Gepflogenheit das Zeichen E beibehalten.
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(197) Der Zug- und Druckversuch bei GuBeisen. In Abb. 6 sind die Zug- und
Druckkurve zusammengelegt. Proportions- und Streckgrenze sind nicht vor-
handen, der Stab reit beim Zugversuch unter sehr geringer Bruchdehnung
ohne wahrnehmbare Einschniirung fast unvermittelt; bei Druck wird der Probe-
zylinder unter Zerfall in Kegelstiickchen zertriimmert. Es ist

Druckkraft beim Bruch
Anfangsquerschnitt

== Druckfestigkeit.

Zeichen hierfiir zur Zeit im Ma- O
schinenbau K, in der Werkstoff- 7y
prifung und im Stahlbau ¢_ 3.

Die in Abb. 6 dargestellte Be-
ziehung zwischen Dehnungen und

P

oS

1
-_-________-_lm

-0

Abb. 5. Rutschkegel fiir geglilhten Stahl. Abb. 6. Zug- und Druckkurve fiir GuBeisen.

Spannungen folgt nicht dem Hookeschen Gesetz, ldBt sich aber nach Bach
und Schiile innerhalb der im Maschinenbau zuldssigen Spannungen an-
genihert durch das empirische Potenzgesetz &= o+¢™ ausdriicken, worin a
und m Festwerte sind; m ist fiir Zug etwa 1,10, fir Druck etwa 1,05; a ist
stark abhingig von den GuBsorten.

In einfachen Festigkeitsaufgaben wird der Forminderungsberechnung
trotzdem das Hookesche Gesetz zugrunde gelegt; man rechnet mit einem mitt-
leren o bzw. E entsprechend der in Abb. 6 eingezeichneten Geraden.

Zug und Druck.

(198) Bezeichnet

P die in Richtung der Stabachse, Schwerachse, eines prismatischen
Stabes wirkende Zugkraft in kg,

F den Stabquerschnitt in cm?,
dann ist die iiber den Querschnitt gleichmiBig verteilte Zugspannung

6= P:F kg/cm®,

Die elastische Verlingerung des Stabes von der urspriinglichen Lénge

! cm betrigt Al—-aa.l-'—“fl—ﬁ
F EF’

Setzt sich der Stab aus mehreren, der Linge nach aneinander gefiigten Teilen
von den Einzellingen 7, [, . . . und den Querschnitten F, F, ... zusammen, dann
ist

Al Al Al 4. | :ap<%+%+...).
Nach der Festigkeitsbedingung ist fiir die schwichste Stelle
I’—ljglc, oder FZ%,

worin k, die zulissige Zugspannung bezeichnet. Hieriiber s. (289).
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Fiir Druck gilt dasselbe, wenn k statt k, gesetzt wird; 41 bedeutet hier die
elastische Verkiirzung und % die zuldassige Druckspannung. Nur anwend-
bar bei kurzen gedrungenen Stiben. Schlanke Druckstibe sind auf Knicken zu
berechnen, s. (232).

(199) Die gleichmiBige Spannungsverteilung trifft streng nur bei prismatischen
Stdben zu und angendbert bei nicht prismatischen oder abgesetzten Stiben mit allmihlichen
Querschmttsubergaugen. Bei den durch schroffe Uberginge, Lécher oder Kerben hervor-
gebrachten Quersch igkeiten verteilt sich die Spannung ungleichm#Big iiber den
verschwichten Querschnitt. Abb. 7 zeigt die Spannungsverteilung bei einem durchlochten
Flachstabe; es ist max o >> P: F, worin mit g — Stabstdrke der verschwichte Querschnitt
F = g (b — d) betragt, wihrend die mittlere Spannung bei gleichm#Biger Verteilung o,=P:F
ware. Abb. 8 gilt fiir Rundstab mit Kreisrille. Spannungserhéhung tritt auch bei Uber-
gingen zwischen Schaft und Kopf in Schrauben und Nieten auf.

Zur Beurteilung dieses Zustandes ist zwischen zihen und
sproden Stoffen zu unterscheiden.

Bei zihen Stoffen, FluBeisen, Weichstahl, gilt diese Span-
nungsverteilung, solange max o < o, Bei weiterer Kraftsteigerung
gleicht sich von Beginn des Streckens an der Spannungsunterschied
allmahlich aus und bei vollstindig stoBfreier Belastung ist infolge
der Verhinderung der Querzusammenziehung
die Bruchlast sogar etwas groBer als die eines
prismatischen Stabes vom Querschnitt F.
Dabher ist bei stoBfreier Belastung
o,=P:F= k,. Bei nicht stoBireier Be-
I~ b 1 lastung und besonders bei dauernder Wechsel-
belastung ist die Spannungserhéhung zu be-
riicksichtigen oder besser der schroffe Quer-

.‘.P schnittswechsel zu vermeiden.
. Bei spréden Stoffen (GuB, Hartstahl) Abb. 8
Abb, 7. bleibt die ungleiche Spannungsverteilung an- Rundkerbe.

Gelochter Zugstab. gendhert bis zum Bruche bestehen und es
gilt maxo <k,

Niheres s, PreuB. Versuche iiber die Spannungsverteilung in gelochten Zugstiben,
F.A. Heft 126; Leon, Spannungsverteilung in Zugstiben mit symmetrischen Halbkreis-
kerben, M. B. 1922 S. 153; Gutacker, Gelochte Zugstibe, Theorie und Versuchsberichte,
Eisenbau 1916, S. 246; Leon, Uber Ermiidung von Maschinenteilen bei Wechselbeanspruchung
und bei Spannungserhéhung durch Kerben, Z.1917, S. 192 und 214; Baumann, Versuche
mit Stiben, die Eindrehung besitzen, Z.1912, S. 1314.

(200) Bei langen, von oben herabhdngenden Stiben ist deren Eigengewicht zu beriick-
sichtigen. Soll o, in allen Querschnitten dasselbe sein, so erhilt man den Zugstab glei~

cher F estlgkelt dessen Stirke nach einer logarithmischen Linje gegen das belastete
Ende hin abnimmt. In Anniherung wird der Stab mit abgesetzten Querschnitten ausgebildet
(verjiingte Drahtseile bei Schachtférderung).

Die ReiBlinge R ist diejenige Linge eines prismatischen freihingenden Stabes, bei
der er durch sein Eigengewicht reiBt. Mit P = Bruchlast in kg und ¢ = Gewicht in kg;m
ist R = P:q in m: iiblich bei Hanfseilen und Papier.

Biegung des geraden Stabes.

(201) Ein gerader Stab sei durch beliebige Krifte belastet, die in einer
Ebene liegen und die Stabachse rechtwinklig schneiden. Die Stabquerschnitte
sind symmetrisch, die Symmetrieebene fillt mit der Krafteebene zusammen.

Biegemomente und Querkrifte.

(202) Abb. 9 zeigt einen Biegestab auf zwei Endstiitzen. Zur Bestimmung der
Spannungen im Stabquerschnitt $ denkt man sich daselbst einen Schnitt gefiihrt
und betrachtet das linke Stabstiick. An der Schnittfliche treten Normal- und
Schubspannungen auf, die mit den am Stabstiick angreifenden Lasten und der
Auflagerkraft im Gleichgewicht stehen. Wegen der vorausgesetzten Symmetrie
konnen alle Krifte auf Mittelebene bezogen werden. Auf das im Abstande y
von der waagerechten Achse z — z liegende Querschnittselement AF kommt
die Kraft ¢ AF in z-Richtung und T AF in y-Richtung. Die Gleichgewichts-
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bedingungen gegen Verschieben in z- und y-Richtung und gegen Drehen um die
z-Achse lauten:

1. JodF =0,
1. A— P — P,— YtAF y=0,
1I1. Aa— Pyp,— Pyp,— YodFy=0.

Der Ausdruck Aa — P;p; — P, p, ist die algebraische Summe der stati-
schen Momente der am Stabteil wir-
kenden &4uBeren Krifte und heiBt
Biegemoment M;

der Ausdruck 4 — P, — P, ist
die algebraische Summe der am
Stabteil wirkenden Krifte und heiBt
Querkraft Q.

Allgemein ist fiir einen beliebi-
gen Stabquerschnitt 8

Biegemoment M — algebra-
ische Summe der statischen Momente
aller links oder aller rechts von s
angreifenden Krifte einschlieBlich der Auflagerkrifte, in bezug auf s,

Querkraft @ = algebraische Summe aller links oder aller rechts von s an-
greifenden Krifte einschlieBlich der Auflagerkrifte.

Vorzeichenregel: M ist positiv, wenn diese Momentensumme der links
liegenden Krifte positiv und der rechts liegenden negativ drehend wirkt oder
wenn der Kriimmungsmittelpunkt der ge-

Abb. 9. Grundlage zur Biegung.

kriimmten Stabachse des waagerecht liegen- P
den Stabes oberhalb desselben liegt. @ ist 1/? l 2 L V-
2 3
T T | —
B A ! | t : ?5

2 P -——
? wl Th N
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[ . L by |
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Abb. 10. Freitrager. Abb. 11, Triger mit Endstiitzen.

positiv, wenn die algebraische Summe der links liegenden Krifte nach oben
und der rechts liegenden nach unten wirkt.

(203) Biegemomente und Querkréfte durch Rechnung.
Einzellasten. Fiir den Freitriger Abb. 10 ist

M=—P p—Pyp,— Pygp; und Q= —P,— P, — P,.
Fiir den Triger mit Endstiitzen Abb. 11 ist
M=Aa—P,p,— P,p, oder M= Bb— P;p,— P, p,.

Q=A4—P,—P, oder Q=—B+} P,}+ P,.
Hilfsbuch f. d. Maschinenbau. 8. Aufl. 15
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Fiir eine um A2 weiter rechts liegende Stabstelle ist

M4 AM=A (a4A2) — P, (o, A7) — Py (5 A7) —
=4da—Pyp,— Pypp+ (A — Py — Py) da= M +Q4xz,

somit AM
l O=Zz

4 y Die M und @ an jeder Stabstelle als Ordi-
. i | naten aufgetragen, liefern die M-Linie, ein an
[ !
[ !

N

L \

Abb 12—14. Verschiedene Abb. 15. Freitriger mit Abb 16. Triger mit Strecken-
Belastungsfille. Streckenlast. last.

den Laststellen gebrochener Geradlinienzug, und die @-Linie, eine an den Last-
stellen abgestufte Staffellinie. Es ist @ — tg ¢, worin @ = Neigungswinkel der
M-Linje. Positives ¢ bedeutet Ansteigen, negatives @ Abfallen der M-Linie.
Der Durchgang der @-Linie durch Null bezeichnet die Stelle des max M.
Weitere Beispiele nach Abb. 12—14.
Streckenlasten, im allgemeinen ungleichmiBig iiber den Stab verteilt

AN und vom Betrage ¢ t/m oder kg/cm usw. Die Strek-
kenlast als dicht aufeinanderfolgende Einzellasten
. betrachtet, liefert fiir -die M- und @-Linie stetige
1A )
V]
N 4
T 5
; PPl P
(2 [ L
C o]
ll”/mx
- **‘/f‘:
—_—
Abb. 17. Beliebige Streckenlast- Abb. 18. Dreiecklast. Abb. 19. Teilstrecken-
kurve, last.

am
Kurven. Auch hier gilt @ = Ve tg @, und max M tritt an den Stellen
z

auf, wo @ =0 ist.

Man ermittelt nach Abb. 15 und 16 die auf Strecke a entfallende Teilbe-
lastung P und den Schwerpunktabstand z, der iiber ¢ liegenden Belastungsflache
und erhilt :

Q=—P und M=—Pz bzw. Q=A— P und M=Aa— Pz,
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Ist der g-Verlauf durch Kurve gegeben, dann zerlegt man den Stab nach
Abb. 17 in gleiche oder ungleiche Teilstrecken, ersetzt die darauf entfallenden
Lasten durch ihre Resultierenden P;, P,, P, die durch die Schwerpunkte der
Belastungsteilflichen gehen, und bestimmt
hierfir wie oben dargelegt die M-Linie 15 15

als gebrochene Linie. Die wirkliche M-
Linie als Kurve berithrt diese Geraden gL/
in den Teilpunkten ab. Es geniigt, die 25 R
¢-Linie durch anschmiegende Geraden zu 4 Y&‘
|

ersetzen und die Schwerlinienkonstruktion
nach (130) hierauf anzuwenden.

Beispiele. 1. Gesamtlast Q als Dreiecks-
belastung, Abb. 18, Resultierende der beiden
- . Q Q 1 l

Dreiecke je P = - M e = R % .
2. Gleichstreckenlast als Teilbelastung nach

Abb. 19. Fiir Resultierende P die M-Linie zeich-

nen und deren Spitze parabolisch abrunden. Abb. 20. Eiozel- und K&

Streckenlasten, \S/?

Einzel- wund Streckenlasten,
Man ersetzt die Streckenlasten durch ihre S
Resultierenden, ermittelt fir diese und
die Einzellasten das zugehérige M-Eck und zieht die anschmiegende und an
den Einzellasten gebrochene endgiiltige M-Kurve.

Beispiel fir Einzel- und Gleichstreckenlasten, Abb. 20.

A=(6-85-}F5"7-+6-55--6-4-F10:2):10=16,3 t,
B=(6:1,5-+5"3-+645+6-6410-8):10=16,7 t
Mp =16,3-1,5 = 24,45 mt,
Meg=16,3-3—6-1.5=39,9 mt,
Me=16,3-4,5—6-3 —5-1,5 =47,85 mt,
M7g=163-6—6-4,5—5-3—6-1,5 =468 mt,
Mp=163:8—6-6,5—5+5—6"3,5+~62=233,4 mt,

’

Q=163 Q=163 —6=103 Qz=103—5=5;3
Qf=53—6=—0,7 Q=—07—6=—67 Q;=—6,7—10=—16,7t.

Die @ verlaufen zwischen g¢—¢, d —f und g —1i wegen Gleichstreckenlasten je
geradlinig.

(204) Biegemomente durch Zeichnung. Seileckverfahren. In Abb.21a kén-

nen die Krifte 4, P, P,, P,, B mittels Kriftedreiecke Abb. 21b ersetzt werden

7
A
Sa L
S
£33
S
o e— ]
* %S,

Abb. 21a u. b, Seileck als M-Linie.

durch Komponenten 8,841, 814812, 821823, 832835, SpsSpq. Das Biege-
monent M an Stabstelle s ist gleich dem statischen Moment von 4, P;, P, oder
von 844, Sq1, S1a, S12, S21, 823 in bezug auf s. Von diesen heben sich gegen-
seitig 841, S1g und Spg, Sp; auf; somit ist M = Moment von Sgp und Sp;.
Diese zerlegt in H und V,, bzw. H und V,, ergibt M = Moment der beiden
H oder M=H"'y.

15%
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Wird H im LastenmaBstab und y im TrigermaBstab ausgedriickt, dann

folgt M in mt oder cmkg usw.
Verfahren nach Abb. 22 fiir den Freitriager und nach Abb. 23 fiir den Triger
mit Kragarmen; hierbei entstehen M mit Vorzeichenwechsel und Nullstellen.

!

Gl

Abb. 22, Freitriger. Abb. 23. Trager mit Kragarmen.

Stets kann die M-Linie nach Bedarf auf die waagerechte Grundlinie um-
gezeichnet werden.

(205) Mittelbare Belastung. Wirken die Lasten nicht unmittelbar
auf den Triger, sondern auf Hilfstrigern, die sich auf den Haupttrégern abstiitzen,
dann folgt die M-Linie des Haupttrdgers durch Zeichnung nach Abb.24—26
aus derjenigen fiir unmittelbare Belastung, die durch Rechnung oder Kon-
struktion gefunden werden kann.

= ~ ———
N /7 \\ /// &

/ / N Y .
V ) 7 \,

Abb. 24—26. Mittelbare Belastung.

e

Spannungen.

(206) Das Hookesche Gesetz als zutreffend vorausgesetzt. Grundlegend ist die
durch Versuche bestiatigte Annahme, daBl anfinglich ebene Normalquerschnitte
bei Verbiegung eben und normal zur
Stabachse bleiben. Zwei um Az ab-
stehende Querschnittsebenen 1 und 2
neigen sich nach Abb. 27 gegenseitig um
A(p; eine Faserschicht, Nullschicht oder
neutrale Schicht, behilt die angenom-
mene Linge Az bei, und die Verlinge-
rung A der um y von der Nullschicht ab-
stehenden Faserschicht ist proportional y.

Wegen Proportion zwischen ¢ und 4
und zwischen A und y ist ¢==cy, worin
¢ = Proportionsfaktor.

Abb. 27. Biegespannungen. Aus den Ansitzen I—II1 (202)
folgt:

1. JoAF =¢ 3 yAF =0 oder ' yAF =0, d.h. nach (129) ist die
Nullinie z—z eine Schwerlinie des Querschnitts, und die Stabachse fillt mit
der Stabschwerlinie zusammen.
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1I. @ = }'t A F; die Schubspannungsverteilung iiber den Querschnitt wird
an spiterer Stelle, (238), erortert.

1II. M= }oyAF =c¢ S y2AF = ¢ J, worin J = Y'y?AF das iquatoriale
Flichentrigheitsmoment des Querschnitts bezeichnet.

Somit 2 d =
0! G——-J un 6—7y~

Die o sind demnach nach Abb. 27 linear iiber den Querschnitt verteilt und
verschwinden in der Nullschicht.

GroBtspannungen treten an den AuBenfasern auf. Unten ist O=-5¢

M
(Zug), oben g, = -7 e, (Druck). MaBgebend ist das groBere e, das
o o M _M
M= TSI W

liefert, worin W —J :e das Widerstandsmoment des Querschnitts bedeutet,
M in cmkg, J in cm%, ¢ in cm und W in cm3 liefert die ¢ in kg/cm?.
Hieraus folgt die Spannungsbedingung M: W <k, bzw. M: W<k
M

und das erforderliche Widerstandsmoment W,,:T oder = s
£4

Statt dessen setzt man auch
MWk, wd WZ2M:k,,
worin k; — zulissige Biegespannung = k, oder = k.

(207) Fiir Stoife, die das Hookesche Gesetz nicht befolgen, ergibt sich
keine lineare Spannungsverteilung. Besteht zwischen Spannung und
Dehnung beim Zugversuch das Potenzgesetz &:0™ = o Dreck
und verlduft fiir Stoffe mit » > 1 (GuBeisen, Natur-
und Kunststeine) die Zug- und Druckkurve nach
Abb. 28, dann ergibt sich maxo stets kleiner als auf
Grund des Hookeschen Gesetzes nach der Formel
c=M:W.

Die Spannungsverteilung weicht von der linearen
um so mehr ab, je stirker der Stab beansprucht wird
(s. Abb. 28); es fillt auch die Nullinie nicht genau mit
der Schwerachse zusammen.

(208) Biegeversuche. Der prismatische Probestab Abb. 28. Biegespannungen
wird nach Abb. 178 bis zum Bruche beansprucht. Bei bei GuBeisen.
zihen Stoffen tritt der Bruch entweder gar nicht oder
erst nach sehr starker Verbiegung ein, wobei dann die AuBenfasern weit iiber
die FlieBgrenze beansprucht werden.

Ober Biegeversuche mit FluBstahistiben s. E. Meyer, Z. 1908, S. 167.

Daher sind Bruchversuche nur mit spréden Stoffen durchfiihrbar; tiblich bei
GuBeisen.

M
Man nennt -—%“c—h — K, die rechnerische Biegefestigkeit; wegen
der nicht linearen Spannungsverteilung ist stets K, > K,. Versuche ergeben
fir bearbeitete GuBstidbe

fir die Querschnitte @ W T
Ky: K, ~= 205 1,70 145 215.

Fir unbearbeitete Stibe ist wegen der harten GuBhaut K, geringer, etwa
83 % desjenigen fiir bearbeitete Stibe.
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Sofern bei Zug und Biegung dieselbe Sicherheit gegen Bruch gefordert

K
wird, ist zu setzen k;:k, = K,: K,, woraus k, = £, Eb ; somit nach obigem

z

k, abhingig von Querschnittform?),

(209) Stiibe von gleicher GroBtspannung oder gleichem Widerstande, Soll bei
einem Stab die GroBtspannung ¢=M:W in allen Querschnitten den gleichen
Wert haben, dann miissen W und damit der Stabquerschnitt verinderlich sein.

Zusammenstellung der Stabformen fiir einige Belastungsfille,

Abb. 20—35.
R A
S =
s S
24 g
AN P

%

Kreise vom Durchmesser

y=d \3/ @ : 1 [kubische Parabel].

Rechtecke von gleicher Breite
y =hx: 1 [Parabel].

SEE SEN

Rechtecke von gleicher Breite
y—hx:1I.

Rechtecke von gleicher Hohe

y=">bx:1 [Gerade]. Rechtecke von gleicher Hohe
y="> (x: )% [Parabel].
a ?/ @ 2

| %, S 2t - o v,:'“_;“

¢ ¥ I UNE Ll NS A
e - L1
bemmmmmm e y/AEE—— >

Rechtecke von gleicher Breite Kreise vom Durchmesser

y=hyzia y=h\z":b. y=dVz:a y=d}ab.

Forménderung.
(210) Die urspriingliche gerade Stabachse, Schwerlinie, verbiegtsich nach einer
Kurve, der elastischen Linie, deren Verlauf im weiteren als sehr flach voraus-
gesetzt ist. Die Querschnitte 1 und 2 in Abb. 36 neigen sich gegenseitig um

1) Vgl. Bach-Baumann, E. u. F. 9. Aufl. Berlin: Julius Springer 1924; ferner F.-A.
Heft 48, 89 und 127/128.



(211) Normalspannungen und Lingeninderungen. 231

A= A:y, worin nach (206) und Abb. 27 A= Lingeninderung der Faser von
Anfangslinge Az infolge der Spannung g. Somit A =Azooc und
My M MAx Mdz
= =A — L = — d. = —
Ao xoch aJAxoerAgv 57 bzw. do 7T "
Fiir das weitere ist zu unterscheiden zwischen Stiben mit unveridnderlichem
und verinderlichem J.

(211) Stibe mit unverinderlichem oJ: prismatische Stibe. In Abb. 36 ist

MAx — AF = Flichenelement der M-Linie, doppelt schraffiert, und
o AF

dop= 7 AF = E—j; der Neigungswinkel zwischen Tangenten in #, und %, ist
o o o 1
Pas=24 =7 ZMsz‘TZAF:j'Fab:E‘_iFab )
worin F,,; = Momentenfliche zwischen
a und b.
M

=== -~

L —
7 L t%f
h

Abb. 36, Die elastische Linie, Abb. 37. Neigung der .elastischen Linie an
den Auflagemn.

P Gt

Neigung der Endtangenten der elastischen Linié. Nach Abb.37 ist

o o AFz
Aq):-jAF und Ah=A¢x=7AFx=—E7’
somit
e r b= 5 AFa=C _e8_ 8
—-ZAh—jZ‘AF“—"I‘Q und P=FT=F1

worin Q = statisches Moment der M -Fliche auf linkes Auflager bezogen.
7 —? , worin R auf rechtes Auflager bezogen.

Die Gleichung der elastischen Linie (nur mit hoh. Math.). Werden
die 2 nach rechts positiv und die Ordinaten der elastischen Linie y nach oben

o
Desgleichen ist @, =

d
positiv gesetzt, dann ist E—% == @ deren Neigung und .nach obigem ist

dy)
d(ﬁ; d2y %3y

a
do 7 dz oder 9z IA=T
Aus praktischen Griinden werden die y nach unten positiv gesetzt, somit

folgt die Differentialgleichung der elastischen Linie

a2y « M
=T 5
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Deren Losung mit einfachen Mitteln ist nur moglich, wenn die Beziehung
M — F (z) verhiltnismiBig einfach ist.

Ay’ =2 F (x) folgt 3’ = Neigung der elastischen Linie = | y’dz | C.
J 1

und y = f y'de+C, Die C; und C, folgen aus den gegebenen Grenz-

bedingungen.
Beispiele. 1. Freitriger mit AuBenlast P (Abb. 38). An der Stelle z ist
M = — P( —z), somit

Fir x =0 ist ¥ =0 und y =0, somit C; =0 und C, =0, also

a o, (lz? xs) " _a B PB
y:FP(T———é' A Fir 2 =1 i01gtf—7pg._ll}‘_‘j-§'

[ S
g1 {  EImmym

\KI u\f V) v _[__/51

Abb. 38. Abb. 39. Abb. 40.

A

K
e—2x— ’4 :
| |
. |

2. Freitriger mit Gleichstreckenlast ¢ (Abb. 39).

M _1l—2?

2
)
:54 (_l;_l_?_*_%{)_{_()“
y=2 (L2 2 )t tetoy
Fir =0 ist ¥ =0 und y =0, somit ;=0 und C, =0, also

3. Trager mit Mittenlast P (Abb. 40). Fir linke Hilfte ist

Pz a Pz
M= _— e
Az 5 y' 75

o P x? ‘ o Pad

=—7 7 t0 y=—F 50+
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!
Fir =0 ist y=0, fir T= ist y’=0, hieraus C,=0 und

___ocPl2 . ans_l_aPlzx_aPlaK z) 4(1‘)3]
T Y="7"27J 16J  16J L\ 1 3N/ 1"
o
Fiir x_—2—folgt f_“Pf__ P ﬁ
J 487 EJ48°

Uber ein anderes Verfahren zur Berech der Durchbiegungen s. Unold, Statik f. d.
Eisen- u. Maschinenbau. Berlin: Julius Springer 1925.

Uber ein zeichnendes Verfahren s. R, Baumann, Z. 1910, S. 1675 u.f. (auch in Bach -
Baumann, E. u. F,, 9. Aufl,, S. 522 u. f.).

(212) Konstruktion der elastischen Linie. Fir J = konst., fir weniger
einfache Belastungsfille zweckmiBig. In Abb. 41 ist der Ausdruck

zeichnerisch dargestellt, denn es sind in Wirklichkeit kleine ¢ vorausgesetzt,
wihrend in obiger Abbildung die elastische Linie mit iibertriebenen Ordinaten
gezeichnet ist. Die elasti-

sche Linie bildet somit ein

Seileck zu der als ungleich- AL_

formige Streckenbelastung M raF {—~
aufzufassenden M-Fliche. z | lax _| 4y S

Hieraus ergibt sich das | |

folgende Verfahren: ——+ l
Man zerlegt nach Abb. 42 g4 |
die Gesamtfliche der (durch

Rechnung oder Zeichnung J

. . . pe—iL =F J—|
gefundenen) M-Linie in atS
Streifen von den Inhalten Abb. 41, Seileck als elastische Linie,

F,,F, ... trdgt f1; fa..-

prop. Fy, F, ... lotrecht ab und zeichnet hierzu das Seileck mit Polweite h

und die anschmiegende Kurve, deren Ordinaten bis zur SchluBlinie prop.
denen der elastischen Linie sind. L 665

Die Lage der SchluBlinie ist durch ':<—;80—-‘<-z.5§—-<—18.5—>;e7,l/5 =

3 i

1

i

I

1

die jeweiligen Auflagerbedingungen | ]

gegeben. Q‘% \'
Positive M-Flichen trigt man %\ % /; /

in der Nebenfigur nach unten, ne- ‘&‘\\\ %/é &

gative nach oben auf. Liegt die

SchluBlinie nicht waagerecht, dann

|

ist die Kurve nach Bedarf auf fi‘ !
die waagerechte SchluBlinie umzu- |
. |
zeichnen. Jf; }
MaBstibe hierzu. Ist der Triger im —R—

MaBstabe 1:a gezeichnet, m cmkg Bie-
gungsmoment durch je 1 cm Ordinate der
M-Linie und § cm? der Streifeninhalte
durch je 1 cm der lotrechten Strecken
der Nebenfigur dargestellt, ferner die Pol-
weite zu [) cm gewahlt, dann sind die Or-
dinaten % des gezeichneten Seilecks,

multipliziert mit g =a*mf}. -'o—;-, die wirklichen Ordinaten f der elastischen Linie in cm.

Abb. 42, Konstruktionen der elastischen Linie.

Zweckm4Big wahlt mn far § % eine runde Zahl.
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Beispiel. Triger mit Einzellasten 3,35 t, 2,5 t und 6,15 t, Abb. 42, max M = 1 160000 cmkg.
Profil I 42!/, mit J, = 36970 cm®*, MaBstabe:

6=200, mM=1000000, f=1, H=tcm, E=— —2150000 kglem?®,
a

somit u =0,50; gréBte Durchbiegung nach Zeichnung max y = 1,45 cm, und wirklich
max £ == 1,45 - 0,50 = 0,725 cm.

Weitere B?.ispiele: Freitrager Abb. 43 und Trager mit Kragarm Abb. 44.

(213) Stdbe mit veriinder-

lichem J. Nur Zeichnungsver-

fahren zweckmiBig, da bei der }-
Berechnung kaum lésbare In- *’
tegrale auftreten. J2 f‘
: y
¥
Ve
h
Abb. 43, Elastische Linie fiir Abb. 44, Elastische Linie fur Triger mit

Freitriger. Kragarm.

Ist J stufenweise verdnderlich, abgesetzte zylindrische Welle, parallel-
gurtiger Blechtriger mit Gurtplatten von verschiedener Linge, und haben die
Abschnitte a,, ay... nach Abb. 45
die J;, Jy ..., dann dndern sich die
A @ dieser Abschnitte gegeniiber denen
eines Trigers mit § = konst. im
Verhiltnis J;, J, ... zu diesem $.
Daher werden die M der Strecke a,
im Verhiltnis § : J, , dieder Streckea,
im Verhiltnis J: J, usw. vergroBert,
worin § beliebig anzunehmen ist.
Zu dieser verzerrten M-Linje
(strichiert) wird fiir einen gedachten
Balken vom Trigheitsmoment § =
konst. die elastische Linie, wie oben
angegeben, gezeichnet. In der Regel
wihlt man fiir § das groBte der
wirklichen J.

Bei stetig verinderlichem J,
Balken von nicht prismatischer
~" Form, Welle mit Kegelstiicken,
Abb. 45. Elastische Spule fir veranderliches J. Blechtréiger mit verdnderlicher Steh-
’ blechhéhe, ist der VerzerrungsmaB-
stab v==:J, also entsprechend der stetigen J-Anderung ebenfalls stetig.

In allen Fillen ist in die u-Formel ¥ einzusetzen.

Beispiel fiir abgestuftes J. Abgesetzte Welle, Abb. 46. Hier ist das Verzerrungsverhaltnis
v =(18:15)* =2,074 bzw. o= (18:12)* = 5,063.
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1
Aus a=40, m =100000, f=1,25, = 5153 cm!, E:;:zzooooo und
H=1,135 cm folgt u ==0,02; an der Laststelle ist n =2 cm, somit y =2-0,02 = 0,04 cm.

Eine zylindrische Welle von 180 mm e
Durchmesser ergibe an der Laststelle einen bt
Biegepfeil

%

2 . g0t V///Am
v= 6000 60°-90' . 0i43em, St
2200000 5153 3-150 S -
s

d. i. rund 869/,von 0,04 cm. 7

Beispiel fiir stetig veranderliches .
Trager von gleicher Breite und stetig ver-
anderlicher Hohe, Abb. 47.

M, =0, 1]
M, =2500-10= 25000 kgem, k= 7,5cm [
M,=2500-20= 50000 ,, h= 9,0, |
M, =2500-30= 75000 ,, A=10,5 ,, | 4l
M, =2500-40 = 100000 ,, h=12,0,, !
M, =0

M,’ == 25000 (12:7,5)°* = 102000 kgcm,
M,"= 50000.(12:9)° =118000 ,,
M, = 75000 (12:10,5)° = 112000 ,,
M, =100000 (12:12)> = 100000 ”»

Aus g =25, m = 50000, f=2,

/=1135¢cm

:i6'12" = 864 cm*,
12

E=- =2150000, §=1,49¢cm

a
folgt u = 0,05; s = 2,2 cm liefert
s = 2,2 0,05 =0,11 cm. Abb, 46, Abgesetzte Welle.
fe——600 600
| 5000 kg

fe—— 200 —t<200>] ezao—>$<—w0——>1

&

) ]
[ : ,
|

NN
&

s
_:;::::;_ )

< =t490m—>|

Abb. 47. Triager mit wechselnder Héhe. -
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Ein prismatischer Stab von 12 cm Hohe und 6 cm Breite liefert einen Biegepfeil

5000 120%

= Z150000- 864 48

d. i. rund 88°/, von 0,11 cm.

= 0,097 cm,

Trégheitsmomente und Widerstandsmomente ebener Flichen.
(214) Sitze iiber Fldchentriagheitsmomente. Das dquatoriale Trigheits-
moment einer Fliche, bezogen auf eine in der Fliche liegende Schwerachse S ist
nach Abb. 48 J,= Y y?AF = Y y>2Ady oder Js=f y2dF = fyzzdy.
Nach Abb. 48 ist fiir eine beliebige Achse 4 im Ab-
stande e von Schwerachse S das axiale Trigheits-
moment

Jo=X(y-FeAdF =3 (y*+2ye-}e)AF
=Y AF -2ey ydF 4 2 FAF=J,+| e F;
Steinerscher Satz. Denn der zweite Ausdruck bildet
das auf Schwerachse bezogene statische Moment von F

Abb. 48. Tragheits- = und verschwindet.

momente,
Bezeichnet
F,F,... die Teilflichen einer Gesamtfliche,
e ey ... deren Schwerpunktabstinde von einer gemeinsamen Schwerachse S,
JyJ,. .. dje dquatorialen Trigheitsmomente der Teilflichen bezogen auf deren

Schwerachsen parallel zu S,

dann ist fiir die Gesamtfliche das auf Achse 4 bezogene Trigheitsmoment
Jo=Jd,+Jy+...+F ed+Fyel....

Trigt man nach Abb. 49 winkelrecht zu be-
liebigen Schwerachsen S die Trigheitsmomente J, als
Strecken ab, dann bilden deren Endpunkte eine zwei-
fach symmetrische Kurve vierten Y,
Grades. Die beiden Symmetrie-
achsen X und Y heifen Haupt-
achsen und die zugehorigen Trag-
heitsmomente J, = maxJ und
J, = min J  Haupttragheits-
momente. 5

Bildet die beliebige Schwer-
Abb. 49, Trigheitsmomente achse S mit der X-Achse den Y

fiir wechselnde Achsen- ~ Winkel ¢, dann ist Abb. 50. Trégheits-
richtungen. J;=maxJ cos? & -}- min J sin? c.. cllipse.

Ist maxJ = minJ ==/, dann ist fiir jede beliebige Schwerachse
Js=2J cos? ¢ -}-J sin? ¢« =J, d. h. unverinderlich; die Kurve ist dann
ein Kreis.

Bei symmetrischen Flichen fillt die Symmetrieachse stets mit einer der
beiden Hauptachsen zusammen.

Der Ausdruck i:]/J :F bildet eine Strecke und heit Trigheits-
halbmesser.
Die Ellipse nach Abb. 50 mit den Halbachsen i, == }J,:F und 4,

= [/Jy:F' in Richtung der Hauptachsen heiBit Trigheitsellipse. Fiir eine
Achse S ist J; = F32.
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Der Ausdruck 0 = S zyAF oder ozfxde nach Abb. 51 heiBt
Flichenzentrifugalmoment. Fir die Hauptachsen ist C=0.

Bezeichnet in Abb. 51 O einen beliebigen Punkt, der auch mit Schwerpunkt
zusammenfallen kann, dann ist J'= 302 A F oder J' = f e?dF das auf
O bezogene polare Flichentrigheitsmoment. Es ist auch
J=Y 2+ ) AF =Y 2 AF - Yy A F =J,-J,.

(215) Zeichnerische Bestimmung von J nach Mohr,
Abb.52. Man zerlegt den Querschnitt F inschmale Strei-
fen AF, zeichnet hierzu das Seileck mit.Polabstand — >

derart, daB die Endstrahlen je 45° Neigung haben; damit
folgt zunichst die Schwerlinie §. Verlingert man die zu
Element AF gehdrenden Seilstrahlen bis zur Lotrechten £

im Abstande e von S, dann sind die beiden schraffierten Abb. 51. Zentrifugal-
moment und polares

schmalen Dreiecke einander dhnlich, daher Ak: x = AF: > Tragheitsmoment.
AF AF.

und Ah:sz " und Fliche A @ = %Ah- a0 %, die von AB — Seil-

linie — CDEA eingeschlossene Fache ist @ = J’A D = %ZAF@Z L]ﬁ"

oder J,=F @, d.i. das auf Achse
A B bezogene J des Querschnitts.
Ferner ist fiir die Schwerachse AF
Ji=dJ,—Fe2=F® — FP,, worin -
@D, = ¢ == Fliche ADE, oder J,= -
F@,,worin @, =— @ — P, = Fliche {
zwischen Seillinie und Geraden BD !
und DC. . ;
|
|
!
|
|
1

i
| i
Ist die Figur im MaBstabe 1:qa % | AC
gezeichnet, dann ist die gemessene 4 !

Fliche @, oder & mit a? zu mul-
tiplizieren, wihrend F die wirkliche
Fliche der Figur bezeichnet. 2e F—x—>

(216) Aquatoriale Trigheits- und
Widerstandsmomente der wichtigsten
Querschnitte. Die J und W sind stets
auf die in die Abbildung eingezeich-
nete Achse bezogen. Werden die

gedriickt, dann ergeben sich dieJ in K———e——;l

Querschnittsabmessungen in cm aus- EL\46°
cm* und die W in cm3, Hierzu Abb. 53
bis 74.
UnregelmiaBige Querschnitte |

werden in schmale Streifen parallel  Abb. 52. Tragheitsmoment durch Zeichnung.

bhd
_ bR 36
T2 3
W———‘& fiir
bh? 24
6
e=£h
3
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7 1 J—=" (Di_ gt
Z////% ,:& W — i 64 ( )
_J 6 _=D'—a
gy " "3 D
T | 0 o asns
W= % 33 | lerer Durchmesser) | W A2 0,8Dy?d
=0,11785 A3 g Ta’d
4
J="—dA~o,05d4 Wz,ﬂfb

£ ) &
W:”??N(Mdg J:%(a“b—aﬁbl)

T
~—a%(a+3b)d
y 4
Z//////’ g B W=2R wal b
<> Qo =
o= ‘g _6b2—|—6bb1—|—b,“‘h3
& Il W =0,5413 R® 666 +5)
Py ™~ ’ ’—‘Jb"“ ”:b,"‘ W:6b2+6bbl+—b—12h2
7 7 12 (35 4 2b,)
e o= 120420
£
<
¢

J = b (h3 - hls) +b1 (h1s - hzg)
12

W b=k b (b —hY | BE 4B BHbA
6h 12 6H
J_BH-bW . BH'—bR
- 12 T 6H

B J=1/3(Be—bh’+ae,?)

_1aH*bd?,
“= %2 aH-Lbd’
e,=H—e,

J=1/;(Be,*— B, h* 4 beia—blﬁls)
. ___1_aH2-—|—- B,d*-}b,d,(2H—d,)
172 aH -+ B,d+b,d,
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(217) Tragheits-und Widerstandsmomenteder Kreisquerschnitte.
J= | W= J=|w= J= = J= |[W=
g | =d | ad | g | ad | ad) g | adt | 2d | g | =d | ad
64 32 . 64 32 64 32 64 32
cm cm? cm? cm | cmt cm® | cm cm? cm?® | cm cm* cm?
5,0 | 30,68 12,27 | 10,0 | 490,9 | 98,17 15,0/ 2485  331,3
0,1 | 0,0Q00049 0,000098 | 5,1 | 33,21 | 13,02 | 10,4 | .510,8 | 101,2 |15,2| 2552 | 3358
0,2 | 0,0000785| 0,000785 | 5,2 | 35,89 | 13,80 | 10,2 | 531,3 | 104,2 |154| 2761 | 358,6
0,3 | 0,0003976| 0,002651 | 5,3 | 38,73 | 14,62 | 10,3 | 552,5 | 107,3 15:2 2907 | 372,7
04| 0,001257 | 0,006283 | 5,4 | 41,74 | 15,46 | 10,4 | 5743 | 1104 |158| 3059 | 387.2
0,5| 0,003068 | 0,01227 | 5,5 | 44,92 | 16,33 | 10,5 | 596,7 | 113,7 l460| 3217 | 4021
0,6 | 0,006362 | 0,02121 | 5,6 | 48,28 | 17,24 | 10,6 | 619,7 | 116,9 ?
0,7 | 0,01179 |0,03367 | 5,7 | 51,82 | 18,18 | 10,7 | 643,4 | 120,3 |16:2| 3381 | 4174
0,8 | 0,02011 | 0,05027 | 5,8 | 55,55 | 19,16 | 10,8 | 667,8 | 123,7 |16,4| 3551 | 433,0
09| 0,03221 |0,07157 | 59| 59,48 | 20,16 | 10,9 | 692,9 | 127,41 |16,6| 3727 | 449
16,8 3910 | “465,3
6 7
1,0 | 0,04909 | 0,09817 | 6,0| 63,62 21,21 | 11,0 [ 718,7 | 130,7 17.0| 4100 | 4823
1,1 | 0,07187 | 04307 | 6,1 | 67,97 | 22,28 | 11,1 | 7452 | 134,3
1,2| 0,018 | 0,696 | 6,2| 72,53 | 23,40 | 11,2 | 7724 | 137,9 :;’i 1?(9)(6) ‘;?9'2
13| 01402 |02157 | 63| 77,33| 24,55 [ 11,3 | 800,4 | 1417 |I7g GO0 | 22
1,4| 01886 | 0,2604. | 64| 82,36 | 25,74 | 11,4 | 8204 | 1455 |178| 4928 | 5537
1,5 | 0,2485 0,3313 6,5 | 87,62 | 26,60 | 11,5 | 858,5 | 149,3 |
1,6 | 0,3217 | 0,4021 | 6,6 93,14 | 28,23 | 11,6 | 888,8 | 153,2 |18,0| 5153 | 572,6
1,7 | 0,4100 0,4823 6,7 | 98,921 29,53 | 11,7 | 919,8 | 157,2 ]
18| 05153 | 05726 | 68 (1050 | 3087 | 11,8 | o517 | 1613 [132) 3356+ L9
1,9] 06397 | 06734 | 6,9 |111,3 | 32,25 | 11,9 | 9844 | 1654 | el Torc | gt
20| 0785 | 07854 | 7,0 117,0 | 33,67 | 12,0 | 1018 | 169,6 | 88| 6132 | 6523
2,1 | 0,9547 0,9092 7,1 1124,7 | 35,4 | 12,1 | 1052 173,9 19,0| 6397 | 6734
2,2 | 1,150 1,045 7,2 |131,9 ' | 36,64 | 12,2 | 1087 178,3 l19,2| 6671 | 694,9
2,31 1,374 1,194 7,3 |139,4 | 38,19 | 12,3 | 1124 182,7 l19,4| 6953 | 716,8
2,4 | 1,629 1,357 7,4 1147,2 | 39,78 | 12,4 | 1161 187,2 |19,6{ 7244 | 7392
2,5 | 1,917 1,534 7,51155,3 | 41,42 | 12,5 | 1198 191,7 |19,8| 7544 | 7621
2,6 | 2,243 1,726 7,6 |163,8 | 43,10 | 12,6 | 1237 196,4 |—— ;
’ g 854 .
2712600 1032 | 771726 | 4482 | 127 [1277 | 2o [200] 7854 7854
2,8 3,017 2,155 7,8 [181,7 | 46,59 | 12,8 | 1318 205,9 |20,5| 8669 | 8458
2,9 3,472 2,394 7,9 [191,2 | 48,40 | 12,9 | 1359 210,8 |21,0| 9547 | 909,2
- 21,5| 10489 | 9757
3,0 3,976 2,651 8,0 201,1 | 50,27 [ 13,0 | 1402 " 2157 | )| 41499 | 1045
3404533 295 | 81/2113 | 5247 | 131 [1446 | 2207 |25 2 e
3,2 5,147 3,217 8,2(221,9 | 54,13 | 13,2 | 1490 | 2258 g
3,3 5821 3,528 8,3 (233,0 | 56,4 | 13,3 | 1536 | 231,0 [23.5 :gggg :2?‘
3416560 | 3850 | 842444 |89 134 1583 | 2362 |20 19%R 17
3,5 | 7,366 4,209 8,51256,2 | 60,29 | 13,5 | 1630 241,5 ’
3,6 | 8,245 4,580 8,6 |268,5 | 62,45 | 13,6 | 1679 247,0 [25,0| 19175 | 1534
3,7 9,200 4,973 8,7 |281,2 | 64,65 | 13,7 | 1729 252,4
3,8 [10,24 5,387 8820414 | 66,90 | 13.8 | 1780 | 2580 32;3 ggﬁg ;§§§
3,9 11,36 5,824 8,9 (308,0 | 69,21 | 13,9 | 1832 263,7 |26.5| 22331 | 1680
2 ,0 |322 1, 6 | 2 27,0| 26087 | 1932
4,0 [12,57 6,283 9,0|322,1 | 71,57] 14,0 | 188 69,4 sl 2o | 200
4,1 (13,87 6,766 9,1(336,6 | 73,98 | 14,1 | 1040 | 2752 |28,0| 30172 | 2155
4,2 115,27 7,274 9,2 (351,7 | 76,45 | 14,2 | 1996 281,1 |28,5( 32385 | 2273
4,3 116,78 7,806 9,3 |367,2 | 78,97 | 14,3 | 2053 287,1 |29,0| 34719- | 2394
4,4 |18,40 8,363 9,4 |383,2 31,54 14,4 | 2111 2031 |29:5| 37176 | 2520
4,5 (20,13 8,946 9,51399,8 | 84,17 | 14,5 | 2170 | 299,3
4,6 121,98 9,556 9,6 |416,9 | 86,86 | 14,6 | 2230 305,5 30.0| 39761 | 2651
4,7 |23,95 10,19 9,7 |434,6 | 89,60 | 14,7 | 2292 | 311,9 |31,0| 45333 | 2925
4,8 26,06 10,86 9,8 452,8 | 92,40 | 14,8 | 2355 | 318,3 |32,0|-51472 1 3217
4912830 11,55 9,0 [471,5 | 95,26 | 14,9 | 2419 | 324,38 |33:0 58214 |3528
34,0/ 65597 | 3859
5,0 30,68 12,27 10,0 |490,9 | 98,17 | 15,0 | 2485 | 331,3 |35,0| 73662 | 4200
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zur Achse, fiir die das Trigheitsmoment bestimmt werden soll, zerlegt. Sind
fi, fs ... die Flicheninhalte der einzelnen Streifen und y,, y,... ibre Ab-
stinde von der Achse, dann istJ~<f, ¥,> 4 f39,® 1 ... (Summierung zweck-
miBig tabellarisch durchzufiihren).
Fiir die deutschen Normalprofile fiir Walzeisen s. Tafeln in Abschnitt
l?;.lath]ba“’ die auch die Hauptachsenrichtungen der unsymmetrischen Walzeisenprofile ent-
en.

Momentenlinie und elastische Linie fiir die wichtigsten
Belastungsfille.
(218) Bezeichnungen: Lasten P und Auflagerdriicke in kg; Streckenlasten ¢

1
in kgfem; J in cm?; P E in kg/cm?; Momente M in cmkg; die Ordinaten y

der elastischen Linie und die Biegungspfeile f in cm.

In diesen y und f ist der EinfluB der Querkrifte nicht enthalten. Diese vergroBern
diese Werte bis zu 159/, und zwar um so mehr, je kleiner die Stablinge im Verhaltnis zur
Stabhohe ist. In gewdhnlichen Fillen zu vernachlissigen.

(219) Statisch bestimmte Falle. Hierzu Abb. 75 bis 86. Die Auflagerdriicke,
M -Linien und max M gelten fiir beliebigen J-Verlauf, die Gleichung der elasti-
schen Linie und die Biegungspfeile aber nur fiir J == konstant, also fiir prisma-

tische Stibe.

B=P
M=-—P(l—x); maxM=— Pl
3 /xz\? 1 [x\®
N ey
| Yy=357 2\1/ 7 2\1
fo P
T J 3
o« Pl*_3f
=T 2 T 21
! Gesamtlast P—gl, B=P
P 2
M:————l[i——:{J;maxM=——Pl
2 l 2
: 75 )50+ G)]
=" 1(Z) (2 bl
J 8 l 3\1 +3 !
__a PP o PP 4f
=773 =776 31
] G _ql .
esamtlast P_—2—, B=¢Q
3
M:—ﬂ(1—3—>;maxM_~—fl
3 4 3
=55 -6+ 6)
3 v=77% W)~ Tz
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N 2
{”nﬂx \ M=12 maxM=—£
l/ { P \l 2 ' 4
- o =t BE[(=) 4 (2)]
A ' J 16 L\1 3\1
—
:_;L '___V__"_ f— a PPB
H-IS@*L ! T J 48
I £ > o« Pl"_ﬁ
¢ T 16 1
4—pP2 B—pP°?
P A s l I
% - max M = — Pa
| \an// II o« Pa’b
5| ! f=7
| ! | 3
|__¢—|———— _iPal iPal
4 ! Pe=T 3 =T 6
—-xilc
—az < 4 | o Pa(2143q)
T =g
b a
A=P°2, B=P-
P5; B=P;
Ma=P%xa; Mb=P%‘”b; maxM:PaTb
— 53 -G -]
. W=7 T\T 1
/.,fmmﬂx ~. _aPPaux [1_(a>2 <xb>z"|
Wi . RN Yo=7F 611 7 1)
N S G (e s
6 R R e J 3\ \1 J 31
ATSR %’@Vr . 1  2a 1
%_‘_ﬂ_f’ | maxffur 6:6.‘/?-—}—5—5_3"
fe—a— a4 b——> : wenn b >a.
aPl*ab( 3)_ (1 1_)
=75 \'T7) =Gt
_xPPab( ) (1) 1)
n=-7¢1:\'T7) =gt
_aPPab(b o)
Pe="F 3TTI\T 1

Hilfsbuch f. d. Maschinenbau. 8. Aufl.

16
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|
) i
| 1

+ i /-
i [ ]
| |

Iy
q?y

|
a |
!

7.
4

Gesamtlast P =gql, A:B:?
=5 5-6]
2 L1 \1/ 1

P
me=?l=o,125 Pl

=5 12 @)+ ()]

le— 57931 —>i

Gesamtlast P:q—l, A_.—_-lP, B:EP
2 3 3

Pl

3 [% o (%ﬂ

M=""

maxM:—?—_Pl=0,128Pl
9Y¥3

v=7 s 15— () 3 (0]

f=— P-0,01304 I

8

SR

Trapezlast = P
max M liegt zwischen
0,125 P1 und 0,128 P1,

f liegt zwischen
%1?-0,0130213 und —;P-O,0130413,

je nachdem mehr dem Fall 7 oder 8 sich
nihernd.

ax

ql

Gesamtlast P — >
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A=B=P
max M = Pec
yd M, P
VR 2l AN _L‘Eﬂﬁ< 3 )
Al Y '8 f 73 c—[—Za
| i
| | %
11 r—e—»}——a——»}—o—j max f__—* (3a%-}-8¢* 4+ 12ac)
Il i
NY 7 2 N N
| 7 S Imax l __a Pe
I%r ; | ‘Pa—‘—( ~+¢)
-
‘Pc~J 2
A=B=P
max M = Pe¢
c L ;
G T (g T bd 2
P A‘ :B P f= « Pel?
A 1 J 8
N % % Y
12 . Y ! , o ch< 3l>
i1 Mmax | = =27 27
\'h / f'=7 3 et 3
| Pz
?7%%? T g
] _1¢L‘ | @ J 2
a Pec
‘Pcz“i(l‘{‘c)

(220) Statisch unbestimmte Falle. Hierzu Abb. 87 bis 90, Sémtliche An-
gaben gelten nur fiir J — konstant.

Anm, Diese Fille setzen vollstindige Einspannung voraus, die bei einge-
mauerten Trigern mangelhaft erfiillt ist, weshalb dann besser nach Fall 4 bzw. 6
gerechnet wird.

2

P
= — (Mittenmoment)

13 P M,— M, —— 5 (Einspannmoment
L < 2 [- 6]
el L Y="7 16 3\7
Rt aP D

f=7‘ 192

16*
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Gesamtlast P—g¢l, A= B—= g
Pl
M =—- (in Stabmitte)
24
Pl
14 M,=M=—=maxM =71 (Binspannmomente)
Z —_ﬂl"__i__,___ ! aP BB [/z\? z\3 | [z\*
->!amzl<—'—as7l7n——>:amz e «aP D
=73
5 11
—2p; B=11
> 4 16’ 16 P
% / i =3 Pl (in Stabmitte)
32
P
5 My=max M L (Einspannmomente)
Q—W’ 16
——Zm' :a_lj 7—l3
! L A )
oo z «P B
max ="+ ——
J 485
Gesamtlast P =gql, A:%P, B:%P
u="2(3 1)
o L i —2 41
|
4 Al ., max M= — I;l (Einspannmoment)
] < ¥V
‘max 9 3
16 \ '—=-_PIl fir a= 31
- N M=pg bt 2=y
| ~ ‘_"—”;,,;- Eﬁ — g B [_a.: —3 (£)3+ 2 <£>4—l
aszrst it =T sl i i)
|
e— A =l aP B
= —— —— fii = 215 1
max [ 7 18% fir # = 0,4215
, oP B 3
= — = -1
=71, &*=3%

Treten zwei oder mehrere der genannten Belastungsfille gleichzeitig auf,
dann addieren sich die Auflagerdriicke, Biegungsmomente und Ordinaten der
elastischen Linie fiir die einzelnen Belastungsfille algebraisch.
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Verschiedene Biegefille.

(221) Triiger mit Kragarmen, Abb.91. Stitzmoment M, = — QTa , Mitten-
ql /1 ql2 . . R
moment M, = Sl a)— < Kleinstes Profil, wenn gleiche Absolut-
21 12 2
werte von M, und M, also 2~ (— —_ a) N LA ol , liefert a =—=0,2072
2 \2 8 2
und M, =0,0215 qi2, M,= —0,0215 gl
L e [ e—— ] —>]
T IR lIIHI;HIIlIIIHIIIIH
T | %l
M
<-a->|4 L TG T v 37
. /m - M i .8/‘
Abb. 91, Triger mit Kragarmen, Abb. 92, Trager auf drei Stiitzen.

(222) Triiger auf drei Stiitzen mit Gleichstreckenlast. Zwei gleiche Felder
nach Abb. 92, J = konst. Stiitzdruck X folgt aus Bedingung, daB Mittendurch-
biegung infolge ¢ und X verschwindet; somit

o g(21)ts5 gc_X(zl)3

f= T 384 7 as =0, woraus
5 1 < 5 ) 3
X="-¢ql, A=B=—(ql—=9ql)=—=9¢ql.
g 5 \d 37 g 4!
An Stabstelle z ist @ —=A4 —gqr=¢q (%l ), und Feldmoment
2
M= Az——ﬂ:i(ilz—x’).
2 2 \4

Lage von maxM folgt aus @ =0 zu x= %—l, damit

max.lkt——iql2 x—il liefert M = 0.

128

1
z =1 liefert Stiitzmoment M, = % (% 12— l2> =31 12, also groBer
als obiges max M, daher maBgebend.
Liegt Mittelstiitze um f =0,0131 §ql4 tiefer, dann ergibt sich X =1,1716 ¢,

groBtes Feldmoment == 0,0858 ¢l2 und Stiitzmoment = — 0,0858 gl%. Somit
1,457fache Steigerung der Tragfahigkeit.

(223) Laufkrantréger, darauf rollende Katze mit den Raddriicken P, und P,
und dem Radstande @, Abb. 93.

Es sei P, > P,. Die Resultierende aus P, und P, ist R=P, + P, und hat
von P, bzw. P die Abstinde @, =P, a: R bzw az_.P a:R.

Eine beliebige Trigerstelle erhalt das groBte M, wenn eines der beiden Rider
dariiber liegt.
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Liegt Rad 1 dariiber, dann ist nach Abb. 93a A= R’—x%“l:
2
:R(1——%_t_;l) und unter Rad 1 M:Az:R( _%_?)’ das
- —_— 2
liefert Parabel. Fiir le 201 ist max M — R ( 4;‘1) .

Liegt Rad 2 iiber der Tragerstelle, dann liefert eine gleiche Rechnung
2 —
M:R(y—y——““—y), d. i. Parabel, Abb.93b. Fiir y:lT"2 ist

! l
l1—a)?
= maxM'=R g—‘4;%’3)<maxlk[.
A1
4 i i@ Da fiir die einzelnen Trigerstellen das jeweils

! groBere M aus beiden Katzenstellungen zu nehmen
ist, folgt als maBgebende M-Linie die ausgezogene

2 e
A
) Linie nach Abb. 93¢, die auch die Katzenstellung
”—I;m\ff‘- fiir max M zeigt.
i

1 Sonderfall: P =P,=P, R=2P,
z a, = a, = a:2. MaBgebende M -Linie nach

P a\?
I—E im Abstande

4 ! Abb. 94 mit maxM — —
l,', V2 1 21

F : ——— von A; das
: _‘azi ‘¢ 2 4 - i a alal a
; . bere Stiick der M- | ¢ ‘
ag— . o H T+
R i Linie wird der Einfach- | AFE PP
! Mo, —— S heit wegen waagerecht = F— *x
e = r durchgezogen. Die Abb. ! +
| ~ gl " 184~  zeigt auch die bekannte !
s vy ¥ XY i !
f =t = z Parabelkonstruktion. ! |
ol R
'l % z e 5 " Anwendung auf Lauf 4. ' -2

krane s. Abschn. Hebe-
Abb. 93 a—c. Laufkrantriger. zeuge. Abb. 94. Laufkrantriger.
(224) Triger mit beliebigen Wanderlasten. Bestehen diese aus mehreren
Raddriicken von unverinderlichen gegenseitigen Abstinden (z. B. Raddriicke
eines Eisenbahnzuges), dann das Seileckverfahren zweckmiBig.

Alad 444 444 4
Vil
yal
/7 I
S
¥ a7
x + va
i i F——r s - ’Zn + 2
™ I : 2 g
[N 4
AN H P
[N W+ (3
| [ I O B~
e 4,,»:\,:74; / y
\' i > 7H
Il ’\: ’
1 v
\ /// N\, ,;
~ 8
B
4
o]

¥ ki
Abb. 95 u. 96. M-Linie fiir beliebige Wanderlasten.
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Man zeichnet nach Abb. 95 den Triger in mehreren Lagen in das Seileck
der Raddriicke; fiir jede Tréagerstelle liefert dann die jeweils gr6Bte Seileckhohe,
multipliziert mit H, das maBgebende Moment, das die M-Linie nach Abb. 96
ergibt. Diese ist stets angendhert eine Parabel.

(225) Walztriigerprofil bei gegebener Durchbiegung. Im Hochbau soll Durch-
biegung einen bestimmten Bruchteil der Stiitzweite nicht i{iberschreiten; meist

ist f< ?IOT) verlangt.

Soll f=1:£ und gleichzeitig max M : W = k; sein, dann folgt die erforder-
liche Trigerhthe

1&k LEE,
fiir Mittenlast A =« 56 L2 fiir Gleichstreckenlast b = o fgb .
9
Beispiel. Gleichstreckenlast ] = 700cm, § = 500, Fk» = 1200 kg/cm?, —:? =E
700 - 500+ 1200
p— 2 — —_—
= 2100000 kg/cm?, h = 1,8-2100000 = 41,8 cm,

Statisch unbestimmte Fallel).

(226) Statische Unbestimmtheit liegt vor, wenn die statischen Gleich~
gewichtsbedingungen zur Ermittlung von Auflagerkriften, Biegemomenten usw.
nicht ausreichen, sondern wenn hierzu das elastische Ver-
halten des vorliegenden Trigers oder Stabwerks mit in
Rechnung zu ziehen ist. Nachstehend einige Fille.

(227) Triger mit Einspannung und freiem Auflager
bei Gleichstreckenlast, Abb. 97. Betrachte den Triger
als Freitriger und bestimme unbekannte Auflagerkraft X
so, daB die Durchbiegung des Endpunktes Null wird. So- Abb. 97. Triger mit Ein-
mit nach (219) Fall 1 und 2 spannung und Freitrager.

o gt XPB 3 .
f JL8 3 :, 0, woraus X 8ql,

an Stelle z ist

3 22 ql(3x 2
M:— — —_——|—— ]
seie—ar =5 (5 —7);

vgl. auch (220) Fall 16.

(228) Starrer Korper an drei Zugstangen hiingend,
Abb. 98. Zugstangen von verschiedenen Werkstoffen, Lingen
und Querschnitten in symmetrischer Anordnung.

Zug in Mittelstange — X gesetzt, Zug in AuBen-
Q—X

stangen je
Abb. 98, Kérper an

Gleiche Verlingerung der Stangen liefert drei Zugstangen.

X, (@—X)i
%, T T 2E,

Probe: oy =ay, F; =F, und I, =1, liefert X =@Q:3.

b

Q l
Al= undX:alle:(alle—}—azI—:‘;—).

Y) Vgl. R. Baumann, Anschauliche Lésung iniger statisch unbestimmter Aufgaben.
Z. 1913, S.1911.
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(229) Triger mit Gleichstreckenlast und Zugstange, Abb. 99. Zug in Stange
= X. Trigerdurchbiegung durch ¢ nach unten und Zug X nach oben gleich
Verlingerung der Stange liefert

. q-5 Xla]_ Xa 5 gl a o 1
=3 [ 84 a8 | Vs X=gg g (T+7£>‘

(230) Drei Freitriiger, durch Stangen verbunden, Abb.100. Zug in Stangen
=X und Y. Die Durchbiegungen f,, f,, f5 rithren her von Lasten P und X,

%
’; re—
A & yﬂfx1:ﬁ
é""_zl- % A S ettt e i’
Abb. 99. Triger mit Zugstange. Abb. 100. Freitriger mit Stangen.

X und Y, Y. Verlingerungen der Stangen sind f; —f, und f; — f;. Daraus
folgen die Ansitze

_ e (P—X)B e (X—-Y)B e Yp
h=y " h=7 5 b=y
Xa Ya
H— fz—“ fz—f:s:“T, .

Zusammenfassung ergibt
i(P—X—X—’—Y)l:’:aEE. 1(X—-Y——Y)la__a£g
J 3 F’ J 3 —%F
woraus X und Y folgen.

(231) Der durchlaufende Triiger. Felderzahl, Belastung und Stiitzweiten be-
liebig, Stiitzen gleich hoch und starr, gleiches J in allen Feldern. Man betrachtet
zwei benachbarte Felder /; und [; mit

, 1A kil Stiitzen ki, 1k, kI, Abb.101a. Den

n.”Zﬁll | HHHJ IH”“ H“H Belastungen des Feldes entsprechen
NI wellenformige elastische Linien nach

& lx——>t<{t Abb.101c, daher die Momente nach

Abb. 101 b iiber den Feldmitten positiv

& \Y ij/\ < und iber den Stiitzen negativ zu er-
\7(% \ ! warten sind ; letztere werden aber im

< v weiteren wegen bequemerer Rechnung

nach Abb. 101d positiv angesetzt,
wodurch die elastische Linie nach
Abb. 101 e entsteht.

An beliebiger Stelle ist M — M,
~+ M,, worin M, von den Stiitz-
momenten und M, von den Lasten
3 ok ki allein herrithrt, Feld /4 fir sich be-
trachtet liefert nach (210) Neigung
der elastischen Linie

_ B4Ry
= J L ’
worin Rj = statisches Moment der M,-Fliche bezogen auf rechtes Feldende
== Trapezfliche - Schwerpunktsabstand, also

M:k—f—Mmlk b2 M+ Myy
2 3 My -+ My

Abb. 101 a—e. Der durchlaufende Triger.

R, — LICH AN
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und $;, = statisches Moment der M ,-Fliche bezogen auf rechtes Feldende, nur
von Belastung abhingig, siehe weiter unten.
Somit ist fiir Feld /; und dann fiir Feld /; durch symmetrische Vertauschung

¢k=%i[%(2Mik+Mkl)+mk],

. o 18
‘Pu=7"17|:?(2-M1k+Mu)+2:]-

Wegen der Stetigkeit der elastischen Linie muB der Knick iiber den Stiitzen
verschwinden, daher g@f;-}- ¢, =0, woraus nach kleiner Umformung folgt

6 6
Myl +2Mm(l.+lk)+Mkzlk—{—T&—kEER,,:o,

d.i. die Dreimomentengleichung nach

Clapeyron; sie driickt Beziehung zwi- | l . 1
schen den drei aufeinanderfolgenden Stiitz- - i ! T

| Z,

|
|
i
I

momenten aus. Fiir die jeweilige Aufgabe
sind stets soviel Gleichungen aufstellbar,
als unbekannte Stiitzmomente vorhanden.
Drei Stiitzen, Abb. 102. Die nega-
tiven My, und My, sind durch Lasten auf
Kragarmen bekannt. Es folgt

Moy 1y +2 My (g 1) - Mo 1,
6 6 :
+q ity R0 I A AT

woraus die stets negative Unbekannte M, ! 2 .
folgt. Gesamter M-Verlauf zeichnerisch iy
nach Abb. 102. Nach Bedarf kann M- L |
Linie auf waagerechte Grundlinie um- ,up 405 4. 103. Trager auf drei Stiitzen.
gezeichnet werden.

Bei Fehlen der Kragstiicke oder bei lastfreien Kragstiicken verschwinden
die My, und M,,, s. Abb. 103.

Vier Stiitzen. Hierbei ist je eine Dreimomentengleichung fiir Feld 7,7,
und /,l; aufzustellen:

6 6
Molll+2M12(ll+lz)+Mzalz‘|‘z21+"l;m2=0’

6 6
Ml”l’+2M23(lz+ls)+Maola‘|‘l_l82'+Em3=0;

woraus die unbekannten M,, und M,g folgen.
Finf Stitzen. Die drei Gleichungen erstrecken sich iiber Feld Iy, I3
und Z3l, und liefern die M;,, My; und My, .
Bei n Stiitzen sind n — 2 Gleichungen fir die n — 2 unbekannten Stiitz~
momente aufzustellen.
Gleiche [ liefern die Vereinfachungen:
Drei Stiitzen:

i
= EH
——— e —

6
M01+4M12+M20+T(81+m2) =0,
Vier Stiitzen:

6
My, 4 Myp 4 My, +T(31+mz)=0-

Myp +4 My + My + % (84 Rs) =0 usw.
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Berechnung der Werte € und R.
Einzellast P nach Abb. 104. Fiir linken Endpunkt ist mit den M-Flichen
F, und F, und deren Schwerpunktsabstinden s, und s,

aba 2 ab b b
2=F,,sa+p,,s,,=PT??a+PT?(a+?>
oder
= Pa(® —a?) : 6 und dementsprechend R = Pb (%2 —b?):6.

i,
i

e———
Abb. 105, Abb. 106.
Mehrere Einzellasten P,, P,, ... in den Abstinden ay by, ayby ...

L="Pa(?—a}):6+ Pya, (12 —ad):6...
R =P, b, (12 —b?):6 1 P,b, (12 —b3) 64...
Gleichstreckenlast ¢ nach Abb. 105
I _qi*

2
Q = R = Parabelfliche i:q_lil =1v
2 ..8 3 2 24

Beispiele.
1. Trdger auf drei Stiitzen mit Gleichstreckenlast, Abb. 106
qi} als
1= ma=a_‘, My, =0, Mgy =0.

6 6
2Mu )+ Sk B =0 oder 2Mu I+ @2+ =0,

thieraus

B4-13
My=—32 Ltk
8 Li+1
4;=4m und l; =5m Kefert
zunichst einfache M-Parabeln
mit Pfeilhdhen M-Linje

J‘I ’ 2 7 7
T ] L
ALY PPN
e A Ay Sm—y R
Abb, 108.
gl st
5 —9g =4 3,125,
ferner
—_aeds :
Mn—‘—‘g— s =-—¢-2,625;
hieraus endgiiltige M-Linie.
2. Belastung nur auf Feld [, liefert mit R, =0
2M4, (L1 6 __ql‘f 0, M e l:{
—_ = WO S = —— .
n bbb o5 =0, woru =T,

Mit obigen MaBen ist M,; = — ¢ - 0,889, hierzu Abb. 107.
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3. Trager auf vier Stiitzen mit Einzellasten, Abb. 108.
8, =53-(5—3):6 = 40,0
Ra=3-3-(4—3):6+4-1-(4—1):6= 205
£:,=3-1:-(4—1):6-+4-3-(4—3):6= 21,5
Ry=2+5(7—5):643°3-(7—3):6 =100,0,

My =—1°+2=—20, My=—1+1=—1,0,

—2,0 52 My (5 41+ Moy 45 400+ -205 =0,

My 4+2My(4+7)—1,0-7+ % . 21,s+% ©100,0 =0.

Hieraus M,y =—2,81 unh My, =—4,53.

Nach Auftragung dieser Werte folgt endgiiltige M -Linie.

Uber Berechnung der Auflagerkrafte, iber rein zeichnerische Verfahren (Festpunkte), iiber
Berechnung bei wechselnden J, bei wechselnden Stiitzenhohen und bei unstarren Stiitzen vgl.
Unold, Statik f d Eisen- u. Maschinenbau. Berlin: Julius Springer 1925.

(232) Knickung.

Gedriickte schlanke Stibe sind gegen Knicken widerstandsfihig zu gestalten.

Wird ein vollstindig gerader Stab zentrisch durch P auf Druck beansprucht,
dann besteht zunichst kein Grund zur Entstehung einer Ausbiegung. Hat aber
der Stab eine urspriingliche, wenn auch sehr kleine,

aber praktisch nicht vermeidbare Kriimmung oder e
greift P mit sehr geringer, unbeabsichtigter 2 % %% uf—
Exzentrizitit an, dann biegt sich der Stab nach
Abb. 109 aus; der Fall entspricht dann der sog. Abb. 109. Knick.
Spitzenlagerung nach Abb. 111.
2
Die Differential-Gleichung der elastischen Linie lautet 2; = —%Py,

worin J das auf die Nullinie normal zur Knickebene bezogene Trigheitsmoment
bezeichnet. Ist der Stab so gelagert, daB er nach allen Seiten frei ausknicken
kann, dann ist das kleinste aller J zu nehmen.

Die allgemeine Losung lautet nach (77)

y=0C,sinnx-}C,cos nxz, worin n= % - P.

Die Grenzbedingungen y =0 fir =0 und x =1 liefern C, =0 und
C,=—0:sinnl. Bei 0<nl< & ist C;,=0, also keine Ausbiegung. Bei
nl=am, also bei P=n2J: al® wird sinnl=0 und 0;=0:0, d.i un-
bestimmt. Die Gleichung der elastischen Linie lautet somit y =0, sinnz
mit unbestimmtem C, bzw. unbestimmter PfeilhShe.

Der Wert P, = a%J : l? heiBt kritische Druckkraft und diese Formel
Eulersche Knickformel. Jede Kraft kleiner als diese bringt keine Aus-
biegung hervor, jede Kraft dariiber bringt den
Stab zum Zerknicken.

In dieser Formel gilt P bzw. P, in kg, J in
cm?, o in cm?/kg und / in cm. -

Fiir die Befestigung der Stabenden nach
Abb. 110 bis 113 gilt

Fall1 Abb. 110 Pr= 1Y, a%J:al?

»w 2 , 1M1 Pr=— n?J ol
»w 3 ,, 112 Pr=225a%J :al?
w 4 ., 13 Py= 4xtJ:al’ Abb. 110—113. Vier Knickfzlle.

Die zulissige Belastung (Tragfihigkeit) betrigt nur P=P,: &, worin &
der Sicherheitsgrad gegen Knicken heiBt ; auBerdem muB die Festigkeitsbedingung
P< Fk bzw. F = P: k erfiillt sein.
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Der auf Knicken berechnete Querschnitt braucht nur bei @, Abb. 110 bis 113,
vorhanden zu sein; an den Enden geniigt der der zuldssigen Druckspannung k
entsprechende Querschnitt. Das Gesetz der Abnahme des Querschnittes nach
den Stabenden hin hat nur geringen EinfluB auf die Tragfihigkeit des Stabes.

Uber Knick bei verinderlichem Querschnitt s. Eisenbau 1915, Heft 10 u. 12.

Die Eulerschen Formeln sind nur bei sehr schlanken Stidben anwendbar,
wihrend gedrungene Stibe schon bei einer kleineren Kraft, als die Eulerformel
ergibt, zerknickt werden. Fiir Spitzenlagerung gilt folgendes:

Bezeichnet o, die der kritischen Druckkraft Pj entsprechende Spannung

and ¢ = \/mm.] F (in cm) den Tragheitsradius des Querschnittes, dann ist
op=Pp: F=mn?J:al? F=" (’L D2=a%: 2 A% worin A=1:% die Schlank-

heitsziffer des Stabes heiBt. Hlernach wiirde die Eulerforme]l die Kurve ab
(Abb. 114) liefern.

a
\=>) Nach zahlreichen Versuchen

Gx . \\ von v. Tetmajer?) gilt die
0004 %\ \‘gb Eulerformel bei FluBstahl nur

fir A>>105, wihrend fiir
A <105 die empirische Geraden-
formel 0;==3100 —11,4 A zu-
trifft, in Abb. 114 durch die aus-
gezogene Gerade dargestellt.
! Nach neueren Versuchen
T T 1 T T von v. K4rmian? stellt die
punktierte Kurve den wahren
Verlauf des oy dar.

Mithin gilt die Eulerformel bei FluSstahl nur fiir o3 < 1900 kg/cm?, d. i.
etwa die Proportionalitdtsgrenze.

Uber die Sonderformeln der Knickstdbe s, Abschn. Stahlbau.

Abb. 114, Euler- und Tetmajerlinie.

Biegung des einfach gekriimmten Stabes.

(233) Schwache Kriimmung, Stabachse mit geringer Abweichung von
der Geraden.

Momente, Querkrifte, Spannungen und Gleichung der elastischen Linie
wie beim geraden Balken, wobei aber die y nicht von der geraden Linie
aus, sondern nach Abb. 115 von der urspriing-
lichen Balkenschwerlinie aus .mit den Ordi-

\llf}/é
W
1 \
b 20— Gt 4 &
ad |
N = : \ 6; (Druck,
~Y -7 E 5 —__J
Abb. 115. Schwache Kriimmung. ’
AN
:naten % gerechnet werden; demnach Gesamt- { LaF r
‘ordinaten =—u K"" 8
(234) Starke Krummung Es bezeichnet N7
nach Abb. 116 M das Biegungsmoment in cmkg b 8y =7 =
positiv, wenn es die Kriimmung verstirkt; Abb. 116, Starke Kriimmung.

1) s, v. Tetmajer, Die Gesetze der Knickfestigkeit. Wien 1913.
2) v. K4rman, Untersuchungen iiber Knickfestigkeit. F.A. Heft 81.
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F den Stabquerschnitt in cm?,

7 den Kriimmungsradius der Stabachse in cm.

Die durch Versuche bestitigte Annahme, daB die Normalquerschnitte eben
bleiben, liefert fiir eine Faser im Abstande  von der durch den Schwerpunkt
gehenden Querschnittsachse, # nach auBen positiv gesetzt, die Normalspannung

., 2 1

~rF + rFxr+n’
worin der Ausdruck

Y
= — < >——A4 F) : F
7
nur von der Querschnittsform und von r abhingt und stets positiv ist.
Abb. 116 zeigt die Spannungsverteilung, die i Gegensatz zum geraden Stab

nicht linear verlduft und eine in der Schwerpunktsachse vorhandene Spannung
erkennen 1aBt.

Bei 7 entspr. n — folto—M M
1 Pr. =& gt ="F — rFxr—e

(Druck),

bei a entspr. =} e, folgt 0, =

2y,
F+r1i’;¢ r+e (Zue),
in der Schwerlinie ist # =0 und %= _p (Zug).

Werte fiir » fiir einige Querschnitte Abb. 117 bis 121.
Rechteck, Quadrat

e r rte v* vt 08
— = =1 —_ == — — ey
L= * n—— 3—{—5—}—7—{—

Il
i

[

2e r

be— Qe —>d
)

Ellipse, Kreis,

1 1 5
— S U M A S
v, 4v+8v+64v+

r

1l
symmetrisches Trapez | !

2r
RO e

{out 25 a0 T2 — =) 1
ba & &
glelchschenkhges Dreieck i iL

[ 1‘+3h I<—}L‘1—".

2r/(2 r 3 | :
_ — -— - - - ——————1 2,
S (e v
3 |

._.__+_.._..______.

4

bty
Kreisring |
ey e =&y ex !
=1 =Yy, 1 !
! J
%= 1oﬁFﬁ+iﬁ+iﬁ+m] !
e3 —e 4 8 64 |
Abb. 117—121,

_ﬁﬂﬁw+—w+*w+ ”
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Fiir beliebige Querschnitte ist % durch Flicbenzerlegung und Berechnung
zu bestimmen, zweckmiBig tabellarisch.

Mit zunehmender VergréBerung von r verkleinert sich x, und die Spannungs-
verteilung nihert sich der linearen des geraden Stabes.

Uber Anwendung auf Lasthaken s. Abschn. Hebezeuge.

Niheres s. Bach-Baumann, E. u. F., 9. Aufl. Berlin: Julius Springer 1924, ferner
Bantlin, Uber Berechnung von x. Z. 1901, S. 164, desgl. Werner, Z. 1905, S. 257.
Tolle, x durch Zeichnung Z. 1903, S. 884. Baumann, Uber Forminderung, Z. 1910, S. 1675
u. 2188; Uber Anwendung auf Osen, Kettenglieder, Z. 1908, S. 339; fiir Potenzgesetz Z. 1911,
S. 140. AuBerdem PreuB, Versuche iiber Spannungsverteilung bei Ausrundung einspringen-
der Ecken, F. A. Heft 126, im Auszug Z. 1912, S. 1349.

Schubspannungen und Winkeldnderungen.

Allgemeines.

(235) Schubspannungen. Wirken Kréfte quer zur Stabachse, dann treten in
den Querschnitten neben den gleichzeitig wirksamen Normalspannungen ¢ noch
Schubspannungen t auf, die ebenfalls ungleichmiBig iiber den Querschnitt
verteilt sind.

Untersucht man ein herausgeschnittenes Korperstiickchen, Abb. 122 (Recht-
kantelement), dann greifen wegen des Gleichgewichts in lotrechter Richtung an
den Flichen 1 die 7, in entgegengesetzten Richtungen an.
— Wegen des Gleichgewichts gegen Drehen wirken gleichzeitig

2 an den Flichen 2 die 7,. Nach dem Satze von den zugeord-

t’l 7 2 7 T’Q neten Schubspannungen, Begriindung s. (284), ist stets
— T, =71,, daher im weiteren nur mit 7 bezeichnet. Somit sind

K nach Abb.123 an der Ecke zweier 90°-Schnittebenen die 7 ein-

. Abb. 122. ander gleich und laufen zur Ecke oder von der Ecke weg, im

endlichen Abstand davon sind die 7 im allgemeinen verschieden.

(236) Formiinderungen. Schubspannungen erzeugen nicht Lingeninderungen
sondern nur Winkelinderungen. Das Rechtkantelement behdlt seine Seiten-
lingen, aber seine Winkel dndern sich nach Abb. 124 um p. Wie bei Normal-

" spannungen zwischen ¢ und & besteht auch z
’ / Proportion zwischen 7 und . Man setzt Wty == 99-y
T T
y=1-f oder y=r1-7, JU
G =
worin § die Schubzahl und G das Schub- Abb. 124.

maB heiBt. Diese Proportion besteht wie
bei Zug auch nur innerhalb einer gewissen Spannungsgrenze.

-~
Abb. 123. Zu- Zwischen o und § bzw. zwischen E und G besteht die
geordnete Schub- Beziehung
spannungen.
m -1 1 m
=2 + o bzw. @=———F%,
m 2 m-H1

Begriindung s. (285). Fiir Metalle ist m = 10/3, damit folgt
p=2,60 und G=F/2,6=0,385 K.
Die héchstens zulissige Schubspannung ist k;.. Uber Beziehung zwischen %
und k, bzw. k, vgl. (290).
Der Scherversuch.

(237) Bei Beanspruchung nach Abb.125au. bliegt Scherbeanspruchung
vor. Die in den bezeichneten Querschnitten auftretende Schubspannung ist un-
gleichmiBig und nicht exakt berechenbar iiber Querschnitt F verteilt; man
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rechnet jedoch mit einer mittleren Schubspannung T = P: F. Dem Bruche ent-
spricht die

P
Scherfestigkeit == _b%ug ,
die in hohem MaBe von der Versuchsanordnung P P

abhingig ist. Mit Einfiihrung der zuldssigen
Scherspannung, stets kleiner als zulissige Schub-
spannung k,, folgt die Festigkeitsbedingung A

P
T — zuldssige Scherspannung. Abb. 125. Scherversuch.

Querkraft bei Biegung.

(238) Die von der Querkraft @ verursachten Schubspannungen 7 sind
stets ungleichmiBig iber Querschnitt verteilt und nur fiir Querschnittsbereiche
zwischen lotrechten Winden einwandfrei bestimmbar. Die Biegemomente an
den Stellen # und z-}- A« des Stabes Abb. 126 seien M und M' =M -} A M,
welche max ¢ und max ¢’ liefern. Die auf den schraffierten Querschnittsteil ent-
fallende Resultierende der Normalspannungen ist an diesen Stellen

max ¢ ax o max ¢’

Y=3¢AF= s,

worin § == statisches Moment der schraffierten Fliche bezogen auf die Nullinie.
Der Unterschied beider liefert die iiber die horizontale Fliche b4« angendhert
gleichm#Big verteilte Schubspannung 7; somit folgt

Y —Y _S(maxa’-———maxo’)_S(M'——M) 8 aAM
bAx — ebAx T ebAdzW T ebW A=z

;§’_Q

T=

ebWQ_

Nach dem Satze von den zugeordneten Schubspannungen tritt in der lot-
recht anschlieBenden Querschnittsfliche das gleiche 7 auf. Verteilung von 7 etwa
nach Abb. 127, bei symmetrischen Querschnitten max 7 in der Mitte.

Gmax Cmax
<X, L)

IS Fl . =" Z
: N A ol 2 Ry LR ¥
CN LI nj

—x— gg b
Abb. 126. Schubspannungen im Biegestab. Abb. 127. Abb .128.

Es ergibt sich mit F — Querschnitt fiir Rechteck maxt=3/2Q:F, fiir
Vollkreis maxT=4/3@:F, fir dinnwandiges Rohr max7=2@:F. Beim
I-Profil sind die 7 nach Abb. 128 nahezu gleichmiBig iibér Stegfliche F verteilt,
max T~ Q:F,.

Uber die Zusammenwirkung dieser Schubspannungen und der Normalspan-
nungen und iber die Beeinflussung der Spannungsbedingung bei der Biegung
s. (252).
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Drehung.

(239) Das Hookesche Gesetz als zutreffend vorausgesetzt.

Dinnwandiges Kreisrohr, Radius #, Wandstirke Ax, durch Dreh-
moment A M beansprucht, Abb. 129. A M liefert die iiber alle ringférmigen Nor-
malquerschnitte gleichmiBig verteilte Schubspannung

AM
z2zndx

Nach dem Satze von den zugeordneten Schubspannungen, s. (235), tritt dasselbe T
in radialen Lingsschnitten auf, s. Abb. 130.

Das Element Abb. 131 verformt sich nach (236) zu einem Parallelogramm
mit Winkel ¥ = tf8; jede urspriinglich achsenparallele Mantellinie verformt sich
nach einer Schraubenlinie mit Steigungswinkel 90 —y. Zwei um A voneinander
abstehenden Querschnitte verdrehen sich gegenseitig um Winkel 4 y :’)/TAI

:ﬂAl ; fir Abstand 1 ist gegenseitiger Verdrehungswinkel 19=?'_'1 und
x x

fiir Rohrlinge [ ist
x z 2237 A

. Vollkreiszylinder, Radius 7,
-, \<M M . Linge I, durch Moment M bean-
,____.'_,\ . i | 4 sprucht. Man denke sich diesen durch
%9 = 7= ringférmige Schnitte der Linge nach
i in konzentrische diinnwandige Réhren
Abb, 129—131, Verformung bei Drehung. vom Radius x und Wandstirke Az
zerlegt. Versuch: radiale Bohrlécher
bleiben auch nach Verdrehung radial, somit verdrehen sich alle Ré&hren
schraubenférmig mit ¢ proportional , daher ist ‘auch T proportional z, also
T=cx. Auf ein Rohr entfillt Anteil AM —=712n224x =c2n2342; somit

4
27 7t

) r 4
M:ZcZnﬁAx:cznZﬂAx:czn% und T=M. z.
0

r
rd
[oder dM =12n22dz=c2n23dx, M = fcznaﬁdx:cznz—].
o A

Am Zylinderumfang ist
2M M

ar ad16"

oV _Br_BM M
r r b/
Ta Taa
32 32
Hohlzylinder. Radien R und r oder Durchmesser D und d. Summierung
in diesen Grenzen liefert

maxv —

Fiir Abstand 1 ist

:;—l)—;M_—d‘; und ?9=ﬁ—M .

o= T pr— s
4 D 32(D #

T

Prismatische Stibe von beliebigem Querschnitt. Die z-Verteilung
iber den Querschnitt ist schwierig zu ermitteln. AuBlen 7 parallel zum Rande,
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max T meist an den Schmalseiten, Null in ausspringenden Ecken und in Mitte.
Abb. 132 zeigt die 7-Richtungen im Rechtecksquerschnitt; Strichlingen driicken
7-GréBen aus. In Lingsschnitten normal zu den Mantel-
flichen treten die entsprechenden T auf wie beim Kreis-
zylinder erklart.

Festigkeitsbedingung. maxt < k,, worin k; = zu-
lissige Drehungsspannung. Bei Werkstoffen mit glei-
chem Festigkeitsverhalten in verschiedenen Richtungen (iso- O
trope Stoffe, z. B. gut durchgeschmiedeter Stahl) stimmt k&,
mit k,, d.i. zuldssige Schubspannung, iiberein. Bei Stoffen,
die in Lingsrichtung geringere Schubfestigkeit aufweisen,
z. B. SchweiBeisen und Holz, ist diese maBgebend, daher &,
geringer als k.

Forminderung. Verdrehen sich zwei um 1 cm von- Abb. 132.  Schub-
einander abstehenden Querschnitte durch M um Winkel & spanungen am
(im BogenmaB), dann ist fiir Stablinge ! der Verdrehungs- Rechteck.
winkel y =19

240) Tafel der 7z, M und ¥ fiir technisch wichtige Querschnitte.
Hierzu Abb. 133 bis 139.

= M
Vollkreis | 2% T 5 P i d=p——

% 16 M= E d? kd 3—2 dt

am Umfang,

Q| sm vams ~oadh, a

a 7 nach innen linear ab- ~~f Yy
0,1d
nehmend
M M
maxt=— ——

Rohr n D*—d* 7 DA— gt b=pf—— =
o &+ D |M=yp—p 2 Ot — @
. 7 4 _ 34
R am Umfang, ~02 Dt —d ke - M
=D 7 nach innen linear ab- D ~ B 01 (D* _’dA)

nehmend
|

Diinn-
and‘%%om max 1= M £ drf M
= Wand- - 2

stirke T g Mm?D sk ® o Do
= mittl, 2
urchmesser
|
M |
Tp————— =1Inaxz7 7
7 b2h M= 3 b2hk,
16 M
M, 7, in den Endpunkten d=p z BSRE
= der kleinen Achse b il
Z h%p 16 b2 h?
16 75 in den Endpunkten
R>b 7 nach innen linear ab- | der groBen Achse h
nehmend

Hilfsbuch f. d. Maschinenbau. 8. Aufl. 17
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Tafel der v, M und & fir technisch wichtige Querschnitte (Forts.).

Hohle Ellipse, B M I
S a Bh—bgh,
16 b 8h—b,?
I VR
o= 16 b LI T
7 h*b—h,%b, = 27 7% T
— e Lagen von 7, und 7, 16 b2 | h?
h>b und 16 h wie oben
beideEllipsen| 7 linear nach innen ab-
;’i‘zﬁ‘:ﬁr nehmend
Gleich-
schenkliges
Dreiecgk T, '—13% —20%——maxt h3 b3 46,188 M
T X b M="lky= d=4 ’b‘*-—
}i in der Mitte der Seiten 13 20
—p—
Sechseck M T T
F = Flache __ -
r = Rad. des maxt 1,51 »3 M=1,517%k, =24 MA_
eingeschrieb. | , . . ’ 1,85 ¢
Kreises in der Mitte der Seiten
Achteck M
F = Flache maxT =18 M
# = Rad. des ’ M =1,48 %k, P=f "
eingeschrieb. | 7-Verlauf dhnlich wie 1,72 r*
Kreises beim Vollkreis
Rechteck
M 2 b2 - h?
Naherungs-| Tha= = maxt M=-""0b2hk, =368 bjl;‘ -M
formeln 2 b2p 9
I
< M
3 Ty = . . .
<p> 2 % 75 in der Mitte der Seiten ,
h>b Tj T, in der Mitte der Seiten, b, in den Eckent = 0.
Quadrat — M
el T, u=21m0 d—72pY
Niherungs- 9 9 é =72P
formeln in Seitenmitten
b*h, Mec
T = gy, P = maxv M=7k,, 0=ﬁm
Rechteck Ty = _ﬂ_[_ p
genaue b*h
Formeln*) | 74 in der Mitte der Seiten h, 75 in der Mitte der Seiten b, in den Ecken 7= (,
2>b n =% = 1 1,5 2 3 4 6 8 10 @
v =481 433 407 374 355 335 326 320 3,00
w=48 373 324 282 265 248 242 237 223
c=712 510 437 3,8 35 3,35 326 320 3,00

*) s, Weber, Die Drehungsfestigkeit. F.A. Heft 249,
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Tafel der v, M und & fiir technisch wichtige Querschnitte (Forts.).

uadrat max7T = 4,81 =5
Genal(i Formeln*) B M= 4.81 Kk | 8 =7128 %
in Seitenmitten ’
Hohlrechteck, Hohl-

quadrat, diinnwandig, ¥ 5 — /3

mit abgerundeten — _ 1;'2

Ecken, Fliche F, maxT = 28F M =25Fk, 4
kleinste Wandstarke 8 fiir 8 = konst.
Mittellinien-Umfang u

Niherungsformel von de St. Venant

Beliebige, aber nicht = ﬁ c M worin
sehr diinnwandige
Querschnitte  (nicht Jp= polar% Tragheitsmoment in cm?, s. (214),
Hohlquerschnitte) F = Querschnitt in cm®
¢ = 38 = 43, je nach Querschnittsform, etwa 40 fiir
Kreis, 43 fiir Quadrat, 38 fiir schmales Rechteck.
s. Comptes Rendus de I’Académie des Sciences 1879.

Diinnwandige Hohlzylinder, Wand- . . . .
stirke gleich oder verschieden. An e;{ler Stelle mit der Wandstirke s ist

= —
28 F’
8 verteilt,

max v an den Stellen mit min s,
M-—2mins Fk,.

annihernd gleichmiBig iiber

8 = konst. gibt 7 = konst.
s du
au J=4 4 sz ’
F = die von der Mittellinie der Mu

Wand eingeschlossene Fliche, & = konst. gibt § =f ———

% = Umfang der Mittellinie. 4Fs

Beliebiger  Querschnitt mit ? wie beim rillenfreien Querschnitt.
kleiner halbkreisférmiger Rille An der Rillenstelle entsteht eine ortliche
in Stabrichtung oder Querschnitte ~ Erhéhung der Spannung auf etwa den
mit einspringender Ecke (gilt doppelten Betrag der Spannung im rillen-
auch fiir Hohlquerschnitte mit  freien Querschnitte. Bei Rille mit scharfer
scharfer einspringender Ecke an  Einkerbung Spannungserhéhung um so
der Innenseite). gréBer, je schiarfer die Kerbe.

Niherungsformeln von A. Foppl

Diinnwandige, nicht Man denkt sich den Querschnitt aus einzelnen
Hohlquerschnitte bil-  Rechtecken von den Lingen 7, [, ... und den Stirken
dende Walzprofile, wie 8, 8, ... zusammengesetzt. Mit J=1'/;( &°+

TwZlL. | mitguten -}1,8,3-} ...), ist an den Lingsseiten der Recht-

Ausrundungen an den  ecke von der Stirke g

Ubergangsstellen. 7=M 8:$; max 7 fiir Stellen mit maxs.
®=pfM:S. (Genauer als nach de St. Venant.)

*) s. Weber, Die Drehungsfestigkeit. F.A., Heft 249.
17*
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Aus Verdrehungsversuchen ergab sich die Brauchbarkeit der Formel fiir %, wenn das aus
den Querschnittsab berechnete 3 mit einem Berichtigungsbeiwert » multipliziert
wird, wobei dann 9 = f8 M: 7 3. Mittelwerte 5

fiir L [} 1 IN.P. T Breitflansch
7=z 0,99 1,12 1,12 1,31 1,29.

s. A.Foppl, Z.1917 S. 694 u. 1922 S. 827, ferner iiber Versuche: Sitzungsber. d. bayr.
A kad. d. Wiss. 1921 (Sonderabdruck, Verlag G. Franz [J. Roth] Miinchen), Auszug hieriiber
s. Eisenbau 1922 S.269.

Vorstehende Formeln setzen voraus, daB die M an den Endquerschnitten des prismatischen
Stabes angreifen. Wirken dagegen mehrere 3/ etwa nach Abb. 140, wobei = M =0, dann gelten
die Formeln nur streng fiir den Kreis- und Kreisringquerschnitt, dagegen
angenahert fir andere, aber gedrungene, da an den Angriffstellen der
Z te Normalspa auftreten und auBerdem die z-Ver-
teilung sich #ndert.

-Walzproﬁle sind i in solchen Fillen auf Drehung und g1e1chzemg auf
FI zu ber 8 Berech umstindlich (s. F. A.
Heft 255, Abschn VII).

(241) Fiir Stoffe, die das Hookesche Gesetz nicht befolgen,

ist beim Kreis- und Kreisringquerschnitt 7 nicht proportional z.

Fiir GuBeisen mit ¢:0"==a, und » > 1 bleiben urspriingliche

Abb. 140. Radien auch geradlinig, aber da die Normalspannungen lang-

samer als die Dehnungen wachsen und daher auch die Schub-

spannungen langsamer als die Winkeldnderungen wachsen, nehmen die T nach

auBen langsamer als linear zu (wie bei der Biegung), und zwar um so mehr, je
héher die Beanspruchung ist.

(242) Drehversuche mit zdhen Stoffen. Die Kurve der T —y verlduft dhnlich
den Zugkurven anfangs linear; die FlieSgrenze ist meist nur schwach ausgeprigt,
dann steigt y stirker als 7. Bruch tritt erst nach starker Verwindung ein, wobei
die AuBenfasern weit {iber die Streckgrenze beansprucht werden.

(243) Drehbruchversuche nur mit spréden Koérpern durchfiihrbar. Setzt
man in den Spannungsformeln das Bruchdrehmoment ein, dann erhilt man
die rechnerische Drehungsfestigkeit K;; z. B. fir den Vollkreis ist

7
Ki= Myruen : % d3 usw.

Nach Versuchen von Bach st fiir bearbeitete GuBeisenstébe fiir Querschnitte

.. | Kreisring : Recht- Hohl- ILC

Keels | fonteltipse| F1PS® | Quadrat) "o | rechteck | |

K, . 1 bis 1,4 . 1,4
K 1 ]08Dbist | oe | 4 pis'ye | TP 125 by

EinfluB der GuBhaut hier geringer als bei der Biegung.

Sofern bei Zug und Drehung dieselbe Sicherheit gegen Bruch gefordert wird,

K
ist zu setzen k;:k,— K;: K,, woraus kdzkled; somit k; abhingig von
z
der Querschnittform.

(244) Drehungsbeanspruchung von Umdrehungskorpern. Die Formeln fiir
Kreis- und Kreisringquerschnitte gelten streng nur fiir zylindrische Stibe und
angendhert fiir Umdrehungskérper mit allmadhlicher Querschnittsinderung.

Schroffe Uberginge, Krelsnllen Hohlkehlen, verursachen an diesen
Ubergangsstellen starke Erhshungen der 7 und sind besonders bei stoBenden
und bei dauernden Wechselbeanspruchungen durch gute Ausrundung an den
Ubergingen zu vermeiden. Genaue Theorie sehr schwierig.

s. Foppl, Z.1906 S.1032 und A. Leon, M.B. 1922, S. 225.
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(245) Zusammengesetzte Belastungsfille.

Treten zwei oder mehr der einfachen Belastungen gleichzeitig auf, dann er-
hilt ein Querschnittselement gleichzeitig zwei Normalspannungen oder Normal-
und Schubspannung usw.

Praktisch wichtig sind die nachstehend behandelten drei Gruppen.

Erste Gruppe. Belastungsiille mit Normalspannungen
von derselben Richtung.

Die Normalspannungen addieren sich algebraisch zu einer Gesamtspannung
—+ maxe oder — maxo.

Festigkeitsbedingung - maxo < k, bzw. — maxo < k.

(246) Zug (oder Druck) und Biegung. Nachstehend gelten obere Vorzeichen
fiir Zug, untere fiir Druck, Wird nach Abb. 141 der Querschnitt f; f, eines Stabes,
symmetrisch zur Bildebene, durch das Biegemoment M und durch eine in Schwer-
achse wirkende Zug(Druck)kraft P beansprucht, alles in Symmetrieebene,
dann erfahrt die Faser f, die Normalspannung ¢ =+ P:F -+ M: W, < k,,
und die Faser f, diejenige 0=+ P:F — M: W, <k, worin W, =J : e,
Wy=4J:ey, und F der Stabquerschnitt. Diese Beziehungen gelten fiir Werk-

1 1 g&gt_ ‘N2
‘1

£ —}& e

% e & i

A A .

Abb. 141, Zug und Biegung, Abb. 142, Exzentrischer Zug.

%

stoffe mit vorhandener Proportionalitit zwischen Dehnung und Spannung,
z. B. Stahl gewalzt und geschmiedet. Ist diese nicht vorhanden, z. B. bei
GuBeisen, so gilt nach Bach

_P 1 M P M
=>4 ky = By = -+
kz=F+ﬁo Wl oder b=ﬂ0F+W1
ky __ zul. Biegungsanstrengung
IT, " zul. Zuganstrengung

fiir die gezogene Faser mit fj =

Entsprechend ist beziiglich der gedriickten Faser zu verfahren, wenn die Quer-
schnittsabmessung groB ist im Verhiltnis zur Stablz“mge.

2L

_igwl)

#

ros (= ear) ]

o

[}
g
o~

,_\A
-
g

1
NIN
|

Nje Weo Neo We

|
]~
+
a -
3
—_
7.

|
=
—_

Abb. 143. Exzentrischer Zug und Druck (zu S. 262).
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(247) Exzentrischer Zug (Druck). Wirkt die Kraft P nicht in der Schwer-
achse, sondern nach Abb. 142 in einer um e dazu Parallelen, aber in der Stab-
symmetrieebene, dann ist mit W,, W, und F' wie oben fiir Faser f; bzw. f,

6,=+ P:F 4 Pe:W, bzw. 6,=+ P:F T Pe: W,.

Vorstehendes gilt, sol keine merkliche Ausbiegung eintritt. Fiir schlanke Stibe gelten
die Formeln der umseitigen Abb. 143, worin w = Va P:J.

Niaherungsformeln. Zug (Druck) eines Stabes nach Abb. 1442 u. b mit der urspriing-
lichen PfeilhGhe f,

. f=for (1 + —27”2)

P " p Formel auch fiir Fall nach Abb. 143a bis d verwendbar,
[T B wenn f, die durch die Lasten 2Q allein hervorge-
1 : brachte Durchbiegung des urspriinglich geraden Stabes
i i ! bezeichnet.
1
1

p } ‘<:;0 ringh C/’e Ling P Naherungsformel fiir Abb 143e und f:
. =22 p2
W =5 7P

F wenn P klein gegeniiber
Abb. 1442 u. b. 7t J

P=" .

(248) Kernfldche. Soll bei exzentrisch gedriickten prismatischen Korpern der
Baustoff nur Druck, also nicht Zug, erhalten, wie bei Mauerwerk, Beton, Bau-
sohle, dann muB P oder die Resultierende mehrerer P innerhalb der Kernfliche
bleiben. Abb. 145 bis 148 zeigt schraffierte Kernflichen fiir einige Querschnitte.
P in Mitte liefert ¢ = — P: F, gleichm#8ig iiber F verteilt; P auf Kernrand
liefert in der dem P zugekehrten F-Kante oder -Ecke ¢ = —2 P: F, in der
gegeniiberliegenden ¢ —0.

Abb. 145—148. Kernflachen.

(249) Schiefe Biegung. Die Belastungskrifte schneiden die Stabachse
winkelrecht, liegen aber in verschiedenen Ebenen.

1. Der Stab kann nach allen Richtungen frei
ausbiegen. Lege durch die Stabachse zwei Ebenen E,
und E,, Abb. 149, die mit den Querschnittshauptachsen zu-
sammenfallen, und projiziere alle Krifte P,, P, ... auf
diese Ebenen. Die Komponenten X,, X, ... der Ebene
E, ergeben die Auflagerkrifte A, und B, und die Bie-
gemomente M, ; die Komponenten Y,, Y¥,... der Ebene
E, ergeben in gleicher Weise 4,, B, und M,

Je nach Querschnittsform ist zu unterscheiden:

o) Bei beliebiger Querschnittsform erhilt Faser f,
Abb. 149, die Normalspannungen ¢,=M,%:J, und
gleichzeitig 0, = M, & :J,; beide addieren sich algebraisch. max o und deren
Lage folgt durch Probieren.

Abb. 149, Schiefe
Biegung.
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ﬂhFﬁr Querschnitte, deren Umbhiillung ein Rechteck ist z. B. I
oder , treten die maxo,=M,:W, und maxo,=M,:W,, sowie
max ¢ = Max 6, + maxo, in den Querschnittsecken auf.
2. Der Stab ist durch Querverbindungen wu. dgl. so
gelagert, daB er sich nur in bestimmter Richtung r, Abb. 150, /\!

iR

durchbiegen kann. Die Projektionen P,’, P/ ... der Krifte N emi®
P,, P, ... auf die Biegungsebene K, liefern die Momente - A
M, welche die 6 =M : W, ergeben, worin W,, —J,, : maxe; -
J, bezieht sich auf die zu » winkelrechte Nullinie N und kann -

nach (231) aus den Haupttrigheitsmomenten und dem Abb. 150.

Winkel zwischen # und den Hauptachsen bestimmt werden.
3. Fiir Kreis- und Kreisringquerschnitte sind bei frei ausbiegendem

Stab die M, und M, zu den resultierenden Momenten M, =/ M2+ .DT% zu-
sammenzusetzen, die an jeder Trigerstelle ¢ = M, : W ergeben.

In allen Fillen ergeben die Komponenten X, X, ... Durchbiegungen
d, in der Ebene H, und die ¥,, ¥,..., d, in der Ebene E,; die wirk-

lichen Durchbiegungen sind dann d = Jd2 |- d? und die wirkliche elastische
Linje bildet eine Raumkurve.

. (250) Beispiele. 1. Stab nach Abb. 151
mit den Lasten P,, Py und P, in Ebenen winkel-
recht zur Stabachse liegend.

Zeichne den Aufri8 und Grundrif des
Stabes mit den P-Projektionen¥,, Y,,¥; und
X1, X5, X; und denen der Auflagerkrifte Av’
By und A, B,. Diese werden fiir jeden Ri8
ermittelt, am einfachsten durch Rechnung. Die
A und B selbst sind dann die Resultierenden

X

1\

i
el

e
=

\ |
2
Abb. 151, Achse mit Raumkriften. Abb. 152. Trommelachse.

ihrer Projektionen. Sodann ist die My- und die M,-Linie zu bestimmen und zwar durch
Rechnung oder durch je ein Seileck. Bei Kreisquerschnitt nach 3) folgt sodann die aus
Geraden und Kurven zusammengesetzte M, -Linie durch Zeichnung, die fiir die Querschnitts-
bemessung nach gegebenem k; maBgebend ist.

2. Seiltrommel mit oder angeschraub Zahnrad, nach Abb. 152
um eine raumfeste Achse drehbar, die somit nur auf Biegung, aber nicht auf Drehung be-
ansprucht wird. Seilzug S, Zahndruck Z = Sr;y:7g.

Man denkt sich S und Z an der Achse angreifend und bestimmt aus den Projektionen
von S und Z die der Auflagedriicke wie im vorigen Beispiel. Hieraus die My- und M ,-Linie,
die aber zwischen den Achsenlagern und den Trommelnaben je geradlinig verlaufen. Daraus
die M ,-Linie.

Bei nicht abgesetzter Achse eriibrigt sich nach Berechnung der A- und B-Projektionen
das Aufzeichnen der M-Linien. Das maBgebende Moment tritt in einer der beiden Naben-

stellen auf und betrigt mit 4 =/4 3+ A * uwd B=\B 2| B,? M, ,=A4a oder
M,, = Bb.
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Zweite Gruppe.

Belastungsfélle mit Normal- und Schubspannungen.

(251) Tritt an einer Stelle einer Schnittfliche gleichzeitig die Normal-
spannung ¢ und die Schubspannung 7 auf, dann wird dieser Fall verglichen
mit einer reinen Zug- oder Druckspannung o; (ideelle Spannung), die denselben
Beanspruchungsgrad hervorruft; somit die Festigkeitsbedingung

0, <k, bzw. 0; < k.

Nach der &lteren, bisher allgemein benutzten Dehnungstheorieist mitm=10/3
filr Metalle:

fiir Zugspannung ¢

6;=0,350 10,65 Yo 4 (ay7)2 < k,, worin oy =k,/1,3k,,
fiir Druckspannung ¢ (Absolutwert)

0; = 0,350 40,65 ]/0'2 —}—4(0:01:? <k, worin wy=k/1,3k,.

Nach einer neueren, mit den fiir dehnbare Stoffe gewonnenen Versuchs-
ergebnissen erheblich besser libereinstimmenden Theorie ist

fir Zugspannung ¢

0; = Yo F-2,9(xg )2 <k,, worin og—k,/1,69 k,,
fir Druckspannung ¢ (Absolutwert)

0; = ]/62 —+2,9(0e7)2 <k, worin oy ==k/1,69 k,
und fiir sprode Stoffe, GuBeisen, Steine, mit &k > k,

0* +4 (g 7)2 0 (k — E,) <kE,, worin oc,,:%]/k_k, &y

In vorstehenden Ausdriicken ist fiir homogene und nach allen Richtungen gleich-
artig beanspruchte Stoffe o0 —1.
Uber Abweichungen hiervon und iiber Entwicklung obiger Ausdriicke vgl.

(290).

(252) Biegung und Schub.

Nach der Biegelehre tritt an jeder Stabstelle ein Biegemoment M und eine
Querkraft @ auf; nur in Sonderfillen verschwindet eins davon. Da aber das von
M herrithrende max ¢ nur an der Ober- oder Unterfaser und das von @ her-
rihrende max T in der Mitte auftritt, und max ¢ stets erheblich gré8er als
max T ist, bleibt in den weitaus meisten Fillen max ¢ maBgebend und es gilt
die in (206) genannte Festigkeitsbedingung.

Nur bei I- Profilen und 4hnlichen kann je nach Fall ein groBes M mit einem
groBen @ zusammenfallen und in dem dicht unterhalb des Flansches liegenden
Stegteil tritt ein o fast gleich maxo und ein 7 fast gleich maxt auf, die zusammen
ein o; > maxo liefern, das fir Profilbemessung maBgebend ist.

Anmerkung. Alle bisher ermittelten St teil bei der B; gelten streng
nur in hinreichendem Abstande des Querschmtts von der Kraftangnﬁstelle, etwa das doppelte
bis dreifache der Stabhohe, bei kleinerem Abstande gelten sie angenihert, und um so weniger, je
kleiner der Abstand. Daher tritt bei Belastung nach Abb. 125a oder b auch nicht die bei
Biegung nach (238) ermittelte Schubsp ein. Aus gleichem Grunde lassen sich
kurze durch Querkraft beanspruchte Bolzen von einer Lénge gleich Durch oder
weder auf Biegung noch auf Schub berechnen; in solchen Fillen bleibt vielmehr die Flachen-
pressung zwischen Stab und darauf lastendem Kérper, z. B. Zugstange mit Auge oder zwischen
Stab und Auflager maBgebend.
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(253) Zug (Druck) und Drehung.

Liefern die duBeren Krifte an der Schnittstelle eine in Stabachse wirkende
Zug(Druck)kraft P und ein Drehmoment My, dann tritt auf Normalspannung
¢ = 4 P:F, gleichmiBig iiber F verteilt, und Schubspannung maxt an den

Umfangsstellen nach (239) zu bestimmen.
Diese setzen sich nach (290) zu o; zusammen, wobei in den Ausdriicken fiir

o, der Wert k; statt %, zu setzen ist.
Festigkeitsbedingung o; <k, bzw.o; <k.

(254) Biegung und Drehung.

Die duBeren Kréfte liefern an der Schnittstelle ein Biegemoment M und ein
Drehmoment M .

Bei beliebigen Querschnittsformen sind die an einer Quefschnitt-
stelle auftretenden ¢ und 7 nach den entsprechenden Formeln zu bestimmen und
zu 0; zusammenzusetzen. Die Querschnittstelle fiir max ¢; ist meist durch Pro-
bieren zu finden.

Bei Kreis- oder Kreisringquerschnitt ist an Umfangsstellen

c=M:W und v=DM;:2 W, hieraus g;.
Multipliziert man den ¢;-Ausdruck mit W, dann folgt bei Dehnungstheorie

6, W =0,3506 W 0,65 V(6 W)2 -4 (g T M,)2

oder

My =035 M 40,65 VM2 - (g My)?,
worin M; das ideelle Biegemoment I b
heit, das denselben Beanspru- L4 B 2

chungsgrad wie M und M, zu- —
sammen hervorbringt; Festigkeits-

|
bedingung M;: W <k,. : 5
Bei der neueren Theorie folgt i
dementsprechend fiir dehnbare € y - '
Stoffe b | | p
M; =V 40,716 (g M,)? A% Y Aufrif ‘
und ‘Q
M;:W Lk, P “v Ay } 2 4/
In den Ausdriicken fir o ist o 0 | SN }
der Wert kg4 statt k; zu setzen. ! '
Bei demselben k, erhilt man Ax J! Grunari® VZ
nach der neueren Theorie etwas
groBere Durchmesser, bei Vollwellen TX’ by |
bis zu 10%. | — }
Mz'l”"e | |
Beispiel. Achse nach Abb. 153, » |
M__Ur.w -
Z
I_

armen #; und 7, wirkenden Kriften P;
und P, (z. B. als Zahndriicke) auf Biegung
und Drehung beansprucht., Zunichst ist
nach dem SeitenriB P; 7, = Py ry. Man
denkt sich nun die P, und P, parallel zu
jihren Lagen an der Achse angreifend, Y
bestimmt wie im Beispiel (236) die M . Abb. 153. Zahnriderachse.

und M -Linie und hieraus die 3/ -Linie.

Das Drehmoment M, = Py 7, = Py 1, verliuft gleichmaBig zwischen den P;-und Py-Punkten,
Hieraus die M, ‘-Linie, die fiir die Querschnittsbemessung nach gegebenem ch maBgebend ist.

|
|
|
zweimal gelagert, durch die an den Hebel- |
|
J
|

|
!
i
L
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(255) Federn.
Es bezeichnet
P die hochst zulissige Belastung (Tragfihigkeit) der Feder in kg,
[ die Federung — entsprechend der Belastung P oder der zu13.551gen
Biegungs- oder Drehungsspannung kj bzw. k; — in cm,
I die Linge der Feder in cm.
Hierzu Abb, 154 bis 165.
1. Gerade Biegungsfedern.
Benennung Tragfahigkeit Federung
Rechteckfeder.
f %p B 4 IAd p
e —_—=4 Y —
P bhtk, J 3 bh®
6 1 3, B
=%y as ks
bhik, a B 5 2
_ — =P = — = —
P . f 7P 6abhaP ochkbs
Rechteckfeder nach
der kubischen Para-
bel zugeschirft.
bRk, o BB Al ?
=-"2 =-P_=6a——P=a- k,
21 (=g Py=0yplP=ayb
2. Gewundene Biegungsfedern.
1 ist die Linge der gestreckt gedachten Feder.
Benennung Tragfihigkeit Federung
Gewundene Feder mit
rechteckigem Quer- s
schnitt. “pise— r
bRk, ]“_rw_JPlr»«12<)chk3
T 6 ¢ rl
=2 T kb
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2. Gewundene Biegungsfedern (Fortsetzung).

Benennung Tragfahigkeit Federung

Gewundene Feder mit
rundem Querschnitt.

S -] o 64 17
P_nd“ka f-—ra)—JPlr —a;PF_
=——2=, .
32 7 =a2%kb.
P

Spiralfeder mit
rechteckigem Quer-

schnitt. 2P i
P_b_h*l_c! f-—ra)__JPlr —120chh3—-
6t =2 rl k
= o ke
3. Gerade Drehungsfedern.
l ist die Linge der gestreckt gedachten Feder.
Benennung Tragfahigkeit Federung
Einfache Drehungsfeder
mit rundem Quer-
schnitt,
n d? 327210 rl
P=——k;. = =f"——P= — ka.
167 M | f=re=FT"% 28k
Einfache Drehungsfeder
mit rechteckigem e
Querschnitt. —rw=—368r1 o P—
b2 |- h?
=08f"r l-_b_i—h_-g ka.
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(255)

4, Gewundene Drehungsfedern.
» bedeutet die Anzahl der Windungen, r den mittleren Halbmesser der

Feder.
Benennung Tragfahigkeit Federung
»
Zylin-
'—%ﬁ drische
Schrauben- 7z d3 64 nrd anre
feder mit |F =1y, k| =B P=4B—7 ks
J rundem
r Querschnitt?)
P
» 1 Zylin-
= drische b2+ h?
-ﬁ; Schrauben- 2 b2h f=172B8anr? x P=
feder mit P=3_k‘, B R
recht- r _ 2
eckigem =1,6fanr bhE kq.
i Querschnitt.
bond
168 r%1 rl
Kegelfeder x dd f= zdt P=§ dez
mit rundem P:ET Z] 3 -2
Querschnitte. =16ﬂ”,ﬁP:ﬂ””E ka.
b2+h2
f=18Brl <55 P=
Kegelfeder b2 h?
mit recht- |, 2 b%h k = 0481l bh? B
eckigem 9 r *
itte. b2 h?
Querschnitte f=1,8fans ;{—a P
b3h
b2_|_h2
=0,4fnnr? oI kg .

Die Arbeit in cmkg, die von einer Feder bei ihrer Durchbiegung von Null
bis f aufgenommen wird (die sogen. ,Federungsarbeit*) ist 4 =P f:2

1) Literatur zu zylindrischen Schraubenfedern: Rechentafeln, M.B. 1926, S.1085, 1928,
S. 783, ferner Z.1898, S.429, 1906, S.1076, 1909, S.1075, 1911, S.2179. Druckfedern
gegen seitliches Ausknicken Z. 1910, S. 133. Radiale, unter Fliehkraft stehende Federn Z. 1907,

S. 788, 1908, S.303, 1909, S.1272. .



(259) Schubspannungen und Winkelinderungen. 269

Dritte Gruppe. Belastungsfélle mit zwei zueinander
senkrecht gerichteten Normalspannungen.

(256) Liefern die duBeren Krifte in einer Schnittrichtung ein ¢, und in einer
senkrechtdazustehenden Schnittrichtung eing,, dannist nach der Dehnungstheorie
03 =0, — 0, : m oder ¢; = 6, — 0,36 6y, nach neuerer Theorie bei dehnbaren
Stoffen ¢; = ]/62 ~+ 0% —0,8650, 0,, worin in beiden Ausdriicken o; < k.
bzw. o; é k.

Gefife.

(257) Diinnwandige Hohlzylinder fiir Innendruck.

Erster Fall: Zylinder hat keine AbschluBbdden, Enddruck wird von be-
sonderen nicht mit Mantel verbundenen Bdden (z. B. Kolben) abgeschlossen.
Radius 7, Wandstirke s, Innendruck p.

Mantel erhilt umfangsgerichtete {iber Wandstirke gleichmaBig verteilte
Zugspannung 0, = Pr:S.

Festigkeitsbedingung 6, < k, oder pam < sk, :r.

Zweiter Fall: ZylinderabschluB durch ebene oder gewdlbte Boden. Mantel
erbidlt in Umfangsrichtung Zugspannung ¢, =—pr:s und in Lingsrichtung
0y ==pr:2s. Beide in obige Ausdriicke eingesetzt ergibt nach Dehnungstheorie

pr 0,3 pr
O3 == — —_—_—] =
s (1 2 ) s

8k.
$0.85 <k, und pau=1,17-,
nach neuerer Theorie

2 2
6;=V(%) —I-(ﬂ —ﬂﬂ-0,85:0,91%§kz und Pza = 1,1

sk,

28 8 28 T
Bei genieteten GefaBen ist die Festigkeit in der Nietnaht maBgebend. Nih, s. Dampfkessel-
nietung
In der Nihe der AbschluBbdden treten wegen Hinderung der elastischen radialen Ausdeh-
nung des Mantels Zusatzlingsspannungen auf. Nah, s. Péschl u. Terzaghi, Berechnung von
Behaltern, Berlin: Julius Springer 1913, ferner Krebitz, Eisenbau 1922, S. 119.

(258) Diinnwandige Zylinder fiir AuBendruck. MaBgebend ist hierbei nicht die
Festigkeit, sondern die Sicherheit gegen Einknicken der Wand. Bei urspriinglich
genau kreisrundem Zylinder tritt dies ein bei einem kritischen AuBendruck

1 1 m?

1
— 3.4 03 : —
P = a,s 1473 worin —;

e ami1 Sicherheitsbedingung p — p: ©, worin

© = Sicherheitsgrad.

Durch Versteifungsrippen oder Wellbleche wird. die Knicksicherheit bedeutend erhdht.
S. Dampfkessel-Flammrohre.

(259) Diinnwandige Kugeln fiir Innendruck. Fiir alle Durchmesserschnitt-
ebenen ist 6, =0y pr s, hieraus fiir Dehnungstheorie

k,
6,:0,724:_<___k, oder pzn1§2,868r—z,

fiir neuere Theorie

r —— r sk

o; =§; y1--1—0,85 =0,532 % < k; oder pzum =1,88 7’
Dickwandige Rohren und Kugeln mit Innendruck. Die Umfangsspannungen sind nicht

gleichma8ig {iber die Wanddicke verteilt, sondern innen am gré8ten und nach auBen al;nehmend,

auBerdem treten Radialspannungen auf, innen gleich dem Innendruck, nach auBen bis auf Null

abnehmend, Theorie schwierig, vgl. neuere Literatur: Bach-Baumann, Féppl usw.
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Platten.

(260) Die ebene Kreisplatte mit kreissymmetrischer Belastung.

Ergebnisse der genauen Theorie von Grashof und Winkler unter folgenden
Voraussetzungen und Bezeichnungen:

Plattenstirke 8 — konst., Hookesches Gesetz, keine Uberschreitung der
P-Grenze, Mittendurchbiegung f ein kleiner Bruchteil von s.

Spannungsverteilung iiber 8 an beliebiger Plattenstelle nach Abb. 166. In
der die Plattenstirke halbierenden Mittelebene keine Spannungen. In zylindri-
schen Schnittflichen Radialspannungen, in Radialebenen Tangentialspannungen,
beide linear mit dem Abstande von der Mittelebene wachsend; demnach die
GroBtwerte an der Ober- bzw. Unterfliche, mit 6, und o, bezeichnet; auBerdem
lotrechte Schubspannungen 7 in zylindrischen Schnittflichen. In den Formeln
fiir die 0, und o, gelten die oberen bzw. unteren Vorzeichen fiir die Ober- bzw.
Unterfliche. m =10/3. Uberall ist z:r=—2¢§ gesetzt.

1. GleichmiBig verteilte Last p kg/cm?®, Platte am Randeeingespannt
Abb. 167.

- p_fgi[ L_2< L)}_ P 0488 — .
o=F st t a3+ ,,) | =F 57 0488 —12358),

2

In der Mitte ist £=0 und o0,—o0,—
= F 0,488 pr%:8% am Rande ist &£=1, n
6,= 4 0,75 pr?: 8% und o,— 4 0,224 pr?:8% 4Ll
. £ 3 m:—1prt 017 prt ¢ ———
erner [ =—a -— - —==0, —. —
“16 mE & * e N .
2. GleichmiBig verteilte Last p, Platte L& on
am Rande frei aufliegend, Abb. 168. T

1

—
—
-

N

\

e e
7.

|
A RIS

K
A

Y
!

7o

t Abb. 167—170. Verschiedene Biegefille.

2
= F 21,2375 (1 — 89,

2 3 pr?
6‘::FI;_:§( - e )::F—(1,2375—0,7125§2)-

82

3mA1_m+3,
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In der Mitte ist 6,—=o0,= F 1,2375p7?:8% am Rande ist 0,=0,
o, = F 0,525 pr?: 8%, ferner

=

*16 & mo1

m2

3m—1prism-}-1

prt

=0,70 o0 pyoud

3. Last P ist tiber Kreisfliche ry®z gleichmiBig verteilt, r, sei klein
gegen r; Platte am Rande eingespannt, Abb. 169.

Am Rande ist unabhingig von 7,

o,= 1+ 0477P: 8,

in der Mitte ist

2
0, =0,== 410,1555; [41::1-{- ('_") J
8 7'0

ferner ist f=022a Pr?: &.
4. Fall wie 3., aber Platte frei aufliegend, Abb. 170. In der Mitte ist

r

o=+ 0,143P: &,

r

P 7o)\2
G=0="g 0,6251nr0—{—0,48—0,084 20

ferner ist =055 ¢ Pr?: 8.
Die Festigkeitsbedingungen lauten fiir diese vier Fille fiir dehnbare

Stoffe
bei Dehnungstheorie bei neuerer Theorie
allgemein
6;=0,—06,:m<tk, 0; == Jo? 407 — 0,865 0,0, < k.
1. p = konst., am Rande ist am Rande ist
Rand pr?
eingespannt pre 0; = =
;= "5 (0,75 — 0,224 - 0,3) ‘
- J0,75%2+0,224% — 0,865 0,75 - 0,224
06827 oa 2k, pr? sk
= —- oder p = —+~"p ___ . 2
O 2 0,68 r2 = 0,87 iy oder p — 08717
2. p = konst., in der Mitte ist in der Mitte ist
Rand freiauf- pr? pre R
liegend oy =" (1,2375 — 1,2375-0,3) | 6;="3 1,2375 Y1 4 1 — 0,865
pr? 2k, pr? - 8%k,
= — = = 22— od: —_
0:87 g oder P =G 132 AT P =
3.Piiber Kreis- in der Mitte ist in der Mitte ist
fliche 737 | fiir 7o/r = 0,2 | 0,4 | 0,05 | 0,01 | fiir ry/r=02 | 0,1 | 0,05 | 0,01
gleichmiBig P
verteilt, Rand| ¢;=—.0,70 | 1,00 | 1,30 | 2,00| o0; = —5-1,06] 1,52 | 1,98 | 3,04
eingespannt § $
P=k,s21,43 | 1,00 | 0,77 | 0,50 | P=1Fh, s%-0,94| 0,66 | 0,51 | 0,33
4. wie oben in der Mitte ist in der Mitte ist
Rand frel | fiyr rofr =0,2 | 0,4 | 0,05 | 0,01 fiir ro/r=0,2 | 0,4 | 0,05 | 0,01
aufliegend
0= 5+ 1,04] 1,34 | 1,65 | 235 0;="5-143] 2,03 2,50 | 3,57
P—1F, s2.096| 0,75 | 0,60 | 0,42| P=1F,s%.0,63| 0,50 | 0,40 | 0,28
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In Wirklichkeit liegt am Rande meist weder vollkommene Einspannung,
noch freie Auflagerung vor und die Beiwerte in den Ausdriicken fiir f, p und P
liegen dann zwischen den angegebenen Werten.

Vorstehendes gilt fiir verhiltnismiBig dicke Platte, bei denen Mittendurch-
biegung klein gegen s ist. Bei diinneren Platten tritt merkliche Durchbiegung
ein und infolge der Wolbwirkung wird die Tragfihigkeit der Platten erheblich
groBer als angegeben, und obige Formeln fiir f sind ungiiltig, namentlich besteht
zwischen [ und p oder P nicht mehr Proportion.

Uber Platten mit ringférmiger Belastung, mit Bohrung und mit unbelastetem
oder belastetem itberstehenden Rande vgl. A. u. L. Féppl, Zwang u. Drang.
2. Aufl. Miinchen u. Berlin 1928: R. Oldenbourg.

(261) Die elliptische und rechteckige Platte. Voraussetzungen wie bei der
Kreisplatte.

In den Anwendungen, Abdichtung von Riumen, die unter Fliissigkeits-
oder Gasdruck stehen, kommt fast nur die am Rande eingespannte Platte mit
gleichmaBig verteilter Belastung vor. Hierfiir folgt aus den Niherungsformeln
von Bach, s. Elast. u. Fest., Jul. Springer, ferner Z. 1906,
S. 1940, nach einigen Umformungen fiir Rechteck und

I A (| Quadrat p=2,76%k,: k% worin h nach Abb.171. Gefdhr-
sl R 7 liche Stelle am oberen Plattenrande bei 4.
l ‘><\/ 2 Fiir Ellipse und Kreis ist p—=—3,68%k,:h% h und A

wie oben fiir das um die Ellipse beschriebene Rechteck.

Ist die Randbefestigung derart, daB auf volle Ein-
spannung nicht zu rechnen ist, z. B. durch Nachgiebigkeit
der Schrauben oder Nieten oder der Dichtung, dann diirfen die Beiwerte bis
20°/, hoher gesetzt werden.

Genaue Berechnung schwierig. Vgl. Nadai, Elastische Platten. Berlin:
Julius Springer 1925.

(262) Fiir GuBeisenplatten, die sich wegen Nichterfiillung des Hookeschen
Gesetzes der genauen Berechnung entziehen, gilt nach den Bachschen Ver-
suchen mit k aus Abb. 171

Kreisplatte mit gleichmiBig verteilter Last prR20,8 8% ky: 12,
Kreisplatte mit Einzellast in der Mitte Pre0,78% ks,

Elliptische Platte mit gleichmiBig verteilter Last p 21,8 8% k; : h?
Rechtecksplatte mit gleichmiBig verteilter Last p=R<1,68? kj: b2,

Abb. 171.

Hierin ist freie Auflagerung am Rande voraus-
gesetzt; gefihrliche Stelle in Plattenmitte. Nahert
sich die Auflagerung derjenigen fiir Einspannung,
dann steigen die p bis auf das 1,5-fache dieser Werte.

Die sehr diinne ebene Platte verhilt sich wie eine
diinne Haut ohne Biegungs-, aber mit Zugwiderstand und erhilt
radiale und tangentiale Zugspa , die von x abhingig
sind, aber im Gegensatz zum bisherigen gleichmiBig iiber die
Plattenstirke verteilt sind; auBerdem besteht keine Propor-
tionalitit zwischen Belastung und Spannung bzw. Durchbiegung.

Die mittelstarke Platte verhilt sich bei kleinen p

z — und f wie die starke Platte und bei grofien p und f wie die

r diinne Haut; dazwischen lagern sich beide Beanspruchungsarten
ibereinander.

. (263) Die Platte mit urspriinglicher Woélbung’

Abb. 172 ‘Lo&gg Behalter Im allgemeinen bedeutend widerstandsfihiger als die gleich-

starke ebene Platte. Auch hier ist zwischen geringer und gro-
Berer Wandstidrke zu unterscheiden.

Geringe Wandstirke, fir Behalterboden, Intzebehilter. Biegungsspannungen ver-
schwindend, nur Normalspannungen u. zw. Meridiansp o, und d Umfangsspa o,
in Kreisrichtung, beide gleichmiBig iiber 8 verteilt. Nach Abb. 172 ist fiir eine Stelle 4 mn
Radius 7 und Kriimmungsradius o bei gleichméaBigem Innendruck p:
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Gesamtdruck auf die Haube von der Grundfliche 12z ist P=pr2xn, 0, = P:2russing
und o, aus p =0, :¢+o0, :n; o, und o, sind Zug.

Ben Wasserbehéltem nach Abb 173 nst P das Gewicht der schrafﬁerten ‘Wassermenge
und p = 2:1000 mit z in cm der Wasserdruck bei 4. Vgl. auch unter Mechanik fliissiger
Korper.

Bei genieteten Blechbdden sind die Spannungen in der Nietnaht maBgebend, bei vollen
Boden ist o, maBgebend.

Ist der Boden nach oben gewélbt, dann sind beide Spannungen Druck; gegen Ein-
beulungen erfordert der Boden Versteifungen. Fir Kegelbdden ist o =

Nih, s. Forchheimer, Berechng. ebener u. gekriimmter Behalterboden, 2. Auﬂ Wﬂh
Ernst & Sohn; Barkhausen, Z. 1900 S. 1594 u. 1681. .

GroBere Wandstirke, Zylinderdeckel, Zwischenwinde bei Dampfturbinen. Hierbei
treten zu obigen Normalspannungen noch Biegungsspannungen. Theorie und Durchrechnung
sehr schwierig.

Nih. iiber Theorie, Beispiele und Versuchsergebnisse s. Keller, F. A. Heft 124 u. 195,
Fankhauser, desgl. Heft 162/63.

Fiir gewolbte Dampfkesselbdden u. dgl. liegen reichliche Erfahrungsformeln vor; s. Abschn.
Dampfkessel.

Umlaufende Scheiben.

(264) Die Scheibe von verinderlicher Breite y wird durch Fliehkrifte bean-
sprucht. Vorausgesetzt ist eine verhaltnismaBig flache Scheibe; die y seien klein
gegen den Scheibendurchmesser.

Bezeichnet

u die Massendichte, d. i. die Masse der Raumeinheit,

w die Winkelgeschwindigkeit,
dann wirken am Scheibenelement nach Abb. 174 a bis ¢ die Spannungen ¢, und oy,
somit die Krifte R—o0, yzdp, R4 dR= (o, }do,) (y | dy) (z|-d=) ¢,
T —=o0,ydx und die Fliehkraft
F=pyzdpdzw?z. Unter Ver-
nachlissigung der unendlich kleinen
Glieder hoherer Ordnung ist

B+ dR=(o,yxr+o.dyx-|
~+o,yde-t-do,yr)do.

Gleichgewicht der radialen
Komponenten dieser Krifte liefert

R+dR—R—-Tdop+F=0
oder nach Streichung von dp
a,yx—I—G,dym—{—a,.ydm—}—do,.ym——o,yx—otydx—}—,uydx w?a? =0

der

a

Abb. 174a—c.

d do
xlig—}—a,.y—l—yxﬁi——o,y—}—yyw%?::a

Fiir die Scheibe gleicher Festigkeit ist mit ¢, = 6, = ¢ == konst.

d ndd*—O
und wege iz =
do
w——l-ﬁy—t—yxdx oy +uywta?=0
oder

+—w

Hilfsbuch f. d. Maschinenbau, 8. Auﬂ. 18
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pw?

]
20

mit der allgemeinen Ldsung nach (68) y=y,e , worin ¥, die Schei-

bendicke im Wellenmittel bezeichnet.
Anwendung auf Dampfturbinenscheiben s. Abschn. Dampfturbinen,

Werkstoffpriifung.

(265) Man unterscheidet

Statische Priifung: Bruch durch stetig und stoBfrei steigende Belastung
bei einigen Minuten Versuchsdauer.

Dynamische Priifung: Bruch durch einmalige schlagartige Belastung,
vgl. DIN 1602—S5.

Dauerpriifung: Bruch durch lange Zeit wirkende gleichbleibende oder in
bestimmten Grenzen wechselnde Belastung.

Statische Priifung.

(266) Der Zugversuch nach DIN 1605. Abmessungen der Probestibe:

Der Probestabquerschnitt kann kreisformig, quadratisch, rechteckig (im
allgemeinen mit einem Seitenverhéltnis nicht gréBer als 4 : 1) oder in Ausnahme-
féllen auch anderweitig geformt sein; kleine Profilstibe, kleine Rohre usw. kénnen
als Ganzes zerrissen werden. Auf dem zylindrischen oder prismatischen Stabteil
sind zwei MeBmarken im Abstande / (MeBlinge) angebracht.

Zu unterscheiden sind Abmessungen in mm Quer- | Zeichen
folgende Versuchs- MeBlinge | Durch- sc}}l‘ntt ;ur dll1e
Probestabformen: lénge messer?) 2 -
(mindestens) l d mm® | dehnung
1 |Langer| 1 10d =200 | 010
— | 20 314 —
2 | Kurzer| stab 5d=100 0
3 |Langer 10d=11,3"VF, 010
,P“)f"“ I+d : ° beliebig [beliebig|————
4 | Kurzer| tionalstab 5d=5,65"VF, d5
5 Langstab 200 0
& _ 77 Ibeliebig|beliebigl
6 Kurzstab 100 Oz

Der Ubergang zum Stabkopf, dessen Form sich im einzelnen nach der Bauart
der ZerreiBmaschine richtet, darf nicht scharf abgesetzt sein.

Abb. 175 u. 176 zeigt den langen Normalstab als Rund- und Flachstab.

Uber Proportions- und Streckgrenze und Zugfestigkeit s. (196).

In der Werkstoffpriifung werden Krifte in kg, Liangen und Querschnitte
in mm und mm?, in der Festigkeitslehre dagegen Krifte in kg, Lingen usw. in
cm, cm? eingesetzt. Somit haben Spannungen, Zugfestigkeit, Streckgrenze usw.

in der Werkstoffpriifung die Dim. kg/mm?,
in der Festigkeitslehre die Dim. kg/cm2

1) Bei anderen als kreisformigen Querschnitten gilt der Durchmesser des dem Stabquer-
schnitt flichengleichen Kreises.
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Dementsprechend haben die Werte « bzw. &

in der Werkstoffpriifung die Dim. mm?/kg bzw. kg/mm?,
in der Festigkeitslehre die Dim. cm?/kg bzw. kg/cm?.

220 1
: —_ —

=== ——350 25

r-47-

283
1 Rechleck a-b =3t gmm

|
| |

| (%B=115is 75 | fj;

. T o

S e 200~ —— -~ ¥ 1

Abb. 175 u. 176. Probestabformen.

< lf7- m
|

Bezeichnet 7, die MeBlinge nach erfolgtem Bruch, F, den Anfangsquer-
schnitt und Fp den Querschnitt an der Bruchstelle, dann ist in Prozenten von !
bzw. Fy

bh—1

d=100- die Bruchdehnung,

— 00 Fo— T
R A

die Einschniirung.

Wihrend die Proportionsgrenze, Streckgrenze und Zugfestigkeit von der
Priifstabform fast unabhingig ist, bleibt die Bruchdehnung bei geometrisch
dhnlichen Stabformen, also bei gleichen //d, unabhingig von StabgroBSe (Kick-
sches Gesetz), wiichst aber mit abnehmendem //d; demnach unterscheidet man
0y fiir den langen und J; fiir den kurzen Normal- oder Proportionalstab. Breite
Flachstibe von d/b << 1/4 liefern geringere Bruchdehnung.

Die Einschniirung bildet ein MaB fiir die Forminderungsfihigkeit, Kalt-
verarbeitbarkeit, des Werkstoffs. Sie ist von I/d fast unabhéingig und wird nur
an zylindrischen Probestiben bestimmt, da bei Rechteck die
Querschnittabnahme schwer feststellbar ist.

Die obere Streckgrenze ist von der Versuchs-
geschwindigkeit stark abhingig, daher wird stets nur die
untere Streckgrenze bestimmt, die auch in den Werk-
stofftafeln angegeben ist. Nur bei Belastungssteigerung
bis zu 1 kg/mm? i. d. Sek. ist dieser EinfluB unmerklich.
Die Werte § und y sind wenig davon abhingig.

Wird der um A1 verlingerte Stab wieder entlastet, so
verliert er die erlittepe Dghnung um so 'weniger, je hoher %E‘t’]as’tz;gs kll?;; e‘ “t')‘e‘i
er belastet war. Die wieder verschwindende Dehnung Oberschreitung  der
g, =A41,:1 heiBt elastische oder federnde Dehnung, Streckgrenze.
der Rest g, =2AI,:1 heiBt bleibende Dehnung. Fir
hinreichend kleine Belastungen unterhalb der Streckgrenze sind die &, Null oder
verschwindend, der Stoff heift dann vollkommen elastisch und der
Dehnungsvorgang ist umkehrbar. Als Elastizitiatsgrenze bezeichnet man
diejenige Spannung, bei der die bleibende Dehnung &, einen gewissen verein-
barten Wert nicht iiberschreitet. Nach dem deutschen Verband fiir Werk-
stoffpriffung i. d. Technik ist hierfiir 0,019, nach dem internationalen Ver-
band 0,001°/, festgelegt. Bei Metallen fallt Elastizititsgrenze ungefihr mit
Proportionsgrenze zusammen; letztere hingt erheblich von der MeBgenauig-
keit ab und wird selten festgestellt.

+

§_—

P
e

Ay,

18%
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Bei Belastung iiber die Streckgrenze verlduft die darauffolgende Entlastungs-
kurve nach Abb. 177 etwa geradlinig und parallel zur Proportionsgeraden. Er-
neute Belastung liefert die eingezeichnete Fortsetzung der Zugkurve, deren Ge-
samtverlauf durch eine oder auch einige solcher Belastungsunterbrechungen
wenig beeinfluBt wird.

GuBeisen. Bleibende Dehnungen sind schon von kleinen Belastungen ab
viel groBer als bei Stahl, daher ist keine Elastizitdtsgrenze vorhanden. Das in
(196) genannte Potenzgesetz bezieht sich auf die bleibenden Dehnungen. Festig-
keitswerte streuen erheblich starker als bei Stahl; auSerdem nimmt die Zug-
festigkeit ab mit zunehmendem Querschnitt.

Ahnlich wie GuBeisen verhalten sich alle gegossenen Nichteisenmetalle und
alle Natur- und Kunststeine.

(267) Der Druckversuch. Fiir Festigkeitsbestimmungen Wiirfel oder Zylinder
mit /=d, fiir Forminderungsbestimmungen lingere Zylinder. Die Festigkeitswerte
sind stark von Prifkoérperform und Versuchsanordnung abhingig. Bei kurzen
Kérpern beeinfluft die Reibung zwischen Druckplatten und Korperstirnflichen
die Ergebnisse, bei lingeren Stiben stéren knickartige Erscheinungen und Aus-
biegungen. Daher sind nur die unter gleichen Bedingungen gewonnenen Ergebnisse
miteinander vergleichbar. Druckversuche sind namentlich fiir gegossene Stoffe
und Steine von Bedeutung.

(268) Elastische Nachwirkung. Die Lingeninderung folgt nicht sofort der
Belastungsinderung, sondern bedarf je nach Stoff einer gewissen Zeit. Unmerk-
lich bei Metallen, sehr stark bei Leder, Hanf.

(269) Der Biegeversuch. Der Stab von vereinbarten Abmessungen wird nach

Abb. 178 bis zum Bruch beansprucht. Nur bei spréden Stoffen durchfiihrbar.
Ublich fiir GuBeisen, da die Biegeprobe einfacher

4 ist als die Zug- und Druckprobe. Vereinbart sind vom
Verein deutscher EisengieSereien zylindrische un-
7 bearbeitete Priifstdbe 30 mm Durchm. und 650 mm

Lidnge bei /=600 mm. Aus gemessener Bruchlast P
Abb. 178. Biegeversuch bei folgt rechnerische Biegefestigkeit Ky=—=Pl:4 W.
Guistaben. Die gemessene Durchbiegung liefert das ZahigkeitsmaB.

(270) Hairtepriifung. Die mineralische Hirteskala (Talk bis Diamant) ist
technisch nicht verwendbar. Die Hirtezahlen der Technik sind technologische
VergleichsgroBen. Man unterscheidet statische und dynamische Verfahren.

Statische Verfahren:

Brinellsche Kugeldruckprobe nach DIN 1605. Eine harte Stahlkugel
von D mm Durchm. wird mit stoBfrei wirkender Kraft P kg so lange in die blanke
ebene Oberfliche des Werkstiicks eingedriickt, bis das Vordringen der Kugel
ein HochstmaB erreicht. Aus dem Verhiltnis zwischen Kraft und GréBe der Ein-
druckfliche von d mm Durchm. folgt die Brinellhirte

_ 2P
" aDp(D— 0P =)

Nach DIN 1605 ist Belastung 15 Sek. lang gleichmiBig und stoBfrei zu
steigern und 30 Sek. auf ihrem Endwert zu belassen. Je nach Probendicke sind
folgende Kugeln und Belastungen anzuwenden (s. Tabelle S.277).

Zur Kennzeichnung der angewendeten Versuchsbedingungen dient die
Schreibweise z. B. bei D = § mm, P =— 250 kg und 30 Sekunden Belastungsdauer

H 5/250/30.
Fiir H 10/3000/30 wird das Kurzzeichen H,, benutzt (Regelversuch).

Das Verhiltnis Zugfest./Brinellhirte ist fur Stihle 0,31 bis 0,41; und zwar
mittelbarte C-Stihle 0,36, Nickelstihle 0,35, bei P =30 D2.

kg/mm?,
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Belastung P
Dicke Kugel- kg
der Probe durchmesser . 10 D2
D D2
a D . 30 . f. hartes Kupfer | __ 25 .
fiir GuBeisen . fiir weichere
Messing, Bronze
und Stahl Metalle
mm mm u. a.
iber 6 10 3000 1000 250
von 6 bis 3 5 750 250 62,5
unter 3 2,5 187,5 62,5 15,6

Martens-Heyn-Prifung. MaBgebend die Kraft, die eine 5-mm-Kugel
0,05 mm tief eindriickt.

Rockwell-Prifung. Nur fiir gehirtete Stdhle. MaBgebend ist die Ein-
dringtiefe einer kleinen Stahlkugel oder einer Diamantspitze unter gewisser
Laststeigerung. Geringere Oberflichenverletzung als bei Brinell, daher namentlich
fiir einsatzgehirtete Stiicke. Die Beziehung zwischen Brinell- und Rockwell-
hirte ist nicht linear, sondern stark vom Werkstoff und Hirtegrad abhingig.

Dynamisches Verfahren: Shores Skleroskop. Nur fiir gehirtete
Stihle. Ein kleiner Hammer mit Diamantspitze fillt aus bestimmter Héhe auf
die wagrechte Oberfliche des Priifkorpers. Je hiarter der Werkstoff, desto gréBer
die Riickprallhihe, die ein Vergleichsma8 fiir die Harte bildet. Fir Werkzeug-
stihle geeignet. Verfahren schnell durchfiihrbar unter geringster Oberflichen-
verletzung.

Weniger genau, aber bequem und schnell zu gebrauchen ist der Schlag-
hirtepriifer nach Baumann-Steinriick und der Poldihammer.

Das Bestreben geht dahin, durch Hirtebestimmung am Werkstiick selbst
raschen RiickschluB auf die Zugfestigkeit unter Umgehung der teuren Priif-
stibe zu gewinnen.

(271) Faltversuch nach DIN 1605. Dient zum Nachweis der Biegbarkeit
(Zahigkeit). Flachstibe, 30—50 breit, oder Rundstibe werden unter der Presse
langsam und stetig verbogen und zwar

a) um einen Dorn von bestimmtem Durchmesser bis zum vorgeschriebenen
Winkel, wobei auf der AuBenseite kein Anbruch erfolgen darf;

b) Verbiegung um einen beliebigen Dorn, dann Zusammendriicken der
Schenkelenden véllig oder bis der Anbruch auf AuBenseite erfolgt.

Rotbruchversuch ist ein Faltversuch mit rotwarmen Stiben und dient
zum Nachweis der Warmbearbeitbarkeit.

212) Dynamische Priifung.

Die Erfahrung zeigt, daB unter gewissen Verhiltnissen Metalle gute statische
Festigkeitseigenschaften haben konnen, aber gegen stoBSende Beanspruchung
(Schlagversuche) geringen Widerstand bieten. Kerbschlagbiegeprobe nach
Charpy. Im Pendelschlagwerk nach Abb. 179 st68t ein pendelnd aufgehdngtes
Gewicht gegen einen eingekerbten Stab nach Abb. 180 von vereinbarten Ab-
messungen. Das Gewicht @ fillt von Héhe H auf das Probestiick, zerschligt es
und schwingt auf Hohe A zuriick. Die zum Zerschlagen aufgewendete Arbeit ist
A=—@G (H—h); die auf die Bruchflicheneinheit (Kerbquerschnitt —=b d)
bezogene Arbeit heiBt spezifische Schlagarbeit oder Kerbzidhigkeit
Ay = A:bd kgm/cm?.
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Es treten zweierlei Brucharten auf: Der Trennungsbruch mit geringem
4, geringer Forminderung, kornigem Bruch, und der Verformungsbruch
mit groBem Ay, starker Forméinderung, sehnigem Bruch. Bei tiefer Temperatur

L

Abb. 179. Pendelschlaghammer Abb. 180. Kerbschlagstab.

tritt Trennungsbruch, bei hoher Verformungsbruch ein, gewshnliche Temperatur
liefert ein Streugebiet zwischen beiden. Anzustreben ist der Verformungsbruch,
der begiinstigt wird durch richtige Warmebehandlung, deren Feststellung Haupt-
zweck der Kerbschlagprobe ist.

Die Werte A, sind von der Priifstabform abhingig. Die z. Z. verschieden
iiblichen Formen erschweren den Vergleich der damit ermittelten A4;. Uber
EinfluB der Temperatur auf 4, s. (283).

(213) Dauerpriifung.

Dauerfestigkeit ist diejenige Grenzbeanspruchung, die ein Stab dauernd
ertrigt, ohne zu brechen. Je nachdem die Belastung ruhend ist oder dauernd
sinusférmig schwingt, unterscheidet man Standfestigkeit und Schwingungs-
festigkeit.

Standfestigkeit. Zugversuch mit dauernd unverinderlicher, sto8freier
Gewichtsbelastung bei Raum- oder hoéherer Temperatur. Gemessen wird die
Dehnung in Abhingigkeit von der Zeit. Standfestigkeit ist diejenige groBte Span-
nung, bei der die Dehnung zur Ruhe kommt oder deren Zunahme den Betrag
0,001%/, je Std. nicht iiberschreitet.

Bei Stahl liegt die Standfestigkeit bei Raumtemperatur iiber, bei héherer
Temperatur unter der entsprechenden Streckgrenze, sofern anfiangliche Dehnungen

zulassig sind, andernfalls ist die Standfestigkeit
Stand. gleich der Elastizititsgrenze bei der entsprechenden

Ursor, Temperatur.
Schwingungsfestigkeit. Die Zug- oder Bie-
Sotwing. /iv gespannung schwingt sinusformig zwischen einem
. A positiven und gleichen negativen Wert mit groBer
/ I Frequenz. Bei irgendeiner Spannungsamplitude
,V‘ 6‘ unterhalb der Zugfestigkeit reiBt der Stab nach

,”ﬁl

einer gewissen Anzahl von Schwingungen, d.i. die

Bruchwechselzahl. Je kleiner die Spannungs-

amplitude, desto groBer die Bruchwechselzahl.

Abb. 181. Kurven bei Dauer- Man erachtet eine Bruchwechselzahl von A5 bis

pritfung. 10 Millionen als Dauerzahl und die von hier an

nicht merklich weiter fallende Spannungsamplitude

heiBt Schwingungsfestigkeit. Nach bisherigen Versuchen ist sie von der

Frequenz kaum abhingig. Ublich sind Versuche mit Biegungsbeanspruchung

eines sich rasch drehenden Rundstabes, und Zug-Druckwechselversuche mit
elektromagnetischer Krafterzeugung bei 30000 Lastwechseln i. d. Min.

Fir geschmiedeten Stahl ist bei Biegeversuchen in Raumtemperatur die
Schwingungsfestigkeit = 0,28 (Zugfest. -} Streckgrenze) mit 4 20°/; Streuung,
und bei Zug-Druckversuchen etwa (0,6—1,0) mal soviel. Diese Angaben gelten
fiir genau zylindrische, blank polierte Stibe. Die geringste Oberflichenverletzung
setzt die Schwingungsfestigkeit herab, und zwar stark bei vergiitetem, weniger
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bei gewalztem oder geglithtem Stahl. Gleichen EinfluB haben Kerben und schroffe
Formiiberginge.

Verlauft der Spannungswechsel zwischen ungleicher oberer Spannung o,
und unterer Spannung g,, wobei ¢, > 0, sei, dann gilt Abb. 181. Demnach
die Sonderfille

6,=— — 0, ist Schwingungsfestigkeit,
6y =0, 0, ist Ursprungsfestigkeit, etwa (1,5—2)mal Schwing.-Fest.
0, =0, ist Standfestigkeit.

Die Ergebnisse der Dauerpriifung bilden die Grundlage zur Wahl der zulis-
sigen Spannungen im Maschinenbau, doch ist hierin vieles z. Z. noch nicht hin-
reichend gekldrt. Vgl. Zeitschr. f. Metallkunde 1928 Heft 2, und laufende Berichte
in Z.

Festigkeitseigenschaften
fiir die technisch wichtigsten Metalle.

(274) Die beim Zugversuch ermittelten Festigkeitswerte sind grundlegend
fir die Verwendung der Werkstoffe im Maschinenbau. Sie sind stark von Zu-
sammensetzung, Gehalt an Fremdstoffen, Herstellungsweise und technologischer
Weiterbehandlung abhingig. Nachstehende Angaben dienen nur zur Erklirung
der in nachfolgenden Werkstofftafeln gebrauchten Begriffe.

Stahl und Eisen.

(275) FluBstahl heiBt alles in fliissigem Zustande gewonnene Eisen (daneben
bleiben aber bis auf weiteres Handelsbezeichnungen wie Stab-, Profil-, Breit-
eisen usw. bestehen). Man unterscheidet

Kohlenstoffstihle unlegiert; bestimmend fiir Festigkeitswerte ist der
Kohlenstoffgehalt.

Legierte Stihle, enthalten neben Kohlenstoff andere, absichtlich bei-
gemengte Stoffe wie Silizium, Nickel, Chrom u. a., zwecks erheblicher Ver-
besserung der Festigkeitseigenschaften.

Form der Zugkurve Abb.1 gilt allgemein fiir unlegierten und legierten
Stahl im ausgeglithten Zustande.

Glihen. Zu unterscheiden:

Spannungsausglithen: in Stihlen bei etwa 5509,

Weichglithen von Werkzeugstihlen und héher gekohlten Baustihlen bei
etwa 7000,

Normalisieren: Glithen, um den EinfluB aller vorangegangenen Wirme-
behandlung auszuschalten, bei 750 bis 900°, je nach C-Gehalt.

Einsetzen heiBt Glithen in kohlenstoffabgebendem Mittel, ergibt harte
1 mm oder mehr tiefe Oberschicht bei weich bleibendem Kern. Nachstehende
Tafelwerté gelten stets fiir den Kernwerkstoff.

Vergiiten der legierten und unlegierten Stdhle heiBt Erhitzen auf 800
bis 850° mit darauffolgendem Abkiihlen in Wasser oder 01 und Anlassen auf
150 bis 700° je nach den verlangten Festigkeitseigenschaften; bezweckt Stei-
gerung der Festigkeit, Streckgrenze und Dehnung gegeniiber dem ausgegliihten
Zustand. Fiir hochbeanspruchte Maschinenbaustéhle.

Hirten und Anlassen von Werkzeugstdhlen. Hirten erfolgt durch Glithen
und nachfolgendes Abschrecken in Wasser oder Ol oder Abkiihlen im Luft-
strom, ergibt hohe Festigkeit bei sehr geringer Dehnung. Anlassen: darauf-
folgendes Erhitzen auf 150 bis 350° mit nachfolgender langsamer Abkiihlung,
ergibt miBige Abnahme der Festigkeit und ErhShung der Dehnung.
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Warmformung heiBt spanlose bildsame Formung bei 900 bis 750° je
nach C-Gehalt, um das Werkstiick im Zustand groBter Formbarkeit unter ge-
ringem Arbeitsaufwand in neue Form zu bringen und gleichzeitig die Festigkeits-
werte zu verbessern. Hierzu gehort Streckwalzen, Profilwalzen, Ziehen, Frei-
schmieden, Gesenkschmieden, Rohrziehen, Rohrwalzen, Gesenkpressen, Bor-
deln, Tiefziehen usw. Die Festigkeitswerte werden erh6ht, aber wegen der
Streckung des Werkstoffs in Streckrichtung mehr als quer dazu.

Kaltformung (Kaltrecken) heiBt spanlose Formung in Raumtemperatur
durch Walzen, Ziehen, Pressen, Bérdeln, zur Erzielung geringerer, auf warmem
Wege nicht erreichbarer Abmessungen, wie Drihte unter 5 mm, Bandeisen
unter 1 mm Stirke, oder zur Erzielung bestimmter Festigkeitswerte. Im all-
gemeinen steigen die Zugfestigkeit und Streckgrenze, die Bruchdehnung und
Einschniirung nehmen ab (Verfestigung). Weitgehende stufenweise Kaltreckung
erfordert eingeschaltete Glithungen. Bei lingerem Lagern kaltgereckten, also
iiber die Streckgrenze beanspruchten Stahles nimmt mit Monaten und Jahren
die Streckgrenze zu, die Bruchdehnung, Einschniirung und namentlich Kerb-
z3higkeit nehmen weiter ab, der Werkstoff altert. Durch Erwirmen auf rd. 300°
wird der Alterungsvorgang beschleunigt. Alterungserscheinungen treten auch
ein wihrend einer Formung in Blauwirme (280 bis 4509); daher solche streng
vermeiden (Blaubriichigkeit).

GuBeisen (GrauguB, graues Bruchgefiige) ist das durch GieBen zu GuB-
waren verarbeitete Roheisen. Wird nicht unmittelbar aus dem Hochofen, sondern
nach erneutem Umschmelzen im Kuppelofen, seltener im Elektro-, Flamm- und
Tiegelofen, vergossen. Durch entsprechende Gattierung, d.i. Mischung ver-
schiedener Roheisensorten und Zugabe von Zuschligen wird dem GubBeisen die
jeweils erforderliche Zusammensetzung erteilt. Reine Glihbehandlung erzielt
Hirteabnahme und bessere Bearbeitbarkeit.

TemperguB wird von GuBeisen mit weiBem Bruchgefiige gegossen und
danach durch bestimmte Gliithverfahren entkohlt oder so in seinem C-Gehalt
umgewandelt, daB er z&dh, himmerbar, leicht bearbeitbar und miBig schmied-
bar wird. Bruchfliche je nach Schmelz- und Glithverfahren weill (weiBer Temper-
guB) oder schwarz (SchwarzherzguB).

216)  Nichteisenmetalle und deren Legierungen.

Festigkeitseigenschaften in hohem MaBe von Zustand und Vorbehandlung
abhingig, besonders von der Kaltreckverformung, die bei Metallen sehr weit ge-
trieben werden kann, Daher sind Festigkeitswerte stets in Verbindung mit Vor-
behandlung anzugeben. Zwecks Festigkeitsvergleich wird der normalisierte
Zustand hergestellt, d.i. Ausglihen unter bestimmten Bedingungen nach der
Warm- oder Kaltverformung.
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Werkstoiitafel Stahl und Eisen.

Yerwendung.

Teils nach Werkstoff-Handbuch Stahl und Eisen.

St 00.11 Nur fiir untergeordnete Zwecke, wie einfache rohe Gelinderstabe.
St 00.12 SchweiBbar auf alle Arten.

St 34.11 Alle Arten von Form-, Stab- u. Breiteisen, Draht fiir aligemeine Zwecke;

St 34.12 Teile fiir hohe Zahigkeit, z. B. Schrauben, Schrumpfringe, Gestinge,
soweit Festigkeit ausreicht; fiir einzusetzende Teile, wie Zapfen, Bolzen,
Biichsen usw. SchweiBbar auf alle Arten.

St 37.11 AHe Arten von Form-, Stab- und Breiteisen; Hauptwerkstoff fiir den

St 37.12 Stahlbau. Im Maschinenbau geeignet firr rohbleibende Teile mit Festig-
keitsanspriichen, weniger fiir zu bearbeitende Schmiedestiicke. Schwei3-
bar auf alle Arten.

St 42.11 Teile fiir Wechselbeanspruchungen, wie Treibstangen, Kurbeln; laufende

St 42,12 Teile, die weich sein diirfen, wie Wellen ohne wesentlichen VerschleiB;
Wellen und Achsen mit geringer Durchfederung; Teile mit hoherer
Festigkeit als St 34. Fiir PreBstiicke, gering beanspruchte Zahnrider,
Gewinde (gut schoeidbar). Schwer schweiBbar.

St 44.12 Kurbelwellen, Kurbelzapfen, Bauteile im Maschinenbau, Beschlagteile,
Hebel-, Zug- und Schubstangen, ungehartete Ritzel.

St 50.11 Hoher beanspruchte Triebwerksteile, stirker belastete Wellen, gekropfte
Kurbelwellen, Antriebswellen, schnellaufende Wellen, Turbinenwellen,
Andrehkurbeln nebst Spindeln; fiir Teile mit gewisser natiirlicher Harte,
wie Kolben, Schieberstangen, Steuerhebel, Bolzen, Gewinderinge, Schrau-
ben fir Sonderzwecke, maBig beanspruchte ungehirtete Zahnrader.

St 60.11 Wie St 50, jedoch fiir hohere Beanspruchung, namentlich fiir Teile, bei
denen an Raum und Gewicht gespart werden soll, ferner fiir Teile mit
hohem Flichendruck, wie PaBstifte, Keile, Ritzel, Schnecken, PreB-
spindeln. Bei stark wechselnden Beanspruchungen ist Vergitung zu
empfehlen,

St 70.11 Fir Teile mit Naturhirte, wie aufeinander arbeitende ungehirtete
Steuerungsteile, harte Walzen, ferner fir hochst und nicht wechselnd
beanspruchte Teile wie unter St 60 (sonst Vergiitung); ferner fir natur-
harte Werkzeuge, wie Gesenke, Ziehringe und PreSdorne.

Kohlenstoff-

{ St 00. 11 fiir, untergeordn. Zwecke } Fiir Bauteile ohne Hochstan-
stahle

St C10.61 | fiir hohere Anforde- ; forderungen, aber ziher Kern
St C 16. 61 rungen - und glasharte Oberfliche

Nickelstihle Ziber Kern :
Allgem. Maschinenbau, Wechselrdder
Chromstahle gmfﬂgsbggtﬁifthe und Ver- | g:°Auto und Flugzeug, Nocken- und
Chromnickel- Bester Werkstoff fir harte | Kubel"elien, Spindels, Boteen, Achs-
stihle Oberfliche u.zdhharten Kern ’ 4 ‘

Ver-
gitungs-
stahle

Fiir kleinere Querschnitte im Feinmaschinenbau (bei starken
Abmessungen Vergiitung nicht durchgreifend)
Nickelstahle Hoch bis hochst und wechselnd beanspruchte Teile im Fein-
Chromstihle und GroBmaschinenbau; Kurbel urg:i Nockenwel!en, Achsen,
Chromnickelstihle Treibstangen, Kolbenstangen, Zahnrader, namentlich Wechsel-
rader im Differentialgetriebe, gekropfte Wellen, Achs- und
u.a. Steuerschenkel.

Kohlenstoffstihle }

Stahl-
guB

GroBes Verwendungsgebiet, da GieBen in Stahl erheblich wirtschaftlicher als Schmie-
den oder Herausarbeiten aus dem Vollen durch Spanabheben. Daher wird im all-
gemeinen Maschinenbau StahlguB vorgezogen, wenn Graugu8 wegen der Bean--
spruchung nicht ausreicht und wenn auf die groBere Zihigkeit des gewalzten oder
geschmiedeten Stahls verzichtet werden kann.

Uber GuBeisen und TemperguB vgl. Tafel (280).

Sonderangaben {iber Werkstoffe z. B. fiir Kesselbau, Drahtseile, Stahlbau usw. finden
sich unter den betreffenden Abschnitten des Buches.
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Temperaturverhalten einiger Werkstoffe.
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Teils nach Werkstoffhandbuch Stahl u. Eisen und Nichteisenmetalle, teils nach Bach-Bau-
mann, Festigkeitseigenschaften u. Gefiigebilder, 2. Aufl. Berlin: Julius Springer 1921.

Werkstoff i eite. IRaTte. Werte fir Wirmegrade
Z ence Fest;grlt(elts IKalte Wert egral -
Vorbehandlung g 20 | 100|200 | 300|400 | 500 | 600 | 700 |800°
Zugfestigk. 6516675796040
ob.Streckgr. 50|49 | 48| 38| 26
FluBstahl unt, ,, 3914240 | 35| 26
Dehnung 19 [ 15 | 13 | 23 | 28 | 32
Einschniir. 60 |54 | 47 | 49| 62 | 76
FluBstahl 0,05 C .
gewalzt 7 Kerbzihigk.| 70 1 18 | 17 | 15 | 13 | 10 9
Chrom-Nickel-Stahl
0,23 C, 0,78 Cr, Kerbzahigk. | 200 | 0,3 |14 116 15|14 [ 12| 8
2,75 Ni, gegliiht
I ‘ | —
Chromnickelstahl Zugfestigk. 75 74 | 71 | 56 | 36
0,3 C, 0,4 Cr, Dehnung 18 20 | 28 126 | 32
3,5 Ni geglitht Einschniir. 53 57071 79|87
harter Federstahl Zugfestigk. 195200 1210 182 1127 | 66
0,65 C, 1,5 Si, Dehnung 0,419 | 23 | 14 | 25 | 64
0,4 Mn Einschniir, 0 29|41 |63 8204
SM-Stahlgu8 Zugfestigk. 60565758 51 —
0,25 C, 0,13 Si, Dehnung 101612 |11 |12 | —
0,71 Mn, gegossen Kerbzihigk. 1] 2] 6 7 6! 5
GuBeisen hochwertig | Zugfestigk. 24 |24 1241232218 | 11
Zugfestigk. 42 47 33|31 32133,;33|27!11
TemperschwarzguB§ Dehnung 42 17 |12 10|10 |10 | 11 | 15| 30
Einschniir. 42 11 13|13 |11 | 9 9|18 |36
Zugfestigk. 22118116 12] 7| 4| 3| 2
Elektrolythupfer, Dehnung 4214239332419 193845
geg! Einschniir. 70 169 | 62|46 |27 |21 | 23|31 |75
. Zugfestigk. 47 1 40 | 29 | 15 | 51
Prefmessing Dehnung 38|30 |45 | 57|75
A‘g}‘*}-&ﬁ“’;‘z;sﬂ Zugfestigk. 24242214 6| 4
,4 Cu, 5,5 Sn,
2,82Zn Dehnung 36|35(35(12] 0] 0
Manganbronze Zugfestigk. 3713513321 8
98 Cu, 1,5 Sn, Dehnung 413644 | 74| 80
0,2Mn Einschniir, 60 | 60| 52|49 | 44
Reinalu- (gezogen Zugfestigk. 13,5/111,6{ 8,8 | 4,6 | 2,0 | 1,0 | 0,5
minium )gegliiht Zugfestigk. 9,5 83|5431|15 08 0,5
Zugfestigk. ’ 42 | 31 9
Duralumin Streckgr. 138131 8
Dehnung i 12 | 8131

Diese Tafel gibt einige Werte aus den Warmversuchen, die stets erheblich von Vorbehand-
lung abhingig sind, namentlich bei Nichteisenmetallen. Zu beachten sind die niedrigen Kerb-
zihigkeiten Ay in der Kailte.
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Aligemeine Beziehungen zwischen Spannungen und Forménderungen.

(284) Spannungen. Wirken auf einen Kérper 4uBere unter sich im Gleich-
gewicht stehende Krifte, z. B. P, bis Pg, Abb. 182, dann rufen sie zwischen den
Teilchen des Korpers innere Krifte, die Spannkrifte, hervor. Hebt man den

A A %,

2 4
A A

) 4

N

Abb. 182 u. 183.
Zusammenhang durch einen Schnitt, z. B. lings der punktierten Linie in Abb. 182

auf, dann wird das Gleichgewicht der Kréfte im Korper 4 und B gestort. Bringt
man aber die vorher ldngs der Linie vorhandenen inneren Krifte nach Abb. 183

Abb. 184 u. 185. Abb. 186.

G

als duBere an, dann ist das Gleichgewicht in Korper A und B wiederhergestellt.
Entsprechendes gilt beim Herausschneiden eines Kérperteils nach Abb. 184
oder 185.

Die Spannkrifte sind an gegeniiberliegenden Stellen derselben Schnittfliche
einander gleich und entgegengesetzt gerichtet. Im allgemeinen sind sie stetig

V
Ty Gx V
6:1‘ % z:—y
7

Abb. 187—190.
iiber den Korper verteilt, d. h. an unendlich nahe liegenden Stellen sind sie nach
GroBe und Richtung auch unendlich wenig verschieden.

Die Normalkomponenten der Spannkrifte, bezogen auf die Flicheneinheit
(1 cm?) heiBen Normalspannungen o, die in der Fliche liegenden heiBen
Schubspannungen 7. An gegeniiberliegenden Stellen derselben Schnittebenen
sind die ¢ und T nach Abb. 186 einander gleich und entgegengesetzt gerichtet.
Im allgemeinen rdumlichen Spannungszustande treten die ¢ und T in jeder Schnitt-
ebene auf.

Der ebene Spannungszustand liegt vor, wenn fir eine bestimmte
Schnittebenenrichtung die ¢ und 7 verschwinden; dieser Zustand ist fir die
meisten einfacheren Spannungsaufgaben maBgebend. Man legt diese Ebene in
die Bildebene und bezeichnet die Spannungen fiir die dazu senkrechten Ebenen z
und y nach Abb. 187 bis 190 mit o, 7, und gy, 7.

1) Dieser Abschnitt ist nur fiir reifere Leser bestimmt.
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Weitere Spannungsbeziehungen folgen aus der Gleichgewichtsbetrachtung
an einem herausgeschnittenen Rechtkant oder Dreikant von den Seitenlingen d,
und d, und der Dicke d,.

Fiir das Rechtkant zeigt 3 G, dzdz
Abb. 191 die an den vier Sei- = [dem'z
tenflichen wirkenden und als 7] B v dydz
gleichmiBig dariiber verteilt "z G q:‘%z_l_
anzunehmenden Spannungen ‘g il ydydz Oy dydz
und Abb. 192 die entsprechen- Z;T Ldeds
den Krifte gleich Spannungen % 3 o dxdz
mal Fliche. Gleichgewicht / losdsdz
gegen Drehen um Achse nor- 7§ . 77] s,
mal Bildebene liefert aiy i—j— N Ll wdsdz

T 4 / p
Ty dydzde = t,dzdzdy , o rdydzdz;z__
i ! T
somit k——{—dza
Ty=T,, % VO dzdz

im weiteren mit T bezeich- Abb. 191—194. Rechtkant- und Dreikantelement.

net; d.i. Satz von der
Gleichheit der einander zugeordneten Schubspannungen. Vgl hierzu
(235) und Abb. 123.

Abb. 193 zeigt ein Dreikant von Dicke dz mit den angreifenden Spannungen,
Abb. 194 mit den entsprechenden Kriften. Gleichgewicht normal und parallel
zur schiefen Fliche liefert

o;dsdz=0,dydzsingp | oydazdzcos o+ rdydzcos p | rdxdzsing,
Tsdsdz=0,dydzcos ¢ —oydadzsin g —tdydzsin g4 vdzdzcos g,

oder mit doz=dscosp und dy=dssin ¢ und nach Umformung

__OzF0y 0z—o0y
= —

—y cos2 o+ Tsin2 g,

Gy — 0,
Tsziz—ysiHZ(p—}—‘tCOSZ(p.

Diese, fiir verschiedene @ jeweils normal zur Schnittrichtung aufgetragen,
liefern ein Spannungsbild nach Abb. 195.

o, nimmt fiir zwei normal zueinander stehenden Schnittrichtungen, den
Hauptrichtungen, die Gré8t- und Kleinstwerte

- YT

02

an, die Hauptspannungen heilen; in diesen Hauptrichtungen verschwinden
01-+0, __ = +oy
2 2
Die 7, haben fiir Richtungen, die die rechten Winkel zwischen den Haupt-
richtungen halbieren, ihre GroBtwerte

0y —0y\2 0,—0.
,,n:l/(z_z_y) Fa=00,

fiir diese Richtungen verschwinden aber die 7, im allgemeinen nicht.

Eine klare Ubersicht iiber Abhéngigkeit der g, und 7, von ¢ gibt der Mohr-
Culmannsche Spannungskreis Abb. 196.

Hilfsbuch f. d. Maschinenbau. 8. Aufl. 19

die z,. Es gilt
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Besondere Fille nach Abb. 197—200.

a) 6,=0y,=0¢ und 7=0 liefert o,=0 —konst. und z,==0; jede
Richtung kann als Hauptrichtung angesehen werden.

b) 6,= — 0, und 7 =0 liefert 6, = -} 0, und o, = — 0,,; die Haupt-
richtungen fallen in die z-bzw.y-Achse. Fiir p =450 ist 7,, — ¢, bzw. =,
und 6,=20, d. i. der Fall der reinen Schubspannung.

Abb. 195. Normal- und Schubspannungen in Abb 196. Mohr-Culmannscher Spannungs-
verschiedenen Schnittebenen. kreis

¢) Ist 6, =0, =0, aber 7 & 0, dannliegt der um 45° gedrehte Fallb vor.

d) 6y=0 und 7 =0 liefert den linearen Spannungszustand; o, = g,
6y =0 und fiir p =45% 7, =0,:2.

Vorstehendes beruht auf dem Gleichgewicht der Spannkrifte am Korper-
element, gilt daher fiir alle Werkstoffe beliebigen Aggregatzustandes in der Ruhe
und ist unabbéngig davon, ob die Elastizitdts- und Festigkeitseigenschaften nach
verschiedenen Richtungen gleichartig oder verschieden sind.

Abb. 197—200.

(285) Formidnderungen. Vorausgesetzt ist deren Kleinheit gegeniiber den
Korperabmessungen.

Wirken auf ein Rechtkantelement d« dy dz die Spannungen g, oder o, oder 7,
dann tritt folgendes ein:

Bei Spannung { verlingert sich deum ddz = edz=a o, dz,

. allein verkiirzt sich dyumAdy = g, dy=¢edy:m=ac,dy:m,
X

verkiirzt sich dz um Adz=¢,dz=¢edz:m=ua0,dz:m,

verlingert sich dy um Ady=wa g,dy,
verkirzt sich dx um ddr=o o, dx:m,
verkiirzt sich dz um Adz=o0,dz:m.
Wirkt gleichzeitig 6, und ¢y, dann addieren sich diese Forminderungen
algebraisch (Gesetz der Uberlagung), somit

bei Spannung
oy allein

c o
verliangert sich dz um Adzx —=adz <o’, — i) ,d.hog=ua (o’z ——y),
m m
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. 0.
verlangert sich dy um Ady=oady (oy — —x> , dohyogy==0a (qy— 61),
m m
verkiirzt sich dz um Adz—=adz (ai _’_&), dh g=ua (Gi —ol)
\m ' m \m  m
Wirkt ¢, = ¢ und 0,= — ¢, dann

verlangert sich dz um Adx=oadzo (1 +1:m),
verkiirzt sich dy um Ady=adyo(141:m).

Das liefert bei einem Quadrat d/ - dl nach Abb. 201 eine Winkeldnderung der
Diagonalen

o= (41 12) (- 15) e 4).

Dieser Spahnungszustand Adl
ist aber nach obigem Fall b
gleichwertig dem reinen Schub-
spannungsfall mit 7=o0 fir T
a

die um 45° gedrehten Schnitt-

richtungen, s, Abb.202. Die ur-

spriinglichrechten Kantenwinkel L

des Quadrates Abb. 201 werden —-—
. M ‘

demnach durch die T geindert dl

1
um - y=2 5220!1'(1 +;>, Abb. 201 u. 202.

wihrend dessen Kantenlingen unverindert bleiben.
Setzt man, da y proportional 7 ist, entsprechend dem Dehnungsgesetz

y=1-f, dann heiBt B die Gleitzahl und aus y=71f8=71- 20 (1 + i)
m

folgt ﬂ=a-2<1—|~%).

Der umgekehrte Wert von

% =@ heiBt GleitmaB; es ist G=1:§ und es
m
2(m—-1)"
Fiir m = 10/3 folgt f=2,6 und G=E:2,6.
Wirken auf den Rechtkant dz dy dz die ebenen Spannungen 6, ¢, und 7,
dann iiberlagern sich die Lingen- und Winkelinderungen und es folgt

[} Oz
ex::a(ax—-r—::), ey::oc(ay—;), y=18.

Vorstehendes beruht auf der Proportion zwischen Spannungen und Dehnun-
gen, gilt also streng nur fiir Stoffe, die das Hookesche Gesetz befolgen und setzt
auBerdem gleichmiBig elastisches Verhalten, also gleiches o nach allen Rich-
tungen voraus (Isotropie), was bei Stoffen mit ausgesprochener Faserrichtung,
wie SchweiBstahl und Holz nicht zutrifft.

folgt G=FE -

(286) FlieBbedingung und Bruchbedingung.

Man unterscheidet dehnbare Stoffe mit ausgeprigter Streckgrenze (weicher
Stahl, weiche Metalle) und spréde Stoffe ohne erkennbare Streckgrenze (GuB-
eisen, Steine, Glas). Fiir das Weitere ist langsame stetige stoBfreie Belastungs-
steigerung bis zum FlieBbeginn oder bis zum Bruch vorausgesetzt.

19%
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(287) Dehnbare Stoffe. Beim linearen Spannungszustand (d. i. reiner Zug
oder Druck) beginnt FlieBen, wenn ¢ die obere Streck- oder Quetschgrenze
erreicht.

Beim zusammengesetzten Spannungszustand tritt die Frage auf, welche
Spannungsverteilung den Eintritt des FlieSens hervorbringt. Diese Frage ist
seit langem umstritten; am langsten hat sich die Dehnungstheorie erhalten,
die aber durch neuere Versuche im allgemeinen nicht
bestitigt wurde und einer neueren Theorie weichen
@ 1 wird, die sich den Versuchsergebnissen gut anpaf8t.

Oy Nachstehendes beschrinkt sich auf den ebenen

Spannungszustand 6,0y 7 oder oT oder 0,0y, oder auf

die reine Schubspannung 7.

fe—7—— Eyp b=

8

— L i |

Dehnungstheorie (Poncelet, Grashof, Bach). Der

durch 6, 0y T bestimmte ebene Spannungszustand liefert

Abb. 203. nach (284) die Hauptspannungen 0,0,. Es sei 0, > 0,,

dann ist die in ¢,-Richtung auftretende Dehnung

&, =a(0;—0y:m) und mit den Ausdriicken fir ¢, und o, folgt nach
Umrechnung

e = )

02

m 2

Nach der Theorie beginnt FlieBen, wenn dieses ¢, die Streckdehnung &=« * o,
des linearen Zustandes erreicht. Hieraus folgt mit m = 10/3 die FlieBbedingung

0,35 (0 | 6y) -} 0,65 Y0z — 0,)2 4 12 =0,
Fir den Zustand o und 7 folgt
0,350 -}-0,65 Jo? -} 4 12 =o,.
Fir den Zustand 6, und oy, folgt
0y — 0,30, =05
Beim reinen Schubspannungszustand ist fiir die SchubflieBspannung 7,
1,3 ts=0; oder T,=0,770;.

Neuere Theorie (Sandel, Schleicher). Hier wird die griBte Verlagerung
des ebenen Zustandes ¢, 6,7 mit der des linearen Zustandes verglichen. Denkt man
sich einen Wiirfel 1 + 1 - 1 nach den Hauptspannungen ¢,0, gerichtet, Abb. 203,
dann ist

&g =0 (0, —0y:m)| oy,
g =0 (0, —0y:m) || 0y,
€3 =0 (— 0y : M — 0,: m) normal zur Bildebene.

Die Verlagerung der oberen Ecke e bei festgehaltener unterer Ecke a ist

max e = Vi T AT =a ]/ (01— 2) 4 (00— 2)' (= 2 B

m? 2 4m—2
—_— 2
=q V(a%—l—ug) poe B 010y — 57— -

Fir den linearen Zustand mit 0, =0, und 6, =0 ist die Streckdehnung

m 2
max e, =a, |/ "2
m
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Nach der Theorie beginnt FlieBen, wenn maxe diese Streckdehnung erreicht,
Hieraus folgt Bedingung fiir den FlieBbeginn max ¢ == max &, oder

4m—2 m? )
Voﬁ ~+ 0% —o0, 0, T =0, oder mit m ==10/3

Yo? -+ 0% — 0,865 6, 65 = 0, oder mit den Werten fir ¢, und o,
Yo + 02 — 0,865 0, 0, 12,865 12 =0;.
Fir den Zustand o, o, folgt
Vo2 + 2 — 0,865 6, 0, = 0.
Fir den Zustand o und t folgt

Yo 42,865 2 =0, . e
Der reine Schubspannungszustand ergibt 1,69 7, ===
=g, oder 7;,=0,590;. -a, / a

(288) Spriode Stoffe. Beim linearen Span- /!' ., A
nungszustand ist die Zugfestigkeit K, oder die
Druckfestigkeit K maBgebend. Meist ist K er- K
heblich gréBer als K, .

Beim zusammengesetzten Spannungs-
zustand besteht ebenfalls ein Gegensatz zwischen -0
der Dehnungstheorie und den neueren Versuchs-
ergebnissen.

Dehnungstheorie. An Stelle der FlieB-
dehnung tritt hier die Bruchdehnung und es folgt die Bruchbedingung fiir
den Zustand 6, 0y T oder 6T

0,35 (0 +04) 0,65 Y0, — 0,)2 -4 72 = K, bzw. K | j¢ nachdem Zug
oder Druck

0,350+ 0,65 Jo2 4 412 =K,bzw. K maBgebend.
Schubfestigkeit K;=0,77 K, .

Abb. 204.

Neuere Theorie. Nach neueren Versuchen liegen beim ebenen Spannungs-
zustand die Wertpaare ¢,0,, die den Bruch hervorbringen, auf einer durch vier
Punkte gegebenen langgestreckten Ellipse, deren linker unterer Verlauf kaum be-
kannt ist. Bei deren Ersatz durch eine Parabel, Abb. 204, ergibt sich die Bruch-

bedingung
(6, — 052+ (0,+0,)(K—K,)=KK,
Das liefert fir den Zustand ot die Bruchbedingung
o242t o(K—K,)=KK,

und beim reinen Schubspannungszustand die Schubfestigkeit

VR,
2
(289) Zuldssige Spannungen.

Jeder Maschinen- oder Bauteil ist so auszubilden, daB er den beanspruchen-
den Kriften auf unbegrenzte, in gewissen Fillen auch auf begrenzte Zeit stand-
hilt, d. h. es darf weder Uberbeanspruchung noch unzulissige Forminde-
rung eintreten.



294 Elastizitit und Festigkeit. (290)

GemaiB der ersteren Forderung darf die groBte auftretende Spannung einen
Grenzwert, die zuldssige Spannung, nicht iberschreiten. Fir die einfachen
Belastungsfille Zug, Druck, Biegung usw. sind zur Zeit nachstehende Zeichen
fiir die zuldssigen Spannungen in Gebrauch:

Art der

Kraftwirkung Schub | Drehung

Zug Druck Knick | Biegung

Zeichen im k, 2

Maschinenbau ks kq

Stahlbau und

allgemein im Ozul Ozul Og zul Ozul

Bauingenieur-
wesen

]
Zeichen im l
|

Tzul Tzul

Man bezieht die zulissige Spannung bei dehnbaren Stoffen auf die Streck-
und Quetschgrenze usw. und bei spréden Stoffen auf die Zug-, Druck-, Biege-
festigkeit usw. und nennt

Streckgrenze Quetschgrenze Zugfestigkeit
, usw. bzw, ————,
zul. Zugsp. zul. Drucksp. zul. Zugsp.,
Biegefestigkeit

n usw. die Sicherheit.
zul. Biegesp.

Die zuldssige Spannung ist von den Werkstoffeigenschaften und von der
Belastungsart abhingig.

Bei ruhender stoBfreier Belastung liegt die zuldssige Spannung entsprechend
dem Sicherheitsbetrag unter der Standfestigkeit.

Bei dauernd wechselnder Belastung liegt die zuldssige Spannung ent-
sprechend unter der Dauerfestigkeit (Ursprungs- oder Schwingungsfestigkeit
usw.), die erheblich unter der Standfestigkeit liegt. St6Be und Erschiitterungen
setzen die zuldssige Spannung weiter herab.

Fiir den Maschinenbau und den Stahlbau sind die Durchschnittswerte der zu-
lissigen Spannungen in den betreffenden Abschnitten des Buches angegeben.
Indessen konnen einerseits nur in wenigen Fillen die wirklich auftretenden Hochst-
spannungen genau bestimmt werden und anderseits liegt meist die Beanspruchungs-
art, ob Dauer oder Ursprungs- oder Schwingungsfestigkeit, nicht eindeutig fest
und auBerdem sind die Werkstoffeigenschaften, namentlich die Dauerfestigkeits-
werte meist nicht hinreichend bekannt, so daB in fast allen Zweigen des Maschinen-
baues an Stelle der exakten Spannungsberechnung Niherungsrechnungen auf-
gestellt und fiir die zulidssigen Spannungen Erfahrungswerte eingesetzt werden,
die bei Behandlung der Maschinenteile jeweils mit angegeben werden.

Oft besteht neben der Spannungsbedingung die Forderung nach Begrenzung
der Forminderung, z. B. Durchbiegung eines Trigers, Verdrehungswinkel einer
Welle usw. Der Maschinen- oder Bauteil ist dann nach beiden Forderungen zu
bemessen. Oft ist die Forminderungsbedingung allein maBgebend, wahrend die
Spannungen dann unter den zulissigen bleiben.

(290) Der zusammengesetzte Spannungszustand. Hierfiir wird unter Be-
nutzung der FlieB- oder Bruchbedingung diejenige gedachte (ideelle) Spannung o;
berechnet, welche die gleiche Sicherbeit gegen FlieBen oder gegen Bruch wie
die vorliegende zusammengesetzte Spannung liefert.

Dehnungstheorie. Fiir dehnbare und spréde Stoffe ist
0; = 0,35 (0 —} 0y) 3-0,65 Y(0, — 64)2 -}-4 7% fiir den Zustand 6, 0y7T
0; =0, — 0,30, fir den Zustand 6, gy

0; =0,350 40,65 Jo? —}—i’r? fiir den Zustand o 7.
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Diese Zustinde sind zulissig, wenn ¢; < K, oder g; < K.

Fiir reine Schubspannung gilt 0; =1,3 T oder ks =k, :1,3.

Vorstehendes setzt Gleichwertigkeit von %, und k;, d. h. gleiche Sicherheit
bei Zug und Schub voraus. Ist aber z. B. die Beanspruchung auf Zug oder Druck
ruhend und die Schubbeanspruchung schwingend oder umgekehrt, oder ist der
Werkstoff auf Schub weniger fest, wie z. B, bei SchweiBstahl oder Holz in Faser-
richtung, dann ist der wirkliche Wert k; kleiner oder groBer als der obige Wert
k, :1,3; dieser ungleichartige Fall wird nach Bach auf einen gleichartigen zuriick-
gefiihrt, indem in obigen Ausdriicken (o, T)2 statt 72 gesetzt wird, worin

ky:1, .
oy == ’k 3 das Anstrengungsverhiltnis heiBt.
$
Neuere Theorie. Fir dehnbare Stoffe ist dementsprechend
ks =k, :1,69 fir reine Schubspannung,

a; == Jo2 -+ 0% — 0,865 0 0, -+ 2,865 (g 7)2 fir Zustand 0, 0y T,
0;="Y0%+ 62 — 0,865 0, 0, fir den Zustand o, oy,
0, = Jo® 4-2,865 (g 7)2 fiir den Zustand ¢ 7,
worin ¢q =k, : 1,69 k;.

Fiir sprode Stoffe ist bei gleichartiger Beanspruchung gegen Zug, Druck
und Schub k; = ;— Vﬁc;

und fiir den Zustand o7 gilt bei gleich- oder ungleichartiger Beanspruchung die
Festigkeitsbedingung

o2+ 4 (gt)2+0(k—k)=kk,, worin aoz_:%]’}_lc:: k.

In den Anwendungen dieser Formeln auf den praktischen Maschinenbau
kennt man meist nicht die genaue Spannungsverteilung iiber den Quer-
schnitt, auBerdem liegen bei der zusammengesetzten Belastungsweise heute
noch Unklarheiten vor. Daher verzichtet man auf die Ermittelung der wirk-
lichen groBten Spannung und rechnet mit einer durchschnittlichen Spannung,
deren GréBtwert dann zulidssige Anstrengung heiBt,



Vierter Abschnitt.
Maschinenteile.

Bearbeitet von Professor P. Gerlach.

Aligemeines.
Normung, MaBbezeichnung, Passung.

(291) Vgl. DIN-Buch 4 und DIN-Taschenbuch 1. Die Normung bezweckt
im Verein mit anderen, zusammenfassend als Rationalisierung bezeichneten
MaBnahmen die Verringerung der Herstellungskosten und dadurch gesteigerte
Wettbewerbsfahigkeit durch Massenherstellung hiufig wiederkehrender Teile
unter weitgehender Arbeitsteilung und durch Einschrinkung der fritheren Viel-
gestaltigkeit dieser Teile in Richtung ihrer Abmessungen und Form. Sie sucht
die Aufgabe zu losen, insoweit es sich um technische Grundnormen, vgl.
DIN-Taschenbuch 1, handelt, d. s. neben anderem die Normen fiir Durch-
messer, Keile, Kegelwinkel, Niete, Gewinde und Schrauben, Passungen und
Toleranzen, in der Weise, daB sie die Lagerhaltung der fertigen Stiicke und
damit ibhre. Austauschbarkeit ermdoglicht, ihre Zahl aber und die der erforder-
lichen Werkzeuge tunlichst beschriankt. Die Mdglichkeit der Austauschbarkeit
setzt genaueste Herstellung und damit zusammenhingend einheitliche MeB-
verfahren und -werkzeuge voraus, deren Ubereinstimmung die Festlegung einer ein-
heitlichen Bezugstemperatur, 4-20°C, fordert: DIN 102. Bei dieser sollen die
MeBwerkzeuge und Werkstiicke die vorgeschriebenen MaBe, die NennmaBe N be-
sitzen. Absolute Genauigkeit in Ubereinstimmung der MeBwerkzeuge wie der Werk-
stiicke ist, wenn auch nicht unméglich, (ParallelendmaB@e), so doch sehr kostspielig.
Man nimmt die mit kleinen Ausfithrungsfehlern verkniipften Abweichungen in
Kauf und setzt fiir diese, je nach dem geforderten Grade des Zusammenpassens
oder dem jeweiligen Verwendungszweck Grenzen fest, innerhalb deren die aus-
gefiihrten MaBe, unbeschadet der Verwendbarkeit der betr. Teile liegen diirfen:
GrenzmaBe; GroBtmaB G, z. B.G =59,97; KleinstmaB K, z. B. K = 59,94.
Der Unterschied @ — K == T hei3t Toleranz, z. B. 59,97 — 59,94 —0,03. Beide
GrenzmaBe werden auf das NennmaB N, z. B. N =60 bezogen, das zur MaB-
bezeichnung und Angabe beider GrenzmafBe selbst dient. Die Unterschiede
zwischen diesen und dem NennmaB heiBen oberes AbmaB 04 =G — N,
z. B, OA =59,97 —60 — —0,03, und unteres AbmaB U4 =K — N, z. B.
59,94 — 60 =— —0,06. Die AbmaBe werden dem NennmaB zugefiigt, sie dienen
zur Angabe beider GrenzmaBe, z. B. Nennmal3 60 _ g:gg %‘i . Das IstmaB8 ist
das tatsichliche MaB des fertigen Stiickes, z. B. 59,96, und unter Abmaf des
Fertigstiickes wird der Unterschied zwischen IstmaB und NennmaB verstanden,
z. B. 59,96 — 60 = — 0,04. Vgl. auch DIN 774.

Zwei zusammengefiigte Teile, etwa AuBen- und Innenstiick, haben nach vor-
stehendem gleiches Nennma8, die IstmaBe dagegen sind im allgemeinen verschie-
den und miissen es sein, je nach der Art der Passung, gekennzeichnet durch das
SpielSoder das UbermaB U, d. i. beispielsweise der Durchmesserunterschied von
Bohrung und Welle bzw. Zapfen, wenn erstere groBer bzw. kleiner ist als letztere.
Die groBten bzw. kleinsten Unterschiede werden bezeichnet als GroBtspiel
G8S, z. B.GS =60,03 — 59,94 = 0,09, Kleinstspiel K S, z. B, K. § =60 — 59,97
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=0,03, GroBtibermaB GU, z. B. @ U = 60,06 —60 =0,06, Kleinstiiber-
maB KU, z. B. KU = 60,04 — 60,03 = 0,01.

Nach dem Unterschied im Spiel und UbermaB unterscheidet man verschie-
dene Passungen, kurz als Sitze bezeichnet, die sich gliedern in Bewegungssitze
als Laufsitz und Gleitsitz und in Ruhesitze als Schiebesitz, Haftsitz,
Treibsitz, Festsitz und PreBsitz, je nachdem das Spiel eine betriebsmiBige
Relativbewegung der Teile gegen einander erméglicht bzw. wenn das Spiel ge-
ringer oder gar UbermaB vorhanden ist. Die GréBe des Spiels wird in PaBein-
heiten, 1 PE mm = 0,005 ]/D mm, mit D == Nenndurchmesser, gemessen
und die Anzahl derselben ist verschieden, je nach dem gewiinschten Giitegrad.
Man faBt mehrere Normaldurchmesser fiir je eine PaBeinheit wie folgt zusammen?):

piber | 1 [ 3| 6 [ 10 ] 1830 | 50| 8 |12 | 180|260 | 360mm
bis 3 6 10 18 30 50 80 | 120 | 180 | 260 | 360 | 500mm
1 PE = |0,006 o,ooslo,om]o,on[o,ms |o,018 o,ozojo,ozz]o,ozs10,03010,035] 0,040 mm

Ein PaBsystem wird erhalten durch Aufstellung einer Reihe von Sitzen mit
gewollten Abstufungen im Spiel (UbermaB). Die Dinormen enthalten deren zwei,
das System der Einheitsbohrung, Ubersicht auf DIN 777, und das der Ein-
heitswelle, Ubersicht auf DIN 778. Bei diesem wird das Spiel in die Bohrung
gelegt, die Welle ist fiir alle Sitze eines Giitegrades einheitlich, das Nenn-
maB der Welle ist oberes GrenzmaB und das untere Grenzma8 nur um die Wellen-
toleranz T'w kleiner. Das Spiel erfordert im Falle genauer Passung fiir jede Boh-
rung die Verwendung einer besonderen (oder nachstellbaren) Reibahle. Dieses
System wird im Triebwerk-, Textilmaschinen-, landwirtschaftlichen Maschinen-
bau und im allgemeinen dort verwendet, wo es sich um wenige Sitzarten oder um
glatte Wellen oder Bolzen handelt. Im System der Einheitsbohrung ist das
NennmaB8 der Bohrung fiir alle Sitze eines Giitegrades einheitlich und das untere
GrenzmaB, das obere GrenzmaB ist um die Bohrungstoleranz Tz gréfer; das
Spiel ist durch Abdrehen oder Abschleifen der Welle billiger herzustellen als im
anderen System. Es wird beniitzt im Falle der Anwendung mehrerer Sitzarten,
so im Werkzeugmaschinen-, Lokomotiv-, Kraftwagen- und besonders im Kugel-
lagerbau.

Nach den Giitegraden, s. o., werden unterschieden die Edelpassung, an-
gewendet bei besonders hohen Anforderungen an die gleichartige Sitzausfithrung
{Prizisionsmaschinen, geschliffene Teile), auf die Ruhesitze: Edelfestsitz, Edel-
treibsitz, Edelhaftsitz, Edelschiebesitz und auf den Edelgleitsitz; die Fein-
passung, die an genau bearbeiteten Maschinen und genormten Teilen am hiu-
figsten anzutreffende Passung fiir alle Ruhesitze und fiir den Gleitsitz, engen
Laufsitz, Laufsitz, leichten Laufsitz und weiten Laufsitz; die Schlichtpassung
mit geringeren Anforderungen an die Gleichartigkeit der Sitze, angewendet auf
den Schlichtgleitsitz, Schlichtlaufsitz und weiten Schlichtlaufsitz und die Grob-
passung, bei verhiltnismiBig groBen, zuldssigen Spielschwankungen angewendet
auf die Bewegungssitze als Grobsitze G 1 bis G 4, hauptsichlich im landwirtschaft-
lichen Maschinenbau.

Der PreBsitz, Herstellung unter Zuhilfenahme von Pressen, ist unter P nach
DIN 54 u. 55 genormt und fiir den Schrumpfsitz, durch Warmaufziehen her-
gestellt, liegen keine einheitlichen AbmaBe vor. Die Bezeichnung der Giitegrade
und Sitze vgl. DIN 776, und die Toleranzgebiete 148t Abb. 1 erkennen; die To-
leranzen sind bezogen auf die Nullinie der PaBsysteme, der die AbmaBe
je = Null entsprechen, und zwar fiir die Einheitsbohrung das untere, fiir
die Einheitswelle das obere.

') Hinsichtlich der in diesem Abschnitt bzw. in diesem Buche abgedruckten Normblitter

ist zu sagen, daB die jeweils neueste Ausgabe der Normblitter, die durch den Beuth-Verlag
G.m.b. H., Berlin S 14, zu beziehen sind, verbindlich ist.



Abb. 1.
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Die Einhaltung der Toleranzen wird gepriift mittels der Grenzrachenlehre
fiir den Schaft, Abb. 2, und den Grenzlehrdorn fiir die Bohrung, Abb. 3.

(292) Zwecks Einschrinkung des normalen Werkzeugbestandes sind nach
DIN 3 Normaldurchmesser festgelegt, mit Abstufungen, beispielsweise
zwischen 100 und 200 mm um je 5 mm und von 210 bis 500 mm in Stufen von
je 10 mm steigend.

Normaldurchmesser nach DIN 3. MaBe in mm 1),

1150 2 /25| 3[35/| 4(45| 5| 6| 7| 8| 9l 10
11 — 12 — | 13 — | 14 - 15 16 | 17 18 19 | 20
21| — | 22 | — |23 — |24 | — | 25 |26 |27 | 28 | — | 30
— | — |32 | — (33| —|34] — 35 [36|—|38|—| 40
— | — |42 | — | =| — |44 — 45 |46 | —| 48 | —| 50
— | =52 | — | = —=|=|=1/55|—|—|58|—]|¢60
- —le | —|—-| =—|—=| —|6|—|—6]—]70
— =2 == == =15 |—|=]|18]|—] 8
— | =& | -] =] =] =] — |8 |—|—]|8|—]|o9
— | =92 | —|—=| = | =] =19 |.—|—]9 | —|100
— = === =] =] =]105 | == = |=! =

(293) Aus dem gleichen Grunde sind nach DIN 250 die Rundungshalb-
messer genormt.

Rundungshalbmesser in mm nach DIN 2501).

— |200 |(180)|160 |(140){125 |(110)

100 | (90)| 80 | (70)| 60 | 50 | (45)| 40 | (35)] 30 | 25 |(22)| 20 | (18)| 15 | — ((12)| —
10| =1 @)~ 6|6 —| 4]—]0@)|25—| 2| — |15 — 1,25 —
1| = [(08) — 06005 — 04| —[(03)] — | —(02] — |—|—|~]|~
Die nicht eingeklammerten Werte sind den ande- ¢ o
ren nach Moglichkeit vorzuziehen. S == -
1700
(294) Die Formen der Kegel (Konizititen) Hegel 1:5
werden bezeichnet entweder durch den Kegelwinkel o, ppp 4 Bezeichnung der
1 .
Abb. 4, oder durch den Anzug, ,,KegelE“, d. i. eine (Koi(;ﬁ?ten)‘

Durchmesserabnahme von 1 mm auf K mm Linge. Normale Kegelwinkel
(Verjiingung) nach DIN 254 sind 1)
120° 110°  90° 759  60°  45° 300
!) Die Tabellen und die Zusammenstellung, S. 298, sind Abdrucke der Normblitter des
Deutschen Normenausschusses, bzw. geben deren wesentlichen Inhalt wieder. Vgl. * auf vor. Seite.



300 Maschinenteile. (295)

und normale Verjiingungen sind

sz 1:1,50 1:3 1:5 1:6 1:10 1:15
o= 33%41" 18°26" 11°19" 9°27" 5043’ 3049’;
fiir Morsekegel nach DIN 231 1:20 1:30 1:50 entsprechend

o= 2052 1054’33” 108’45".

Der groBe Kegeldurchmesser soll nach DIN 3 normal sein, ausgenommen
die Kegelstifte, S. 309, und die Morsekegel.

(295) Fiir die Gestaltung maBgebende Gesichtspunkte; zuldissige An-
strengungen. Fiir die Formgebung und Abmessungen der Maschinenteile kon-
nen auBer den hier nicht zu erdrternden technologischen Forderungen ver-
schiedene Uberlegungen maBgebend sein; welcher Gesichtspunkt auch be-
stimmend ist, immer ist die Gestaltung abhingig vom Verwendungszweck des
betr. Maschinenteils. So sind z. B. Form und Abmessungen von Zapfen und
umschlieBendem Lager verschieden, je nachdem sie einem Triebwerk (Trans-
mission) oder irgendeiner Kraft- oder Arbeitsmaschine angehtren, wobei wieder
deren Zweckbestimmung in Betracht kommt. Wenn hohe Ausfiihrungsgenauig-
keit gefordert wird oder die Wartung der Maschine eine sorgfiltige ist,
fallen Gestaltung und Abmessungen (Passungen) anders aus als im Falle
weniger weitgehender Forderungen, wie beispielsweise bei den fiir landwirt-
schaftliche Maschinen bestimmten Maschinenteilen.

Ferner nehmen Einflu8 die zu iibertragenden Kréfte, denen gewisse Form-
adnderungen bzw. Spannungen zugehdren. Weil die Verfolgung ersterer,
wenn liberhaupt moglich, schwierig und zeitraubend ist, rechnet man zumeist
auf Beanspruchung oder Anstrengung, nicht auf Spannung, die in den
seltensten Fillen genau bestimmt werden kann. Man trdgt der Beschrinkung
der Forminderung dadurch Rechnung, daB man die zuldssige Anstrengung
gering wihlt. Es sei denn, daB die Formidnderung Selbstzweck ist, wie beispiels-
weise bei den Federn. Auch bei Berechnung auf Anstrengung ist man meistens
auf Niherungsrechnungen angewiesen und fithrt die an Hand letzerer aus be-
wihrten Ausfilhrungen abgeleiteten Anstrengungen ein, wenn nicht zu Ver-
suchen gegriffen und die zulissige Anstrengung als Bruchteil der Spannung
gewihlt wird, die aus dem mit dem Korper angestellten Bruchversuch abgeleitet
wird.

Bei der Wahl der zulidssigen Anstrengung ist ferner der Unterschied zwischen
statischer und dynamischer Beanspruchung zu beachten. Wenn die bean-
spruchenden Krifte sofort in voller GroBe auftreten, statt von Null auf den
GroBtwert zu wachsen oder wenn sie ihre Richtung rasch wechseln, verursachen
sie Schwingungen, d.h. wechselnde Forminderungszustinde, mit denen, wie
im Falle auftretender StoBwirkungen, wesentlich gréBere Spannungen ver-
kniipft sind als im Falle statischer Kraftwirkung. Ferner sind von EinfluB auf
die GroBe der zuldssigen Anstrengung die dem Werkstoff zuteil gewordene
mechanische oder thermische Behandlung (kalt oder warm) und die Form des
Maschinenteils (Eindrehungen, Kerbwirkung).

Die Ermittlung der zuldssigen Anstrengungen fiir die verschiedenen Be-
anspruchungsweisen ist noch nicht abgeschlossen. Deshalb erscheint es angebracht,
bis auf weiteres noch mit den von Bach angegebenen Werten zu rechnen; dies
schlieBt nicht aus, daB sie gegebenenfalls durch andere, auf neuere Versuche
sich stiizende Werte ersetzt werden, Vgl. auch (289).

AuBer Festigkeitsriicksichten kénnen noch maBgend sein die Forderung
auf Beschrinkung der Pressung in den Beriihrungsflichen ruhender oder
gegeneinander sich bewegender Teile; in diesem Falle 1duft die Pressungsforderung
hinaus auf diejenige der Erhaltung der Schmierschicht zwischen den
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Zulissige Anstrengungen in kg/cm?.

Werkstoff, vgl. auch (277) u. ff.

FluBeisen?), | FluBstahl?),
Art der St. 00.11 St. 50.11

Anstrengung?!) |bzw. 12 bis bis

St. 44.12 St. 70.11

GuB- | Kupfer

2
Stahlgu6?) eisen | gewalzt

ruhend | 900—1500 | 1200—1800 | 600—1200 | 300 |400—540
Zug k, {schwell.] 600—1000 | 800—1200 | 400—800 200 |270—360
wechs. | 300—500 400—600 200—400 100 | 130—180

ruhend | 900—1500 | 1200—1800 | 900—1500 | 900 |400—540

Druck {schwell. 600—1000 | 800—1200 | 600—1000 | 600 |270—360

rubend | 900—1500 | 1200—1800 | 750—1200 3)
Bieg. k;, {schwell.|] 600—1000 | 800—1200 | 500—800
wechs. | 300—500 | 400—600 | 250—400

ruhend | 720—1200 | 960—1440 | 480—960
Schub k {schwell.| 480—800 640—960 320—640
wechs. | 240—400 320—480 | 160—320

ruhend | 600—1200 | 900—1440 | 480—960 3)
Dreh. kg4 ¢schwell. | 400—800 600—960 320—640
wechs. | 200—400 | 300—480 | 160—320

') Ruhende Anstrengung liegt vor, wenn die Belastung weder ihre Gré8e noch ihre Rich-
tung indert. Bei

schwellender Anstrengung schwankt die Belastung beliebig oft zwischen Null und
einem gleichbleibenden GroéB8twert und

wechselnde Anstrengung ist vorhanden, wenn die durch die Belastung hervorgerufenen
Spannungen beliebig oft zwischen einem positiven und einem (absolut gleichen) negativen
GroStwert wechseln.

3) Die hoheren Werte nur bei den als durchaus zuverldssig erkannten Werkstoffen. Be-
sonders bei StahiguB zu beachten.

Fir gehirteten Federstahl wird zugelassen Kp = 7500 bzw.5000 kg/cm?® und Kg
= 6000 bzw. 4000 kg/cm? firr ruhende bzw. schwellende Anstrengung.

Bez. anderer unlegierter oder legierter Stahlsorten vgl. (277): insoweit fiir die Be-
stimmung der zulissigen Anstrengung Dauerversuche fehlen, wird man mit ihr mehr oder weniger
unterhalb der Streckgrenze bleiben, wenn sie nicht (fir dhnliche Fille) aus bewihrten Kon-
struktionen abgeleitet werden kann. Angaben hieriiber in den betr. Abschnitten. Dies gilt auch
fir die verschiedenen Kupferlegierungen.

%) Die zuldssigen Anstrengungen gegeniiber Biegung sind verschieden, je nachdem der
betr. Korper die GuShaut besitzt oder durch Bearbeitung von ihr befreit ist. AuBerdem nimmt
EinfluB die Querschnittsform. Nach Bach (vgl. Z. 1888, S. 193 ff.; 1889, S. 140ff.) darf gesetzt
werden :

ohne GuBhaut mit GuBhaut!
schwel- wech- schwel- wech-
rubend lend  selnd ruhend lend selnd’
Kreisquerschnitt kp =2,05k;=615 410 205 ks =1,70kz=510 340 170 kg/em?
Rechteckquerschnitt =1,70 k;=510 340 170 =1,40k; =420 280 140
TU-Querschnitt =1,45k;=435 290 145 =1,20kz =360 240 120 ,,

Fiir vorziigliches GuBeisen ist Erhthung der Werte um 50% und dariber zuldssig.

Im Falle Beanspruchung gegeniiber Drehung ist der EinfluB der GuBhaut wesentlich ge
ringer als bei Biegung; den EinfluB der Querschnittsform auf die zulassige Anstrengung hat
Bach (vgl. Z. 1889, S.137ff.) ermittelt zu

- . s Hohl- Dreieck u.  Hohl- wlT
fiir den Kreis Kreisring ellipse Rechteck Trapez rechteck  Querschmitt

ka = ks = reichlich 1 0,8—1 1—1,25 08—1 1,4—1,6 1—1,25 1,4—1,6
Bez. GuBeisens hoher Festigkeit vgl. Z. 1900, S.409; 1908, S.2061; 1909, S. 299.
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gleitenden Flichen und begegnet sie damit der weiteren Forderung der
Beschrinkung der Erwirmung oder der Ubertemperatur des in Be-
tracht kommenden Maschinenteils: Warmlaufforderung. Je nach Werk-
stoff, . Schmiermittel, Betriebsbedingungen bzw. Kihlung werden die betr.
Erfahrungszahlen mehr oder weniger verschieden sein. Vgl. das unter ,,Zapfen
Gesagte.

Hilfsmittel zur Verbindung von Maschinenteilen.

(296) Diese werden unterschieden in 16sbare und nichtlésbare Ver-
bindungen, je nachdem sie eine Trennung ohne Zerstérung der verbinden-
den oder verbundenen Teile ermoglichen, wie bei Keil- und Schraubenver-
bindungen, oder je nachdem diese Moglichkeit nicht vorliegt, wie bei Niet -
verbindungen und Verbindungen durch Léten, SchweiBen, Schrumpfen,
(Leimen und Kitten).

Keile.

(297) Unterscheidung in Querkeile und Lingskeile. Diese werden
hauptsichlich zur Verbindung von Naben mit Achsen oder Wellen zwecks Uber-
tragung drehender Bewegung verwendet, wihrend Querkeile vorzugsweise zur
Verbindung von Stangen miteinander oder mit Naben bzw. Hiilsen von Ma-
schinenteilen im Falle hin- und hergehender Bewegung Verwendung finden. Sie.
werden neuerdings in dazu geeigneten Fillen durch Verschraubungen verdringt.

Querkeile.

(298) Verwendung als Befestigungskeile, Abb. 6, 7 und 8, oder als
Stellkeile, wenn Einstell- bzw. Nachstellméglichkeit gefordert wird, Abb. 12
und 13.

(299) Kraft- und Bewegungsverhiltnisse. Zum Eindriicken des durch die
Zugkraft 8, Abb. 5, belasteten Keiles ist eine statisch wirkende Kraft P er-
forderlich, die aus den Gleichgewichtsbedingungen in vertikaler und horizontaler
Richtung, nimlich

P =R, sin (¢ -+ 0,) + Ry sin (ez + 0,)

R, cos (2, 4 0,) == R, cos (& 1 0,)

fiir den Keil und

R, cos (g - 02) = S + p By sin ( 4~ 0,)
fiir die Stange in Richtung ihrer Achse,
worin u die Reibungszahl fiir die Beriih-
rungsflichen der zu verbindenden Korper
ist, folgt zu

pP— tg (ex+0,) 1+ tg (o2 + 0o) S.

Abb. 5. Krafte am Querkeil. 1 —ptg (o + o)
Die den selbsttidtigen Keilrtick-
gang hindernde Kraft P’ folgt entsprechend, Reibungskrifte entgegengesetzt
wirkend, zu

P— tg (oy — 1) +tg (e — o) S
14 tg (03— 04)
Selbstsperrungliegt vor fiir P’<< 0, d. h. tg (e, — 0,) + tg (0t — 0,) < 0.

Die trigonometrische Tangente des Keilwinkels o heiBt Anzug; sofern
0, ==p, = p, folgt fiir den symmetrischen Keil (¢, = ) Selbstsperrung bei
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o, < o und im Falle einseitigen Anzuges (ep==0) bei ¢, <2p, d h. der
Spitzenwinkel des Keiles muB kleiner als doppelter Reibungswinkel sein.
Wegen der Unsicherheit von u=—tg o, namentlich im Falle dynamisch wir-
kender Kraft S, ist erhebliche Unterschreitung dieser (statisch bestimmten)
Grenzwerte oder aber Sicherung des Keiles geboten.

Der mit dem Keilweg s; verbundene Lastweg s; = sy (tg al—}—tgaz) ist
um so groBer, je groBer der Anzug ist. Dieser betrigt etwa

1:40 bis 1:20 fir selbstsperrende Befestigungs-Querkeile;
1:20 bis 1:5 fiir Stellkeile an Schubstangen;
1:100 bis 1: 50 fiir (selbstsperrende) Stellkeile an Lagern.

Zwecks Feststellung von 1 = tg o mit symmetrischem Keil mit Beilagen aus gleichem Werk-
stoff, nach Abb. 12, (u = 09, = @, = @) entsprechend P = 2 tg (a -} ¢) S, in der Material-
priifanstalt der T. H. Stuttgart ausgefithrte Versuche haben ergeben fiir diestatisch wirkende
Kraft P:

Auf u = tg o sind einfluBlos der Werkstoff der Keilbahnen innerhalb der Versuchsgrenzen
(fiir GuBeisen P bis 6000 kg und S bis rund 17900 kg, Flichenpressung rund 1200 kg/cm?), die
Schmierung (mit Gasmotorendl) sowie die Keilsteigung. Beobachtet wurde y = 0,15-0,16,
unabhingig von der Oberflichenbeschaffenheit, dagegen fiir Talgschmierung und sorgfaltig
bearbeitete Keilbahnen tg ¢ = 0,04~0,07. Fiir entfettete Gleitflichen ergab sich in beiden
Bearbeitungsfillen tg ¢ = 0,2 und mehr fiir FluBstahl und tg p bis 0,16 fiir GuBeisen, das sich fiir
geschmierte Bahnen dhnlich verhalt wie FluBstahl.

Ferner ergab sich tgp als stark verdnderlich mit der Geschwindigkeit des Eintreibens:
tg o = 0,06 bei rascher und tg g = 0,21 bei langsamer Kraftsteigerung im Falle Olschmierung
(von 60 s ab ist der EinfluB der Geschwindigkeit unbedeutend), und fiir Talgschmierung tg o
= 0,02—0,04 (innerhalb 45 s).

Die Versuche lassen als Vorteil der Talgschmierung erkennen: kein Fressen bei Ausfithrungen
in FluBstahl, auch bei hoheren Belastungen. Bej einem Stahl mit Kugeldruckharte H = 150—190,
einer Keilsteigung 1:100 und Schmierung mit Gasmotordl wurde Fressen beobachtet bei
der Flachenpressung von rund 1100 kg/cm?. GuBeiserne Gleitbahnen zeigten bei Olschmierung
kein Fressen. Nach Entfettung wurde in allen Fillen von P = 1500—2000 kg ab Fressen be-

obachtet.
Dynamisch wirkende Kraft durch Schlige: Bei Talgschmierung war kein Einflu8 der

Bearbeitungsgenauigkeit bemerkbar, wohl aber des Werkstoffs. Die Reibungszahlen fiir GuBeisen
sind kleiner als fiir FluBstahl, bei dem tg o gleichfalls von der Keilsteigung unabhingig ist. Kleinste
Reibungszahlen und kein Fressen bei Talgschmierung, das bei Olschmierung und bei Ent-
fettung sich einstellte. Die Stabkrafte § sind bei Olschmierung und einer Keilsteigung 1:100
viel kleiner als bei der Steigung 1:25: Wegquetschen des Oles und Uberdeckung des Einflusses
des Steigungswinkels durch denjenigen der Reibung. Vgl. M. B. 1925, S. 663.

Fiir Trockenreibung wurde seitens der A.E.G. u = tg ¢, unabhingig vom Werkstoff und
der Flichenpressung, zu # = 0,14—0,16 bzw. ¢ == 8—9° ermittelt. Vgl. M. B. 1925, S. 572.

(300) Berechnung der Befestigungskeile. Die zugrunde zu legende Kraft ist
gleich der Betriebskraft im Fallefehlender Verspannungbeiruhender Belastung
und das 1,25- bis 1,33fache der Betriebskraft fir
Spannungsverbindungen bei (in entgegengesetz-
tem Sinne) wechselnder Belastung: die Pressung
in den Bertihrungsflichen darf nicht auf Null sinken.

Ruhende Belastung, Abb. 6. Mit § = Stan-
genkraft folgt bei Beanspruchung gegeniiber Zug
der Stangendurchmesser d aus 0,25 md? = S:k,;
bei driickend wirkender Kraft S liegt u. U. der
Knickfall vor, der d bestimmt, vgl. (232).

Fiir den Stangenkopfdurchmesser D gilt
0,25 d?. k,==(0,257 D® — Ds,)k}; mit ¢ =0,25D
und k! =0,257"k,, (wegen ungleicher Spannungs-
verteilung) folgt D ~1,35d.

Damit berechnet sich die Pressung zwischen Keil  Abb. 6. Verbindung fiir
und Stange aus 0,25 d?'k, = D-s;-k =0,25 D% -k rubende Belastung.
zu k=1,75 k,. Die Zulassung dieses Wertes auch fiir die guBeiserne Hiilse
liefert deren Wandstirke s aus 28+8y*k=D+8,-% zus=0,5D. Im Falle
Stahles fir Keil und Hiilse ist s nach MaBgabe der gréBeren zuldssigen Pressung
kleiner.
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Der Keil ist beansprucht auf Biegung, nicht auf Abscherung. k, folgt aus
der Biegungsgleichung

0,58 (0,5 D--0,55 — 0,25 D):kb%slhz

zu hy=Y68:k,=d 1,50k, k,;
;. B. fiir k, = 1000 kg/cm? (FluBeisen) und k, = 1500 kg/cm? (Stahl) wird
L= 1,75d.

h ist empirisch bestimmt, etwa k= (0,60—0,70) b, fiir Rechteckquerschnitt
und h = (0,45—0,6) k, fiir gerundete Schmalseiten des Keiles. Ebenso ist
hy ~ k. Oben wurde angenommen, da88 die Keilstirke ¢, und die entsprechende
Schlitzweite nicht wesentlich verschieden sind, im andern Falle muB8 der Unter-
schied beriicksichtigt werden.

Fir Wechselbelastung erfolgt Verspannung durch Absetzen der
Stange, die im Bunde aufsitzt, Abb. 7 rechts oder durch Aufsitzenlassen der
glatten Stange in deren Stirnfliche, Abb. 7 links. Beide Losungen sind nur
wirksam gegeniiber Kriften in Richtung der Stangenachse. Oder durch konisch

Abb. 7. Verbindung Abb. 8. Verbindung fiir Abb. 9. Kraftwirkung an der Kegelhiilse.
fiir Wechselbelastung. ~ Wechselbelastung.

eingesetzte Stange, Abb. 8: Spannungsverbindung auch gegeniiber Kréften
senkrecht zur Stangenachse.

Zur Ubertragung von (1,25—1,33) S erforderliche Ringfliche, Abb. 7, ist
bestimmt durch die zulissige Pressung, die auch zwischen Keil und Stange
bzw. Keil und Hiilse maBgebend, die Keil- bzw. Hiilsenstirke liefert unter
Annahme von §; = <-1:——%) d. Die Keilhdhe folgt aus der Biegungsgleichung
und die Abstinde der Keiltragfliche von der Stangen- bzw. Hiilsenstirnfliche,
oben mit h und h, bezeichnet, sind empirisch bestimmt.

Priifung der Zugbeanspruchung in dem durch das Keilloch geschwéchten
Stangenquerschnitt: Ungleiche Spannungsverteilung, Kerbwirkung im Quer-
schnittsiibergang fordern &} < k, s. o.

Fiir den konischen Stangensitz, Abb.9, ist die Pressung in der Kegelmantel-
fliche maBgebend. Mit den Bezeichnungen der Abb. 9 folgt:

Flichenelement dF = pdg@ dl:cosa;
Elementardruck d K = p o d ¢ d1 : cos a, senkrecht zu dF;
Axialkomponente d K —=dK sina =ptgadlede ;
Radialkomponente d K, =dKcosa =pdlody ;
Reibung in Richtung der Mantellinie = upod@ di:sina;
deren axiale Komponente = upodedl.
Damit folgt unter Beachtung, da8 dl tg a = do, die in Richtung der Stangenachse wirk-

same Kraft
27 7, 27 Ny

xs=] fﬂdtpede-l—f fﬂpdqogdgctga.
[V 2% 0 7
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sofern p = konst. vorausgesetzt wird, folgt
2 2

xS:p-2n727g(i-{—,uctga)
und

? =xS:[(1 +,uctga)n(r§—r%)]
fiir 4 = 0 wird

p=k=xS:n(r§-—7‘%).
Mit dem mittleren Durchmesser folgen die Keilstirke sowie die mittlere Keilhshe wie oben und
schlieBlich die Konuslinge /, die den Kegelwinkel bestimmt. Entscheidung fiir einen normalen
Winkel nach (294).
Die auf Sprengung der Hiilse wirkende Kraft folgt fir den angedeuteten Sprengquer-

schnitt zu

T
Z:J‘ fpgdtpdgctga-sintp =x8ctga:[x(1tpuctga)] =x8:7(tga-t u)
0n
und damit angenihert die Zuganstrengung
or=Z:28(0—M)=x8:[2a8(@—h1)(tgatu)].
Vgl. auch Bonte: Beitrag zur Berechnung kegeliger Hiilsen in Z. 1919, S. 923 u. ff.
Zur Verbindung zweiteiliger Gehiduse verwendet die AEG. an Stelle der

kostspieligen Keilbolzen, Abb. 10a, ihre durch D.R.P. 439482 geschiitzte,
mittels SchweiBen hergestellte Konstruktion, Abb. 10b.

Abb. 10a und b. Keilbolzen.

¢ Seitenteile aus gewalztem FluBstahl, d Zwischenstiicke, mit ¢
verschweiBt. Abb. 11.
Gestédngeverbindung.

(301) Stellkeile. Anzug s. o. Je kleiner dieser, desto groBer ist der zum
Anziehen erforderliche Platzbedarf. Die Berechnung hat auBer auf Beanspru-
chung auch auf Pressung in den gleitenden Flichen zu erfolgen, wobei zu
beachten ist, ob das Anziehen unter der Last, z. B. unter Dampfdruck, oder
wihrend des Stillstandes der betr. Maschine erfolgt, weil hiervon die Hohe
der zulissigen Pressung abhidngt. Breite Keile im Interesse gleichmiBigerer
Pressungsverteilung in dem durch den Keil nachzustellenden Stiick, z. B. Lager-
schale, und Beschrinkung der Abmessungen des Keiles (auf Biegungsbeanspru-
chung oder Forminderung gegeniiber Biegung rechnen). Beilagen, Abb. 111),
fiir Befestigungskeile sich verstehend, Abb. 12, ermdglichen reichliche Gleit-
flichen, verhindern die Gratbildung beim Eintreiben und machen das schrige
Keilloch, entsprechend der Keilschrige, entbehrlich. Mit h, = Keilhohe, %
und h, = Beilagenhohe folgt das erforderliche Widerstandsmoment

W:%—b(hz—*—hf—{-hg);

1) Uber Ggstﬁngeverbindungen zum Betriebe von Schachtpumpen vgl. Z. 1887, S. 765 u. ff.
Hilfsbuch f. d. Maschinenbau. 8. Aufl. 20
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fiir b = hy = hy wird
hlz]"2W:b und kb hy by = 4,25 ]/W;b,
dagegen fiir h==h,=0,5 h; wird h=2FW:b und h -y -} hy=4,00 JW: b,
die Baulinger ist geringer?). Keilsicherung mittels Druckschraube, Abb. 12, oder
im Falle stoBenden Betriebes und geringen Anzuges gemi8 Abb. 13 durch eine
zweite Schraube.
Fiir a, =0 und tg o, = u, = tg 0, = uy = x, Abb. 13, folgt

tg(a:+91)+tgezsz[ tg ay 2pu ]S
1—ptgo: 1—utga (1 — u?) (1 — utg ay)

Schraubenkraft P =

Abb. 12. Dreiteiliger Stellkeil. Abb. 13. Stellkeil mit Schraubensicherung.

‘Wegen der Kleinheit von x und tg «, ist auch P (tg a; 2 ) S.
Fir S =10000kg, tga = 1:5 und u = 0,10 wird P = 10000 (0,2 4 0,2) = 4000 kg,
sofern die Nachstellung unter vollem Dampfdruck erfolgt.
(302) Rechnungsgrundlagen, zuliissiger Flichendruck % (fiir nicht aufeinander
gleitende Flichen) in kg/cm?) fiir

Belastung zwischen Null | stoBend oder
Werkstoff rubend u. Grog twgert veranderlich| hidmmernd
GuBeisen, bearb. 700— 800 450— 550 250—300
StahlguB 800—1000 550— 650 300—400
FluBeisen, St. 00.11
bzw.12 bis St. 44 .12 800—1000 550— 700 300—350
FluBstahl, St. 50.11
bis St. 70.11 1000—1500 700—1000 350—500
FluBstahl, gehirtet | 1500—1800 900—1200 450—600
Tiegelstahl 1000—2000 650—1350 350—650

Fiir gleitende Flichen stark abhingig von Oberflichenbeschaffenheit und
Art der Fettung.

Lingskeile.
Vgl. Dinbuch 11 und Dintaschenbiicher 1 und 12 sowie DIN 141 —143.

(303) Zur Befestigung von Naben auf Achsen oder Wellen, verspannen
zufolge Anzuges, normal 1:100, beide Teile gegeneinander, nach Abb. 14
in radialer Richtung; kraftiibertragend wirkt die Reibung zwischen Nabe
und Welle und nichstdem, bei auftretender Relativbewegung zwischen beiden,
die in der tragenden Keilfliche (Breitseite) auftretende zusitzliche Pressung.

Keile und Federn (s. d.) werden aus FluBstahl hergestellt, entweder unter
Verwendung gezogenen Profilstahles (DIN 497 —500), wie bei Federn und Keilen,

1) Laudien, ,,Maschinenelemente*, 2. Aufl., S.57.
2) C. Bach, M.E. 13. Aufl., und F. Rétscher, ME. I.
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oder durch Schmieden, mit allseitig folgender Bearbeitung. Die Breite der Profil-
stihle entsprechen den Keillingen, aus diesem Grunde sind diese innerhalb
50 mm Keilbreite genormt.

Nach der Querschnittsform des Keiles werden unterschieden Nuten-,
Flach- und Hohlkeile, Abb. 14 bis 18, nach Art ihres Einbaues unterscheidet
wdm 1 man Treibkeile, Abb. 17, und Einlegekeile, Abb. 18.
- :x*',d AuBerdem finden auch Nasenkeile, Abb. 17, Verwen-
“} dung. Der flachstirnige und der rundstirnige Einlegekeil
(DIN 490) sitzen in Nuten, letzterer passend: die zu
verkeilende Nabe wird auf den Keil geschoben und ver-
spannt, die bestimmte Lage der
Nabe auf der (glatten) Welle ist bt
im allgemeinen nicht gewihrleistet.

Der Treibkeil wird von der Seite
in die nach Lage bestimmte Naben- )
nut eingetrieben, die bei glatten

Abb. 14. Nutenkeil- Wellen um die reichliche Keillinge
Kraftwirkung an der
Welle.

linger sein muB als die Naben- Fli:z?';gduﬁihilﬁén.

linge. Die lange Nut und die da-
mit verbundene Wellenverschwichung wird vermieden durch Anordnung der
Nabe auf einem Wellenkopf: Stahl- oder Friserauslauf, Fassonwelle fiir Haupt-

-

Abb. 17a und b. Treibkeil. Abb. 18. Einlegekeil.

antriebe. Vgl. unter Wellen. Verwendung des Nasenkeils (DIN 493), wenn

dessen Losung vom schwicheren Keilende aus (Keiltreiber) nicht moglich ist.
Umbhiillung der umlaufenden Nase!

Flachkeile (DIN 491), Abb. 15, und Nasen-

flachkeile (DIN 494); Hohlkeile, Abb. 16 (DIN

492), und Nasenhohlkeile (DIN 495), die durch

Reibung infolge radialer Verspannung

wirken und deshalb nur zur Uber-

tragung miBiger Momente geeignet

sind in Fillen der Verwendung kom-

primierter Wellen: Krummziehen durch

Nuten oder Anarbeiten von Flichen.

Fiir schwach beanspruchte Triebwerk-

Abb. 19. Tangentkeil. teile, insbesondere fiir Hohlwellen,

vgl. unter Wellen, werden Treib-, Ein-

lege- und Nasenkeile mit kleinerem Querschnitt, steigend von 14 X 9 fir d

tber 50 bis 92 bis auf 24 X 14 fiir d iiber 170 bis 230 (und dariiber) ausgefiihrt.

Betr. dieser Zwergkeile vgl. DIN 383.
Tangentkeile, tangential verspannend, fir sehr groBe zu iibertragende

Krifte, nach DIN 271; Nutenbreite b == J ¢ (D — t) mit { = Nutentiefe in mm,
und fiir stoBartig erfolgende Wechselbeanspruchungen nach DIN 268 mitb = 0,3D

20*
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und { = 0,1 D mm. GroBe Anlageflichen, in Nut und Welle parallel laufend, wo-
mit der Anzug in die Beriihrungsflichen des fiir jede Nut ausgefijhrten Keilpaares
verlegt werden kann. Anzug 1:100 nach DIN 271 oder 1:100 bis 1 :60, aus Griinden
leichteren Losens der stramm eingetriebenen Keile. Bei 2 Keilnuten werden
diese um 1209 versetzt, Abb. 19. Bei Anordnung der Nabenteilfuge in Ebene I —1I
werden die Schrauben- und Keilverbindung der Nabe symmetrisch, bei derjenigen

Abb. 21. SpieBkantkeil. Abb. 22. Alfakeil. Abb. 23. Rundkeil.

in IT — II aber unsymmetrisch belastet. Diese Ungleichheit ist belanglos wegen
der geringen, in den Tragflichen auftretenden Pressung, die 1000 kg/cm? und
mehr betragen darf. Ausrundung der Keilnuten im Grunde und Abschrigung
der Keile wegen Kerbwirkung; Abb. 20. Radial und tangential verspannen
der SpieBkantkeil, Abb.21, verwendet zur Befestigung schwingender Hebel;
der Alfa-Keil nach v. Bechtolsheim, Abb.22, und der vielfach als Siche-
rung benutzte Rundkeil, Abb. 23. ’

(304) Federn, rundstirnig oder geradstirnig, vgl. DIN 144 und 145, 269
und 270, 496; rein prismatisch, bewirken keine Verspannung von Welle und
Nabe, sie iibertragen als Mitnehmer vermoge der in den Schmalseiten auftreten-
den Pressungen, Abb. 24. Ausfiihrung als PafBfeder, in Nabennut stramm
passend und als Gleitfeder, nur an den Flanken der Wellennut stramm sitzend
und in Nabennut das dem Schiebesitz entsprechende Spiel besitzend. Verwen-
dung im Falle geforderter Verschiebbarkeit der Teile gegeneinander, im Werk-
zeugmaschinenbau und als PaBfeder im Turbomaschinenbau: nur kleine Wellen-
absitze, zwei gegeniiber angeordnete PaBfedern zwecks guter Auswuchtung der
Wellen. Sicherung der Gleitfedern vom Querschnitt 14 X9 mm ab durch
Haltezylinderschrauben und Abdriickschraubenloch entsprechend dem Gewinde
der Halteschrauben innerhalb der Gleitfederlinge = 10 X b, andernfalls mit

pe—i —

| A AN

! ,‘ NN |
= O

Abb. 24. Krifte an der Feder. Abb. 25. Scheibenfeder.

2 Abdrickbohrungen. Das Moment sucht die Feder aus der Nut herauszu-
kanten; deshalb werden bei Schaltgetrieben mit hoher und haufiger Wechsel-
beanspruchung (Kraftfahrbau) die Wellen mit 4, 6 oder 10 niedrigen Federn
oder auch Keilen in einem Stiick ausgefiihrt. Vgl. Keilwellen unter Wellen
und DIN 2223 bis 2225.

Das bei fehlender Ubereinstimmung des Anzuges von Keil und Nut mégliche
Schiefkeilen wird vermieden durch die sich nach dem Keilanzug einstellenden
Scheibenfedern, Abb. 25, nach DIN 122 und 304 genormt. Sie wirken als
Feder und verspannen leicht in radialer Richtung; hauptsichlich im Werkzeug-
maschinenbau verwendet.

(305) Die Berechnung der Abmessungen der Langskeile ist bestenfalls nur
an Hand weitgehender Annahmen moglich. Vgl. bieriiber: Ensrud, ,,Beitrag zur
Berechnung der Torsionskeile®, Z. 1888, S. 109 und ,,Uber den EinfluB der anfing-
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lichen Spannung auf die Beanspruchung der Torsionskeile‘, Z. 1889, S. 492 sowie
Kammerer, ,,Bemessung von Wellenkeilen‘, Mitteilungen des NDI., Heft 10,
Jahrgang 2, S. 255.

Die Keilabmessungen sind vielmehr durch die Erfahrung bestimmt: Siche-
rung gegen Krummziehen beim Einpassen und Eintreiben. Einsetzen mit Fett
und Rillen in den Druckflichen, ausgefiilhrt von Roemmele, Freiburgi. B.,
mittels deren Petroleum eingefloBt werden kann, erleichtern das Losen fest-
gerosteter Keile. U.U. Erwarmung der Nabe unter gleichzeitiger Kiihlung der
Welle. Die bei Tangentkeilen vorgeschriebene Ausrundung und Kantenbrechung
ist bei den anderen Keilen und Federn den Herstellern iiberlassen.

(306) Das Verwendungs-
gebiet der Keilarten im
Falle Befestigung von Rie-
menscheiben, die nicht we-
niger als 1/, des groBtzulis-
sigen Drehmomentes der
Welle mittels Einfachrie-
mens iibertragen, ist aus
Abb. 26 ersichtlich 1). Fiir die
Befestigung von Zahnridern
scheiden Hohlkeile aus.

(307) Stifte. Zur Lagen-
sicherung zusammengepaBter Teile (Lagerdeckel und Lagerkorper) als PaB-
stifte oder zur sicheren Ubertragung groBerer Krifte als Scherstifte oder,
wenn die Krifte geringfiigig sind, als Splinte (DIN 92 und 94) bezeich-
net. Zylinderstifte nach DIN 7
zur Lagensicherung und Kraftiiber-

Abb. 26. Verwendunggebiet der Keilarten.

tragung, wenn die Losung der Ver- o e /
bindung nicht in Frage kommt. ,ﬁ_/ ] i
Durchmesser 1 bis 50 mm. Werk- W

stoff: FluBstahl, K, — 7000 bis _L J
8000 kg/cm? und K, = 5000 bis g
6000 kg/cm?, fir Nenndurchmesser Abb. 27. Spannstift.
unter bzw. iiber 16 mm. Kegel- )
stifte nach DIN1 im Falle geforderter Losungsméglichkeit der Verbindung.
Das Bohren der Stiftlocher erfolgt im zusammengebauten Zustand der
durch den Stift gegeneinander zu sichernden Teile und anschlieBend das
Aufreiben, zylindrisch oder kege-
lig. Ausfithrung mit Kegel 1:50,
der Nenndurchmesser versteht
sich fiir das schwache Stiftende
(Normaldurchmesser nach DIN 3).
Im Falle geforderter leichter
Losungsmoglichkeit werden Ke-
gelstifte mit Gewindezap-
fen, Whitworth oder metrisch,
nach DIN 257 bzw. 258 ver-
wendet.

Ersatz des zylindrischen PaB-
stiftes durch den Spannstift, aus einer oder mehreren geschlitzten Hiilsen
bestehend, Abb. 27, deren Elastizitit ausreicht zum Ausgleich von Durchmesser-
unterschieden bis zu mehreren Zehntelmillimetern.

Ersatz des Kegelstiftes durch den Kerbstift, Abb.28—35; er macht das
nachtragliche konische Aufreiben des zylindrischen Loches entbehrlich. Leichte

1) Vgl. ') auf S. 297.
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Losbarkeit und trotzdem hohe Riittelfestigkeit der Verbindung. In Rundstahl
nach DIN 668 oder mit hoherer Festigkeit (7000 bis 7500 kg/cm?) oder in Messing
werden Kerben eingewalzt. Der in Form von Wiilsten herausgedriickte Werk-
stoff erfihrt beim Ein-
schlagen des Stiftes eine dem
:/,‘[/MM’ Karten brechen Loche entsprechende Ver-
v/ formung, er wandert in die

Kerbfurchen zuriick zufolge

der zwischen  Stift und

g\\\ Lochwandung auftretenden
Pressung.  Bedingung  fiir

ADD. 33. Abb. 34. Abb. 35. gute, durch Versuche er-
Anwendungsbeispiele fiir den Kerbstift. wiesene Wirkungsweise  ist

die Verwendung zentrisch
geschliffener Spiralbohrer fiir die Locher und eine Kerbstiftlinge tunlichst inner-
halb 10 X Durchmesser, andernfalls Einschlagvorrichtungen zwecks Vermei-
dung des Krummziehens zu verwenden sind. Zur Befestigung von Schildern
dient der Kerbnagel, ein Kerbstift mit angestauchtem Kopf: Ersatz von
Nieten oder Schrauben.

Schrauben.

(308) Allgemeines. Vgl. Dinbuch 2 und Dintaschenbuch 10 und 1. Durch
Aufwickeln des Winkelschenkels @ ¢, Abb. 36, auf einen Kreiszylinder derart,
daB der andere Schenkel @ b mit dem Umfang des Normalschnittes des Zylinders
zusammenfillt, entsteht eine Schraubenlinie, die je nach dem Windungssinne
rechts- oder linksgingig ist. Winkel bac =1y heiBt Steigungswinkel, der
auf einer Zylindermantellinie gemessene Abstand zweier Punkte der gleichen

9.\ Y1 A 0
6.
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Abb. 36. Entstehung der Schraubenlinie.

Schraubenlinie ist die Ganghéhe k; damit folgt tgy =~h :7d = Steigung.
Ein Schraubengewinde wird erzeugt von einer lings der Schraubenlinie als
Leitlinie gefithrten, stets durch die Zylinderachse gehenden Flache, dem Gewinde-
profil. Ein Rechteck als erzeugende Fliche liefert das Flachgewinde, Abb. 37,
ein Dreieck das scharfgingige Gewinde, Abb. 38, andere Profile fiihren
zum Trapez-, Sigen- und Rundgewinde. Eingingig heiBt die Schraube,
wenn ihr Gewinde durch einen Querschnitt entsteht, andernfalls ist es
mehrgingig, zwei-, dreigingig usf. Der AuBendurchmesser d des
Bolzens =— Gewindedurchmesser bestimmt das Gewinde, der Kerndurch-
messer dq, d.i.der Durchmesser im Grunde des Bolzengewindes, bestimmt
den tragenden, den Kernquerschnitt; ¢, =1/, (d — d,) heiBt Gewindetiefe, der
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Flankendurchmesser ist bestimmt durch dy =1/, (d — ;) =1/, (d; }¢)
=1/, (d 4 d,), mit ihm folgt die mittlere Steigung tgy =h:7d,. Dem
Bolzengewinde entspricht das Muttergewinde, Abb. 37 und 38, mit den
Durchmessern D, D; und D,; beiden gemein-

sam ist der Flankenwinkel o Eine absolut
genaue Ubereinstimmung, d.h. ein an Flanke,
AuBlendurchmesser und Kerndurchmesser gleich
satt anliegendes Gewinde von Bolzen und

Mutter ist praktisch unmoglich, man mu8
Toleranzen zugestehen unter gleichzeitiger For-
derung guter Flankenanlage. Diese Uberlegung
fiihrt zum Spitzenspiel und zur Tragtiefe {,.
) Je nacl'l Aufgabe der Schraube, ob als Be- Abb. 37. Abb. 38.
festigungsmittel oder als Mittel zur Umsetzung Flaches und scharfes Gewinde.
von drehender Bewegung in eine fortschreitende
(Hebezeuge, Spindelpressen, Kanthobelmaschinen) dienend, werden Befesti-
gungs- und Bewegungsschrauben unterschieden.

(309) Krait und Bewegungsverhiltnisse. Unter Voraussetzung gleichmaBiger
Verteilung der in Richtung der Achse wirkenden Kraft @ auf simtliche Géinge der
Mutter mit Flachgewinde darf @ in der mittleren
Schraubenlinie vom Durchmesser 0,5 (d; -} d)
angreifend angenommen werden und lduft die
Uberwindung von @ infolge Drehung der Mutter
hinaus auf das Hinaufschieben der Last @ auf
einer unter dem mittleren Steigungswinkel geneig-
ten schiefen Ebene vermoge einer im mittleren
Halbmesser angreifenden Kraft H, Abb. 39.

Im Falle Hebens von @ muB die Resultante
aus @ und H um den Reibungswinkel g im Sinne
der Bewegung von der Normalen zur schiefen
Ebene abweichen, mithin ist H = Q tg (¥ -} o).
Fiir reibungsfreies Flachgewinde ist H, = @ tgy.
Damit folgt der Gewindewirkungsgrad #=tgy:tg (y ), der fir y=0
und y= 90° — o je Null ist, also fiir einen zwischenliegenden Winkel
einen GroBtwert aufweist. Dieser bestimmt sich aus

Abb. 39. Krifte an der flach-
géngigen Schraube.

tey
tgyte_ . __ tey telrto) , ,_40_2
dy sin? (y 4- o) cos?y 2

und liefert #m,y = tg? (450 — -