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Vorwort.

Das vorliegende Buch versucht, im Geiste W. R. HamiLTons die
geometrische Optik in ihrem heutigen Bestand aus einem Grundgesetz,
einer Umformung des FERMATschen Prinzipes, einheitlich aufzubauen.
Um zu zeigen, dafl die hier angewandten Methoden auch fir andere
Variationsprobleme sich niitzlich erweisen koénnen, werden im ersten
Teil, angeregt durch Arbeiten von C. CARATHEODORY, die Grundgesetze
auch in anisotropen und inhomogenen Mitteln behandelt. Im zweiten
Teil findet man eine Darstellung der Gesetze erster Ordnung, in dem
u. a. die Ergebnisse A. GULLSTRANDs neu abgeleitet werden; hier wird
insbesondere darauf geachtet, den oft verwischten Unterschied deutlich
aufzuzeigen zwischen den Eigenschaften der optischen Abbildung in der
Nihe einer Rotationsachse und den Eigenschaften einer kollinearen
Abbildung mit in der Grenze gleichen Eigenschaften. Die Theorie der
Strahlenbegrenzung nach ABBE und M. v. ROHR geht hier auch weiter
als iblich, und es wird auf die Grenzen ihrer Giiltigkeit hingewiesen.
Die SeipELschen Bildfehler werden sowohl in ihrer Abhédngigkeit von
der Blendenlage, als auch — wohl zum erstenmal — in ihrer Abhéngig-
keit von der Objektlage eingehend behandelt; dies Kapitel wird sicher
auch dem reinen Praktiker etwas bieten, da hier u. a. die Grenzen der
Forderungen angegeben werden, die man an optische Systeme stellen
darf. Der vorletzte Teil beschiftigt sich mit den Abbildungsgesetzen
bei endlicher Offnung und endlicher Apertur, insbesondere mit der
ABBEschen Sinusbedingung und ihren Erweiterungen.' In diesem und
dem letzten Teil, der besondere, ausgezeichnete Abbildungen des ganzen
Strahlenraums behandelt, sind insbesondere Untersuchungen verarbeitet,
die mein Kollege H. BOEGEHOLD mit mir gemeinsam in den letzten
Jahren versffentlichte.

Bei der Bearbeitung des Manuskripts bin ich den Herren H. BOEGE-
HOLD, C. CARATHEODORY, R. CoURANT, H. LUNEBURG fiir mannigfache
Ratschlige zu groBem Dank verpflichtet. Bei der Korrektur haben
mich auBerdem die Herren W. FENCHEL, H. HAMBURGER, V. KOPPEN-



VIII Vorwort.

FELS, J.PicHT, G. PRANGE sehr unterstiitzt, und haben durch ihre
Bemerkungen an vielen Stellen in sachlicher Hinsicht, wie in der stili-
stischen Fassung das Buch gefordert. _

Besonderen Dank schulde ich der Firma CarRL ZEgiss fiir das weit-
gehende Entgegenkommen, das mir die Abfassung dieses Buches er-
moglichte.

Herrn FEUERRIEGEL bin ich fiir die Anfertigung der Zeichnungen
sowie fir mannigfache duflere Hilfe zu Dank verpflichtet.

Jena, im August 1931. M. HERZBERGER.
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Y, z

Hiufiger verwendete Buchstaben und Zeiger.
a) kleine lateinische Buchstaben.

Eikonalkoeffizienten,
auch Entfernung zweier Prismenkanten,
Lichtgeschwindigkeit, auch Mittelpunktsentfernung,

Dicke, d Abstand aufeinander folgender Hauptpunkte,
schiefe Dicke,

Brennweite,

Abstand aufeinander folgender Brennpunkte,
Einfallshohe,

Winkel eines Strahls gegen die Flachennormale,
Strahlungsweite,

Abstand aufeinander folgender Mittelpunkte,
Brechungsindex,

schiefer Abstand,

Kriimmungsradius,

Schnittweite,

Winkel eines Aperturstrahls gegen die Achse,
Pfeilhohe,

Winkel eines Hauptstrahls gegen die Achse,
Koordinatenachsen, z stets Richtung des Anfangsstrahls,

I, p, ¢ auch HilfsgroBen in der SeibErschen Theorie.

b) groBe lateinische Buchstaben.

Blende,

Mittelpunkt,

allgemeines Eikonal,
Brennpunkt,

Hauptpunkt,

Knotenpunkt,

Punkte,

ABBEsche Invariante,
Scheitel, auch Streckeneikonal,
SerpELsche Bildfehler,
gemischtes Eikonal,
Winkeleikonal, auch fiir sekundires Spektrum.



Hiufiger verwendete Buchstaben und Zeiger. XII1I

¢) kleine griechische Buchstaben.

Prismenwinkel,
VergréBerung,
WinkelvergroBerung,
Variationszeichen,
Ablenkungswinkel,
Richtungskosinus,
Wellenlinge,
AsBEsche Dispersion,
Kriimmung,
Kugelwinkel.

|/ ® om®»® BN ™R
=
e

d) groBe griechische Buchstaben.

B, I', A, E GroBen der SeiDELschen Bildfehlertheorie,
auch FernrohrvergréBerung,
auch Differenzzeichen, insbesondere fiir den Lings-
_offnungsfehler 4’ = A(s"),
Differenzzeichen fiir Farbenabweichungen,
Petzvalsumme, :
Summenzeichen,
Brechungsmatrix, (4) Ubergangsmatrix.

Mo DNy

s

Deutsche kleine Buchstaben.

a  Ausgangs- und Endpunkt,

i, i Einheitsvektoren,

n  Normalenvektor,

o Einheitsvektor in Richtung der Flichennormale,
38  Einheitsvektor in der Strahlrichtung.

Zeiger.

Gré8en, die sich auf die »te Fliche beziehen, sollen den Zeiger »
erhalten (#,). Die GroBen nach der Brechung werden durch einen Strich
von den entsprechenden GréBen vor der Brechung unterschieden (s,, s,).

GréBen, die sich auf die Blende beziehen, sind durch den Zeiger B
gekennzeichnet.

Differentiation nach einem Parameter wird oft abkiirzend durch

einen Zeiger gekennzeichnet, z. B. Z—Z =TV,.

Sind die Bezugspunkte in Objekt- und Bildraum nicht konjugiert,
so werden die auf den Objektraum beziiglichen GroBen iiberstrichen
(2, 1. F).

Der obere Zeiger o kennzeichnet im sechsten Teil, da3 die entspre-
chenden Funktionen fiir ¢ = 0 zu nehmen sind, also V§, =V, (a,b,c =0).



§ 1. Einleitung.

Die Strahlenoptik geht von der Fiktion des Lichtstrahls aus. In
einem homogenen, isotropen Mittel (s. S.2) breitet sich das Licht ent-
lang den geradlinigen Lichtstrahlen nach allen Seiten mit konstanter
Geschwindigkeit aus. Die Geschwindigkeit hingt von der Farbe der
Strahlen und der Natur des Mittels ab, sie betrigt im luftleeren Raum
fir Strahlen aller Farben ca. 300000 km/sec.

Eine optische Abbildung ordnet jedem Lichtstrahl in einem ersten
Mittel (Objektraum) einen Lichtstrahl des letzten Mittels (Bildraum) zu.
Eine optische Abbildung ist also eine Abbildung des Geradenraums oder
wenigstens eines Teiles davon. Wir werden jedoch in § 4 umgekehrt er-
kennen, daB nicht jede Geradenabbildung durch ein optisches System
erzeugt werden kann. Bei dieser Betrachtungsweise wird die Strahlen-
optik zu einem Teilgebiet der differenticllen Liniengeometrie, eine Be-
handlungsweise, die vor allem der groBe schwedische Gelehrte A. GULL-
STRAND in seinen Arbeiten durchgefiihrt hat.

Setzt man jedoch als Grundannahme die Hypothese: das Licht be-
wege sich in einem homogenen isotropen Mittel stets so, daB die Zeit
zwischen zwei beliebigen Punkten seiner Bahn ein Minimum sei [FER-
MAT (1)1], so kann man auch die Geradlinigkeit der Lichtstrahlen noch be-
weisen. Eine etwas vorsichtiger gehaltene Fassung des FERMATschen
Prinzips werden wir in § 2 kennenlernen. Die dort gegebene Fassung
reicht nicht nur aus, um auch die Gesetze der Brechung und Reflexion
an der Trennungsfliche zweier homogen isotroper Mittel zu gewinnen,
man findet auch die Gesetze der Lichtfortpflanzung in inhomogenen und
anisotropen Mitteln. Durch den FErRMATschen Satz wird die Strahlen-
optik zu einem Kapitel der Variationsrechnung. Diese Behandlungsweise
der geometrischen oder Strahlenoptik verdanken wir W. R. HAMILTON;
sie soll in diesem Buch unter geringer Abinderung der Methoden des
groBen irischen Mathematikers durchgefiihrt werden. Um die Ergebnisse
auch fiir die Variationsrechnung nutzbar zu machen, soll wenigstens im
ersten Teil auf die Voraussetzung, daB alle Mittel homogen isotrop sind,
verzichtet werden.

1 Diese Ziffern beziehen sich auf das am SchluB des Buches befindliche
Literaturverzeichnis.
Herzberger, Strahlenoptik, 1
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§ 1. Einleitung.

An Stelle der Lichtgeschwindigkeit v in einem Mittel benutzt man in
der Optik gewohnlich das Brechungsverhilinis (Brechungszahl, Bre-
chungsindex)

n=, (1)

¢ bedeutet hierin die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum. » hingt fiir

einfarbiges (monochromatisches) Licht nur von dem Mittel ab. Es kann

in dem allgemeinsten, hier zu betrachtenden Fall noch von Ort zu Ort

variieren, kann aber auch von der Richtung der Lichtstrahlen ab-
hingen. :

Sei ein Punkt P des Mittels durch x,, #,, %, und die Richtung des be-
trachteten Lichtstrahls durch die Richtungskosinus &,, &,, &, gegeben,
dann ist im allgemeinen # eine Funktion der x; und &;; und zwar kénnen
wir, gegebenenfalls durch Umformung unter Benutzung der Identitit

B+8+&8=1, 2

erreichen, daB #» in den &; eine positiv homogene Funktion erster
Ordnung wird.

Ein Mittel wird als optisch komogen bezeichnet, wenn # vom Ort un-
abhingig ist. »

Ein Mittel wird als optisch ¢sofrop bezeichnet, wenn # von der Rich-
tung unabhingig ist, wenn wir also # in der Form

n=i V& + &+ & (3)

schreiben konnen, worin # eine Funktion der x; allein ist.
Wir werden mit diesen allgemeinen Begriffen in unserm Buch voll-
kommen auskommen; jedoch sei es in der Einleitung gestattet, ein paar

Worte zu verlieren iiber die be-
Tabelle 1. Einige besonders wichtige gondere Gestalt der Funktionen #,

Wellenlangen. die in der Optik betrachtet wer-
Bﬁf;l;h' Wellenlange Farbe den konnen.
. Die Brechungszahlen . eines
A’ 0,769 p Rot homogen isotropen Mittels hin-
c 0,656 u .
D 0,589 Gelb gen von der Farbe, d. h. von der
d 0,588 u " Wellenlinge des betrachteten
F 0,486 Blau : : _
p 0436 Violott I.,‘lChtS ab: Eine An?ahl ‘Wellen
G’ 0,434 , lingen, die man mit Hilfe von
1 1 Spektrallinien gut messen kann,
# = Tooo ™™ hat man besonders bezeichnet.

Tabelle- 1 gibt einige solcher

Bezeichnungen fiir Wellenldngen des sichtbaren Spektrums.
In Tabelle 2 sind fiir eine Anzahl homogen isotroper Mittel, die in der
Optik Verwendung finden, die Brechungszahlen in Abhingigkeit von der
Farbe aufgetragen. Es ist noch zu bemerken, daB das Brechungsverhilt-



§ 1. Einleitung. 3

nis der Luft fiir alle Farben sich so wenig von Eins unterscheidet, dal3 wir
fiir die Zwecke dieses Buches # (Luft) = 1 setzen kénnen. Die GroBe »
in der letzten Kolonne ist fir die Abhingigkeit der Brechungszahlen
von der Farbe charakteristisch. Wir werden sie erst in einem spéteren
Abschnitt dieses Buches benutzen, (s. S. 74).

Tabelle 2 (s. LANDOLT-BORNSTEIN (I)).
Brechungszahlen einiger wichtiger homogener isotroper Mittel.

Substanz ng ng N, == =1
np— Ng

Wasser. . . . . . . . 1,331 1,333 1,340 56
Monobromnaphthalin . 1,649 1,658 1,702 20
Cedernholzél . . . . . 1,511 1,514 1,528 49
FluBspat. . . . . . . 1,432 1,434 1,439 95
Diamant. . . . . . . 2,410 2,417 2,448 56
Einige Glassorten:
Kronl . .. .. .. 1,507 1,510 1,520 62
Schwerkron 1 . . . . 1,607 1,610 1,624 56,5
Flint 2 . .. . ... 1,615 1,620 1,642 36
Schwerflint 1. . . . . 1,710 1,717 1,749 29,5

Als Beispiel fiir ein inhomogenes, isotropes Mittel kénnte die Atmo-
sphire genommen werden, bei der das Brechungsverhiltnis nach oben
stetig abnimmt, ein anderes Beispiel bildet das von J. CL. MAXWELL (2)
untersuchte Fischauge. Legen wir unsern Koordinatenanfangspunkt in
den Mittelpunkt des Fischauges, so ist nach MAXWELL # als Funktion
des Ortes durch die Beziehung

2 S
”=”°Wi‘ml/§%+§%+§2 (4)

gegeben. n, ist hierin der Wert des Brechungsindex im Mittelpunkt,
a eine weitere, experimentell zu bestimmende Konstante. Wie aus
Formel (4) hervorgeht, ist » im Fischauge eine Funktion, die nur von
der Mittelpunktsentfernung des betrachteten Punktes abhingt, und von
der Mitte aus stetig abnimmt.

Beispiele homogener aber amisotroper Mittel bilden die Krystalle.
Wihlt man das Koordinatensystem so, daBl die Koordinatenachsen den
sogenannten Hauptachsen der Krystalle parallel verlaufen, dann ist
nach A. FRESNEL # eine zweiwertige Funktion der Richtungskosinus,
die durch die positiven Wurzeln von

& & &
1 _1_+1_1+1 ;=0 (5)

2 2 2 2 2 8
” n? n n3 n n?

gegeben ist. %y, n,, #n, sind hierin Konstante, die sogenannten Haupi-

brechungsindices des Krystalls. Wir sehen, in jeder Krystallrichtung

gibt es zwei Lichtstrahlen mit verschiedenen Brechungsquotienten,
1*



4 § 1. Einleitung.

d. h. verschiedenen Geschwindigkeiten. Bei dem Versuch, die in diesem
Buch abgeleiteten Gesetze auf Krystalle anzuwenden, empfiehlt es sich,
obige Gleichung nach # aufzul6sen, und jeden der beiden Strahlen fiir sich
zu behandeln.

Wir haben bisher noch gar nicht die Tatsache beriicksichtigt, daB das,
was sich entlang den Lichtstrahlen fortbewegt, eine periodische Erregung
von sehr kleiner Wellenlinge ist (0,4 u <A1 <08y, s.Tabelle 1).
Wiirde die Lichtausbreitung in den einzelnen Mitteln ungestért vor sich
gehen, so wiirde die endliche Wellenldnge keinen Schaden anrichten; so
aber werden durch die das Licht begrenzenden Offnungen Stérungen
eintreten, es wird an ihren Rindern Licht abgebeugt werden. Diese
Beugungserscheinungen werden im allgemeinen wenig ausmachen, so-
lange die das Licht begrenzenden Offnungen sehr groB gegen die Wellen-
linge sind; sie werden jedoch sehr bemerkbar, wenn auch nur eine der
Offnungen klein ist. Die hier entwickelte Strahlenoptik gibt physi-
kalisch richtige Ergebnisse also nur, wenn alle Offnungen gegen die
Wellenlinge groB sind. Dieser Tatbestand ist bei allen Anwendungen
unserer Wissenschaft immer streng zu beachten.



Erster Teil.

Die optischen Grundgesetze in allgemeinen
Systemen.

§ 2. Der Satz von FERMAT. Die EULERschen Gleichungen.

In einem homogenen isotropen Mittel bewegt sich das Licht gerad-
linig, d. h. auf dem Wege, den zuriickzulegen die kiirzeste Zeit erfordert.
Das FErMATsche Prinzip, das die Grundlage unserer Betrachtungen
bildet, verlangt dagegen nur, daB fiir den vom Licht wirklich zwischen
zwei Punkten seiner Bahn zuriickgelegten Weg die erste Variation der
Zeit immer, auch in inhomogenen, anisotropen Mitteln, verschwinde:

8T =0. )

Wir wollen in folgendem fiir diejenigen Leser, denen die Grund-
begriffe der Variationsrechnung nicht geldufig sind, die Bedeutung: von
Formel (1) niher erkldren.

Betrachten wir zwei Dbeliebige P
Punkte P und P’ auf einem Lichtstrahl [y
(Kurve €, s. Abb. 1). Die Giiltigkeit
von Gleichung (1) besagt dann fol-
gendes. Wir betten €, in eine von
einem Parameter » stetig abhingende
Kurvenschar € (x) ein, die P mit ADb. 1. Zum Satz von FrrMAT.

P’ verbindet?.
€, soll dabei zum Parameterwert %, gehéren. In jedem Punkt einer

o

der Kurven ist eine bestimmte Geschwindigkeit v = % gegeben. Be-

zeichne ds das Bogenelement der Kurve @(x), dann stellt
T(2)=— fnds = i— E(x) (2)

die Zeit dar, die das Licht gebrauchen wiirde, wenn es auf der Kurve

1 Die Gleichungen der Kurven seien stetige und so oft wie notwendig stiick-
weise differenzierbare Funktionen der Kurvenparameter und des Parameters x.



6 I. Die optischen Grundgesetze in allgemeinen Systemen.

€ (%) sich von P nach P’ bewegen wiirde. Es soll nun, wie immer wir die
Kurvenschar € (x) wihlen, stets gelten

(@)= ®

dann sagen wir, fiir die Kurve €, verschwindet zwischen P und P’ die
erste Variation der Zeit und schreiben: 6 T = 0.

Gleichung (3) ist, wie aus den Lehrbiichern der Differentialrechnung
bekannt ist, notwendig, aber nicht hinreichend dafiir, da8 die vom Licht

zur Zuriicklegung des Weges zwischen P und P’ gebrauchte Zeit kleiner
ist als die auf einem beliebigen andern Weg. Man wird in der Optik auch
finden, daB zwar Gleichung (1) stets erfiillt ist, daB aber keineswegs der
Lichtweg zwischen zwei Punkten stets ein Minimum ist. Das einfachste
Gegenbeispiel bildet, wie man leicht errechnet, ein Lichtstrahl, der von
einem Hohlspiegel reflektiert wird.

Die durch Gleichung (2) gegebene GréBe E (x) bezeichnet man als

den Lichiweg zwischen P und P’ auf der Kurve €(x). Wir kénnen das
FErMATsche Prinzip nun auch in folgender Form aussprechen.
Fermatsches Prinzip. Die erste Variation des Lichtwegs verschwin-

det fiir die vom Licht zwischen zwei Punkten (I—’: P') seiner Bahn wirk-
lich zuriickgelegte Kurve €,, d. h. es gilt

P,
8E=206[nds=0. (4)

Pgy)
Wir wollen Gleichung (4) nun zunichst bentitzen, um die Gleichungen
der Lichtstrahlen in esnem Mittel zu erhalten, in welchem der Brechungs-
quotient # eine dreimal stetig differenzierbare Funktion des Orts (Ko-

ordinaten x;, %, #;) und der Strahlrichtung in diesem Punkt (Ko-
. dx; . . . .
ordinaten &, = dxs’ =xi> ist. Wir kénnen wegen § 1 (2) ohne Ein-
schrinkung sogar annehmen, daB3 # in den x, homogen von erster Ord-
nung ist. Unter dieser Voraussetzung kénnen wir an Stelle der Bogen-
linge in (4) einen anderen Parameter ¢ = {(s) einfilhren. Bezeichnen
wir die Ableitungen nach s abgekiirzt durch einen dariiber gesetzten

Punkt, die Ableitung nach ¢ durch einen Strich, so erhdlt man wegen

X
’
=X
;
i

E= fn(xi, %) ds = fn(xi, x)tds = fn(xi, %) dt. (8)
Co Go () )

Wir hiillen, wie oben, unsere Kurve €, deren Punkte in ein und dem-

selben Mittel liegen, ein in eine einparametrige Schar von Kurven, die

stetig von einem Parameter (») abhingen und P mit P’ verbinden.
Statt der Bogenlinge s wihlen wir im Variationsintegral einen Para-
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meter ¢, der in P sowohl wie in P’ fiir alle Kurven denselben Wert, z. B.
Null bzw. Eins, haben soll. Wir formen unser Variationsintegral mit
Hilfe partieller Integration um und finden:

I 1
dE 4 . d
= E‘«Jln(xi, %;) 4 :J‘En(xi’ x;) dt
o

P
F o " & o ax o am x|
. 1. 0% dx; - On dx; _ Tlﬁ
f “Ows dn ‘“Jffz"a?ﬁ;”“— o (6)
o 1 0o 1 1 t=0
1 3 P 3 .
[ On d On\dx; ;, L (0n . d On\dx, .
+f2’(a7‘m7;>7;d‘*fl (a?"%ﬁg)ﬁ §=0.
v 1 i
s t=1
. dx; . .
Das Glied 2 a—n, : verschwindet, da die x; sowohl an der
X dx
£=0

Stelle ¢t = 0, als an der Stelle £ = 1 konstant sind.

. . . dE . .
Aus Gleichung (6) kénnen wir schlieBen: g;verschwmdet fiir unsere

Kurve jedenfalls, unabhingig von der Wahl der einbettenden Kurven-
schar, wenn die drei EUuLERschen Differentialgleichungen

on d on
o don = O @
t=12,3
oder nach Ausfithrung der Differentiation nach s
3
T ?n . 2n . on
%” <55:,-05:x %t 3ii0, x%) = o (7a)
1=12,3

in jedem Punkt des Lichtstrahls erfiillt sind. Die Losungen des Differen-
tialgleichungssystems (7) befriedigen also jedenfalls unsere Forderung,
daB auf ihnen zwischen je zweien ihrer Punkte die erste Variation des
Lichtwegs verschwindet. In den Lehrbiichern der Variationsrechnung
beweist man iibrigens auch, daB nur fiir die Losungen der EULERschen
Differentialgleichung, die man dort als Exfremalen bezeichnet, die erste
Variation verschwindet; oder mit anderen Worten: Geniigt eine Kurve
nicht den drei Eurerschen Differentialgleichungen (7), so kann man

immer eine sie enthaltende einparametrige Kurvenschar durch P und
P’ konstruieren, so daB fiir sie in dieser Schar (%) ~ =0 wird.
Die drei Eurerschen Differentialgleichungen (7) sind Eibrigens nicht

voneinander unabhingig. Multiplizieren wir mit x; und addieren, so
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erhilt man unter Benutzung der EurLkrschen Homogenititsrelation

3
Digrii=n (8)
: |

und ihrer Ableitung nach x; bzw. ¥, eine Identitit.

Statt von der Extremalen des Variationsproblems (3) kénnen wir
in der Optik anschaulicher von den Lichisirahlen sprechen. Beide
Bezeichnungen werden in diesem Buch nebeneinander gebraucht.

Ist das betrachtete Mittel homogen, also » vom Ort unabhingig,
so nehmen die EuLerschen Differentialgleichungen die Form

Yy 0%n ..
2 G505, =0 (9)
1 F 4

1=1,23
an.

Wir sehen also, in einem homogenen Mittel sind jedenfalls die ge-
raden Linien

x;=0, (10
1=1,23
Losungen unseres Variationsproblems.
Ist das Mittel inhomogen, aber isotrop, so wird

n= (%) V& + 45 + 43 (11)
Die EurErschen Differentialgleichungen ergeben-
3 -~
W+ S, = 5 (12)
T » ;

Als Beispiel moge der Leser die Rechnung fiir das MaXwEgLLsche
Fischauge durchfithren. Er findet als Differentialgleichungen wegen
a?
=@y
mit 2= 2% + 23 4 a2
d(r?) .
TR 2x;

i1=1,23.

(@ + 7% x; + %;

(13)

Als Lésung dieser Differentialgleichung erhilt man alle Kreise, deren
Ebenen den Koordinatenanfangspunkt enthalten, und in bezug auf die
dieser die Potenz a2 hat [s. z. B. C. CARATHEODORY (2)]. Wir sehen, die
Bahnen der Lichtstrahlen sind unabhingig von der Konstanten #,, dem
Brechungsindex im Ursprung.
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§ 3. Der Normalenvektor. Das Brechungsgesetz.

Wir wollen nun, immer unter Zugrundelegung des FrrmaTschen
Prinzips, untersuchen, wie ein Lichtstrahl seine Bahn verindert, wenn
er an eine Unstetigkeitsfliche des Brechungsindex #» kommt, d. h. wenn
er von einem Mittel in ein anderes gelangt.

Bevor wir die Rechnung durchfiihren, seien noch zwei Vektoren
eingefiihrt, die im folgenden eine Rolle spielen werden. Wir bezeichnen
den im allgemeinen eindeutig bestimmten Einheitsvektor § tangential
zu einem Lichtstrahl als Strahlvektor. Seine Koordinaten sind

Q:(kl,kz,k?,). (1)
Den Vektor n mit den Koordinaten ‘
dn O0n On
(55, 75y 75) ®

bezeichnen wir als Normalenvektor'. Die EurLersche Homogenitits-
relation § 2 (8) schreibt sich dann

ng=mn. ‘ (3)
Ist das betrachtete Mittel isofrop, so ergibt sich aus §2 (11)
n=mn3. 4)

Fiir isotrope Mittel, und wie man leicht erkennt auch nur fiir sie,
fallen in jedem Punkt Strahl und Normalenrichtung zusammen.

Brechungszoh/)- n Brechungeat: 72’

b(x)

Abb. 2. Brechung eines Lichtstrahls an der Grenze zweier Mittel,

Wir betrachten jetzt zwei beliebige Mittel, die durch eine Fliche
mit dem Ortsvektor b getrennt werden. Wir setzen voraus, die Koordi-
naten von b; seien stetig und stetig differenzierbare Funktionen des
Ortes. Wir betrachten zwei Punkte P und P’ eines Lichtstrahls, die
durch die brechende Fliche getrennt seien und wollen mit Hilfe des

1 Diese Bzzeichnung rithrt daher, daB der Vektor n stets mormal zu den
Wellenflichen steht (siehe hierzu § 5). Der entsprechende Vektor wird in den
mechanischen Problemen als Impulsvektor bezeichnet.
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FerMATschen Prinzips die Bahn des Lichtstrahls bestimmen. Wir betten
den Lichtstrahl, der die brechende Fliche im Punkt B, durchstofen
moge, wieder in eine einparametrige Schar von Kurven ein, die durch
P und P’ gehen und die brechende Fliche in den Punkten B (») durch-
stoBen mégen. Unser Lichtstrahl mull zwischen P und B und zwischen
B, und P’ den zu dem betreffenden Mittel gehdérenden EULERschen
Differentialgleichungen [§ 2 (7)] geniigen. Wir finden in Analogie zu
§2 (6) indem wir das Variationsintegral in zwei Teile zerspalten

B P’

3
dE - dn dx; w XKL
faxd +f——d ax dx
P

+ ! Txl ax
1
on on
= 2 @ a7~ a5,) =0
falls wir die GréBen des zweiten Mittels durch einen Strich von den

entsprechenden GroBen des ersten Mittels unterscheiden. Unter Be-
nutzung von (2) nimmt Gleichung (5) die Form an

W - =0 (6)

B (5)

In Gleichung (6) ist % ein Vektor tangential zur brechenden Fliche;
man iiberlegt sich leicht, indem man andere Vergleichskurven zulift,
daf ;—g jede beliebige Richtung tangential zur brechenden Fliche haben

kann. Der Vektor n’ —n hat also die Richtung der Flichennormale,
deren Einheitsvektor wir mit o bezeichnen. An Stelle von (6) kann
man also auch schreiben

n —n=1I0o, (7)

wo I ein skalarer Faktor ist oder nach vektorieller Multiplikation
(Zeichen Xx) mit o
WXo=muXopn. (8)

Die Gleichungen (6) bis (8) zeigen, wie die Richtung des Normalen-
vektors sich verindert, wenn der Lichtstrahl von einem Mittel in ein
anderes iibertritt. Sie bilden den mathematischen Ausdruck des all-
gemeinen Brechungsgesetzes fiir beliebige Mittel. Es konnte jedoch ein
Lichtstrahl auch an der Trennungsfliche zweier Mittel in das erste
Mittel zuriickgeworfen (reflektiert) werden. Auch in diesem Fall sind
die obigen Formeln giiltig; man muB nur beachten, da dann in (6)
bis (8) fiir n’ die Werte des Brechungsindex fiir das erste Mittel, den
DurchstoBpunkt und die reflektierte Richtung einzusetzen sind. Die
Gleichungen (6) bis (8) geben formal das Reflexionsgesetz genau so
wieder, wie das Brechungsgesetz.
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Aus Gleichung (7) geht insbesondere folgender Satz hervor.

Die Normalenvektoren, die zu einem einfallenden, dem gebrochenen
und reflektierten Strahl gehéren, liegen in einer Ebene mit dem Ein-
fallslot o.

Im allgemeinen ist es eindeutig, bei Krystallen natiirlich fiir jeden
der beiden #-Werte (Doppelbrechung), méglich, einem einfallenden Strahl
einen reflektierten oder gebrochenen Strahl zuzuordnen. Man bestimme
zuerst den Normalenvektor n, was immer eindeutig moglich ist, dann
aus (7) oder (8) und (2) den Vektor n’, schliefllich suche man die zu-
gehorige Strahlrichtung; die beiden letzten Schritte sind nicht immer
eindeutig. Es ist eine wunderbare Entdeckung W. R. HAMILTONS, bei
Krystallen die innere und duBere konische Refraktion vorausgesagt und
mit Hilfe der FRESNELschen Formel [§1 (5)] berechnet zu haben. Hier
entspricht einem einfallenden Strahl ein Kegelmantel austretender ge-
radliniger Strahlen.

Die Durchfithrung der hier angedeuteten Untersuchung fiir
Krystalle sei dem Leser iiberlassen, da sie fiir den Zweck des Buches
nicht vonnoéten ist, er wird hierbei aufs deutlichste den Vorteil der Vek-
torrechnung gegeniiber der iiblichen Koordinatenrechnung empfinden.

§ 4. Das Differentialgesetz der Strahlenoptik.

Wir wollen jetzt den FErRMATschen Satz anwenden auf eine ein-
parametrige Schar von Lichtstrahlen, die beliebig viele Mittel durch-
laufen mogen. Jedem der Lichtstrahlen entspreche ein Wert des Para-~
meters ». Die Lichtstrahlen m&gen im ersten Mittel (Objektraum) durch
eine stetige Kurve a (%) mit stetiger Tangente, im Bildraum durch eine
Kurve a’(x) geschnitten werden. Jede dieser Kurven darf unter.Um-
stinden in einen Punkt entarten. Wir wenden das FERMATsche Prinzip
auf diese Lichtstrahlenmannigfaltigkeit an; seien b, (x), by (%) ... b, (x) die
Schnittkurven unserer Lichtstrahlen mit den brechenden oder reflek-
tierenden Flichen und zerlegen wir unser Variationsintegral in Teile von
der einen Fliache zur nichsten, benutzen schliellich die Tatsache, daB
die Lichtstrahlen in einem festen Mittel den EvurLErschen Differential-
gleichungen gentigen, sowie daB die Strahlen an jeder Fliche gemiB
§ 3 gebrochen bzw. reflektiert werden, so ﬁnden wir

P By
dE a a
T = fnds— m (fnds —|—fn12ds +fn ds)
P P B,
P
E)n 0x; Onyy dx, _814’ dx,
= 6x 3%_+28x dx 1tﬁ:dx (1)
,dd _da

dx nﬁ’
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wo n’ bzw. . den Wert von n im Schnitt des Lichtstrahls mit der
Kurve a(x) bzw. a(x) kennzeichnen soll.

Gleichung (1) gilt fiir jede beliebige Schar von Lichtstrahlen und
von Kurven g und a’. Wir konnen dafiir auch schreiben

wdao —fda=dE @)

und Gleichung (2) wie folgt deuten:

Brechumpzal: n

bata)

a/x)
Abb. 8. Zum Differentialgesetz.

(b4 (») Schnittkurve der Strahlen mit der »ten brechenden Fliche), (E((u) Kurve der - Anfangspunkte),
a/(x) Kurve der Endpunkte).

Gegeben sei eine ein-, zwei-, drei- oder vierparametrige Schar von
Lichtstrahlen, also von Kurven, die in ihrem ganzen Verlauf den EULER-
schen Differentialgleichungen geniigen; a und o’ seien regulire Funk-
tionen der Scharparameter, die auf jedem Strahl einen Anfangspunkt
und einen Endpunkt bestimmen. Dann besagt Gleichung (2), daB die
linke Seite stets ein totales Differential der zugehorigen Variabeln ist,
und zwar ist E der Lichtweg zwischen Anfangs- und Endpunkt. Nur
solche Abbildungen des Gerademrawmes sind also optisch moglich, bei
denen obige Bedingung erfiillt ist.

Gleichung (2) wird sich fiir die Entwicklung der Strahlenoptik als
sehr niitzlich erweisen, und zwar aus folgendem Grunde. Uber die An-
fangspunkte a und die Endpunkte a’ kann man beliebig verfiigen und
sie dem zu untersuchenden Problem anpassen; man muB nur darauf
achten, daB hierbei jedem betrachteten Lichtstrahl eindeutig ez An-
fangs- und esn Endpunkt zugeordnet wird, und daB die gewihlten
Variabeln den Strahlen, die man betrachtet, eineindeutig zugeordnet
werden. , ,

Eine (2) entsprechende Gleichung findet sich schon bei W. R. Ha-
MILTON (4) und wird dort viel benutzt; jedoch benutzt HamIiLTON
insbesondere in (4) die sechs Koordinaten eines beliebigen Punktes
in Ding- und Bildraum als Parameter. Daraus erkliren sich die Schwierig-
keiten, die manche Nachfolger HAMILTONS bei dem Versuch vorfanden,
die HamirToNschen Methoden auf gegebene Aufgaben der Strahlenoptik
anzuwenden.
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Aus Gleichung (2) kann man E eliminieren, wenn man eine zwei-
parametrige Strahlenschar betrachtet. Seien die Parameter #, v, be-

. o1 . o 0E
zeichnen wir die Ableitungen abgekiirzt z. B. £, = 5, » dann folgt aus
E,y=EFE,:
n;a;&_n;a;:ﬁvau—ﬁuav' 3)

Mit anderen Worten: Die durch (3) ausgedriickte GroBe ist konstant
lings des Lichtstrahls.

Da die Eurersche Differentialgleichung eine vierparametrige Lo-
sungsschar hat, so
gibt es sechs unab-
hingige Ausdriicke
der Form (3), die
lings des Strahls in- | '

variant bleiben. 4
Gleichung (3) kann
man auch, wie folgt, Abb. 4. Drei Nachbarstrahlen.

infinitesimal deuten: _

Seien neben dem durch a, 11, a’, n’ gegebenen Anfangsstrahl zwei Nach-
barstrahlen durch a + da, n + dn und a + da, 1 - 61 ... gegeben.
Dann gilt '

dnw'da’ — on'da’ =dnda — dnda. (4)

Der Ausdruck (4) bleibt ungeindert, wie immer wir das kleine aus
a, a 4 da, a 4+ da gebildete Dreieck auf den drei Strahlen stetig ver-
schieben.

§ 5. Die Wellenflichen der Optik. Das HILBERTsche Integral.
Die kaustischen Kurven.

Wir fragen jetzt nach der geometrischen Bedeutung des Vektors n.

Wir betrachten zunichst einen einzelnen Lichtstrahl und auf ihm
zwei Punkte a und a’. Durch a legen wir ein Flichenelement da senk-
recht zu 11, durch o’ ein Flichenelement da’ senkrecht zu n’. Dann gibt
Gleichung §4 (2)

dE =0. 1)

Bezeichnen wir die Flichenelemente senkrecht zum Normalen-
vektor als Wellenflichenelemente, so besagt (1):

Der Lichtweg zwischen zwei Wellenflichenelementen ist auf allen
Nachbarstrahlen in erster Naherung konstant.

Betrachten wir die Gesamtheit der Strahlen, die durch einen Punkt a
gehen. Wir nehmen diesen Punkt als Ausgangspunkt auf allen Strahlen
an und tragen von ihm auf allen Strahlen konstante Lichtwege ab;
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die so entstehende Flache sei die Fliche unserer Endpunkte. Dann ist
da =0, dE =0 und Gleichung §4 (2) gibt

nda' =0 (2)
oder in Worten:

Tragen wir auf allen durch einen Punkt gehenden Strahlen konstante
Lichtwege ab, so steht die Fliche der Endpunkte senkrecht auf den
zu den Strahlen gehdrenden Normalenvektoren; sie ist eine Wellenfliche
des Lichtstrahlenbiindels. Zu jedem Wert E des Lichtwegs gibt es eine
Wellenfliche, die jedoch z.B. in einen Punkt entarten kann.

Aus § 3 (4) geht hervor, daB in einem isotropen Mittel alle Wellen-
flichen senkrecht auf den Lichtstrahlen stehen.

Aufgabe. Es sind die Wellenflichen um einen Punkt fiir einen einachsigen
und einen zweiachsigen homogenen Krystall in geschlossener Form anzugeben.

Man hitte von vornherein die Lichtausbreitung auch mit Hilfe der
Wellenflichen beschreiben kénnen. Der von einem Punkt a ausgehende
Lichtimpuls befindet sich zur Zeit ¢ auf derjenigen Wellenfliche, die
man erhilt, wenn man auf allen Strahlen denjenigen konstanten Wert
des Lichtwegs auftrigt, der in der Zeit ¢ im luftleeren Raum zuriick-
gelegt worden wire, s. § 2 (2).

Die Wellenflichen kommen somit ganz natiirlich in der Strahlen-
optik vor. Sie erleichtern den Ubergang zur Beugungsoptik, weil jeder
Punkt einer Wellenflache gleichzeitig in derselben Phase schwingt.

Um eine ein wenig knappere und seit KNESER (I) in der Variations-
rechnung iibliche Ausdrucksweise zu haben, wollen wir in Zukunft von
einem Wellenflichenelement oder einem beliebigen Linienelement mit
(nda = 0) sagen, es liegt fransversal zu dem betrachteten Lichtstrahl.

Betrachten wir eine beliebige Fliche a(#,v). Wir konnen eine
‘Strahlenmannigfaltigkeit bestimmen, zu der diese Fliche transversal
liegt. Tragen wir von der Ausgangsfliche aus auf allen Strahlen be-
liebige Lichtwege gleicher GroBe ab, so gelangen wir wegeniida = 0 und
§4(2) zu einer Fliche und bei Anderung der Lichtweglinge zu einer
Schar von Flichen, die wieder zu unserer Strahlenmannigfaltigkeit trans-
versal liegen.

Eine zweifach unendliche Strahlenmannigfaltigkeit, die eine und
damit unendlich viele Wellenflichen (transversale Flichen) hat, wollen
wir eine feldartige Mannigfaltigkeit nennen. Den eben abgeleiteten Satz
konnen wir dann als Satz von der Erhaltung der Feldeigenschaft be-
zeichnen.

Als Spezialfall betrachten wir die Abbildung eines Punktes P durch
eine beliebige ein- oder zweiparametrige Strahlenmannigfaltigkeit. Wir
nennen einen Punkt durch eine ein- oder zweiparametrige Strahlen-
mannigfaltigkeit abgebildet, wenn die Strahlen zusammenh#ngend sind,
d.h. wenn man von jedem Strahl innerhalb der Mannigfaltigkeit stetig
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zu jedem anderen Strahl gelangen kann und diese sich in einem Punkt P’,
dem Bildpunkt von P, vereinigen. Fiir diese Strahlen kénnen wir als
Ausgangsmannigfaltigkeit den Objektpunkt a, als Endmannigfaltigkeit
den Punkt o’ wihlen, dann ist, weil a und a’ nicht von den Parametern
abhingen, da = da’ = 0 und aus § 4 (2) folgt:

dE =0 (3)
oder in Worten:

Wird ein Punkt abgebildet, so ist auf allen abbildenden Strahlen
der Lichtweg zwischen Objekt- und Bildpunkt konstant [s. z. B.
W. R. HamirtoN (I)].

Sei eine beliebige zweifach unendliche Strahlenmannigfaltigkeit und
eine sie schneidende Fliche a gegeben. Wir behaupten, sie bildet dann
und nur dann eine feldartige Mannigfaltigkeit, wenn auf einer beliebigen
das Feld schneidenden Fliche a der Ausdruck nda als Funktion der
beiden Parameter ein totales Differential ist:

fida=d®. (4)

Erstens: (4) sei erfiillt. Wir tragen von der Ausgangsfliche aus auf
allen Strahlen die Lichtwegstrecke E =— @ - C auf. Hierin sei @ ein
beliebiges Integral von (4), C eine Konstante. Dann gibt §4 (2) fiir
die Endfliche

Wdod —dP =d(— D+ C) = —dD, (5)
also
wda =0,

d. h. die so konstruierten Flichen sind gerade die Wellenflichen.

Sei umgekehrt eine feldartige Mannigfaltigkeit gegeben, a(u, v) eine
Wellenfliche, und schneiden wir die Strahlen mit einer beliebigen Flache
a’ (u, v), so ist

nwda =dE, (6)

also die Bedingung (4) erfiillt. Aus (4) folgt iibrigens, wenn wir @,,, = @,
bilden,

n,0, — 1,0, =0, (7)
d. h. die nach § 4 (3) jeder zweiparametrigen Strahlenschar zugeordnete
Invariante verschwindet entlang allen Strahlen einer feldartigen
Mannigfaltigkeit.

Eine feldartige Mannigfaltigkeit, die einen gewissen Teil des Raumes
nur einfach iiberdeckt, so daB durch jeden Punkt dieses Raumteils
ein und nur ein Lichtstrahl geht, heiBt nach KNESER (I) ein Feld. Die
Felder spielen in der Variationsrechnung eine groBe Rolle; man kénnte
hier z.B. zeigen, daB der Lichtstrahl zwischen zwei Punkten eines
Feldes, das aus den Strahlen durch den Anfangspunkt besteht, stets
der kiirzeste Weg ist.
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Zu diesem Beweis, den wir hier {ibergehen, benutzt man hiufig ein
auch sonst wichtiges, von HILBERT (I) aufgestelltes Integral, das vom
Integrationswege unabhingig ist und das wir auch hier angeben wollen.
Wir greifen eine feste Transversalfliche a(u,v) heraus; sei @ die
optische Entfernung eines Punktes unseres Raumteils, von dieser Trans-
versalfliche aus auf dem durch ihn gehenden Lichtstrahl gemessen.
Jedem Punkt des Raumteils ist dann eindeutig ein Wert von @ zu-
geordnet. Wir verbinden zwei Punkte P; und P, durch eine beliebige
Kurve a'(#). Dann ist

2 2
ifn’da’zifd@:@r—d)l (8)

nur von Anfangs- und Endpunkt abhingig, also unabhingig von der
Wahl der verbindenden Kurve.
Insbesondere gilt fiir eine geschlossene Kurve in einem Feld

$nda=0. (9)

Es seien hier noch zwei Sitze angefiigt, die sich ohne Schwierig-
keit ableiten lassen.
¢, a(w) Es sei eine geschlossene Kurve
a(u) als Anfangskurve gegeben und
durch jeden Punkt der Kurve ein
Lichtstrahl. DieLichtstrahlen mégen
eine zusammenhingende, aber nicht
notwendig feldartige Mannigfaltig-

() . . . . .
2(4) keit bilden. Wir schneiden die so
Abb. 5. Zu den Integralinvarianten einer entstehende Lichtréhre durch eine

zweite geschlossene Kurve a’ (#) und
integrieren Gleichung § 4 (2) tiber die geschlossenen Kurven. Wir fin-
den, es ist stets

$RdT = §ndd. (10)
a o

Die GroBe (10) ist also eine Integralinvariante der Lichtréhre. Diese
Invariante wurde zuerst von H. POINCARE (I) angegeben.

Ihre GroBe findet man nach einem von G. PRANGE herriihrenden,
mir miindlich mitgeteilten Verfahren, indem man als Kurve der End-
punkte eine Kurve a,(#) nimmt, die auf der Réhre transversal zu den
Lichtstrahlen verlduft. Diese Kurve schlieSt sich im allgemeinen nicht.
Nehmen wir sie als Kurve der Endpunkte und integrieren, so gibt

§4 (2)
§idi=—[dE —=E, — E,, (11)

az
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d. h. der Wert des Integrals ist gleich dem Lichtweg, der bei einmaligen
transversalen Umwandern der Lichtréhre iibrigbleibt (Abb. 5).

Wir betrachten jetzt eine einfach unendliche Mannigfaltigkeit von
Strahlen, die eine Enveloppe haben, d.h., alle Strahlen sollen eine
feste Kurve, die zugehérige Kaustik, berithren, Abb. 6. Wir wihlen als
Kurve a(u) eine beliebige Transversale, als Kurve a'(#) die Kaustik.
Dann gilt, wegen §3 (3), da die Kaustik die Lichtstrahlen beriihrt,

, da’ ,ds

nN—-—=n

du au’ (12)

wo s’ das Bogenelement der kaustischen Kurve bedeutet. Obige Tat-
sache kann man in verschiedener Weise deuten und beniitzen. Zuerst
einmal gilt wegen (8) der Satz von KNESER

2

fn'ds' =P, — B, (13)

Kaulstik

und umgekehrt:

Tragen wir auf allen Lichtstrahlen vom Beriihrungspunkt mit der
Kaustik aus nach riick- P
wirts eine Strecke ab, /
die, optisch gemessen, .
gleich der optischen
Linge der Kaustik ist,
von einem ihrer Punkte
P, aus gemessen, So
bilden die Endpunkte
die durch P, gehende
Transversale. Man kann
diesen Tatbestand auch
vielleicht so fassen: Die Abb. 6. Die Kaust_ill_; a.?x,s (:e) rs?ll:ae% (If‘;rvenschar und eine
optische Abwicklung der
Kaustik gibt die Transversalen. Hierbei ist dann als Linienelement
der optischen MaBbestimmung

dE = nds (14)

afy,

anzusehen.

§ 6. Die Gesetze der Abbildung.

In § 5 (3) fanden wir, daB bei der Abbildung eines Punktes durch
eine zusammenhingende Strahlenmannigfaltigkeit der Lichtweg auf
allen abbildenden Strahlen konstant ist. .

Wir nehmen jetzt an, eine Kurve a(u), Abb.7, werde Punkt fiir
Punkt durch eine von ein oder zwei weiteren Parametern abhédngende
Strahlenmannigfaltigkeit abgebildet auf eine Kurve a’(%). Dann ist nach

Herzberger, Strahlenoptik. 2
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dem Satz § 4 (3) auch der Lichtweg E zwischen Anfangs- und Endkurve
auf allen abbildenden Strahlen eine Funktion von # allein. Unsere
. Formel §4 (2) gibt
i wa,—na,=E,. (1)
Gleichung (1) ist eine Ver-
allgemeinerung des optischen
Kosinusgesetzes, das wir noch
kennenlernen werden und das
p' in der optischen Literatur von
ABBE bis zur Gegenwart eine
? groBe Rolle spielt?,
n, n’ kann hievin die Normalen-
a ) ¥(e)  yektorem aller durch eimen festen
_ ., __Abb. 7. Abbildung einer Kurve. Objekt- und Bildpunkt gehenden
(i, i’ Einheitsvektoren tangential an die Kurve.)
Strahlen durchlaufen.
Gleichung (1) kann man in verschiedener Weise umformen. Wir
fiihren als Parameter in (1) die Bogenlinge s der Objektkurve ein.
Se s’ die Bogenlinge der Bildkurve, dann kann man

ds'

als VergroBerung bezeichnen. Beachtet man noch, daB E, fiir alle ab-
bildenden Strahlen durch einen festen Objektpunkt konstant ist, und
nennt die Einheitsvektoren tangential zu den abgebildeten Linien-
elementen 1,1, so nimmt (1) die Form an

Wi)ds — (ni)yds = E,du (3)
oder wegen (2)
B (i) — (ni) = E, 2% = Const. 4)

Unter Beachtung von §4 (2) erkennt man, da die Giiltigkeit von
(4) fiir die Normalenvektoren einer ein- oder zweiparametrigen Strahlen-
schar, wenn ein Punkt abgebildet wird, auch hinreichend dafiir ist,
daB ein Linienelement in Richtung des Einheitsvektors i mit der Ver-
groBerung B’ abgebildet wird auf ein Linienelement in Richtung i'.

Die Konstante kann man aus (4) eliminieren, wenn man den Nor-
malenvektor n,, n] fiir esnen abbildenden Strahl kennt. Dann wird (4)

B —m)i'=@m—mni. ()

Zwei Sonderfille haben ein besonderes Interesse. Existiert ein Strahl,
zu dem Objekt- und Bildlinienelement transversal liegen, so wird

mi’'=mi=0,

1 Vgl. M. HERZBERGER (4), geschichtlicher Anhang.
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also wird (5)
Bt =ni. (6)

Existiert ein Strahl, der Objekt- und Bildlinienelement beriihrt, so
wird
51 =1, 51 = i: (7)
also wegen §2 (11)

IBY ’ 1 —
nmi =ng, mi=n.

Hierin gibt #,(n;) den Wert an, den man erhilt, wenn man in # die
Koordinaten des Anfangspunktes bzw. Endpunktes und die Richtungs-
kosinus des beriithrenden Strahls einsetzt.

Gleichung (5) 148t sich dann in der Form

't —ni=pfn —mn (8)
schreiben.

An allen diesen Gleichungen ist das Charakteristische, daB3 wir durch
Untersuchung der Strahlen, die einen festen Punkt abbilden, einen Auf-
schluB dariiber gewinnen k&énnen, ob die Nachbarpunkie abgebildet
werden.

Wir fragen jetzt nach den Bedingungen dafiir, daB eine Fldche Punkt
fiir Punkt durch eine zusammenhingende Strahlenmannigfaltigkeit ab-
gebildet wird. Dann gelten zwei Gleichungen der Form (1)

nwa,—na,=E,,
v “ } ©)

wa, —na,=F,

fir alle abbildenden Strahlen durch einen Punkt oder umgeformt
g wi, —ni, =C,,
I (10)
ﬂ/ln L, —ng, = Cu'
Das Bestehen der Glei-
chungen (9) und (10) fiir eine
zusammenhé'mgende Strahlen- Abb. 8. Zur Abbildung eires Flichenelements.
. . . . Die Einheitsvektoren langs 4,a, 4,,a, da sind im Text
mannigfaltigkeit durch einen mit i,, i,,, i bezeichnet.
Punkt ist notwendig wund
iibrigens auch hinreichend dafir, daB ein durch diesen Punkt
gehendes Flichenelement scharf! abgebildet wird. i, 1), 1, t, sind dabei
zugeordnete Richtungen.
Die Abbildung des Flichenelements ist affin; wir konnen daher
i, i,,1,,1, so wihlen, da die zugehérigen Richtungen in Objekt- und

1 Scharf (zentrisch) nennen wir eine Abbildung, bei der alle Strahlen, die
vom Objektpunkt ausgehen und nicht abgeblendet werden, sich im Bildpunkt
vereinigen.

2*
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Bildraum aufeinander senkrecht stehen. Seien dann i, 1’ zwei beliebige
weitere zugeordnete Richtungen und sei (Abb. 8)

i :cos<pi,+sin<pi,,,1

11
i = cos¢'{, + sin '), | (11)
so folgt aus
i —ni==C
sofort
C=C,cosp+C,sing,
ﬂ’2=ﬂ:20052(p+/3:,2sin2(p, (12)

' B
gy’ =" g9
Wir haben zwei Fille zu unterscheiden, je nachdem ob g% 8,
ist. In ersterem Fall sagen wir, die Abbildung ist unverzerrt; wir finden

ﬂl — ﬂl — /
¢ =9, (13)
C=C,cosp+ C,sin p.
Einem kleinen kreisférmigen Flichenelement entspricht wieder ein
Kreis, die Abbildung ist im kleinen dhnlich.
Bei verzerrter Abbildung (Abb. 8) entspricht einem kleinen Kreis
“eine Ellipse, deren Hauptachsen mit den Koordinaten unserer Wahl

iibereinstimmen.

Setzen wir

C,

so verschwindet C. Wir sehen also [BrRuUNs (1)]: ist C nicht identisch
Null, so verschwindet es nur fiir die durch (14) gegebene Richtung.
Gibt es einen Strahl, der zu Objekt- und Bildflichenelement trans-
versal liegt, so verschwindet C, und C, . Wir haben
B =ni,
i) 1
Wichtig ist folgender von C. CARATHEODORY (2) untersuchter Sach-
verhalt. Es mogen alle Strahlen, die das Objektflichenelement beriihren,
auch das Bildflichenelement berithren. CARATHEODORY sagt in diesem
Fall, das Flichenelement liegt famgential im Felde des Instruments.
In diesem Fall miissen die abgebildeten Linienelemente auf zu-

geordneten Strahlen liegen. (10) ergibt hierfiir die Bedingungen
Bt —ni,=fw —n, |

W) NV
ann_nlu‘_ﬂn —M’H‘I

non

(16)

Es gebe nun zwei Strahlen durch Objekt- und Bildpunkt, mit in
beiden Punkten entgegengesetzten Normalenrichtungen; eine Voraus-
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setzung, die wohl meist erfiillt ist. Es ist jedoch dem Verfasser nicht
gegliickt, den folgenden Beweis ohne ihre Benutzung zu fiihren.
Existiert auch nur ein solcher Lichtstrahl, so kénnen wir in (16)
n durch —n, n’ durch —n’ ersetzen; da hierbei die rechte Seite un-
geandert bleiben muB, muf sie verschwinden; das gibt
g i =ni,, ]

4

. , 17
” n’ I:/ = nt,, ( )

also fiir zwei beliebige zugeordnete Richtungen
g ni=ni. (18)

Wihlen wir in (18) fiir n, n’ wieder den beriihrenden Strahl, so finden
wir unter Benutzung von §3 (3)
: pr=mn. (19)

(19) ist der Inhalt des Satzes von CARATHEODORY:

Wird ein Flichenelement, das tangential im Feld eines optischen
Instruments liegt, abgebildet auf ein Flichenelement derselben Art, so
sind zugeordnete Linienelemente optisch gemessen gleich gro8.

Betrachten wir zum SchluB die Bedingung, daB ein Raumelement
scharf abgebildet wird. Alle Strahlen durch einen Punkt des Raum-
elements sollen sich bildseitig in einem Punkt vereinigen. Wir erhalten
drei Gleichungen der Form (10)

ﬂ: n’i; _ni/ =Cn

g, Wi, —ni, =C,, (20)

/3:// n’ i:u — nim == Cm » '
und wir kénnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit voraussetzen,
daB14,,14,,1,,, sowie i,,1,, 1, paarweise aufeinander senkrecht stehen.
Ebenso, wie oben, kénnen wir schlieBen C, = C,=C, =0; es gilt
fiir ein beliebiges Paar zugeordneter Richtungen

i =ni,; (21)
wir erhalten schlieBlich, da jeder Strahl zugeordnete Richtungen be-
rithren muB,

W ﬂ/ =n, (22)
d.h. den in dieser Allgemeinheit auch zuerst von C. CARATHEODORY
bewiesenen Satz:

Wird ein Raumelement scharf abgebildet, so sind Objekt- und Bild-

element optisch gemessen stets gleich.
In isotropen Mitteln gibt (21) und (22)

8’ = 31, (23)

1 Herr Prof. CARATHEODORY iibersandte mir inzwischen einen brieflichen
Beweis des Satzes, der unter Benutzung des Prinzips der analytischen Fort-
setzung obige Voraussetzung entbehrlich macht.
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d. h. die Abbildung eines Raumelementes in isotropen Mitteln muf3 kon-
form sein, F. KLEIN (7).

Aufgabe 1. Es ist zu zeigen, daBl das MaxwEeLLsche Fischauge ein inhomogen
isotropes Mittel ist, bei dem der ganze Raum scharf abgebildet wird; siehe hierzu
auch die Verallgemeinerung des MaxweLrtschen Fischauges durch W. Lenz ().

Aufgabe 21. Es ist zu untersuchen, ob eine scharfe Abbildung eines Raum-
elements moglich ist, wenn Anfangs- und Endpunkte in zwei einachsigen Krystallen
liegen und beiderseits nur die auBerordentlichen Strahlen betrachtet werden.
Es ist hierbei zu beachten, daB aus

ﬁ/z 25;2 E? _‘_ﬁ;,g Eg +ﬁ?ﬂ E?;- (24)
und (22) eine starke Einschrinkung fiir die Abhangigkeit der Brechungsindizes
mit der Richtung folgt. Bei der Untersuchung mu3 man selbstverstandlich darauf
achten, dal die Krystallachsen nicht mit unseren Koordinatenachsen zusammen-
zufallen brauchen.

§ 7. Die optischen Reziprozititssitze.

Wir betrachten eine zweiparametrige Schar von Strahlen, die zwei
Kurven a(u), a’(v) schneiden. Hierbei soll jedem Wertepaar u, v ein
und nur ein Strahl entsprechen, d. h. jeder Strahl sei durch seine Schnitt-
punkte mit den beiden Kurven bestimmt. Dann ist natiirlich

0, =a,=0. (1)
Setzen wir (1) in § 4 (3) ein, so erhalten wir fiir unsere Strahlen die
wichtige Beziehung

o, = —1,da,. (2)

Wir betrachten ferner eine zweiparametrige Schar von Strahlen,
die zwei Kurven a(#), a’(») aufeinander abbilden, derart, daB alle von
einem Punkt der ersten Kurve ausgehenden Strahlen sich in einem

Punkt der zweiten Kurve vereinigen. Dann wird

G, =a, =0, (3)

und Gleichung §4 (3) ergibt
M, 0 =M, 0q, . 4)
Wir wollen jetzt die Gleichungen (2) sawie (4) geometrisch zu deuten

versuchen.
Wir betrachten drei benachbarte Strahlen. Einen Awnfangsstrahl,

der objektseitig durch den Punkt P (Vektor a), bildseitig durch den
Punkt P’ (Vektor a’) geht. Einen auch von P ausgehenden Nachbar:
strahl, der bildseitig durch den Punkt (a’ + 4a’) geht, sowie zuletzt
einen Strahl durch P’, der objektseitig von einem Punkt a -+ da aus-
gehe. Wir wollen die Anderung dn der Normalen der von P nach dem

1 Unter einem einachsigen Krystall versteht man einen Krystall, in dem die
eine von einem Punkt ausgehende Welle Kugelgestalt hat; zu ihr gehort der
ordentliche Strahl; das tritt ein, wenn in § 1 () zwei der Hauptbrechungs-
indices tibereinstimmen. ’
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Linienelement da’ hinzielenden Strahlen bezeichnen als optische schein-
bare GroBe des Linienelements da’ von P aus gesehen; analog ist dann
on’ die optische scheinbare GroéBe des Linienelements da von P* aus
gesehen.
Gleichung (2), die ,,HuvGENssche Gleichung, schreibt sich nun
. on'da = —dnda (5)
oder in Worten:
Evster Reziprozititssatz.

Das skalare Produkt aus einem Linienelement und der optischen
scheinbaren GroBe eines zweiten Linienelements, von einem seiner
Punkte aus geschen, ist umgekehrt gleich dem skalaren Produkt aus

/” ? 1 aza'

Abb. 9. Zum ersten Reziprozititssatz.
(Die Zahlen 0, 1, 2 sollen zusammengehdrige Lichtstrablen kennzeichnen.)

dem zweiten Linienelement und der scheinbaren optischen GréBe des
ersten, gesehen vom Ort des zweiten.

Auch Gleichung (4) kann man fiir drei benachbarte Strahlen aus-
sprechen.

P und P’ Abb. 10 seien zwei konjugierte Punkte, d. h., es gebe auller
dem Anfangsstrahl einen benachbarten Strahl, der P und P’ verbindet.
Ein zweiter Nachbarstrahl gehe objektseitig durch den Punkt a 4 da
und bildseitig durch den Punkt a’ 4+ da’. Dann gilt die ,,LAGRANGEsche
Gleichung*‘:

on'dd = dnda (6)
oder in Worten:

Zweiter Reziprozititssatz.

Werden zwei Linienelemente aufeinander abgebildet, so ist das
skalare Produkt aus Linienelement 4a und Anderung én des Normalen-
vektors beim Ubergang von einem abbildenden Strahl zum benach-
barten abbildenden Strahl auf Objekt- und Bildseite gleich.

Gleichung (5) wurde fiir homogen isotrope Mittel und rotations-
symmetrische Systeme zuerst von HUYGENs (2) aufgestellt, allerdings
nur fir den Sonderfall, daB der Hauptstrahl die Rotationsachse ist,
und die beiden Linienelemente da, da’ auf dem Hauptstrahl senkrecht
stehen. Gleichung (6) wurde fiir aufeinander abgebildete Linienelemente
senkrecht zur Achse von Rotationssystemen in homogen isotropen
Mitteln zuerst von J. DE LAGRANGE () abgeleitet. H. v. HELMHOLTZ (1)
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verallgemeinerte Gleichung (6) auf den Fall der Abbildung beliebig in
der Meridianebene von Rotationssystemen gelegener Linienelemente in
homogen isotropen Mitteln. R. STRAUBEL (I) sprach (5) und (6) in
homogen isotropen Mitteln fiir den Fall aus, daf die vier vorkommenden

Abb. 10. Zum zweiten Reziprozititssatz.
(Die Zahlen 0, 1, 2 sollen zusammengehérige Lichtstrahlen kennzeichnen.)

Vektoren objekt- und bildseitig in je einer Ebene liegen. A. GLEICHEN (2)
und T. LEvi-Civita (I) untersuchten anisotrope homogene Mittel, und
Verfasser [M. HERZBERGER (6)] gab beide Formeln fiir homogen isotrope
Mittel in der allgemeinsten Form.

Aus Gleichung (6) 148t sich iibrigens noch anderes herauslesen. Sie
fiihrt im Fall homogen isotroper Mittel auf die Gesetze der GULLSTRAND-
schen Linienabbildung.

Es sei ein Paar konjugierter Punkte gegeben und zwei sie enthaltende
Flichenelemente dqa, da’ mit beliebiger Neigung gegen die verbindenden
Strahlen. Durch

onda=C (7)
wird bei variabelm C auf dem Objektflichenelement eine Schar paralleler
Linienelemente gegeben. Greifen wir ein solches Linienelement heraus.
Gleichung (6) gilt fiir einen beliebigen dritten Nachbarstrahl. Wir er-
kennen also:

Alle Strahlen, die objektseitig das Flichenelement da in einem
durch (7) gegebenen Linienelement durchstoBen, durchsto8en das Fli-
chenelement da’ in dem durch

on'da’ =C (8)
gegebenen Linienelement mit demselben C. Die beiden durch (7) und
(8) gegebenen Linienelemente nennt A. GULLSTRAND (1) abbildbare
Linienelemente. Die Linienelemente als ganze werden aufeinander ab-
gebildet, ohne daB jedoch die von einem Punkt ausgehenden Strahlen
sich wieder in esmem Punkt zu treffen brauchen; sie werden sich im
Gegenteil im allgemeinen Fall {iber das ganze bildseitige Linienelement
verteilen.

Formel (6) 148t sich nun auch, wie folgt, aussprechen:

Auf zwei beliebig gegen den Anfangsstrahl geneigten Flichen-
elementen durch zwei konjugierte Punkte gibt es stets je eine Schar
paralleler abbildbarer Linienelemente.
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Nehmen wir an, durch unser Punktepaar P, P’ gehen auBer dem
Anfangsstrahl zwei benachbarte Strahlen derart, daB dn, und dn, und
daher auch dn; und dn, nicht proportional sind, dann gehen alle von P
ausgehenden und zum Anfangsstrahl benachbarten Strahlen bildseitig

duda-
ondd-C
duda-0
didd-0

Abb. 11. Zur Gullstrandschen Linienabbildung.

durch P’. Einen solchen Punkt wollen wir als Stigmatpunki, seinen
Bildpunkt als stigmatischen Bildpunkt bezeichnen. Legen wir durch P
und P’ zwei beliebig gegen den Anfangsstrahl geneigte Flichenelemente,
so geniigen die Nachbarstrahlen zwei linear unabhingigen Gleichungen
der Form (6)
o,n'da =é;nda,
} 9)

O,n'da’ =dynda.

Durch die Gleichungen (9) wird jedem Punkt des Objektflichen-
elements eineindeutig ein Punkt des Bildflichenelements zugeordnet, der-
art, daB alle von einem Objektpunkt ausgehenden Nachbarstrahlen sich
in einem Punkt des Bildflichenelements vereinigen. Das Objektflichen-
element wird stigmatisch abgebildet.

Zu beachten ist, daB3 hier GréBen hoherer als der ersten Ordnung
vernachlissigt sind; nur unter dieser Voraussetzung ist die etwas para-
doxe Aussage zu verstehen, daB ein beliebiges, durch einen Stigmat-
punkt gehendes Fldchenelement stigmatisch abgebildet wird auf jedes
Flachenelement durch den stigmatischen Bildpunkt.

Zweiter Teil,

Die Strahlenoptik in homogen isotropen
Mitteln.
§ 8. Zusammenstellung der Grundgesetze des ersten Teils.

Im weiteren Teil des Buches beschrinken wir uns auf die Be-
trachtung der Lichtstrahlen in homogen isotropen Mitteln. Die Licht-
strahlen verlaufen in jedem solchen Mittel geradlinig, unsere Aufgabe
ist es also, die besonderen Geradenabbildungen zu untersuchen, die op-
tisch realisierbar sind. Die Strahlenoptik wird hier zu einem Teilgebiet
der Abbildungslehre der Geradensysteme.



26 II. Die Strahlenoptik in homogen isotropen Mitteln.

In optisch homogen isotropen Mitteln haben die Normalenvektoren n
die Richtung der geradlinigen Lichtstrahlen (Einheitsvektor 8)

n=ns. (1)

Der Brechungsindex ist eine von Lage und Richtung unabhingige
Konstante des Mittels.

Wir bezeichnen das erste Mittel als Objektraum, das letzte Mittel als
Bildraum; GroBen des Objektraums sollen im folgenden keinen Zeiger
erhalten, z. B. n, 3. GréBen des
Bildraums sollen durch einen
Strich bezeichnet werden, z. B.
n', 8'*,

\ Sei eine beliebige Strahlen-

L mannigfaltigkeit durch die Ein-

heitsvektoren 8 in der Strahl-

a’ richtung und eine zusammen-

Abb. 12. Zum Differentialgesetz. Péngende Punktmannlgfaltlgkelt

(8, 8 Einheitsvektoren in der Strahlrichtumng) 0 gegeben (die der Anfangs-

punkte), die jedem Strahl ein-

deutig einen Punkt zuordnet, seien die Bildstrahlen durch die Ein-

heitsvektoren 8’ (in ihrer Richtung) und durch eine den Strahlen ein-

deutig zugeordnete zusammenhingende Punktmannigfaltigkeit o’ (die

Endpunkte) gegeben, dann behauptet das Differentialgesetz der Strahlen-
optik §4 (2), daB der Ausdruck

w'do —ndda= dE (2)

in allen seinen Parametern ein totales Differential ist, und zwar kann der
Ausdruck betrachtet werden als das Differential des Lichtweges E
zwischen Anfangs- und Endpunkt auf allen Strahlen.
Hieraus ergibt sich fiir eine beliebige zweiparametrige Schar gemif
§4 (3), daB
4 (g,:,(l;] - 5;(1.;) = n(éuav - g'ua'u) (3)

eine Strahlinvariante ist.

Die Wellenflichenelemente stehen hier senkrecht zum Strahl. Legen
wir durch zwei Punkte a, a’ eines Strahls zwei Flichenelemente senk-
recht zum Strahl, dann ist der Lichtweg zwischen diesen Wellenflichen-
elementen auf allen Nachbarstrahlen in erster Ndherung konstant.

Eine feldartige Mannigfaltigkeit besteht aus der Gesamtheit der Nor-
malen einer Fliche, aus einem Normalensystem. Der Satz von der Er-
haltung des Feldes wird hier auch als Satz von MaLus-DuPIN bezeichnet.

* Ebenso wie im ersten Teil sollen jedoch GroBen des Dingraums mit
einem Querstrich versehen werden, wenn sie zu den entsprechenden GréBen
des Bildraums nicht im Verhiltnis Ding-Bild stehen (optisch nicht Ekonjugiert
sind).
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Er lautet: Einem Normalensystem entspricht bei der optischen Ab-
bildung wieder ein Normalensystem. Der Lichtweg zwischen zwei Wellen-
flichen ist auf allen Strahlen konstant. Fiir Normalensysteme ver-
schwindet der Ausdruck (3) lings aller Strahlen. Es ist also fiir sie:

n(guafu - é)’v-c_[u) = %,(g,;ﬂ; - 5;(];) =0. (4)

Als Spezialfall erhalten wir den Satz: Vereinigt sich eine zusammen-
hingende von einem Objektpunkt kommende Strahlenmannigfaltigkeit
bildseitig in einem Punkt, so ist der Lichtweg auf allen Strahlen konstant.

Wir kommen jetzt zu den Ge-
setzen der Abbildung. Wird ein
Linienelement in Richtung des Ein- t
heitsvektors i Punkt fiir Punkt ab-
gebildet auf ein Linienelement in
Richtung des Einheitsvektors i, so
muB fiir die von einem Punkt aus-
gehenden abbildenden Strahlen die  /
Gleichung

W B ({'8) —n(ig) =C
oder P = nid 5
B cose’ —ncose=C

afw)

. . Abb. 18. Zum Kosinussatz.
gelten. Allgemeiner Kosinussatz.

Siehe H. BoEGEHOLD (9). Hierin ist §’ die VergréBerung, mit der das

Linienelement abgebildet wird, ¢, ¢’ sind die Winkel zwischen Strahl

und Linienelement, C ist fir alle abbildenden Strahlen eine Konstante.
Ist ein abbildender Strahl bekannt (g,, €;), so findet man

' B’ (cos & — cos &y) = n(cos e — cOs &) . (6)
Steht insbesondere ein Strahl objekt- und bildseitig auf dem Linjen-
element senkrecht, so gibt (6)
' f'cose =mncose. , (7
Beriihrt ein Strahl das Linienelement objekt- und bildseitig, so wird
n B'cose’ — ncose =n'f —n l

oder . _ (8)
5 8

’

’ 9 & g

n HsIn® 5 = 7% s
f'sin® 5

Fiir die Abbildung eines Flichenelements durch eine Strahlenmannig-
faltigkeit ist notwendig und hinreichend, daB zwei Linienelemente
abgebildet werden, dalB also fiir die abbildenden Strahlen zwei Glei-
chungen in Kosinusform gelten
(9)

n' B, cose, —mcose, =C,, }

n' B, cose,, — ncose, =C, .
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Man kann insbesondere ohne Beschrinkung der Allgemeinheit (es
handelt sich um eine affine Transformation!) annehmen, man habe
zwei Linienelemente gewdhlt, die objekt- und bildseitig aufeinander
senkrecht stehen. Dann ist die Abbildung fiir ein Linienelement,
das mit dem ersten den Winkel ¢ bzw. ¢’ bildet, gegeben durch eine
Gleichung der Form

n B cose’ —mncose =C

mit
C=C,cosp +C, sing,
/2 2 2 2 2
B B, 2cos?p + f2sin (10)
tg ¢’ —lf,’ tgy.

Ist C2 + C? 4 0, so verschwindet C nur (Satz von BRUNS) bezogen

auf die durch
(o
teY = —¢,

B.C,
gy’ =g,

(11)

gegebenen zugeordneten Linienelemente.
Ist B, =B, =B, so ist die Abbildung unseres Flichenelements un-
verzerrt. Einem kleinen Kreis entspricht ein Kreis. Ist 8, == f,,, so ist
die Abbildung verzerrt (einem kleinen Kreis entspricht eine Ellipse).
C. CaraTHEODORY (2) hat die Frage untersucht, wieviel Strahlen
Objekt- und Bildflichenelement gleichzeitig berithren konnen. Wir
wihlen objekt- und bildseitig ein rechtwinkliges Koordinatensystem
%9, 2; x',9,%, dessen z, z’-Achse auf dem Objekt- (Bild-) Flichen-
element senkrecht steht, wihrend die x, y, ', y’-Achsen diejenigen zu-
geordneten Linienelemente beriihren, die objekt- und bildseitig auf-
einander senkrecht stehen. &, #, {; &, 5’, {’ seien die Richtungskosinus
des Objektstrahls und seines Bildstrahls; dann gilt fiir die abbildenden
Strahlen
np & —néE=0C,, }
- (12)
wg—nn=0C,.

Ein Strahl, der objekt- und bildseitig unser Flichenelement beriihrt,
ist durch { =’ =0, also

£+nt=1,
4 rg C’+”§2 C//—l-@g__ (1‘3)
§2+7]2_< ,nlﬂ; ) +< "’/3;/1 )—1

gegeben.
(13) stellt in den &, 7 einen Kreis und eine Ellipse dar. Diese haben,
wenn sie nicht identisch sind, hochstens vier Schnittpunkte. Sind sie
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identisch, so gilt

C,=C,=0,
(14)

n
‘3:: :r:ﬂlz j:;;f
Wir erkennen also: Zwei aufeinander abgebildete Flichenelemente

konnen hochstens von vier Strahlen objekt- und bildseitig beriihrt
werden; es sei denn, das Flichenelement werde dhnlich abgebildet mit

der VergréBerung % Fiir die abbildenden Strahlen gilt in diesem Fall

(evtl. nach Vertauschung der Richtung der x-Achse)
&=¢, }
n="1.

Wie wir sehen, kann man im homogen isotropen Fall den Beweis fiir
den CARATHEODORYschen Satz ohne die Voraussetzung machen, daf3 ein
Lichtstrahl beiderseitig das System durchst68t; man kann hier aber auch
den Satz weitgehend verschirfen.

Bei der Behandlung der Abbildung eines Raumelements sind gleich-
sam alle Strahlen beriihrende Strahlen. Man erhilt drei Gleichungen in
Kosinusform fiir drei Richtungen, die objekt- und bildseitig aufeinander
senkrecht stehen.

(15)

wp & —né =C,
np, & —né, =C,, (16)
ng,, &, —ng, =C,,.

£,,&,, &, missen daher den beiden Gleichungen

g+8+8 =1,
gt gt 2= 1= (CoER By (Cb iy (S 1} (7)

n’ /3; n’ ﬁ:l %’ ‘H
geniigen. Diese beiden Gleichungen miissen fiir alle abbildenden Strahlen
gelten, sie sind aber nur identisch zu erfiillen, wenn

C/:CH:C/H:O’ }

B—8 =8, — %% 1)
wird. »
Dann gibt (16) nach evtl. Vertauschung der Richtung der x,-Achse
& =,
& =&, (19)
=&

Die scharfe Abbildung eines Raumelements ist nur dann mog-
lich, wenn sie #hnlich ist (BRUNS) und wenn das VergréBerungs-

verhéltnis :—, ist (F. KiEIN), sieche zu diesem Teil die geschichtlichen
Anmerkungen in M. HERZBERGER (4).
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Die Reziprozititsgesetze nehmen fiir die Optik homogen isotroper
Mittel folgende anschauliche Bedeutung an:

Gleichung (3) werde zunichst angewendet auf ein Strahlenbiindel,
das aus allen Strahlen besteht, die zwei Kurven a (#) und a’(v) verbinden.
Wir erhalten

W80+ ns,a,=0. (20)

Wir wihlen als Variable die Bogenlinge s, s’ der beiden Kurven.
Den Winkel de, unter dem ein Linienelement der Endkurve von einem
Punkt der Anfangskurve aus erscheint, bezeichnet man in der Optik
als scheinbare Grofe dieses Linienelements. Es mag erlaubt sein, in Ver-

allgemeinerung davon den Vektor #d$ gemdB S.23 als scheinbare
optische Grofe des gerichteten Elements da’ zu bezeichnen.
Gleichung (20) nimmt die Form
,d8 da’ a3 da

Ty Trag s =0

oder (21)

wds do’ + nd3ddag =0
an; oder in Worten:

Erster Reziprozititssatz. Das skalare Produkt aus einem gerichteten
Linienelement und der scheinbaren optischen GréBe eines zweiten, langs
eines Strahls gesehen, ist immer entgegengesetzt gleich dem skalaren
Produkt aus dem zweiten Linienelement und der optischen GréBe des
ersten Linienelements von einem Punkt des zweiten Linienelements aus
betrachtet.

Gleichung (21) wurde fiir zwei Punkte, die auf der Achse eines
rotationssymmetrischen optischen Systems liegen, und zwei achsen-
senkrechte Linienelemente in derselben Meridianebene zuerst von
Car. HUYGENS (2) abgeleitet.

STRAUBEL (I) verallgemeinerte den Satz auf den Fall, daB alle drei
Nachbarstrahlen objekt- und bildseitig in derselben Ebene liegen. Sei

Abb. 14. Zum ersten Straubelschen Satz.

g, ¢ der Winkel zwischen Strahl und Linienelement d1 (@l'), sei de (d¢’)
der Winkel zwischen Strahl und Nachbarstrahl, dann wird in diesem Fall

Wdesingdl + ndésinzgdl = 0. (22)
Um das zweite Reziprozitdtsgesetz zu erhalten, betrachten wir zu-
nichst zwei aufeinander abgebildete Kurven. a(x), a’ () Formel (2) gibt
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hier, wenn zu jedem Punktepaar (#) eine einparametrige Strahlen-
schar (v) gehért,

w50, =1n3,0a0,. (23)

Greifen wir einen festen Anfangsstrahl heraus, benutzen als Variable

das Linienelement der Anfangskurve und den Winkel ¢ mit dem festen
Strahl, dann gibt Gleichung (23), falls wir auller der VergréBerung

/
B = % die WinkelvergréBerung
y =2 (24)

einfithren, wenn i und i’ die Einheitsvektoren entlang der abgebildeten
Linienelemente sind, j und j’ die Richtung von 8,, 8, haben:

w B Y (1) = n(ij). (25)

Liegen 1,1, i/, i’ in einer Ebene durch den Anfangsstrahl, so gelangt

man zu dem von STRAUBEL (1) behandelten Sonderfall; Gleichung (25)
gibt

n' By sing =nsine, (26)

woe (bzw.&') den Winkel zwischen Anfangsstrahl und Objekt- (Bild-) Ele-

ment bedeutet. Fiir den Fall, daBl der Anfangsstrahl Meridianstrahl eines

4 Z\\\\
/// \\\\\
// -
- 7 ! al’
ﬁ

Abb. 15. Zum zweiten Straubelschen Satz.

Rotationssystems ist, wurde Gleichung (26) schon von HrrLMHOLTZ (1)
benutzt. Fiir den Fall, da der Hauptstrahl die Achse eines Rotations-
systems ist, und die beiden Linienelemente zur Achse senkrecht stehen,

(s =a’—_——g>, findet sich der Satz bei LAGRANGE (I). Er hat dort die

Form
WEY —n. (27)

Wir bezeichnen (27) als LacranGEsche Gleichung.

Wir projizieren Objekt- und Bildlinienelement jeweils in die Richtung
von d8(d8’), also senkrecht zum Anfangsstrahl in die Ebene der ab-
bildenden Strahlen. Das VergréBerungsverhiltnis der Projektionen sei
f,, dann gilt allgemein

why =n. (28)

Wir werden jetzt unter anderem zeigen, daB Gleichung (28) auch
umkehrbar ist. Sei ein Anfangsstrahl gegeben und ein auf ihm liegendes
konjugiertes Punktepaar, d.h. durch Anfangs- und Endpunkt gehe
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auBer dem Anfangsstrahl noch ein zweiter benachbarter Strahl. Die
WinkelvergréBerung mag ¢’ sein. Zwei Nachbarpunkte sind dann und
nur dann fiir Strahlen, die in der Nihe des Hauptstrahls liegen, kon-
jugiert, wenn ihre ProjektionsvergréBerung der LLAGRANGEschen Glei-
chung (28) geniigt. »

Aus Gleichung (2) folgt fiir den DurchstoBungspunkt eines beliebigen
Nachbarstrahls durch zwei Flichenelemente da und da’, die beliebig,
aber endlich geneigt durch die beiden konjugierten Punkte des An-
fangsstrahls gelegt werden, die Beziehung

nds da =n'ds;da’. (29)

Aus (29) kann man die gesuchte Aussage herauslesen; man findet
aber gemifB A. GULLSTRAND (I) noch mehr.
Man betrachte alle Nachbarstrahlen, die das durch

ndd da=C (30)

gegebene Linienelement durchstoBen; es sind dreifach unendlich viele
Strahlen. Alle diese Strahlen miissen das Flichenelement da’ in dem
durch
n dsida =C

gegebenen Linienelement durchstoBen. Hierbei ist im allgemeinen jeder
Punkt des ersten Linienelements als zu jedem Punkt des zweiten Linien-
elements konjugiert zu betrachten. Zwei derartige Linienelemente be-
zeichnet GULLSTRAND (1) als abbildbare Linienclemente.

Wir sehen: Auf jedem Paar von Flichenelementen durch zwei kon-
jugierte Punkte gibt es eine Schar abbildbarer Linien. Gleichung (29)
ordnet jedem abbildbaren Linienelement das Bildelement zu. Es ist
wichtig, daB jedes beliebig geneigte Flichenelement gleichberechtigt ist.
Wir werden spiterhin aus rechentechnischen Griinden meist die Flichen-
elemente senkrecht zum Hauptstrahl benutzen ; im allgemeinen Fall sind
diese jedoch in keiner Weise vor beliebigen andern bevorzugt.

Gibt es zwei Nachbarstrahlen durch zwei konjugierte Punkte derart,
daB @3, und 48, und daher d3;, 48, nicht proportional sind, dann ver-
einigen sich alle Nachbarstrahlen, die vom Objektpunkt ausgehen, im
Bildpunkt. Einen solchen Punkt bezeichnen wir als Stigmatpunkt. Seien
da,da’ zwei beliebige, den Anfangsstrahl nicht enthaltende Flichen-
elemente durch den Stigmatpunkt und seinen Bildpunkt. Es gelten zwei

Gleichungen in der Art von (29)
nds da=n'dsidd,
' g g (31)
ndd, da = d3,da’.

Die beiden Flichenelemente werden durch die Nachbarstrahlen
Punkt fiir Punkt aufeinander abgebildet; wenn da gegeben ist, kann
man nimlich a’ aus (31) berechnen. Wir konnen insbesondere 48, und 48,
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so wihlen, daBl 48, 43, = 0 wird. Dann bestehen zwei LAGRANGEsche

Gleichungen foar
& 4 /31)/ Y, =",
W By, Vi =1 (32)
Wir nennen die Abbildung des Stigmatpunktes unverzerrt, wenn gilt
V. =V } 33)
lglpf = ,31,) ”?

im andern Fall heit die Abbildung verzerrt, obwohl es natiirlich
immer geneigte Flichenelemente gibt, die unverzerrt aufeinander
abgebildet werden. _

Zum SchluB dieses wiederholenden Abschnittes sei noch kurz das
Brechungsgesetz und das Reflexionsgesetz fiir homogen isotrope Mittel
angefiihrt.

Im Innern eines homogen isotropen Mittels dndert sich die Strahl-
richtung nicht, wohl aber kann dies an der Grenzfliche zweier Mittel

Abb. 16.
Zum Reflexionsgesetz. Zum Brechungsgesetz,

der Fall sein; ein Teil des Lichts wird hier zuriickgeworfen (reflektiert),
wihrend ein Teil ins zweite Mittel eindringt (gebrochen wird). Beide
Strahlen erleiden eine Knickung; bei der Reflexion #dndert sich der
Durchlaufungssinn. Um unser Koordinatensystem beizubehalten,
miissen wir dann das Vorzeichen des austretenden Strahls umkehren.
Aus § 3 Gleichung (2) erhalten wir nun, wenn wir die brechende Fliche
als Fliche der Ausgangs- und Endpunkte wihlen, fiir Reflexion bzw.
Brechung
Reflexionsgeselz: w (8 + 8)da=0, 1
bzw. (34)
Brechungsgesetz: (W§ —n3)da=0, J

da der Lichtweg E = 0 ist. Wir sehen: formal kdnnen wir alle die Re-

flexion betreffenden Gleichungen erhalten, wenn wir in (34,) #' = — »

setzen, Wir werden daher im folgenden, aufler in diesem Abschnitt, alle

Gesetze nur fiir die Brechung aussprechen. Die Gesetze fiir reflektierende
Herzberger, Strahlenoptik. 3
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Systeme sind darin enthalten, wenn man nur bedenkt, da man bei
jeder Reflexion das Vorzeichen umkehren mulB.

Gleichung (34) zeigt, daB der Vektor »'8" — %3 die Richtung der
Flichennormalen (Einheitsvektor o) hat

wWg —nag=1Ip. (35)

Eintretender und austretender Strahl liegen mit der Flichennor-
malen in einer Ebene, und sie bilden mit ihr Winkel 7, ¢/, fiir die man
nach vektorieller Multiplikation mit dem Einheitsvektor p die Be-
ziehung

n’(Q'Xo)zn(éxo),} (36

n'sind’ = #nsini
erhilt. Die Konstante I ergibt sich aus (35) durch skalare Multipli-
kation mit p; unter Benutzung von (36) erhilt man
» sin (i — ¢) nsin (1 — ')

I' =9 cost’ —ncosi = — = St (37)
sin e sin 7

Fiir die Reflexion ergibt sich
= —1,

Ir
/ P—
5-{—5——"0, (38)

I .
— = 2cos?.
% .

Das Reflexionsgesetz war schon EukLiD bekannt. HERrO leitete es
aus dem Prinzip vom kiirzesten Lichtweg ab; SNELL und DESCARTES
fanden wohl unabhingig voneinander das Brechungsgesetz. FERMAT
leitete es aus dem Gesetz vom kiirzesten Lichtweg ab. HamiLTON (I)
gab zuerst die vektorielle Form (38) fiir das Reflexionsgesetz.

§ 9. Die cartesischen Flichen.

Das Hauptziel der geometrischen Optik wird und muB3 es immer
sein, ein optisches System anzugeben, durch das eine endliche Fliche
scharf (zentrisch) abgebildet wird.

Es ist nun eine naheliegende Fragestellung, zu untersuchen, was man
mit einer einzelnen spiegelnden oder brechenden Fliche erreichen kann.

Kann man nicht wenigstens die Aufgabe, einen Punkt scharf abzu-
bilden, analytisch vollstindig lsen? Gibt es vielleicht unter den so
gefundenen Flichen auch einige, die die schwierigere Aufgabe I6sen,
eine Fliche abzubilden?

Seit der Zeit von DESCARTES (1) und HuvGENs (2) iiber die Briider
BerNoOULLI bis zu GERGONNE hat diese Fragestellung das Interesse
der Mathematiker auf sich gezogen. Die Eigenschaften der die Aufgabe
16senden Flichen, die man als cariesische Flichen bezeichnete, wurden
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eingehend untersucht. Doch sind diese Fldchen fiir die praktische Optik
ohne allzu groBe Bedeutung geblieben, da mit einer einzigen, allerdings
optisch bedeutungsvollen Ausnahme immer nur ein isolierter Punkt
scharf abgebildet wird. Wir wollen hier nur die Gleichung der carte-
sischen Flichen aufstellen und die Sonderfille diskutieren, in denen
die cartesischen Flachen in Kugeln entarten.

Wir hatten die scharfe Abbildung eines Punktes bisher wie folgt
definiert. Den Strahlen des Objektraums, die durch einen Punkt P
gehen, sind die Strahlen des Bildraums zugeordnet, die durch einen
Punkt P’, den Bildpunkt, gehen. Liegt P im Objektraum, P’ im Bild-
raum, so ist alles in Ordnung. Man spricht aber in der Strahlenoptik
homogen isotroper Mittel auch dann noch von einer Abbildung, wenn
die Strahlen des Objekt- oder Bildraums sich erst dann in einem Punkt
schneiden wiirden, wenn man sie iiber ihre DurchstoBpunkte mit der
ersten (letzten) Flache hinaus verlingert denkt. Man spricht in diesem
Fall von einem wiriuellen Objekt- (Bild-) Punkt, im Gegensatz zu dem
reellen Objekt- (Bild-) Punkt, der wirklich im ersten oder letzten Mittel
liegt. Bei der Benutzung des Satzes vom konstanten Lichtweg fir
den Fall eines virtuellen Objekt- (Bild-) Punktes ist natiirlich der Licht-
weg vom Objektpunkt bis zur ersten, bzw. von der letzten Fliche bis
zum Bildpunkt negativ zu 4
rechnen, und zwar so, als ob
er im Objekt- bzw. im Bild-

raum zuriickgelegt wire. P P
Sei ein reeller oder vir- ., } T

tueller Objektpunkt P und z

ein reeller oder virtueller

Bﬂdpunkt P’ gegeben’ die Abb. 17. Zu den cartesischen Flachen.

nicht zusammenfallen mogen.

n, n' seien die Brechungszahlen der beiden Mittel. Wenn es eine Fliche
gibt, die die vom Objektpunkt kommenden Strahlen so bricht, daB
sie durch den Bildpunkt gehen, so muBl auf allen Strahlen der Lichtweg
von P nach P’ konstant sein. Sei 4 ein beliebiger Punkt der brechenden
Fliache, so muf} gelten

+uPAd+#WAP =C, (1)

worin C eine fiir die Fliche charakteristische Konstante ist. Die Vor-
zeichen in (1) sind eindeutig bestimmt. Nur wenn der Objekt(Bild-)
Punkt virtuell ist, tritt im ersten (letzten) Glied das Minuszeichen ein.

Gleichung (1) gibt uns eine Schar von Flichen. Wir wollen zuerst
nachweisen, dafl die so gebildeten Flichen, wenn immer sie reell sind,
auch wirklich die von P kommenden Strahlen nach P’ brechen. Wir
beweisen diese Tatsache fiir den Fall, daB Objekt- und Bildpunkt
reell sind, und iiberlassen die leichte Modifikation der Vorzeichen dem

3*
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Leser. Wir wenden das Differentialgesetz § 8 (2) zweimal auf die ab-
bildende Strahlenmannigfaltigkeit an. Anfangspunkt sei erst der Ob-
jektpunkt, Endpunkte die cartesische Fliche; dann mogen die Anfangs-
punkte auf der cartesischen Fliche liegen, Endpunkt sei der Bildpunkt.
Wir finden aus §8 (2)

E,= =ndda, 0
B dEzz—%'Q,da,.J (2)
Gleichung (1) schreibt sich
Ey + E,=C,) ]
dE, +dE, =0, ®)
also finden wir ‘
(W8 —nsd)da=0, (4)

d.h. gemidB §8 (34): Unser Strahlenbiindel wird an der cartesischen
Fliche nach dem Brechungsgesetz gebrochen.

Wir fithren jetzt ein cartesisches Koordinatensystem ein. Anfangs-
punkt sei der Objektpunkt. Die z-Achse gehe durch den Bildpunkt,
der vom Objektpunkt den Abstand a habe. Dann gibt Gleichung (1)
fiir die cartesische Fliche

+ayR+y 2w Y2424 (2 —af=C, (5)
wo die Vorzeichen der Wurzeln dadurch wohlbestimmt sind, dal}
Objekt- oder Bildpunkt als reell oder virtuell angenommen werden.

Zu jedem Wert von 4 und C und jeder Wahl des Wurzelvor-
zeichens gibt es eine um die Verbindungslinie von Objekt- und Bild-
punkt (die Achse) rotationssymmetrische Flichenschale, die unsere
Aufgabe erfiillt. Es ist nicht erlaubt, wie es wohl in den meisten Lehr-
biichern geschieht, aus Gleichung (5) durch mehrfaches Quadrieren
die Wurzeln zu entfernen. Die durch mehrfaches Quadrieren aus (5)
entstehenden sogenannten geschlossenen cartesischen Flichen erfiillen
nicht mehr die von uns optisch geforderte Aufgabe. Nur die durch (5)
dargestellten Teile dieser Flichen leisten das Verlangte, die dadurch
begrenzt werden, daB sie nur einen wohlbestimmten Schnittpunkt mit
jedem abbildenden Strahl, insbesondere mit der Achse, haben.

Fiir C = 0 artet die cartesische Fliche in einen Teil einer Kugel-
fliche aus. Man erkennt sofort, daB dann entweder Objekt- oder Bild-
punkt virtuell sein miissen. (5) stellt eine Teilschale der durch

n'2 2 nn' 2
2ty (=) = () )
gegebenen Vollkugel dar. Die durch (6) gegebene Vollkugel enthilt
den Objektpunkt in seinem Innern. Wir unterscheiden zwei Kugel-

schalen, je nachdem ob der Kugelmittelpunkt C rechts oder links vom
Scheitel S, liegt, d. h. rechts oder links vom Schnittpunkt der Kugel-
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schale mit der unsern Objekt- und Bildpunkt enthaltenden Achse. Im
ersten Fall wollen wir dem Kugelradius » ein positives, im zweiten
Fall ein negatives Vorzeichen geben, also » vom Scheitel zum Mittel-
punkt zihlen. Sei ¢(¢’) die Entfernung des Objekt- (Bild-) Punktes vom
Mittelpunkt, von diesem aus gemessen, sei s, s’ die Entfernung vom
Scheitel, von diesem aus gemessen, dann gibt (6) unter Beachtung des
Vorzeichens

nn'

= s

weE_ 2%
e . W

(= —g—=0=—7

e 2 w
2
iz %

’

(= —F5——a=—7r 7
w2 p2 n'"’ (7)
w4 w

s = r = a,

n W —n
n 4+ n n
’
= == a.
iz w —n

Aus (7) folgt, daB fiir reellen Objektpunkt » negativ ist.

Wir konnen aber die obige Betrachtung nun auch umkehren.
Es sei ein Stiick einer Kugelfliche gegeben, die zwei Mittel vom
Brechungsindex #» bzw. #»’

trennt. Wir betrachten eine 4
beliebige, die Kugel schnei-

dende Gerade durch den =
Mittelpunkt als Achse. Der s
Kugelradius sei mit seinem ///

Vorzeichen gegeben. Betrach- A PN ¢ S
tet man auf der Achse den %6* P SRRV }
Punkt, dessen Mittelpunkts- ' - ) = J_r ,

entfernung ‘ == >
n /
= —7 (8)

X . Abb. 18. Die aplanatischen Punkte der Kugel.
ist, so wird er scharf ab-

gebildet auf einen Punkt der Achse von der Mittelpunktsentferﬁung

Diese beiden Punkte bezeichnet man als die aplanatischen Punkte
der Kugel. Aus der allseitigen Kugelsymmetrie folgt, daB es auf jeder
Geraden durch den Kugelmittelpunkt zwei aplanatische Punkte gibt.
Wir haben also zwei zur brechenden Kugelfliche konzentrische Kugel-
schalen, die durch die brechende Kugelfliche scharf aufeinander ab-
gebildet werden. Wir bezeichnen diese Kugelschalen, deren Kriimmung
immer das entgegengesetzte Vorzeichen wie die der brechenden Fliche
hat, als die aplanatischen Kugelflichen. (HUYGHENS (2).)
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Wir haben hier das einzige bekannte Beispiel einer scharfen Ab-
bildung eines endlichen Flichenstiicks vor uns. Leider ist das bis
jetzt das einzige Beispiel, wenn man von der noch zu behandelnden
Abbildung des Raumes durch den ebenen Spiegel absieht. Vom op-
tischen Gesichtspunkt be-
sonders bedauerlich ist die
Tatsache, daB bei dieser
Abbildung stets entweder
die Objekt- oder die Bild-
fliche virtuell ist.

Durch die brechende
Kugelfliche werden die
Flichenelemente  zweier
Kugelschalen aufeinander
abgebildet. Wir kd&nnen

Abb. 19. Die aplanatischen Kugelschalen. also erwarten, daB alle

Strahlen durch den apla-

natischen Punkt dem Kosinussatz geniigen. Wegen der Rotationssym-

metrie konnen wir in § 8 (12) §, =B, = p’ annehmen; da die Achse

auf Objekt- und Bildflichenelement senkrecht steht, wird C, = C,, = 0;
wir erhalten also zwei Gleichungen

n' f cose; =mncose, , |
P e g 9)
# [ cose,, = ncoss, .

Fihren wir den Winkel #, »’ eines Strahls gegen die Achse ein, so
ist (9) gleichbedeutend damit, daB Objekt- und Bildstrahl in entspre-
chenden Ebenen liegen, und daB gilt

#' B siny = nsinu. . (10)

Die erste Forderung ist bei den aplanatischen Punkten der Kugel
erfiillt; Objekt- und Bildstrahl liegen ebenso wie Objekt- und Bild-
linienelement in derselben Ebene; die zweite Forderung koénnen wir
an Hand von Abb. 18 aus dem Brechungsgesetz beweisen. Es ist wegen (8)
Dreieck A C P dhnlich Dreieck P'C A, weil die Dreiecke in dem Winkel

bei C iibereinstimmen und
PC _ 4 C n

AcTPCcT W (11)
ist. Wir finden daraus
u =1,
;. (12)
w=1.
Setzen wir (12) in § 8 (36) ein, so finden wir
#' sin % = # sin o’ (13)

d. h. alle Strahlen geniigen der Bedingung (10) mit
2
g "
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Diesen Wert der VergroBerung hitten wir aus (8) natiirlich auch
direkt ableiten kénnen; es ist die VergréBerung, mit der die aplanatische
Kugel als Ganzes abgebildet wird.

An und fiir sich wire es denkbar, daB3 auch noch eine andere der
cartesischen Flichen wenigstens ein Flichenelement, das den Objekt-
punkt enthielte, scharf abbildet. Wir wollen zeigen, daB dies nicht
moglich ist.

Eine solche Flache miilite als cartesische Fliche rotationssymme-
trisch sein. Das bedingt, daB, wenn {iberhaupt ein Flichenelement
scharf abgebildet wird, ein achsensenkrechtes Objektelement auf ein
achsensenkrechtes Bildflichenelement abgebildet wird. Dann muB fiir
die Winkel #, #’ zugehériger Objekt- und Bildstrahlen mit der Achse
wegen (10) gelten '

sin o/ n
sinu g =%

Zeichnen wir aber von zwei Punkten, die um a voneinander ent-
fernt sind, Strahlen, deren Winkel #, %’ Gleichung (15) genfigen, so
liegt ihr Schnittpunkt auf einer Kugel, deren Gleichung

2 2 :
Byt (- ) = (19 (16)
ist. Ein Vergleich von (16) mit (6) lehrt, daB wir die Kugel vor uns

-haben, die zwei Mittel vom Brechungsexponent #, »’ trennt, und fiir die
der Objektpunkt aplanatischer Punkt ist, und daB die VergréBerung

F=()

(15)

(17)

sein muB. Wir sehen also, die Kugel ist die einzige cartesische Fliche,
die die Abbildung eines Flichenelements gewihrleistet.
Beschiaftigen wir uns nun mit den spiegelnden -cartesischen Flichen.
Thre Gleichung ist wegen (5)
TVt r 2L R Tt @ = (18)

w’

wobei das obere Vorzeichen bei reellem Objekt- bzw. Bildpunkt gilt.
Die cartesischen Flachen sind fiir C 4= 0 Teile von Umdrehungsflichen
zweiter Ordnung. Die leichte Diskussion kann dem Leser iiberlassen
bleiben.

Hier soll nur der Fall C = 0 noch behandelt werden. In diesem Fall
ist wieder entweder Objekt- oder Bildpunkt virtuell. Die cartesische

Fliche entartet in die Ebene
a

r=5, (19)
die die Strecke zwischen Objekt- und Bildpunkt halbiert.



40 II. Die Strahlenoptik in homogen isotropen Mitteln.

Betrachten wir umgekehrt einen ebenen Spiegel; alle Strahlen, die
von einem beliebigen Punkt herkommen, werden so reflektiert, als
kdmen sie von einem Punkt, dessen Lage dadurch bestimmt ist, daB
die Ebene des Spiegels die Verbindungslinie von Objekt- und Bildpunkt
halbiert. Das Bild scheint also ebenso weit hinter dem Spiegel zu liegen
wie das Objekt vor dem Spiegel. Der ebene Spiegel ist das einzige
bekannte Beispiel einer scharfen
Abbildung des ganzen Objektraums.
4 Die VergréBerung ergibt sich zu

, P p=—1 (20)

in Ubereinstimmung mit §8 (18).
Der ganze Raum wird kongruent,
aber spiegelverkehrt abgebildet.

Wir haben noch zum SchluB3 den
Fall a =0 zu behandeln, also zu
fragen, welche Flichen bilden einen Punkt auf sich selbst ab. Ist auch
C =0, so haben wir einen singuldren Fall. Jedes brechende oder spie-
gelnde Flichenelement, das den Objektpunkt enthilt, bildet ihn auf
sich selbst ab. Selbstverstindlich wird dann auch das ganze Flichen-
element auf sich selbst abgebildet; die Erfiillung der hierzu notwendigen
Kosinusbedingung gewihrleistet das Brechungsgesetz.

Ist a =0, C &0, so gibt (6), da bei Brechung entweder Objekt-
oder Bildpunkt virtuell sein muB,

oy e S

Abb. 20. Der ebene Spiegel.

C

n — "

(21

Der Objektpunkt ist Mittelpunkt einer Kugelschale, deren Radius

C
nw —n

y = (22)

ist. Eine Kugel bildet also stets ihren Mittelpunkt scharf auf sich
selbst ab.

Die cartesische Aufgabe kann man in folgender Weise erweitern.

Sei eine beliebige Fliche gegeben, die in einem Raum vom Brechungs-
index # liegt, sowie eine zweite im Raum vom Brechungsindex #’. Ge-
sucht wird eine brechende Fliche, die die Normalen der ersten Fliche
so bricht, daB die gebrochenen Strahlen die Normalen der zweiten Fliche
bilden.

Die Losung der Aufgabe ist wieder eindeutig, wenn man den Licht-
weg vorgibt, der ja auf allen Strahlen zwischen den beiden Wellen-
flichen konstant sein muB. Wir konstruieren die vierfach unendliche
Schar cartesischer Flichen, die zu jedem Punkt der ersten und jedem
Punkt der zweiten Fliche gehdren. Die Umbhiillende dieser Flichen, die
hierdurch in diesem Fall eindeutig bestimmt ist, 16st unsere Aufgabe.
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Analytisch geht man wie folgt vor. Es seien die Wellenflichen durch
ihre Gleichung ‘
W%, 1, %) =0,
1 (%1, Y1, %) 23)
Wy (%s Y2, %) =0
gegeben. X,Y,Z seien die Koordinaten der gesuchten brechenden

Fliche.
Aus

nY(X — %)+ (Y — 91)2 + (Z — 2)?
+ 7YX — )2+ (Y — yp) + (£ —2)* = C, 24
Wi (%1, 91, 4) =0,

Wy (%5, ¥5. %) =0

eliminiere man zwei der Variabeln, z. B. z; und z,. Man erhilt eine
Gleichung
®(X, Y, Z, %, 91, %, ¥5) = 0. ‘ (25)
Aus (25) und
Oy %9 _J9 _Jt¢_, (26)

97— dy;  0xy 0y,
eliminiere man #;, y;, %,, ¥,. Die entstehende Gleichung
(X, Y,2)=0 (27)
gibt die gesuchte brechende Fliche.

Aufgabe. Man bestimme die Flichen, die ein gegebenes Parallelbiindel von
Strahlen in einem Punkt brechen, indem man als Wellenfliche bildseitig eine be-
liebige Kugel, objektseitig eine beliebige Ebene annimmt.

Die Durchrechnung von Strahlen durch ein optisches
System.

Die einfachste Aufgabe der Strahlenoptik ist die, einen einzelnen
Strahl durch ein optisches System zu verfolgen. Wir werden in § 10
allgemeine Formeln fiir die Durchrechnung durch ein beliebiges System
angeben, werden in § 11 und 12 die Durchrechnung durch ein System
von Kugelflichen mit gemeinsamer Achse untersuchen (ein solches
System heit ein zeutriertes Linsensystem) und werden in § 13 die
Durchrechnung durch ein System zueinander geneigter Flichen be-
handeln.

§ 10. Durchrechnung durch ein allgemeines System.

Die hier angewandten Formeln stammen im wesentlichen von
M. LANGE (I).

Das Problem der Durchrechnung eines Strahls gliedert sich in zwei
Fragestellungen: Brechung an einer Fliche und Ubergang zur
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nichsten. Die zugehorigen Formeln werden wir als Brechungs-
formeln bzw. Ubergangsformeln bezeichnen und gesondert behandeln.

Sei ein Strahl gegeben durch seine Richtung und den DurchstoBungs-
punkt mit der brechenden Fliche, so bestimmen die Brechungsformeln
die Richtung des austretenden Strahls. Dieser ist jetzt gegeben durch
den DurchstoBungspunkt mit der brechenden Fliche und seine Rich-
tung. Die Ubergangsformeln geben den DurchstoBungspunkt mit der
nichsten Fliche.

Wir bezeichnen die GréBen, die sich auf die vte Fliche beziehen,
mit dem Index » (b, DurchstoBungspunkt des Strahls mit der »ten
Fliche, o, Flichennormale zur vten Fliche im Punkt B,). Wir be-
zeichnen GréBen, die sich auf den Zwischenraum zwischen der »ten und
(v 4 1)ten Fliche beziehen, mit zwei Zeigern, jedoch ist auch, wenn
z.B. die Beziehung zur »ten (v 4 lten) Fliche betont werden soll,
folgende Schreibweise zulissig: #, = %,,41 = M,y DBrechungsindex
zwischen der vten und » 4 lten Fliche, 3,=3,,.; =§,,, Einheits-
vektor entlang dem Strahl in der Strahlrichtung. Die GréBen im Objekt-
und Bildraum werden folgerichtig mit # = ny, =ny; 0’ =n, =n, , 1
bezeichnet.

Brechungsformeln. Gegeben sei der DurchstoBungspunkt b, des
Strahls mit der »ten Fliche, und 3,, der Einheitsvektor entlang dem
einfallenden Strahl. Gesucht ist &,.

Wir finden, mit Benutzung des Brechungsgesetzes, d. h. nach §8
(35) und (37) 3,0, — cosi, ,
.y N, . .
sind, = - ~sint, , (1)

ot n;Sin (1’;' - iv)
8, =, 4 m, 8,
Die Ubergangsformeln. Gegeben ist b, und 8,=3,, .,

Gesucht ist b, ;. Die Strecke zwischen zwei aufeinanderfolgen-

den DurchstoBungspunkten sei ¢, , ;. Dann mul} gelten

b, + e, vt18,v+1=D0s1, (2)
b, ist irgendwie als Funktion zweier Verinderlicher x, A gegeben.
(2) steht fiir drei Gleichungen. Aus diesen drei Gleichungen kann man
im allgemeinen die drei Unbekannten #, 4, ¢, ,, berechnen. Ist diese
Berechnung nicht mdglich, so l4uft unser Strahl an der » + 1ten Fliche
vorbei, ist- sie nicht eindeutig, so nimmt man natiirlich den kleinsten
Wert von ¢, ., der mdglich ist. DaB die Richtung der Flachennormale
durch b b
_ >< —_—
0 = __M__ (3)
7T
ox 04

gegeben ist, darf als bekannt vorausgesetzt werden.
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Das zentrierte Linsensystem.

Gegeben sei ein zentriertes Linsensystem, eine Anzahl von Kugel-
flichen mit gemeinsamer Achse, auf der alle Kugelmittelpunkte liegen.

Die Achse ist die gemeinsame Normale aller Flichen. Ein Licht-
strahl, der in Richtung der Achse einfillt, bleibt immer in Richtung
der Achse.

Wir haben zwei Fille zu unterscheiden. Erstens: Der Strahl, den
wir durchrechnen, schneidet die Achse. Dann liegt er in einer Symmetrie-
ebene des rotationssymmetrischen Linsensystems, die er nicht ver-
lassen kann. Einen solchen Strahl bezeichnet man in der Optik als
Meridianstrahl, die Ebene: durch Strahl und Systemachse als M eridian-
ebene. Zweitens: Der Strahl verlduft in allen Mitteln windschief zur
Achse.

Wir behandeln zunichst den ersten Fall.

§ 11. Durchrechnung eines Meridianstrahls.

Bei der Durchrechnung eines Meridianstrahls durch ein optisches
System ist es vorteilhaft, den Strahl nicht vom DurchstoBungspunkt
mit der vten Fliche bis zum DurchstoBungspunkt mit der » 4 lten
Fliche durchzurechnen, sondern vom DurchstoBungspunkt mit der
Achse vor der vten Fliche bis zum DurchstoBungspunkt mit der Achse
nach der vten Fliche. Sei die Entfernung des DurchstoBungspunktes
vor der wten Fliche vom Flichenscheitel aus gezdhlt s,, nach der
vten Fliche s,, vom Mittelpunkt der »ten Fliche aus gerechnet ¢,
bzw. ¢,, sei 7, der Radius der vten Fliche, sei der Winkel mit der
Achse u, _; , =u, vor der yten Fliche, u, = u, ,,; nach der yten Fliche,

|
h/ :
l

Abb, 21. Brechung an einer Fliche.
Statt 4, im Text B,.

und zwar entgegen dem bisherigen Brauch in der rechnenden Optik im
mathematisch iiblichen Sinne gezihlt, dann zeigt uns Abb. 21, daB
die Bezichungen bestehen [s. G. S. KLUGEL (I)]:
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c S, —7, sint,
7, 7, sinu,

)
n,sin 1, = #n,sin 1, ,

. , .
%v—l_%' :uﬂf"}_@;’:‘p'm

’ ’ in 2!
E’L S, = 7, s z,,

7, 7, sinu),

Ist ¢, bzw. s, und #, gegeben, so kann man aus (1) nacheinander
1,, 1, #,, ¢, bzw. s, berechnen. g, ist in (1) der Winkel der Flichen-
normale mit der Achse. Neben diesen GréBen werden spiter manchmal
die folgenden gebraucht: Die Einfallshohe h,, der schiefe Abstand p,

bzw. ¢,, die Pfeilhohe v,. Es gilt

h,=—v7,sing,,

_ hv ’ __ hv
by =— sinu, ’ by = " sinul’ (2)
v, = 7’1'(1 — COs (pw) = 21’1'Sin2%'

Die Formeln fiir den Ubergang zur nichsten Fliche ergeben sich,
wenn der Abstand zweier auf-
einander folgender Scheitel, die
Dicke mit d,, ., der Abstand
zweier aufeinanderfolgender Mit-
telpunkte mit m, , ., bezeich-

& net wird, zu

Uy 1 = Uy = Uy y 41,
S,,+1:S;, _dr,r—{—l: (3)
Cv—{—l = C:, - mr,v—}- 1-

Die schiefe Dicke, e, , . 1
der Abstand zweier aufeinander-
folgender DurchstoBpunkte, ergibt sich zu

Ry — R 7, 8in @, — #,,,sin @

’ y+1 y v v Y+1 y+1

e = p —_— = = . . 4
v+ 1 4 pv 1 sin u,, y+l sSin u, ( )

Ist die brechende Fliche eben, so treten an Stelle von (1) wegen

Abb. 22. Obergang zur nichsten Fliche.

Vv, ¥+1

Yo = T (5)
Uy == — 1y
die Formeln L., )
n,sin u, = #, sin 4, ,
s — tg u, ‘
S ’
tg u!
g U, (6)
h,= —s,tgu,,
s‘)’ . ’ S;’
by cosu,’ Py = cos ul,’
v, =
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§ 12. Durchrechnung eines windschiefen Strahls.

Die Durchrechnung eines windschiefen Strahls, d. h. eines Strahls,
der nicht in der Meridianebene liegt, durch ein System zentrierter Kugel-
flichen bietet der Anschauung und der praktischen Rechnung mancher-
lei Schwierigkeiten. Es sind in der Literatur [s. z. B. S. Czapski1 (S. 79)]
eine groBe Anzahl von Durchrechnungsformeln angegeben, viele darunter
sehr umstindlich, die meisten kranken daran, daB nicht geniigend
auf die Bestimmung der Vorzeichen der Winkel geachtet wird.

Der Verfasser hat sich in mehreren Arbeiten () und (2) bemiiht, die
Durchrechnungsformeln méglichst denen fiir Meridianstrahlen anzupas-
sen. Der Grundgedanke, der ihn dabei leitete, war der folgende: Man
betrachte eine beliebige feste Meridianebene. Der zu verfolgende Strahl
moge sie in den Punkten Py, P,, ... P,,,; treffen. Die Gerade

P, ;.,, P, ,,, bezeichnen wir als die zur v ten Brechung gehdrige Neben-
achse. Sie ist der Schnitt der Einfallsebene mit der gewahlten Meridian-
ebene und enthdlt auch
den Mittelpunkt der
vten Fliche. Wir legen
zunichst in den »ten
Kugelmittelpunkt C,
ein rechtshindiges Ko-
ordinatensystem, des-
sen z-Achse die Rich-
tung der Systemachse

habe, wihrend die
y-Achse in die Meri-

dianebene falle. P,_, ,

: : _  Abb. 23. Zu den Brechungsformeln fiir die Durchrechnung der wind-
se1 durch seine Ko schiefen Strahlen. (Im Text haben alle GréB8en den Index ».)

TNT(]\
Y
/

ordinaten y,, z, ge-

geben, der einfallende Strahl durch seine Richtungskosinus &,, #,, ¢, *
Die Brechungsformeln sollen uns y,, z,, die Koordinatenvon P, ,.;, und
&,, n,, £, die Richtungskosinus des austretenden Strahls geben. Wir
verschieben dann den Koordinatenanfangspunkt in den » 4+ lten
Mittelpunkt C,,;, der vom wten, C,, die Entfernung m, ,,, habe. Die
Ubergangsformeln geben dann die Koordinaten von P,,.,, im neuen
Koordinatensystem, hierbei bleiben die Richtungskosinus des Strahls
ungeindert.

Um die Brechungsformeln mdéglichst den fritheren Formeln an-
zupassen, machen wir folgende Uberlegung. Drehen wir unser in C,
angebrachtes Koordinatensystem zuerst um den Winkel ¢, um die
%,-Achse, bis die z,-Achse die Richtung der Nebenachse hat, sodann um
den Winkel y, um die z,-Achse, bis die (z,, y,)-Ebene mit der Einfallsebene

* Hierin sei {, stets = 0 angenommen.
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zusammenfillt. In der (z,, v,)-Ebene kénnen wir die Formeln fiir die Durch-
rechnung eines Meridianstrahls [§ 11 (1)] anwenden. Kennen wir die
Lage des austretenden Strahls im {iberstrichenen Koordinatensystem,
so miissen wir nun wieder die umgekehrte Transformation ausfithren,
um zum urspriinglichen Koordinatensystem zuriickzugelangen.

Wir wollen jetzt den soeben skizzierten Gedankengang im einzelnen
analytisch durchfiihren. Der ersten Drehung entsprechen die Glei-
chungen ‘

¥, =x,,
Vo= PyCO89, +zsiny,, 1)
z, = —y,siny, + z,cosy,,
der zweiten Drehung
| %, =  X,c08%, + y,siny,,
y, = — %,siny, + 9, co0s ,, (2)
= %, .

Beide zusammen ergeben

%, =  %,C08%, -+ v,siny,cosy, + z,sin x, siny,,
y = — x,sin g, + ¥, cos ¥, cos ¥, + 2,C08 ¥, siny,, (3)
2= — 9, sinp, + 2z,c089,.

Bildet der einfallende Strahl mit der Nebenachse den Winkel %, so
lassen sich seine neuen Koordinaten schreiben

£,=0 =cosy, & —siny,n,,
7, = sin u, = sin g, cos , &, + cos x, cos y, 7, — siny, {,, 4)
¢, = cos u, = sin ¥, sin , &, + cos g, siny, 7, + cosy, .
Aus (4) kann man ableiten
é
tgy, = %,
82 =4
cos (u, + ) =L, (5)
sin (#, + 9,) == — L

Der Winkel y, zwischen Haupt- und Nebenachse ist uns gegeben

durch y
v tgy, = — 2. (6)

Aus (5,) erhalten wir y,, den Winkel zwischen Meridianebene und
Einfallebene, aus (5,) #,, den Winkel zwischen Strahl und Nebenachse.
(5,) dient dazu, das Vorzeichen von #u, zu bestimmen, das durch den
Kosinus allein nicht bestimmt wird, auch wenn wir, wie es hier ge-

schehen soll, alle Winkel — g < Winkel < 4+ % annechmen. Der
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Abstand ¢, des DurchstoBpunktes vom Mittelpunkt ergibt sich zu

6, = — =22 (7)

v siny,

Wir erhalten dann gemiB § 11 (1) nacheinander ¢, und ,, und aus (5)
&, = sin g, sin (u, + v,), Fovwr
7y = cos g, sin (u, + v,),( (8) !
& =cos (uy, + v,) . ‘ T‘yw

. (Y - ?}V €p Uyﬂ
Die Ubergangsformeln sind - ! Vrer
. . . Zy . Moy
sehr einfach; sei m, ., die ==
. § Zyrf
Strecke zwischen dem wten -

: Abb. 24, Zu den Ubergangsformeln fiir die Durchrechnung
und (v + I)ten Mittelpunkt, der windschiefen Strahlen,
dann wird

Er1=6, Hyp1 =%y,
Mr1 ="M, Yot1="Yss (9)
Cv—‘rl:é-;: Zv+1=z:'_mr,v+l'
Wir wollen zum Schluf3 die Brechungsformeln nochmals zusammen-
stellen.
Gegeben z,, ¥,;&,,m,, §,.  Gesucht 2,3, &, 7, C,.
Wir finden nacheinander »
Yy Y

tg Y, = Z, B c, = sin Q.Uy,
tg g, = = = ' -~
gy =70 cos(+p) =0 sin(, 4 9,) = -7,

(Dieletzte Formel zur Kontrolle, und zur Vorzeichenbestimmuhg.) (10)

B .. no.o.
sinz, = —7;sm %,, SN, = -5sing,,

M‘:' = uy + iv _1’.;'}
’ rl’ Sin 1;;' 4 ] ’ ’ ! 3 ’

Cy = sinu;, y 2 =0,C08%Y,, Y,= —6SMY,, )
& =siny,sin(u, +vp,), 7 =cosy,sin(u,+v,), = cos(u,+yp,)
Man iiberzeugt sich sofort, daB obige Formeln fiir y = 9 = 0 in die

Formeln § 11 (1) fiir Meridianstrahlen iibergehen.
AuBer den in der Durchrechnung vorkommenden GréBen wird rioch
gebraucht: Die schiefe Dicke e, ., d.h. der Abstand zweier aufeinander-

—_—
folgender DurchstoBungspunkte B,, B, ,; und der Winkel 4, ,,, eines
Strahls gegen seine Projektion in die Meridianebene. Wir finden
sin 197, y+1 — fr, y4+1>

e — "y sm(u;,—[—z;,) . rv+15in(ur+1+iv+1) (11)
v, v+1 sin u, sin u,, 4
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§ 13. Durchrechnung eines Strahls durch ein Prismensystem.

Unter einem Prisma versteht man ein von zwei gegeneinander ge-
neigten ebenen Flichen begrenztes Mittel. Die Schnittlinie der beiden
Ebenen bezeichnet man als Prismenkante, den Winkel «, den sie mit-
einander bilden, als Prismenwinkel, jede Ebene senkrecht zur Prismen-
kante als Hauptschnitt. Unter einem Prismensystemn wollen wir eine
Anzahl von Prismen mit gemeinsamem Hauptschnitt verstehen, deren
Prismenkanten also alle parallel sind.

Wir verfolgen zuerst einen Strahl, der im Hauptschnitt eines Prismas
liegt. Die von uns hier angegebene Methode der Durchrechnung ist ein
wenig umstdndlicher als iiblich, sie pa3t sich aber den Durchrechnungs-
formeln § 11 (6) fiir die Ebene besser an, und 148t sich auch leicht fiir
windschiefe Strahlen verallgemeinern.

Zeichenebene sei der Hauptschnitt, in dem unser Strahl liegt, dann
sind die Spuren der Prismenebenen gerade Linien, die sich in den
Punkten A,,, 453, ..., 4, ,,1, den Spuren der Prismenkanten schneiden.
Die Seitenlingen der Prismen, die Strecken 4,_, , 4, ,,; bezeichnen
wir mit a,. Wir zeichnen auf dem Ausgangsstrahl einen Punkt P;; aus.
Das Lot P, B, auf die erste Prismenfliche bezeichnen wir als Nebenachse.
Der Strahl schneide nach der Brechung die Nebenachse im Punkt P, .

-
P /Zlﬁ
|

Abb. 25. Zur Brechung eines Meridianstrahls an Ay-t¥
einer Prismenfliche. Im Text statt P: Py_q, 4, Abb. 26. Zu den Ubergangsformeln beim
statt Pt Py 341 Prisma.

Von P,, werde ein Lot P, B, auf die zweite Fliche gefillt, das ist die
zweite Nebenachse, und so fort. Die Nebenachsen schlieBen miteinander
Winkel «,,, . €in, die gleich den Prismenwinkeln sind.

Der Punkt P, ;, sei gegeben durch seine Entfernung s, von der
yten Prismenfliche auf dem Flichenlot und die Entfernung b, seiner
Projektion B, auf die Prismenfliche von 4, , ,.

Der Strahl durch P,, ; ist auBerdem durch den Winkel %, mit
dem Flichenlot gegeben. Wir finden als Brechungsformeln gemil

§11(6) nw, sin u, = n,sinu,,
sytgu, = s, tgu,, (1)
b, =a,—b,.
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Bei den Ubergangsformeln ist zu bedenken, daB wir, um von einem
Flichenlot zum andern zu gelangen, einfach eine Drehung des Koordi-
natensystems um den Winkel —a«, ,,; vornehmen. Wir erhalten

’
Uy1 = Uy — %y, yi1s
’ ’ :
b,.n= . bycosa,, .1+ Ssinag, ., (2)
’ : ’
Syp1 = — bysine, ., +s,cose, ,.q-

Wollen wir einen Strahl durchrechnen, der nicht im Hauptschnitt
liegt, so verfahren wir folgendermaBen. Wir schneiden den Strahl durch
einen beliebigen Hauptschnitt. P, , ,, P, ,, seien die aufeinander-
folgenden DurchstoBpunkte des Strahls mit unserem Hauptschnitt,
dann steht P,_; , P, ,,; auf der vten Fliche im Punkt B, senkrecht.

P,_, , ist gegeben durch seine Entfernung s, von der »ten Fliche
und durch b, =B, 4,_; ,..Unser Strahl ist durch seine Richtungskosinus
&,, m,, ¢, in einem rechtwinkligen Koordinatensystem gegeben, dessen
z-Achse in der Richtung des Flichenlotes verlduft, wihrend die y-Achse
in unserm Hauptschnitt liege.

Sei der Winkel der Einfallsebene gegen unsern Hauptschnitt y,,
dann erhilt man als Brechungsformeln analog zu § 12(10)

; &
tgx, :E’
sin #, = —2—, cosu, =C,,
COS %y
.y, 7, sin u,, , tgu, (3)
sin u, = —, Sy =8,
"), tg u,
El . : ’ ' : ’ r ’
, =siny,sinu,, 1, =cosy,sinu,, {,=cosu,,
b, =a,—0b,. !
Die Ubergangsformeln ergeben sich zu
Ev+1 = "S;')
’ ’ 3
Ny +1= Ny COS Ay 5pq — Cv SIN 0y 4115
.
lorr= msine, .1+ 8 cosa, i, 4)
, .
bv+1= byCOSO(,,’,‘,+1+ S‘:‘ sin 0(,,’,,_,.1,[
Syp1= —bysine, , i+ 8 cO50, , 1.

Es ist zu beachten, daB in den Durchrechnungsformeln fiir die Winkel
‘nur die Winkel selbst und keine LagegréBen auftreten. Wir sehen also
schon hier, daB bei einem Prismensystem parallelen Strahlen im Objekt-
raum immer parallele Bildstrahlen entsprechen.

§ 14. Die Umgebung eines Strahls in einem Normalenbiindel und
ihre Abbildung durch ein optisches System.
Gegeben sei ein Anfangsstrahl durch seinen Anfangspunkt a und den

Einheitsvektor 3 in seiner Richtung. Es seien zwei Nachbarstrahlen ge-
Herzberger, Strahlenoptik. 4
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geben durch Anfangspunkt a 4+ d;a, a + dy,a und Richtung 8 + 4,3,
8 4 d,8. Wir wollen voraussetzen, die Strahlen seien nicht linear ab-
hingig, d. h. es sei nicht gleichzeitig?

adya=fdya,

ad, 3 =Pfd,3. }

Dann bestimmen die Strahlen mit den Koordinaten a + da, 8 4 43
mit da = Adya -+ pdya,

48 =Ad 3+ pdy3 }

mit beliebigen 4, y die zu unserm Anfangsstrahl benachbarten Strahlen
eines allgemeinen Strahlenbiischels, einer Kongruenz. Die Kongruenz
kann wegen § 8 (4) nur dann eine Normalenkongruenz sein, wenn gilt:

(1

(2)

d1§-d2a=d2§d1a. (3)
Sei jetzt da = Ad;a + pdya ein Wellenflichenelement, also
3dia = 8dya = 8da =0. (4

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir die beiden Nach-
barstrahlen von vornherein so auswidhlen, daB gleichzeitig gilt:
0ydia =7,d,8,
_ (8)
Aus (3) folgt, daB in Normalensystemen entweder
01T, = 0,:7T, (6)
oder d,8-dy8 = dya-dya =0 (M)
gilt. Wir behandeln zunichst den ersten Fall,
a) Das stigmatische Biindel. Wir kénnen hier schreiben
oda =71d,3,
also oda=7d3. (8)
odsa =1d,3,

Sei zundchst ¢ und 7 4= 0, so kann man fiir (8) auch schreiben:
da= —rds3,
a8 = — Qda ’

Wir sehen, alle Strahlen gehen durch einen festen Punkt des Haupt-
strahls, der in der Entfernung » von dem durch a und a + 4a gegebenen

Wellenflichenelement liegt. Man sagt in diesem Fall in der Flichen-

theorie, die Wellenfliche hat fiir den DurchstoBpunkt des Anfangs-

strahls einen Nabelpunkt. Ein solches Biindel wollen wir stigmatisch

(07 {y e Punkt) nennen. Die GroBe p bezeichnet man als die Krsimmung

der Wellenfliche im Ausgangspunkt.

} mit r-p=1. 9)

1 Wir wahlen die homogeﬁe Schreibweise, um o« = 0 und f§ = 0 mit behandeln
zu k6nnen.
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Ist in Gleichung (8) 7 = 0, so verschwindet in (9,) », wihrend (9,)
sinnlos wird. In diesem Fall war der Ausgangspunkt a der Vereinigungs-
punkt aller Kongruenzstrahlen.

Ist in Gleichung (8) ¢ == 0, so wird Gleichung (9,) sinnlos, wihrend
in (9,) o verschwindet. Wir haben

d. h. alle Nachbarstrahlen sind parallel. Ein solches Biindel be-
zeichnet man in der Optik als zylindrisch.
b) Das astigmatische (halbstigmatische) Biindel. Es sei (7) erfiillt.
Wir haben nach (5) fiir 6,7 40
dla= _rldlg, d1§= —Qldla,
d2a: -7’2d2§, - dzg: _diga,
dladga = dlgdzg == O,

N1 =70, = 1.

Wir sehen, durch die Punkte der Entfernung », bzw. 7, von der
Wellenflache gehen Strahlen unseres Biindels, und zwar liegen diese
Strahlen wegen (7) in zwei zueinander senkrechten Ebenen durch den
Anfangsstrahl. Man bezeichnet die Ebenen durch den Hauptstrahl als

(11)

Arfngsstrat/

Abb. 27, Gestalt eines diinnen halbstigmatischen Strahlenbiindels und Schnitte mit einer Anzahl Ebenen
senkrecht zum Anfangsstrahl,

Schwitte; die Schnitte, die durch 4,a und d,qa gehen, in denen also die
Strahlen liegen, die den Anfangsstrahl schneiden, bezeichnet man als
Hauptschnitte. Wir wollen den Hauptschnitt, in dem 4, a liegt, als ersten
Hauptschnitt bezeichnen. g, und g, nennt man die Hauptkriimmungen
der Wellenfliche im Ausgangspunkt. Ein diinnes Normalenbiindel, das
nicht stigmatisch ist, bezeichnet man als astigmatisch (besser vielleicht
halbstigmatisch), die Punkte der Entfernung », bzw. 7, als die halb-
stigmatischen Vereinigungspunkte. Man erkennt aus (11) sofort, daB bei
7, == 7, nur die in den Hauptschnitten gelegenen Strahlen den Anfangs-
strahl schneiden, alle iibrigen verlaufen also zum Anfangsstrahl windschief.

Verschwindet g;, so riickt ein halbstigmatischer Vereinigungspunkt
ins Unendliche; wir finden 4,8 =0, d.h. die Nachbarstrahlen im
ersten Hauptschnitt laufen zum Anfangsstrahl parallel; ein solches
Biindel bezeichnen wir als halbzylindrisch; analog fiir g, = 0.

4*
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Verschwindet 7,, so geht unser Wellenflichenelement durch einen
halbstigmatischen Vereinigungspunkt. Gleichung (11) gibt d;a =0,
d. h. alle Nachbarstrahlen schneiden unsere Fliche in einem Linien-
element dya, das im zweiten Hauptschnitt liegt; analog fir 7, = 0.

Man iiberlegt sich ebenso leicht, daB auch ein beliebiges Flichen-
element durch den ersten Vereinigungspunkt von allen Kongruenz-
strahlen in einem Linienelement durchstoBen wird, das im zweiten
Hauptschnitt liegt. Wir haben dasselbe Paradoxon wie S. 25 bei der
Abbildung der Linienelemente; wichtig ist, daB die zum Anfangsstrahl
senkrechten Linienelemente in keiner Weise ausgezeichnet sind (siehe
hierzu CH. STURM (3, 4), MATTHIESSEN (I bis 3), A. GULLSTRAND (z.B. 1).

Auch im Fall eines stigmatischen Biindels kénnen wir ein Koordi-
natensystem finden, das (7) gentigt, wir brauchen nur 4;a und d,a be-

" ——

Abb. 28, Schnitt eines diinnen halbstigmatischen Strahlenbiindels mit einer Ebene durch den ersten
Vereinigungspunkt, die nicht auf dem Anfangsstrahl senkrecht steht.

liebig aufeinander senkrecht zu wihlen. Aus dem Gesagten gewinnen wir
eine Normaldarstellung der Nachbarstrahlen einer Normalenkongruenz.

Seien fiir eine Normalenkongruenz g, und g, die Hauptkriimmungen,
so kann man setzen:

da=  Adja + pdya,

a3 = — Agydia — pg.dya, 12
mit
dia-dsa =0,
bzw.
do = — Aryd,8 — pur,d, 5, (13)
A= A di3+pu d,8
mit .

dlg‘dzgzo.

Wir betrachten jetzt die Abbildung eines diinnen Normalenbiindels
durch ein optisches System.

Betrachten wir zunichst die Strahlen, die von einem festen Punkt
herkommen, die also objektseitig ein stigmatisches Biindel bilden. Die
zugehorigen Bildstrahlen bilden nach dem Marusschen Satz ein Nor-
malenbiindel. Wir wollen einen Nachbarstrahl, der objekt- und bild-
seitig den Anfangsstrahl schneidet, als Stgmaistrahl bezeichnen.

Die vom Objektpunkt ausgehenden Nachbarstrahlen bilden ent-
weder bildseitig ein stigmatisches Biindel, dann sind alle Nachbar-
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strahlen Stigmatstrahlen; einen solchen Punkt wollen wir als Stigmat-
punkt bezeichnen; oder sie bilden ein astigmatisches (halbstigmatisches)
Biindel. In letzterem Fall gibt es zwei linear unabhingige Stigmatstrah-
len, die den Anfangsstrahl in den beiden halbstigmatischen Bildpunkien
(oder Halbstigmen) treffen.

Die Ebenen, in denen die Stigmatstrahlen bildseitig liegen, stehen,
als Hauptschnitte des Normalenbiindels, aufeinander senkrecht. Die
Schnitte, in denen sie objektseitig liegen, tun das im allgemeinen nicht.
Hat der Ausgangspunkt doch diese Eigenschaft, so bezeichnet GuLL-
STRAND () ihn als Orthogonalpunkt.

Unter den Nachbarstrahlen, die einen Stigmatpunkt abbilden, gibt
es immer zwei, die im Objekt- und Bildraum in aufeinander senkrechten
Schnitten liegen. Ein Stigmatpunkt ist also immer ein Orthogonal-
punkt.

Einem beliebigen Normalenbiindel entspricht bildseitig wieder ein
Normalenbiindel. Bei der Abbildung braucht es im allgemeinen keine
Stigmatstrahlen zu geben; gibt es Stigmatstrahlen, so wollen wir das
Normalenbiindel als Stigmatnormalenbiindel bezeichnen.

Ein solches Stigmatnormalenbiindel ist z. B. ein objektseitig zy-
lindrisches Biindel. Die halbstigmatischen Bildpunkte bezeichnet man
als die halbstigmatischen Bremnpunkte; fallen die Brennpunkte zu-
sammen, so spricht man von einem stigmatischen Brennpunki oder kurz
Brennpunkt. Man driickt obige Tatsache auch so aus: Die halbstigma-
tischen Brennpunkte sind konjugiert zu dem wunendlich fernen Punkt.
Entspricht einem zylindrischen Biindel bildseitig ein halbzylindrisches
Biindel, so sagt man, die Umgebung des Anfangsstrahls wird halb-
brenmpunktlos abgebildet, entspricht ihm ein zylindrisches Biindel, so
wird die Umgebung des Anfangsstrahls brennpunkilos abgebildet.

Aus §8 (29) bis (33) konnen wir folgende Tatsachen herauslesen:
Jedes Flichenelement durch einen Stigmatpunkt wird Punkt fiir Punkt
stigmatisch abgebildet auf ein beliebiges Flichenelement durch den
Bildpunkt.

Legen wir durch einen beliebigen Punkt und jeden seiner halb-
stigmatischen Bildpunkte je ein Flichenelement, so gibt es auf dem
Flachenelement durch den Objektpunkt zwei Scharen von abbildbaren
Linienelementen, ndmlich eine zu jedem halbstigmatischen Bildpunkt.

Auf dem Flichenelement durch einen der halbstigmatischen Bild-
punkte liegt immer eine Schar paralleler Bildlinien. Bezeichnen wir die
Ebenen durch den Anfangsstrahl und den Stigmatstrahl als Stigmat-
schnitt, das darauf senkrechte Ebenenpaar als Gullstrandschnitt, dann
sind die abbildbaren Linien stets parallel zum Gullstrandschnitt.

Die abbildbaren Linien eines Ausgangsflichenelements stehen dann
und nur dann aufeinander senkrecht, wenn der Ausgangspunkt ein
Orthogonalpunkt ist.



57: 1I. Die Strahlenoptik in homogen isotropen Mitteln.

Sei die Abbildung eines beliebigen nicht zylindrischen Normalen-
systems gegeben. Wir legen das Koordinatensystem objekt- und bild-
seitig so, dall es in die Hauptschnitte fillt. Wir setzen

a8 =&i+ nj, ag =& + 17,
da =%t 4+ yj, da' ="+ 4'{.
Fiir die Strahlen der Normalenkongruenz, denen wir hier den

Zeiger 0 geben wollen, um sie von beliebigen Nachbarstrahlen zu unter-
scheiden, ergibt sich aus (13):

d3y = £ot + o dsy = &1 + mof',
dag = — 1181 — 73 10], da’ = — &t — rymef’
Setzen wir diese Beziehung in § 8 (3) ein, so finden wir:

W+ &)+ WY+ )y =n(@ + 7186+ n(y + 72’7)"]0}
(16)

(14)

(15)

oder
w (%1€ + y2rlo) = 1(%: €0 + Y2M0) -

Ein beliebiger Strahl mége die Ebene senkrecht zum Anfangsstrahl
durch den ersten Vereinigungspunkt objektseitig im Punkt mit den
Koordinaten #,, v;, die Ebene durch den zweiten Vereinigungspunkt im
Punkt mit den Koordinaten x,, y, schneiden, analog bildseitig; stets
gilt dann Gleichung (16). Diese steht fiir zwei Gleichungen, da §&,,
7o bzw. &}, 7, unabhingig voneinander die Koordinaten aller Kongruenz-
strahlen durchlaufen. Gleichung (16) ist der Ausgangspunkt fiir die
Untersuchungen von A.GULLSTRAND gewesen. A.GULLSTRAND (6) hat For-
mel (16) als Fundamentalgleichung der geometrischen Optik bezeichnet.

§ 15. Das BRUNSsche Eikonal; die AbbildungsgréBen
und Abbildungsfehler.

Wir denken uns objekt- und bildseitig zunichst ein beliebiges
Koordinatensystem. Ein Objektstrahl ist nun gegeben durch die Koor-
dinaten ¥,y seines DurchstoBungspunktes mit der Ebene z = 0 und

seine Richtungskosinus &, %, =71 1— (62 + 5?, analog ein Bild-
strahl durch #’, y" und &', %". '

Die Mannigfaltigkeit aller Strahlen ist vierfach unendlich ; wir k6nnen
also in beliebiger Weise vier GréBen herausgreifen und als Koordinaten
wihlen. Wir mussen nur darauf achten, daB diese Koordinaten den
Strahlen eineindeutig zugeordnet sind. Es ist ohne weiteres erlaubt,
%, 9, &, n als Koordinaten zu wihlen; da der Objektstrahl den Bild-
strahl eindeutig bestimmen soll, ist diese Wahl der Koordinaten immer
zulissig. Aber unser grundlegendes Gesetz gibt uns bei dieser Wahl der
Koordinaten keinerlei Beziehungen zwischen Objekt- und Bildraum.

Nun hat zuerst HamiLToN (3) Koordinaten gewihlt, die zur Hilfte

dem Objektraum und zur Hilfte dem Bildraum angehdren. BRUNS be-
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schrinkte die Anzahl auf 4 Parameter. Dabei sind noch folgende
16 Kombinationen mdéglich (H. BRUNS):

x, Yy, x, y; % un & Yy, n& y, w0 Y nE owg, o, Y.
%, 9y, 4, Wy, x, un, &, wv; nE v, ¥, wn; nE wg, 1, @
%, 9, WE, Y, x,um, WE Y, n& vy, WE Y, né wn, WE, 4.
xz,y, W,y x nn, W&, Wy, nE, y, W'E Wy, n§, ny, W', n'vf.

Von diesen Koordinaten werden praktisch in der Optik im all-
gemeinen nur die drei fett gedruckten Werte gebraucht. Sind die Koor-
dinaten x,9, x’, ¥, so spricht man von Punktkoordinaten, sind es
n&, nny,n'&, n'y’ von Winkelkoordinaten, bei x,y, n'§’, n'n’ von ge-
mischien Koordinaten.

Punktkoordinaten sind verboten, wenn durch einen Punkt der
Ebene z = 0 und der Ebene 2z’ = 0 mehrere Strahlen gehen.

Winkelkoordinaten sind verboten, wenn parallele Strahlen parallel

austreten.

Gemischte Koordinaten sind verboten, wenn durch einen Punkt der
Ebene z = 0 mehrere bildseitig parallele Strahlen gehen.

Sind Punktkoordinaten erlaubt, so kann man in § 8 (2) die Ebene
z = 0 als Fliache der Anfangspunkte a, die Ebene 2’=0 als Fliche der
Endpunkte o’ wihlen. Wir setzen den Lichtweg fiir diese spezielle Koor-
dinatenwah! S und finden aus § 8 (2) die BrRunsschen Gleichungen

84S v  BS
”5——6—2, wé = 34 @
95 08

n="%" = oy

Sind Winkelkoordinaten erlaubt, so erhdlt man aus §8 (2) eine
Funktion der Richtungskosinus, indem man (LEGENDRE Transformation!)

setzt. Dann wird

und

W =S+ n(as) — w'(03) - 3)
AW =nads —n'a ds

ow ow

"TaeE F T oy @
oW ;o ow
Y= oy BEICEE

Die geometrische Bedeutung von W erhellt aus (3). Man fille von
den Koordinatenanfangspunkten Lote auf Objekt- und Bildstrahl.
W ist der Lichtweg zwischen den FuBpunkten dieser Lote.

Sind gemischte Koordinaten erlaubt, so setzen wir

Dann wird

V=S—nd4g. (5)
AV =—n'dds —nsda (6)
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und
eV , v
M= P T awey -
_av , oV
"M==y V="

V ist der Lichtweg zwischen der Ebene z = 0 und dem FuBpunkt
des vom bildseitigen Koordinatenanfangspunkt auf den Bildstrahl ge-
faliten Lotes.

Wir wollen nach BrRuNs S als Punkieikonal', W als Winkeletkonal,
V als gemischies Eikonal bezeichnen. Man erkennt, da3 man jeder der 16
in (1) gekennzeichneten Koordinatenkombinationen, wenn sie erlaubt
sind, eine Lichtwegfunktion so zuordnen kann, daB die restlichen
Koordinaten sich aus der Lichtwegfunktion durch einfache Differen-
tiation ergeben.

Im allgemeinen wird es duBerst schwierig sein, zu untersuchen,
wann eine solche Koordinatenwahl fiir alle Strahlen erlaubt ist. Man
beschriankt sich daher meist auf die Untersuchung der Strahlen, die
in der gréBeren oder geringeren Nachbarschaft eines festen Strahls,
des Anfangsstrahls verlaufen.

Unser Koordinatensystem sei objekt- (bild-) seitig so gewihlt, daB die
2, (¢')-Achse in Richtung unseres Anfangsstrahls verlaufe. Ist dann eine
Wahl der Koordinaten erlaubt fiir Nullsetzen der Koordinaten, so ist
sie auch fiir kleine Werte erlaubt. Man kann das Eikonal in eine Reihe
entwickeln, und erhilt nacheinander die Abbildungsgesetze der ver-
schiedenen Ordnungen.

Fiir die Abbildung der Umgebung eines Anfangsstrahls sind Punkt-
koordinaten immer dann erlaubt, wenn objekt- und bildseitiger Koor-
dinatenanfangspunkt nicht konjugiert sind, gemischie Koordinaten da-
gegen, wenn der objektseitige Koordinatenanfangspunkt nicht ein
halbstigmatischer oder stigmatischer Brennpunkt ist. Winkelkoordinaten
sind immer erlaubt, wenn nicht die Abbildung der Umgebung des Haupt-
strahls halbbrennpunktlos oder gar brennpunktlos ist.

Man iiberzeugt sich leicht, daB bei jeder mdglichen Wahl der Ko-
ordinatenanfangspunkte, wenn man die Koordinatensysteme geeignet
um die z(2)~Achsen dreht, fiir jede Zeile und Spalte von (1) mindestens
eine Varijablenkombination mdglich ist (BRUNS).

Man wird aber, da die Wahl des Koordinatenanfangspunktes in den
meisten Untersuchungen freisteht, wohl in der Praxis mit den oben be-
handelten drei Eikonalen auskommen.

Entwickeln wir die Eikonale nach den zugehérigen Variablen, so
verschwinden bei geeigneter Wahl der Variablen in (2), (4) bzw. (7) die
linearen Glieder. Da die jetzt zu skizzierenden FEigenschaften allen

1 Eikon = Bild, Eikonal = Abbildungsfunktion.
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Eikonalen gemeinsam sind, wollen wir die Variablen mit u,, u,, %5, u,,
das Eikonal mit E bezeichnen und entwickeln.
E =FEy+ (a9 + 2050 5 + - + - + Gy 1)) }

+ (bra ] + 3bya uivy 4 - -+ by ) + - - - (®)
wobei die Werte der Koeffizienten selbstverstindlich von dem benutzten
Eikonal abhingen.

Die Brunsschen Abbildungsgleichungen selbst enthalten die in (8)
vorkommenden Koeffizienten, jedoch treten diese dort in einem Glied
auf, dessen Grad in den #; um eins niedriger ist. Da die Abbildungs-
gleichungen fiir die Optik wichtiger sind, als die Eikonalentwicklung,
nennt man die Parameter, die in (8) als Koeffizienten der Glieder
(n + 1)ter Ordnung auftreten, die Abbildungsgréfen nter Ordnung fir
das durch die Umgebung unseres Anfangsstrahls dargestellte System.

Die Anzahl der AbbildungsgréBen nter Ordnung ergibt sich zu

(n+4)(n+3)(2+2)
1.2-3

Es gibt also in einem allgemeinen optischen System fiir die Um-
gebung eines Anfangsstrahls 10 AbbildungsgréBen erster Ordnung,
20 Abbildungsgrofien zweiter, 35 dritter Ordnung.

Die Zahl der unabhingigen AbbildungsgréBen verringert sich natiir-
lich wesentlich, wenn die Umgebung der Abbildung unseres Anfangs-
strahls gewisse Symmetrieeigenschaften aufweist.

Wir nehmen zunichst einmal an, das optische System besitze
etne durch den Anfangsstrahl gehende Symmetricebenel. Wir wihlen nun
unser Koordinatensystem so, da3 die x- und x’-Achse parallel sind und
auf der Symmetrieebene senkrecht stehen. Dann mul E eine gerade
Funktion in #, und #, sein. Man findet fiir die Anzah! der Abbildungs-

fir n=123... (9)

groBen 2
(n+3)("1—i2-6n+11) fir n=1,3,5,...
2
(n+3)(n1;6n+8) fir #=24,6,.... (10)

Insbesondere gilt fiir » =1
Ay = gy = Bgy = a5y = 0. (11)
Es gibt also dann nur 6 AbbildungsgréBen erster Ordnung, 10 Ab-
bildungsgréBen zweiter, 19 Abbildungsgréfen dritter Ordnung usw.
Hat das System zwei durch den Anfangsstrahl gehende Symmetrie-

ebenen, so ist das System entweder rotationssymmetrisch, oder es hat
zwei aufeinander senkrechte Symmetrieebenen. Wir behandeln zunéchst

1 Zur Ableitung der GesetzmiBigkeiten ist nur erforderlich, daB ein Ebenen-
paar existiert, derart, daBl Strahlen, die zu der objektseitigen Meridianebene
symmetrisch liegen, auch zur bildseitigen Meridianebene symmetrisch liegen.
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den letzteren Fall, das zweifach symmetrische System. Hier muB E auch
in #,, u; und #,, u, eine gerade Funktion sein; das bedingt, daB alle Ab-
bildungsgréBen gerader Ordnung verschwinden, wihrend die Anzahl der
AbbildungsgréBen ungerader Ordnung sich nicht reduziert. Wir finden
also: In einem zweifach symmetrischen System ist die Anzahl der Ab-
bildungsgréBen #ter Ordnung

LI+ for n=1,3,5,...
1 (12)
0 fir n=2,4,6,....

Ist das System rotationssymmetrisch®, so 1iBt sich E, wie schon
Hawmirton (6) erkannte, stets als Funktion der drei GréBen

a=u?+ ul,
b =2 (g ug + uy9,), (13)
¢ = uZ+ uj
darstellen. Wir kénnen also schreiben
E=Ey+ (A,a+ A0+ Az0) } ”
F (Cud®+2C,ab+ Cppb? 4+ - - Cgpe?) + - - -
Wir erhalten aus (14) fiir die Anzahl der AbbildungsgréBen nter
Ordnung in rotationssymmetrischen Systemen

(n +5)(n +3) fir n=13,5,...
8 (15)
0 fir n=2,4,6,....

Es gibt also 3 AbbildungsgréBen erster, 6 dritter, 10 fiinfter Ordnung
in rotationssymmetrischen Systemen.

T. SmrtH (I) hat noch eine weitere Einteilung der AbbildungsgréBen
fiir Rotationssysteme vorgenommen, die nach Ansicht des Verfassers
fiir eine Weiterentwicklung der Strahlenoptik sehr wertvoll werden kann.

Betrachten wir die Nachbarstrahlen, die den Anfangsstrahl schnei-
den. Was immer wir fiir Eikonalkoordinaten benutzen, stets sind diese
Strahlen, die Meridianstrahlen, gegeben durch
Uy Uy = Uyt Uy
b2 —4ac=0. (16)

SMITH ordnet nun E in bestimmter Weise unter Hervorhebung der
Potenzen von b5* — 4 ac. Die AbbildungsgréBen nter Ordnung, die
in dem konstanten Glied dieser Entwicklung vorkommen, rechnet
er zur nullten Gruppe, die GroBen, die in dem Koeffizienten von
(b2 — 4 ac)* vorkommen, rechnet er zur xten Gruppe. Wir sehen, fiir
die Untersuchung der Meridianstrahlen kommen nur die GréBen der

oder

1 Zur Ableitung der Gesetze wird nur gefordert, daB jede Ebene durch den
Anfangsstrahl in dem iibertragenen Sinn der vorigen Anmerkung Symmetrie-
ebene ist.
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nullten Gruppe in Betracht. Die Wichtigkeit dieser Gruppeneinteilung
erhellt aus folgender, vorldufig nur angedeuteten Uberlegung. Es wird
spiater von Wert sein, zu untersuchen, wie die AbbildungsgréBen sich
dndern, wenn man den Koordinatenanfangspunkt objekt- und bildseitig
langs des Hauptstrahles verschiebt. Von dieser Koordinatentrans-
formation wird die Eigenschaft eines Strahls, Meridianstrahl zu sein, in
keiner Weise beriihrt, b2 — 4 ac wird daher proportional % — 4 a,¢,
sein. Daraus ergibt sich, da8 die AbbildungsgroBen der #ten Ordnung
und der »ten Gruppe sich nur untereinander transformieren. SMITH hat
in der oben zitierten Arbeit die entsprechenden Transformationsformeln
angegeben. Die AbbildungsgréBen erster Ordnung gehéren simtlich der
nullten Gruppe an, von den 6 Abbildungsgréfen dritter Ordnung gehort
nur eine der ersten Gruppe an, von den 10 AbbildungsgréBen fiinfter
Ordnung gehéren drei der ersten Gruppe an, allgemein findet man fiir
die AbbildungsgréBen nter Ordnung und xter Gruppe die Anzahl

= z+0,n=13,a”.l

3 3

n;(;.(64—|— 9n — n?) {n=1,5’ 9,... (17)
fir =0

S5 (36 1 11— ) nzazani

Fiir rotationssymmetrische Systeme kénnen wir den Abbildungs-
gleichungen je nach Wahl der Variablen folgende Form geben: Es ist fiir
Punktkoordinaten

a=%+7,
b=2(x+ +7yY),
c=x'24y'2,
n&=—25,%—2S54, nn =—2S5—25Y,|
WE = 25,%+2S,4, o= 2&y+2gyj(w)
fiir Winkelkoordinaten
a=né?+ (nn)?,
b=2[né) (W &)+ (nn) (@ n)],
c= (&P + (n'n)?, (19)
X = 2W,nE+2W,n¢&, y= 2Wenn+2W,n'y,
K= —2W,ng—2W,WE, y=—2Wyunn—2W 'y,
fiir gemischte Koordinaten
@ =45,
b=2( 5+ 7),
c=(w&)?+ (n'n), (20)
nE=—2V,x—2V,w¢, ny=—2V,y —2V,n'y,
¥=—-2V,x—2V,nE, y=—-2V,y—-2V n'7.
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Es ist dabei zu beachten, daB a, b, ¢ in allen drei Fillen eine ver-
schiedene Bedeutung haben, und erst durch den Buchstaben des Eikonals
definiert werden.

Betrachten wir die Gleichungen in der zweiten Reihe von (20).
Denken wir uns, in der Ebene z = 0 liege ein abzubildendes Objekt.
Wihlen wir den bildseitigen Koordinatenanfangspunkt dort, wo wir das
Bild auffangen wollen (den geeigneten Ort werden wir spiter kennen-
lernen). Es wird sich im nichsten Teil ergeben, daB eine scharfe und &hn-
liche Abbildung des Objekts dann und nur dann zustande kommt, wenn
nur die AbbildungsgréBen erster Ordnung von Null verschieden sind.
Die in '

¥=—2V,x—2V w¢,
' ' (21)
YV=—=2V,y—2V,n'y }

vorkommenden Koeffizienten nter Ordnung und xter Gruppe be-
zeichnet man in der Optik als Bildfehler nter Ordnung und xter Gruppe.
Entwickeln wir ¥, so kommen in (21) alle AbbildungsgréBen vor, mit
Ausnahme derjenigen, die in (14) mit einer reinen Potenz von a multi-
pliziert sind.

Es gibt also fiir# > 3 und % + 0 ebensoviel Bildfehler wie Abbildungs-
groBen; fiir » > 3 und » = 0 ist die Zahl der Bildfehler um Eins kleiner
als die Zahl der AbbildungsgréBen. Es gibt also fiir die #te Ordnung und

»xte Gruppe
(n+5—4x)(n+3 —4%)

g fir x40, »=23,5,... (22)
96 491 n + 6 #2 — ns
96 ; n=25,9 13
84 4-91 % + 622 — 03 fir %=0, n=3,1711
96

Abbildungsfehler. Insgesamt gibt es

Dt 7) n=3,51 (23
Abbildungsfehler # ter Ordnung; also 5 Abbildungsfehler dritter Ordnung,
9 Abbildungsfehler fiinfter Ordnung usw.

Mit den in diesem Abschnitt gewonnenen Mitteln kann ein syste-
matischer Aufbau der Strahlenoptik beginnen.

Es soll in diesem Buch nur ein Teil der hier vorliegenden Aufgaben
behandelt werden, und zwar werden wir nur im dritten Teil, bei der
Untersuchung der AbbildungsgréBen erster Ordnung keinerlei Symmetrie-
eigenschaften voraussetzen. Der fiinfte Teil behandelt die Gesetze
dritter Ordnung in rotationssymmetrischen Systemen, der SchluB be-
handelt vor allem die Abbildung durch weit gedffnete Biindel.

Brechen wir die Brunsschen Gleichungen nach den Gliedern erster
Ordnung ab, so erhalten wir, bei Benutzung des Punkt-Eikonals aus (2)
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und (8)
nE=—ayx—a,y— ay —ayy,
NN = — QX — Gy Y — A X — Ay Y, (24)
WE = g%+ ayyt+agy +ayy,
W= A% Ay Y+ Gy ¥ gy
Besteht eine Symmetrieebene, so haben wir, wegen (11)
né=—ayx — ¥
nn = — gy Y — Ay Y
o o , (25)
n & = g % + a4, %
Wy = Ay y + ayy .

Eine Abbildung, bei der die Beziehung zwischen den Nachbarstrahlen
unseres Anfangsstrahls auf die Form (25) gebracht werden kénnen, soll
orthogonal heien.

Ist das System rotationssymmetrisch, so werden die Gleichungen
erster Ordnung wegen (17) und (18)

nE= —A;,% — A ¥,

nn = —A —A ,

,7{ uny 133/ (26)
wWE = A% + Ay ¥,

n'y = Ay + Ay

Ein optisches System, dessen BruNnssche Gleichungen, bis zur ersten
Ordnung entwickelt, sich auf die Form (26) bringen lassen, bezeichnen
wir als Gaussisches System, da C.F. Gauss (I) zuerst die wichtigsten
hier geltenden Gesetze in voller Allgemeinheit angab.

Wir wollen im dritten Teil zuerst die Gaussischen Systeme be-
handeln, dann die orthogonalen Systeme, und erst zum SchluB auf die
allgemeinen Systeme zu sprechen kommen.

Dritter Teil.

Die Gesetze erster Ordnung fiir dieUmgebung
eines beliebigen Systemstrahls.

Die GAussische Optik.

§ 16. Die allgemeinen Gesetze.

Gegeben sei ein Anfangsstrahl in Objekt- und Bildraum. Der Ko-
ordinatenanfangspunkt sei objekt- und bildseitig beliebig, aber fest ge-
wihlt, doch so, daB kein Nachbarstrahl durch den objektseitigen Ko-
ordinatenanfangspunkt im bildseitigen Koordinatenanfangspunkt miin-
det. Dann kénnen wir das Punkt-Eikonal S beniitzen. Wir setzen jetzt
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voraus, die Abbildung sei eine GawfBische, dann koénnen wir die Ko-
ordinatenachsen objekt- und bildseitig so wihlen, daB die Koordinaten
der Nachbarstrahlen durch die Gleichungen
nE=—A,x—A4,%, an=—A,y—A4,v,
W& = A,x+4+ 4,4, W= A,y+A4;y
einander zugeordnet werden.

Diese Gleichungen gelten, wie alle Gleichungen dieses Teils, das soll
hier nochmals betont werden, nur fiir Strahlen, die dem Anfangsstrahl
so nahe benachbart sind, daB man bei vorgeschriebener Genauigkeit das
Eikonal nach den quadratischen Gliedern abbrechen darf. Man kénnte
in jedem speziellen Fall den Fehler, den man macht, mit Hilfe des
Mittelwertsatzes abschitzen.

In den beiden linken Gleichungen kommen nur %, #’,&,¢&’, in den
beiden rechten ¥, 3', , %’ vor. Daraus folgt:

Projizieren wir ein Paar zugeordneter Strahlen auf die Koordinaten-
ebenen, so sind die Projektionen zugeordnete Strahlen (LipPPICH).

Strahlen, die in der Ebene durch den Anfangsstrahl

(1)

xiy=§&m=uqa (22)
verlaufen, verlaufen bildseitig in der Ebene
¥iy=8¢:9=a. (2b)

Zwei durch (2) bestimmte Meridianebenen wollen wir als konjugierie
Ebenen bezeichnen.

Der Lippicusche Satz 148t sich nun wie folgt verallgemeinern:

Projizieren wir einen Strahl auf eine beliebige Meridianebene, wie
sie durch (2a) gegeben wird, so ist die Projektion zugeordnet der Pro-
jektion des Bildstrahls auf die durch (2b) gekennzeichnete Ebene.

Jeder Strahl, der den Anfangsstrahl objektseitig schneidet, liegt bild-
seitig in der konjugierten Ebene, schneidet den Anfangsstrahl also auch
bildseitig; das bedeutet, daB jeder Punkt des Anfangsstrahls ein Stig-
matpunkt ist.

Die Koeffizienten in (1) sind an sich beliebig wihlbar; nur muf
selbstverstindlich jedem Objektstrahl ein und nur ein Bildstrahl ent-
sprechen. Das bedingt 4,+0. 3)

Ist (3) erfiillt, so kann man (1) nach %', &’ auflésen und erhilt
¥ =unx+Ané&, y=ny+ iny,
W€ =pux+vné, Wy=py+ovan

mit
4 1 A3 —A, 4, 4
%—-—Az, Z—--——Az, u = 4, s ’V——Z. (5)
Man erkennt daraus, dal zwischen %, 4, u, » die Beziehung

besteht. xy—Ap=1 (6)
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Wir wollen die Gleichungen (4) mit der Nebenbedingung (6) als die
SCHLEIERMACHERschen Gleichungen bezeichnen. Sie sind bequemer zu
handhaben als die gleichwertigen Gleichungen (1). Insbesondere sind
die Transformationsgleichungen, die hier bei einer Anderung des objekt-
und bildseitigen Koordinatensystems entstehen, sehr einfach.

_ Verschieben wir den objekt- (bild-) seitigen Koordinatenanfangspunkt
um z bzw. 2/, so erhalten wir an Stelle von (4) Gleichungen der Form

RS
= X
=)
v
Il
S
S o=
o
UL
v
N
= R
e >
\_/
s =
- N
\/
—_
o 2]
o
=

oder ausgefiihrt

-~ 2

%:M'—‘lu—nT,

x 7 7 z 2

f:’l Bl (8b)
b=4#,

5=V+ﬂ%

Aus den Gleichungen (8b) kénnen wir entnehmen, daB die SCHLEIER-
MAcHERschen Gleichungen fiir jede Wahl der Koordinatenanfangspunkte
ausreichend sind, auch wenn 4 = 0 wird, d. h. objekt- und bildseitiger
Koordinatenanfangspunkt konjugiert sind. Ist 4 + 0, so kann man ver-
mittels der Beziehungen

i 5 1

A, =%, 4,=— A, =

7 7’ ®)

ST

zu den BruNsschen Punktkoordinaten zuriickkehren.
Aus (8) folgt, daB diejenigen Punkte des Anfangsstrahls konjugiert
sind, fiir die gilt 7

LA, | (10)

¥=xx, y=%xy, ]

. 1 , | 11
n’E’zyx—l—;?—nE, nn’z,uy+;m7.J (.)
Daraus folgt, daB zwei zum Anfangsstrahl senkrechte Flichen-
elemente durch zwei beliebige konjugierte Punkte stigmatisch und un-
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verzerrt aufeinander abgebildet werden. Die VergréBerung f' der Ab-
bildung und die WinkelvergréBerung 9’ der Stigmatstrahlen ergibt sich
aus (11) zu _ 2 1

px e b

S

v+ u
(12)

n n n z
Y = % :—z’—:?’_(" +‘“7>‘
n (x —u 7)

Wir sehen aufs neue den zweiten Reziprozititssatz, die LAGRANGEsche
Gleichung (S. 31) bestitigt. Es ist WEY =n. (13)

Gleichung (8b) zeigt, daB in einem optischen System die GroBe u
eine von der Lage der Koordinatenanfangspunkte unabhiingige System-
konstante ist. Man nennt diese GréBe nach HERsCHEL (I) die Brechkraft
des Systems und bezeichnet sie mit @. Man teilt die Gaussischen
Systeme in zwei Klassen ein, je nachdem ¢ =0 oder ¢ =0 ist.

Sei zundchst ¢ = 0, dann lauten die SCHLEIERMACHERschen Glei-
chungen wegen x =0 und (6)

¥=xx+Ang, y'=x§+lnn,1
I 1 VA ]'
w &= ;n&, w1 = ;nn.J

In einem solchen System treten Strahlen, die parallel zum Anfangs-
strahl eintreten (§ = =0), parallel zum Endstrahl aus (8’ =#’ =0). Wir
bezeichneten ein solches System als bremnpunktlos (s. S. 53).

Es sind diejenigen Punkte des Ausgangsstrahls einander zugeordnet
die durch die Beziehung

zl

L —ni—l (15)
n

n

(14)

verbunden sind [s. M6BIUS (3)].
VergréBerung f’ und WinkelvergréBerung y’«sind in brennpunktlosen
Gaussischen Systemen vom Objektpunkt unabhingig

ﬁ/: X = B(,),l
, 15a
y— 7. J (152)
In den Brunsschen Koordmaten sind die brennpunktiosen Systeme
durch A, Ay — A2 =0 (16)
gegeben. An Stelle von Gleichung (15) tritt hier
d 4 A¥E 1 A4 %
W T A3 Ay Ay Ay w? ]
A, A , -
p—— & —— 3 =B, ’ o
o n A, _ nAg ,
;= WA, WA, =Iy.
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I'y wird in der Literatur auch als Fernrohrvergrifierung bezeichnet.
Fernrohre (Teleskope) sind eine besondere Klasse optischer Systeme,
die in der Nihe der Achse brennpunktlos sind; ein brennpunktloses
Gaussisches System wird daher in der Literatur auch oft als teleskopi-
sches System bezeichnet.

Wir betrachten jetzt die nicht brennpunktlosen Gaussischen Systeme.
Aus Gleichung (8b) geht hervor, dal man durch einfache Verschiebung
des objekt- und bildseitigen Koordinatenanfangspunktes erreichen kann,
daB % und ¥ verschwinden.

Diese durch
A3
ATy
Al
T Ay 44,

(18)

TR R|w

gegebenen Punkte bezeichnet man als den objekt- und bildseitigen

Brennpunkt F, F’ unseres Systems.
Neben der Brechkraft ¢ == g hat man in der Optik die damit verbun-

denen Brennweiten ;‘-, f durch die Gleichungen
- » ,
— , =2 19
f=—2, =2 (19)

eingefiihrt. Mit ihrer Hilfe nehmen die Gleichungen (7), wenn wir die
Koordinatenanfangspunkte in die Brennpunkte legen, die Form an

x’~———1-n.§ ’——in
F g s Yr g s } (20)
W& = gy, W' = @yp.
Wir finden, siche Gleichungen (10), (12):
2y =11, l
’ ? _ 2y
F=—5n="7 (21)
’ Zr _?_
14 VA ‘

Gleichung (20) und (21) lehren uns:

Der objekt- (bild-) seitige Brennpunkt ist der Vereinigungspunkt bild-
(objekt-) seitig zum Anfangsstrahl paralleler Strahlen.

Objektseitig (bildseitig) parallele Strahlen vereinigen sich in einem
Punkt der Ebene zz = 0 (zz =0), der bild- (objekt-) seitigen Brennebene.

VergréBerung B’ und WinkelvergroBerung 9’ kénnen jeden Wert ein-
und nur einmal annehmen, hingen aber immer durch die LAGRANGEsche
Gleichung (13) zusammen.

Die Punkte, zu denen die VergréBerung ,,1°“ gehort, bezeichnet man
als Hauptpunkte H, H'. Thre Entfernung vom Brennpunkt ist gegeben

Herzberger, Strahlenoptik. 5
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durch _
S (H) = — 7
zp(H) / } (22)
Z(H') = —f'.
Legen wir die Koordinatenanfangspunkte in die Hauptpunkte, die
zueinander konjugiert sind, so konnen wir die BRunNsschen Gleichungen
in Punktkoordinaten nicht mehr beniitzen, wohl aber gelten die SCHLEIER-
MacHERschen Gleichungen und Formeln (10), (12). Das gibt

Xg = %Xg, Ve = Ym } (23)
W& = pxg + né, wy = @pyg+ ny.
' no_
Pl
y_ N3g r__ %"
p= w2y’ 7 gy

Die Punkté, in denen die WinkelvergréBerung 9" = 1 ist, bezeichnet
man als Knotenpunkte K, K’'. Thre Brennpunkt- (Hauptpunkts-) Ent-
fernung ergibt sich zu

BE) =, mK)=f+] ="
’ n ' 7 n n —n
wE)=1,  wmE)={+f="

Legen wir die Koordinatenanfangspunkte in die Knotenpunkte, so
finden wir

(24)

X, = —x =2
[ R yn——wy,”
n w (25)
W =gx,+-nk, W =gy, + 0y,
LA S
r — = ¢
f” o (25a)
B = Zx. P "
Tz, V= 2,
f = —1 (y) = — 1) bestimmen die sogenannten negativen Haupt-

(Knoten-) Punkte.

Zum SchluB sei noch darauf verwiesen, daf die Koeffizienten 4,
bis 4, bzw. %, 4, u, v sich nicht dndern, wenn man das Koordinaten-
system objekt- und bildseitig gleichsinnig um denselben Winkel um
die z-Achse dreht. Das System besitzt also wenigstens in erster Ordnung
Rotationssymmetrie. Allerdings muB man beachten, daB z-Achse und
2’-Achse nicht zusammenfallen brauchen. Wir werden fiir die letztere
Tatsache ein Beispiel angeben.

Weiterhin ist zu beachten, daB die Flichenelemente senkrecht zum
Anfangsstrahl nach den GuLLsTRANDschen Abbildungssdtzen nicht vor
beliebig geneigten Flichenelementen durch konjugierte Punkte aus-
gezeichnet sind, solange man nur die Gesetze erster Ordnung kennt.
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In rotationssymmetrischen Systemen gelten die hier abgeleiteten Ge-
setze, da die GroBen zweiter Ordnung verschwinden, bis zur dritten
Ordnung ausschlieBlich; hier sind natiirlich auch die achsensenkrechten
Flichenelemente ausgezeichnet.

§ 17. Die Farbenfehler im GAUSSischen Gebiet.

Wir haben bis jetzt nur Strahlen einer Farbe betrachtet. Nehmen
wir an, das erste und letzte Mittel sei Luft, also n = n’ sei fiir alle Farben
gleich 1, so wird im allgemeinen einem Strahl des Objektraumes
fiir jede Wellenlinge ein Strahl des Bildraums entsprechen. Sei die
Abbildung der Umgebung eines Strahls fiir alle Farben Gaupfisch,
dann sind die %, 4, x4, v in den SCHLEIERMACHERschen Gleichungen
Funktionen der Wellenldnge.

Greifen wir zwei Wellenlingen heraus. Die zugehérigen Abbildungs-
gleichungen mdgen durch

W=xp i, A =FEt g, M
gegeben sein. ¢ = jix + &, & = ux + vé
Ist L Ly o o

=12, l:};, uw=mu, =7, (2)

so entspricht jedem Strahl des Objektraums in beiden Farben ein und
derselbe Bildstrahl. Ein solches System nennt man fiir die beiden
herausgegriffenen Farben stabil achromatisch. In (2) sind wegen

% — i =%y — A =1 3)
nur drei zu erfiillende Bedingungen enthalten. Sei (2) nicht erfiillt.
Wir betrachten die Strahlen, die vom Punkt der Entfernung z herkom-
men. Der Bildpunkt ist fiir die zweite Farbe im allgemeinen verschieden
von dem fiir die erste Farbe. Wir wollen die Differenz zweier gleich-
wertiger GroBen fiir verschiedene Farben durch das Zeichen V' (sprich
Nabla)! andeuten. Die Farbenlingsabweichuug V 2’ ergibt sich dann
aus § 16 (10) zu

s (4)

Aus (4) geht hervor, daB die Farbenlingsabweichung, wenn nicht (2)
erfiillt ist, nur fiir zwei nicht notwendig reelle Werte von z verschwindet.
Diese ergeben sich aus der Gleichung

(e — i)+ 5 =¥+ A — i)z + (=30 =0, (5
. Ist die Farbenlingsabweichung fiir einen Punkt behoben, so brauchen
die von beiden Farben im Bildpunkt erzeugten Bilder eines Gegen-

1 Das sonst zur Bezeichnung von Differenzen iibliche Zeichen A ist bereits
anderweitig vergeben. Siehe S.119.
B*
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standes nicht gleichgroB zu sein. ¥ §’ bildet den zweiten Farbenfehler.
Er ist wegen §16 (12) allgemein, auch wenn die Farbenlingsabwei-

chung nicht behoben ist, gegeben durch
’ 5 . 1 _ 1
Er verschwindet nur fiir den durch

=

2l

=«

=(

7= —

(7)

=«
=

gegebenen Punkt.

Fiir einen Punkt des Anfangsstrahls kénnen beide Bildfehler dann
und nur dann behoben werden, wenn zwischen den Koeffizienten
von (1) die Beziehung gilt:

a

2 ~ >

—( — B+ Ap 1)) (- )
vy M ~\2
+ (15 —25) (i — ) =o0. ®)

Gilt Gleichung (8), so gibt es nur ein Flichenelement, dessen z-Ko-
ordinate durch (7) gegeben wird, das frei von allen Farbenfehlern
abgebildet wird; es sei denn, daBl (3) erfillt, also das System stabsl
achromatisch ist. Ein solches System heilt achromatisch fiir den durch (7)
gegebenen Objektpunkt.

Sei ein fiir einen Objektpunkt achromatisches System gegeben.
Dann wird im allgemeinen fiir eine beliebige dritte Farbe die Léngs-
abweichung nicht verschwinden. Die GréBe der Langsabweichung fiir
eine dritte Farbe bezeichnet A. K6N1G (2) mit W (2) und nennt W (2')
das sekundire Spektrum.

Zum SchluB sei noch bemerkt, daB die Wahl der Farben, fiir die
man ein optisches System achromatisieren will, von dem Zweck abhingt,
fir den das System gebraucht wird. Bei einem System, bei dem man
subjektiv beobachten will, wird man gut tun, C und F zusammenzu-
legen, wihrend man in photographischen Systemen meist Strahlen
der D und G’ entsprechenden Wellenldngen zusammenzubringen sucht.

Die Bedeutung von Vg’ fiir den Fall, daBl die Lingsabweichung
nicht behoben ist, wird S. 107 untersucht werden.

~

(it — 1) (5 —3)

Die Realisierung der GAUsSischen Abbildung.

§ 18. Die Zusammensetzung GAUSSischer Systeme.
Ein Gaussisches System sei durch seine Abbildungsgleichungen!?
% =%% + mé,
n &) = % + vymé

(1)

1 Wir schreiben von jetzt an immer nur die Gleichungen fir ¥ und § hin.
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gegeben. Y’l sei der objektseitige, P; der bildseitige Koordinatenanfangs-
punkt. Die Umgebung des bildseitigen Anfangsstrahls werde durch ein
zweites Gaussisches System mit den Abbildungsgleichungen

Ky = Ho Xy + Mooy, @)
np&p = Ha Xy + VoM &y

abgebildet. Fallen die bildseitigen Koordinatenebenen der ersten Ab-
bildung nicht mit den objektseitigen der zweiten iiberein, so drehen
wir die Koordinatenebenen der zweiten Abbildungen objekt- und bild-
seitig, bis diese Ubereinstimmung erzielt ist. Die neuen Abbildungs-
gleichungen stimmen in den Koeffizienten mit (2) iberein; wir kénnen
also von vornherein voraussetzen, daB die x,- und #-, 3,- und y;-Achsen
parallel sind.

Koordinatenanfangspunkt fiir die zweite Abbildung sei objekt-
seitig P,, bildseitig Pj. Die Strecke P, P, habe die Linge b,,.

Bei unserer Bezeichnungsweise ist

Ny = Ny = Mg,
::. 2 12 } (3)

& =& =&,

Dann bestehen die Beziehungen
v — _121_2_ ’ e
Yo =%, ”151»} )

Ny &y = n &
([ %y Ay 1 _ b
Setzen wir =Q,, =a,, My | = Ay, , so lauten
M1V M3 Vs 0 1

die Gleichungen (1), (2) und (4) in der Matrizensprache wie folgt:

% %, EA %y Xy %7
=@ R = , = A, .
(”’1 Ci> ! (”1 Cl) (’”2 CIz) ? (”2 Cz) (”2 52) ("i 5'1) ®

Wir nennen @ die Brechungsmatrix, Ay, = Ay, die Ubergangsmatrix.

Dann wird
£ %
=@, 4,,D . 6
(n;s;> vl (ns) ©

Fiir die Zusammensetzung endlich vieler Systeme erhilt man analog

! x
R
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Folgende besondere Brechungs- und Ubergangsmatrizen spielen in
der Gaussischen Optik eine Rolle:
de

o & 5 L ' 0ok

% 2N Jﬁ?’i 4
] 'z
G
Abb. 29. Zusammensetzung GAvssischer Systeme. (H =Hauptpunkt, F=Brennpunkt, K= Knotenpunkt.)

Die Bremnpunkisdurchrechnung.

Koordinatenanfangspunkte seien die Brennpunkie IF;,F;. Die

Strecke F, F,,, werde mit g, ,,; bezeichnet. Wir finden

1 Brorit
0 —— ] —2xeprt
@y = Py ) A'y‘y-[-]_ = (O IS (8)
p, 0 0 1 :

Die Rechnung wird unbrauchbar, wenn eins der Systeme brenn-
punktlos ist.

ﬂ

1

Yy ¥

Die Hauptpunkisdurchrechnung.
Koordinatenanfangspunkte seien die Hauptpunkte H, H’. Die
Strecke H, H,., werde mit 4, ., bezeichnet. Wir finden

1 0 ‘ _gmw-l
¢>y=( ) Morir={1 7). 9)
e, 1 0 1

Die Knotenpunkisdurchrechnung.

Koordinatenanfangspunkte sind die Knotenpunkte K,, K,. Die
Strecke K, K, ., werde mit m, ,.; bezeichnet. Wir finden

n, ~
n:' Y 1 My

S, =" 1 Aypp1 = Pyivsa | (10)
7 0 1

v

Die Durchrechnung mittels einer Schar konjugierter Punkte.

Durch das »te System werde der Punkt P, nach P, abgebildet mit
der VergroBerung g, ,_,. P, falle mit P, ,; zusammen. Wir finden

?, = (ﬁ”“ ‘ ) Aypis = (1 O). (an
/2% ﬁv—l,v 0 1
Aus (8) bis (11) erhilt man fiir die Brennweite eines aus zwei Teilen
bestehenden Systems
P=—50¢:10: -
¢ = @1+ @, —%(p1¢2: (12)

Bp@ = W@ +ng, — Mmyp P2
@ = (@1 + Boo®2) fos -
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§ 19. Die Durchrechnung der Umgebung der Achse durch ein
rotationssymmetrisches System.
Wir betrachten eine rotationssymmetrische brechende Fliche und

die Umgebung ihrer Achse. Die zugehérige Abbildung ist, wie wir am
SchluBl des zweiten Teiles sahen, Gaufisch. Wir wollen die zugehorigen

SCHLEIERMACHERschen  Formeln
untersuchen. /
Ein Flichenelement senkrecht . s
zur Achse im Scheitel S der Rota- 4, i »
tionsfliche (threm Schnittpunkt [
mit der Achse) wird auf sich selbst |
Punkt fir Punkt (8’ =1) abge- ! \
bildet. Der Scheitel ist also B g o
objekt- wie bildseitig Hauptpunkt. 5y - "
Strahlen durch den Kriim- - -
mungsmittelpunkt C des Flichen- A" 3%, %2 % Prestungs: wd Oberganiormcn

elements haben die Richtung der
Flachennormalen, gehen also ungebrochen durch die Fliche (y’ = 1).
C ist objekt- wie bildseitig Knotenpunkt. Sei der Halbmesser SC =7,
so folgt aus §16 (23)
n—n

4
w—n n nr , 'y (1)
= f:_n’mn’ fzn’——n'

Fir die Hauptpunktsdurchrechnung (Koordinatenanfangspunkt
beidseitig im Flidchenscheitel S) wird

¢=<%,1n O)- @
” 1

Fir die Knotenpunktsdurchrechnung (Koordinatenanfangspunkte
beidseitig im Kriimmungsmittelpunkt C) wird
n
w 0
o = : 3)

n —n

nl
v n.
Fir die Brennpunktsdurchrechnung (Koordinatenanfangspunkte in

den Brennpunkten F,F ") wird

¢ = : (4)

Sei s, s” die Entfernung eines Objekt- (Bild-) Punktes vom Flichen-
scheitel, ¢, ¢’ vom Mittelpunkt, 2, 2z vom Brennpunkt, so, ergibt sich
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W n - , ns' ;
s s T r p= w's’ V=
/ / !
n W o —n , ¢ ’ ne
TS T = o V=we ()
? .2 i = 7
s nny ’ f ’ Z f
B —= — ———— = — - = ==
ZpZp (# — n)2’ 18 7’ 14 7 2

Sei ein System von rotationssymmetrischen Flichen mit gemein-
samer Achse gegeben, sei d,,,, der Abstand zweier Flichenscheitel,
¢,,»4+1 der Abstand zweier aufeinanderfolgender Mittelpunkte, g, ,q
der Abstand F, F,,;, so gilt

’
Sy41 = S» — d'y, v4+1

Cv+1:c‘:‘—mv,v+l’ (6)

E‘y+1 = Z,’, - 'g."y, v41-
. (6) sind die zu (5) gehérenden Ubergangsformeln. Es bestehen die

Bezieh

eziehiungen mv,v+1=dv,v+1+rv+l—7v’ (7)
gv, y+1 ™ dv, rv+1 + fv+1 - f;' .

Aus (5) folgt noch fiir VergréBerung und WinkelvergréBerung durch

mehrfache Anwendung

ﬂ'_ﬁ3{52’"'52:01’%“'0;_(_l)nfxfz'“fz_(_l)le'zz'"'z;,
77’3152"'5){ 6162-"01 2122...2;{ fl’fgf.;{ (8)
yr: S152° Sy M C1CettCy ___2122"'};{': hitae- 1y
51’52’...5; 11’51’52'...5;{ fl’f?:..f; 21'22’...2;:

An Stelle der Durchrechnungsformeln (5), (6) wird es im allgemeinen
bequem sein, gleich die Matrizenformeln § 18 (8) bis (11) zur Durch-
rechnung zu benutzen; mit ihrer Hilfe hat man sofort die Durchrechnung
aller Punkte des Hauptstrahls. Besonders einfach werden diese Durch-
rechnungsformeln in folgenden Sonderfillen.

Das diinne Linsensystem.

Alle Dicken d, ., seien gleich Null. Dann fallen die Linsenscheitel
zusammen!. Man kann alle Ubergangsmatrizen bei der Hauptpunkts-
durchrechnung fortlassen, kann die Brechungsmatrizen ausmultipli-
zieren und bekommt, wenn man den Koordinatenanfangspunkt objekt-
wie bildseitig in den Scheitel legt,

¥=ux,

nré;/:Z”;:"rx_‘_né-. (9)
1

1 Ein derartiges System, das man als diinnes Linsensystem bezeichnet, kann
man natiirlich praktisch nicht herstellen. Doch kénnen die entsprechenden ein-
fachen Formeln sehr gut zu Niherungsrechnungen fiir nicht allzu dicke Linsen
benutzt werden.
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An Stelle von (5) und (6) finden wir

ns'

[z 4 ” , s
Lot YR p=S V=% (0

ws’

Betrachten wir insbesondere eine diinne Linse vom Brechungs-
exponenten %, die beiderseitig an Luft grenzt, und bezeichnen die zu-
gehorige Brechkraft mit ¢,,, so wird

1 1
o= (n—1) (=) (11)

71 72
Ein diinnes Linsensystem, das beiderseitig an Luft grenzt, kénnen
wir uns aus solchen diinnen Linsen zusammengesetzt denken. Dann wird

x—1

@ = Zl’%,m- (12)

Das konzentrische Linsensystem.

Alle Flichen moégen denselben Mittelpunkt haben. Dann benutzen
wir die Knotenpunktsdurchrechnung. Es ist fiir alle Flichenm, ,.; = 0.
Der Koordinatenanfangspunkt liege objekt- wie bildseitig im gemein-
samen Mittelpunkt; wir finden aus (5)

n
¥=—x
w77
®
' = E' gy — Ty ” & 13
e = n,n,’,r,,x—i_?n_ ’ (13)
1
1 1 _ T n,—mn,
w'd  mce n, nly,

Die dicke Linse.

Fiir eine dicke Linse, die beiderseits an Luft grenzt, erhalten wir
bei der Hauptpunktsdurchrechnung

¥ = (1-n_ld>x~—%f,

n 7y
(14)
F=o-n[; — )+ indr (e 5,
also
e[l fatgte
g ( —nn—,,lld)—%sl ’
. % (15)
_(n_l)[;l;_% :rlid}r%(urnmld),
(p_(n—l)[l 1 (n—l)d}
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Fiir eine ebene Fliche sind die Flichennormalen parallel zum
Anfangsstrahl; die ebene Einzelfliche liefert ein brennpunktloses System
mit der VergréBerung 8’ = 1. Man kann die allgemeine Hauptpunkts-
durchrechnung beniitzen, wenn man fiir die ebene Fliche in den be-

treffenden Formeln % durch Null ersetzt.

§ 20. Die Farbenfehler in rotationssymmetrischen Linsensystemen.

Betrachten wir zunichst eine diinne Linse in Luft. Der Linsenscheitel
ist selbstverstindlich von beiden Farbenfehlern frei. Die diinne Linse
ist daher entweder stabil achromatisch, oder sie ist fiir keinen Punkt
chromatisch zu korrigieren. Man findet fiir die Farbenlingsabweichung
Vs’ bzw. flir die FarbvergroBerungsdifferenz V §':

w9l gyl 1 @Y
VS’=S’S’V?=S’S/<;“—;“>V”:3,3,V(P12,
1 2
. y v (1)
L ¥Y 1 ¥¥s1 1 o4
e e N AR N

Sei n der Brechungsindex fiir eine Wellenldnge zwischen den beiden
von uns beniitzten Farben, und filhrt man nach ABBE die Material-
konstante », den ,,»-Wert” der Substanz,

n—1

Vn

(2)

——
ein, so kann man (1) schreiben

V/__vlt‘er _ v P12
S =33V @,=755E,
3)

K
Ve = 5 Voo =
Insbesondere gilt also

Vs = 22, )

V12
worin ¢, die Brechkraft fiir die mittlere Wellenlinge darstellt. In
Tabelle 2, S. 3 sind in der letzten Spalte die »-Werte fiir einige Substanzen

1 o, . . "
<und zwar fiir y = Z’_ ng) dargestellt. » ist im allgemeinen eine positive

Zahl zwischen 25 und 70.
Es sei jetzt ein System diinner Linsen gegeben. Man findet

x—1
% _ % NV P01
Vs—ssl7<p—ssZ—*—— ’
1

Vi, ae1

x—1 (5)
¥ v Pr.a+1
S S 55 Lhe 2T
Vﬁ s Ve = s 7 Vi

Setzt man formal

ASTIRST

Ve=—+, (6)
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so kann man auch einem Linsensystem einen »-Wert zuordnen. Das
Linsensystem wirkt im Gebiet der Gaussischen Optik genau so, als ob
man eine diinne Linse von der Brechkraft ¢ und aus einem Material
mit dem »-Wert ¥ beniitzte. Im Gegensatz zur ,,Natur* kann man durch
diesen Kunstgriff , Linsen mit beliebigem positiven oder negativen
y-Wert erzeugen. Ein stabil achromatisches diinnes Linsensystem hat
den »-Wert oo. Insbesondere kann man bei vorgegebenen »-Werten
aus zwei Linsen ein stabil achromatisches System beliebiger Brennweite
erzeugen. Die Brennweiten der Teilsysteme ergeben sich durch Auf-
16sen der Gleichungen
e fao, |
12 23 (7)
Prot Qs = - J

Bei Linsensystemen mit endlichen Abstinden hat L. Semer (I)
elegante Summen-Formeln fiir die beiden Farbenfehler gegeben (siche
z. B. S. Czapski, S.292).

Wir verzichten hier auf die Ableitung dieser Formeln, da die im
vorigen Abschnitt angegebene Durchrechnung, fiir zwei Farben aus-
gefiihrt, AufschluBl nicht nur iiber die Abbildung eines Punktes gibt,
sondern gleichzeitig alle Punkte durchzurechnen gestattet.

Wir wollen zum SchluB fiir ein stabil achromatisches diinnes Linsen-
system das sekunddire Spektrum (s. S. 68) untersuchen.

Seien 7, # die Brechungsindices einer Linse fiir die Farben, fiir die
das System achromatisiert wurde, sei # der Brechungsindex fiir eine
dritte Farbe, dann setzen wir

=9 (8)

und sprechen vom @#-Wert fiir die dritte Farbe. Fiir das sekundire
Spektrum ergibt sich dann

¥ Z’ @i 4+192, 241 )
Vi, i+1
mit der Nebenbedmgung
Pia+r1 0.
Vid+1

Fiir die weitere Diskussion dieser Formel sei auch auf A. K6N1G (2)
in S. CzAPSKI verwiesen.
Fiir viele Glasarten ist & nach A. KONIG (2) linear von » abhingig.

d=Ay-+ B, ' (10)

worin A und B vom Mittel unabhingige Konstanten zu sein scheinen.
Fiir diese Substanzen gibt (9)

W(E)=3¥4gp, 11)
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d. h. fiir nicht brennpunktlose Systeme ist die Aufhebung des sekun-
diren Spektrums nur mdoglich, wenn man nicht die durch (10) gegebenen

Glassorten benutzt.

§ 21. Durchrechnung eines Strahls durch ein System ebener Spiegel.

Um zum SchluB noch ein Beispiel fiir eine nicht rotationssymme-
trische Gaussische Abbildung zu erhalten, betrachten wir einen ebenen
Spiegel und einen Anfangsstrahl, der unter dem Winkel ¢ einfalle; der

A

L2t E

Z

Abb. 81. Spiegelung eines beliebigen Strahls an

einer Ebene.

austretende Anfangsstrahl bildet mit
der Flichennormalen den Winkel 7’
und liegt mit ihm in der gleichen
Ebene.

Wir wihlen unser Koordinaten-
system objekt- wie bildseitig so, da8
die Koordinatenanfangspunkte beid-
seitig im DurchstoBungspunkt des
Strahls mit dem Spiegel liegen. Die
z-Achse habe die Richtung des
Anfangsstrahls, wihrend die x-Achse
auf der Einfallsebene senkrecht
stehe.” Ein Nachbarstrahl ist durch
%, 9, & nbzw. x', y', &, 0’ gegeben.
Wirsuchen die Beziehungen zwischen
diesen GroBen.

Wir fithren ein Hilfskoordinaten-

system ein, dessen z-Achse die Richtung der Spiegelnormale habe, wih-
rend die %-Achse auch auf der Einfallsebene senkrecht stehe. Der An-
fangsstrahl hat objekt- (bild-) seitig die Koordinaten

a: 0,

0,~;

8:0,sins, ~;

a:0,

8:0,sint, ~.

OJN’

Ein Nachbarstrahl habe die Koordinaten

vy bl

8: £,sini+7,~;
Aus dem Reflexionsgesetz folgt jetzt

E+¥=0,
i+ =0,
also schliefllich
: ¥ =z,
§’ = - E 3

oder in Worten:

’

W F, Y = ~;]

" cosd’’

B (1)

8 5’,sini’+1~7’,~.[

¥=%,

.~ } 2

y =%,
Y=y,

’ 3
n = “’7:} @
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Die Abbildung der Nachbarschaft der Umgebung eines Strahls
durch einen ebenen Spiegel ist eine brennpunktlose Gaussische Ab-
bildung mit der VergréBerung g’ = 1.

Betrachten wir jetzt ein System ebener Spiegel, deren Schnittlinien
parallel sind, und einen Strahl, der in einer Ebene senkrecht zu den
Schnittkanten verlduft; in diesem Fall stimmen die Einfallsebenen
zweier aufeinanderfolgender Reflexionen iiberein. Sei e, ,,; die Ent-
fernung des vten und (v 4 1)ten DurchstoBungspunktes mit dem
Spiegelsystem, dann wird die Abbildung durch

% i
(é’): Az A A’””‘((— 1)“5)
_ (1 S(— l)wdr,V-i'l)( % ) ; @)
0 1 (—1*¢
¥ =%+ (= 1)ttd, & Yy =y 4+ (= Dtld, an;
&= (— & o= (— =g.

Hat das Spiegelsystem nicht mehr fiir den Anfangsstrahl eine allen
Flichen gemeinsame Meridianebene, dann kann man nach dem
Satz von. der Zusammensetzung Gavussischer Abbildungen selbstver-
stindlich immer noch die Gleichungen (4) als Abbildungsgleichungen
betrachten; nur fillt in diesem Fall die Ebene x’ = 0 nicht mehr mit
der Einfallsebene der letzten Reflexion zusammen. Mégen ‘die Einfalls-
ebenen der yten und (v + 1)ten Reflexion den Winkel 4, ,,; mitein-
ander bilden, dann bildet die Ebene x" =0, die zu den Abbildungs-
gleichungen (1) gehért, mit der letzten Einfallsebene den Winkel
- 2 19r,'u+1 .

Zu beachten ist, daB bei dieser Zusammensetzung von Abbildungen
die z-Achse immer die Richtung des Lichtstrahls hat.

Die orthogonalen Systeme.
§ 22. Die allgemeinen Gesetze,

Gegeben sei ein Anfangsstrahl, und auf ihm objekt- wie bildseitig
je ein Anfangspunkt, die aber nicht konjugiert seien. Unter diesen Voraus-
setzungen koénnen wir die Brunsschen Punktkoordinaten beniitzen.
Nehmen wir an, die Abbildung sei orthogonal, dann kann man wegen

§ 15 (25) die x, y- bzw. x’, y"-Achse so legen, daB gilt
nf = —ayx—agy, NN = —dypy — Ay,
WE = ap¥ -+ apy, W' = ayy+ ayy'.

(1)

Da zu einem Objektstrahl ein und nur ein Bildstrahl gehéren soll,
muB in diesen Gleichungen a,5 5 0, a,4 == 0 sein. Ist nur diese Voraus-
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setzung erfiillt, so kann man die sechs GréBen erster Ordnung, die in (1)
vorkommen, beliebig wihlen.

Gleichung (1) lehrt, daB es bei der orthogonalen Abbildung zwei
ausgezeichnete Paare von Ebenen durch den Hauptstrahl, die sogenann-
ten konjugierten Hauptschnitte der Abbildung gibt. Der Bildstrahl eines
Strahls in der x,z-Ebene (y =# =0) liegt in der #’, z’-Ebene
(y' = 5’ =0), der Bildstrahl eines Strahls in der y,z-Ebene (x =& = 0),
liegt in der ', z2"-Ebéne (¥ =§&' =0). Alle Strahlen in den Haupt-
schnitten sind Stigmatstrahlen.

Aus (1) folgt der Satz von LippicH:

Projizieren wir bei einer orthogonalen Abbildung einen Strahl auf
die Hauptschnitte, so sind die Bilder der Projektionen die Projektionen
des Bildstrahls auf die konjugierten Hauptschnitte.

Wir sehen: In einem Orthogonalsystem ist jeder Punkt des Anfangs-
strahls Orthogonalpunkt; denn die durch ihn gehenden Strahlen, die
in den aufeinander senkrechten Hauptschnitten verlaufen, sind jeden-
falls Stigmatstrahlen.

Mit Hilfe der Transformationsformeln

L R N _ My — Oy O
"~ a,’ A a,’ a V= a
13 13 13 13 (2)
. S N _ T %% Ou
i agy ' YR ! o @24
kann man aus (2) die SCHLEIERMACHERschen Gleichungen
4 o ’ )
¥ = xx + Ank, y = %y + ,Any, } )
! ~ 1.1 -
nf’:llux—l—,vnf, 7”7 :m“y‘l‘u'”“'l
erhalten, mit
SV — Illﬂ = "W - //A’mu =1. (4)

Bei einer Parallelverschiebung des objektseitigen Koordinaten-
systems um z, des bildseitigen um 7’ #4ndern sich die Koeffizienten
gemil § 16 (8Db), also

x = ’— : ,,ﬁ:”%—-ulu%,

~ 7 3 4 ~ / 7 z
,A:,A—,v£;+ R T e R %2’7
/1‘2 :nu’ ma :mu’

r=p+ p—, ,,17=,,v—|—,,,u—z—.

Die Transformationsformeln zeigen, daf die Gleichungen (3) auch
noch brauchbar bleiben, wenn wir die Koordinatenanfangspunkte in
konjugierte Punkte bringen, wenn also entweder A oder , A verschwinden.
Sind beide Z= 0, so kann man mittels

()
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[ort

—5 =5
1 P (6)

’ Ay ==
A

~

Ay = v Ayo =
11 s 13
A
N%

Agp =

, Ay = — %
14 ” "

wieder zu den Brunsschen Punktkoordinaten zuriickkehren.
Einem Objektpunkt z sind die beiden Bildpunkte konjugiert, die

sich aus P x
/Z' - O » Il}‘ = 0
oder _
A4 % Z
A_ T
nl + 2 )
) e
"
k ™)
"Z/ _ Hl + "t 7
w z
"v + it ;

ergeben. Die von einem Objektpunkt ausgehenden Strahlen bilden im
allgemeinen bildseitig ein halbstigmatisches Biindel. Die Hauptschnitte
des Biindels stimmen objekt- und bildseitig mit den Hauptschnitten
der orthogonalen Abbildung iiberein. Die WinkelvergréBerungen des
ersten und zweiten Stigmatstrahlenbiischels ergeben sich zu

n

z
0” = </,V + /M?) '’
’ zZ\ =
IIV = <”’V + uﬂX)W'
Wir legen den Koordinatenanfangspunkt objekt- und bildseitig in
ein Paar konjugierter Punkte. Die zugehérigen Stigmatstrahlen mégen
im ersten Hauptschnitt liegen, d. h. es sei

(8)

x’:;tlli;ix) y,:u;‘y—l_uinn;
(9)

’ ’
n’g’:,ﬂx_l_ﬂ’;yng’ ~”"’7’=~lzy+ u;n’r]'
Wir sehen: die Linien _
x=C,
n (10)

sind im Sinne GULLSTRANDs abbildbare Linien. Die Projektionsver-
groBerung ist gegeben durch

1
B =— F; (11)
g + /.u_n‘
analog g — 1
=z

W+ it 7
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Nur wenn der Objektpunkt der Gleichung entspricht

,l—l—,%% Il}'—‘r u”%
= 7 (12)

z

z
Iv+/l~t—n' ,,’V+ H.u';

(IA ,,'V - Illlv) +% (IA /Ilu - Ill Ilu + l% ”’V - I/%lv)

Z\2

+ (—) (2 ,p— ,ot,u)=0.

n

fallen die halbstigmatischen Bildpunkte zusammen. Durch (12) sind
also die Stigmatpunkie gegeben.

Ein orthogonales System hat zwei Stigmatpunkte, die nicht not-
wendig reell sind.

Seien die Stigmatpunkte reell und legen wir unsern Koordinaten-
anfang- objekt- wie bildseitig in einen Stigmatpunkt, so finden wir

’ ~ y_ =
¥ =jxx, Yy o=,%y,

;- 1 ~ 1 13
wé = px+-=né, ”’77’:,,/43’4'7;”77- 13

Die Abbildung ist unverzerrt, nur wenn x =  »x ist; dann folgt aber
aus (12), daB das System entweder Gaupisch ist (u = u) oder wir
haben nur diesen einen Stigmatpunkt (ABBE).

Ist die Abbildung verzerrt, so ist der zweite Stigmatpunkt durch

z _ 1;‘2 - H;é2

7 - /;‘ ui (/i Hﬁ - u% nii) (14)
gegeben. Die VergroBerungen, mit denen die beiden Stigmatpunkte ab-
gebildet werden, ergeben sich zu

y _ =
//3 =%, uﬁ’ =% .
bzw. o . S . (15)
‘31 — i (/"7 nld — % hu) ﬁ, — ” (l" wh — % nu)
’ /7? //1 — % uﬁ " I"2 hu - N;é mE ’

Gleichung (15) lehrt uns: Bei einem Orthogonalsystem mit zwei

reellen Stigmatpunkten ist die Verzerrung % in den beiden Stigmat-

"

punkten reziprok zueinander [ABBE (4)].

Ju oder  u = 0 kennzeichnet in (1) die halbbrennpunktlosen Ortho-
gonalsysteme, u =, u = 0 die brennpunktlosen Orthogonalsysteme.
Im letzteren Fall ist der unendlich ferne Punkt Stigmatpunkt.

Die Realisierung der orthogonalen Abbildung.

§ 23. Die Zusammensetzung orthogonaler Abbildungen.
Zwei orthogonale Abbildungen, die man zusammensetzt, konnen im
allgemeinen nur dann wieder eine orthogonale Abbildung geben, wenn
ihre Hauptschnitte im Zwischenmittel zusammenfallen. Es seien die



§ 24. Der Anfangsstrahl schneidet alle brechenden Flichen senkrecht. 8]

Koordinatenanfangspunkte der ersten Abbildung 131 im Objektraum,
P im Zwischenraum, die der zweiten Abbildung P, bzw. P}. Ist die
Linge der Strecke PP, = &,,, so ergeben sich die Durchrechnungs-

A

by

’ / x’
X7 R 72 ¢

. ’
L };/ ’2 Zg ‘Z,

A
Abb. 32. Zusammensetzung orthogonaler Abbildungen.

formeln fiir die Abbildung des zusammengesetzten Systems mit Koordi-
natenanfangspunkten in P, und P}, zu

x x %, A,
= 0,4, @ D, ={""""),
(nl 5/) 2412 71 (’ﬂ 5) (,,uv '%’)
mit
y, & N%V n}"’ ’
( ’ ;) = u¢2 Alz /1¢1< ) ~¢v = ( )1 (1)
n 1] n 7] \//IMV "
— %
Al? = (1 (GT )
0 1,

Analog finden wir fiir eine Abbildung, die aus endlich vielen ortho-
gonalen Systemen zusammengesetzt ist, deren Hauptschnitte in den
Zwischenmitteln tibereinstimmen,

x %
(n, 5,) = ,¢n An,n—l ,¢x—1 ce ,¢1 (% 5):

< %/ I) = //(D" A“y“—l u¢’<*1 ce u@l< y )'
w1 nn

(2)

§ 24. Der Anfangsstrahl schneidet alle brechenden Flichen
senkrecht.

Wir betrachten zunichst eine Einzelfliche, die von dem Anfangs-
strahl senkrecht getroffen wird. Die Hauptschnitte der brechenden
Fliache sind jedenfalls in erster Anniherung als Symmetrieebenen auf-
zufassen; die Abbildung ist also orthogonal. Ein Flichenelement durch
den Flichenscheitel S senkrecht zum Anfangsstrahl wird mit der Ver-

Herzberger, Strahlenoptik. 6
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groBerung 1 unverzerrt auf sich selbst abgebildet; S ist also Stigmat-
punkt mit der VergroBerung B’ = ,6p° = 1. Die Strahlen im ersten
zweiten) Hauptschnitt durch den ersten (zweiten) Kriimmungsmittel-

Abb. 33. Brechung eines diinnen Strahlenbiindels mit senkrecht einfallendem Anfangsstrahl an einer
Fliche mit doppelter Kriimmung.

punkt gehen ungebrochen durch die Fliche durch; wir finden daraus
als Abbildungsgleichung

¥=ux, Y=y, ]
7 et n—n n —
W = il ="y |
Sei eine Linsenfolge mit gemeinsamen Hauptschmtten gegeben; wir
betrachten die Umgebung der Linsenachse. Sei die Entfernung zwischen

den Linsenscheiteln 4,,,,,, so ergibt sich die Abbildung, wenn der
erste und letzte Linsenscheitel Koordinatenanfangspunkte sind:

’ Z - =
(fvl):(,x,)(x):l¢nAn.n—l"'r®l(x):
n & My \né ng ,
’ y) : e
(?’ ) (;,”,,)( )Z,,¢nAu,u-—l'.'n¢1<y) l
nn Y nn
mit
1 O ' ]. O 1 __d‘m‘y+1
djr: ” _”v u¢r: ” —nv Aw y41 n”""rl . (3)
f a1 Pl ’ 0 1

Sind insbesondere alle Linsendicken Null, haben wir also ein diinnes
Linsensystem vor uns, so kann man (2) ausfithren. Man erhilt

¥ 1 0\ / » [y / 1 0\ /vy
) el

"'y

(1)

(2)

Ein orthogonales Linsensystem kann natiirlich auch eine Gaussische
Abbildung geben. Dazu ist im allgemeinen notwendig:

/% = u%-‘ /}' = u}’ ’ uu = mu 4 ,’V = u’” * (5)

Gleichung (5) stellt wegen §22 (4) nur drei unabhingige Bedin-
gungen dar. In diinnen Linsensystemen geniigt die Erfiillung der einen

Bedingung
S —m)(5-—=-) =o0. (6)

ry "y
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Zu bemerken ist noch, daf3 die hier abgeleiteten Gleichungen noch eine
Ordnung weiter gelten, wenn alle brechenden Flichen zwei Symmetrie-
ebenen haben. Dann und nur dann sind bei der Abbildung die Flichen-
elemente senkrecht zum Ausgangsstrahl vor den anderen ausgezeichnet.

Das diinne Linsensystem mit gemeinsamem Hauptschnitt hat selbst-
verstindlich, wenn es nicht Gaufisch ist, nur den Scheitel als unverzerrt
abgebildeten Stigmatpunkt; ein dickes Linsensystem mit gemeinsamem
Hauptschnitt wird im allgemeinen zwei Stigmatpunkte haben, in denen
zur Achse senkrechte Flichenelemente verzerrt abgebildet werden
(Lachkabinett!). Ein solches Linsensystem kann natiirlich umgekehrt
zur Entzerrung (Anamorphose) verzerrter Bilder benutzt werden.

§ 25. Der Anfangsstrahl liegt in einem Hauptschnitt, der allen
brechenden Fldchen gemeinsam ist.

Wir betrachten zunichst wieder eine Einzelfliche und einen Strahl,
der so gelegen sei, daB3 die Einfallsebene mit einem Hauptschnitt der
brechenden Fliche zusammenfalle.

Dann ist die Einfallsebene in erster Ordnung eine Symmetrieebene
der Abbildung. wir haben also eine orthogonale Abbildung vor uns. Die
Ebene durch den Hauptstrahl senkrecht zur Einfallsebene bezeichnen
wir als Sagittalschnitt, die Einfallsebene selbst als Meridianschnitt.

Wir betrachten zunichst ein Koordinatensystem, dessen Anfangs-
punkt der DurchstoBungspunkt unseres Anfangsstrahls mit der brechen-
den Fliche ist, dessen z-Achse die Richtung der Flichennormale hat,
und dessen #%-Achse auf der Meridianebene senkrecht steht. In bezug
auf dieses Koordinatensystem hat der Anfangsstrahl bzw. ein ihm be-
nachbarter Strahl die Koordinaten

0: 0,0, 35:0,sind, a3: 0,0, 3:0,sin7,

. < . - . 5, . 1
a: %y, 8:&sini4+7, d:% 7y, & :& sinid+7. )
Die Flichennormale im Punkt %, ¥ hat die Koordinaten

0: —, 2L, (2)

7! rm
wenn #, bzw. 7,, der sagittale bzw. meridionale Krimmungsradius ist.
Das Brechungsgesetz lehrt uns den Ubergang

ﬁ’f 5},:5/:

I

%,
vz L p T A ~
nf—zx-kn&, Wi =,y +nn, (3)
w'sin (1 — ') msin (i — ')

sin ¢ T sind

I"=mwn'cost’' — ncosi =

Die Formeln (3) sind noch nicht die von uns gesuchten Formeln,
denn die z-Achse stimmt weder objekt- noch bildseitig mit dem An-
fangsstrahl iiberein. Wihlen wir jetzt objektseitig ein Koordinaten-

6*
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system, dessen z-Achse in Richtung des Anfangsstrahls liegt, dessen
y-Achse in der Meridianebene, wahrend die x-Achse in der Sagittal-
ebene liegt, so haben wir als Transformationsformeln

¥ =%, y = §Cos1,
ot m b, |
(4
bzw. X = 56", yr — 5/ COS il’ )

nl&l — M/E’, nlnlr _~1¥ w 7~7/'

“cos ¢’

SchlieBlich wird, in Matrizensprache,

c=e ) () =me () e
n’E' 1’1«5 nnr ny
mit 1 0 (cosi 0
S, =|r , I, = 1 |,
) (7,— 1) 0 cos ¢ l
10 cost O
S, =T ik I, = 0 1_, .
Ym Cos 1

Wir wollen I, I’ als Einfalls- (Austritts-) Matrix bezeichnen.
Wir gewinnen schlieflich, wenn wir die Rechnung ausfiihren, die

(6)

Formeln , cosi
X =%, y - Y
cos @ 7
n,é,_Fx_an Wl — +cosi (7
o ’ n= ¥m COS 1 COS 2/ YT os?

Wir sehen, bei der Abbildung durch eine Fliche ist wieder der
DurchstoB8punkt Stigmatpunkt. Diesmal ist seine Abbildung aber ver-
zerrt. Es gibt also noch
einen zweiten Stigmatpunkt.

Einem Punkt in der Ent-

fernung s; = s, vom Durch-
stoBpunkt sind bildseitig
durch die Meridionalstrahlen
und Sagittalstrahlen zwei
Abb. 34. Brechung cines diinnen Strahlenbiindels um einen konjugierte Punkte in der
Meridianstrahl an einer Fliche mit doppelter Kriimmung. , ,

Entfernung s; bzw. s, zu-
geordnet; die entsprechenden VergréBerungen seien 8, und f; bzw.
vy, und p;, dann haben wir

w _on r A
=t =27, .
n’cos?i’ mcos?i | I , _ mshcosi (8)
st Sm +a’ ﬂm“n’smcosi"

Beziechungen, die zuerst THOMAS YOUNG (I) aufgestellt hat.
Betrachten wir jetzt ein System aus mehreren Flichen, aber mit
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gemeinsamem Hauptschnitt. Sei die Entfernung zweier Durchstof8-
punkte ¢, ,,,, dann gilt, wenn wir die Koordinatenanfangspunkte in
den ersten bzw. letzten Linsenscheitel legen,

( x,>=¥/nsdn,n—1¥,n—ls Alzgfls(x)’

g né
- (9)
y' y
’ = Y/nmAn,n—l':pn--l, m Alzg,lm
n'y ny
mit ;
Cos 1, 0 \
;2
o 1 COos 7,
iy =Ly Py Ly = r, cosi, |’
Ymy COS T, COSE,’ cos i) (10)
1 0 €y, v+1
1 - —’H——
¥, = £ 1 = Qs, Av, v+l — v, v+l
ey 0 1
Wollen wir nur einen Punkt durchrechnen, so kommt zu (8) hinzu:
’
Sv+1,s =Svg — 6 4115
’
S'y+1, m= Svm — ev,v+1’
ﬂ’: nsigsés e 5;;3
S W sy Ses ot Sys
/3, NS imShm c Skm COS %y COS Gy + - - COsig (ll)
T WS mSam 0 Sym COST,COST, -+ - COSTL’
1 __S18S3s "t Sys
ys Siasés"'S;s’
, SymSgm *** S,m COS%}COSTy + « - cosi/,
Ym = SimShm *** Shm COST COSTy » « + COSE,

Wir wollen eine Anzahl von Sonderfillen durchsprechen. Betrachten
wir zunichst die Durchrechnung eines Meridianstrahls durch ein System
von Kugelflichen mit gemeinsamer Achse.

Die Ebene durch Anfangsstrahl und Achse ist in diesem Fall der
allen Flichen gemeinsame Hauptschnitt, den wir als Meridianschnitt
bezeichnen. Wir kénnen die oben abgeleiteten Formeln ohne weiteres
verwenden, wenn wir beachten, daB hier

iSt. Tmy = 7’s'y =1, (12)
Sind alle e,, ., = 0, so haben wir ein fiir unsern Meridianstrahl

diinmes Linsensystem vor uns. Wir koénnen die Multiplikation der Ma-
trizen (9) explizit ausfithren, und erhalten

7 1 0\/«’
"'5’)~ ¢ 1 "5)
, cos 1), cost),_, -+ coSif

(13)

__ [ cost,cost,_y -+ cOST, ] .
- ’
COS?y *++ COS?
1! 1 ”®
n e, T, n
\ n Pm Costf «++ cosil n
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mit
__Cosij --- cosiy Iy cos?iy g -+« cos?i,
Pm COSiy v+ COST, LJ ¥, COS27) - - cos?i)_ 7
(14
S
s v
? v,
Wird —
Pm = Ps> l
costj +++ cosi), 1 (15,
cosiy +++ cosi, l

so ist die durch das diinne Linsensystem erzeugte Abbildung GaupBisch.
Die Bedingungen (15) sind zuerst von W. MERTE (2) angegeben und zur
Konstruktion von Systemen benutzt worden. Die erste Bedingung (15)
nimmt ibrigens, unter Beachtung von (14), fiir Kugelflichen die
Form an:

5{7&( cos?i! - .. cos?il, . 1> —0. (16)
1

7, \cos?i) ... cos?¢
Als zweites Beispiel betrachten wir die Durchrechnung der Um-
gebung eines Strahls, der im Hauptschnitt eines Prismensystems liegt.
Hier wird

= =0. (17)

Wir kénnen wieder die Multiplikation in (9) durchfiihren und er-

halten
/ / S
% 1 — E'e"_’l'il %
) et = Py, wa1
n' & 0 1 ng
’ cos ) ++- cOS%), 2 _ (18)
y _ [ coséy -+ cosi, m y
- ’ oSty +-- COST
a 0 i Toos v nY
\ cosi{ -+ cosi,/) \
mit
x—1 . . . .
2 :2__ €,, y+1 COSTy *++ COSZ, COSLf4q +++ COSI),
L n My, p4+1 COSTY v+ COST) COSE,,q +++ COST,

Die Abbildung der Umgebung eines Prismenstrahls hat also stets
einen Stigmatpunkt im unendlich fernen Punkt. Die sagittale und
meridionale VergroBerung ist konstant

/3; = I l
l (19)

ﬂ, o COS1y COS %y - Ccos 1,
M T e il o s ool
COS1%y COS %y ++- COST,

Die Abbildﬁng ist Gaufisch, wenn gleichzeitig die Bedingungen

COS%y +++ COS%, = COS?) + -+ COS1y : (20)
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und w1

i -y e cos?7, + -+ cos?y

§ . v,v+1< 2"1 v__l>:0 (21)
cos?if .-

< Ny, 4 1 cos? g/,

erfillt sind.

Die Formeln (20) und (21) waren schon BURMESTER (I) bekannt.
Ist der Brechungsindex im Objekt- und Bildraum gleich, so kann man
(20) noch anders deuten.

Man kann zeigen, daB bei Erfiillung von (20) der Strahl das Prismen-
system im Minimum der Ablenkung durchsetzt:

Die Ablenkung ¢ ergibt sich, wie man leicht erkennt, zu

x—1
e=i;——i1+%’a,w+l, (22)
also de = dil, — diy. (23)

Nun ist aber wegen §13 (1), (2)

7 COS U, du,, = N, COS U, AdU,,, 1

’ N
du, ., = du,, (24)
T, =W, 1,=u,, [
also de - <ncos¢'1 ©e+ COST, 1 925
di,  \n'cosi) .-+ cosi ) (25)

Die Ablenkung hat also einen Extremwert, wenn

COSiy -+ COSL, W (26)

cosiy -+ cosiy, 7

ist. Ein Vergleich von (26) mit (20) bestdtigt unsere Behauptung.

Die nicht orthogonalen Systeme.
§ 26. Die allgemeinen Gesetze.
Gegeben sei ein Anfangsstrahl und auf ihm in Objekt- und Bild-

raum ein Paar nicht konjugierter Punkte P, P’. Wir legen durch P
und P’ je ein rechtwinkliges Koordinatensystem, dessen z, z’-Achse
in der positiven Richtung des Anfangsstrahls verlaufe. Wir erhalten
dann fir die Abbildung der Nachbarstrahlen die BruNsschen Glei-

chungen —nf=ayx+ tpy+ ay +ayy,

AN = A X Gy Y+ A X+ dy Y,

WE =%+ ayy+ agyt + ayy,

Wil = uy %+ Gy Y + a8 + ayy'.

Die zehn in (1) vorkommenden Koeffizienten sind beliebig, sie
miissen nur der Bedingung

Qyg gy — Qg oy + 0 (2)

)
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geniigen, welche gewihrleistet, daBl einem Objektstrahl ein und nur ein
Bildstrahl entspricht.

Drehen wir unser Koordinatensystem um die z (z')-Achse objekt-
seitig um den Winkel «, bildseitig um den Winkel «’; dann erhilt man
Gleichungen derselben Art wie (1). Zwischen den Koeffizienten der
neuen und denen der alten Gleichungen findet man die Transformations-
formeln
Ay = ay; Cos? o + 2 a5, cOs o Sin o 4 @y, sinq,

Gy = g, (COS2 o — SiN? ) + (@yy — @yy) COS @ Sin @,
oy = @y COSZ 0L — 2y, COS L SIN 00 + @y Sin? et

gy = g3 COS% & -+ 2 dag cOS &' sino’ + @y, sin? e/,

Ggy = gy (cOS2 o’ — sin?a’) + (@y — ag5) cos o’ sina’, )
Ay = Ay COS2o’ — 2y, cOs 0 sin o’ + gy sin o,

Q)3 = @y3C08xCOS0’ + Aygsinacosa’ + ay cosasing’ -4 ay sinasine,
Gy = A14COSaCOSA + dyySiNaCOSE — @ygcosasing’ — dysinasina’,

Ay == AgyCOSQLCOS0) — Aygsinacosa’ + a,cosasing’ — ay,sinasing’,

Gy = @y COSACOSK — g, SINALCOS o’ — AyyCOSasine’ + ayzsinasing’.

Wir erkennen aus (3), daBl wir durch einfaches Drehen des objekt-
(bild-) seitigen Koordinatensystems um den Winkel o, o, der durch
eine der Ldsungen von

aqy 2aq,

2
tg20y = _— —, tg2ay =

4
11 — @32 Qg3 — gy ()

gegeben ist, a;, und a,, annulliecren kénnen. Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit konnen wir also im folgenden ansetzen:

—né=ayx +ap ¥ +ayy,
—nn= Ay + Ay ¥ + ayy, 8
WE =ap%+ any+ ay¥, ®)
Wl =ayx+ ayy + a, ),
und an Stelle von (3)
Gy = @y, COS% & + Ay SiN%ar gy = gy cOS2o/ + @y sin®al’,
Gyy = (@gg — Gy1) COS L SID &, Ay = (@yy — Ayg) COS ' sine’, ¢ (6)
Ayy = Ay COSEat + 4y sin’ax, Ay = @y COS2 o + Apg SN .

Die Formeln fiir @y, a;4, @9, @, vereinfachen sich gegeniiber (3)
nicht.
Die orthogonalen Systeme, die wir im vorigen Abschnitt untersuchten,
sind bei dieser Koordinatenwahl durch
Uy =0y =0 (7)
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die Gaussischen Systeme durch

@y =y =0, } ®)
Ay — Ggg = Agg — Gyq = 13 — Ayy =0
gekennzeichnet. '
Wir betrachten jetzt das allgemeine, durch (6) gegebene Abbildungs-
system. ‘
Fiir die Strahlen, die vom Punkt (0, 0, 2) des Anfangsstrahls aus-
gehen, ist F4zE=0,
y+zn=0, ®)
also nach (1) ” _
<-E— - “11) X=apx + ayy,
(10)

(g - “22)5’ = Ay & + Ay y'.

z

Eliminieren wir z aus (9), so erhalten wir die Gleichung

(@ — ) XY + @138’y — A ¥ %+ 410y — Ay y'y =0, (11)

der die Koordinaten aller Strahlen geniigen miissen, die den Anfangs-
strahl objektseitig schneiden. In derselben Weise finden wir fiir die
Bildstrahlen: " _ _
- (“33+ 7)"’: 3%+ Ayy,

o _ _ (12)
- (“44 + z_;>y' =X+ ayy,

bzw. nach Elimination von 2’
(g5 — Ay &'y + a13%y — ay x5 + ayyy — azyx’ =0 (13)

eine Gleichung, die sich als notwendig und hinreichend erweist fiir die
Koordinaten der Strahlen, die den Hauptstrahl bildseitig schneiden.
Die Stigmatstrahlen geniigen also den beiden Gleichungen (11) und (13).

Um die Stigmatstrahlen durch den Punkt der Entfernung z zu
finden, setzen wir (10) in (13) ein. Wegen

y=xtga, y = x'tgo’ (14)
finden wir an Stelle von (10) und (12) die Gleichungen
1’L
<a22 7} _ Gyt Ay tgo
[
<“11 "i) T aytaytga
n, (1)
s+ ra ¢ Gy G tg
W B = T agtga
a33+ — 13 23
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und erhalten schlieBlich
n / n
13 %14 (“22 - E‘) + Rag gy (“11 - ?>
n ny, . n "
(“22 7 >(“2 — afy) + (“11 + -ZT>(“§3 — a3y) + (244 — a33) <“11 - ZT) <“22 - T)

£

tg2a'=2

(16)

bzw.
5 n 7 \2
g% | |y — ;:‘) (@13 Bag + G4 Boy) (A13094 — By Gy3) — (Bgp — 3 ) ts (@55 — “44)}
t ” 2 2 LAY 2 ‘
T 8| |Gy — 5 ) (3131 31y) (G13%0y — @14 Bp5) — (@11 — — ) (a5 + a5) (B13Bag— 14 np)

- 17)
+ (“11 - ;) <“22 - ;)(“13 Boy -+ Ayq Aog) (@33 — “44)J ‘ (

n n\2 9
- [(“11 - ?) (@13 Aoy + @1y Boy) (G153 Bpg — Ay4dng) — <“11 - ?) Ao Aoy (B35 + “44)J = 0.

* Wir erkennen also, die vom Punkt der Entfernung z ausgehenden
Strahlen liegen zwar bildseitig immer in zwei zueinander senkrechten

Ebenen (16), jedoch objektseitig im allgemeinen nicht. Nur wenn z der
Gleichung

n 1 \2
(“22. - §‘> (B13 095 + 14 0yy) (A13005 — A14005) — (“22 _—z:> Qg A1y (Agg — Byy)
(18)
n 7\2
= (“11 - ?) (@13 o5+ A14 Apy) (13094 — A1y Aa3) + <“11 T 5 ) B3y (@3 ~ Ayy)

oder

n\2 n
(?) (A5 — @4q) (@13 @yy + o3 @yy) — 2~ (Ayy gy Aoy - g Gy Byg) (Ag3 — yy)

+ (afy Gy Ay + a3 415 @y4) (g5 — Ayy) (19)

+ (43 By + Ay Bay) (B3 — @zp) (A3 Aoy — A1y @gy) =0

geniigt, stehen auch die objektseitigen Ebenen aufeinander senkrecht;
der Punkt der Entfernung z ist dann Orthogonalpunkt.

Will man allgemein zu einem Punkt die konjugierten Punkte aus-
rechnen, so verfahre man wie folgt:

Man berechne aus (16) die beiden zugehérigen, stets reellen Werte
von o'. Gleichung (15;) ergibt die entsprechenden Werte von «, Glei-
chung (152) schlieBlich die Werte von z’. Den Zusammenhang zwischen
z und 2z’ kann man nach Cr. MAXWELL (4) in folgender Weise in ge-
schlossener Form darstellen: (10) und (12) stellen vier lineare homo-
gene. Glelchungen in x,%, %,y dar, die auBer der trivialen Losung
% =% =2" =7y =0 noch eine weitere Ldsung haben sollen; das be-
dingt das Verschwinden der zugehérigen Determinante
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" x
ay — 5 0 8 @y N
n = |
0 s — 35 Qa3 Ayy 8
N
, =0. (20 2
. n ]
T As3 A3 + ~r 0
!’
n
A4 @24 0 e

Gleichung (20) gibt zu jedem Wert von z zwei Werte
von 2’ und umgekehrt; aus unserer Entwicklung wissen
wir, daBB diese beiden Werte stets reell sind. Einen hiib-
schen direkten Beweis fiir das Reellsein der Wurzeln von
(20) hat mir Herr LUNEBURG in einem Brief angegeben.

In derselben Weise erhilt man die Ebenen, in denen
die von einem Bildpunkt der Entfernung z ausgehenden
Orthogonalpunkte liegen. Die bildseitigen Orthogonalpunkte
insbesondere geniigen der Gleichung

n' \2
<’;F> Ay — gp) (A Bog + Aq4 Ayy)
nl
— 2 (@33 14 Ay + By Br3 Agg) (G11 — Gyp)

+ (a33 Ayg Gy -+ A4 g Gog) (Ayy — Bag)

(13814 + Ay305y) (A5 — Bgy) (B1g 5y — A1y 8y5) =0, (21)
die dieselbe Diskriminante F besitzt wie (19). Man teilt
nach GULLSTRAND die Systeme wie folgt ein:

F < 0: tordierte Systeme, ohne reellen Orthogonalpunkt,

F = 0: semitordierte Systeme, mit nur einem Ortho-
gonalpunkt,

F > 0: retordierte Systeme, mit zwei Orthogonalpunkten.

(a33 — 24q) (313814 + A93d24) — (333 — @4q) (G171 B3 Ggg + Agg B1301y)

n
21

Zu einem Wert von z gehoren im allgemeinen gemif
(16) zwei ‘Werte von o', die sich um % unterscheiden. Zu
einem solchen Wertepaar von o’ gehort aber im allgemei-
nen noch ein zweiter Wert von z. Man findet aus (16) die

Beziehung

(@33—a4q) (@11 Aoy g+ B2y 13 014) —[(A33 —Aya) (831 A3 Apy+ 30 @13 810)F (@11 —Ta9) (A13 095+ 014 Byy) (A15 094

(22) bezeichnen wir als die objektseitige Fundamental-
substitution. Die Punkte, deren Entfernung vom objekt-
seitigen Koordinatenanfang z;, und z, ist, bezeichnen wir
als gekoppelte Punkte.

Wir sehen, gekoppelte Punkte haben bildseitig dieselben Hauptschnitte.
Ein Vergleich von (22) mit (19) lehrt ferner, daf die Orthogonal-
punkte die Fixpunkte der Fundamentalsubstitution sind.

n
21
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Aus (17) und (22) errechnet man ibrigens auch, daf3 die Stigmat-
strahlen in gekoppelten Punkten objektseitig in paarweise zueinander
senkrechten Ebenen liegen [GULLSTRAND (9)].

Fragen wir zum SchluB nach der Bedingung, daB ein Objektpunkt
Stigmatpunkt ist. In diesem Fall mull Gleichung (16) von «’ unabhingig
identisch erfiillt werden; es muB also gleichzeitig

n n
(“22 - '5) (afs —aiy) + (“11 - ?> (035 — a3,)
n n
+ <“11 - ?) <“22 - }') (44 — a35) =0, (23)
n n
(‘122 - zT) i3 Gy + (“11 - z?) Agg By =0 l
sein. Eliminieren wir z, so finden wir:

afs —al, a3y —ady
Bo3 Tod 4 e i3 Ay + (@gq —a33) = 0. (24)

13 %14

Man erkennt leicht, daB dann auch die Diskriminante F =0 ist,
das System ist also semitordiert, der Stigmatpunkt ist der einzige
Orthogonalpunkt.

Die Bedeutung der von GULLSTRAND gewidhlten Namen fiir die
verschiedenen Abbildungstypen erkennt man durch Diskutieren von
Gleichung (16), die man als Gleichung fiir z betrachte.

Die Diskriminante dieser quadratischen Gleichung ist, als Funktion
von z betrachtet, stets positiv, wenn das System tordiert ist; das be-
deutet, es liegen in allen Ebenen Stigmatstrahlen. Bewegt sich der
Objektpunkt einsinnig auf dem objektseitigen Anfangsstrahl, so drehen
sich (fordieren) die bildseitigen Hauptschnitte einseitig um den Bild-
strahl. Gehe ich von einem Punkt zum zugehdrigen gekoppelten Punkt,
so haben sich die Hauptschnitte dabei gerade um 90° gedreht.

In semitordierten Systemen gibt es ein Ebenenpaar, in dem nur ein
Stigmatstrahl liegt. Es ist das Paar von Ebenen, in denen sich die Strahlen
durch die Stigmatpunkte befinden, die objekt- und bildseitig in zuein-
ander senkrechten Ebenen liegen (§ 14, S. 53); in jeder anderen Ebene
liegen zwei Stigmatstrahlen, von denen immer einer durch den Stigmat-
punkt geht. Jeder Punkt ist also mit dem Stigmatpunkt gekoppelt.
Betrachten wir wieder (x) als Funktion von Zz, so dndert o sich ein-
sinnig, bis man zum Stigmatpunkt kommt, dann kehrt es seinen
Drehungssinn um, #ndert sich aber wieder einsinnig.

. . do .. . -

In retordierten Systemen verschwindet —— fiir zwei Werte von z.

. - . . . . T

Lassen wir z wandern, so dndern sich die beiden Werte o’ und «" 3

. . . . . JT
in einem Sinne, bis man an einen Orthogonalpunkt, Wertepaar oy, aj + 9

kommt, dann drehen sich dieHauptschnitte im entgegengesetzten Sinn bis
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zu dem Wertepaar oy, oy + —g— , das dem zweiten Orthogonalpunkt ent-

spricht, um sich dann wieder im urspriinglichen Sinn zu drehen. Hierbei
liegen Stigmatstrahlen nur in den Ebenen, fiir die
oy < of <oy,

, , 25

a1+%<a'<a2—l—f;J (25)

gilt. Diese Ebenen enthalten je zwei Stigmatstrahlen, wihrend die den

Orthogonalpunkten entsprechenden Hauptschnitte nur je einen Stigmat-

strahl enthalten. In allen anderen Ebenen liegt iiberhaupt kein Stigmat-
strahl.

Zum SchluB dieses Abschnitts sei noch auf folgendes verwiesen.
Die einem konjugierten Punktepaar entsprechenden VergréBerungen
erhilt man am besten wie folgt: Man drehe das Ursprungskoordinaten-
system um den Winkel o bzw. «’ so, daB die Stigmatstrahlen in den
Koordinatenebenen (%, z- bzw. %', 2’-Ebenen) liegen. Dann gilt

—nE=ayE+a,¥ = %,
0==0,%+ Gy %', 26)

’
P E o~ s "
n&:alsx+a33x’=—?—7/,
0:

Ay X%+ 4y, ¥,

- n
~ =~ =
7 Z Ay 7 17
¥ o g Z

[

g !
==, (27
AL
wobei die a,, aus den Abbildungskoeffizienten vermittelst (6) folgen.

B, die ProjektionsvergroBerung, ergibt sich dann natiirlich aus der
LaGraNGEschen Gleichung

¥
N
I
@
¥
b S

n By =mn. (28)

Wir wollen insbesondere die Abbildung eines Stigmatpunktes unter-
suchen. Die Koordinatenebenen seien so gewihlt, daB in ihnen die
Stigmatstrahlen liegen, die objekt- und bildseitig in aufeinander senk-

rechten Ebenen liegen. Dann muB analog zu (27) die zweite VergroGe-

rung "

— ﬁ22_T — ~
k4 z Z a a.

=== (29)
4 N 2" agy z w

[N
3

1

14

|
Y

’—
lly -

==

sein. Wir fragen, wann die Abbildung des Stigmatpunkts unverzerrt
ist. Das wiirde bedingen

ly’ = lly’ * (30)

Die durch (30) dargestellte Abbildung ist, wie eine nicht allzu

schwere Rechnung lehrt, orthogonal und hat nur einen einzigen Stigmat-



94 III Gesetze erster Ordnung fiir die Umgebung eines beliebigen Systemstrahls.

punkt. Man erkennt: In einem nicht orthogonalen, semitordierten
System wird der Stigmatpunkt verzerrt abgebildet.

Fir weitere Einzelheiten zu diesem Kapitel sei auf die Arbeiten
von A. GULLSTRAND (I, 2, 4, 6), R. SampsoN (I), H. BoEGEHOLD (10),
T. SmitH (9, 6, 7), M. HERZBERGER (9) verwiesen.

Zum SchluB} sei noch bemerkt, da man hier, ebenso wie in den
vorangehenden Kapiteln, bei der direkten Berechnung nicht auf die
Brunssche Form, sondern auf die ScHLEIERMACHERsche Form der
Bedingungsgleichung gefiihrt wird, bei der die Koordinaten des Bild-
strahls als lineare Funktionen der Koordinaten des Objektstrahl
erscheinen. :

Die Realisierung der allgemeinen Abbildung.
- § 27. Die Zusammensetzung von Abbildungen.

Es sei ein Anfangsstrahl gegeben und auf ihm ein Punkt 131 im
Objektraum, P} im Zwischenraum, durch den je ein Koordinatensystem
gelegt sei. Die zugehdrigen Abbildungsgleichungen seien durch

* %
mh ) o, [ M 1
Y1 Y1
nMy CUN

gegeben. Die Umgebung des Anfangsstrahls im Zwischenraum werde

abgebildet durch ein zweites System. Seien 732 und P, jetzt Koordi-
natenanfangspunkte, so seien die neuen Abbildungsgleichungen

7

£ Xy
Ay .
Yo Ve
”'277:’2 Ny Mo
y/
7
Y <t
7
Zy

Abb. 85. Zusammensetzung nichtorthogonaler Abbildungen,

Hierbei ist zu beachten, daB weder P; und P, zusammenzufallen
brauchen, noch daBl die bildseitigen Koordinatenebenen des ersten
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Systems auf die objektseitigen Koordinatenebenen des zweiten Systems
fallen miissen. Sei e,, der Abstand P P,, sei #;, der Winkel zwischen
der x}z}- und %,z,-Ebene, dann setzt sich die Ubergangsmatrixz A, aus
zwei Teilen zusammen. Wir schreiben

- ’
X *1
1y &y mé .
= = A12 ’ ('3)
Yo Y1
’ ’
mit LY 1M
Z 3 . F
1 —-2 0 0 cos Py 0 sin dy, 0
P12
0 1 0 0 0 cos 0 — sin &y,
%2 .z =
0 0 — = — sindy, 0 costh, 0
12
0 0 0 1 0 sin B, 0 cos ¥y,
Pt £ z .z €190 - %
cos Py, — —22C08Dyy, sindy,, -+ -2 sind,
12 (G
0 cos @y, 0 —  sindy,
Lz T . 3 N 7 «
—sindy,, — 2 sindy,, cosdy,, — 2cosd,
M1 12
0 sin 9, 0 cos ¥y,

Wir erhalten unter mehrfacher Verwendung der hier benutzten

Schritte schlieBlich bei Zusammensetzung endlich vieler Abbildungen.

’

x x
wE né
y =0, Ay 1Dy _y- 45D, ¥ ) (5)
n’n’ nn

worin 4, ,_; durch einen Ausdruck der Form (4) gegeben wird.

§ 28. Die Abbildung durch ein System beliebig gelegener brechender
Fliachen.

Wir nehmen zuerst an, der Anfangsstrahl durchstoBe alle Flichen
senkrecht. Ein solches System von Flidchen nennen wir ein allgemesnes
Linsensystem, der Anfangsstrahl ist dann die Achse des allgemeinen
Linsensystems. Wir untersuchen die Abbildung der Umgebung der
Achse. Als Teilabbildung im Sinn von §27 betrachten wir die Ab-
bildung durch die einzelne brechende Fliche. Koordinatenanfangspunkt
ist hier objekt- wie bildseitig der Flichenscheitel, die Koordinatenachsen
mogen in den Hauptschnitten der brechenden Flichen liegen. Dann
haben wir gemil} §24 (1)

(4)
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x, x, 1 0 0 0
nE, e, e T
— it &,—| '’ 1
¥, g 2 o o 1 ofY
/I
w1y / w1, o o ~ L

worin ,, ,7, die beiden Hauptkriimmungsradien der »ten brechenden
Fliache sind.
Die Ubergangsmatrix ist von der Form

1 _dv.v+1 O 0 \

Py p+1
A 0 1 0 0
v, v+1 = d
0 O 1 vy v+1
By +1
0 0 0 1
(2)
cosd, ..y 0 sind,,,, 0
0 cosd, ., 0 —sind, , .,
—sind, , ., 0 cos?, .y 0
0 sind,,,, 0 cosd, .41

Hierin ist d,,,; die Entfernung zweier aufeinander folgender
Scheitel, ¥, ., ist der Winkel, den ein Hauptschnitt fiir die »te bre-
chende Fliche mit dem entsprechenden Hauptschnitt fiir die (» + 1)te
brechende Fliche bildet.

Betrachten wir jetzt einen Anfangsstrahl, der die einzelnen Flichen
nicht mehr senkrecht durchsetzt. Wir untersuchen zunichst die Bre-
chung an einer Einzelfliche. Im allgemeinen wird hier die Einfallsebene

Abb. 36. Brechung eines diinnen %txghlenbﬁndels um einen beliebigen Strahl.
(¢ 7 ; # = Einfallsebene), (; ;., und z x, = Hauptschnitte der brechenden Fliche.)
mit einem Hauptschnitt der brechenden Fliche einen endlichen Winkel e
bilden.
Wir wihlen den Koordinatenanfang objekt- wie bildseitig im Durch-
stoBpunkt mit der »ten Fliche, wihlen die z(z’)-Achse in Richtung des
einfallenden (austretenden) Strahls, die x(x’)-Achse senkrecht zur Ein-



§ 28. Die Abbildung durch ein System beliebig gelegener brechender Flachen. 97

fallsebene. Wahlen wir ein Hilfskoordinatensystem, dessen z-Achse die
Richtung der Flichennormale hat, wihrend die *-Achse auf der Ein-
fallsebene senkrecht steht, dann gibt das Brechungsgesetz fiir die neuen

Koordinaten
56/:5%, n’gl_ngzpéoy 1 (3)
y=%, wi—nij=IF%, |

mit
I'=n'cos? —ncoss, 4)

wo 50, 7, die Richtung der Flichennormalen bestimmen. Nun ist aber

So=ax -+ By, } (5)

;70 = .E X+ ?~’ 5’ ’
mit [vgl. §26 (6)]
~ cos? w sing
o = —,
’7 f’r l
B = cosw sinw (ir - 1;) ) (6)
. sin? @ cos® w
- 4 + i w’ ? [

wie man sofort erkennt, wenn man das Hilfskoordinatensystem um den
Winkel o dreht, so daf} die Hilfskoordinatenachsen in die Hauptschnitte
der brechenden Fliche fallen. #» und ,» sind die Hauptkrimmungs-
radien der brechenden Fliche. Benutzen wir zu den Gleichungen (3),
(4), (5) noch die Bezichungen §25 (4):

so finden wir fiir die Brechungsmatrix

% cosi’ 0 0 O cosw 0 sinew 0 . /1000
1 .
4 0 o d 00 0 cosw O —sinw § 100
y 'L o o 10 —siio 0 cosw 0 0010
n' 0 0 01, 0 sinw O cos® 00 Ey 1,
cos 0 —sinw 0 Cols ; 000 %
0 COS @ 0 sin w 0 cosz 0 O né 8)
sino 0 COs 0 0 0 10 y
. 0 sinw 0 COS 0 0 01 nn

Herzberger, Strahlenoptik. 7
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fiir die Ubergangsmatrix finden wir:

[

Fa \ /1 =200
by | [0 1 0 0
P i1 0 0 1 et
N Myyv 41
Pyp1 Mo 41 0 0 0 1
cos?, ,41 0  sind, ., 0 x,
0 cos?, , .1 0 —sind, ,.q n, &)
—sind, ,.q 0 cos, ,.q 0 Yo 9)
0 sind, , .1 0 cosd, .1 Ny Ny

Hierin ist ¢, ,,, die Entfernung des (v 4 1)ten DurchstoBpunktes
vom vten DurchstoBpunkt. ¢,,., ist der Winkel, den die (v + 1)te
Einfallsebene mit der vten bildet. ‘

Wir sehen aus (8) und (9) nochmals folgendes bestitigt. Eine Ab-
bildung ist dann sicher orthogonal, wenn alle Einfallsebenen und alle
Hauptschnitte zusammenfallen (@, = ¢, .y = 0). Dann zerfallen nim-
lich sowohl die Brechungsmatrizen wie die Ubergangsmatrizen.

Eine solche Abbildung ist sicher Gaufisch, wenn an den Durch-
stoBpunkten beide Kriimmungsradien gleich sind und auBerdem alle
Flichen senkrecht durchstoBen werden; in letzterem Fall sind nim-
lich die durch den Zerfall der beiden Matrizen entstehenden Teile
identisch.

Wir wollen zum SchluB aus (8) und (9) auch noch die sogenannten
SturRMschen Formeln herleiten. Den Strahlen, die von einem Punkt
ausgehen, entspricht nach der Durchrechnung durch ein optisches
System ein Normalenbiindel, dessen Hauptschnitte natiirlich nicht mit
der Austrittsebene zusammenzufallen brauchen. Wir miissen also zur
Durchrechnung eines Punktes folgende Aufgaben losen: Gegeben sei
ein Normalenbiindel, dessen Vereinigungspunkte vom Hauptschnitt die
Entfernung ,s, ,s haben, dessen Hauptschnitt mit der Einfallsebene
den Winkel ¢, bildet; gesucht sind Vereinigungspunkte und Haupt-
schnitte des gebrochenen Biindels.

Wir setzen wie in (6)

cos?d, | sin?d, , cos?d sin? 9,
Ay — — ) Ay = 7 7
Sy Sy Sy "y
. 1 1 . 1 1
B, = cosﬂ,mnﬂv( T >, p. = cosz%smﬁ,’,( - 5,), (10)
1"y Oy "y Py
- 2 .
_ sin &, + cos? &, . ,_ sin?§,  cos?d
v S s, Y] st
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~ cos?w, , sin’w,
o, = ——" A ——F,
171' llyl'
~ . 1 1
B, = cosw, sinw, ——)
"oy "y
~ sin?, , costw,
» = - y
Iy‘y Ilr'y

und bekommen wegen (3) die von CH. STURM (3) zuerst aufgestellten
Gleichungen

oy, —n, =10,
wp,—n,p,=T,8,, mit I,=mn,cosi,—n,cosi,,( (11)
myy — my, =1,7,.

Als Ubergangsformeln finden wir:

’
Syp1 = Sy — ev‘,v+1’

/Isy+]_ = ,,S,’, - 5,,,,.4_1 ] (12)

’
ﬂv+1 = ﬁi’ - 191',1'+1'

Die Durchrechnung zweier Punkte geniigt immer, um die Abbildung
vollstindig zu charakterisieren, da sie vier linear unabhingige Strahlen
liefert.

Vierter Teil.

Die GAussische Abbildung als Ndherung.
§ 29. Die zugeordnete kollineare Abbildung.

In den folgenden Teilen des Buches werden nur noch rotations-
symmetrische Systeme betrachtet. Wir sahen unter § 16, da8 in solchen
Systemen die Strahlen in der Nihe der Achse nach den Gesetzen der

© ©
S N
I
3 e N N
5 S § S
S S 3 S
S I N X
N 7
N §\
7 X \/
A A AL E

Abb. 87. Zur kollinearen Abbildung. Verlauf der Strahlen in der Meridianebene.

Gaussischen Optik abgebildet werden. Wir haben also fiir die Nach-
barstrahlen bei nicht brennpunktlosen Systemen, wenn wir Punkt-
¥
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koordinaten verwenden, und den Koordinatenanfangspunkt objekt-
und bildseitig in den Brennpunkt legen, in erster Naherung die Be-
ziehungen

n ’ n ’
nfz TxF, nny = ’ 7}/1', ] (1)
wWE = %}F, wy = %&F, J
oder bei brennpunktlosen Systemen, wenn wir gemischte Koordinaten
nehmen, und Objekt- und Bildpunkt in konjugierte Punkte legen:
¥ =Bx, ¥ =By, |
(2)

1 1 :
1 e N [N i
- nWE = Béné', wy = B{,"”'J

Betrachten wir nun fiir nicht brennpunktlose Systeme, die durch

nrf = ——n—x}_‘__—‘-‘ , n'.f' = L >

YR+ x5 + 95 Vre+ 22 +32 3
I SR e S J

Vr+ 2 + 95 Vre+ 2 + 7%

gegebene Abbildung des Geradenraumes; sie stimmt in der Nihe der
Achse mit der Gaussischen Abbildung iiberein; aber (3) stellt eine
kollineare Abbildung dar. Die von einem beliebigen, aber festen Punkt
x, v, z ausgehenden Strahlen vereinigen sich bildseitig in einem Punkt
mit den Koordinaten %', y’, 2’ derart, daB gilt:

<. R
Il I
l |
Nl]"ﬂ»l NII\I MI\I
~ ]
=

ll

Durch unsere kollineare Abbildung wird eine feste achsensenkrechte
Fliche Punkt fiir Punkt scharf mit der VergréBerung
ﬂ,:_%:'—’;‘ . (5)
abgebildet. Man bezeichnet die achsensenkrechten Ebenen durch die
Brennpunkte als Bremnebenen, die achsensenkrechten Ebenen durch
die Hauptpunkte (z = —f, 2’ = —f', B’ = 1) als Hauptebenen. Strahlen,
die die Achse objekt- und bildseitig schneiden, bilden mit ihr Winkel %, %’
derart, daB gilt:

ntgu =n'ftgu (6)
oder tgu n z 7
y:tgu=n’ﬁ’:7=7’ 0
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wenn wir bei der kollinearen Abbildung das Tangentenverhiltnis als
Winkelvergriferung y' bezeichnen.

Die durch (3) bzw. (4) gegebene Geradenabbildung bezeichnen wir
als die (1) zugeordnete kollineare Abbildung. :
. Auch der brennpunktlosen Abbildung (2) kénnen wir eine kollineare
Abbildung zuordnen, nimlich die durch

¥ = Byx, y' = Byy,

nE = ——— nwé S—
Y W2 B 4 (n2— w2 B62)(52+7]2)’ 8
W ,,]r _ na'y ®)
Y#'2 B2+ (n® — #'2 Bg?) (8 + %)
gegebene kollineare Abbildung, die die Punkte
% = Byx,
y' = Byy, 9)

’
n

7= — B}z
n

einander zuordnet. (8) stimmt fiir kleine #, y, & % mit (2) iberein.
Ebenen durch gemiB (9) zugeordnete Achsenpunkte werden Punkt
fiir Punkt scharf und dhnlich mit der VergroBerung B, abgebildet. Die
Stigmatstrahlen mogen die Winkel #, »” mit der Achse bilden, dann gilt:

n Bytgu =mntgu,
, tg n (10)
| o= gu =B |

Wir sehen also, jeder Abbildung des Geradenraums durch ein Ro-
tationssystem kénnen wir formal eine kollineare Abbildung des Geraden-
raums zuordnen, der sie sich jedenfalls in der Nachbarschaft der Achse
anndhert. Man benutzt nun diese kollineare Abbildung hiufig, um auch
fiir weit von der Rotationsachse entfernte Strahlen einen Uberblick
iiber die ungefihre Lage zu bekommen; man bezeichnet die kollineare
Abbildung gewissermalBen als ideale Abbildung, von der die reale Abbil-
dung sich mehr oder weniger weit entfernt. Hierbei ist nun eine gewisse
Vorsicht vonnéten. Die kollineare Abbildung ist eine Geradenabbildung,
bei der auch der ganze Punktraum abgebildet wird. Wir wissen nun
aus § 8 (18), und kénnen es auch mit Hilfe von (3) und (8) sofort wieder
verifizieren, daB von allen diesen Geradenabbildungen optisch realisier-
‘bar nur eine ist, nimlich die brennpunktlose Abbildung mit der Ver-

groBerung f’ = + g», fiir die Objekt- und Bildstrahlen parallel werden:
¥ =4 gx ‘
£=¢,

. (11)
=17

n
y = sl

n

’

2z = — 2
w 7’
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Mit Ausnahme dieser Systeme, bei denen jeder Punkt Knoten-
punkt ist, die wir daher als Kuofenpunkisysteme bezeichnen wollen,
ist also die kollineare Abbildung grundsitzlich nicht realisierbar. Es
ist daher wertlos, wenn man etwa versucht, ein System fiir einzelne
Strahlen so zu korrigieren, daBl diese Strahlen den Gesetzen der Kolli-
neation entsprechen; wir werden im Gegenteil finden, daB bei einer
guten Korrektion der Strahlengang sich wesentlich von dem in der
Kollineation unterscheidet.

Betrachten wir die Abbildungsgleichungen der kollinearen Abbil-
dung als Niherungsgleichungen, so fillt vor allem beim Vergleich mit
der Gaussischen Optik auf, daB die WinkelvergroBerung bei der kolli-
nearen Abbildung durch das Verhiltnis der Tangenten, in der GAUss-
schen Naherung durch das Verhiltnis der Sinus gegeben ist. Beide sind
natiirlich fiir die Strahlen in der Nachbarschaft der Achse einfach
gleich dem Verhiltnis der Winkel (im BogenmaB gemessen). Um deut-
lich den Giiltigkeitsbereich der Niherungstheorie hervorzuheben, soll
im folgenden iiberall statt des Tangens und Sinus der Winkel benutzt
werden. Korrekt sind alle im folgenden abgeleiteten Formeln nur, wenn
man diese Grofen beliebig miteinander vertauschen kann.

Bei dem Versuch, die hier niherungsweise abgeleiteten GesetzmiBig-
keiten in Sonderfillen fiir die reale Abbildung auszubauen, wird manch-
mal der Sinus, manchmal der Tangens fiir den Winkel eintreten, ins-
besondere wird aber darauf zu achten sein, daB die Annahme einer
scharfen Abbildung im allgemeinen nicht zutrifft.

§ 30. Die ABBE-M. v. ROHRsche Lehre von der Strahlenbegrenzung.

Die wichtigste Verwendung der kollinearen Abbildung ist die in
ihren Grundgedanken von E. ABBE (I) herriihrende, von M. v. ROHR (4)
vollstandig durchgefiihrte Lehre von der Strahlenbegrenzung, die es
gestattet, sich wenigstens niherungsweise einen Uberblick iiber die
Gesamtheit der das optische System durchsetzenden Strahlen zu ver-
schaffen. Um die Grundbegriffe deutlich herauszuarbeiten, sehen wir
zunichst einmal vollstindig von dem optischen System ab.

Wir betrachten eine Anzahl kreisrunder Offnungen, die in zuein-
ander parallelen Ebenen liegen mogen, und deren Mittelpunkte alle
auf einer zu den Ebenen senkrechten Geraden, der Systemachse, liegen.
Die Gesamtheit aller Geraden, die alle Offnungen durchsetzen, be-
zeichnen wir als den GuUrLsTRANDschen Straklenvaum, der zu dem
System von Offnungen gehért [s. A. GULLSTRAND (4)].

Die Gesamtheit der Strahlen, die von einem festen Punkt P aus-
gehen, und dem GULLSTRANDschen Strahlenraum angehéren, erhalt
man, wenn man alle Offnungen von P aus projiziert und die Strahlen
betrachtet, die allen Projektionen angehéren. Liegt P insbesondere
auf der Achse, so sind alle projizierenden Kegel Kreiskegel um die
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Systemachse, also auch der Kegel, der die Strahlen begrenzt, die unser
System durchsetzen. Man bezeichnet den halben Offnungswinkel u
dieses Kreiskegels oder auch den zugehérigen Sinus als die Offnung
oder Apertur des Systems fiir den betrachteten Achsenpunkt. Es gibt
im allgemeinen eine bestimmte Offnung, welche die vom Achsenpunkt
ausgehenden und das System durchsetzenden Strahlen begrenzt. Diese
Offnung heiBt nach M. v. Rour (4) die Offnungsblende.

Hat das System fiir diesen Achsenpunkt nur eine Offnungsblende,
so wird dieselbe aus Stetigkeitsgriinden auch noch fiir benachbarte
Punkte der Achse als Offnungsblende wirken; sind fiir den Punkt
mehrere Blenden Offnungsblenden, so werden die Offnungsblenden fiir
zwei benachbarte Achsenpunkte, die durch P getrennt werden, ver-
schieden sein. Die Lage der Offnungsblende, als Funktion des Achsen-
punktes betrachtet, dndert sich in diesem Punkt sprunghaft. Es ist

Abb. 38. Offnungsblende By B,. Seitliche Offnungsblende B; B,.

jedoch zu beachten, daB die 4 pertur als Funktion des Ausgangspunktes
sich auch in diesem Fall stetig dndert.

Wir betrachten jetzt eine durch den Achsenpunkt gehende achsen-
senkrechte Ebene. Wir setzen zunichst voraus, es sei nur eine Offnungs-
blende fiir den Achsenpunkt vorhanden; dann wird auch fiir benach-
barte Punkte der Ebene noch die Offnungsblende als Begrenzung der
Strahlen wirken. Diese Punkte strahlen, wie man zu sagen pflegt, mit
voller Apertur. Lassen wir unsern Objektpunkt etwa auf einer in der
Ebene gelegenen Geraden sich vom Achsenpunkt entfernen, so- werden
allmihlich auch die weiteren Offnungen EinfluB auf die Strahlen-
begrenzung gewinnen. Die von unserem Punkt herkommenden, dem
GULLSTRANDschen Strahlenraum angehérenden Strahlen durchsetzen
die Offnungsblende in einer Figur, die von einer Anzahl Kreisbogen
begrenzt ist. Wir schlagen vor, die so begrenzte Figur in der Ebene
der Offnungsblende als sestliche Offnungsblende fir diesen Punkt zu
bezeichnen. Unser Blendensystem wirkt abschattend (vignettierend). Der
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Flicheninhalt der seitlichen Offnungsblende im Verhiltnis zum Inhalt
der Offnungsblende gibt ein MaB fiir die Abschattung.

Die Strahlen durch die
Mitte der Offnungsblende be-
zeichnet man nach SCHLEIER-
MACHER (I) als Hauptistrah-
len. Die Hauptstrahlen sind,
wenigstens solange keine Ab-
schattung durch andere Off-
nungen eintritt, die Schwer-
strahlen des vom Objekt kom-
menden Biindels, das unser
System  durchsetzt.  Das
Biindel der Hauptstrahlen
wird begrenzt von der oder
den Offnungen, die von der
Mitte der Offnungsblende
aus am kleinsten erschei-
nen. Diese Blenden be-
zeichnet M. v. Rour (4) als Gesichisfeldblenden, auch Luken. Der
Winkel w, unter dem die Luken von der Mitte der Offnungsblende aus
erscheinen, wird als Gesichisfeldwinkel bezeichnet. Liegen die Luken auf

beiden Seiten der Offnungs-
blende, so werden nur von
den Punkten der Objekt-
ebene Strahlen durch un-
sere Folge hindurchgehen,
die vom Mittelpunkt der
Offnungsblende unter klei-
nerem Winkel als w er-
scheinen; die Luken be-
grenzen in diesem Fall
wirklich das Gesichisfeld.
Die seitliche Offnungs-
blende fiir die Punkte, die
von der Mitte der Offnungs-

Abb. 39. Gesichtsfeldblenden auf beiden Seiten der
Offnungsblende.

Abb. 40. Gesichtsfeldblende auf einer Seite der Offnungsblende. blende unter dem Win-

kel w erscheinen, schrumpft
auf einen Punkt, den Mittelpunkt der Offnungsblende, zusammen.
Liegen die Luken alle auf einer Seite der Offnungsblende (hierher
gehort der Fall einer einzigen Luke), so begrenzt der Gesichtsfeld-
winkel w das Gesichtsfeld in Wirklichkeit nicht; auch von Punkten,
die vom Mittelpunkt der Blende unter gréBerem Winkel als w» er-
scheinen, kénnen Strahlen das System durchsetzen, aber nur fiir die
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Punkte; die unter einem Winkel < w erscheinen, enthilt die seit-
liche Offnungsblende den Blendenmittelpunkt, enthilt das Strahlen-
biindel, das unser System durchsetzt, einen Hauptstrahl.

Zum SchluB3 wollen wir kurz die Verhiltnisse bei einem System mit
mehreren Offnungsblenden streifen. u sei der Offnungswinkel des be-
trachteten Systems fiir den Achsenpunkt. Wir fiihren als Ersatziffnungs-
blende eine gedachte Blende ein, die in dem harmonischen Mittel-

Abb. 41. Zwei Offnungsblenden und die Ersatzéffnungsblende.

(By B, = Ersatzéffnungsblende), (Bs B, = seitliche Offnungsblende.)
punkt zwischen den beiden duBersten Offnungsblenden liegt, vom Ob-
jektpunkt jedoch auch.unter dem Winkel # erscheint, und bezeichnen
die Strahlen durch die Mitte dieser gedachten Offnung als Haupt-
strahlen. Wir wihlen gerade diese Blende, weil nur fiir sie, wie eine
leichte Rechnung zeigt, die seitliche Offnungsblende eine Symmetrie-
achse durch den Achsenpunkt hat. Als seitliche Offnungsblenden be-
zeichnen wir die von Kreisbogen begrenzten Flichenstiicke, die das
von einem nicht auf der Achse gelegenen Punkt herkommende Strahlen-
biindel des GuLLSTRANDschen Strahlenraumes in der Ebene der Ersatz-
6ffnungsblende ausschneidet.

Die Hauptstrahlen bilden wieder, wenigstens solange nicht weitere
Blenden abschatten, die - Schwerstrahlen des vom Blendensystem
durchgelassenen Biindels. Der Begriff der Luken und des Gesichts-
feldwinkels 148t sich, wie frither, iibertragen.

Der einzige Tatbestand, der hier sich wesentlich #ndert, ist, daB
es keinen Bereich gibt, fiir den die seitliche Offnungsblende mit der
Ersatzéffnungsblende iibereinstimmt, dafl also kein Bereich mit voller
Apertur strahlt. Das System schattet schon von der Mitte aus ab.

Wir hatten uns bisher nur mit einer Folge von kreisrunden Off-
nungen und dem durch diese bestimmten GuULLSTRANDschen Strahlen-
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raum beschiftigt. Wir betrachten jetzt ein wirkliches rotationssymme-
trisches optisches System. Die Strahlen werden vor allem begrenzt
durch die Rinder der einzelnen Flichen; auBerdem kommen aber noch
sogenannte variable Blenden hinzu, deren GréBe man verindern kann.
Man nennt das abblenden.

Bilden wir all diese Offnungen niherungsweise nach den Regeln der
Gaussischen Optik in dem Objektraum bzw. Bildraum ab, so erhalten
wir in beiden Riumen eine Anzahl von Offnungen, welche gestatten,
nach den oben gekennzeichneten Grundsitzen in Objekt- und Bild-
raum einen GULLSTRANDschen Strahlenraum zu bestimmen. Setzen wir
voraus, daf3 die Strahlen des Objekt- und Bildraums einander kollinear
zugeordnet sind, so konnen wir sagen, die Strahlen des zu den Off-
nungen gehérenden GULLSTRANDschen Strahlenraums sind objekt- und
bildseitig dieselben; wir koénnen uns daher auf die Betrachtung der
Strahlen in einem Raum beschrinken.

Die Offnungsblende bzw. Ersatzéffnungsblende im Objektraum
wird als Eintrittspupille, die Offnungsblende im Bildraum als Auws-
trittspupille bezeichnet. Die Austrittspupille ist, wie man unter Ver-
wendung der LAGraNGEschen Gleichung erkennt, das Bild der Ein-
trittspupille; die zugehorige reale Offnung wird als wirksame Offnungs-
blende bezeichnet. In derselben Weise bestimmt man die Eintritts-
bzw. Austrittsluken, die zugehérigen realen Offnungen werden als Ge-
sichtsfeldblenden bezeichnet.

Zwischen objekt- und bildseitiger Apertur (#, #’) bzw. objekt- und
bildseitigem Gesichtsfeldwinkel (w, w') bestehen annihernd die Glei-
chungen W W ~nu,

Y (1)
W ppw ~nw.
(Das Zeichen =< lies: ,,annihernd gleich®.)

Hierin ist 8’ die Objektvergréferung, g5 die VergroBerung, mit der
die Eintrittspupille abgebildet wird.

w wird auch als wahres, w’ als scheinbares Gesichtsfeld bezeichnet.

Obige Gedankenginge gestatten bei einem wirklichen System nur
einen néiherungsweisen Uberblick iiber die das System durchsetzenden
Strahlen. Weder werden im allgemeinen alle Offnungen abweichungs-
frei in den Objekt- bzw. Bildraum abgebildet, noch geniigen die A pertur-
strahlen und die Hauptstrahlen bei endlichem » und w den Gleichungen(1).
Eine strenge analytische Behandlung der Strahlenbegrenzung erscheint
dem Verfasser nicht mdoglich; in praktischen Fillen wird man immer
auf die Durchrechnung vieler Strahlen angewiesen bleiben.

Trotzdem sind die hier und in den folgenden Abschnitten  ein-
gefiihrten Begriffe als Naherungsbetrachtung fiir die Strahlenoptik
unentbehrlich. Es sei darauf hingewiesen, dall der Begriff der Haupt-
strahlen als Strahlen durch die Mitte der wirksamen Blende auch bei
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endlicher Offnung noch eine reale Bedeutung hat. Man kann nur in
diesem Fall nicht behaupten, daB die Hauptstrahlen objekt- (bild-)
seitig sich in einem Punkt, der Eintritts- (Austritts-) Pupille ver-
einigen, und darf auch nicht verlangen, daBl Gleichung (1) Giiltigkeit hat.

Bei den oben geschilderten GesetzmiBigkeiten sei die Aufmerksam-
keit noch auf folgende Punkte gelenkt: Es kann sein, da3 die Offnungs-
blende entweder in den Objekt- oder in den Bildraum so abgebildet
wird, daB3 die Hauptstrahlen parallel in das System eintreten (oder
aus ihm austreten). Man spricht in diesem Fall von objekt- (bild-) seitig
telezentrischem Hauptstrahlengang. Bei kleiner Blende durchsetzen dann
nur solche Strahlen das System, die objekt- (bild-) seitig geringe Nei-
gung zur Achse haben. '

Das abzubildende Objekt bzw. der Rand der Mattscheibe muB
unter Umstidnden auch als begrenzende Offnung angesehen werden; er-
scheint das Objekt von der Mitte der Eintrittspupille aus unter kleine-
rem Winkel, als die objektseitigen Bilder aller anderen Offnungen, so
ist das Objekt die Eintrittsluke.

Bei Systemen, die auf subjektive Beobachtung angewiesen sind, ist
insbesondere fiir die Strahlenbegrenzung das Auge zum System hinzu-
zurechnen. Die Pupille des Auges liefert dabei eine zusitzliche Begren-
zung des Strahlenganges; in vielen Fillen ist sie die Austrittspupillel.

Wird das abzubildende (durchscheinende) Objekt von einer Licht-
quelle beleuchtet, so ist die GréBe der Lichtquelle auch als begrenzende
Offnung zu betrachten; erscheint sie vom Achsenpunkt des Objekts
kleiner als alle anderen Offnungen,
so wirkt sie als Eintrittspupille.

An dieser Stelle kénnen wir die
in §17 unerledigt gebliebene Frage -
behandeln nach der Bedeutung von é’////

|

Py

V g fiir den Fall, daB die Farben- IR
lingsabweichung nicht behoben ist. ‘ X Os'—
Die Strahlen der einen Farbe, die Abb. 42. Zur Bedeutung des FarbenvergroBerungs-
) fehlers bei vorhandener Farbenlingsabweichung.
von einem Nachbarpunkt P, aus-
gehen, mdgen sich im Punkt P; treffen. Die Strahlen der zweiten Farbe
im Punkt P}. Wir fillen die Lote P;0;, P,0, auf die Achsen. 0}0}
hat dann die Linge V's’, P,0} : P,0; verhilt sich wie (8" -+ V') : f'.
Wir betrachten den nach P) gehenden Strahl, der durch P] geht. Er
treffe die Achse in B’, B'O} habe die Entfernung %', dann ist

= ®

" 1 Essei hier nur bemerkt, da3 beim Auge als Hauptstrahlen immer die Strahlen
durch den Augendrehpunkt angesehen werden miissen; s. M. v. RoHR in S. Czap-
sk1, S.377ff. Dieser bildet vor allem das Zentrum der im nichsten Paragraphen
zu besprechenden Perspektive.
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Liegt die Austrittspupille des Systems in B’, so ist B'P; P} der
Hauptstrahl der zweiten Farbe; nur in diesem Fall fillt das durch die
Abbildung erzeugte Bild der ersten Farbe zusammen mit der optischen
Projektion durch die Hauptstrahlen der zweiten Farbe. (2) bestimmt
also die Lage der Blende, die sich bei vorhandener Farbenlingsab-
weichung als giinstigste erweist.

§ 31. Perspektive und Tiefenschirfe.

Bei vielen optischen Instrumenten wird das Bild auf einer Ebene,
der Mattscheibenebene aufgefangen. Die Mattscheibenebene ist das
Gaussische Bild einer Ebene des Objektraums, die nach M. v. ROHR (3)
als Einstellebene bezeichnet sei. Betrachten wir die Abbildung eines
Gegenstandes, der nicht in der Einstellebene gelegen sei. Die Haupi-
strahlen, die Strahlen durch die Mitte der wirksamen Blende, projizieren
unsern Gegenstand auf die Mattscheibenebene; wire die Blende so weit
geschlossen, daB nur die Hauptstrahlen hindurchgingen, so erhielten wir
in dieser Weise ein perspektivisches Bild des Gegenstandes auf der Matt-
scheibenebene. Solange die Gesetze der Gaussischen Abbildung giiltig sind,
koénnen wir dieses perspektivische Bild uns auch in folgender Weise
herstellen: Wir projizieren unsern Gegenstand von dem Mittelpunkt der
Eintrittspupille als Projektionszentrum auf die Einstellebene. Das auf
der Mattscheibe entstehende Bild ist dann das im zugehérigen Ab-
bildungsmaBstab vergréBerte Bild dieses Abbildes, das 4bbildsbild nach

[ M. v. ROHR.

Beim gewohnlichen Sehen
: ohne optisches System liegt
NN . . .
§§§§\\ die Augenpupille hinter den
\\\\k\\\i\ A 1 1
\§§\§§\\ Gegenstinden. Die schein-
Aty . .
SSNYAW 4P bare GroBe gleich groBer Ge-
R \\ . . .
\\bﬁ\e\\/rf/r\\ genstinde ist um so kleiner,
NNARTEN N . . w
AN je weiter die Gegenstinde
QNN
SN NN

vom Auge entfernt sind.
Diese Art der Perspektive
nennt man natirliche oder
(o 8, Nttt Pesptive cotzonische Perspehtive.
Ein optisches System
bildet alle Gegenstinde mit entozentrischer Perspektive ab, die jen-
seits der Eintrittspupille liegen.

Liegt die Eintrittspupille im Unendlichen, so haben wir telezentrische
Perspektive; gleichgroBe Gegenstinde erscheinen dem Auge unab-
hingig von der Entfernung gleich gro8.

Ist das optische System so beschaffen, daB die Eintrittspupille

"vor den abzubildenden Gegenstdnden liegt (also vom Auge aus ge-
sehen hinter den Gegenstdnden), so wird die scheinbare GréBe eines
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Gegenstands kleiner, wenn der Gegenstand sich dem Auge nihert; auf
die Moglichkeit dieser Perspektive wurde zuerst von M. v. ROHR (3)
hingewiesen; sie wird als (£

hyperzentrische  Perspektive
bezeichnet. §§§§§

Von der perspektivischen \\\Q\Q\\\\\\\

persp AN

Darstellung, die das Ab- | | A \\\\\\\\\\§\ s
bildsbild liefert, wohl zu §§@]\,f</y§\
unterscheiden ist die rich- \§\§\\\\\\\
tige Betrachtung des Ab- AN
bildsbilds, z. B. einer fixier-

Abb. 44. Telezentrische Perspektive.
(Eintrittspupille im Unendlichen.)

ten photographischen Auf-
nahme.

Man erhilt ein natiirliches Bild dann und nur dann, wenn man die
Aufnahme so weit vom Auge entfernt hilt, daB die scheinbare GroBe
des Abbildsbildes gleich wird der scheinbaren GréBe des Objekts, von
der Eintrittspupille des optischen Systems aus gesehen. Wir erkennen:
Ein optisches System liefert im einidugigen Sehen dann und nur dann

72
N

W
/ \\\\\\§\

N \\\\
AN

NS SN

\\\\é/}{i//V\\\

M

MDY

~ NN

AN

Lt

[N

Abb. 45. Hyperzentrische Perspektive.
(Nahe, gleich groBe Gegenstidnde erscheinen kleiner als entferntere.)

ein natiirlich plastisches Bild, wenn die Eintrittspupille in einem der
Knotenpunkte liegt [M. v. RoHR (2)].

Da der Begriff des Hauptstrahls auch bei endlicher Offnung Be-
deutung hat, so kénnen wir die Gesetze der perspektivischen Abbildung
auch in voller Strenge behandeln. Das projizierende Hauptstrahlen-
biindel ist allerdings objekt- und bildseitig im allgemeinen nicht zen-
trisch; auch wird die Zuordnung der DurchstoBungspunkte der den
Gegenstand projizierenden Hauptstrahlen mit Einstellebene und Matt-
scheibenebene im allgemeinen nicht ein &hnliches, sondern ein ,,ver-
zeichnetes Abbildsbild geben.

Wir haben bis jetzt nur die DurchstoBungspunkte der Hauptstrahlen
mit Einstell- und Mattscheibenebene untersucht. Hat die Eintritts-
pupille einen Durchmesser 2 7, sei ihr Abstand von der Einstellebene £,
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so wird in einem Punkt, der im Abstand a von der Gaussischen Bild-
ebene liegt, ein Zerstreuungskreis vom Radius 7 auf der Einstellebene,
ein Zerstreuungskreis vom Radius 7’ = 8’7 auf der Mattscheibenebene
entsprechen. Wir haben niherungsweise

~ . B sa
re== T4 (1)

Wir wollen jetzt annehmen, daB aus irgendwelchen Griinden, viel-
leicht wegen der mangelnden Sehschirfe unserer Augen, ein Kreis vom
Radius | 7 | < |7, | nicht von einem Punkt unterschieden werden kann.
Dann wiirde ein Gegenstand in einer Entfernung von der Einstellebene,
die durch (1) bestimmt ist, noch scharf erscheinen. (1) gibt uns also ein
MaB fir die , Tiefe“ der

LE

P Abbildung.
’ Man nennt die durch
. [ ~ 7hR
N Loax gt

IK: \L . ok (2)

] a ~— 0"

I i T Bt
@ — gegebenen Gréen a,(a_)
k - vordere  (hintere) Tiefen-

/ ””” T schirfe;
72
ia a, + a_~ AL e

:ﬂ;z 7% _ 762

% \ bezeichnet man als Ge-

R — samttiefenschéirfe. Die Un-

tersuchung, wie sich obige

Abb. 46. Zur Tiefenschirfe. Formeln &4ndern, wenn

‘Einstellebene oder Ein-

trittspupille oder Mattscheibenebene ins Unendliche ‘riicken, kann dem
Leser tberlassen bleiben?.

Obige Formeln (2) und (3) finden in der Praxis hiufig Verwendung;
doch wird man sich vor theoretischen SchluBfolgerungen daraus zu
hiiten haben. Entspricht insbesondere schon dem Achsenpunkt der Ein-
stellebene ein Zerstreuungskreis, sei es wegen der vorhandenen Farb-
fehler, sei es wegen des vorhandenen Offnungsfehlers, so werden wir
sicher obige Formeln nicht verwenden koénnen. Was allerdings wohl
immer giiltig bleibt, sind qualitative Aussagen, z. B. iiber den Einflul
der GroBe der Eintrittspupille 75. Wir erkennen insbesondere aus (2)
und (3), daB bei gleichbleibender Offnung und VergréBerung die Tiefen-
schirfe um so giinstiger ist, je kleiner die Abmessungen und daher die
Brennweite des Systems ist.

1 Siehe z. B. H. BoEGeHOoLD (15), S.236.
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Fiinfter Teil.

Die Gesetze dritter Ordnung in
Rotationssystemen.
Die allgemeine Theorie der SEIDELschen Bildfehler.

§ 32. Die Anderung der Eikonalkoeffizienten bei einer Verschiebung
der Koordinatenanfangspunkte.

Gegeben sei ein rotationssymmetrisches optisches System. Wir legen
unseren Koordinatenanfangspunkt objektseitig in den Objektpunkt des
abzubildenden Objekts, bildseitig in die Austrittspupille. Wir setzen
voraus, die zu untersuchenden Strahlen liegen so nahe der Achse, daf
wir die Eikonalentwicklung nach den Gliedern dritter Ordnung ab-
brechen kénnen. Die Brunsschen Gleichungen in Punktkoordinaten
geben dann [s. § 15 (18)]

—nE = Ay x5+ A2+ (Crua + Crpb + Ci50) %
+ (Craa + Copb + Cy30) ¥,

WE = Ayxg+ Agxp+ (Crpa 4 Cyb 4 Cyg0) %,
+ (Ci3a + Cysb + Cy0) 2

(1)

0
¥
analog fir » und %’

Wir fragen jetzt: Wie dndern sich die 4; bzw. C,,, wenn wir den
ob]ekt— bzw. bildseitigen Koordmatenanfangspunkt um d1e Strecke z
bzw. z’ verschieben ? ,

Fir die A, ist unsere Frage leicht beantwortet. Setzen wir zur Ab-

kiirzung:

r
. @
?— 1 ?_‘ 1
so wird
fL:gA
Ay =g A, =14, + 4,, (3)
Ay = LAy + A,

wenn wir den Koordinatenanfangspunkt objektseitig um die Strecke z
verschieben. Man erhilt (3) sofort, wenn man beachtet, dafl im Bereich.
der Gaussischen Optik die Beziehung

x=g%+lxp ' (4)

gilt, die man in die nach den linearen Gliedern abgebrochene Formel (1)
einsetzen kann. Fiir die Verschiebung des bildseitigen Koordinaten-
anfangspunktes um die Strecke %’ finden wir ebenso
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xbszo‘}“q;é}?;
A, =4,+4,p, 1
Ay =A,+A4;p=4,9, ]
A= 4,9,
mit
A,
pz——nl 2 )
,E_’_,_As
q: — .
;‘,“*‘Aa

(6)

Es ist in (2) und (6) stets — =+ A, bzw. 5, & —4,, da natiirlich
Objekt und Austrittspupille nicht in konjugierte Punkte fallen diirfen. .
Wir fragen jetzt nach der Anderung der GroBen zweiter Ordnung
bei Verschiebung des objektseitigen Koordinatensystems um die
Strecke z. Wir beachten, daB die linke Seite von Gleichung (1) bei der
Koordinatentransformation ungeindert bleibt. Uberstreichen wir die

zum zweiten Koordinatensystem gehorenden GréBen, so finden 'wir

xo:iﬂ“%ﬁ%ﬁ=7‘o—%"§<1+%(§2+772))
— g%, + lap - {Kcn+2 2 dl)a+ (Cot o 2A2A>
+(Caat £z 41 43)2|Fo + [ (Coo + £5 43 4,) 3

+(Cat s £ 4 A2>b+<523+§%2Ag>Ebe}.

Setzen wir (7) in (1) ein und vergleichen die Koeffizienten, dann

ergibt sich
5 41),
C11Z+C12+2n3 i4 g>,

613 g2 (Cpi 1—2C12Z+C13+2W3A2A§g2>

9]
8
I
oq
[ S

ol

3 =8 (Cul +3C,u+ (2C,+ Ci) I+ Cyy + iAlAggs\:
633 = Cult +4CH P + 2(2Cy, + Cy) 2

+4Cql + Coy + 55488

=
(
(Cult + 2Cigl + Cop + 55 43 432),
<
(

(8).
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Betrachten wir umgekehrt die Veranderung der GréBen zweiter Ord-
nung bei einer Verschiebung des bildseitigen Koordinatenanfangs, so
finden wir entsprechend, wenn wir die neuen Koordinaten durch eine
Schlangenlinie iiberstreichen,

Xp = P¥yg+ g% — {[<C12+ /2A3>“+(C22+‘2?,%A§A3>5
+ (Can o 5t 40 43) 8|70+ [ (Cos + 55 434, 9)
+ (Can o+ grs 42 43) 5 + (Coa + 5543) 7| 5 } l

und an Stelle von (8) bekommen wir

Eu = (7’4 Cos +492Coy +2p2(2C + Cy5) +4pC1o+ Cpy — 57 3Aéq >
6‘12 = 9<P3 Cos+3p2C+ PR2Cu+Ci)+ Cp— 2‘%/131%93) )
Z‘13 ‘]2<7’2C33 +2pCo +Cis— zn/sAz A3q? )
2 =0 (PCos+20Cry + Con — 53} A3,
q3<PC33 + C23 3 ,3A3A 9>
<C33 21L’§ ) '
In den Gleichungen (8) und (10) konnen wir auch statt der Formeln
fiir Cys und C,4 schreiben:
—— 3_
2Cy + Cyy=14¢° <3C1112 +6C5l+2C,+ Cpp+ 2—;‘5/4% A%&’z)» ] (11)
Cop — CI;; = g2(Cop — Cya) I
und
SC. 2(9 .42 S 37" 15 422
2Cy + Ci3 =¢ (375 Caa+6pCo3+ (2C,y5+ Cyg) — 2‘,4_/—3A1A29 >» l (12)
Cop — Cy3 = ¢*(Cyy — Cyy) - I

Die GréBen A,, 4,, A; kann man durch Objekt- und Blenden-
vergroBerung ausdriicken, wenn man den von F. STAEBLE (1) in die
Optik eingefiihrten Begriff der Strahlungsweite (k = OB, k' = B'0’)
benutzt. Wir finden

w n

=4, A= —pp=tyh d=—7. (13
Anderung der Objekilage (3):
_h _ BB koh Kk 14)
S TR T ‘

Herzberger, Strahlenoptik. 8

(10)
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Anderung der Blendenlage (5):

p AB’ ﬂB * > q i . % 3% . (15)
Wir beachten, daB stets, wenn Objekt oder Blende in den Brenn-
punkt riickt, gilt: W
lim + ' =@, ]
k>
(16)

Man iiberzeuge sich zum SchluB, daB die zu (9) und (11,) gehérenden
BildgréBen als GréBen nullter Gruppe nach T. SmiTH (I) angesehen
werden konnen, wihrend die durch (11,) und (12,) bestimmte GroBe
der ersten Gruppe angehdrt. Wir sehen in (8) bis (12), daB die GroBen
jeder Gruppe sich untereinander transformieren. Vgl. zu diesem Ab-
schnitt T. SmiTH (1).

§ 33. Die SEIDELschen Bildfehler in Abhingigkeit von Objekt- und
Blendenlage.

Bestimmen wir fiir eine durch (1) gegebene Abbildung die Koordi-
naten x), y, des DurchstoBpunktes der vom Punkt x,y,,0 her-
kommenden Strahlen mit der zugehorigen Gaussischen Bildebene. Wir
finden:

oo LMY
° A T — (& +7'%)
A 1 1 1
= —4tm — Z;{Hcm + g A) @+ (Cor + 3y 43 4,) 0
1 ! .
+ <C23 + 372 A, Ag) CJ % ( (1)
1 1
+[(Cra+ gya A3 4s)a + (623+WA2A§) b

+ (Coo + s i) ] )

analog fiir y', v,.
Verschwinden die fiinf in (1) vorkommenden Klammerausdriicke,

so wird
,_.
%= — 'xo ﬂxo’l

Yo =f9,

d. h. unser Objektelement wird scharf und 4hnlich abgebildet. Die fiinf
in (1) vorkommenden Klammerausdriicke stimmen im wesentlichen mit
den von L. SeipeL gefundenen Bildfehlern iberein. Wir setzen mit
etwas anderer Normierung als L. SEIDEL:

(2)



Rzl

RN IR TN
[

9]
=

:12(1452+13(452+3r)+12(2(252+Sg)+3o)+l(4sg+@)+52);
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— 3
Sy = <633+2nrzA )

a3 <C23 + WE 4, A%),
2 1
Sy =<1z (Cus + 5373 43 45)
Mit L. SeipeL (2) fragen wir jetzt nach der Abhingigkeit der Bild-
fehler von der Blendenlage. Die C;, #ndern sich dabei gemiB § 32 (10).
(3) gibt nun in Verbindung damit

54:%<sz+2n;z A2A>

(3)
Ss A% <C12 + 2n’2 A3> .

§1 =q%5y,
Sa=qSt+5Y,
~ ST——
Sy =25+ 2pSY+ 53, 25, £5,=34250+6pSI+(250+S,). | (4
5, = pzso 42550480, S, -8,=S0—SY,
S, = (p3S°+3p25°+p(2S°+S°)+S°)
mit
,k —ko k—k k’ koﬂBo -
p=B B = = )

Formeln, die im wesentlichen schon bei L. SEIDEL (2) stehen. Aus
§32 (8) konnen w1r aber, wenn wir noch eine sechste Bildfehler-

grofle, z. B.
S = A3 (Cu + 2_71_2 A?) (6)

hinzufiigen, auch die Abhingigkeit der Bildfehler von der Objektlage
bei festgehaltener Blende berechnen. Wir finden

,,7(1350 4 12(3S0+27) + 1 (259 + S+ o) +S);

S BSY41(2S347) + 5% 25, S, =32SI+31(2524+17)+ (2S04 5Y; | (7)

BSI+1(2S0+7)+ S S,—S,=S3—SY;

g(lSE+ 59
§2Se
mit ko_k'ﬁ’ Z_E-'{Z_Q_I;"kol (8)
- Bo &’ kBy K B’

Zu (4) kommt nun noch die Formel hinzu:

(B1S, + 12 4S,+0 +p222S,+S) +30)+p(S;+3D+Sg).  (9)
8*

1
_2
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Die in (7) und (9) vorkommenden GroBen o, ¢, T ergeben sich

hierbei zu .
2 /2
= hE - 01T
I S
i Ae-tw) |

Gleichung (10) lehrt uns:
o verschwindet nur, wenn der Objektpunkt ein Knotenpunkt ist
n?
(62 =)

o verschwindet nur, wenn zwischen Objekt und Blendenvergrofe-
rung die Gleichung 2
B By= " (11)

besteht. Zwei Punkte, deren VergroBerungen einer Gleichung der Form
2
Bifs = (;,) geniigen, wollen wir als reziproke Punkte bezeichnen.
o = 0 bedeutet also, da3 Objekt und Blende in reziproken Punkten
liegen.
7 verschwindet nur, wenn die Blende in einem Knotenpunkt liegt
’9 n®
(- 2)
0 =0 =1=0 bedeutet, daB das System ein Knotenpunkt-
system ist.

Bei einer Verschiebung des Objekt- bzw. Blendenpunktes dndern
sich diese Grofen wie folgt:

i=qo g=(e+2lo+D),
=0+ po, 6=0+1I7, (12)
- 1 —
1:=E—(1:+2p0—{—p2g), T=gT. [
Stets bleibt
e o ey e~ A — 44
02—9'5:02—@1_—_02—@1=W;fgl=nq:z, (13)
eine Invariante. —
Nach Einsetzen von (3) gehen die Gleichungen (1) iiber in
2k /1, ,
2 (g 2= o) =(Ss @S, 04520050+ (Sy a+ 5,5+ 5,0) % l
(14)
2k ’
B <,3' Yo— 3’0> =(S5a+S5,0+5,0)y,+(S5a+S50+5,¢)yp- l

Bei der Ableitung unserer Formel muBte nicht nur vorausgesetzt
werden, daB Objekt und Blende anfangs im Endlichen lag; es muBte
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auch vorausgesetzt werden, dal das Objekt nicht zufillig im Brennpunkt
lag. Wir wollen zunichst den letzten Fall mitbehandeln.

Gleichung (1) versagt, wenn der Objektpunkt in den Brennpunkt
rickt, wohl aber gibt Gleichung (7) die BildfehlergréBen fiir diesen

Fall an.
Eine leichte Umformung gibt in diesem Fall an Stelle von (14)

2 %’E’ -
o e ) = St S S
4+ (S;a + Sy b + S;c) x5. (15)

Man erhilt jedoch aus (7) bzw. (4) keine endlichen Werte mehr
fir die S,, wenn Objekt oder Austrittspupille ins Unendliche wandern.
Betrachten wir allerdings als BildfehlergréBen fiir unendlich ferne
Blende die folgenden:

S;= lm F2S; = k259,
k> o
Sy = lim 3, =k, (S + SY),
k>
S;= Lim S, = (B2SY+ 28,53+ SY,
k> o
S, = lim Sa= (B2 SY+ 26,2 + SY), | (16)
-» 0
a . 1 ~ 1 , ’ ’
Ss= lm — Sy =5 (B ST+ 3" S3 + (251 + S B + S,
>
~ . 1 = 1 ’ ’ ’
S¢= lm 22 Sq = 73 (B SY+ AP 4S8 + o) + B2 (2253 + SY + 3.0)
+ B (4S9 + 37) + SY),

so erhdlt man leicht an Stelle von (14) die Beziehung
2 1 , ™A a9 5o o A >N 2 A
%,—ﬂ,(ﬁ;xo — xo> =(S5a+S4b+52c)x0+(S3a—}—S2b—f—Slc>n'§’. (17
Ebenso erhilt man fiir unendlich fernes Objekt, wenn man als Bild-
fehlergréBen die Grenzwerte von

A . 1 = A . =

Simfim S Se=fim s,

S,=1lm ~5,  Sy= lim %S, (18)
k> R k>

Sy = lim S, Se= lim &2 S,
k->» o k—>o

betrachtet, an Stelle von (14)
2B, né S 3 S A
—7<<Pxo+ ﬁﬁ?ﬂﬁ) 2(?5“ +~A§4f) +~?20)”§
+ (Ssa+ S, b+ S;¢) 5. (19)
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§ 34. Die Kriimmung von Objekt- und Bildfeld im EinfluB auf
die Bildfehler.

Wir haben bei der Ableitung der Bildfehler die Strahlen betrachtet,
die von einem Punkt der Ebene x = 0 herkamen, und die DurchstoB-
punkte mit der Ebene durch den Gaussischen Bildpunkt berechnet.

In der SeiDELschen Theorie {ibt jedoch die evtl. Kriimmung von
Objekt und Auffangfliche, d. h. der Fliche, auf der man das Bild auf-

fingt, schon einen EinfluB3

{ \\4} , 1 aus.
5 ¢ O\ Q,/ s Wir wollen jetzt an-
\l, AN o ‘ZN | nehmen, unser Objekt
i R habe die Scheitelkriim-
. 27 7 mung 1:R, die Auffang-
fliche habe die Kriim-
mung 1:R’. Sei x*, y*, 2*
ein Punkt der Objektfliche, ¥*’, y*, z* ein Punkt der Bildfliche. Wir
berechnen den DurchstoBungspunkt mit der Objektebene bzw. der zu-
gehorigen GAussischen Bildebene. Es ist unter Beachtung der Gré8en-
ordnung

-

A | RI_;J

Abb. 47. Zur Kriimmung von Objekt- und Auffangfliche.

a p'2a
2*22——-, Z*I:—2R” (]_)
a A A
xzx*_fﬁknE:x*<l+2an >+x32n2R
(2)
’2d /2 ﬁlz
W=t 2/3%,1?_’”,5,: a <ﬂ" 2Z'ﬁR' “) — %3 2Z’R’ “

Setzen wir (2) in § 33 (13) ein, so erhalten wir

— 2oty — ) [<s5+(M,R; ;%ﬁg>a+s4b+szc)]xo
+{<53 (n 1)>a+52b+50“x3,

Xt i) =[Sk (o~ ei)a ks sl |
+[(53-(%wwlze)>“+5”+56]y3

Bezeichnen wir wieder die in Klammern stehenden fiinf Ausdriicke
als die SErpELschen Bildfehler fiir gekriimmtes Objekt und Bild, dann

gibt (3)

St=S5, s

532523 ¢ 4’ 1 1 (4)
1 1 Sy =S;—Be-m+ B p

sgzs_(m_ﬁ>, 7R WR

Wir sehen also, nur S§ und S§ hingen von der Kriimmung von
Objekt und Bildfeld ab.
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Die einzelnen Bildfehler und ihr Zusammenwirken.
Der Offnungsfehler (sphirische Abweichung).
§ 35. Der Fehler bei festem Objekt und fester Blende.

In diesem Teil wollen wir die einzelnen BildfehlergréBen, die wir
in §33 kennengelernt haben, nach Moglichkeit isolieren und ihre
Wirkung auf die Abbildung kennzeichnen. Wir wollen ferner unter-
suchen, wie die Fehler sich gegenseitig beeinflussen, und welche Fehler
man gleichzeitig heben kann.

Zuerst betrachten wir die vom Achsenpunkt des abzubildenden Ob-
jekts herkommenden Strahlen. Wir setzen also %y =y, =a = b = 0.
Gleichung § 33 (14) gibt uns

24,
43
(D
27? Yo =51¢Yz-

r__ ’
%o = S;C%p,

Die vom Achsenpunkt des Objekts ausgehenden Strahlen durch-
setzen die Gaussische Bildebene in einem kleinen Kreis, dessen Ra- -

dius ¢’ proportional S; und /

proportional der dritten 1

Potenz der Blendensffnung AF

ist. ,
Man bezeichnet den | ,/;

durch S, gegebenen Fehler Z 7

nach M. Berex (I) als
SEIDEL schen Offnungsfehler /
oder auch als SEIDELsche , ,
zentrische Abweichung. Der = ko 4
in dor Literatur auch ge-  upariill S Olmea,
briuchliche Name sphd- '
rische Abweichung ist ungliicklich, da er auf der falschen Annahme
beruht, da die Kugelgestalt der brechenden Flichen an diesem Fehler
schuld triige.

Die vom Objektachsenpunkt ausgehenden Strahlen schneiden die
Achse in der Entfernung A’ vom Gaussischen Bildpunkt. A’ ergibt .

sich zu

!t ’r 42
A’:—%,—”E%:%%Slc. )
A’ wird als zemtrische Limgsabweichung bezeichnet. Sie ist der
zweiten Potenz der Blendenéffnung proportional, sowie proportional S,
dem SerpeLschen Offnungsfehler.
Ist S; =0, so sagt man nach BoEGEHOLD (/4), der Objektpunkt
werde in erster Annidherung scharf oder geschdrft abgebildet, oder auch
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der SerpELsche Offnungsfehler sei behoben. Ist S; > (<) 0, so spricht
man von zentrischer Uber- (Unter-) Korrektion.

§ 36. Abhingigkeit von Objekt- und Blendenlage.

Wir fragen nach der Abhingigkeit des SEipELschen Offnungsfehlers
von Objekt- und Blendenlage. Gleichung § 33 (4) und § 33 (7) ergeben:

§1 = qzstl),

— 1

S = LS BASI37) +B(2(251 -5 +-30) + 14530+, |
Die erste Gleichung (1) lehrt uns, daB der Offnungsfehler durch

Wahl der Blende nicht zu beheben ist; die zweite Gleichung (1) lehrt

uns, daB es im allgemeinen héchstens vier Punkte in einem System

gibt, in denen man den Offnungsfehler heben kann.
Nur wenn

S9=—3q,

=0 (2)

e
Sg:‘—z’,
28+ S§=—3o,

ist, ist der Offnungsfehler fiir alle Objektpunkte behoben. Ein System,
dessen Bildfehlergr6Ben die Form (2) haben, wollen wir als HERSCHEL-
sches System bezeichnen. J.F. W. HErscHEL (I) hatte 1821 zuerst die
Forderung erhoben, ein System so zu korrigieren, daB alle Achsen-
punkte frei von zentrischer Abweichung abgebildet werden.
Verlangen wir nur, da ein unendlich kleines Stiickchen der Achse
gescharft abgebildet werden soll, so muf3 die zweite Gleichung (1) eine
Doppelwurzel haben. Einen solchen Punkt wollen wir als HockiNschen
Punkt bezeichnen. Legen wir unsern Objektpunkt in diesen HoCKIN-
schen Punkt, d. h. sei I =0 die Doppelwurzel, so finden wir als not-

wendige und hinreichende Bedingung fiir einen Hockinschen Punkt:
St=0,
Sp=—ie.

®3)

Gleichung (3) ist der Ausdruck einer zuerst von Hockin (1) auf-
gestellten Bedingung fiir das SeipDELsche Gebiet. Wir bezeichnen (3)
als Hockinsche Forderung. Sie ist notwendig und hinreichend dafiir,
daB ein Stiick der Achse durch den Achsenpunkt geschirft abgebildet
wird.

Der Asymmetriefehler (Koma).
§ 37. Der Fehler bei festem Objekt und fester Blende.

Wir haben im vorigen Paragraphen die Abbildung eines Achsen-
punktes durch unser System betrachtet. Wir wollen hier die Abbildung
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eines Punktes betrachten, dessen Abstand von der Achse so klein ist,
daB wir schon die zweite Potenz vernachlidssigen konnen; bei dieser
Gr6Benordnung ist natiirlich, wie auch aus §34 (3) hervorgeht, ein
ebenes Objekt- (Bild-) Flichenelement noch nicht von einem gekriimmten
zu unterscheiden.

Wir finden aus § 33 (14), da wir die in @ quadratischen Glieder ver-
nachlissigen wollen,

24

—Tgé(x,_‘l%xo)=Szcx0+(szb+51c)xl’3;

24, , o , (1)
—A—g(y—ﬂoyo)=Szcyo+(52b+51c)y3~

Wir untersuchen die Abbildung eines in der yz-Ebene gelegenen
Punktes (%, =0, a = yZ, b =2 y,3, ¢ = %% + y&). (1) gibt

A2
x':—2—1—;—3(2525{};3)};3/0—}—51(96?-{—y}?)x};), ]
5 (2)
’ ’ A4 ’2 ’ ’ ” ’
V' —BoYe= — 27423(52(958 + 3y8) yo + S1 (¥ + y5) ¥B)- I

Wir kénnen uns die dem Nachbarpunkt ent-
sprechende Zerstreuungsfigur zusammengesetzt
denken aus zwei sich iiberdeckenden Teilen, einem
vom Offnungsfehler S, herriihrenden Kreis, dessen
Radius proportional S,, sowie proportional der
dritten Potenz der Blendenéffnung ist (s. Abb. 49),
und einer unsymmetrischen mit S, verschwin-
denden Zerstreuungsfigur (s. Abb. 50).

Man bezeichnet S, als SEIDELschen Asym-
metriefehler, auch Komafehler. Betrachten wir
nur den von S, herrithrenden Teil der Zerstreu-
ungsfigur, so konnen wir folgendes aussagen
(s. Abb. 50): Die Strahlen vom Nachbarpunkt, Abb.49. Zerstreuungsfigur
die durch die Peripherie eines Kreises der Aus- S‘uii’t?ﬁiﬁbeﬁic‘ﬁﬁiﬂ‘iﬁﬂ;
trittspupille vom Radius 73 gehen, durch- bel xeinem Offungsfebler.
stolen die Gaussische Bildebene in der Peripherie des durch

Bildebene
y /

/ )’ A2 ’ 2 2 A:‘) ’ 2
(yo_ﬁo%‘*‘;ﬁszyf?yo) ‘}'xz:(z—;‘ssz"liyo) 3)

gegebenen Kreises. Alle diese Kreise haben ihren Mittelpunkt auf dem
Lot, das vom zugehérigen Gaussischen Bildpunkt auf die Achse gefillt
wird, und beriithren zwei Gerade, die durch den Gaussischen Bildpunkt
gehen und mit dem Lot je einen Winkel von -+ 30° bilden. Diese selt-
same, an einen Kometenschweif erinnernde Form, bei dem natiirlich
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die Lichtstirke vom Gaussischen Bildpunkt aus rasch abnimmt,
hat zum Namen Komafehler AnlaBl gegeben. '

Verschwindet der Asymmetrie-
fehler S,, so entspricht jedem
Bildeberne Punkt eines kleinen Flichenele-
ments nach (2) in erster An-
niherung ein gleich groBer Zer-
streuungskreis. Eine solche Ab-
bildung wollen wir als asym-
metriefrei auch isoplanatisch be-
zeichnen.

Ist S, =S, =0, so wird ein
sehr kleines Flichenelement ge-
! schirft abgebildet; wir sprechen
von  ndchstfeldgeschirfter, auch
aplanatischer Abbildung.

P z Wir koénnen ein Kriterium
dafiir bekommen, ob ein Flichen-
element  asymmetriefrei  oder
— néichstfeldgeschirft abgebildet
Narhborpuakt be reinem hsymmetrietebler (Koms). Wird, wenn wir nur die Strahlen
durch den Achsenpunkt (Rich-
tungsccsinus &, 7o) durchrechnen. Unter Benutzung von § 33 (3) fin-
den wir ndmlich, wenn wir in § 32 (1) x, = y, = 0 setzen

' 1 A
—n £y = Ayxh + Cogexl — Ay (1 — (s B+ 2S,) c)l

7

4

) )

’ ! ’ ’ ! 1 H
W E = Ay x4 Cogc ¥ = Ay 2 (1— (33243 + 52 5.) c>[

Ist S; = S, =0, wird also ein kleines Flichenelement n#chstfeld-
scharf (aplanatisch) abgebildet, so ergibt (4) die Beziehungen:

né =&, }
nilg = B .-
Sei u(n') der Winkel zwischen Strahl und Achse, so folgt aus (5)

(5)

n fsiny =nsinu. (6)

(8) ist der Ausdruck der ABBEschen Sinusbedingung fiir das SEIDEL-
sche Gebiet.

Gilt umgekehrt die Sinusbedingung (5) und verschwindet S;, so
folgt aus (4), daB auch S, verschwinden muB. Die Erfiillung der Sinus-
bedingung fiir die vom Achsenpunkt kommenden Strahlen ist also bei
behobenem Offnungsfehler notwendig und hinreichend fiir nichstfeld-
scharfe Abbildung.
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Sei S, =0, aber S; + 0, dann folgt aus (4) durch Einsetzen von
A" aus §35 (2):

—ngy = A, x5 ( A2> l
R E)
oder, da —11 = — k’ die Entfernung Bild — Austrittspupille, die so-
genannte blldseltlge Strahlungsweite nach F. STAEBLE ist:
’ﬁ’£0k°+A —né&,, l
o By L — o, ®
L °+A, sin uy = % sin o,.

(8) ist der Ausdruck der StAEBLE-L1HOTZKYschen Isoplanasie-
bedingung im SEIDELschen Gebiet, s. § 51 (11)ff.
Fiir 4’ == 0 kann man (8) nach k:] aufl6sen; das gibt
1 1 /# B sin uf
w0~ 7 (v 1) ®
Die GroBen auf der rechten Seite von (9) sind von der Lage der
Blende unabhingig. (9) kann also auch dazu dienen, die Lage der Blende
zu finden, fiir die die Abbildung asymmetriefrei ist.
DaB es fiir S, = 0 immer eine asymmetriefreie Blende gibt, erkennt
man auch, wenn man gemiB §33 (4) die Abhingigkeit des Asym-
metriefehlers von der Blendenlage untersucht.

§ 38. Abhingigkeit von der Objekt- und Blendenlage.
Wir finden:
So=q(pSt+ 5.

_ (H
S, = -;—(sglur (3524 27) 12+ (250 + S+ o) + S .

Aus der ersten Gleichung (1) geht hervor, daB es fiir einen Objekt-
punkt, fiir den der Offnungsfehler nicht behoben ist, immer eine durch

SO
p J—
oder (2)
nw A,A9
AR &

bestimmte feste asymmetriefreie Blende gibt.
Eine bestimmte Blende wirkt im allgemeinen fiir drez Objekte als
asymmetriefreie Blende.
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Ein Fliachenelement durch einen Objektpunkt wird asymmetriefrei
ohne Riicksicht auf die Blendenlage dann und nur dann abgebildet,
wenn

S1=135,=0 ()
ist. Die Bedingung, dal unser durch Sy bis S¢ gegebenes System
iiberhaupt einen aplanatischen Punkt hat, ist also die, daB die
beiden Gleichungen

€5, — g1Sy=P(S3+7) +E(2S+ 5§ +20)+1(3SY+0)+ Y =0s} (@)
gS,=BS? +1%(3S24-27) +1(259 4 S9+0)+SI=0
eine gemeinsame Losung haben, d. h. die zugehérige Diskriminante muB3

verschwinden.
Jeder Punkt ist aplanatisch dann und nur dann, wenn

sg=sgzzsg+sg:sg:sg=0,}

Q: g — 1,'=0

(5)

ist. In Nichtknotenpunktsystemen gibt es hochstens dres aplanatisch

(n4chstfeldscharf) abgebildete achsensenkrechte Flichenelemente.
Fiir ein System mit drei nichstfeldscharf abgebildeten Flichen-

elementen miissen die rechten Seiten von (4) als Funktionen von / pro-

portional sein. Das gibt
ASY = 2%(S? + 1),

ABSY+27) =w%(2S2+ SY+ 20), ©
225 4 S2 + ¢) = %(3 S2 + o),
1S9 =xS?,

Ein System, dessen BildfehlergréBen (6) geniigen, wollen wir als
triaplanatisches System bezeichnen. Es ist wohl zu beachten, daB die
Beziehungen (6) unabhingig von Objekt- und Blendenlage gelten
miissen; allerdings #ndert sich natiirlich der Proportionalititsfaktor
%A,

Eine bestimmte Blende wirkt wegen (1,) dann und nur dann fiir
alle Ohjektpunkte als asymmetriefreie Blende, wenn

§59=3850421=28+Sy+0=S5y=0 (7)
ist. Eine solche Blende mége raumasymmetriefreie Blende heiBen.

Gleichung (6) lehrt uns, daB ein System mit einer raumasymmetrie-
freien Blende auch drei aplanatische Punkie hat. Aber es gilt auch das
Umgekehrte. Sei fiir einen Objektpunkt S; 4 0, dann kann man nach
(2) eine asymmetriefreie Blende finden. Legen wir die Blende dorthin,
so wird in (6) % = 0, wir erhalten die Gleichungen (7). Wir sehen also,
die so gefundene Blende ist raumasymmetriefrei.

Ein HERrscHELsches System hat wegen § 36 (2) nur die Knoten-
punkte (9 = 0) als aplanatische Punkte. Es ist triaplanatisch nur dann,
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wenn es das durch (5) bestimmte Knotenpunktssystem ist, bei dem
jeder Punkt aplanatisch ist.

Die ABBEsche Sinusbedingung S, =0 und die Hockinsche Be-
dingung S, = — ; o sind miteinander nur vereinbar, wenn der Ob-
jektpunkt im Knotenpunkt liegt; nur dann kann also ein kleines Raum-
element scharf abgebildet werden.

Der Verzeichnungsfehler.
§ 89. Der Fehler bei festem ebenem Objekt und fester Blende.

Wir hatten in § 30 die Strahlen durch die Blendenmitte als Haupt-
strahlen bezeichnet. Wenn wir jetzt mit demselben Namen die Strahlen
durch die Mitte der Austrittspupille (x; = 3, = b = ¢ = 0) bezeichnen,
so begehen wir damit eine kleine Ungenauigkeit; es kénnte ja sein,
daB die Blende, die an irgendeiner Stelle im Innern des Systems liegen
kann, in den Bildraum mit Offnungsfehler behaftet abgebildet wiirde.
Dieser Unterschied ist nicht sehr erheblich, da die zentrische Ab-
weichung in der Blende von zweiter Ordnung klein ist, mul} aber, wie
die spiatere Ubertragung auf endliches Gesichtsfeld zeigt, prinzipiell
beachtet werden. Wir wollen in diesem Abschnitt unter Haupistrahlen
stets nur die Strahlen durch die Mitte der Austrittspupille verstehen.
Um den Leser an diesen Unterschied zu erinnern, werden wir das Wort
. Haupt kursiv drucken.

Fiir die Hauptstrahlen finden wir aus §32 (1) und §33 (14):

— n§B=(A1—|—Cua)x0:A]xo< (2142/12 2 S )

|
n'Ep = (Ay + Cpa)xy = A2x0< <2n2A2 2 S ) > ;

, A2
%y — B'%g = — Z;—:;wao,
o 2
% — B = — 53 5:8%-

Gleichung (2) ordnet jedem Punkt der Objektebene eineindeutig
einen Punkt der Bildebene zu,
nimlich den, in dem der zugehdrige
Hauptstrahl sie durchst6Bt. Diese P’ P’
optische Projektion, die hier durch
die Mitte der Austrittspupille
vermittelt wird, ist dann und Abb. 51. Zum Verzoichnungsfehler.

. nur dann ihnlich, wenn 55 ver- (Optische Projektion eines Quadrates bei tonnen-
. ’ . formiger, kissenférmiger Verzeichnung.)
schwindet.

Bei dieser Zuordnung entspricht natiirlich einem Kreis um den
Objektachsenpunkt immer ein Kreis um den Bildachsenpunkt; die Ab-
bildung ist immer unverzerrt, aber der AbbildungsmaBstab dndert sich,
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und zwar mit der dritten Potenz der Achsenentfernung des Objekt-
punktes. So entspricht dann einem Quadrat, dessen Mittelpunkt im
Achsenpunkt liegt, bildseitig im allgemeinen nicht wieder ein Quadrat,
sondern ein Gebilde, das je nach dem Vorzeichen von Sy an den Ecken
eingedriickt oder auseinandergezerrt ist. Man spricht je nach dem Vor-
zeichen von S; von tonnenférmiger bzw. kissenférmiger Verzeichnung.

Die Hauptstrahlen gehen im allgemeinen objektseitig nicht durch die
Eintrittspupille, deren Abstand vom Mittelpunkt durch die objekt-

seitige Strahlungsweite &, = Ai gegeben ist; der objektseitige Offnungs-
1
fehler Ay ergibt sich aus (1) zu

Yo &n
htds VI §B + "73
oder
Ap = 2A: Sea . 3)

Ein Vergleich mit § 35 (2) lehrt uns, daB wir S, als objektseitigen
Se1pELSchen Offnungsfehler der Austritispupille bezeichnen kénnen.
S hat also in bezug auf die Blende und den Objektraum dieselbe Be-
deutung, wie S; in bezug auf Objekt und Bildraum.

Eine Blende, fiir die Sg = S; = 0 ist, wollen wir als orthoskopische
Blende bezeichnen.

Fir eine orthoskopische Blende wird wegen (1)

AA—: = — Al xo )
V1 — (&5 +n3)
e @)
B
T = Ay,
V1= (& + 45)
also, wenn wir die Nelgung der Hauptstrahlen gegen die Achse mit
w, w’ bezeichnen, die VergréBerung der Eintrittspupille mit 8 = — 1% .
2
erhalten wir fiir eine orthoskopische Blende
n'Brtgw = ntgw,
Prtg (5)
dg=0.

Gilt umgekehrt (5) fiir die Haupistrahlen, so wird das ebene Objekt
verzeichnungsfrei projiziert; da in (5) keine GréBe vorkommt, die vom
Objekt abhingt, so kénnen wir schon schlieBen, da durch eine ortho-
skopische Blende jedes ebene Objekt verzeichnungsfrei abgebildet wird.

Ist fiir einen Blendenpunkt die Verzeichnung behoben, ohne daB
die Blende zentrisch korrigiert ist, so finden wir, in Analogie zu § 37 (8):

nép nxy
V] 53+77 T ko + 4’
w Ep (6)

—W—A Xg s
Vl +’l’]};2 270
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also

ky+ 4 ,
o o Ptgw =n'Brtgw

bzw. (7)
L_.L<"’ﬁ%fg£’_l>
ke Az \ ntgw '

Gleichung (5,) wurde, allerdings fiir endliches Gesichtsfeld, von
Atry (I) angegeben, Bow (I) und SurToN (1) wiesen wohl zuerst
auf die Notwendigkeit von (5,) hin. Gleichung (7) ist ein Spezialfall
einer Bedingung, auf die M. v. RoHR (1) fiir verzeichnungsfreie Ab-
bildung hingewiesen hat; bei M. v. Ronr (I) ist auch der bildseitige
evtl. Offnungsfehler der wirklichen Hauptstrahlenkaustik beriicksich-
tigt (s. S. 162). Aus (7,) geht iibrigens hervor, daBman fiir A5 40 (Sg=4=0)
immer ein Objekt finden kann, fiir das unsere Austrittspupille als
verzeichnungsfreie Blende wirkt. (7,) kann zur Berechnung dieser
Objektlage dienen.

n

§ 40. Abhingigkeit von Objekt- und Blendenlage.

Man erkennt dies auch, wenn man die Abhingigkeit der Verzeich-
nung von Objekt- und Blendenlage untersucht. Wir finden aus § 33 (4)
und (7):

So= 1 (S + 3PS+ p2ST+ Y + S,
Sy = g5y + 8.

Gleichung (1) lehrt uns: Fiir einen festen Objektpunkt gibt es im
allgemeinen drei Blendenlagen, fiir die ein durch ihn gehendes ebenes
achsensenkrechtes Flichenelement verzeichnungsfrei abgebildet wird.

Fiir eine feste Blende gibt es, wenn Sg 4 0 ist, ein festes, durch
st
S9°

(1)

= —
(2)

gegebenes Objekt, fiir das unsere Blende die Verzeichnung behebt.

Die Verzeichnung ist fiir eine feste Blende unabhingig von der
Objektlage korrigiert, wenn fiir sie als Blendenpunkt S§ = S} =0 ist,
d.h. wenn die Blende orthoskopisch ist. Eine orthoskopische Blende
und nur sie gibt fiir alle ebenen Objekte eine verzeichnungsfreie op-
tische Projektion. ‘

Ein System besitzt dann und nur dann einen orthoskopischen Punkt,
wenn die beiden Gleichungen

¢*Ss — q0Ss = p*(SY+ o) + £2((2S% + SY) + 30)
+3p(S2+T)+S8=0,1 (3
g5, = 852 + 39253 + H(2S2 + SY + SE =0



128 V. Die Gesetze dritter Ordnung in Rotationssystemen.

eine gemeinsame Wurzel haben. Ein optisches System hat wunendlich
viel orthoskopische Punkte nur, wenn gilt:
sg:sg=2sg+sg=sg=sg=0,1
(4)
0=0=1=0. J

Ein Nichtknotenpunktsystem hat hochstens drei orthoskopische
Punkte. Ein System mit drei orthoskopischen Blenden heiSe ¢riortho-
skopisch. Die Bedingungen dafiir, dall unser System triorthoskopisch
ist, schreiben sich:

ASY=%(S5+ ),
A3SY=%(25+ S§ + 30),
A(2SY+ 59 =#3(SY+ 1),
AS? =xS).

(5)

Die Gleichungen (5) miissen fiir ein triorthoskopisches System un-
abhingig von der Lage von Objekt- und Bildpunkt bestehen. Wihlen
wir als Blendenpunkt einen nicht orthoskopischen Punkt (Sg + 0), so
kann man den Objektpunkt so wihlen, daB fiir ihn S} verschwindet.
Dann muB in (5) » = 0 sein, wir erhalten also:

S9 =83 =2504 S=52=0. (6)

Der so bestimmte Objektpunkt ist von allen meridionalen Fehlern
frei; ein Blick auf § 33 (4) zeigt, daB diese Eigenschaft von der Blen-
denlage unabhingig ist. Einen solchen Punkt, in dem insbesondere
die Verzeichnung unabhingig von der Blendenlage behoben ist, wollen
wir als verzeichnungssicheres Objekt bezeichnen.

Wir sehen: Nur in #riorthoskopischen Systemen gibt es ein wer-
zeichnungssicheres Objekt und umgekehrt: Besitzt ein System ein
verzeichnungssicheres Objekt, so hat es drei orthoskopische Punkte.

Aus §36 (2) folgt: In einem HErscHELschen System sind die
Knotenpunkte und nur sie orthoskopische Punkte; liegt die Blende in
einem Nichtknotenpunkt, so ist die Verzeichnung nicht zu beheben.

Aus §38 (6) folgt: In triplanatischen Systemen kann héchstens
ein Knotenpunkt orthoskopisch sein. Ebenso aus (5): In #riorthosko-
pischen Systemen kann auBer dem verzeichnungssicheren Objektpunkt
héchstens ein Knotenpunkt aplanatisch sein.

SchlieBllich erkennt man noch ohne Miihe folgendes: Von den vier
nach §36 (1) in einem System vorhandenen Punkten, in denen S,
verschwindet, sind in einem #iplanatischen System drei Punkte apla-
natisch, wihrend der vierte in der raumasymmetriefreien Blende liegt. In
einem #riorthoskopischen System sind von diesen vier Punkten drei
orthoskopische Punkte, wihrend der wvierfe der verzeichnungssichere
Objektachsenpunkt ist.
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§ 41. Der Abstandsfehler bei gekriimmtem Objekt und Bild.

Sei Objekt und Auffangfliche gekriimmt, so durchstoBen die
Hauptstrahlen Objekt und Auffangfliche in Punkten, deren Koordi-
naten durch

’ 4 A2
R 1
p (1)
Yo' — Bors = — 55 S5avs,
mit
* 1 A2 . , 1
S _S+A wR A nIRI S+ﬂ IRI ﬂBﬁ

gegeben sind. Wir kénnen auch hier von einer optischen Projektion der
Auffangfliche auf die Bildfliche mit Hilfe der H. auptstrahlen sprechen.
Verschwindet S}, so sind bei dieser Projektion die Abstinde ent-
sprechender Punkte von der Achse proportional. Wir kénnen von einer
solchen Abbildung nicht gut sagen, daB sie unverzeichnet ist, wir wollen
dafiir jedoch die Bezeichnung abstandstren einfithren. Zwei Flichen-
elemente werden also abstandstreu aufeinander abgebildet, wenn S} =0
ist. Die GroBe S} selber bezeichnen wir als Abstandsfehler.

Wie dndert sich S}, wenn wir die Blende verschieben? §34 (4),
§33 (4) in Verbindung mit §32 (5) gibt

St= <S°¢3 4- 35942 4 (250 + SE0) p + Sx9) 2)

eine Gleichung, die Formel §40 (1,) als Spezialfall enthilt.

Verschwindet S} fiir festes Objekt und feste Auffangfliche unab-
héngig von der Blendenlage, so wollen wir von einer abstandssicheren
Abbildung der beiden Flichenelemente aufeinander sprechen. Hierzu
ist notwendig und hinreichend, daB fiir den Objektpunkt unabhingig
von der Blendenlage gilt:

S9 =S8 =25, + S5 =Sr=0. (3)

Aus (3) folgt nun sofort, daB es durch jedes aplanatische Punkte-
paar (S; = S, ==0) zwei abstandssicher abgebildete Flichenelemente
gibt. Zur Berechnung des Objekt- und Bildradius kénnen die beiden
letzten Gleichungen dienen. Wir finden:

1 SU4p(2S) 4S9

DA A "
1 _ S+ Ba(250+ SD
A A A

Formel (4) versagt im allgemeinen nur bei brennpunktlosen Sy-
stemen. Ist jedoch bei diesen brennpunktlosen Systemen

S5+ By(25% + S5) =0, (3)

Herzberger, Strahlenoptik. 9
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so werden alle die Objekt- und Bildflichenelemente durch die apla-
natischen Punkte verzeichnungssicher abgebildet, fiir deren Kriim-
mungen gilt:

7_%zzngrstgzz—;S‘g. (6)

n’

Die Bildfeldfehler.
§ 42. Die Fehler bei fester Lage von Objekt und Blende.

Um die noch nicht untersuchten Fehler zu isolieren, wolen wir
nur die Strahlen betrachten, fiir die die Austrittspupille so klein ist,
daB wir die zweite Potenz der Blendenéffnung vernachlissigen kénnen.
Es empfiehlt sich hier, von vornherein Objekt- und Auffangfliche als
gekriimmt anzusehen. Wir erhalten nun aus §34 (3):

(xo —Bo%e + 54 2S*ax§>=54bx3‘+ S5 axy,
(1)
(2" — Bovs + j3S§ﬂy6*)=S4by3*+5§‘ay’B-

Fiir einen in der Meridianebene gelegenen Punkt ergibt sich daraus:

K Q¥ A %?D A
%5 = S5 y§'? 45,

’ 4 * A * * 7 ’ (2)
<y§ — BoYo +2_A:3’§3>= (2S,+ S3) ys *y5-

Gleichung (2) zeigt: Die vom Objektpunkt ausgehenden Strahlen
durchstoBen die Bildfliche in einer Figur, deren Projektion auf eine
achsensenkrechte Ebene eine kleine Ellipse ist, deren Halbachsen
sich wie

25, 1 S*

. 3)
verhalten. Der Mittelpunkt dieser Ellipse ist der Punkt, in dem der
zugehorige Haupistrahl die Auffangfliche durchst68t.

Wir wollen S} als sagittalen Bildfeldfehler, S, + 2 Sy als meridio-
nalen Bildfeldfehler bezeichnen.

Halten wir die Objektflidche fest und verindern den Radius der Auf-
fangfliache, so dndert sich die Gestalt der Ellipse.

Setzen wir
=S 25t g
X (4)
A St e

so erkennt man aus § 34 (4) und §42 (2), daB unsere Ellipse auf eine
sagittal bzw. meridional gelegene Zerstreuungslinie zusammenschrumpft.
Man bezeichnet R,;, als Radius der meridionalen Bildfeldkriimmung,
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R; als Radius der sagittalen Bildfeldkriimmung, die durch
i = St St g (5)
gegebene Kugel, auf der die Ellipse (2) zum Kreis wird, bezeichnet
man als Kugel der mdttleren Bildfeldkviimmung.
Besonders einfach werden die soeben dargestellten Tatbestinde,
wenn S, = 0 ist. In diesem Fall ist die Ellipse (2) fiir jede Bildfeldfliche

, 7 g
J
g 5D
P . z ’ p L z ’ /, z .
Meridionale [ittere Sagitale
Bildkldfehe Biltla fléche Bildteld ke

Abb. 52. Zu den Bildfeldfehlern.
(Zerstreuungsfiguren auf der Kugel der meridionalen, mittleren und sagittalen Bildkrimmung.)

ein Kreis; es ist R), = R; = R, und die durch (4) oder (5) bestimmte
Auffangfliche wird sogar in einem Punkt durchstoBen.

Die GroBe S, bezeichnen wir nach einem Vorschlag von W. VoLk-
MANN als Bildspannenfehler (er wird auch astigmatischer Fehler ge-
nannt). S, ist von der Kriimmung von Objekt- und Auffangfliche un-
abhingig. Einen Punkt, fiir den S, verschwindet, wollen wir als spannen-
freten Punkt bezeichnen. Der Radius der Bildkugel wird durch

1 1
gegeben. "R et nk (®)

Den soeben skizzierten Tatbestand wollen wir mit Hilfe der in
§ 14 gewonnenen Einsichten noch etwas ndher analysieren. Betrachten
wir die Strahlen, die von einem seitlichen Objektpunkt herkommen
und durch die als klein angenommene Austrittspupille gehen. Be-
trachten wir insbesondere zunichst den Hawupistrahl durch die Mitte
der Austrittspupille. Auf ihm entspricht dem Objektpunkt ein meri-
dionaler und ein sagittaler Bildpunkt. Die Nachbarstrahlen durch-
stoBen ein Flichenelement durch den meridionalen Bildpunkt in einer
sagittalen Zerstreuungslinie, ein Flichenelement durch den sagittalen
Bildpunkt in einem Linienelement, das in der Meridianebene liegt.

Aus den oben durchgefiihrten Betrachtungen folgt, dafl im SEIDEL-
schen Gebiet die meridionalen (sagittalen) Bildpunkte fiir ein Objekt-

Q*



132 V. Die Gesetze dritter Ordnung in Rotationssystemen.

flichenelement der Scheitelkriimmung R auf einer Bildkugel liegen,
deren Radius durch R,, bzw. R; gegeben ist.

‘Wird der Achsenpunkt spannenfrei abgebildet, so wird jedes Flichen-
element durch den Achsenpunkt stigmatisch abgebildet. Die meridio-
nale und sagittale Bildfeldfliche fallen zusammen. Gleichung (6) gibt
den Zusammenhang zwischen der Kriimmung von Objekt- und Bild-
flache.

Unter den gemiB (6) aufeinander stigmatisch abgebildeten Paaren
von Flichen gibt es bei nicht brennpunktlosen Flichen nur ein durch

1 S3+4S%
kR fp—p
1 S+ 5 S

(7)

RS B
gegebenes Paar, das auch abstandstreu aufeinander abgebildet wird.
Ist das System brennpunktlos, dann gibt es entweder kein aufeinander
abstandstreu abgebildetes Flichenpaar, oder es wird jedes (6) ge-
niigende Flichenpaar aufeinander abstandstreu abgebildet. Notwendig
und hinreichend dafiir ist, daB gilt:

S2+ BySy=0. ®)

Zu beachten ist, daB wir in diesem Abschnitt nur die Strahlen be-
trachtet haben, fiir die die Blende klein ist; im allgemeinen werden sich
die verschiedenen Fehler iiberlagern. Hierbei haben die Bildfeldfehler
den DurchstoBungspunkt des Hauptstrahls als Symmetriezentrum, der
Offnungsfehler den Gaussischen Bildpunkt, wihrend der Asymmetrie-
fehler eine unsymmetrische Zerstreuungsfigur hat, die im GAussischen
Bildpunkt eine Spitze besitzt.

Ist S; + S, =0, so verschwindet der Radius der mittleren Bild-
feldkriimmung fiir ein ebenes Objekt. Man sagt in diesem Fall, das Bild-
feld ist in diberiragenem Sinne geebnet.

Abhingigkeit der Bildfeldfehler von Objekt- und

Blendenlage.
§ 43. Die Bildspanne (Astigmatismus) in Abhidngigkeit von der
Objektlage.
Aus §33 (4) finden wir fiir S,:
Si=12S)+ 2553+ S§. (1

Wir sehen:

Fiir jedes Objekt gibt es im allgemeinen fiir S3% —S9S9 > 0 zwei
Blendenlagen, fiir die die Bildspanne behoben ist.

Die spannenfreie Blende fallt fiir ein Objekt mit der asymmetriefreien
Blende zusammen, wenn fiir diesen Objektpunkt und beliebige Blende
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gilt: S0 — S9SY=0. @)
eine Bedingung, die zuerst von ZINKEN-SOMMER ([) aufgestellt wurde.
Die Blendenlage ergibt sich aus
p=—m=—3 3)
S Sg
Nahfeldgeschérft abgebildete Objekte. Die Bildfeldspanne fiir einen
Objektpunkt und alle Blendenlagen ist nur dann behoben, wenn

S9= SY=59 =0

ist. Dann ist gleichzeitig Asymmetriefehler und Offnungsfehler fiir den
Achsenpunkt behoben. Einen solchen Punkt wollen wir als nahfeld-
geschirft abgebildeten Objektpunkt bezeichnen.

Wir wissen aus §42, da Offnungs- und Asymmetriefehler von der
Objekt- und Bildkriimmung unabhingig sind, daB jedes Flichenelement
durch einen nahfeldgeschirft abgebildeten Objektpunkt im SEIDEL-
schen Gebiet scharf abgebildet wird auf ein Bildelement, dessen Kriim-
mung durch §42 (6) gegeben ist. Unter diesen Objektelementen gibt
es bei nicht brennpunktlosen Systemen gemil §42 (7) eins wund nur
eins, das auch abstandstreu abgebildet wird. In brenmnpunkilosen Sy-
stemen wird jedes Element oder keims auch abstandstreu abgebildet,
je nachdem, ob § 42 (8) erfiillt ist oder nicht.

Ein System besitzt nahfeldgeschirft abgebildete Objekte, wenn die
drei Gleichungen

28, — 2g1S, + S, =B(S}+ o) + 125+ o)+ SI=0
gS, — 1S, =12(S0+7) + I1(SY+ S84 o) + S =0, (4)
S, = 1289 +12S80+7) 4+  S9=0

eine oder mehrere gemeinsame reelle Lsungen haben.
Alle Objekte werden nahfeldgeschirft abgebildet nur in Knoten-

punktsystemen mit
SY=389=59=5%=S5%=1S9=0,
0=0=1=0.

)

In Nichtknotenpunktsystemen gibt es héchstens zwei nahfeld-
geschirft abgebildete Objektpunkte.

Systeme mit zwei nahfeldgeschirft abgebildeten Objekten. Die Glei-
chungen (4) gelten, wie immer Objekt und Blende liegen. Wir legen den
Objektpunkt in das eine nahfeldgeschirft abgebildete Objekt (! = 0),
die Blende in das andere, so haben wir

S9 = S = Sy=o0,
S{+0=84+7=5=0.
Aus (6) folgt ¢ =0, d. h. wegen §33 (12):

(6)
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Die beiden nahfeldgeschirft abgebildeten Objekte liegen in rezi-
proken Punkten

Bib=(37) - (7)

Fir die Kriimmung von abstandstreu abgebildeter Objekt- und
Bildfliche findet man

n? 1
S0 __
1 pS)—z 1 il A
AR= W o WRT BRI ®)
n’zﬂ’—ﬁ n’zﬁ—ﬁ

Da 7 in Nichtknotenpunktsystemen nicht gleichzeitig mit ¢ ver-
schwinden kann, ist es unmdglich, dafi Objekt- und Bildflichenelement
eben sind. Verzichten wir jedoch auch auf die Abstandtreue, so bildet
jedes durch (6) gegebene System mit S; =0 zwei ebene Flichen-
elemente in reziproken Punkten eben ab.

Betrachten wir den Sonderfall, daB die beiden reellen IGsungen
von (4) zusammenfallen. Legen wir den Objektpunkt in diesen Punkt
und lassen vorerst die Blende beliebig. Das gibt

St=83=5%=0, 1
253+ 0 =S+ S04+ 0=25+7=0.]
(9) gibt zunichst ¢ = 0, der doppelt nahfeldgeschirft abgebildete
Objektpunkt liegt, im Einklang mit (7), in einem Knotenpunkt
’ n\2
Br= (=) (10)

Legen wir die Blende in den zweiten Knotenpunkt, dann wird

(9)

=0, o=+-5, r=0. (11)
Wir finden an Stelle von (9)

_. G0 _ <O __ Y ~_T 9
SI=S§=58=0, S§=—o—FL, 1
S2=0.

Fiir die Kriimmung der auch abstandstreu abgebildeten Objekt- und
Bildflachenelemente finden wir

1 P I 4
ﬁ_:}zﬁnn” n’R’_:tﬁnn" (13)

In (11) bis (13) gilt das obere Vorzeichen, wenn der positive Knoten-
punkt nahfeldgeschirft abgebildet wird. ¢ bedeutet die Brechkraft des
Systems.

Wir untersuchen zum SchluB3 die in den vorigen Abschnitten be-
handelten besonderen Systeme daraufhin, ob in ihnen nahfeldgescharft
abgebildete Objekte vorkommen kénnen.
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Zuerst die HErRsCHELschen Systeme (§ 35). Wir legen den Objekt-
punkt in den einen, die Blende in den anderen Knotenpunkt.

Dann ist
0=0, o=+ 1=0,
5 5 (14)
SI=53=53=50=0, SI+258=—0="Tz1.
Setzen wir (14) in (4) ein, so erhalten wir
(S + o) =0,
c

(s2+(3) =o (15)

S¢=o0,

oder in Worten:

Ein Herscuersches System kann héchstens eimen (nicht doppelt
gezihlten) nahfeldgeschirft abgebildeten Objektpunkt haben, der in
einem der Knotenpunkte liegt.

Die triaplanatischen Systeme (§ 38). Wir légen die Blende in die
raumasymmetriefreie Blende, den Objektpunkt in einen aplanatischen
Punkt und haben [§ 38 (7)]

S9— S0 — 2594 §94 g =350+ 27 =S =0. (16)
Setzen wir (16) in (4) ein, so gibt das
2(Sy+ o)+ lox =0,
r — 189 =0, (17)
—l% + 89 =0.

Ein triaplanatisches System hat einen nahfeldgeschérft abgebildeten
Objektpunkt, wenn entweder S; verschwindet oder

S2(S§+0) =% (18)
ist.
Zwei nahfeldgeschiarft abgebildete Punkte

L=0, l=—2% (19)

besitzt das obige System dann und nur dann, wenn
Si=1=0 (20)

ist. Die raumasymmetriefreie Blende liegt dann in einem Knotenpunkt;
sie ist gleichzeitig der dritte aplanatische Punkt des Systems.

Fiir die Bildfehler dieses besonders bemerkenswerten Systems finden
wir bei beliebigem Objektpunkt und Blende in der asymmetriefreien
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Blende aus §33 (7):

= 3l(lo+p),
01
—% (21)

[

©

il

w

o

| tm;m n) Uy
I

0,
=0,
0.

o

Wir sehen, in diesem Fall ist die rawmasymmetriefreie Blende zu-
gleich Hockinscher und aplanatischer Punkt, als auch orthoskopische
und raumspannenfreie Blende. Der letztere Ausdruck soll eine Blende
bezeichnen, durch die fiir alle Objektpunkte die Bildspanne gehoben ist.

Die Krimmung der abstandstreu abgebildeten Flichenelemente
durch die nahfeldgeschdrft abgebildeten Punkte finden wir zu

1 p'o 1 Byo

2R =+ /3’ ﬂ; ) R /3/ / ) (22)

mit
Bo=t

Es ist wieder nicht méglich, daB Ob]ekt— und Bildfliche eben sind.

Die triorthoskopischen Systeme (§ 40). Wir legen den Objektpunkt
in das verzeichnungssichere Objekt, die Blende in eine orthoskopische
Blende. Dann haben wir [§40 (6)]

S =89 =2859 4 S§=52=S59=0. (23)
Setzen wir (23) in (4) ein, so ergibt sich:
BSY+o)y+1lp =0,

Bt 4le—SYH =0, (24)
v+ S9 = 0.

Ein triorthoskopisches System kann hochstens ein nahfeldgeschirftes
Objekt besitzen. Wird das verzeichnungssichere Objekt selbst nahfeld-
geschirft abgebildet (S? = 0), so haben wir

59 =59 = S9 =59 =252 =59 —0. (25)

Das verzeichnungssichere Objekt wird frei von allen SEIDELschen
Bildfehlern eben abgebildet.

§ 44. Die Bildspanne in Abhingigkeit von der Blendenlage.
Aus §33 (7) finden wir

S, =125+ 1(2S0 4+ 7) + S°. (1)
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Zu jeder Blende gibt es im allgemeinen fiir (sg + %)2 — 5988 >0

zwei Objektlagen, fiir welche die Blende als spannenfreie Blende wirkt.

Sie ist fiir ein Objekt gleichzeitig verzeichnungsfreie Blende, wenn
fir diese Blende und beliebigen Objektpunkt

S§(S8+7) = SS¢ (2)

ist.

Raumspannenireie Blende. Verschwindet die Bildspanne bei fester
Blende fiir alle Objektlagen, so nannten wir die Blende raumspannen-
freie Blende. Wir erhalten als Bedingung:

0= o0, l
S§=— 4, (3)
- o |

Wir sehen, eine raumspannenfreie Blende wird stets zentrisch ab-
gebildet. Die zweite Bedingung in (3) ist eine Bedingung fiir die Nei-

gung der Haupistrahlen. Wir wollen eine Blende, in der S§ = M%

und S§ = 0 gilt, als MERTESche Blende bezeichnen, nach W. MERTE (2),
der (1930) zuerst die Aufmerksamkeit auf das hier behandelte Problem

der spannenfreien Abbildung des Raumes durch eine enge Blende
lenkte.

Ein System hat dann und nur dann eine raumspannenfreie Blende,
wenn [sieche §33 (4) und (14)] die drei Gleichungen

#S— 204 (Ss+45)+ #S =1 (S} +0) 258+ +SF =0,

24 (S5 +2) — 208, = £ 253+ o) + 28(S -+ S§+ 0) + (258 +7) =0, [ 4
S = 1S + 2588 + 89 =0

eine gemeinsame L&sung haben.

Jede Blende ist raumspannenfreie Blende nur in Knotenpunkt-
systemen mit

S9 = 89 =S = 5§ = 59 = Sy == 0,
Q:O’:T:O'

(3)

In Nichtknotenpunktsystemen gibt es héchstens zwe: raumspannen-
freie Blenden.

Zwei raumspannenfreie Blenden. Legen wir Objekt und Blende in
je eine der raumspannenfreien Blenden, so wird

52+0=253+Q=S§’:0,}

6
S0 =250 4+ 7=59=0, ©)
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also ¢ = 0; wir sehen, auch zwei raumspannenfreie Blenden kénnen
nur in reziproken Punkten liegen:

2
Binbin= (1) (7)
Setzen wir (6) in §43 (4) ein, so erhalten wir
0 =0, l
x 0o __ 0 _
By 418§ — 5 =0, (8)
0 =0.

Wir sehen, ein System mit zwei raumspannenfreien Blenden hat
stets auch zwei, allerdings nicht notwendig reelle nahfeldgeschirft ab-
gebildete Objektpunkte. Aber auch das Umgekehrte gilt: Sei ein System
mit zwei nahfeldgeschirft abgebildeten getrennten Objektpunkten ge-
geben; wir legen Objekt und Blende in diese beiden Punkte und setzen
§43 (6) in (4) ein, das gibt

0 =0,
Po+2p55—7=0, 9
0 =0,

das System hat also zwei (nicht notwendig reelle) raumspannenfreie
Blenden. Habe unser System etnen doppelt gezdhlten nahfeldgeschirft
abgebildeten Objektpunkt, der in einem Knotenpunkt liegt; legen wir
die Blenden in den zweiten Knotenpunkt und setzen § 43 (12) in (4) ein,

so haben wir Pra -4 S2 =0, .
=0, (10)
0 =0.

Das System hat wieder zwei (nicht notwendig reelle) raumspannen-
freie Blenden.

Es bleibt noch der Fall zu betrachten, daB zwei zusammenfallende
raumspannenfreie Blenden vorhanden sind. (4) gibt dann, wenn wir
die Blende in die raumspannenfreie Blende legen,

S8 =28? —]—1:=52=0,1

S04 T=Sy+ S+ 0=53=0, |

also T = 0, d. h. die Blende liegt in Ubereinstimmung mit (7) in einem
Knotenpunkt. (11) lehrt uns, daB die raumspannenfreie Blende in diesem
Fall auch orthoskopische und raumasymmetriefreie Blende ist. Es gibt

stets zwei (nicht notwendig reelle) nakfeldgeschirft abgebildete Objekt-
punkte, deren Lage sich aus §43 (4) aus der Gleichung

Po+4lg+SI=0 (12)

(11)

errechnet.
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Wir untersuchen zum SchluB, ob in den friiher untersuchten be-
sonderen Systemtypen spannenfreie Blenden vorkommen kdnnen.

Die HerscueLschen Systeme. Wir legen wie in § 43 Objekt und
Blende in die Knotenpunkte und setzen §43 (14) in (4) ein. Das gibt

P*(SY+ 0) =0,
2p(2+5) =0, (13)
S0=0, '

Nur im Knotenpunkt kann eine nicht doppelt zihlende raumspannen-
freie Blende liegen. Dann wird der andere Knotenpunkt nahfeldgeschérft
abgebildet.

Die triaplanatischen Systeme. Wir legen die Blende in die raum-

asymmetriefreie Blende, den Objektpunkt in einen aplanatlschen Punkt
und setzen §43 (16) in (4) ein. Das gibt:

P(Sy+ 0)+2pr=0, l

T

Po—2pS3— = =0, (14)
s—o. |

Der Objektpunkt mufB selbst ohne Bildspannenfehler abgebildet
werden, auBerdem muB die raumasymmetriefreie Blende im Knoten-

punkt liegen. Die Blende ist dann doppelt gezdhlte raumspannenireie
Blende, wir haben das in (11) gekennzeichnete System mit

S =8=5=8)=S%=0,
(15)
S=—0, T=0.
Aplanatisch sind Objekt, Blende und der durch
]=— ¢ (16)

[

gegebene Punkt.

Die triorthoskopischen Systeme. Wir legen die Blende in eine ortho-
skopische Blende, das Objekt in den verzeichnungssicheren Objektpunkt
und setzen §43 (23) in (4) ein. Das gibt:

P2 (SE + o) + 2p7 =0,
Po —2p(S4—0)+1=0, (17)
S, =0.

Nur wenn der verzeichnungssichere Objektpunkt auch nichstfeld-
geschirft abgebildet wird und eine orthoskopische Blende in einem
Knotenpunkt liegt, gibt diese eine raumspannenfreie Blende, die in
Nichtknotenpunktsystemen niemals doppelt gezahlt werden kann.

Die Systeme mit zwei nahfeldgeschirft abgebildeten Punkten haben
wir schon oben behandelt. ‘
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§ 45. Die mittlere Bildfeldkriimmung in Abhingigkeit
von Objekt- und Blendenlage.

In derselben ausfiihrlichen Weise, wie wir in §§ 43, 44 die Bild-
spanne behandelt haben, konnten wir auch die andern Bildfeldfehler
behandeln. Wir untersuchen noch die mittlere Bildfeldkriimmung
(S3+S4). : :

Die Abhingigkeit von Objekt- und Blendenlage ergibt sich aus
§33 (4) und (7) zu ‘

SaF Se= 2420+ 4pSY+ (Sh+ S, } 0

Sg+ Sy =285+ 21253 +7) + (S3+ 5.

Zu jedem Objektpunkt gibt es im allgemeinen zwei bildfeldebnende
Blenden, zu jeder Blende im allgemeinen zwei Objektpunkte, die durch
sie bildfeldebnend abgebildet werden.

Die bildfeldebnende Blende fillt mit der asymmetriefreien Blende
zusammen, wenn die BEREKsche Bedingung BEREK (7).

59t = SU(S3+ SD) (2)

erfiillt ist. Eine Blende wirkt fiir ein Objekt als verzeichnungsfreie und
bildfeldebnende Blende gleichzeitig, wenn
S8(253 + 7) = S§(S3 + S9) (3)
ist.
Der Ausgangspunkt ist unabhingig von der Blendenlage bildfeld-
geebnet, wenn
)=y =S§+ 2 =0. (4)

Ein solches Objekt, das also gleichzeitig aplanatisch ist, wollen wir
als nahfeldgeebnetes Objekt bezeichnen.

Ein System hat einen nahfeldgeebneten Objektpunkt, wenn die
drei Gleichungen

(S3+S+20)B+202S)+0) +25 =0,
2824+ 1)+ 1(3S}+SY+20)4-253 =0, (5)
250 + 21250 +1)+ S0+ 5§ =0
eine gemeinsame Losung haben.
Systeme mit zwer nicht zusammenfallenden nahfeldgeebneten Ob-

jektpunkten sind, wenn man Objekt und Blende je in einen der beiden
Punkte bringt, gegeben durch

S1=5y=Sy+ Sp=0,
S+ S +20=S2+7 =S).

Auch hier wird ¢ ='0, d.h. die beiden nahfeldgeebneten Objekte
miissen in reziproken Punkten liegen.

(6)
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Systeme mit einem doppelt zihlenden nahfeldgeebneten Objekt
geben, wenn wir den Objektpunkt dorthin setzen,

S0=8y=8}+59=0,
28 4+0=3S50+S3+26=2S524+7=0.

Der Objektpunkt ist also Knotenpunkt; bringen wir die Blende in
den anderen Knotenpunkt, so wird

St=0,

(7)

S0= — 07,
S§=o0, : (8)
0 S2=0.
S3 = + g ]
Die Ausgangsblende wirkt fiir alle Objektpunkte als bildfeldebnende
Blende, wenn SO+ S0 =0,
S=—5, (9)
Sg=0

ist. Dann muB also die Blende auch eine MERTEsche Blende sein. Eine
solche Blende bezeichnen wir als raumbildfeldebnend.

Ein System besitzt eine raumbildfeldebnende Blende, wenn fiir das-
selbe die drei Gleichungen

(S3+S8+20)¢2 +2(S2+7)g+253=0,

2(25)+0) g2 + (35 + S§+20) g+ 2282 +7) =0, b (10)
250+ 2529+ S5+ Si=0
eine gemeinsame Losung haben.

Systeme mit zwei nicht zusammenfallenden raumbildfeldebnenden
Blenden sind wieder dadurch ausgezeichnet, daB die beiden Blenden
in reziproken Punkten liegen. Legen wir den Objektpunkt in den einen,
die Blende in die andere raumbildfeldebnende Blende, so werden die
SEiDELschen FehlergréBen

=S+ § =S8+t +20=0,
(11)
S§=S9+ 5 = S§ -+ S =0.

Systeme mit einer doppelt zihlenden raumbildfeldebnenden Blende
sind dadurch charakterisiert, daf3 diese Blende in einem Knotenpunkt
liegen muB. Wir finden bei beliebiger Objektlage und Lage der Blende

in der raumbildfeldebnenden Blende
5(2):0, ngo—sgz()', 5220, 56:0’} (12)
T=0.

Die raumbildfeldebnende Blende ist gleichzeitig orthoskopisch und
raumasymmetriefres.
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§ 46. Die Bedeutung der Petzvalbedingung.

Die Grofe S,—S,=P (1)
wird als Petzvalkriimmung bezeichnet. Wir werden § 48 (2) sehen, dafl
sie sich in einfacher Weise aus den Kriimmungsradien des abbildenden
Systems berechnet.

P ist die einzige AbbildungsgréBe dritter Ordnung, die nicht zur
nullten Gruppe gehort (s. § 32). Wie § 33 (4) und (7) zeigen, ist P unab-
hingig von der Lage von Objekt und Blende eine Konstante des Systems.

Gibt es in einem System ein nahfeldgeschirft abgebildetes Flachen-
element, und sei % bzw. % -die Kriimmung des scharf abgebildeten
Objekts (Bilds), so folgt aus

S;=S,=Sf=5,=0

und 1 1
Ss=Ss+ 53— 7@ (2)
fiir die Petzvalkrimmung die wichtige Gleichung
1 1
P= WR T R’ (3)
S§=S,—P.

Wir erkennen: Nur wenn P verschwindet, ist es iiberhaupt denk-
bar, daB ein System ein ebemes Flichenelement scharf und eben ab-
bildet (Petzvalbedingung, s. PETzvAL (1))

In §42 haben wir gesehen, da8 die Hauptstrahlen jedem Punkt
eines achsensenkrechten Objekts ein oder zwei Bildpunkte zuordnen,
je nachdem S, = 0 oder == 0 ist. Betrachten wir mit W. R. HAMILTON (),
A. GULLSTRAND (§) und H. BoEGEHOLD (10) einen beliebigen anderen
Strahl, der die Blende durchsetzt, als Anfangsstrahl. Rechnen wir unsern
Objektpunkt entlang diesem Strahl durch das System durch, so kénnte
es sein, daB auf diesem Strahl der Ausgangspunkt ein Stigmatpunkt wire.
Die hier vorgenommene Betrachtung ist eine Verallgemeinerung der Be-
trachtungen von §43. Wir hatten dort eine Verschiebung der Austritts-
pupille lings der Achse zugelassen. Das wiirde in der obigen Sprech-
weise bedeuten, dal wir die Objektpunkte nur auf den Meridianstrahlen
durchrechnen.

Um unser Problem allgemein zu behandeln, schreiben wir die SEIDEL-
schen Gleichungen § 34 (3) fiir einen Meridianpunkt x, =0, und ge-
kriimmtes Objekt wie Bildfeld hin. Wir haben

2A ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’
2wy = S30y52xp -+ 250 y5 ¥ x5+ SY(¥F + ¥F) %5, l

_.Ag

o

2. ’ ’ ’
T We = By = S50y5® + (250 + S50 vt v

(4)
+ S (x5 + 3¥8) ¥5 + S1(*% + ¥5) ¥5- J

oo
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Wir betrachten als Anfangsstrahl den Strahl, der durch den Punkt
g, v’z geht. Wir fragen, wann fiir diesen Strahl der Punkt x, = 0, y;
des Objekts ein Stigmatpunkt ist. Dazu ist notwendig und hinreichend,
daB die Ableitung der beiden Gleichungen (4) nach xj und yj ver-
schwindet. Wir erhalten die Gleichungen

S30y8® +2S8y5 vy + ST (345 + v5) =0, }
(259 + 5§%) 95® + 62305 + SL(x5 + 3yF) = 0.
25395 3 + 25y ypap =0. (6)

Es sind wegen (6) zwei Falle moglich, je nachdem, ob x verschwindet
oder nicht.

(5)

1. Fall. xz = 0. Der spannenfreie Hauptstrahl liegt in der Meridian-
ebene. Die Gleichungen (5) geben

S3*ys® + 250y vy +51yF =0, } o
(259 + S3) ¥5® + 658 y5 vz + 3S1yg = 0.
Aus (7) errechnet man
Sy —St=0=P— (5 —-" 8
41— 93 =0=PFP— <;Tﬁﬁ - ;j§> (8)

in Ubereinstimmung mit (3). y, ergibt sich aus
S2vs® + 258 y5 ¥ + S1yE =0, G
einer Gleichung, die mit §43 (1) identisch ist. Es gibt zwei spannen-
freie Meridianstrahlen also dann und nur dann, wenn
592 — 959 >0 (10)

ist. Die den beiden spannenfreien Haupistrahlen entsprechenden Bild-
punkte fallen zusammen. Radius der Bild- und Objektkugel hingen
durch (8) zusammen.

2. Fall. x5 & 0. Es gibt keinen spannenfreien Meridianstrahl. Wir
setzen gemiB (6)

Yo = — 538 (1)
51
in (5) ein und finden
0
SEOEE — et +3SYaF =0,
1
0 0% % 2 3532 * 2 0,72 _._ (12)
(253 + S8%) %% _Tg‘% + Sia =0,
daraus nach Elimination von S9*
, SO SO __502
xB2: . ‘;(1)2 : 3’3‘2:
(13)

So
’o_ 2 %
YB= T 500
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Gleichungen (13) und (10) lehrten uns, dal3 es nur entweder zwei zur
Meridianebene windschiefe spannenfreie Strahlen gibt, oder zwei span-
nenfreie Meridianstrahlen. Die Bildkrimmung hingt hier mit der Ob-
jektkriimmung durch die Beziehung zusammen:

Ll _pisr_s, =P+

L 4(5:7~57 5
' R’ nR

5 (14)
Die Petzvalkrimmung entscheidet also in diesem Fall nicht allesn
iiber die Bildfeldkriimmung. Je nach dem Vorzeichen von S9 ist die
Bildfeldkriimmung der auch in diesem Fall einzigen anastigmatischen
Bildfliche gréBer oder kleiner, als sie nach Formel (3) sein miiBte.

GULLSTRAND (6) bezeichnet diesen zweiten Fall als atypische Ab-
bildung, den ersten Fall als ¢ypische Abbildung. Im ersteren Fall ist
S92 — S? 8% <0, im zweiten ist S3% — S? S9> 0.

Es bleibt der Fall S92 = S?SY. Hier fillt [siche §43 (2)] die spannen-
freie mit der asymmetriefreien Blende zusammen. Es gibt nur einen
Strahl, auf dem der Objektpunkt stigmatisch abgebildet wird.

Die asymmetriefreie Blende (S = 0) hat iibrigens sowohl im ty-
pischen wie im atypischen Fall eine interessante Bedeutung. Die Durch-
stoBungspunkte der Strahlen, die eine spannenfreie Abbildung geben,
liegen in ihr stets symmetrisch zum Achsenpunkt. Wir finden aus (9)
bzw. (13) fiir S; =0

el S9 ] (15)
Y = — (?§>y*2 J
im typischen bzw. = %3 y’(';z,l "
¥y =0 J

im atypischen Fall.

Die Realisierung der SEIDELschen Abbildung.
§ 47. Die Zusammensetzung von Abbildungen.

Gegeben seien zwei rotationssymmetrische Systeme mit gemein-
samer Achse, derart, daBl der Objektraum des zweiten mit dem
Bildraum des ersten iibereinstimmt. Das erste System bilde im
Gaussischen Gebiet die beiden Punkte P = P und B = ;JB ab
auf P = )P’ = P bzw. 9B = ;)B’ = (5B, das zweite System
bilde im Gaussischen Gebiet (5, P und (5B auf (5P’ = P’ und (,,B"'= B’
ab. Die SEipELschen Bildfehler fiir die Abbildung eines Flichenelements
durch das erste System, mit Objektpunkt in (;,P und Austrittspupille
in (;,B’, seien durch (,S; . . . (1) S gegeben, die Bildfehler fiir das zweite
System mit Objekt in (5P und Blende in (5B’ durch (,S; bis (5Ss;
gesucht sind die Bildfehler fiir das Gesamtsystem mit Objekt in P und
Blende in B’.
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Seien k, ky = —k,, k' die Strahlungsweiten in Objektraum, Zwi-
schenraum, Bildraum; seien ()8, 128", ((onB3, 28z) die GAUssischen
VergroBerungen, mit denen im Gaussischen Gebiet ein achsensenk-
rechtes Flichenelement im Objekt (Blendenpunkt) durch das erste,
bzw. im ersten Bildpunkt durch das zweite Teilsystem abgebildet wird.

Wegen der allgemein giiltigen Beziehungen

n n wp

A= d=—pm=tgs A=y (1)

erhalten wir nun, wenn wir alle Strahlungsweiten vermittelst (1) durch
k' ausdriicken,

wds ¥ (2a)ﬁj @A; K 4, 4

— = e, 23 T 2
(1)A§ nlﬂrz (23),35?’ (2,A§ n¢ﬂ/2(12)ﬂ > Ag %'ﬂlz ( )

Wir erhalten nun aus § 33 (14) die drei Gleichungen

2%
— ;7375-(23)/9'((1)9"—(12)/3’(1)9‘) = @bz (05 we + wSiwb + wSs W) ¥

+ (0S5 w2+ Sz w0 + S1 W) W¥a]» .

2% 1

T Wpr (0% — eaf @%) = g [(255 @2 + @S @b + @S3@0) @%
{12)
+ (@53 @2 + @S2 20 + 251 @¢) ¥3],
2 ., o ,
— g (x' — B x) = [(Ssa+S;0+Ssc) #+ (Sza+ S0+ S;¢)%5].

~ Nun ist aber die rechte Seite aller Gleichungen (3) von dritter Ord-
nung, man kann also ohne unzulidssige Vernachlissigung hier setzen:

’ ’

¥p = I Xp @% = qaf %,

(23)MB

-— — / 2
we =a, @ = qaf?a,
1 , 4)

(1)b = ____ﬁ’ b, (2)b = (12).8 b,

23 B

c = 1 c c=c¢

(1) (23)ﬂ32 4 (2) .

Addiert man die beiden ersten Gleichungen in (3), so erhilt man
die dritte. Durch Koeffizientenvergleichung findet man

1 \2 1 \2
S, = <—(23)ﬁ3> @S+ (m) @515
1 1
Se=—p S T s
S3 = (1)53 + (2)53, (5)
54 = (1)54 + (2)54:
S5 = b2 wSs  + aaf @5
S = ((221838)* 056 + (128)? @56 -

Herzberger, Strahlenoptik. 10
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Die letzte Gleichung folgt natiirlich nicht direkt, sie kann aber aus
der Bedeutung von S; in Analogie zu S; sofort erschlossen werden.
Fillt Objekt oder Blende in einem der Mittel ins Unendliche oder in
den Brennpunkt, so muf3 man obige Gleichungen abindern mit Hilfe
der Beziehungen [s. § 33 (16), (18)]

12 n2 o
lim —; Bz S;——3
k—» oo

lim ﬂ’z N ﬁg
k> n? 6
bzw. ‘ (6)
1 %% — 2 A
lim 52 Sy —>—5 St ,
k> "B k2 @

2 1A

lim g% Ws JR

n2

Fiir die Bildfehler eines aus endlich vielen Systemen zusammen-
gesetzten Ausdruckes erhilt man schlieBlich allerdings unter evtl. Ab-
dnderung gemil Formel (6):

“z

S = Z('k”l"* > (7)51» Sy= %7(7)54:

1 (lr)ﬁ (vr)ﬂB

u 1 5 ’ ’
Sy = Z(f*"‘f) 0Ss,  Ss= %’((mﬂ 60 B8) 0S5 | (7)

(17)/3’ (we)ﬁB
Ss = 2rSs» Se=2a B’ 60B8)* S -
Insbesondere folgt aus (7) fiir die Petzvalbedingung:
P=S,—S,=3P,. (8)

Kennen wir also die Bildfehler fir eine einzelne Fliche, so kénnen
wir aus (7) die Bildfehler fiir ein aus endlich v1elen Flichen zusammen-
gesetztes System berechnen.

§ 48. Der Bildfehler fiir eine einzelne Flache.

Wir behandeln zunichst Flichen mit nicht verschwindender Kriim-

mung. Wir legen den Objektpunkt in den Scheitel, die Blende in den

Knotenpunkt. Dann wird die Fliche, deren Scheitelkriimmung # sei,

nahfeldscharf und abstandstreu auf sich selbst abgebildet, und zwar

mit der VergréBerung ' = L.

Wir finden aus §43 und §42 (7):

=S5y=8=8=0, 1

Sg=—0=7A7=—P. ]
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§ 47 Gleichung (8) gibt uns nun die von PEetzvAL (I) zuerst auf-
gestellte wichtige Formel

3 %

P= 2 lA1=§<~;) (2)

Bei der von uns hier behandelten SEIDELschen Abbildung kann man
schon in erster Anniherung die Kugelfliche von andern rotations-
symmetrischen Flichen unterscheiden. Fiir alle gilt Formel (1); aber
nur fir die Kugelfliche ist der Krimmungsmittelpunkt frei vom Off-
nungsfehler. Fiir die Kugelfliche erhalten wir also zu (1) als Erginzung:

S3=0. : (3)

Halten wir jetzt zundchst die Blende fest und lassen den Objekt-
punkt wandern, so gibt uns § 33 (7) die Bildfehler fiir eine Kugelfliche
bei Lage der Blende im Mittelpunkt. Sei s die Entfernung des Objekt-
punktes vom Scheitel, so finden wir:

|
S
I
S\
|

-
|

|

éj]

[}
—

S

%

l
5
+

§\
~—

%]
'S

I

(4)

AN
=
|

B
£

I

%1
(4]
I
o o o

Wir sehen, die Blende im Mittelpunkt ist orthoskopisch, rawm-
spannenfrei und raumasymmetriefres.

Legen wir die Blende in den Punkt der Entfernung s, vom Scheitel,
so ergibt sich schlieBlich aus §33 (4):

~ w2 n—n s(s—r¥(ns—(n-4 )7

Sl = WELE ud R2 ’

~ P Sp—7¥ ,, = n (n—n)s(s—r)(ns—(n-+n)r)(szg—7)
S, =gt ::T;ﬁﬂsl T W B, nialy 72 =,
~ P n—n s(ns — (n+ 9)y)(sp —7)?

54:;’52:7”,/272 k‘~’) (5 ):

~ o~ (3)
S;=S5,— P,

5,-5,7,

& B — #) sy (sy— 1 (s, — (F 4 m)7)

S = n2 n'3y3 k? )

Aus (5) erkennen wir:
Der Mittelpunkt ist fiir Brechung an einer Fliche ein HockiNscher
Punkt.
Es gibt bei Brechung an einer Kugelfliche dres aplanatische Punkte:
s = 0 (Scheitel),
s = (Mittelpunkt),
W+ n

n

(6)

s = 7 (aplanatischer Punkt.

10*
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Scheitel und aplanatischer Punkt sind auch wahfeldgeschirft. Aus
§42 (7) erkennen wir, daB die durch den Scheitel gehende fehlerfrei
abgebildete Fliche den Radius

R=R —7r (7)

hat, also die brechende Fliche selbst ist. Die fehlerfrei abgebildete
Flache durch den aplanatischen Punkt fiihrt auf

74 ’ .
R=—77, R =— 47, (7a)

d. h. auf die in §9 untersuchten aplanatischen Kugelflichen.

Nur der Mittelpunkt ist raumasymmetriefreie Blende, nur er ist
orthoskopische Blende, nur er ist, allerdings zweifache, raumspannenfreie
Blende.

Gleichung (5) geht fiir %—> 0 iber in

2 /3 : 2 ’2
s p—" n? — u
nn'? R S, 56: 2w B2 SB. (8)

S; =8, =5;=5,=5;=

Gleichung (8) gibt uns die Bildfehler fiir Brechung an einer Ebene
als Grenzwert der Formeln fiir Brechung an einer Kugel. Will man
die letzteren Formeln fiir sich ableiten, so beachte man, da3 bei Bre-
chung an einer Fliche der Scheitelkriimmung Null die brechende Fliche
selbst auf sich nahfeldscharf und verzeichnungsfrei abgebildet wird,
und zwar unabhingig von der Lage der Blende. Wir finden also:

S=5)=8y=S)=S2=0. 9)

Legen wir die Blende in den unendlich fernen Punkt, so verschwindet
fiir die Ebene S{ == 0. Das gibt leicht in analoger Weise, wie vorher,
direkt die Formeln (8).

Die Berechnung der Bildfehler fiir deformierte Flichen aus (1) unter
anderen Annahmen iiber S§ bei Lage der Blende im Knotenpunkt, kann
fiiglich dem Leser iiberlassen werden. Zu den Gliedern, die fiir Kugel-
flichen giiltig waren, kommt jeweils ein mit S multipliziertes Glied
hinzu.

Eine leichte Rechnung zeigt, unter Benutzung von §32 (1), daB
der durch

w g2 =2rz— (1) (10)
gegebenen Fliche der Wert
Sy =

’
i 11)
entspricht.

Die von uns hier entwickelte Theorie der Bildfehler dritter Ordnung
unterscheidet sich von der SEipELschen Theorie in zwei Punkten. Davon
ist der erste nicht allzu wesentlich. Wir haben von vornherein darauf

verzichtet, alle Bildfehler in den Objektraum zu projizieren; so haben
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wir GroBen erhalten, die fir die einzelne Fliche charakteristisch sind.
Wir haben fernerhin in § 33 (3) alle Bildfehler in derselben Weise nor-
miert. Diese Abweichungen brachten es mit sich, daB wir nicht, wie
SEIDEL, die Bildfehler als direkte Summe der Teilfehler erhielten, son-
dern auf die Formeln §47 (7) gefithrt wurden. Diese (nur scheinbare)
Erschwerung gestattete uns aber, die bisher noch nicht untersuchte
Abhingigkeit der Bildfehler von der Objektlage durch die Formeln
§ 33 (7) in einfachster Form darzustellen.

§ 49. Die Darstellung der SEIDELschen Bildfehler mit Hilfe der
ABBEschen Invarianten.

In der Literatur wird meist eine von der unseren etwas abweichende
Darstellung der SeiDELschen Bildfehler gegeben; der Vollstindigkeit
halber sei hier der Zusammenhang hergestellt.

Die DurchstoBhohe 4, (bzw. 4,3), in der ein Aperturstrahl (Haupi-
strahl) die vte brechende Fliche durchstsBt, ergibt sich zu

hv:——svgv: hlz_slgl’ (1)
also b s&  _om s,

hl S1 51 S1 ﬂfwd"% ’ (2)

hyp SyE 515 M Sy B

h]_B S1B §1B S1B ,3390,1,_1 n, ’

Im Gaussischen Gebiet gilt
m (=) =m (=) =0 3)

’
SV 71’ S‘)’ 7’"

Die Bezeichnung Q,, stammt von ABBE (§). Man nennt (3) die
ABBEsche Invariante fiir die vte Fliche und den Aperturstrahl. Analog
wollen wir mit Q,5 die entsprechende GroBe fiir den Hauptstrahl be-
zeichnen.

Aus der LAGRANGEschen Gleichung folgt leicht nach L. SEIDEL (I):

te 2 (05— 0,) = Qs — Q1 = D )

1 MB

Aus (2) folgt nach einer elementaren Uberlegung, die auch zuerst
von L. SEIDEL (I) angestellt wurde!, mit Hilfe einer Rekursionsformel

v

d;_
hys _ by (14 Dps ) A
his Tk A=2 % A-174
1 “-117 7
1M
(5)
v
Zy dy_
hw . hrB ]. - DBS ’;;'Ll i
h h i—2 n Yi-18 "B
1 1B A—-1,2 ig h13

1 Siehe z. B. S. Czapskr (1), S. 263.
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daraus folgt schlieBlich

hy h, d

h_iorB:h“st 1+DBS v E +2/ lhll T

1 ! <>st lz”nuzlhl

1 1
hi’
= Q,s(1+5) (6)
bzw.

hy n s S d}. 14
hl st_hlBgaB 1-— DBs +Z h},—1B h}.B

Q.8 A=2 ny_
<h ) v A-1.4 hlB-hlB

= 220,50+ 1) | ™

Hierin hiangt S nicht von der Blendenlage, T nicht von der Objekt-
lage ab.
Fithren wir noch die Grofle

1 1 1 n,—mn

v ’ o - ’re
ns n,, S n,,S. n,,n,, ¥y Sy

(n,,S,‘, - (M’v + ”;)7’v> (8)

ein, so gibt § 47 Gleichung (7) und § 48 (5) fir die SEiDELschen Bild-
fehler

. st h O\t Ao 1
Sl_n%ﬂgkzg(E) Q‘VSAV <E>>

B v
s3s? Y/ h,\2 (R, 5\2 1
Si=snt 20 ) e a (),
" 1 12
_ Sisip <f‘,v 2<ﬂ£>2 e 4L _ v <,1, )
Ss ng k2 Z hl) 12 "BA”ns 7, 4, n—>’
v v

=B I G At - )

hl NG
__ SisB¥ hy 5\ e
o=t Sl (L)
Formel (7) kann zur Umformung dienen. Setzen wir

(st ne-tal)
B,—A,S,, A —T,+P,, (10)
r,=4,5;, E,=4,S

[t 20
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so finden wir

i34,

2312 2 &L
n§ Byt k

Sy=-3%2 (34, 4+ Ds, XB,),

ng Bk

54: sgs%Bf(i‘Ay—*“2DBSZB7+D%SZPW)7 (11)

2 52
nik

Sy =5 (54,4 2Ds, 3B, + D}, 34,),

2 p2
n?k

Sy=2 94 3Dy, 3B, 4D}, 3T, + 4,)+ D, SE,).

2 p2
nik

S, =

Formeln, die man als Spezialfille von (7) auffassen kann. In dhnlicher
Weise ist es méglich, mit Hilfe von (7) die Bildfehler nach Blenden-
grofen zu entwickeln.

Sechster Teil.

Die Gesetzméfigkeiten inRotationssystemen
bei endlicher Offnung oder endlichem
Gesichtsfeld.

Die Abbildung eines Flichenstiicks durch Biindel
endlicher Offnung.

§ 50. Der Offnungsfehler.

Wir legen den Koordinatenanfangspunkt objektseitig in den Achsen-
punkt des zu untersuchenden achsensenkrechten Flichenelements;
bildseitig soll der Koordinatenanfangspunkt beliebig liegen. Wir be-
vorzugen im folgenden das gemischte Eikonal. Wir setzen also in
diesem Teil:
@ = %5+ ¥3»
b=2n"(%& + yo1), (1)
c=n'2(§ + n'?).
Die Brunsschen Abbildungsgleichungen lauten [nach §15 [20)]:
nE=—2V,x,—2V, W, ny=—2V,y,— 2V, w7,

' g / - (2)
¥ =—=2V,x,—2V nE, y = —2V,y,— 2V w1

Wegen der Rotationssymmetrie wird es auch hier im folgenden
meistens geniigen, nur die ersten beiden Gleichungen hinzuschreiben.

1 Siehe A. Konic (1), S. 329.
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In diesem Teil sei angenommen, daB zx,, y, kleine Werte seien,
wihrend &', 5’ endliche Werte annehmen diirfen. Dann ist 2 von zweiter
Ordnung klein, wihrend b, %,, 3, nur von erster Ordnung klein sind.
Entwickeln wir nach ¢ und b, so kénnen wir nach GréB8enordnungen
ordnen, und finden '

Vo= Vg+ ngb+ (Vg.au—i_%ngb 2) +e
Vo=Ve+ V3o + (Voya+ 5V3b8 + - - -, (3)
V.= Vg + V(b)cb + (Vgca + }EV[b)bcbz) +--

Die GréBen mit dem oberen Zeiger Null hierin sind reine Funk-
tionen von c.

Wir betrachten zunichst die Strahlen, die vom Achsenpunkt
(@ = b = 0) ausgehen. Gleichung (2) gibt

nky=—2Vn'&,  nmy=—2Vin'n, |
§=—2VInE, y = —2Vin'y. |

Wir erhalten die Entfernung des Gaussischen Bildpuriktes, wenn
wir in (4) ¢ = 0 einsetzen. Das gibt, wenn wir diese Entfernung &’
vom Koordinatenanfangspunkt aus zihlen:

kB =2x"V9%0). (5)

Ein beliebiger Strahl ¢ = ¢, schneide die Achse in der Entfernung

A’ (¢,) vom Gaussischen Bildpunkt. 4’(c,) heilt die zentrische Lings-

(4)

% e 4
Abb. 53. Zum Offnungsfehler. (4’ = Lingsabweichung.)

abweichung fiir den durch ¢ = ¢, gegebene Strahlenkegel. Man findet,
wenn #’ der Winkel des Bildstrahls gegen die Achse ist,

A (c) = —k’—}—zn’Vg]/l—

Das System ist ohne Offnungsfehler, der Achsenpunkt wird scharf
abgebildet dann und nur dann, wenn V?(c) die Gestalt

, c
hat. Nur in diesem Fall gehen alle vom Achsenpunkt ausgehenden
Strahlen bildseitig durch einen Punkt. In jedem anderen Falle um-

6,2:-.—k’+2n’V3cosu'. (6)

n
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hiillen sie bekanntlich zwei Flichen, von denen die eine in ein Stiick
der Systemachse entartet, wihrend die andere eine um die Achse sym-
metrische Fliche, die Kaustik des Achsenpunktes bildet. Man erhilt
die Gleichung der letzteren, wenn man in (4) einen Meridianstrahl mit
einem benachbarten Strahl zum Schnitt bringt und die Koordinaten
dieses Schnittpunkts als Funktion von ¢ bestimmt.

Sei in Abb. 54 B;O. der Anfangsstrahl, B,,0, der Nachbarstrahl,
also 0,, ein Punkt der Kaustik. Bezeichnen wir die Strecke 0.0,, mit

Abb. 54. Zum Entstehen der Kaustik.

Ao, die Strecke B0, mit g, bzw. ByO; mit g;, dann erhalten wir

wegen (4):

T = — 2 (VO 2V8,0),

a & i (8)
e Ymcostl = 20 (VO 4 2V0,0) (1 — -0
gm-_mcosu_ n(c+ ccc) we)

Dy =g — €= =20V 20/ (V24 2V20) (1 — 75)

(9)
= —2n’c<% Ve —2 V}_?ccos?u'> .
Die Gleichung der Kaustik ergibt sich nun zu
=4 =—2nc (;1,—2 V9 — 279, cos? u’) g,
(10)

Y o= A = —2n'¢c (% V?— 279, cos? u’) 7,
¥ =g cos w =20 (VI+ 2V3, c)cosd u'.
Wir wollen in Gleichung (10) die zentrische Langsabweichung ein-
fithren. Gleichung (6) ergibt, nach ¢ differenziert,
4
4, = i (2 Vo cos?u’ — n—%é V‘c’) . (11)
Setzen wir (11) in (10) ein, so bekommen wir
¥ = 2n'2sin2u cosu’ A,E,
y* = 2u'%sin2 4/ cos o’ A/, (12)
=K+ A)+ 24, n%sin? ' cos? u’.

cos u’
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Gleichung (12) lehrt uns, daB die Kaustik auf einen Punkt zu-
sammenschrumpft, wenn A, verschwindet, d. h. wenn A4’ = 0 ist.

A'(0) ist stets Null. Ist A’ (c) eine mit ¢ monoton wachsende oder
abnehmende Funktion, so spricht man in der Optik von reiner Uber-
oder Unterkorrektion des Offnungsfchlers. Man spricht von einer Kor-
rektion des Offnungsfehlers, wenn der Randstrahl wieder durch den
Gaussischen Bildpunkt geht, wenn es also einen Wert gibt, fiir den

A (e)) = A4"(0)=0 ' (13)
ist. Den Maximalbetrag Max (4'(c))

0sc=<ecr

bezeichnet man als die Zone des Offnungsfehlers. Gibt es mehrere Werte
von ¢, fiir die A’ verschwindet, so spricht man auch von mehrfacher
Korrektion des Offnungsfehlers, entsprechend von mehreren Zonen.

Gleichung (12) zeigt uns, daB die Kaustik fiir ¢ = 0 eine Spitze
hat. Die Achse ist in diesem Fall die einzige Tangente.

Gleichung (12) zeigt uns ferner,. daB die Kaustik die Achse nur
fir solche Punkte schneidet, fiir die A’ einen stationiren Wert hat.

Man wird sich in der Praxis im allgemeinen beim Studium des Off-
nungsfehlers damit begniigen, A’ als Funktion von ¢ aus einer An-
zahl durchgerechneter Strahlen zu bestimmen. Man entwickelt A’ in

eine Reihe AN =Act+Bet4... (14)

und sucht die Koeffizienten gemidB den empirisch gegebenen Daten zu
bestimmen. Hier kommt man im allgemeinen mit zwei Gliedern aus.

Haben 4 und B positives (negatives) Vorzeichen, so ist das System
rein unter (iiber) korrigiert; haben sie verschiedene Vorzeichen, so ist

es fiir den durch 4
=5 (15)

bestimmten Wert korrigiert. Die Zone trete bei dem Wert ¢ auf; sie
habe den Betrag A’. Es gilt
4 7 A4

L d=—2 (16)

=

[\

Es empfiehlt sich, A" als Funktion von ¢ = #’2 sin2 #’ statt von sin «’,
wie iiblich, aufzuzeichnen. Die Kurve des Offnungsfehlers hat dann
die Gestalt einer Parabel (14), deren Zone durch (16) und dessen An-
fangsneigung durch den Wert von 4 gegeben ist.

A ist iibrigens, wie eine leichte Uberlegung zeigt, stets proportional
zu dem SEIDELschen Bildfehler S;; B bezeichnet man oft als das
erste Zonenglied des Offnungsfehlers. Schon ABBE (5) hat Formeln zur
Berechnung dieses Zonengliedes fiir ein System von Kugelflichen an-
gegeben. Die Berechnung hoherer Zonenglieder befindet sich in der
elegantesten Form bei MARTINEZ Risco (I).
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§ 51. Néchstfeldscharfe und nichstfeldsymmetrische Abbildung.

Wir haben im vergangenen Abschnitt die Abbildung des Achsen-
punktes untersucht. Wir wollen in diesem Abschnitt nach der Abbil-
dung eines sehr nahe benachbarten Punktes fragen. Brechen wir die
Gleichungen (2) nach den Gliedern erster Ordnung ab, so finden wir
allgemein, geordnet:

¥= =2V —2(Vix,+ V3,00 &),

1
Y =—=2Vowq —2(V3y,+ Vi, 0n' 7). | )

Wir setzen zunichst voraus, der Achsenpunkt werde scharf ab-
gebildet; wir legen den bildseitigen Koordinatenanfangspunkt in den
Bildpunkt, dann erhalten wir wegen § 50 (7):

Ve =0, (2)
das gibt, in (1) eingesetzt, ’

W= — 2(V0xy+ VO, b &),
Y =—=2(Vyo+ V3 o0 7).

Wir sehen, die Abbildung eines Flichenelements bis auf Grofen
zweiter Ordnung ist uns gegeben, wenn wir V) als Funktion von ¢
kennen.

Diese Funktion konnen wir aber erhalten, wenn wir allein die vom
Achsenpunkt herkommenden Strahlen, die A perturstrahlen, untersuchen.
Fiir sie ergibt sich aus §50 (4):

3)

nfy,  myy _ msinu

= —2V5(). (4)

W& T Wy, Wsind
Sei V?(c) in eine Reihe entwickelt gegeben; etwa

Vo) =~ B+ Boc + Byt -1, | -
Vo, = By +2Byc +- -, J

wo B, die Gaussische VergroBerung bedeutet, so gibt uns (3) Auskunft
iber die Abbildung der Nachbarpunkte.

Ein Flichenelement wird unter Vernachldssigung von Gréflen
hoherer als der ersten Ordnung scharf abgebildet dann und nur dann,
wenn Vo — B, 1
b (C) - 9 (6)
Vgc (c)=0

Eine Abbildung, in der die Gleichungen (6) erfiillt sind, wollen wir
als wdchstfeldscharf (auch mit ABBE aplanatisch) bezeichnen. Fiir eine

nichstfeldscharfe Abbildung ist notwendig und hinreichend [ABBE (2),
(3)], daB die vom Achsenpunkt ausgehenden Strahlen denselben scharf

ist.
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abbilden und daf} die abbildenden Strahlen der ABBEschen Sinusbedin-

gung geniigen vo—o,
p Ta
Vg = 727 ] ( )
oder anders geschrieben: A — ‘
n SlIl u ﬂ } (7 b)
vgl. hierzu § 37 (6). n'sinu’ 0>

Wird schon der Achsenpunkt nicht scharf abgebildet, so kann man
natiirlich keine scharfe Abbildung eines Flichenelements erwarten. Wohl
aber haben F. STAEBLE (I) und E.LiHotzKY (I) gezeigt, daBl unter
den nicht scharfen Abbildungen eine Klasse dadurch ausgezeichnet ist,
daB sie von Asymmetriefehlern frei ist.

Wir sahen in § 37, daB im SeipELschen Bereich jede Abbildung
asymmetriefrei gemacht werden kann, wenn man nur die Blende in
eine geeignete Lage bringt.

Das wird im Fall endlicher Offnung nicht immer gelingen. Wir
wollen zunichst die zu stellende Forderung prizisieren.

Dem Achsenpunkt entspricht aus Symmetriegriinden immer eine
rotationssymmetrische Kaustik. Wir wollen eine Abbildung, die auch
jedem Nachbarpunkt bis auf GréBen zweiter Ordnung eine rotations-
symmetrische Kaustik zuordnet, als ndchstfeldsymmetrisch [oder auch
mit E. LtaoTzKyY (1) als ¢soplanatisch] bezeichnen.

Ist die einem Nachbarpunkt entsprechende Kaustik rotationssym-
metrisch, so miissen alle von 1hm ausgehenden Strahlen die Rotations-

achse treffen; aber auch
das Umgekehrte gilt [s.
_» M. HEerzBERGER (9)]:

_ : _Q__L_< 0 schneiden allevomNach-

barpunkt ausgehenden

% g Strahlen bildseitig einen

Abb. 55. Zur Isoplanasiebedingung. festen Strahl — dieser

muB natiirlich in der zu-

gehorigen Meridianebene liegen — so ist das zugehérige Normalen-

system rotationssymmetrisch um diesen Strahl.
Wir bestimmen die Koordinaten der DurchstoBpunkte unserer
Strahlen mit der Meridianebene. Eine leichte Rechnung gibt aus (1):
=— 20V,

YV = — 24" V0y,,
y Yo (8)

4

F= 20 (VO+ Vb ]/1 7—2nV°V1 iz

Die letzte Gleichsetzung ist erlaubt, da das Glied mit V,,b gegen
das erste Glied zu vernachlissigen ist.
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Die Abbildung ist dann und nur dann ¢soplanatisch, wenn alle
Punkte (8) auf einer Geraden liegen; dann mull es eine Konstante zj
derart geben, daB stets :

2%’V3]/1~;f§<—26 ©)
— SV = const
ist. Das gibt, wegen §50 (6) und (5):
R+ A" — 2, ky— 2
nsinu - B (10)

»' sin o’

Legen wir insbesondere den Koordinatenanfangspunkt bildseitig in
den Schnittpunkt der Rotationsachse mit der Systemachse, in die so-
genannte isoplanatische Blende, so erhilt man die STAEBLE-LIHOTZKY-
sche Isoplanasiebedingung

B4-A"  msinu
¥ W Bsind’ 1
1 1 nsinu (1)
w T T(n’ﬂ’sinu’ - 1)'

Ein Vergleich mit §37 (8) und (9) zeigt, daB selbst im SEIDEL-
schen Gebiet der Asymmetriefehler nur dann behoben ist, wenn die
Austrittspupille in der isoplanatischen Blende liegt. Wihrend aber im
SEDELschen Gebiet der Asymmetriefehler durch Verschieben der
Blende zu beheben ist, stellt (11) insbesondere in der Form (11,) eine
Forderung fiir die Aperturstrahlen dar, der sie nur unter besonderen
Umstinden geniigen. Ist allerdings (11) erfiillt, so ist die Nachbar-
kaustik rotationssymmetrisch, die Abbildung nichstfeldsymmetrisch.

Ob die Abbildung eines Flichenelements gleichmiBig ist, wird na-
tiirlich noch von der Lage der wirklichen Blende abhingen. Liegt sie
nicht in der Nihe der isoplanatischen Blende, so wird die an sich sym-
metrische Kaustik unsymmetrisch abgeschnitten.

Wie sehr dies unsymmetrische Abschneiden die Bildgiite beeinfluB3t,
davon kann man sich praktisch {iberzeugen, wenn man eine Licht-
quelle abbildet, die auf der Achse eines Rotationssystems liegt, und eine
seitliche Blende anbringt. Obwohl die Kaustik des Achsenpunktes voll-
kommen symmetrisch ist, erhidlt man die typische Komafigur, die wir
bei der Behandlung des Asymmetriefehlers (§ 37, Abb. 50) besprochen
haben.

§ 52. Nahfeldscharfe Abbildung.

Entwickeln wir unsere Abbildungsgleichungen noch um ein Glied
weiter, so erhalten wir

xyg=—2VInE — 2(V3xy+ Vo ,bn &) —2(V,a+ 3V, 00 n' & — 2V, bx,, M
Vo= — 2V —2(Vyy+ Vi, bn'nf) —2(Vo,a+ 3V, b2 n' 5 — 2V, by,.
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Setzen wir zunichst voraus, der Objektpunkt werde nichstfeld-
scharf (aplanatisch) abgebildet, dann gibt (1), wenn wir den bild-
seitigen Koordinatenanfangspunkt wieder in den Achsenbildpunkt legen:

— B ag=—2(V3a + 1V b9 5'—2Vbbbx0’} @)
— B yvo=—2( VO @+ 5V )Wy — 2V, by,.

Bei der jetzt zu beriicksichtigenden GréBenordnung ist ein ebenes
Flachenelement schon von einem gekriimmten zu unterscheiden. Nehmen

wir an, das Objektelement habe die Kriimmung %, das Bildelement

. . 1 . .
die Kriimmung +;, dann finden wir

Xy = XF e nE=x¥ pra w &
0~ Y0 T T e ot A | IS ——— b
2%R'/1—(§2—|—1)2) 2%’RV1 __iﬂm ]
14
. (3)
/2
o — e R AL -0
27/]?']/1 _ ¢
1’/2

In (2) eingesetzt erhalten wir

— Bo%o = — 2V3pbxg — Vip 020 &

—2(Va,— ﬁm— + P2 Nawe. (@)
4n’R'l/1—72 4nRV1_nizﬁ'z

Eine scharfe Abbildung bis auf GréBen dritter Ordnung tritt also
nur ein, wenn gleichzeitig

V=0,

l
yo :’? LR*I*_L“_L )l (5)
ae WR T o mR.; o
==
ist.

Lassen sich GréSen R und R’ bei Verschwinden von V9, so bestim-
men, daB gleichzeitig VY, als Funktion von ¢ die durch (5,) gekenn-
zeichnete Form annimmt, dann wird ein Fldchenelement der Krim-

mung - bis auf GréBen dritter Ordnung scharf abgebildet auf ein

1
Flachenelement der Krimmung,. Eine solche Abbildung wollen wir
als nahfeldscharf bezeichnen. Den Gleichungen (5) entsprechen in der
SeiDELschen Theorie die Beziehungen
S,=0,
1oL (©)
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die bei S; = S, = 0 nahfeldgeschirfte Abbildung eines Objektpunktes
gewdhrleisten. ‘
Man kann Gleichung (5,) nach ¢ integrieren. Beachtet man, dafi

ﬂl
Vo) =5 o (7)
ist, so finden wir an Stelle von (5) die Bedingungen:
7.COS % # cosu n n
Vi="5r —aw P s tawhf tEy
' sin? v nsin? - (8)

2 ®
=@ B +Fy-

Um zu erkennen, ob ein Flichenelement nichstfeldscharf abgebildet
wird oder nicht, geniigte es, die Abbildung der Aperturstrahlen zu
kennen. Um zu erkennen, ob ein nichstfeldscharf abgebildetes Flichen-
element nahfeldscharf abgebildet wird, geniigt es, wie wir zeigen wollen,
die Umgebung erster Ordnung der Aperturstrahlen zu betrachten.

g 7

Abb. 56. Zur nahfeldscharfen Abbildung.

Jedem Punkt P, eines Aperturstrahls ist ein meridionaler Bild-
punkt P,, zugeordnet: der Punkt, in dem ein in der Meridianebene
liegender Nachbarstrahl durch P,, bildseitig den Aperturstrahl schneidet.
Jedem Punkt P, ist ein sagittaler Bildpunkt P; zugeordnet: der Punkt,
in dem ein Nachbarstrahl durch P, bildseitig den Aperturstrahl
schneidet, der in der zur Meridianebene senkrechten Ebene liegt.

Die bis zur ersten GroBenordnung entwickelten Gleichungen § 50 (2)
geben:

' nE=—2Vix + (B —2VHb)n'E,

ny = —2Vay+ (' — 2V n'y,

y = g%,

y=Fy.
Wir differenzieren und setzen in das Resultat %, = y, =& = 0 ein, be-
achten also, daB wir den Ausgangsstrahl als Meridianstrahl annehmen.

9)
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Dann finden wir

ndé, = —2V%dx, + fn' dE,,
ax, = fdx,
und (10)
ndy = = 2Vidy, 4 o f dyfy — 2 Viyedy,, l |
Ay =AY - '
Das gibt die beiden Gleichungen:
wag, , ndé,
AT (11)
wW Aty gy PA7m
T B = T =2V 4 2V

Der Aperturstrahl moge die Achse in O bzw. O’ schneiden. Sei
OP, =g, O'P, =g, usw. So ergibt sich aus Abb. 56:

ag, 1 d&, 1

i = g e |
L] 8 , q (12)

dny, _ _ cos?u dnm __ coslu

dy;" q;’l ’ dym - qm ’

Setzen wir (12) und (8) in Gleichung (11) ein, so erhalten wir als
Bedingung fiir nahfeldscharfe Abbildung das Bestehen der beiden von
H. BoeEcenOLD (I2) und M. HERZBERGER gefundenen Gleichungen:

’
2 nsin? % 2w/ sin® %
w cos?u’ 5,  mcostu 2 " ,
T = =% ——w - Fe
« . y (13)
, 2 nsin? — 2 n' sin? —
3‘3’2__ r 2 _ ,%_ﬁ'z_ﬂ'
a 4 R R ¢

Wihrend die Gleichungen (11) nur nichstfeldscharfe Abbildung des
Achsenpunktes voraussetzen, sind die Beziehungen (13) nur giiltig,
wenn die Abbildung auch nahfeldscharf ist.

Einen von E. LiHoTzKy untersuchten Zwischenfall bekommt man,
wenn man nur voraussetzt, dal

V3 =0 (14)
ist. Dann kann man die beiden Gleichungen (11) subtrahieren und be-
kommt unabhingig von V, die Beziehung

YN = (msinw)Pd ——
4 (q;n qi)ﬂ = (nsmu) Anqm’ (15)
die notwendig, aber nicht hinreichend fiir nahfeldscharfe Abbildung ist.
Unter Benutzung von (4) erkennt man leicht, daB V§, = 0 es nach
sich zieht, daB die Abbildung nahfeldsymmetrisch ist. Die Rotations-
achsen der bildseitigen Kaustiken sind hierbei alle zur Systemachse
parallel.



§ 53. Die Verzeichnung. 161

Als Spezialfall sind in den Formeln (13) die YouNGschen Formeln
[§25 (8)] enthalten.

Objekt und Bildfliche fallen in die brechende Fliche zusammen.
Rotationsachse ist die Flichennormale. Es ist

=1, %=1, W =1,
R=R =rv, ¢="’:”, ) (16)
9m = Sm>» s = Sg

dann gibt (13)

n' cos? ¢/ % cos?i #w cos ' — ncost

s v ’

™ m
n n 4 i ) (17)
cos? — ncost

s Ss 4

’

Der Sinusbedingung entspricht bei dieser Abbildung das Brechungs-

gesetz:
#sind’ = nsin . (18)

Die Abbildung des Raumes durch eine kleine Blende.

§ 53. Die Verzeichnung.

Betrachten wir die Hauptstrahlen, d.h. die Strahlen durch die
Blendenmitte. Das zugehérige Biindel kann objekt- wie bildseitig mit
Offnungsfehler behaftet sein.

Es vermittelt uns nach GULLSTRAND (I) eine optische Projektion
des Objektraums in den Bildraum.

Legen wir irgend wohin in die Entfernung 2’ von der Austritts-
pupille eine Auffangfliche, die Mattscheibe, so ordnen die Hauptstrahlen
jedem Punkt des Objektraums einen Punkt der Mattscheibe zu, nim-
lich den Punkt, in dem sie von dem Hauptstrahl durch den Objekt-
punkt getroffen wird. Wir miissen hierzu allerdings voraussetzen, daB
die Auffangfliche so weit von der Austrittspupille abliegt, daB durch
jeden Punkt der Auffangfliche ein und nur ein Hauptstrahl geht.

Betrachten wir nun ein ebenes Objekt in der Entfernung k von
der Eintrittspupille; auch dieses Objekt soll so weit von der Eintritts-
pupille entfernt sein, daB durch jeden seiner Punkte nur ein Haupt-
strahl geht.

Liege der objektseitige (bildseitige) Hauptstrahl in der (y, z)-Ebene,
sei der zugehérige Liangséffnungsfehler durch A4, bzw. A% gegeben,
durchstoBe der Hauptstrahl das Objekt (die Mattscheibe) in der Ent-
fernung y bzw. y’ von der Achse, dann gilt

y=(k + ;) tgu, }
y = (K + Ap)tgw.

Herzberger, Strahlenoptik. 11

(1)
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Die Abbildung ist also dann und nur dann verzeichnungsfrei, wenn
die Beziehung

y _(F+dp)tgw

y (W4 Ay tg e

= Const (2)

fiir alle Strahlen gilt. Man beachte, daf hierbei, da es sich um keine

i

~

~

N —
; i ‘,(r
| ’ 1
% 4y~ ~4 *‘\i T
|y

Abb. 57. Die Verzeichnung.

Abbildung handelt, Objekt und Mattscheibenebene nicht im Gauss-
schen Sinn konjugiert zu sein brauchen.
Ist Objekt und Mattscheibenebene konjugiert, so bestehen bei ver-
zeichnungsfreier Abbildung die Beziehungen:
Y Kt dtgw  wk
7—50—k+AB tgw Wk (3)

Wir bekommen die zuerst von M. v. RoHR (I) aufgestellte Bedingung
fiir Verzeichnungsfreiheit

k’ ’
W By —:,A"tgw’znk—i_kAB tgw, 4)

in Ubereinstimmung mit der im SeipErschen Gebiet § 39 (7) erhalte-
nen Formel, bei der allerdings vorausgesetzt war, daB die Austritts-
pupille nicht mit Offnungsfehler behaftet ist.

Im SeIDELschen Gebiet gab es immer ein verzeichnungsfreies Ob-
jekt, dessen Lage man durch Gleichung § 39 (7) errechnen konnte.
Gleichung (4) jedoch ist eine Bedingung fiir die Hauptstrahlenkaustik,
die nur ausnahmsweise erfiillt ist.

Einen wichtigen Sonderfall erhilt man, wenn die Blende in den
Objekt- und in den Bildraum ohne Offnungsfehler abgebildet wird. Dann
haben wir

n' Bptgw =ntgw, 5
P } (5)
B B
als Bedingungen fiir verzeichnungsfreie Abbildung [AIrY (I), Bow (1),

Sutron (I)]. Eine solche Blende bezeichnen wir [s. § 39 (5)] als ortho-
skopische Blende. In Gleichung (5) kommt nichts mehr vor, was auf
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die Objektlage Bezug nimmt; wir sehen also, eine orthoskopische
Blende vermittelt eine verzeichnungsfreie optische Projektion jedes
ebenen Objekts auf die zugehdrige Gaussische Bildebene, ja, wie Glei-
chung (2) lehrt, sogar auf jede beliebige Mattscheibenebene.

Man muB sich natiirlich davor hiiten, die Bedeutung der hier vor-
liegenden GesetzmiBigkeiten fiir optische Systeme zu iiberschitzen.
Die Aussagen beziehen sich nur auf die durch die Hauptstrahlen be-
wirkte optische Projektion. GewiB, fiir Systeme mit kleiner Offnung
und kleinem Gesichtsfeld werden die Hauptstrahlen jedenfalls an-
ndhernd die Schwerlinien des einen Punkt abbildenden Biindels bilden;
obwohl auch in diesem Fall im allgemeinen keine Abbildung der Punkte
der Objektebene auf die Punkte der Gaussischen Bildebene erfolgt, so
wird doch die wegen der GroBe der Offnungsblende jedem Punkt ent-
sprechende Zerstreuungsfigur um den DurchstoBungspunkt des Haupt-
strahls symmetrisch angeordnet sein.

Hat die Blende jedoch eine endliche Offnung oder wirken bei
groBerem Gesichtsfeld andere Blenden bei der Strahlenbegrenzung mit,
dann wird die Bedeutung des Hauptstrahls problematisch; sahen wir
doch in § 30, dafB3 bei seitlichen Punkten es vorkommen kann, daB8 der
Hauptstrahl abgeblendet wird, obwohl noch Strahlen das System durch-
stoBen.

Eine Ausnahme machen selbstverstindlich die Systeme, bei denen
eine scharfe Abbildung einer endlichen Objektfliche erfolgt (§ 55).

Hier wollen wir in Analogie zu §41 von abstandstreuer Abbildung
sprechen, wenn die Lote von Objekt und Bildpunkt auf die System-

achse proportional sind:
yr ,
% =% = Po- (6)
Auch bei der feldgleichmiBigen Abbildung, die wir in §57 be-
handeln werden, und bei der u. a. jedem Objektpunkt eine rotations-
symmetrische Kaustik entspricht, kann der Begriff der abstands-
treuen Abbildung Verwendung finden. Wir werden allerdings dort
nicht die Strahlen durch die Blendenmitte, sondern die Symmetrie-

achsen der Bildkaustiken als (feldsymmetrische) Hauptstrahlen be-
trachten.

§ 54. Raumstigmatische Abbildung.

Wir haben im vorigen Paragraphen die optische Projektion be-
trachtet, die durch die Hauptstrahlen geliefert wird. In diesem Ab-
schnitt wollen wir die Abbildung der Umgebung eines Hauptstrahls
untersuchen.

Insbesondere wollen wir in Anlehnung an § 44 nach der Bedingung
dafiir fragen, daB die Umgebung aller Hauptstrahlen Gaugisch ab-
gebildet wird. Eine Blende, die diese Forderung erfiillt, wollen wir als
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raumstigmatische Blende bezeichnen; eine solche Blende wurde im
SerpELschen Gebiet raumspannenfrei genannt.

Im allgemeinen vermittelt jeder Hauptstrahl eine orthogonale Ab-
bildung seiner Umgebung; jedem Objektpunkt entsprechen also zwei
Bildpunkte, ein sagittaler und ein meridionaler Bildpunkt.

Um die GesetzmiBigkeiten zu finden, legen wir zunichst unser Ko-
ordinatensystem beliebig und betrachten die Abbildung der Umgebung
eines beliebigen Strahls. Es gilt allgemein:

nE=—2V,x,— 2V, n'&, nn=——2Vay0~2Vbn’n’,} W
W= —2V,x,— 2V, 0¥, y = =2V, y,— 2V 0.
Wir differenzieren (1) und finden, wenn wir von einem Meridian-
strahl ausgehen, unter Beachtung von
b=x=F=4=0,
da=2ydy,
db=2n'ydy 4+ 24’5 dy, (2)

die Beziehungen: de =20 dof
ndé, = —2V,dx,— 2V, n' d&;,
dx, = —2V,dx, — 2V n' d&],
nadn, = —2(Ve+2Veea+ 2V b+ 2V, c)dy,
—2(Vy+2V,pa+ (Voo + Viop) b+ 2V, 0)dny,,
Aym=—2(Vy+2Vapa+ (Voo + Vi) b + 2V, €)dy,
—2(V,+2Vypa+ 2V, b+2V, c)dn,.
Die ersten beiden Gleichungen beziehen sich auf die sagittalen Nach-

barstrahlen, die beiden letzten Gleichungen auf die meridionalen Nach-
barstrahlen. Eine leichte Umformung gibt

A(Vy 4 2Varad (Vg + Voo) b + 2 Vy, o)t 2 Lin
”d,’,}m_ ( b abd ac bb) + be "dT;n*
— I
AV 1+2(V,,.—|—2V,,,,a+2V,,cb—|-2V”)%

_2(Va+2Vaaa+2Vabb+2vbbc)’ (4)
’ ’
sV
ndé, dx} _ovy
dx, n'dg, ar
1427, 2%
dx}

Sei nun g, g, bzw. g,, g, die Entfernung des DurchstoBungs-
punktes mit der Koordinatenebene vom meridionalen bzw. sagittalen
Objekt- (Bild-) Punkt, so ist ‘

ndf), _ mcostw w'dn,  wcos?w
aYm gm ayp fm (5)
ndé, n wWdkl w

dx, g’ ax - ?;’
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also gibt (4)

2
7 cos? w 4(V"+2Vab“+(Vac+Vbb)b+2V“C)2nCOZ
Em 1—2(V, +2V”a+2vbcb+2vuc)’nc052 w'
+2(Va+2Vya+2V,b+2Vy,0), ©)
.
=+ 2V,
8s 1#2Vc:~: a

Die Gleichungen gelten ganz allgemein; unser Objektstrahl wird
Gaupfisch abgebildet, wenn aus g, = g,, identisch g, = g, folgt. Das
gibt drei Gleichungen:

2(Vaea+ Vapb 4 Viypt) =V, (cos?w — 1),

2(Vapa + 3 (Vi + Vi) 0 + Viyo0) = Vb<c%§%— 1>, (7)
1

2(Vyp @+ Vyob + Vi) — V(1)

Die Gleichungen (7) gelten selbstverstindlich nur fiir das spezielle
‘Wertetripel 4y, by, ¢, das den Hauptstrahl kennzeichnet. Ist (7) er-
fiillt, so gehen die Beziehungen (3) iiber in

ndé = —2V,dx,— 2V, n'dE&,,
Axy= —2V,dx,— 2V w'd§], {

ndn, = — 2V, cos? wdym—2Vb§§SZ W A, (8)
, cos w
Ay = —2Vy oo WVm — 2Veoa w,ndnm

Wirkt die Blende als raumstigmatische Blende, so miissen die Glei-
chungen (7) und (8) giiltig sein, wie immer man a, b, ¢ wihlt, voraus-
gesetzt, daB eine solche Wahl einen Hauptstrahl kennzeichnet.

Wir untersuchen den Sonderfall, daB die Eintrittspupille frei vom
Offnungsfehler ist; wir legen unsern Koordinatenanfangspunkt in diese
Eintrittspupille. Dann sind die Hauptstrahlen durch a =6 =0, ¢ ~
gekennzeichnet. Die Abbildung ist raumstigmatisch, wenn gilt:

V8c=35V0(cos*w — 1),

Voo =38 (coswr — 1): (9)

cos w'

Ve =32 (cmm—1).

cos? w’

Fiir die Hauptstrahlen findet man aus (1) und (8):

ny=—2Vin'y, nd17=—2V°C ,nd ’
(10)

y' = —2Vin' vy, dy = 2V° il 'dy,
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also wegen %’ = sin @’ nach Division:

dq _ _ ay
2 PV 2
¥ 1—n o J1—7q (1)
a_ ay
v T (1—1'?)
oder integriert , o' ®
nWpptg5 =ntgy
bZW. kl
2V = ——,
"'Vl _- (12)
n
also A =0

Die zweite Gleichung (12) lehrt uns, im Einklang mit § 44 (3), daB
die Eintrittspupille ohne Offnungsfehler abgebildet werden muB. Die
erste Gleichung (12) gibt eine Bedingung an, die die Hauptstrahlen
erfiillen miissen, sie geht fiir kleine Neigungen in die zweite Gleichung
in §44 (3) iiber.

Eine Blende, fiir deren Hauptstrahlen die Gleichung (12) erfiillt
ist, hatten wir in § 44 als MERTEsche Blende bezeichnet. Man erkennt
leicht, daB (12) mit der Erfiillung der beiden letzten Bedingungen in (7)
gleichbedeutend ist; (12) ist notwendig, aber nicht hinreichend dafiir,
daB eine Blende raumstigmatisch ist.

Wir sehen ferner, daB eine raumstigmatische Blende nur dann ein ver-
zeichnungsfreies Bild eines ebenen Gegenstandes entwickeln kann, wenn
die Blende im Knotenpunkt liegt, da (12,) und § 53 (5) sich sonst wider-
sprechen?,

Es sei zum Schlufl darauf hingewiesen, da8 es sehr wohl eine raum-
stigmatische Abbildung geben kann, bei der die Blende weder in den

Objekt- noch in den Bildraum ohne Offnungsfehler abgebildet wird.
Betrachten wir die durch

V =V,—55b, (13)
also g=g, — o,
x’=§x, y’=£,—y J (14)

gegebene Abbildung, die ein Knotenpunktsystem charakterisiert, so
werden wegen » = »’ die drei Gleichungen (5) identisch erfiillt, d. h. jeder
Strahl wird raumstigmatisch abgebildet.

Nehmen wir nun an, die Blende liege irgendwo im Innern des durch
(14) gegebenen Systems und werde mit Offnungsfehler behaftet in den
Objekt- und daher auch in den Bildraum abgebildet. Dann wirkt die
Blende sicher als raumstigmatische Blende, obgleich 4 5 und 4 %= 0 sind.

1 Siehe hierzu R. RicHTER (1), der zuerst die Bedeutung des symmetrischen
Objektivs mit Mittelblende (f’z = 1) zur Behebung dieses Fehlers hervorhob.



§ 55. Die feldscharfe Abbildung einer Ebene in Rotationssystemen. 167

Siebenter Teil.

Abbildung des ganzen Strahlenraums in

ausgezeichneten Systemen.
§ 55. Die feldscharfe Abbildung einer Ebene in Rotationssystemen.

Wir stellen die Forderung, daf eine achsensenkrechte Ebene durch
unser System scharf abgebildet werde.

Wir legen den Koordinatenanfangspunkt objektseitig in die ab-
zubildende Ebene, den bildseitigen Koordinatenanfangspunkt in den
GAussischen Blldpunkt (V2(0) = 0), dann gibt das gemischte Eikonal
die Beziehungen

né = —2V, % —2V, W&, nn=—-2V,y,—2V,n'v,
¥=—2V,2%—2V ¥, Y= —2V,y —2V 7.
Wird unsere Ebene scharf abgebildet, so muB (aus Symmetrie-
griinden) der zu einem festen Objektpunkt gehérende Bildpunkt in der
zugehoérigen Meridianebene liegen. Berechnen wir die Koordinaten
x*, y*, 7% des DurchstoBpunktes mit der Meridianebene, dann miissen
seine Koordinaten von &, %, { unabhingig sein. Wir erhalten:
¥ = —2V, %,

¥ 9V
y 2V, Yo, @)

¥ = 2%’VGVI——C,§

Unser System bildet also die Ebene scharf dann und nur dann ab,

wenn sowohl V, wie V, Vl -~ —5 reine Funktionen von « sind. Setzen
wir — 2V, =fi(a
T . (3)
2n Vcl/l —-n=2"(a).

Man erkennt aus (2), daB B;(a) die VergréBerung darstellt, mit der
die durch Objektpunkt P und Bildpunkt P’ gehenden sagittalen Li-
nienelemente, ja nicht nur sie, sondern die Kreise durch P und P’
senkrecht zur Meridianebene aufeinander abgebildet werden.

Z*(a) ist die Abszisse von P’.

Durch Integration von (3) finden wir fiir V' die Form

== w1 g, @

wo g(a) noch eine willkiirliche Funktion von & bedeutet.
Ist die Abbildung abstandstreu, so wird

Bs(a) = Bs. - ()
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Ist die Bildfliche eben, so wird bei unserer Koordinatenwahl:
7¥(a) = 0. (6)

Wir haben bisher nur die letzten Gleichungen beniitzt. Die beiden
ersten geben fiir die Strahlen durch einen Meridianpunkt

(xo =0,5=7Va. n = **1>
nE—n'p & =0,

"”‘”Km+ﬂﬁV (R EENE Vl“*}_”*w;l
Wir fiihren nun neben der sagittalen VergréBerung g; die meridionale
VergroBerung B, ein. Wir finden
, _YayFi
bn="gy - (8)
Sei &, & der Winkel, den ein Strahl mit der sagittalen Richtung

bildet, sei ¢,,, &, der Winkel, den ein Strahl mit der Meridiankurve der
Bildfliche bildet, dann ergibt sich

cosg, =&, coseg, = &,

(7)

N TR (9)

coseg, =1, cos 8 = ’I’] rméy_ﬁ+ T o V—W—*—‘é};}’
aus (8) und (9) ergibt sich unter Beachtung von (2) und (3):
, ulﬁfﬁif;i_' C R WV_L
ﬂmcosem_‘dy—an + d.y; 1 w2 _(ﬂs—i_ﬂ]/;l V“)"] +2V3 1 ES (10)
Setzen wir (9) und (10) in (7) ein, so erhalten wir die beiden Glei-
chungen n B.cose;, — ncoseg, =0, } an
!’ pr ’ ja—
#' B, cos &), — ncose,, = 8ar
deren Bestehen notwendig und, wie man leicht erkennt, auch hinreichend
fiir die scharfe Abbildung einer Ebene ist; ein Ergebnis, das mit § 8 (9)
im Einklang ist.
Fiir den Achsenpunkt verschwindet

limg,. =2}ag,=0. (12)
a—>0

Die Gleichungen (11) gehen dann in die ABBEsche Sinusbedingung
tiber. .

Eine Abbildung, bei der die Punkte einer endlichen Fliche durch
Biindel endlicher Offnung scharf abgebildet werden, wollen wir als
feldscharf bezeichnen. Die feldscharfe Abbildung wurde zuerst unter-
sucht von M. THIESEN (I bis 2), der auch die Bedingungen (11) fiir
die Abbildung zweier Ebenen fand. Die Abbildung zweier beliebiger
Flichen aufeinander untersuchte zuerst Bruns (7).
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§ 56. Die feldsymmetrische Abbildung einer Ebene in
Rotationssystemen.

Wir setzen jetzt voraus, jedem Objektpunkt der achsensenkrechten
Ebene z =0 sei bildseitig eine rotationssymmetrische Kaustik zu-
geordnet. Wir wollen die Form von V bestimmen.

Es gilt allgemein

nE=—2V,x =2V, W&, nn=—2V,y—2V, w9, 1
K= —2V,x—2V WE, f=—2V,y—2V.ay. |

Die DurchstoBpunkte eines Strahls mit der zugehérigen Meridianebene

)

sind durch ¥=—2V,x
 — —
y 2 Vb y! - (2)
=21V, V 1— -5
gegeben. "

Die Abbildung ist feldsymmetrisch, wenn die von einem festen
Punkt kommenden Strahlen bildseitig die Meridianebene in einer ge-

Abb. 58. Zur feldsymmetrischen Abbildung.

raden Linie durchstoBen. Diese gerade Linie nennen wir den zum
Objektpunkt gehorenden Symmetriestrahl. Er schneide die Achse im
Punkt Bj;. Koordinatenanfangspunkt sei die isoplanatische Blende Bj.
By B; = A% ist der Lingsoffnungsfehler der Kaustik der Symmetrie-
strahlen. w’ sei der Winkel, den der Symmetriestrahl durch Bg mit der
Systemachse bilde. Dann muB} gelten:

tgw = — 2K"V_a

4 ’
2% Vch—W’Q—AB
Integrieren wir (3) und beachten, daB der Winkel v’ zwischen
Strahl und Symmetriestrahl durch

5 ; 7 sinw’ + cosw’ VAIA__ L (4)

w'e

3)

cosv = H' =
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gegeben ist. Wir finden
Ay tg v’
V= —
2Ya
Hierin ist f eine an sich noch willkiirliche Funktion, die aber allein
von a und H’ abhingt. Die Differentiation von (5) gibt

b—w'f(a, H'). (5)

_ Aptge __sinw’ 9f
2)a 2ya 9H"
cos w' af (6)

Y R
2nVl——W

Die Form der Funktion f kénnen wir noch genauer aus den geo-
metrischen GroBen der Abbildung bestimmen. Sei &; der Abstand der
kaustischen Spitze P, von B}, sei A’ der Lingsoffnungsfehler Py P’
der seitlichen Kaustik, auf dem Symmetriestrahl gemessen; dann
folgt aus (2) und (6):

Vs

vV

of p ’ Ay
m:(k3+A)+cosw" ™)

Beachten wir, daB hierin nur 4’ von H’ abhingt, so gibt die Inte-
gration von (7) nach H’

’ H’
1A ’ A ’ ! 4 4
f(a, H') = (ks+cost"> (H — 1) +1fA (a, H)dH + g(a), (8)
also
A}tgw’ 1 A;‘ ’ /H’/ ’ Y
V= 2W_b_n (ks+cosw,>(H —1)—n1fA (a, H')dH' + g(a), (9)

wo g(a) noch eine willkiirliche Funktion von « allein ist [s. hierzu
H. BoegenoLD (10) und H. BoEGeEHOLD (1I) und M. HERZBERGER (7)].
Wir erkennen aus (7), daB A’ eine reine Funktion von a und H'
ist. Wir haben also hier den Beweis erneut gefiihrt, daf§ die seitliche
Kaustik, von der wir anfangs nur voraussetzten, daf alle Strahlen
den Symmetriestrahl schneiden, rotationssymmetrisch ist.
Die Fliche der kaustischen Spitzen hat die Gleichung

%= 15 5= 1, | )
Zo= A% + kicosw'.
Ziehen wir in (9) die Glieder, die nur von & abhingen, in die will-
kiirliche Funktion, so haben wir

— H’
-~ b > n! 4 ’ ’ 4
V— =g |/1 —a = [ X @ BV +ga). (D)
Endlich ergibt sich daraus
0+ A'sinw
V,= 8752
g 2} a

'+ A cosw’

, V,= —

¢ [
2%"/1—«;?—2

, (12)
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ferner haben wir

_ ¢+ Asinw, ., b ., g
a3 "%y ZV;”VI—W
’oar b . ¢
—n' A (cosw’2nl‘y7a — smw’l/l —772>w’w (13)
.
_ wifAﬁdH + g5

Die von einem Objektpunkt ausgehenden Strahlen zerfallen bild-
seitig in eine einfache unendliche Anzahl von Strahlenkegeln, die sich
je in einem Punkt des Symmetriestrahls vereinigen und mit ihm
dort gleiche Winkel v’ bilden. Wir kénnen also sagen, durch jeden dieser
Kegel wird jeder Objektpunkt abgebildet auf einen Punkt des Symme-
triestrahls.

Betrachten wir ein sagittales Linienelement. Man kann es als ab-
gebildet betrachten auf jedes Linienelement, dessen Endpunkte auf den

Abb. 59. Sagittale Anderung der Kaustik bei feldsymmetrischer Abbildung.

zu den Endpunkten des objektseitigen Linienelements gehérenden
Symmetriestrahlen liegen. Unter diesen Bildlinienelementen greifen
wir diejenigen heraus, die auf der Meridianebene senkrecht stehen;
dazu gehort insbesondere das Linienelement der durch (10) gegebenen
Fliche der kaustischen Spitzen. Sei ¢, bzw. ¢ der Winkel, den ein
Strahl mit der sagittalen Richtung bildet, sei f; die VergréBerung,
mit der unser sagittales Linienelement abgebildet wird, sei insbesondere
Bos die VergréBerung, mit der unser Linienelement durch die Symmetrie-
strahlen auf die Fliche der kaustischen Spitzen abgebildet wird, dann
gilt

g ="t . (14)
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Legen wir den Ausgangsobjektpunkt in die Meridianebene, setzen

also
, b

=0, yo=1Va, n=-—"—, (15)
2% fa
dann finden wir aus (1,)
& = cos g, & = cosé;, 1
n Bycos &y = n’—"—:_,—"cos &, = n cos ss,]

also eine Gleichung in Kosinusform, die in ihrer Gestalt an die Iso-
planasiebedingung erinnert, die wir in § 51 (11) behandelt haben. Selbst-
verstdndlich sind wegen der Rotationssymmetrie Kaustik und sagittale
Nachbarkaustik kongruent.

Wesentlich komplizierter ist ein Versuch, ein dhnliches Abbildungs-
gesetz fiir die Abbildung eines meridionalen Linienelements zu finden.

Abb. 60. Meridionale Anderung der Kaustik bei feldsymmetrischer Abbildung.

Setzen wir zuné4chst (15) in die entsprechende Gleichung fiir # ein, so
finden wir '

ot b ~t ¢

7 COS 8m = go'l/u— 2_ﬁ + ZOVa_ n,l/l bt Wa
b ) A

+ n’A'(cos w5 Ja —sin w’Vl — h,—2>wy,; amn

"
+1’l«,if A’/;dH, - g],;' .

Jedes meridionale Linienelement wird abgebildet auf jedes Linien-
element, dessen Endpunkte auf zwei meridional benachbarten Sym-
metriestrahlen liegen. Wir zeichnen die Linienelemente aus, die par-
allel zum meridionalen Linienelement der Fliche der kaustischen
Spitzen liegen. Sei B, bzw. B;, die zugehérige VergroBerung; sei
&, (€,o) der Winkel eines beliebigen Strahls (des Symmetriestrahls) mit
der meridionalen Fortschreitungsrichtung, dann haben wir

~ b fodd .
#' Bom COS 8;,,=90V22—'_W+Zol/«7”'l/1 - 4762’ (18)
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also in (17) eingesetzt

7 COS &,, =1’ B COS &, + n' A’ (cos o sinw l/l - %) w7
24 Ja ”
H'
’ ’
A JAVEdH' — 8a- (19)
Fiir den Symmetriestrahl ergibt sich
NCOS €,y g = N Bom COS Emg — 8ya» (19a)
also durch Subtraktion -
7 Bom(cOS &, — COS &po) + ' A’ (cos w’ —~b~: — sin w’ V 1— %) wyz
24 Ja "
e

+ n’f AyzdH' = 1 (cos g,, — COSEpo)-  (20)
1

Um obige Gleichung auch der Isoplanasiebedingung anzugleichen,
filhren wir die meridionale Strahlungsweite %, ein. £, sei die Ent-
fernung der kaustischen Spitze auf dem Symmetriestrahl, gemessen
von dessen Beriihrungspunkt B, mit der Symmetriestrahlenkaustik.
k;, geniigt, wie Abb. 60 zeigt, den Beziehungen

dw’ ﬁ67ﬂ. 3 ’
— = “2™ gin &,
d }"a kr,n "0
, (1)
dkm — __ P ’
: ;—__ = ﬁOm COS &, -
Wir erhalten Ja.
b . e\
! A ' ’ —
n'A (cosw e sin w Vl — W) wy,
o, ., , b T 29
_ﬁﬂommnsm(,(cosw —2n’ﬁ—smw 1—72— (22)
w A’ R
= %ﬂ’"‘ (cos &5,9 cOS V' — COS &) -
m
In (20) eingesetzt ergibt sich schlieBlich
g g
34 A
7' Bom ; (cos & — cOS € g) = #' B (COSES, — COS £1,0)
m
.
dl (k!
= n(C0SE,, — COS &y + WA (H — 1) 3%‘1 — n’f AyadH'.  (23)
1

Obige Bedingung findet sich ebenso wie die vorstehende Entwick-
lung zuerst bei H. BoeGenoLD (1I) und M. HERZBERGER (7). Glei-
chung (23) wurde dort als Symmetroplanasiebedingung bezeichnet. In
der Achse geht (23) wegen

limAy; =1im24; Ja =0,

e o (24)
lim Amya = lim 2 &5, ]/a =0
a—0

in die Isoplanasiebedingung iiber.
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Das einfachste Beispiel einer feldsymmetrischen Abbildung bildet
die Abbildung durch eine einzelne Kugelfliche. Jedem Objektpunkt
einer beliebigen Ebene entspricht hierbei eine rotationssymmetrische
Kaustik, deren Symmetriestrahl durch den Kugelmittelpunkt geht.

§ 57. Die feldgleichmiBige Abbildung einer Ebene.

Eine besonders interessante Unterklasse der feldsymmetrischen Ab-
bildungen bilden die feldgleichmdifigen (homdoplanatischen) Abbildungen,
die zuerst von E. L1HoTZKY und M. HERZBERGER (4) untersucht wurden.
Sie sind dadurch ausgezeichnet, daB sowohl fiir die Meridianstrahlen
als fiir die Sagittalstrahlen Gleichungen in der Art der Isoplanasie-
bedingung gelten:

rQr ’ ’ 1 pr k;p1+A/ ’ ’
#' B, (cos €, — COS €,,0) = 1/ B 5 (cos &, — cos emo)l
m
= n(cos &,, — COS Emg ), (1)
kR4 A
n' Bicos es = n' By “:: COS & = M COS &, . ‘

L3

Gleichung § 56 (23) lehrt uns, daB in diesem Fall der Offnungsfehler

A’ der Gleichung 2 E—1) .
(k;n D = 1J Az dH @

geniigen mubB. Das gibt, nach H’ differenziert,
H -1 ,, ’ k;nA’a—
(5 At 4 1) b = 7 (3)
Die Losung dieser partiellen Differentialgleichung zeigt, daB bei feld-
gleichmiBiger Abbildung A’ als Funktion von a und H’ sich in der
Form

’ AN k;n ’ ! k6
X H) =524 (0,(H — 152 (4)
darstellen 148t. Gleichung (4) zeigt, daB in diesem Fall jede Kaustik ge-
geben ist durch die Kaustik, die dem Achsenpunkt (¢ = 0) entspricht.
Die Fliche der kaustischen Spitzen ist durch
8y = kisinw' a
] ’ ’ ’ (5)
Zg= A% -+ k, cosw
gegeben. Fir sie ist H' = 1. Wir betrachten die Flichen, fiir die H’
sich gemif

(H'—1)2—?":—251112%'-2?;:0:—251112’12@ (6)
andert. Der zugehérige Offnungsfehler auf einem beliebigen Symmetrie-
strahl ergibt sich zu o

A B sin? 5
G=R-—w g
2
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Aus (7) folgt
alr  diA
= T ®

d. h. die gemiB (6) und (7) bestimmten Flichen schneiden die Symme-
triestrahlen unter den gleichen Winkeln wie die Fliche der kaustischen
Spitzen. Verfasser bezeichnete diese Flichen als Quasiparallelflichen.

Das Eikonal fiir eine feldgleichmiBige Abbildung ergibt sich nach
H. BoeGeEsOLD (11) und M. HERZBERGER Zu

I
! Lt ’
Ve=— @32% — g Vl — "—JEJ‘A’ (0, — 1) %) aH'. ()
1

Hierbei kann die unter dem Integralzeichen stehende Funktion,
der Offnungsfehler auf der Achse, noch ganz beliebig sein. In (9) ist
letztlich noch zu beachten, daB} gilt:
ddy
dw' *

Bei einer feldgleichmiBigen Abbildung bleibt im Gegensatz zur feld-
symmetrischen Abbildung die Form der Kaustik im wesentlichen er-
halten; die seitliche Kaustik steht mit der axialen Kaustik in be-
sonderen einfachen Beziehungen. Die Gleichungen (1) kann man ge-
wissermafBen als Bedingungen dafiir auffassen, daB alle Kaustiken sich
nicht wesentlich verformen.

k,, =k, — sinw (10)

Achter Teil.
Die Eikonale in geschlossener Form.

Zum SchluB wollen wir noch, im wesentlichen im AnschluB3 an Ar-
beiten von T. SMITH (4), zeigen, wie man wenigstens theoretisch das
Eikonal in geschlossener Form berechnen kann.

Zuerst mogen einige Bemerkungen {iber den Zusammenhang der
Eikonale zusammengestellt werden. Die Koordinatenanfangspunkte
mégen so liegen, daB alle Eikonale verwandt werden kénnen; dann ist
nach §15 (3) und (6):

E+n(s)—w(d8)=W, 1
V=E—#(%), (D)
V'=E + n(ad) ]
ag= x&+4ymn,
a’gI: %5' + ylnl.
Betrachten wir z. B. die erste Gleichung. W soll eine reine Funktion
von & 7, &, ' sein. Wir miissen also #, y, x’, y" eliminieren; das ge-

mit

(2)
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lingt im allgemeinen, d. h. immer, wenn das zweite Eikonal verwendbar

ist (vgl. § 15), mit Hilfe der Beziehungen:
nE=—E,, n’&':Ew,,l 5
nn=—E,, n'y=E,. ®)

In derselben Weise kann man (theoretisch) den Ubergang zwischen
zwei beliebigen der obigen Eikonale herstellen.

Wir untersuchen jetzt den EinfluB einer Verschiebung des Koordi-
natenanfangspunktes. Hier ist die Benutzung des Winkeleikonals am
zweckmiBigsten, da die Variablen dabei ungeindert bleiben. Aus der
geometrischen Bedeutung des Winkeleikonals kénnen wir folgern:

Wy=Wi—ni - @+ )+ )1-F+7. @
Hierin geben z,z die Verschiebungen der Koordinatenanfangs-
punkte an. '

Wollen wir zwei‘Abbildungen zusammensetzen, so kénnen wir, evtl.
mit Hilfe einer Koordinatenverschiebung, voraussetzen, da8 die Koor-
dinatenanfangspunkte zusammenfallen. Wir haben dann:

W&, n,&n) =Wi(E. 1,62, Ma) + Wy (Ere, e, §,77) (5)
Es bleibt die Aufgabe, die Zwischenkoordinaten zu eliminieren.
Dazu dienen die Gleichungen

e OW oW,

127 onky on&y’ (6)
_ew, | 0w,

Vo= T e T T Gy

ein Eliminationsverfahren, das immer mdglich sein muf, wenn nicht
das zusammengesetzte System brennpunktlos ist.

Wir betrachten jetzt zum SchluB3 das Eikonal fiir eine Einzelfliche.
Wenn die Einzelfliche nicht eine Ebene ist,” konnen wir das Winkel-
eikonal verwenden. Seien x*, y*, z* die Koordinaten der brechenden
Fliche in unserem Koordinatensystem, dann haben wir

W = n(Ex* + ny* + 2% — w/ (Fx* + 7'y* + 2%
=— (¢ —n&)x* — (W —np)y*— ' — nl)z*. (7

Mit Smita (4) fithren wir fiir die Klammerausdriicke die Ab-

kiirzungen €, M, % ein, haben also

W= — (2x* + My* + Nz¥) (8)

Q=n& —né, M=n'y —ny, N=nl—nl. 9)

Das Brechungsgesetz § 8 (35) lehrt, daBl der Vektor mit den Kom-

ponenten &, M, N die Richtung der Flichennormale im Punkt x*, y*, 2*
hat. Eliminiert man diese drei GréBen aus

-y OF . 9f  9f

mit

und (10)

f(x*,y%,2%) =0
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und setzt in (8) ein, so erhilt man wegen .

C=11—@+n), a

U= 1= @ ), )

W wie gewiinscht als Funktion von &, 7, &, #'".
Ist die Fliache rotationssymmetrisch, so kann man leicht zeigen,
daB auch dann W nur von a, b, ¢ abhingt. Betrachten wir z. B. eine
Kugelfliche und legen den Koordinatenanfangspunkt in den Mittelpunkt,

dann gibt (10) DL SR S S I

. 12
also QMR =a*:1y* 2% | (12)
S TR WP SR,
Ve W + N2 v yeE + me + %2 v JE&EFmE e v
und schlieBlich E—
W= 4rye+ 0+ % (14)

Fiihren wir endlich
@=nE ),
b=2nn'(£&+ n7), (15)
c=nw?2(&2+ o2 I

ein und beachten (11), so finden wir

W= i—r‘/nz—{—n'z —b— 2%']/(1—-7;12)(1—%—2), (16)
das positive oder negative Vorzeichen gilt, je nachdem 7 positiv oder
negativ ist.

Wenn man das hier angewandte allgemeine Eliminationsverfahren
betrachtet, so erkennt man, daBl das Eikonal fiir eine einzelne brechende
Fliche stets in &, I, N homogen von der ersten Ordnung ist. T. SMITH
zeigt, daB man diesen Schlufl auch umkehren kann; jedes Winkel-
eikonal, das durch eine homogene Funktion erster Ordnung in den
Q, M, N dargestellt wird, 146t sich durch eine Fliche realisieren. Sei W
eine homogene Funktion erster Ordnung in den &, M, N, also

ow ow ow
Nun ist aber
N oW OW 98 ow IR 6W_8W£
Y= T omE T T a8 0nE)  o% o(mE)  ag  o% ¢’
- ow  owe
r = ge Tam e
. ow 6W_17_ (18)
y= oM I’
;- ow 8W17_’
y = W T am
Herzberger, Strahlenoptik. ) : 12
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Betrachten wir die durch

ow _ow
* — '
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Y=am = YtawmTt =Y "o [ (19)
aw
k —
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gegebene Fliche. IFir sie geht (17) in (8) iiber. Die so bestimmte Fliche
bricht unsere Strahlen in der gewiinschten Weise.

Zum SchluB behandeln wir die Brechung an einer Ebene. Hier ist
das Winkeleikonal nach § 15 unbrauchbar. Wir benutzen das gemischte
Eikonal V'.

Koordlnatenanfangspunkt sei objekt- und bildseitig der Scheitel der
brechenden Ebene. Dann ist

né —u I’ wn — u' 1,
ST } (20)
X=X, y=y,
also ergibt sich aus § 50 (2):
V,=V,=0, Vy=—1%, (21)
d. h.
V= —2b. (22)

Zum Schluf wollen wir noch iiberlegen, welchen Bedingungen ein
Eikonal geniigen mufl, damit es realisierbar sein kann. Wir miissen
jedem Objektstrahl eineindeutig einen Bildstrahl zuordnen konnen,
d. h. z. B. die Gleichungen

ow ow
=+ o(ng)’ =+ 30m d(nn)’ 23
, 0w , oW (23)
YETAwey YT T a0y
missen nach x’, y’, &', %' auflésbar sein. Das bedingt
2w ;W
0&051 4:0 ana l=*=0 (24)

Fiir rotationssymmetrische Systeme wird daraus:

ow
Sy +0. (25)
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Wir haben in den fritheren Abschnitten unseres Buches gesehen, daf3
man in einem rotationssymmetrischen optischen Instrument im all-
gemeinen die Lichtstrahlen auf zwei verschiedenartige Weisen anordnen
kann, je nachdem, ob man sie um die Strahlen durch den Achsenpunkt
(A perturstrahlen) (s. S. 151), oder um die Strahlen durch die Blenden-
mitte (Hawuptstrahlen) (s. S.161) gruppiert. Die letztere Anordnung
filhrte zu einer Theorie der Strahlenbegrenzung, zu der Lehre von der
Perspektive, d.h. vom Sehen durch optische Gerite, letzthin zu dem
von A. GULLSTRAND (I) geprigten Begriff der optischen Projektion.
Die Anordnung um die Aperturstrahlen fiihrte zu den Fragen der
optischen Abbildung. Die Strahlen, die in der Nachbarschaft des Aus-
gangsstrahles verlaufen und von einem seiner Punkte ausgehen, geben
auf der Bildseite im allgemeinen ein astigmatisches Strahlenbiindel
mit zwei Punkten bester Vereinigung. Es ist nun interessant, zu ver-
folgen, wie in der Geschichte unserer Wissenschaft abwechselnd die
eine und die andere Behandlungsweise vorherrscht.

Bedenken wir, daf§ die Griechen annahmen, die Lichtstrahlen gingen
vom Auge aus (Sehstrahlen!) zu den Dingen, so wird es verstindlich
erscheinen, daf im Altertum und im Mittelalter die Fragen der optischen
Projektion das groBte Interesse fanden. In der dem EUKLID (ca. 300
v. Chr.) zugeschriebenen Optik finden wir eine eingehende Darstellung
der Gesetze der Perspektive, in seiner Katoptrik finden wir eine Dar-
stellung der Gesetze vom Sehen durch Spiegel. Als ,, Bildpunkt'* bezeich-
nen EUKLID und seine Nachfolger den Punkt, in dem der reflektierte
Hauptstrahl das vom Objektpunkt aus auf den Spiegel gefillte Flichen-
lot schneidet. Erst KEPLER gab (1) fiir diese Wahl eine Begriindung. Es
handelt sich um den sagittalen Bildpunkt; dieser ist beim beiddugigen
Sehen bevorzugt dadurch, da wir meistens die Augen symmetrisch zur
Meridianebene durch den Objektpunkt halten. Interessant ist, daB
EUKLID annahm, vom Auge gingen nur diskrete Lichtstrahlen aus;

1 Die Geschichte der geometrischen Optik ist seit WiLDE (I) nicht all-
gemein behandelt worden, das WiLDEsche Buch ist mir noch vielfach von Wert
gewesen. Einzeldarstellungen haben in den letzten Jahrzehnten M. v. RoHr und
H. BorcenoLp geliefert; die fraglichen Arbeiten bis 1924 sind im Czapskischen
Handbuch angefiithrt. Eine ausfiihrlichere Darstellung wird Verfasser in der
Z. Instrumentenkde geben.

Allgemein bemerke ich noch, daB ich im Text iiberall die heute tiblichen Aus-
driicke benutze, die oft nicht mit den von den Autoren gebrauchten Bezeichnungen

iibereinstimmen.
12*
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hierdurch konnte er die Tatsache erkliren, daf Gegenstinde nicht mehr
gesehen werden kénnen, wenn sie dem Auge in zu groBer Entfernung,
d. h. unter zu kleinem Winkel dargeboten werden.

HEeRro von Alexandrien schreibt (nach 100 v. Chr.) eine Katoptrik, die
besonderen Wert auf die Anwendungen legt. Der Spiegel als Spion, der
Spiegel im Theater, der Spiegel als Mittel zur Hervorzauberung von
Geistererscheinungen, der Zylinderspiegel zur Erzeugung verzerrter Bil-
der sind Gegenstand seiner Untersuchungen. Er versucht eine Ableitung
des Reflexionsgesetzes, wie der geradlinigen Lichtausbreitung aus dem
Satz, das Licht lege zwischen zwei Punkten stets den kiirzesten Weg
zuriick. Nicht ganz uninteressant ist, dafl er beim Beweis dieses Satzes
nur Figuren mit ebener und erhabener Trennungsfliche zeichnet, fiir
die er richtig ist, wihrend er bekanntlich beim Hohlspiegel versagen
kann.

Die Tatsache der Brechung war den Alten bekannt, wie aus einer
Stelle in PraToNs Staat hervorgeht; es gelang ihnen jedoch nicht, das
Brechungsgesetz zu finden. Fiir jhre Bemiihungen zeugen insbesondere
Messungen des PTOLEMAEUS (ca. 150 v. Chr.), der mittels einer schénen
Versuchsanordnung fiir 10 zu 10 Grad Einfallswinkel den Brechungs-
winkel beim Ubergang von Luft in Glas, Wasser in Glas, Luft in Wasser
experimentell ermittelte. VITELO (wm 1270) versuchte eine Ergénzung
dieser Angaben, indem er auch fiir den umgekehrten Ubergang Werte
angab, die jedoch zum Teil unrichtig sind. J. KEPLER (1571 bis 1630)
ist leider durch Benutzung dieser Werte von VITELO auf falsche Wege
geleitet worden. KEPLER war iibrigens der erste, der wirklich hier ein
mathematisches Gesetz aufzustellen suchte und hierzu viele miihselige
und interessante Untersuchungen anstellte. Er suchte eine Fliche, die
ein paralleles Strahlenbiindel so brach, daB die Strahlen nach der Bre-
chung durch einen Punkt gehen. Er fand, daB die Fliche nahezu ein
Rotationshyperboloid sein miifite, jedoch gaben die benutzten Tabellen
von VITELO Abweichungen, die KEPLER als real ansah. Durch richtige
Verfolgung dieses Weges ist bald darauf R. DESCARTES (1596 bis 1650)
zur Ableitung des Brechungsgesetzes wohl unabhidngig von W. SNELL
gekommen. R. DEscARTEs versucht eine Erklirung des Brechungs-
gesetzes, indem er den Lichtstrahl mit einem elastischen Ball vergleicht,
der in verschiedenen Mitteln verschiedene Geschwindigkeiten besitzt.
Er benutzt das Brechungsgesetz und die von ihm erfundenen Methoden
der analytischen Geometrie auch, um die nach ihm benannten karte-
sischen Flichen zu untersuchen, die ein homozentrisches bzw. ein Par-
allelstrahlenbiindel in einem Punkt brechen bzw. reflektieren. Gegen
seine Begriindung des Brechungsgesetzes wendet sich heftig P. FERMAT
(1608 bis 1665), der den Gedanken HEROs zweckmiBig erweitert; er
leitet das Brechungsgesetz aus dem Prinzip der schnellsten Ankunft ab;
auch er ist sich bewuBt, daB das Prinzip als Minimum-Prinzip schon beim
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Hohlspiegel versagen kann. Er hilft sich durch einen dialektischen Kunst-
griff: er sagt, fiir den ebenen Spiegel sei das Minimumprinzip richtig,
die Natur stiitze sich bei dem gekriimmten Spiegel auf die Tangential-
ebene als das einfachste Gebilde mit gleicher Wirkung fiir den ein-
fallenden Strahl. Bald sollte (G. G. LEiBN1z) das Minimumprinzip sogar
theologisch fundiert werden.

Inzwischen waren in der Erkenntnis der optischen Abbildung grofBe
Fortschritte gemacht worden. Schon EUKLID, spiter vor allem ALHAZEN
(965—1039 n. Chr.) hatten ausfiihrliche Kenntnisse iiber die sagittalen
Bildpunkte in Spiegeln. R. Bacon (1214 bis 1297) entdeckte fiir den
Kugelspiegel den schon frither gelegentlich erwihnten Offnungsfehler,
F. MauroLycus (1494 bis 1577) fiir die Brechung an einer Glaskugel.
Nur die Strahlen, die einen Rotationskegel um die Achse bilden, treffen
sich nach der Reflexion (Brechung) in einem Punkt der Achse. Strahlen-
kegel verschiedener Offnung durchdringen sich, sie umhiillen (MAUROLY-
cus!) einen krummlinigen Kegelmantel, die Kaustik. KEPLER weist (1)
darauf hin, daB auf jedem Meridianstrahl zwei Bildpunkte liegen. Der
meridionale Bildpunkt miillte gegeniiber der Annahme der Alten z. B.
dann als Bildort dem Auge erscheinen, wenn man beide Augen in die zu-
gehorige Meridianebene brichte, eine allerdings ungewdhnliche Haltung.
In seiner Dioptrik (2) geht KEPLER von der Annahme aus, da man mit
geniigender Genauigkeit Einfallswinkel s und Ablenkung (s’ — ), zwischen
denen er auch allgemein eine Beziehung sucht, als proportional ansetzen
kénne, wenn man nur darauf achtet, daB die Offnungswinkel in keinem
Mittel 30° iiberschreiten. Er bekommt so im Bereich der Gaussschen
Optik wichtige Angaben iiber die Lage des Brennpunktes und der
Gaussschen Bildpunkte fiir verschiedene Dingorte und Linsentypen,
Angaben, die auch zur Konstruktion optischer Instrumente ausreichen.

Bisher waren nur einfarbige (monochromatische) Lichtstrahlen unter-
sucht. J. NEwTON (1643 bis 1727) machte auch die Farberscheinungen
der mathematischen Analyse zuginglich. Neben den Rotationssystemen
taucht das Prisma als optisches System auf, und wird auf seine Eigen-
schaften untersucht; so findet NEwToN unter anderem die Formel fiir
das Minimum der Ablenkung. CHR. HUYGENS’ (1629 bis 1695) Abhand-
lungen sind zum Teil erst in der Gegenwart vollstindig ver6ffentlicht
worden; aber auch die Gedanken der beiden, damals verdffentlichten
Arbeiten haben iiber ein Jahrhundert gebraucht, um sich durchzusetzen.
In seinem Traité de. la lumiére haben wir die erste Wellentheorie des
Lichts. Aus der Wellennatur wird die Geradlinigkeit der Lichtstrahlen,
das Reflexions- und Brechungsgesetz abgeleitet, aber auch z. B. die
Gesetze der Doppelbrechung am islindischen Kalkspat entwickelt.
HuvGeNs zeigt, daB die Meridiankurven der Kaustik, wenn man léngs
ihnen die Lichtstrahlen abwickelt, die Meridiankurven der Wellen-
flichen geben, und gibt eine Analyse der Gestalt der Wellenflichen auch
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in der Nihe der Kaustik. Aus seiner Dioptrik erwihnen wir vor allem den
ersten Reziprozititssatz, der dort, natiirlich nur fiir Objekte nahe
der Achse von Rotationssystemen folgendermafien ausgesprochen ist.
,,Vertauschen wir Auge und Gegenstand bei festgehaltenem optischen
System, so wird der Gegenstand dieselbe scheinbare GréBe haben und
beide Male in derselben Art erscheinen.” Wir verdanken HUYGENS die
Entdeckung der aplanatischen Punkte und des optischen Mittelpunkts
einer dicken Linse. Die Theorie der Lichtstrahlenbegrenzung verdankt
ihm insbesondere eine genaue Untersuchung der Eigenschaften der tele-
zentrischen Perspektiven.

Die Eigenschaften der meridionalen Kaustiken erregten um diese
Zeit (1700) das Interesse der Mathematiker; Arbeiten von TSCHIRN-
HAUSEN, LEIBNIZ, DE LA HIRE und vor allem Arbeiten von JOHANN
und JAacoB BERNOULLI seien hier erwihnt. Fragen der Abbildung treten
immer mehr in den Vordergrund. EULER (1707 bis 1783) betrachtet in
seiner Dioptrik das optische Instrument ganz losgelost vom Auge; er
benutzt keine Blenden zur Strahlenbegrenzung, er gibt als Regel an,
man moge alle Linsen auBer der ersten so groB machen, daB3 keine Ab-
schattung durch sie hervorgerufen werden; dann wirkt die Offnung der
ersten Linse als Eintrittspupille. EULER behandelt von den Bildfehlern im
SEmpELschen Gebiet nur den Offnungsfehler, obwohl kurz vorher schon
D’ ALEMBERT und CLAIRAUT auf Abweichungen auBerhalb der Achse hinge-
wiesen hatten. EULER gibt ferner an, daB man durch geeignete Stellung des
Auges bei vorhandener Farbenlingsabweichung den FarbvergréBerungs
fehler fiir ein Farbenpaar unschidlich machen kann, da es einen Blen-
denort gibt, von dem aus die Bilder in beiden Farben gleich groB erscheinen.

J. pE LAGRANGE verdffentlicht 1803 den zweiten Reziprozititssatz,
der bei der Abbildung Objekt- und WinkelvergréBerung fiir achsen-
senkrechte Objekte in Zusammenhang bringt. LAGRANGE, ProLa, Bes-
SEL, MosIUS und insbesondere K. FR. GaUuss (1841) verdanken wir die
Kenntnis der allgemeinen Abbildungssitze, die in diesem Buch unter
dem Kapitel Gausssche Optik beschrieben sind. Es seien hier erwédhnt
die Eigenschaften der Hauptpunkte (MoBIUS), Knotenpunkte (BESSEL)
und die Ableitung der Beziehungen zwischen Objekt- und Dingweiten,
die vorher nur fiir die Einzelfliche oder fiir den Spezialfall diinner Linsen
bekannt waren. ‘

Die Entwicklung der Flichentheorie und ihre Anwendung auf die
Optik durch Marus, DuPIN und CAucHY in den zwanziger Jahren
brachte durch den Beweis des Satzes, daB ein Normalensystem bei
Brechung und Reflexion wieder in ein Normalensystem iibergehe, die
Gedanken der HuvGeNsschen Lehre von der Wellennatur des Lichts
wieder zu Ehren. GERGONNE, QUETELET und STURM, insbesondere der
erstere, geben mathematisch sehr schone Sitze iiber die meridionalen
kaustischen Flichen.
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In England lehrt uns-TH. YouNG (1773 bis 1829) bei Untersuchung
der Fehler des menschlichen Auges den Bau eines astigmatischen Strah-
lenbiindels und gibt Formeln, um ein solches Biindel durchzurechnen,
wenn dessen Anfangsstrahl in der Meridianebene liegt. Die entsprechende

" Aufgabe wurde 1838 von CH. STURM gelGst fiir die Durchrechnung eines
Biindels, dessen Anfangsstrahl beliebige Lage zu der jeweiligen brechen-

_den Fliche hat. G. B. A1ry findet 1827 die Bedingung fiir verzeichnungs-
freie Abbildung; seine Untersuchung der Bildfehler enthilt u. a. schon
die uns jetzt aus der SEiDELschen Theorie geliufigen Beziehungen zwi-
schen den sagittalen und meridionalen Bildfeldfehlern.

Die Arbeiten W. R. HamIiLTONs (1805 bis 1865) beginnen erst in der
Gegenwart wieder fiir die Optik nutzbar gemacht zu werden. Die Be-
trachtung der Strahlenoptik als Problem der Variationsrechnung ist von
ihm konsequent durchgefiihrt worden. Die Lange des vom Licht zwischen
zwei seiner Punkte zuriickgelegten Wege E bei festgehaltenem Anfangs-
punkt als Funktion des Endpunkts betrachtet, bezeichnet er als charak-
teristische Funktion (jetzt Edkonal genannt). Aus den Eigenschaften
dieser charakteristischen Funktion sucht er die Eigenschaften der opti-
schen Abbildung zu finden. HamiLTONs Untersuchungen beschrinken
sich nicht auf Rotationssysteme, sie beschrinken sich nicht auf homogene,
ja nicht einmal auf isotrope Mittel. So gibt er z. B. 1827 eine Theorie der
konischen Refraktion, die erst. daraufhin von S. LLoYyD experimentell
bestitigt wurde. Uber den Inhalt dieses Buches hinaus behandelt HAMIL-
TON in seiner ersten Arbeit die Gesetze zweiter bzw. dritter Ordnung in
einem astigmatischen oder stigmatischen Strahlenbiindel, dessen An-
fangsstrahl beliebig liegt, allerdings nur die Abblldung eines Punktes,
nicht eines Flichenelementes.

Der Kenner erstaunt, wenn er auch hier die Analogien aufspiirt, die
zwischen den GesetzmiBigkeiten in einem Normalenbiindel und den ent-
sprechenden optischen Abbildungsgesetzen der gleichen Ordnung be-
stehen. HamiLtoN fiihrt auch Winkeleikonal und gemischtes Eikonal
ein und gibt die Beziehungen bis zur zweiten Ordnung zwischen diesen
GroBen an. Es ist mit der Zweck dieses Buches, von neuem die Frucht-
barkeit der Ideen HAMILTONS zu erweisen. Von Arbeiten aus dem ver-
gangenen Jahrhundert, die auf den Hamirronschen Gedanken aufbauen,
seien vor allem die Arbeiten CL. MAXWELLS (1831 bis 1879) genannt.

Die Lehre von den Bildfehlern dritter Ordnung wurde von J. PETz-
vAL weitergefiihrt und von L. SEIDEL in der bis zur Gegenwart iiblichen
Form vollendet.

Die Lehre von der Strahlenbegrenzung war inzwischen allmihlich
in den Hintergrund getreten, die hierher gehérigen Fragen wurden nur
fir Sonderfille behandelt, wo es sich gerade als notwendig erwies.
L. ScHLEIERMACHER (1785 bis 1844) gab zuerst wieder eine umfassende
Darstellung, die auch heute noch sehr lesenswert ist, leider fand er zu-
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néichst keine Nachfolger. 30 Jahre spiater kam E. ABBE, von der Licht-
stiarke der optischen Instrumente ausgehend, auf diese Aufgaben zuriick.
Er legte dann die Grundlage zu unserem Lehrgebdude der Strahlen-
begrenzung, das besonders durch M. v. ROHR ausgebaut wurde.

Gleichzeitig mit H. v. HELMBOLTZ fand E. ABBE den optischen Sinus-
satz, das erste Beispiel dafiir, dal man durch Studium der von einem
Objektpunkt kommenden Strahlen Aussagen iiber die Abbildung der
Nachbarpunkte machen kann. Von ABBE stammt auch folgender Proze3
der Invariantenbildung. Die nach dem Brechungsgesetz invariante GroBe
#' sin ¢’ =n sin 7 = J bildet stets die Grundinvariante. Entwickelt man J
nach einer invarianten GroBe, z. B. nach dem Kugelwinkel g (s. S. 44),
so sind die Koeffizienten dieser Entwicklung wieder Invarianten. Man
erhilt auf diese Weise Invarianten beliebig hoher Ordnung. Die ABBE-
sche Schule, insbesondere A.Kon1G in M. v. Rorr (§), hat diese
Gedanken benutzt, um die SEIDELschen Bildfehler sowie die GréBen,
die den Offnungsfehler in dritter Ordnung kennzeichnen, durch diese
Invarianten auszudriicken. A. GULLSTRAND hat (I) die Methode auf
allgemeine Systeme iibertragen.

Von den neueren Autoren soll in diesem Abschnitt nur soweit die
Rede sein, als sie neue mathematische Methoden auf die Optik anwandten
oder neue Problemstellungen entdeckten.

Die Theorie der Beriihrungstransformationen wurde in einer kleinen
Note von S. LIE, in einer Arbeit von STuDY und insbesondere in einer
Monographie von BrUNS auf optische Fragen angewendet. Letztere
Arbeit kommt ohne Kenntnis HamirToNs zur Wiederaufnahme der
charakteristischen Funktion, die er als Eikonal bezeichnet. Wesentlich
ist die Forderung, nur Koordinaten einzufiihren, die den Lichistrahl
eindeutig charakterisieren, wihrend HAMILTON u. a. die sechs Koordi-
naten von Anfangs- und Endpunkt benutzte.

Methoden der Variationsrechnung benutzt C. CARATHEODORY (2),
um fiir ein beliebiges Mittel optische Abbildungssitze zu beweisen;
umgekehrt wird ein geometrisch-optischer Satz von R. STRAUBEL, der
beide Reziprozititssitze verallgemeinerte, von J. DoucLas und T. LEVI-
Civita auf allgemeinere Variationsprobleme iibertragen.

Gern gebe ich hier eine Anregung von W. HaAck weiter, der in einem
Gesprich auf die Méglichkeit verwies, gruppentheoretische Methoden auf
die Optik anzuwenden. Die PLOCKERsche Abbildung des Geradenraums
auf eine Fliche zweiter Ordnung des homogenen Raums von sechs Dimen-
sionen ordnet einer optischen Abbildung eine Punkttransformation
dieses Raums zu. Die gruppentheoretische Struktur der Untergruppen
der optisch méglichen Abbildungen diirfte vielleicht fiir die Optik von
Wert sein.

Differentialgeometrische Methoden bevorzugt A. GULLSTRAND in
seinen Untersuchungen, die sich methodisch an die ABBEsche Invarian-
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tenmethode anschlieBen. Er hat in seinen Arbeiten zum erstenmal einen
erschopfenden Aufbau auch der schwierigeren Probleme unserer Wissen-
schaft unternommen. Bei ihm finden wir klar eine Zusammenfassung
der beiden an den Anfang dieses Abschnitts gestellten Aufgaben. Die
Strahlen in der Nachbarschaft des Anfangsstrahls kénnen zur optischen
Projektion eines Flachenelements benutzt werden (s. S.161); hierbei
sind die Haupistrahlen, d.h. die Strahlen durch einen festen Punkt
(Blende) ausgezeichnet; sie kénnen zur Abbildung benutzt werden, dann
ist das Aperturstrahlbiindel durch einen Punkt des Flichenelements
ausgezeichnet. GULLSTRAND betrachtet die Abbildungsgesetze bis zur
dritten Ordnung, setzt allerdings bei den Gesetzen zweiter Ordnung das
Bestehen einer Symmetrieebene, bei den Gesetzen dritter Ordnung das
Bestehen zweier Symmetrieebenen voraus. Es ist in diesem Buch ver-
sucht worden, die wichtigsten seiner Ergebnisse auf einem etwas weniger
miihevollen Weg abzuleiten.

Der ABBEsche Sinussatz hat eine groBe Literatur hervorgerufen, die
die oben skizzierte Idee zu verallgemeinern suchen. Es seien zwei Arbeiten
von STAEBLE und LiHOTzZKY erwihnt, die an Stelle der Bedingung fiir
eine scharfe Abbildung bei Rotationssystemen eine Bedingung fiir eine
gleichmiBige Abbildung eines Flichenelements angeben; es seien Arbei-
ten von THIESEN, BRUNS genannt, die Bedingungen fiir eine scharfe,
sowie andere Untersuchungen, die Bedingungen fiir eine gleichmaifige
Abbildung einer endlichen Fliache angaben; es sei auf die oben zitierte
Arbeit von CARATHEODORY hingewiesen, der allgemeine Abbildungs-
sdtze in anisotropen Mitteln aussprach. Etwas abseits liegen Arbeiten
von W. MERTE, der die Bedingung fiir eine stigmatische Abbildung des
Raums durch enge Biindel angab.

Von besonderer Bedeutung fiir die Weiterentwicklung unserer Wis-
senschaft diirften vielleicht noch die Arbeiten von T. SMmITH sein, ins-
besondere (1), in der eine Einteilung der Bildfehler beliebiger Ord-
nung fiir Rotationssysteme in natiirliche Gruppen angegeben ist, und
in der sich ferner Ansitze finden, um die Abhingigkeit der Bildfehler
beliebiger Ordnung in Rotationssystemen von Objekt- und Blendenlage
zu untersuchen.

Das entsprechende Problem wurde in diesem Buch fiir die SEIDEL-
sche Theorie in allen Einzelheiten durchgefiihrt.

Zum SchluB bemerke ich noch, daB F. Kiemn, E. StuDY,
G. PrRANGE (1, 2) in Deutschland, T. SMiTH (4) in England in jiingster
Zeit nachdriicklich auf die Bedeutung W. R. HamirtoNs fiir die geo-
metrische Optik verwiesen haben. Wihrend der Drucklegung dieses
Buches erschien: A. W. Conway & J. L. SYNGE: The mathematical
papers of Sir W. R. Hamirton Vol I. Geometrical optics, Cambridge 1931 ;
eine deutsche kritische Ausgabe der Hauptwerke Hamirtoxs durch
G. PraNGE ist in Vorbereitung.
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