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Vorwort.

Die Verwendung der Platte als Konstruktionsteil im Bauwesen
hat eine Anzahl von Problemen der strengen Theorie aufgerollt,
die abseits der iiblichen und im Interesse der Wirtschaft schon
seit langem mit Nutzen verwandten Aufgaben liegen. Die Schwierig-
keiten, die sich hier der Losung entgegenstellen, beruhen in der
mathematischen Behandlung der Differentialgleichung der Biege-
fliche. Die Losung ist meist nur durch Reihenentwicklungen mog-
lich, mit denen manche dieser Probleme, wenn auch in Gestalt von
Niherungslésungen, geklirt worden sind. Jeder Ingenieur, der ein-
mal gezwungen gewesen ist, mit solchen Reihenansitzen zu ar-
beiten, bleibt unbefriedigt und wird einen Weg suchen, der in
solchen Fillen zu einem besser verwertbaren Ergebnis fiihrt.

Einer Anregung meines hochverehrten Lehrers, Professor Dr.
Beyer, folgend, habe ich in einem Teilgebiet diesen Weg zu
bahnen versucht und mich dabei eines Hilfsmittels bedient, das
den Mathematikern seit langem bekannt ist und in seinen Grund-
lagen von Lamé herriihrt.

Dresden, im Februar 1928.
Wilh. Fligge.
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Zusammenstellung der in der Arbeit hiufig
vorkommenden Formelgrifien.

Lasten.
P Flachenlast
P Linjenlast
P Einzelkraft (Punktlast)
M  Moment je Langeneinheit (Linienmoment)
M Punktmoment.

Stitzkrafte.
A;  Stiitzkraft fiir einen Plattenrand in Richtung 4 = const
A, Stitzkraft fiir einen Plattenrand in Richtung w = const
A FEinzelstiitzkraft (Punktstiitzung).

Schnittkrafte.
M, Biegungsmoment je Léngeneinheit in einem Schnitt x = const
M  Momentensumme
M, Drillungsmoment, bezogen auf das rechtwinklige Achsenkreuz x, y
@, Querkraft in einem Schnitt = const.

GrundriBgréBen.
a Halbmesser der Platte
b Abstand des Netzpols vom Plattenmittelpunkt (lineare Exzen-
trizitit)
f = bja relative Exzentritat
c halber Abstand der beiden Netzpole.

Verschiebungen.

¢ Durchbiegung.
Elastische GroB8en.

E Elastizitatsmodul

v reziproke Poisson-Zahl

h ganze Plattenstirke

E R ey

K = A= Plattensteifigkeit.

Funktionszeichen.

cos, sin, tan  Kreisfunktionen
Cof, Gin, Tan Hyperbelfunktionen
log natiirlicher Logarithmus.



I. Problemstellung.

Die strenge Losung der Aufgabe der Plattenbiegung besteht
in der Angabe einer Funktion { der GrundriBkoordinaten (Durch-
biegung), die einerseits der Differentialgleichung des Problems

vyl =¥ (1)

geniigt und anderseits die Randbedingungen befriedigt, die sich
aus der mechanischen Bedeutung des mathematischen Problems
ergeben. Als Belastung kommen technisch nur gleichférmig ver-
teilte Last p = const, linear mit einer Grundrilkoordinate ver-
#nderliche Last! als hydrostatischer Druck und p = 0 in Betracht.
Linien- und Punktbelastung kommen in der Differentialgleichung
nicht zum Ausdruck. Linienbelastung bedeutet eine Unstetigkeit
in den Ableitungen der Funktion {; Punktbelastung setzt eine
singulire Stelle voraus. Uber die Art dieser Singularititen und
die Mittel ihrer rechnerischen Auswertung ist unter IIle, f das
Notige gesagt.

Losungen, die all diesen Bedingungen gerecht werden, sind in
groBer Zahl bekannt. Die Schwierigkeit der Aufgabe liegt in der
Erfilllung der Randbedingungen. Die drei wesentlichsten sind
freie Auflagerung, Einspannung, kriftefreier Rand. Wesentlich
fiir die Behandlung der Aufgabe ist die Art der Kurven, lings
deren derartige Bedingungen zu erfiillen sind. Man wird ver-
haltnismiaBig einfache Losungen zu erwarten haben, wenn lings
der Randkurve der Platte eine Koordinate konstant ist, d.h.
wenn der Plattenrand mit einer Koordinatenlinie zusammenfallt.
Die bekannten Losungen der Plattenbiegung sollen daraufhin
kurz untersucht werden.

Bei der rechteckigen Platte in allen ihren zahlreichen Spiel-
arten (frei gelagert, eingespannt, durchgehend, Pilzdecke) fallen

1 Unter GrundriBkoordinaten sollen hier die beiden in der Platten-
ebene liegenden Koordinaten verstanden werden, gleichgiiltig, ob die Platte
im Raume wagerecht liegt oder nicht.



2 Problemstellung.

die Rander, Stiitzenfluchten, Symmetrieachsen usw. mit Koordi-
natenlinien eines kartesischen Netzes zusammen. Dabei kommen
jedoch Linien x = const und Linien y = const vor. Aus der
Notwendigkeit, Randbedingungen stets auf zwei ganz verschieden-
artigen Kurvengruppen zu erfiillen, erklart sich der typische Bau
der hierfiir in Frage kommenden Lésungen, die stets aus Pro-
dukten einer Funktion von z mit einer Funktion von y bestehen.

Die nach Stiitzung und Belastung zentralsymmetrische Kreis-
platte stellt die einfachste Aufgabe der Plattenbiegung dar.
Rechnet man’ hier in Polarkoordinaten, deren Pol im Platten-
mittelpunkt liegt, so ist die Randkurve eine Linie r = const.
Als weitere Vereinfachung kommt noch hinzu, dafl die partielle
Gleichung (1) in eine totale iibergeht, die ohne weiteres inte-
grierbar ist.

Eine einfache strenge Losung kennt man auch fiir die ein-
gespannte elliptische Platte. Diese Losung beruht auf einer ge-
schickten Auswahl der unabhingigen Veranderlichen «!. Dabei
ist der Gesichtspunkt maBgebend, daB die Umfangsellipse eine
Koordinatenlinie o = const sein soll. Die zweite Grundrif}-
koordinate tritt in diesem Falle iiberhaupt nicht in Erscheinung,
da die Differentialgleichung (1) auch hier total ist.

Es liegt nahe, die oben geschilderte Verwendung von Polar-
koordinaten auch auf die Kreisplatten mit exzentrischer Be-
lastung anzuwenden. Die Erfolge, die man damit erzielt, findet man
ebenfalls bei A.u. L. F6ppl?: Die Losung erscheint in Gestalt zweier
unendlicher Reihen. Das liegt daran, dal das Polarkoordinaten-
system einen ausgezeichneten Punkt besitzt, seinen Pol, der jetzt
nicht mehr mit dem ausgezeichneten Punkt der Belastung zu-
sammenfillt. Das fithrt dazu, ein Koordinatensystem zu suchen,
das einem Polarkoordinatensystem ahnlich sieht, dessen Pol
jedoch an der gewiinschten Stelle liegt, also exzentrisch zum
Randkreis. Ein solches System ist zuerst von E. Melan® an-
gegeben und zur Berechnung einer eingespannten Kreisplatte
unter exzentrischer Einzellast verwendet worden. In der vor-

!Foppl, A. u. L.: Drang und Zwang Bd. I, S.170ff. 1. Aufl. Miin-
chen und Berlin 1920.

2 Foppl, A. u. L.: loc. cit. S.204ff.

% Melan, E.: Die Berechnung einer exzentrisch durch eine Einzellast
belasteten Kreisplatte. Eisenbau 1920, S. 190.
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liegenden Arbeit ist der Versuch gemacht worden, dies System
in gréBerem Umfange fiir die Plattenberechnung nutzbar zu
machen. Gleichzeitig kénnen aber noch iiber dieses Ziel hinaus
die hier durchgefiihrten Rechnungen als Vorbild dienen fiir die
Berechnung anderer Aufgaben mit anderen speziellen Koordi-
natennetzen.

I1. Das Koordinatennetz.

a) Herleitung der Netzgleichungen.

Zeichnet man zu den beiden Punkten O, und O, der Abb. 1
simtliche Apolloniuskreise, d.h. die Kurven r,:r; = const, so
bilden diese eine Schar
von exzentrisch zu ein-
ander liegenden Kreisen.
Durch geeignete Wahl
der Strecke 2c ist es
offenbar méglich, sich
ein Netz von Kreisen
zu schaffen, das derart
itber eine exzentrisch
belastete Kreisplatte ge- Abb. 1.
legt werden kann, daf
der Lastpunkt mit dem Punkt O; und der Randkreis mit einem
der Apolloniuskreise zusammenfillt. Die Apolloniuskreise als
Koordinatenlinien erfiillen also die im Teil I gestellte Bedingung.

Um aus dieser geometrischen Grundlage ein Koordinaten-
netz zu gewinnen, fithrt man die komplexe Zahl

2=z +1iy
zur Kennzeichnung der Lage des beweglichen Punktes ein. An
Stelle von », und r, treten dann die Vektoren
=2—2 =r e,
T, =2— 2 =1, &7,
Der Quotient dieser beiden Gréflen reicht zur eindeutigen Be-

stimmung der Lage eines Punktes der Ebene aus. Durch Ein-
fithrung des Logarithmus kann man aus ihm ohne weiteres Real-



4 Das Koordinatennetz.

und Imagindrteil trennen und erhdlt damit den Ansatz fiir die
gesuchten Koordinaten 4, w:

logﬁ—;’:log%‘*‘i(ﬁz“‘ﬁl):j'_iw" 2)

Diese Gleichung ist nach z aufzulgsen. Man bringt sie dazu auf

die Form st

z2—¢C

= eh-tw/

und findet daraus 9z ot-iof 41

3¢ el-iw —1°
Die rechte Seite wird mit ¢~*-(e*+i%" — 1) erweitert und liefert

dann z _ Gind+isine’
¢ Gofi—cose’’
Fiihrt man statt @’ den Supplementwinkel w = 7z — ' ein, so
erhéilt man nach Trennung des reellen vom imagindren die Netz-

gleichungen Gin A

Cofd +cos ’
sin w

y=c Cofd ¥ cosw’
Da spiter die Ableitungen der neuen Koordinaten nach den
kartesischen gebraucht werden, miissen die Definitionsgleichun-
gen (3) nach A, w aufgelést werden. Indem man in beiden Glei-
chungen den Zahler der rechten Seite nach links bringt, erhilt
man durch Gleichsetzen der linken Seiten die Beziehung

Xr=cC

3)

z:Ginl=y:sinw,
die umgeformt wird in
2? (1 —cos?w) =+ y% Gin2 1
y2 (1 —Cof2 1) = —2%sin®w . }
Ferner liefern die Gleichungen (3):

und (4a, b)

zxcosw=cGini—axCofi,
yCojA=csinw — ycosw.

Setzt man diese Werte in die Gleichungen (4a, b) ein, so erhilt
man zwei Gleichungen, die je nur eine Unbekannte enthalten:

22— (cGind—zCofA)2=+ 42 Gin?1,

y?—(c sin w—y cosw)?=—2x? sinw.
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Die Gleichungen werden durch €oj2A oder cos? w dividiert und
nach den Tangenten der Unbekannten aufgelost:

o _ 2cx
Lanl"@fFEfiji’l

2¢cy (5)
tanwza_—x;_—yz. J

Mit Hilfe der Gleichungen (3) und (5) ist es moglich, fiir jeden
Punkt der Ebene aus den einen Koordinaten die andern zu be-
stimmen und umgekehrt.

Die Formeln lassen erkennen, dal das Netz durch Angabe
des Netzparameters ¢ vollstandig bestimmt ist. Es gibt also nur
eine einfache Mannigfaltigkeit von Netzen. Alle méglichen Netze
sind dhnlich und Netze mit gleichem ¢ sind kongruent.

b) Die Koordinatenlinien.

Will man die Koordinatenlinien aufzeichnen, so ist es nétig,
die Bestimmungsstiicke dieser Kurven genau festzulegen. Aus
Abb. 1 (8. 3) folgt, daB die Linien

A=log % = const
1

die Apolloniuskreise zur Strecke O, O, sind, wihrend die Linien
w = const durch die Kreisbogen iiber der Sehne O, O, dargestellt
werden (Peripheriewinkelsatz!). Zur Berechnung der Radien und
Mittelpunktskoordinaten dieser Kreise geht man auf die Netz-
gleichungen zuriick. Zunachst werden aus (5) die Gleichungen
der Koordinatenlinien in kartesischen Koordinaten abgeleitet,
indem man A, w konstant setzt. Durch eine einfache Umformung

erhdlt man o Got Ayt =c¥/Gin®A }
22+ (y + ¢ cot w)? = c?fsin?w .

Aus diesen Gleichungen gewinnt man die Bestimmungsstiicke
der Kreise:

(6)

fir die A-Kurven: Halbmesser r,=c¢/Gin i
Mittelpunktskoord. x; =c¢ €ot 4 } (7a)
Y=0;
fiir die w-Kurven: Halbmesser 7o = cfsin @
Mittelpunktskoord. x.,==0 } (7b)
Yo=—CcCcotw.
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Aus den Gleichungen (7a) ergibt sich, daB fiir A = oo und
A= — o0 r, =0 wird. Diese beiden Kreise schrumpfen also in
Punkte zusammen, die die Koordinaten z; = 4 ¢, y; = 0 haben.
Fiir A = 0 wird r; = o0, 2; = 4 0, y; = 0. Diese A-Kurve fillt
auf die y-Achse. Zeichnet man sich die A.Kreise auf nach
den Gleichungen (7a), so sieht man, da die Kurven 4 > 0 den
Punkt 1 = + co und die Kur-
ven 1 < 0 den Punkt 1 = — o0
umkreisen (Abb. 2). Diese bei-
den ausgezeichneten Punkte
sollen die Pole des Netzes ge-
nannt werden.

Da nach (7b)

1
2 2 _ A2 2 — 2
7, =c%| = cot w>— [
Abb, 2. 0 Yo <sm’ ©

ist, so gehen nach Abb. 2 alle w-Kreise durch die beiden Punkte
A = 4+ 00, schneiden sich algo in den Polen des Netzes.

Da spiiter- die Momente und Querkrifte fiir Schnitte in Rich-
tung der Netzkurven aufgestellt werden sollen, so miissen deren
Richtungen festgestellt werden. Man findet sie durch Differen-
zieren aus den Gleichungen (6).

Fiir die A-Kurven ergibt sich

dy _ xz—cGotd
dz Y
und mit Hilfe der Gleichungen (3):
dy __¢ Gind—c Cot A (CofA + cosw)

dx csin w
dy _14CojAdcosw 8
dz = Gindsinw - (8)
Entsprechend findet man die Neigung der w-Kurve:
dy  —x Sindsinw
H_y+ccotw_ml+@ioilcosw_tan“' )

Mit « wird dabei der Neigungswinkel der w-Kurven gegen die
x-Achse bezeichnet, wie Abb. 3 angibt. Aus den Gleichungen
(8) und (9) erkennt man, daB sich die Koordinatenlinien iiberall
unter rechten Winkeln schneiden.
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Es sollen jetzt noch fiir spitere Verwendung cos o und sin o
berechnet werden:

2y = (1 +CojAcosw)?
oreT (1 +CofAcosw)® + Gin*Asin*w
_ L+ Gofhcosa
cos = CofAd +cosw ’
inA si (109)
sino=tano-cos o =— Sindsinw
CojAd +cosw *

Bei dieser Berechnung von Kosinus und Sinus aus dem Tan-
gens ist das Vorzeichen nicht eindeutig, .weil beide Funktionen
als Quadratwurzeln erschei-
nen. Man iiberzeugt sich, dafl
an der in Abb. 3 gezeichneten w=+5

Stelle, wo 0 > w > —-g— ist,

alle Winkelfunktionen von o  w-o[IH{ / w=tx

positiv werden.
"I‘

SchlieSlich ist es noch
notwendig, das Bogendiffe- «=-F
\
ADb. 3.

rential ds lings eines A-Krei-
ses in den neuen Koordinaten
auszudriicken. Mit 4 = const
findet man aus den Gleichungen (3) das totale Differential

0w Gina sin ®

dm:%dw:c(@oil + cos w)? @,

y oLt Cofh cos
W= 0= @4 + cos )t “®
Damit ergibt sich
d : .
ds= (@ﬁ%m } Sin? Asin?w +- (1 + Cof 2 cos w)?
cdw
98 = G T+ oo (1)

Fiir die w-Kurve findet man ganz entsprechend das Bogen-
differential

cdA
Cofd +cosw”

Man erkennt aus den beiden letzten Gleichungen, daf fiir
d% =dw die beiden ds gleich gro werden. Das Flichendif-
ferential ist dann ein Quadrat.

ds=
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¢) Bestimmung des Netzes fiir eine gegebene Aufgabe.

Das hier ausfiihrlich behandelte Koordinatennetz kann in
mannigfacher Weise zur Berechnung von Platten verwendet
werden. Es sollen hier nur zwei Falle néher ins Auge gefafit
werden: die Kreisplatte mit einem singu-
liren Punkt (Einzellast) und die Kreisring-
platte mit exzentrischen Grenzkreisen.

Im ersten Fall wird gefordert, den Para-
meter ¢ derart zu bestimmen, daf3 das Netz
einen gegebenen Kreis vom Radius a, den
Randkreis der Platte, und einen in ihm

Abb. 4. liegenden Punkt O enthalt (Abb. 4). Fiir
den Randkreis der Platte sei 4 =4, fiir O ist A = co. Mit den
Bezeichnungen der Abb. 4 und der Abkiirzung b/a = § erhalten
dann die Bedingungen die folgende Fassung:

Fiir A =1, muB r, = a sein, also

¢/Gindy=a,
und ferner x;—c¢ = b, also
cCotig—c =0b.
Dividiert man beide Gleichungen durch einander, so erhilt man

f=bja= Gin i, (Cot 1y—1),

ﬂ = e~
und daraus ho=—1log B. (12)
Die erste Bedingung liefert dann
c=a @in 2o»
c=a—3 ﬁﬁz . (13)

Es seien hier noch die folgenden Beziehungen aufgefiihrt, die
aus Gleichung (12) abgelesen werden kénnen und deren letzte
der Gleichung (13) zugrunde liegt:

h=lp,  h=p,
Gof 2o = (5+6) = lgﬁﬁz’ (14)
Ginl,= (ﬁ /3) ﬁg .
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Diese Gleichungen leisten vor allem niitzliche Dienste bei der
Einfiihrung der Randbedingungen in die Plattenansitze, da sie
es ermdglichen, die Randkreiswerte der vier iiberall vorkom-
menden Funktionen von A durch den
Wert § auszudriicken, der in der Anwen-
dung meist eine runde Zahl sein wird.
Die Berechnung von ¢ gestaltet sich
nicht ganz so einfach, wenn das Netz fiir
eine Kreisringplatte Verwendung finden
soll. Abb. 5 zeigt die beiden Grenzkreise |
A=2, und A =1, einer solchen Platte.
Ihre Grofle und gegenseitige Lage ist be-
stimmt durch die drei Strecken a,, @,, f. Aus ihnen werden zur
Vereinfachung der Rechnung Quotienten gebildet:

flag=PBo, flay=p,
aolar=PulBo=1 .

Die zu berechnenden Unbekannten sind ¢, 4y, 4;. Die dazu
erforderlichen drei Gleichungen sagen aus, daB die Radien der
beiden Kreise 4 =4, und A = 1, die gegebenen Werte a, und a,
haben und ferner, dafl f = xy— =, ist. Nach (7a) findet man mit
geringfiigiger Umformung:

Abb. 5.

(18)

c=a,Gin k,,
c=a, Gini,, (16a—c)
f=c(Coti,—Cot 1,).
Aus (16a) und (16b) folgt
Gind; =y Gin j,
und weiter aus (16a) und (16¢):
Bo= Gin A, (Cot 2, — Got 4,) — S hi—2o)

Gink,
Cindy T EinE 4.
@inz,VHcm F

~TF G, —

Fiithrt man die Bezeichnungen
u=G6inl,, v==6ini,

ein, so erhdlt man daraus das Gleichungspaar

v 14+ut—u)l+o2=pgyv, |

v=yu.

(17a, b)
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Durch Quadrieren, Neuordnen der Summanden und nochmaliges
Quadrieren findet man aus (17a) eine Gleichung 8. Grades in
% und v:
4u?v? (14 u?) (1 + o?) = Bfovt 4+ vt (1 4 u?)?

+ ut (14?24 2u2 v (1 4 u?) (1 4 %)

— 280t (1 +u?) —2 fEurv? (1 4 07).
Setzt man darin ¢ nach (17b) ein, so kann man zunéchst durch
44 dividieren. Wenn man dann nach Potenzen von % ordnet, so
wird der Koeffizient von %% Null, so da man eine reinquadra-

tische Gleichung erhilt, da ungerade Potenzen von % iiberhaupt
nicht vorkommen:

4y ut = (1 —y2—p})p2,
_1—y*—p
2By

Nach (16a) und (16b) erhdlt man daraus
¢ — ad—ag—f l

u

2f ’

2= At Gin =, (18)
%

A=A Bin .
ay

d) Beziehungen zu den Polarkoordinaten.

Hat man mehrere Einzellasten auf einer Platte stehen, so
kann man sich ein Koordinatennetz suchen, das mehrere Pole
hat, und damit die Berechnung durchfiihren. Dabei ist es notig,
AY die simtlichen in dieser Arbeit enthaltenen
4 Rechnungen fiir ein wesentlich verwickel-
ter gebautes Netz von neuem durchzu-
-3 fiihren. Insbesondere die Beschaffung der
notigen Partikularlosungen samt den zu-
gehorigen Schnittkriften stellt eine sehr
umfangreiche Rechenarbeit dar. Es liegt
daher der Gedanke nahe, auf eine Losung
dieser Biegungsaufgabe durch geschlossene Formeln zu verzichten
und die fiir eine Einzellast gewonnenen Werte sinngemi 8 mehr-

Abb. 6.
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fach zu superponieren. Dazu ist es notig, von einem Koordinaten-
system auf ein anderes liberzugehen. Man wird dabei zweck-
miBig alles in den verschiedenen A-w - Systemen Gerechnete
zur Superposition in ein Polarkoordinatensystem iibertragen,
dessen Ursprung im Plattenmittelpunkt liegt. Dazu ist es notig,
Formeln aufzustellen, die es ermoglichen, die 2, w in Polar-
koordinaten 7, ¢ umzurechnen und umgekehrt.
Nach Abb. 6 ist

r= V(x_b_c)zq_?:
z und y lassen sich nach (3) durch 4, @ ausdriicken. Man erhilt

dann
. Gini b 2 sindw
r=e V(@:oil—f-cosw e 1) + (CojA+cosw)?*

Fiihrt man hierin % +1= ;ig ein und ordnet die Glieder um,

so erhilt man schlieSlich
[

=(1—ﬁ’)((§0§l+cosw) ) (19)
Y(Br e+ et + (1 + B2) cos w)? + (1 — B?) sinw .
Den Winkel ¢ findet man ebenfalls aus Abb. 6:

r

GinA —CojA + cosw) i_ﬁz

cot,(p=x_b~c= : £
Y sinw ’
1 A A
cote =7 ig:cotw+ (Tﬂ’;ﬁ—j)-gﬁa . (20)

II1. Uberfiihrung der Hauptgleichungen der
Plattentheorie in krummlinige Koordinaten.

a) Die Ableitungen von &.

Die Losung jeder Plattenaufgabe beginnt mit der Bestim-
mung der Durchbiegung ¢ als Funktion der GrundriBkoordinaten.
Die Schnittkrifte werden dann aus den Ableitungen von { ge-
funden. Es ist deshalb nétig, die ersten und zweiten Ableitungen
von { nach z, y in die Ableitungen nach 4, o iiberzufiihren. Die
im folgenden fiir { aufgestellten Formeln gelten natiirlich fiir

Fligge, Kreisplattenberechnung. 2
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jede stetige, zweimal differenzierbare Funktion der Koordi-
naten.
Man findet die Ableitungen nach den bekannten Regeln fiir
das Differenzieren von Funktionen mehrerer Verénderlicher:
9f 8 dA , 9l dw

0z dAdx ' dwdz’
9t _otdi 9t do
dy  drdy ' dwdy’
"ii{:éi{(é&)’ g ¢ dAde é@.(?ﬁ)2+9€_d”_1+9£d”_w,
922~ 92 \dx dAdwdzdz " dw*\dz) " 0Adad ' dwda?
Fo_oLaid DL dide dodly
dxdy  0A%dz dy ' OAdw\dxdy ' dx dy
2t dodo | 9¢ d2A |, 0f e
+a—w%a;d—y+ﬁm§+£m—y’
@5=ﬂ(@>”+2i’£ﬂd2+€i€<@>’ 9c &, 9f Pw
a0 \dy Adwdydy ' dw?\dy Irdy?  dwdy?

(21

Die in diesen Gleichungen als Koeffizienten auftretenden
ersten und zweiten Ableitungen von 4, w nach z, y werden aus
den Gleichungen (5) gefunden:

di d 2¢x
(i—;—(ﬁﬁlt%an—cz+x,+yz
_ 1 (c2+ 22+ %) 2¢ — 2¢z-22
T 1—%an?l (c® + 22 4 y2)?
. Tand  FTan?l
=Goftd (S5 — %)
CojA + cosw Gin2 1
— Bpf2 BO __ Sy
= CGof A( cGojA c@oi”l)
di 1
E:;(l-}-@:oi}.cosw),
:li—)'=—i@inlsinw,
y c
dw ) (22)
T=—@mﬂsinw,
x c
d 1
%z-{;(l-{-(‘,{)ilcosw).

Durch Weiterdifferenzieren findet man auch die zweiten Ab-
leitungen. Sie lauten:
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PA_ Po _ 2
dz® d:cdy dy?

= 3 [Gin A cos w + Cof A Gin 4 (cos? w— sin? w)]
do _ dl  do (23)

S a2t dzdy dy?
— 5 [Cof 2 sinw + (Goft A+ Gin 2) cos w sin o).

Diese Ergebnisse sollen nun dazu benutzt werden, F2{ zu be-
rechnen:

% C~ Frl + ayz 02.3 [(l + @Uil 00360)2 + Gin2A sm’w]
a_wz £ [(1 + ©of 2 cosw)t + Gin?A sintew] .

Die Faktoren der drei anderen Ableitungen von ¢ sind Null. Man
erhilt durch Zusammenrechnen

1 a o2
P2¢ = 5 (Cof 2+ cos)e [+ 5 - 24)
Die Plattengleichung lautet demnach
93 02 P
[(@oi}. =+ cosw)? [0}.’ + Tw’ﬂ {=%- (26)

b) Die Momente.

Fir die Definition der Momentenvorzeichen wird folgende
Regel festgelegt: Erstreckt sich das durch den Schnitt begrenzte
Stiick der Platte nach der Richtung fallender

Koordinaten, so sind die Momente positiv, ':‘y #, TMxy

wenn die von ihnen erzeugten Spannungen M P

an der Plattenunterseite in Richtung der —Mg <—;

positiven Koordinatenachsen wirken. * > oz
Abb. 7 veranschaulicht die Vorzeichen- \1:,,,1;

regel fiir ein Plattendifferential, dessen Kan- AbD. 7.

ten zu den Richtungen z, y parallel sind.

Bei der Behandlung von Plattenaufgaben mit Hilfe der
Koordinaten 4, @ wird man selbstverstindlich die Momente fiir
Schnitte in Richtung der Koordinatenlinien dieses Netzes an-
geben. Diese Momente miissen also durch die Ableitungen von ¢
nach diesen Richtungen ausgedriickt werden. Um das zu er-

PAd
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reichen, werden zunichst die Momente M,, M,, M., durch die
Ableitungen nach A, w ausgedriickt und dann daraus die ge-
suchten M;, M,, M,;, abgeleitet.

Mit Hilfe der Gleichungen (21) bis (23) findet man:

M= —K (Gt 5

M,= —éf- [[(1 + Gof A cos w)? + » Gin? 1 sin® w) %

+2(1 —») (1 4+ CojAcosw) @inlsinw—a—ij&)

+[@in? Asin? @+ » (1 + Cof A cos w)?] oy
+(1—») [Sindcosw+ CofASin 1.

- (cos®w —sin? )] T
+ (1 —») [€of Asinw + (Coj2 A + Gin2 2)-

*cos W sinw] %} . (26a)

M= -K( w‘;xi)

—1 [[@mz Asin?w 4 » (1 + Gof A cos w)?] s ap

2
0Adw
—+ [(1 4 €of A cos w)? 4 » BGin2 1sin?w] g—;%
—(1—»)[Sindcosw+ CofA Gin .
- (cos? w — sin® w)] aii«
— (1 —»)[Cof Asinw 4+ (Coj2 A + Gin2 4)-
+ 008 @ sin @] g—i} . (26h)

—2(1—) (1 + Gof A cosew) Gin A sinw -os

M, =—K(1— v)aza«

—— % (1= »)[(1 +6of 2 cosw) Gin Asiner
0%

“l5150

— [Cof 2sin w + (€of2 1 4 Sin? 1)+ cos wsin w] %i,

+ [Sin 2 cosw + €of 2 Gin A- (cos? w—sin? w)] gTﬂ . (26¢)

#r o
dat T oR,

4+ [(1 + Cof 4 cos w)? — Sin? 1 sin?
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Um die Gleichungen zu finden, die den Ubergang von den
Momenten des Systems x, y zu denen des ebenfalls orthogonalen
Systems A, @ vermitteln, wird ein o ¥

dreieckiges Plattendifferential, wie es « "I led,‘:/\ I
Abb. 8 darstellt, herausgeschnitten. + * e, My
An ihm werden die Gleichgewichts- e e il
bedingungen der Momente fir die ‘dr\ My
Achsen A und @ aufgestellt: Abb. 8.

M,ds=M,dxcosa + M,dysina—M,, (drsina + dycosa),
Minds=M,dxsina— M, dycosa + M,, (dxcosa—dysina).

Diese Gleichungen liefern mit ds = dz cosa unddy = ds sin«
die Momente M, und M, . Entsprechend erhdlt man auch M,:

M;=M,cos?a+ M, sin?a+2M,, cosasina,
M,=M,sin2a+ M, cos?a—2M,,cosasina, (27)
M= (M,—M,)cosasina+ M,, (cos? « —sin? «).

Diese Gleichungen zeigen, wie man aus den Formeln (26) die
Momente fiir das neue Achsensystem A, w in jedem Punkt an-
geben kann, wenn man weil}, wie dies System gegen das alte z, y
orientiert ist, d. h. wenn man nach (9) den Winkel o kennt. Die
Einfiihrung von M,, M,, M,, nach (26) und von « nach (10) in
die Gleichungen (27) stellt eine sachlich einfache, aber sehr um-
stindliche Rechnung dar, von der hier nur das Ergebnis an-
gegeben werden soll:

Mlz_-—[@DH + cosw)? <a;§+ gf‘-’)
(1—v)((€nil+cosw)<@‘“Zai+smwa€ﬂ’
0 ot
Mm:_c_,[(@oiz+eosw) (v af#a:fﬂ) (28)
___(1-1))(@011—}—0080))(@1“}* C""Smwgcﬂ’
M, =— K(l [@UM“FCOW) azacw

— (@oi A+ cosw) <smw % _ Sina 9C>J
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Durch Addition von M; und M, findet man die Momenten-
summe M, die zur Priifung von Ergebnissen und zur Ableitung
der Querkrifte gebraucht wird:

K(l 02 2
KLY (6o 2+ cosw)? (a‘[i"‘ (‘:Tf,) (29)

Durch Vergleich mit Gleichung (24) findet man die Grund-
gleichung der Plattentheorie bestitigt:

M=—K(14v)- V2. (30)

M=M+M,=—

¢) Die Querkrifte.

In Abb. 9 sind alle die Schnittkréfte des Plattendifferentials
dx-dy eingetragen, die zu einer Momentengleichung fiir die
y-Achse einen Beitrag liefern. Diese

y
7 oMy !
d A\ oY Gleichung lautet:

Olr e oM,
’ ____)it Q.dy-dx — EP dxdy
Mey Cx oM,,
Abb. 9. — oy dydxr=0.

Man erhilt daraus nach (26a) und (26c):

oM, oM, ¢ PN g0
=", T dy _—K<3x3+3x6y3)— K55V

und weiter nach der Gleichung (30)

1 oM
. Qw_l +v 0z °
Entsprechend ist L oM (31)
Q":l—{—v dy

Ahnlich wie die Momente miissen nun auch diese Querkrifte
auf die Schnittrichtungen 1, & umgerechnet werden. Die dazu
nétigen Plattendifferentiale mit den daran angreifenden Schnitt-
kriften zeigen die Abb. 10a, b. Man kann daraus folgende Glei-
chungen (Gleichgewichtsbedingungen der Krifte in Richtung der
Vertikalen) ablesen:

@, =Q,cosa+ Q,sino, }

Q,=Qycosa—@,sine. (2)
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Setzt man in diese Gleichungen die Querkraft nach (31) und die
Funktionen von « nach (10) ein, fithrt man ferner die in (31)

%‘—2:605& N

Abb. 10a, b,

vorhandenen Ableitungen von M nach z, ¥ mit den Gleichungen
(21) in solche nach A, o iiber, so erhilt man

1

U= T (14 v) (€of A + cos w) [8:1: (1+@Dilcosw)_—*@mlsmw}
1

Oo=1 +7)(@Dil+cosw)[ @mlsmw—{—a (1+@Dflcosw]
1

0= c(1 +7)(@:Dil+cosw) 6,1 [(1+@°il°05w2+ Bin? A sin? ]
1

Q, = U T9) @A T oosa) 6w [(1 -+ Cof 4 cos w)? + Sin 4 sin? ]
Da (1 4 €ojAcosw)? + Gin2Asin2w = (Eoji + cosw)? ist, so
erhilt man endlich
CofAd + cosw OM
Q= c(l+v) 01’
0 CofAd +cosw OM
*="cdA+9) oo’

(33)
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d) Die Stitzkrafte.

Die Stiitzkrafte einer Platte setzen sich in bekannter Weise!
aus den Anteilen der Randscherkrifte und der Randdrillungs-
momente zusammen. Da in der vorliegenden Arbeit nur solche

1 Félle behandelt worden sind, in
/ds—><—a>>"  denen die Platte durch einen
f 5 A-Kreis begrenzt ist, soll nur die
hierzu gehorende Stiitzkraft A4,

as 7 M ds ermittelt werden.
Moot S5 0) &5 Man betrachtet dabei zwei in
AbD- 1L w-Richtung nebeneinander lie-
gende Plattendifferentiale (Abb. 11). Wenn sich die Platte vom
Rand aus in das Gebiet steigender A-Werte erstreckt, so gilt

die Aquivalenzbedingung

w

/ grds

aM).w

A;. ds= Q; ds + dw s
oder mit dem Werte des Bogendifferentials nach Gleichung (11):
Ay =y AT 000 Mo (34)

Unter der Voraussetzung, daB die Funktion ¢ einschlieBlich
ihrer Ableitungen bis zur dritten Ordnung am Plattenrande
stetig ist, wiirde hier keine auBere Kraft angreifen, wenn die
Platte hier nicht abgeschnitten und gestiitzt wire, sondern sich
noch weiter in das Gebiet der fallenden A erstreckte. Wire nun
gerade dieser in Abb. 11 fehlend gedachte Teil allein vorhanden,
so wire demnach die zugehérige Stiitzkraft — A4;.

e) Das Querkraftintegral.
Unter den Funktionen {, die die homogene Plattengleichung
2ref=0
befriedigen, gibt es einige, bei denen das lings einer geschlossenen
Kurve ausgefiihrte Integral §@Q,ds von Null verschieden ist

und dann stets denselben Wert hat, solange die Kurve einen
bestimmten Punkt der Ebene umschlieBt, der ein singulirer

! Foppl, A. u. L.: Drang und Zwang Bd.I, S.161ff., 1. Aufl. Miin-
chen und Berlin 1920.
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Punkt der Funktion { ist. Diese Losungen gehoren zu Platten,
bei denen in diesem ausgezeichneten Punkte eine FEinzellast
angreift. Um derartige Funktionen zu erkennen und die GroBe
der Einzelkraft zu bestimmen, ist es nétig, dieses Integral aus-
zuwerten, das als Querkraftintegral bezeichnet werden soll.

Als Angriffspunkte fiir Einzellasten kommen fiir die hier
behandelte Aufgabe nur die beiden Pole des Koordinatennetzes
in Betracht. Als Integrationskurve wird man einen beliebigen
A-Kreis verwenden. Das bestimmte Integral ist dann zwischen
den Grenzen w = —n und w = -+ 7w auszufithren und muB sich
als von 4 unabhingig ergeben. Die Auswertung des Integrals fiir
Losungen der inhomogenen Gleichung bietet eine Rechenprobe,
da es der Last gleich sein muB, die auf der von der Integrations-
kurve umschlossenen Fliche ruht.

Mit Hilfe der Gleichung (11) ergibt sich dies Integral in
der Form

+n
_ Qidw
fQds=c GofA + coses - (35)

f) Die Momentenintegrale.

Fithrt man einen Rundschnitt (auch hier wieder entsprechend
der Art der Aufgabe stets lings eines A-Kreises) und stellt das
Moment aller Schnittkrafte in bezug auf eine in der Plattenebene
liegende Achse auf, so findet man, daB auch diese GréBe bei
einigen homogenen Losungen von Null verschieden ist und stets
denselben Wert hat, unabhingig
vom Radius des gewihlten Schnitt-
kreises. Diese Losungen gehéren zu
einer Belastung der Platte durch ein __;
Einzelmoment (Punktmoment) M im
Netzpol. Um GroBe und Drehachse
dieses Momentes festzustellen, ist es
notig, das Moment der Schnittkrifte
fir zwei durch den Pol gehende
Achsen aufzustellen. Hierfiir werden die 2-Achse und die Parallele
zur y-Achse gewihlt, die durch den Netzpol geht (Abb. 12).

Fir die Bildung der Momentenintegrale kommen in Frage
die Anteile von M;, M;,, @;. In Abb.12 sind die notigen Be-

Abb. 12.



20 Die Partikularlésungen.

zeichnungen zusammengestellt. Man erhalt damit

w=+n w=+5 W=7

M1=fM,,sinocds+fM;,mcosocds——fQ;,yds,
w=+4+7x w=+7 o= +5x
M2=-—fM;,cosocds—}—fM;,,,,sinad&-—sz(0—$)d8~
w=—75 w=—x w=—x

Setzt man hier die kartesischen Koordinaten nach (3) und die
Winkelfunktionen nach (10), ferner d s nach (11) ein, so erhilt man:

Gindsinw

Ml = ”*GJ‘M‘, ((S—oil_-{-_—*cos o) dw

14-CojAd cos @

(o123 cos )i &©

+7
+ C‘I‘Mlm

sin 0)

f 4 oA+ con o & (362)

1+4Cof cos w
fM‘(@ochosw)sd‘”

Gindsin w

- GJ‘MZ“’ (€of A + cos w)?

CofA—GiniA+cosw
_462J'Q1 (Coj A+ cos w)3 do. (36b)

Damit ist die Berechnung der Schnittkrifte und Lasten zu den
einzelnen Losungsansidtzen klargestellt.

IV. Die Partikularlésungen.

Die zur Durchrechnung der Ansitze notigen Partikular-
l6sungen kann man dadurch gewinnen, daB man bekannte
Lésungen in die Kordinaten 4, w umrechnet. Durch Bildung und
Prifung analoger Ansitze kann man sich dann den Vorrat an
Losungen noch erweitern.
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Aus der Theorie der zentralsymmetrischen Kreisplatte sind die
Ansitze { = 1 und { = r? als homogene Losungen bekannt, von
denen die erste ohne weiteres verwendbar ist.

Da das Kriterium fiir die Brauchbarkeit einer Funktion als
Losung der Plattengleichung ihr Verhalten gegeniiber der Nabla-
operation ist, und da diese Operation N o
unabhéngig von der Art und Lage des i
Koordinatensystems ist, so kann der
Punkt, von dem aus r gemessen wird ~ " T T h T
(Ursprung der Polarkoordinaten), ein pe——x——>
ganz beliebiger Punkt der Ebene sein. Abb. 13.

Im A-w-System sind die beiden Pole hierfiir geeignet. Abb. 13
liefert in Verbindung mit den Gleichungen (3):
CofAF Gin 4
CofA +cos e’

(S}

r=(rTFc)l+y:=2c (37)

L&aBt man die Konstante beiseite, so erhilt man als Summe und
Differenz von r;2 und r,% die beiden Elementarlésungen

p__ Goid
T CofAd +cos @’
_ Sind

C_(S,oil + cos @ °

Zu den drei hiermit gewonnenen Losungen werden jetzt die
fir die Anwendung nétigen Werte bestimmt, namlich

+=
7] 0
) a‘i‘; a_f;) Ml) Mm) lea QJ.: Qm: J‘Qlds’ M],) Mz-

-—T

lim ¢

/. =00

Der Grenzwert von { fiir A — oo ist deshalb wesentlich, weil
alle die Losungen, bei denen er oo wird, nur fiir Ringplatten
brauchbar sind.

a) {=1].
Hierfiir sind alle Ableitungen, Schnittkrifte und Schnittkraft-
integrale Null, lim { = 1.

A=—>00
b) ¢=Coj A/(€of A + cos w)
lim{=1,
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96 _  Gindcosw 8l GofAsinw
04 (CofA + cosw)t’ dw  (CojA + cosw)?’

2

Vzc:F;

K1+
M).:-Mw:— (62 1)7 -lezo’ QlZQwZO;
w=<+n
J.Q).ds:(): M1:-M2=0.

Diese Losung bedeutet eine kugelformige Deformation der Platte,
wie man aus den Momenten erkennt.

c) ¢=Gin 4/(Cof A4 cos w)
lim{=1,
A—>0

9 14 C@ofdcosw 9  Gindsinw
04~ (CofA+cosw)?’ dw (CofA 4 cosw)’

Alle Schnittkrifte und Schnittintegrale sind Null. Diese Lo-
sung bedeutet also ebenso wie die Losung a) eine deformationslose
Verschiebung der Platte, und zwar eine Drehung um die y-Achse,
denn man erkennt durch Vergleich mit Gleichung (3), daB die
Losung bis auf eine Konstante identisch ist mit { = .

Entsprechend ist natiirlichauch { =y alsLosnng zugebrauchen:

d) ¢ =sinw/(Co) 1+ cosw)
im{=0,
A=>00
o GinAsinw dl _ 14+Gofdcosw

91 (@ojA+cosw)’ do  (CofA+ cosw)”

Alle Schnittkrifte und deren Integrale sind natiirlich auch
hier Null.

Es liegt nahe, in Analogie zu den Ansitzen b), ¢) und d) auch
die Funktion ¢ = cos w/(€ojA + cosw) auf ihre Brauchbarkeit
hin zu untersuchen. Sie stellt in der Tat eine Losung der Platten-
gleichung dar, ist aber als Differenz zwischen den Losungena)undb)
nicht unabhingig von den schon vorhandenen.

Man iiberzeugt sich leicht, daB r? (x 4 ¢) und r2y (vgl. Abb. 12,
S. 19) ebenfalls Losungen der homogenen Plattengleichung sind,
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und damit natiirlich auch 72x. Durch Einsetzen der Werte nach
(3) und (37) findet man:
r= (€ojAF Gind) Gin 4
(€ofA+ cosw) ’
£= (GofAF Gind)sinw
(Cof 4 + cosw)?

Durch Bildung von Summe und Differenz von je zwei zu-
sammengehorenden Losungen findet man die folgenden Elementar-

losungen:

e) {=CofA Gind/(Co) A+ cosw)?
lim{=1,
A —>w©
07 _ CofA(1 +Cofi cosw)+ SintAcosw
X (CofA + cos w)? ’

0;  2@ojAd Gindsinw
0w  (CofA +cosw)® °
K ,
Ml:‘;@;i‘;_‘eg:m_w)i[“+”)(@°“+005“’)
+ 2(1 + Cof A cos w) cosw + 2 v Cof Asin?w] ,
K Sind
— (W%W [(1 +») (Go§ A + cos w)
+2Cof Asin?w + 2 ¥ (1 + Cof A cos w) cos w] ,
K(l1—v) sin @
Myo=— @ (Cof2 + cos w)? [€of2 +
+ (Cof2 A + Gin2 1) cos w],

M,=

M___4K(1+v) Gini
- c? CofA + cosw’
_ 4K14GofAdcosw

U=—"F Tofttoosw ’
4K G@indsinw

Q‘”—_7@Zoil+cosw’

™ = 47

+x

__4K 1 +Cofdcosw

IQ““_ o J (CofA + cosw)?
—

w = -3

dw=0.

Fiir die Auswertung solcher Integrale ist bei Lésung g) ein
Beispiel gegeben. Hier kann man das Ergebnis auch ohne Rech-
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nung daran erkennen, dafl lim @; endlich ist, ndmlich =—4 K/c3.
A—00
Da nun der Umfang des A-Kreises mit wachsendem A nach Null

konvergiert, so mufl auch

w=+x
i [ Guas=0
®=—7

sein. Da nun dieses Integral wegen seiner mechanischen Be-
deutung fiir Losungen der homogenen Gleichung von A unab-
hiéngig sein muB, so ist es auch fir jeden endlichen Wert von 4
Null.

Eine ganz shnliche Uberlegung 188t sich auch fiir die Momenten-
integrale M, und M, anstellen, da die Grenzwerte der Momente
endlich sind, mithin

M, =M,=0.
1) | £=@in2 4/ (Eof A+ cosao)?
lim{=1,
A—>w®
0 26GmA(l4CofAcosw) 9L 2Cim*iAsine
A (Coj A + cos w)® ’ 3w (CofA + cosw)®’
M, = 2K (1 4 €ojAcosw)® + » Sin? Asinw
AT e (Cof A + cosw)? >
M __2K Gin?Asin?w 4+ v (1 + CofAcosw)?
@ g2 (Coj A+ cosw)? ?
M, = 2K (1 —v) (1+ Cojcosw)Gindsinw
ho™ c? (CojA + cosw)? ’
2K(1+»
M—'———‘—'——c‘i—l,
W=+
Q1=Qm=07 f Qld's:O; M1=M2=O:

Begriindung wie unter e).

Zur Aufstellung inhomogener Losungen kommt als Belastung p
technisch nur gleichférmig verteilte Belastung in Betracht. Es
ergibt sich hier zunichst die Frage, welchen Nutzen es bringt,
eine gleichmaBig belastete Platte mit Hilfe des hier gegebenen
Verfahrens zu berechnen, da doch eine einfache Losung in Polar-
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koordinaten bekannt ist. Die Brauchbarkeit der hier gegebenen
Losung geht aus folgenden Uberlegungen hervor:

1. Man kann das hier gewonnene Ergebnis auf Polarkoordinaten
umrechnen und erhilt damit eine gute Probe auf die Richtigkeit
der hier gemachten Rechnungen.

2. Man kann die Losung fiir eine Platte, die neben gleich-
férmig verteilter Last noch eine Einzelkraft (Last oder Stiitzkraft)
trigt, in geschlossener Form angeben und spart sich damit die
Mihe der Superposition von Ergebnissen, die in verschiedenen
Koordinatensystemen gerechnet sind. Hat man mehrere Einzel-
krifte, wie bei der unter V, e berechneten Pilzdecke, so ist diese
Verwendung der inhomogenen Losung nicht mehr méglich.

3. Die homogene Losung in 4, @ ist notwendig zur Berechnung
von Ringplatten, deren Grenzkreise exzentrisch sind.

Zur Bestimmung der gesuchten Partikularlésung geht man
von dem Ansatz { = r* aus, der in der Theorie der zentralsymme-
trischen Kreisplatten zum Ziele fiihrt. Wahlt man wiederum die
beiden Netzpole als Bezugspunkte fiir », so erhélt man nach Glei-
chung (37):

'(CofA F Gind)?
ri=dct é@:oiil j cos a)))2
Coj2A F 2 CojA Bind + Sin2a
(€oj A + cos w)? ’

=4ct

Man erkennt hierin als Summanden die beiden homogenen Lo-
sungen e) und f) wieder. Der verbleibende Summand liefert unter
Fortlassung der Konstanten die gesuchte inhomogene Losung:

g) £ =Coi2 1/ (Cof A+ cosw)?
im{=1,
A~

0f _ 2@ojAGindcosw 9L  2Coffisine

94~ (CofA Fcosw) ° Jdw (CojA + cosw)’

i 2 .

5% = Eord ooy (601 4—Cof 2 Gin? A+ Gof Acosw
+ &in2 Acos ),

g 2G04

m=m(l + €oj A cos @ + 2 sin? w),
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2 .
prt= m(@oi Acosw— Cpj A Gin2 4 cosw
+ Goi2 Acos?w + Sind A cos?w + Cof2 1
+ Coj® A cos w + 2 Coi2 Asindw) ,

Cofl 1

VC_cZL CofA + cos w lJ'

Auf Grund der Angaben iiber 2{ bei den Lésungen a) und b)
ergibt sich dann hier
pRpes = i_?

und nach (1)
o 18K

ct

Die Momente und Querkrifte findet man wie bisher aus den Ab-
leitungen:

. K (14 v)Cofa
Ml——_c’—[@oil + cos

+ Sin®A cos® w + v Coj2 A 8in® w] ,

(Bof A + cos w)?

o __%[(l-i-'v)@oil +@Zoi’lsin’w+v@in’lcos'w]
@7 ¢® | CofAd + cosw (Gof A + cos w)? ’
M, — 2K (1 —v) CofASin A cos w sin w

o= 2 (€o)4 + cos w)* ’
M=_2K(l+v)3@oil——cosw

c? €CojA +cosw ’

Q __8K Gindcosw
AT T BojA +cosw’
Q _ __8K Gojisinw
@ 8 GofA +cosw’

Die Auswertung des Querkraftintegrals soll hier ausfiihrlich
gezeigt werden. Nach (35) ergibt sich:

W=+ +n
8K .. coswdo 8K ..
ledé}:—"cT@Inlf(_@m———cTelnlI
mit

coswdw
I= .[ ((Eoi). + cosw)?’
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Dies Integral wird zunichst durch eine Substitution rationali-
siert und dann durch Teilbruchzerlegung in eine Anzahl einfacher
Integrale gespalten.

Die Transformation lautet:

w

ta,ng =u,
w = 2arctanu,
11—t
oS ® =y,
do = l2+d:,.
Transformation der Grenzen:
firo=—m ist u=—o00,

firw=-+ 7 ist u =+ 0.

Wenn w von —z nach + z lauft, lauft » einmal und stetig von
— o0 nach + oo.
Fiihrt man die Transformation aus, so erhdlt man

_ (1 —u?)du
I=2 f[(l + Cofa) — (1 — CofA)udft-
—

Fiihrt man nun zur Abkiirzung die HilfsgroBe

. V—1+@ou_._ Gin A
TV T=Cofa~ " €oja—1

ein, so nimmt I die folgende Form an:

2 T (1—ut)du 2 J+ao
@fA—1PJ (@ + w)p (@ —upp  (Cofi—Ip v -
-— o0

I:

mit
(1 —ud) du
J= f(a

+u) (e —up’
Dreimalige Teilbruchzerlegung liefert
1 (w—1)du 1 (u*—1)du
om i leztite L, jeebis

4a? (u — a)® 4q' (u + a)®
+L (@—Ndu 1 (@—1)du
4a® u—a 4a® ut+a

Fligge, Kreisplattenberechnung. 3
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“

Da die Teilbruchzerlegung nur den Grad der Nenner vermindert,
sind die Integranden nach der Zerlegung keine echten Briiche
mehr. Wenn man sie ausdividiert, so findet man:

4a2jdu—quuﬁba 4;21 (”u‘d—ia)“2
_Tﬁjdu+% [t [ et
g [ wdut g a5 [12

— o [wdut i [ au—"50 [ 2

J:14_’;(:2(J‘u+a fu——a) 14_;132( (u+a3+f(udaa,)2)'

Fithrt man die Integration zwischen den Grenzen -4 oo und — o
aus, so ist die zweite Klammer dieses Ausdrucks Null:

+ 00

<u+a>2+f<u—a>= —[eratazalo=0
—o0

Man erhélt somit fiir J folgende Lésung:

ju+a—.j‘ du [log(u-{—a)——log(u—a)}i:

Die Argumente dieser beiden Logarithmen sind komplexe Zahlen,
wobei w der Realteil und @ = i-» der Imaginérteil ist. Da nun

log (u+iv) =logr+ i@ =log V¥ u?+ v2+ i arc tanvfu
ist (vgl. Abb. 14), so ist der Realteil des bestimmten Integrals
v Null, denn die Realteile von log (» + a)
und log (» — a) sind fiir jeden reellen Wert
von #% einander gleich, ndmlich gleich

¢ @£
———l e N e - 3 2
: © log Yu? + v2.
Abb. 14. Die imaginéren Teile liefern:
+ o0 +c0
du du + o
—— | —— 7 are tan — —jarctan —
u+a U — a U J—o0
— o0 —

— 0

+
=24 [a,rc tan%] w =—2m.
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Indem man nun rickwéirts einsetzt, findet man der Reihe
nach die folgenden GréBen:

+o__l4a . (GofA—1p
S =" g =R
2n
I=—gwr
me 16K
TT
fQ;,ds & Gm2a’
W == =T

Zur Probe soll die Last berechnet werden, die auf der von
einem A-Kreis umschlossenen Fliche ruht. Nach (7a) ist die Fliche

des A-Kreises
e

2-——
T S

Multipliziert man diesen Wert mit p = 164K , 80 erhalt man.
w=+4+x
J'des=£(- 7 c? - 16Kn
¢t Gintd  EGindA’
0 == 7T
was mit dem oben berechneten Wert iibereinstimmt.

Auf die Ermittlung der Momentenintegrale M, und M, kann
hier verzichtet werden, da eine weitere Rechenprobe nicht ge-
braucht wird und aus den Grenzwerten der Momente und Quer-
krifte sofort erkannt werden kann, daf ein Punktmoment nicht
vorhanden ist.

Die Losungen fiir Einzelkrafte und Einzelmomente sind durch
die in Abschnitt III, e und f angegebenen Singularititen gekenn-
zeichnet. Beide kommen oft zusammen vor. Daraus ergibt sich
die Notwendigkeit, diese Losungen gemeinsam zu behandeln. Fiir
Kreisringplatten kommen aufler den schon behandelten homo-
genen und inhomogenen Losungen zunéchst solche in Betracht,
fiir die lim { = oo ist, und die deshalb fiir die Berechnung ge-

A—®

schlossener Platten, die den Punkt A = oo enthalten, nicht
brauchbar sind. Ferner sind aber auch die Lsungen mit Punkt-
last und Punktmoment hier verwendbar, weil die Ringplatte den

singuliren Punkt nicht enthilt.
3%
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Fiir zentralsymmetrische Kreisplatten wird die Losung § = logr
verwendet. Nach (37) ist mit & = ¢ }2

_kl/@oiFFGinl
"= EY Cofa+eosw’
2logr, =log k + loge™* —log (€of A+ cos w)
2
=logk F A—log (€oj A+ cos w) . (38)

Man erhilt also als neue Losungen

£, =4 &+ log (€oj A 4 cos w).

Fiir » = 0 wird logr = — 0. Dementsprechend wird hier fiir
A=+ 0 ¢, =+ o, fir A=—0o0 {3=—oc. Im anderen
Netzpol haben die Losungen jeweils einen endlichen Wert.

Es sollen nun die Ableitungen und Schnittkrifte zu diesen
Losungen festgestellt werden.

h) ¢ =2—1log (€oj A+ cosw)

1
lim ¢ = lim (log e —log €o{ 1) = lim log Te—
A—>® € /2

2 —>00 A~

=log 2=0,69315,

_Bi__l_ &ink oL sinw

ar CofA+cosw’® Odw EofA+cosw’
My=— K(l ")[(Gml—cosw)e-*—coszw]
M, +K(1 ?) [(BinA —cosw) e~*—cos?w] ,
M;w=+K——(lc:v)sinw[e"'+cosw],

M=0,

w=+n
Ql=Qa)=0, _szds=0

Die Momentenintegrale werden nach den Gleichungen (36) an-
gesetzt:
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sinw dw

¢
K(l——v)M ~'@in? }'J‘((Eoi}.-l—cosw)z

cosw sinw dw

— e~ Gin }'J‘(@oi A+ cos w)?

—_—J

cos?w sinw dw
— Gin }'J‘(@oi A+ cos w)?

e (1 +@Coji cos w) sinwdw
¢ (©of A + cos w)t

-

+
n(l + Co{4 cos w) cosw sinw d w

+ (CojA + cosw)?

bkt 4

Die in diesem Ansatz vorkommenden Integrale enthalten alle die
erste Potenz von sinw. Man kann sie alle in der Form

W=+ w=+x
[ #(cosw)-dcosw=]F (cos w)] e

nach cos w integrieren und erhilt fiir das bestimmte Integral stets
Null, da cos w an beiden Grenzen denselben Wert hat. Daher ist

M, =0

+ CojAcos w)dw
(Cof A + cos w)?

+n
c o . (1
mMz—e }'@Inj.f

+7
—i -('1 + GojA cos w) cos w dw
(Cof A + cos w)?

+n
_J‘(l + GojAcos w) cos? wdw
(Cof 4 + cos w)?

sin? w dw

—e~* Gin lJ‘((Edf}. + cos w)?

cos @ sin® w d¢ dw
— &in lf | (@ofA + cos )t
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c — — —
2——————7'K(1_V)M =—g 2 4 ¢~2t—¢ ‘@mleml
— @in A (2602 — @mz—(""‘ j) ,
M2=0.

¢ =2+ log (€of 2 + cosw)

i)

lim { = o0,
A—c0
0f =1+ Gini 6_5____ sin w
Y Cofi+tcosw’ Odow  CofAtcosw’
M=— K(l ) (Gin A + cos w) e* + cos?w],
M, +K(l v)[(@inl—{—cosw)e‘—{-cos“w],

K(l )smw(e"—l-cosw] ,

M=0, Q}. =@,=0.
Da die Losung im Pol oo wird, ist die Angabe von Querkraft-

und Momentenintegralen unnétig.
Fiir Kreisplatten mit Einzellast kennt man die zentralsymme-

trische Losung ¢ = r2log r. Man erhilt daraus sofort die beiden
Losungen (Abb. 15):

a2
Cé T%IOg Té .

4
—om L Lyl _ . r Es laBit sich zeigen, daB auch die
"—““’*“_‘*;”“’_” gemischten Produkte
{s =1r3logry
4 1 2

Abb. 15.
die Plattengleichung befriedigen. Der Beweis fiir {; wird nach
Abb. 15 gefunden:

n=2+4,
r¢=(@+2c)2+yt=13+4 dcz+ 42,

r2logr, =r2logr, +4c-rycos @, logr, + 4ct-logr.

Der erste und dritte Summand sind als Losungen der Platten-
gleichung bekannt. Fiir den wesentlichen Teil des zweiten Sum-
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manden findet man?

{" =7y cos @, logry,

BC” 62 CI’ 1

o= 1-+logr)cos @, Iy = 7, CO8Pus
o2 C”
Tl = T T1e08 g log 7y

cos lpl

[72 C”

(1+logr + 1—logr) =222,
1
143 1
pepee =2costp1(—ﬁ+r—§—-;§>=0.

Es sind alle Summanden von {, = r£ log r; Losungen der Platten-
gleichung, mithin auch dieser Ansatz selbst. Fiir {, gestaltet sich
der Beweis ganz entsprechend.

Fithrt man nach (37) und (38) 72 und log » in die krumm-
linigen Koordinaten A, w iiber, so erhilt man:

C m (log & F A—log (Cof A+ cosw)),

C —‘m(logk :F Z.—log(@ofl-i— cosw))

Der konstante Faktor log & in den Klammern kann unberiick-
sichtigt bleiben, da der vor den Klammern stehende Ausdruck
schon selbst eine Partikularlosung ist (Losungen b und ¢, S. 21f1.).
Durch Addition und Subtraktion findet man aus , ... {, die vier

Elementarlosungen

e—4
¢ = itoma’
_ et
~ "GofAtcosw’
e—4
Cbm log (€of A+ cos w) ,
C_mlog (Cof A+ cosw) .
! Der Nablaoperator lautet in Polarkoordinaten:
100 20 1%
=gt on T g

Herleitung bei A.u.L.Foppl: Drang und Zwang Bd. I, S. 173ff. 1. Aufl.,
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Zu den beiden ersten dieser Lisungen sollen hier die wesentlichen
abgeleiteten Funktionen angegeben werden:

k) {=2-e*/(Cof A+ cosw)
lim{=0,

A—00
Q{_ el —2 14+ e?cosw
04" Gof A+ cos (€ofA + cos w)3’
ac -2 el gin 0
dw (@oil + cos w)?’

M=—5 [(1—2)+e“(@m}.—2cosw)+v(}.—e“‘ Gind)],
M, =—‘[l—e-*©m1+v((/1 —2)+e*(GinA—2 cosw))],
M;,=0,
M=— 2K(1+")[(,1 1)—e*cosw],
Q————(@oil—}-cosw) (14 e*cosw),
Qw=——2—g((§oi}.+cosw)e—‘smw
’ f(;zds——‘“:.x,
()E—J.MI—MZ——O
1) {=2-¢[(Cof A+ cosw)
fn i,

0C et +2 14 et cosw
CY €of A 4 cos (CofA + cos w)?’
29 —- el sin w

dw ((Eoi A+ cosw)?’

Mz—— 3 [(A+2)+ e (Gin A+ 2 cos w)+» (A — e* Gin 4)],
M,=— —[,3.—0,‘1L Gind+ v ((A+ 2)+ * (SinA+ 2cos w))],
M;,,=0,

2K(1

a+) [(A+1)+ e* cos w],
Qz=——? (@oil-}—cosw) (1+ € cosw),

M:

Qc.,=-l-gc,£((§0il—l—cosco)e‘l sinw,
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Auf die Auswertung von Querkraft- und Momentenintegralen
wird verzichtet, weil die L,¢sung nur fiir Ringplatten brauchbar ist.

Aus den Losungen h) bis 1) 148t sich noch eine Lésung mit
endlichem Grenzwert kombinieren:

€m=%(€h+ci—ck"—£’l)~

Da sie von diesen abhingig ist, ist es zwecklos, sie anzuwenden,
wenn nicht mindestens eine von ihnen im Ansatz fehlt. Da sie
jedoch fiir geschlossene Platten anwendbar ist, wo zwei dieser
Losungen (k und 1) versagen, ist es von Nutzen, sie hier besonders
aufzufithren:

m) {=1Acosw/(CofA+ cos w)

im{=0,
A—>®

¢ cos w _ AGindAcosw

94 GofA+cosw  (€ofA + cos w)E’

g _ ACofAsinw

dw " (CofA + cos w)d’

M,= ,,,=K(l+v) (A+ Gindcosw),

M;,a,—K(l,,_L)((Soil+cosw)sinw,

2K(1 2K +y) (A+ Gin Acosw),

Q1=7(@oil+cosw) (1 + Cof Acos w)

Qm=-—?§((€0f}.+cosw) Ginisinw,

w=+x

fQ;d8_4”K
M1=0, .M2=—"4LIE.

c

Die Vermutung liegt nahe, daB der dhnlich gebaute Ansatz
¢ Asin w

=@Zoil+ cos w
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ebenfalls eine Losung der Plattengleichung ist. Beim Nach-
rechnen findet man diese Vermutung bestitigt. Die Loésung ist
hier mit aufgefithrt als ein Beispiel, bei dem M, von Null ver-
schieden ist:

n) = Asinw/(Coj A+ cos w)
lim{=0,
A->00
¢ sin w AGindsinw

6‘1=@5il+cosw_((§oil+cosw)"
8¢ _A(1+4CofAdcosw)
do~  (CojA+cosw)? ’

M,'r_Mm:—_K(I‘;;'L—v2 Ginisinw,
le:_K(t’_l)(l + Cof A cosw —sin?w),

u =20 gy jgino,
2K .
@1="5 (Co] 1 + cosw) o Asinw,

Q.= gg(@oi}.—{-cosw) Gindcosw,

=4

[@ds=0,

® = —7

m=—4% -0

V. Die Einfiithrung der Rand-, Ubergangs-
und Belastungs-Bedingungen.
a) Die Art der Bedingungen.

Die Anwendung der Partikularlésungen zur Berechnung kon-
kreter Félle erfordert die Zusammensetzung einer Losung

(=200,

wobei C, die Integrationskonstanten, {, die Partikularlésungen
sind. Zur Bestimmung der C,, dienen die besonderen Bedingungen
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der Aufgabe, die als Gleichungen formuliert werden miissen. Man
unterscheidet drei Arten solcher Bedingungen:

1. Die Randbedingungen. Das sind die Lagerbedingungen an
den Plattenrindern. Eine geschlossene Platte besitzt deren 2,
eine Ringplatte 4.

2. Ubergangsbedingungen. Sie kommen nur fiir Platten in
Betracht, bei denen die Losung wegen Unstetigkeiten in der Be-
lastung in zwei Zonen getrennt angesetzt werden muf}. Fiir jede
Grenzkurve zwischen zwei Zonen sind vier Ubergangsbedingungen
aufzustellen.

3. Belastungsbedingungen. Sie driicken aus, daf} die sich aus
den Partikularlosungen ergebende Last (verteilte Last, Einzel-
kraft, Einzelmoment) einen vorgeschriebenen Wert hat. Sie treten
meist nicht in Erscheinung, da dann, wenn nur eine einzige in-
homogene Losung in den Ansatz eingeht, deren Koeffizient von
vornherein nach der Belastung bestimmt werden kann. Wenn
mehrere inhomogene Losungen in den Ansatz eingehen (oder die
ebenso zu bewertenden Losungen fiir Punktlasten und Punkt-
momente), so macht es sich notig, besondere Belastungsbedin-
gungen zu formulieren.

Der weitere Verlauf der Rechnung soll an der eingespannten
Platte mit Einzellast gezeigt werden.

b) Die eingespannte Platte mit exzentrischer Einzellast.

Der Losung wird folgender Ansatz zugrunde gelegt:

_ Cofd Bind Ae?
(=010, Cof A+ cos w 0 CojA+cos @ +0C4 CofA+cosw * (39)

Die Begriindung fiir die Auswahl dieser vier Losungen ist
einzig und allein der damit erreichte Erfolg. Geht man zum ersten
Male an eine Aufgabe heran, so wird der Ansatz wesentlich um-
fangreicher sein. Gewisse ungefihre Anhaltspunkte iiber die
Brauchbarkeit einer Teillssung lassen sich natiirlich ergeben. So
sind im vorliegenden Falle alle die Losungen unbrauchbar, die im
Netzpol co werden. Auch die Lésungen, die zu Punktmomenten
fiihren, wird man zunichst fortzulassen versuchen, obgleich es
natiirlich méglich ist, aus diesen Losungen Kombinationen zu
bilden, die die Belastungsbedingungen M, =0 und M, = 0 er-
fiillen.
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Die Bedingungen, aus denen hier die C zu ermitteln sind, sind
die Randbedingungen der vertikalen Stiitzung
und der Einspannung und die Belastungsbedin-
gung, daff das Querkraftintegral den Wert P
liefern muB:

a) A=Ay =0,
a¢

'I_):ﬁa.<_ I,z w=tm
o~ A —>he-@-—> C) fQ3d8=P
Abb. 16, w=—xn

Um diese Gleichungen zu verwerten, werden zunéchst fiir den
C w=+x

Ansatz (39) und  [Q,ds gebildet:

a T
_C__C Ginicosw +0 14 CofAcosw
FY) 2(€ofA + cos w)? 3 (@of A4 + cos wp?
e~4 A1+ e cos w)
+C‘(Eni}.+cosw—04 (Gof A+ cosw)® ’ (41)
et 4nK
J‘Q; ds=—Cy=2. (42)

Die rechten Seiten der Gleichungen (39), (41) und (42) werden
nun in die Gleichungen (40) eingefiihrt und dabei jede Gleichung
mit der groBten in den Nennern vorkommenden Potenz von
(€ofA + cos w) durchmultipliziert. Dabei werden die vorkommen-
den Funktionen von 1, nach (14) durch f ausgedriickt.

Man erhélt damit die folgenden drei Gleichungen zur Er-
mittlung der Integrationskonstanten, die als die Stammgleichun-
gen bezeichnet werden sollen:

a) 01<1;_ﬁﬂ'+cosw)+021;ﬁﬂ’+03 ﬂﬂg+04 AgBf=0,

by C, 2ﬂﬂ’cosw+03(l+ ﬁﬂ’cosw)

+ Cy (1 ;ﬁg—}-ﬂcosw——ﬂo—l‘,ﬂcosw):O,

(43)

c) —044_7(‘:"£=P-
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Die Gleichungen a) und b) miissen langs des ganzen Platten-
randes, also fiir jeden Wert von w befriedigt werden. Ordnet man
nach Potenzen von cos w, so muf} jeder einzelne Koeffizient Null
sein. Man erhilt dadurch eine grofe Zahl von Gleichungen, die
jedoch nicht alle voneinander unabhéngig sind. Beseitigt man
alle iiberfliissigen, so muf} die Zahl der verbleibenden Gleichungen
mit der Zahl der unbekannten Koeffizienten C iibereinstimmen,
wenn der Ansatz (39) richtig gewéhlt ist. Hat man weniger Glei-
chungen, kann also iiber einzelne Unbekannte willkiirlich ver-
fiigen, so bedeutet das, da3 eine entsprechende Anzahl von Parti-
kularlésungen des Ansatzes von den iibrigen abhéngig, also ent-
behrlich ist; denn nur dann ist es mdéglich, iiber einzelne Inte-
grationskonstante willkiirlich zu verfiigen, ohne das Endergebnis
zu beeinflussen, das ja eindeutig bestimmt sein mufl. Hat man
mehr Gleichungen, als Unbekannte, kann also durch kein System
von Koeffizienten C' alle Bedingungen befriedigen, so war der
Ansatz ungeniigend und mul in erweiterter Form von neuem
durchgerechnet werden.

Da in dem hier behandelten Falle die Gleichung (43c¢) nur
eine Unbekannte erhilt, wird ihre Auflésung vorweg genommen
und damit fiir die beiden andern Stammgleichungen ein Absolut-
glied geschaffen: pet

04 = m .

Die aus den Stammgleichungen a) und b) abgeleiteten Gleichungen
werden in einer Tabelle zusammengefal3t:

Linke Seite d. Gl. Rechte Seite
St.-Gl. Faktor | Nr.
S M 0, | G C4
14p | 148 | 1—p
1 1 L L - _
& 28 2B 28 Aof
coS @ 2 1 0 0 0
1
b 1 3 0 0 1 = %ﬂf A,
1—8 | 14-8
cos @ 4 0 2; —2iBﬂ— ! —B(1—2p)

Die Tabelle bedarf einer kurzen Erliuterung:
Jede Zeile stellt eine Gleichung dar.
Die drei ersten Spalten sind nur dazu bestimmt, Ordnung zu
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schaffen und damit das Rechnen und Nachpriifen zu erleichtern.
Spalte 1 gibt die Stammgleichung an, aus der die Tabellenzeile
hergeleitet ist, Spalte 2 den Faktor, dessen Koeffizient Null ge-
setzt worden ist. Spalte 3 enthilt eine fortlaufende Numerie-
rung der Gleichungen.

Die nichsten, unter der Bezeichnung linke Seite zusammen-
gefaliten Spalten enthalten die Koeffizienten, mit denen die iiber
diesen Spalten stehenden C-Werte zu multiplizieren sind. Die
Summe dieser Produkte in jeder Zeile bedeutet die linke Seite
der Gleichung.

Die letzte Spalte liefert entsprechend die rechte Seite der
Gleichung. Sie enthilt nur bekannte Gréfen (Absolutglied).

Im vorliegenden Falle liefert zunichst Gleichung 2:

C;=0
und Gleichung 3:

Com— (14 pr—24)-Ci= L% (14 p2—24)
3 P] 0. 4—871K 0,

Gleichung 1 liefert dann

C, Pc

-t

Gleichung 4 fithrt zu demselben Ergebnis, woraus sich ergibt,
daB sie von den andern abhingig ist. Wie sie aus ihnen abgeleitet
werden kann, braucht hier nicht festgestellt zu werden. Es ge-
niigt die Tatsache, daB das in der Tabelle dargestellte Gleichungs-
system nur drei unabhéngige Gleichungen enthilt, entsprechend
den drei Unbekannten C;, C,, C;.

Setzt man die gefundenen Ergebnisse in (39) ein, so erhilt
man die gesuchte Lésung:

__ Pe? Coj i
£= 8n K [_(1_ﬂ2_220) CofA+cosw
Gini Ae?
TU+F—22) CojA—cosw @oil—i—cosw} !

oder
Pc?

4-:SWK((SDM—i—cost:o)[526/1——'e‘}'_2(/1_‘}*o)e—}q- (44)

Im Lastpunkt (A = o0) nimmt dieser Ausdruck die Form % an,

ist also unbestimmt. Die Grenzwerte der Teillssungen fiir A = 00
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sind unter IV berechnet worden. Setzt man diese in die Losung
ein, so erhdlt man die Durchbiegung im Lastpunkt:

C= k- (49)
Driickt man ¢ nach (13) durch ¢ und § aus, so erhilt man
£= Pa*(1—p)?
167 K
und fiir § = 0 (zentrische Last):
' 2
t=mg

Dieser Wert stimmt mit dem bekannten, in Polarkoordinaten
berechneten, iibereinl.

Von Interesse ist auch die Ableitung der Durchbiegung nach 4.
Durch Einsetzen der Integrationskonstanten in (41) findet man:

Pe )
8nK(@oii.c+cosw)= 1+ B +2(A— 1) —2e*Cof

—e™(2(2g—A4) + 1) cosw -+ e* f2cos w)

Man iiberzeugt sich leicht mit Hilfe der Gleichungen (14), daf}
diese Ableitung fiir A = 4, verschwindet. Das gleiche gilt fiir
A = 0o0. Daraus kann man jedoch nicht den SchluB ziehen, daB
die Tangentialebene der Platte in diesem Punkte wagerecht wiire.

al
i

Um deren Neigung zu ermitteln, ist es notig, %—g (fiir @ = const)
zu bilden. Nach S. 7 erhdlt man

d Pc -
'd':;:SnK(@oil-f-cosw)[l+ﬂz+2(}~—lo)_2e *@of A

—e™(2(A—2) + 1) cosw+ €* f2cosw] .

Dieser Ausdruck stellt die Neigung einer Tangente an eine
w-Linie dar. Fir A = co erhilt man:
df Pcp? (46)

im —>-= —=CosSW.
l—»mds 4n K

Die Platte besitzt also unter der Last eine endliche Neigung, wie
das ja auch in der Balkenbiegung der Fall ist.

! Beyer, K.: Die Statik im Eisenbetonbau, S.564. Stuttgart 1927.
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Fiir den technischen Gebrauch ist die Aufgabe damit noch
nicht gelost. Wesentlich wichtiger und fiir die Beurteilung des
statischen Verhaltens der Platte interessanter als die Durch-
biegungen sind die Momente und Querkrifte. Fiir die ver-
wendeten Partikularlssungen sind diese Funktionen im Ab-
schnitt IV angegeben worden. Unter Verwendung der eben be-
rechneten Integrationskonstanten erhdlt man daraus:

M= [(1+9) (1 =+ 210g B+ 1)+ (1 —) e Gin A
—2(14+e*cosw)],

M"’=éﬁn[(l'*"’)(l_ﬂz'*'2logﬂ'*‘l)—(l——v)e"1 Gina[ 47
—2v(1+e*cosw)],
M).w:())
QA=ZP%G(@0H+cosw)(l—e—‘cosw),
p (48)

Qo= (Eof A+ cosw) e sinw.

¢) Umrechnung des Ergebnisses fiir die Durchbiegung
auf bipolare Koordinaten.

Nach Gleichung (2) ist (vgl. auch Abb. 1)

h="2 (§0H=r§+'g,

r’ 27,7,

ferner: 2¢4+b—a

2.0 = IOg —_a——_b— ,

. rs a—b
A—to=log (72 5 g).

Nach Gleichung (13) kann dieser letzte Ausdruck umgeformt
werden in

e Jog 1B BB T

A=dy=—log, —ga—p —legy,:

Um auch w durch r; und r, auszudriicken, benutzt man die Glei-
chung (5): 2cy
tanw = m‘_—y. .
Man findet daraus nach einiger Umformung
1 2 —at—y?

CO8 W = — = - I Sp—
¥1+tantow  J(c®+a?+ y?)2 —4c?al
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Mit den aus Abb. 1 zu entnehmenden Beziehungen
n=@FJ+y
erhilt man daraus
4c?—ri—r;
CoSW=——5———.
Die Gleichung (44) nimmt durch Einsetzen der hier berech-
neten Werte die folgende Gestalt an:
_PE nnlmn_ n " log 1L
C_SnK2c”[ﬂzrl 72+2r210gﬂ72}’
oder umgeformt

L= g | PrA—(+2logPri+2nlogt].  (49)
d) Die eingespannte Platte mit gleichformig verteilter
Last und exzentrischer Stiitze.

Dieser Belastungsfall 1aBt sich unabhingig von dem vorher-
gehenden dadurch berechnen, dal man einen geeigneten Ansatz
fiir £ macht und zu den unter b)
gegebenen Bedingungen noch die
beiden weiteren

A= :{=0,
vrrei=p/K
) l hinzufiigt. Man kann die Aufgabe |z
W aber auch nach Art der statisch F 7
| >fe<- |  unbestimmten Systeme behan- | _, i, |
Abb. 17, deln, indem man zunéchst einen Abb. 18,

Ansatz fir die gleichformig be-

lastete Platte ohne Stiitze aufstellt und ihn dann mit der
unter b) gegebenen Einzelkraft-Losung so kombiniert, dal die
resultierende Durchbiegung iiber der Stiitze Null wird. Dieser
Weg soll hier beschritten werden.

Zunichst wird der Belastungsfall der Abb. 18 mit folgendem
Ansatz untersucht:

Gin® 4 CofA Gind Cof2d

(=0, (o] A -+ cos w)? +0, ((QUMi + cos w)? +Ca (Cofa -lj cos )2’

Fliigge, Kreisplattenberechnung. 4

(50)
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Zur Erfiillung der Randbedingungen braucht man die erste
Ableitung nach A:

ﬁ-*C’ 2&ini(1 + Coj 4 cos w)
ar— 1 (CojA + cos w)?
CofA(1 + CofAcosw) + Gin?Adcos w 2C€ojAGinAcos w

+Cy (CofA + cos w)? +0Cs (CofA + cosw)® *

(81)

Ferner braucht man V22, um den Ansatz der gegebenen
Belastung anzupassen:
16
V2r2l=Cq 5. (52)
Zur Bestimmung der Konstanten dienen die drei Bedingungen:
a) A=A (=0,
—g. 9
b) A=12: 37
c) K-Vl =p.
Gleichung (53¢) liefert

=0, (53)

_ pet
Cs= 16K~
Die Gleichungen a) und b) fithren dann zu den beiden Stamm-
gleichungen:

a) Cl(l_ﬁz)z‘l_ozl—— ;=_03(1+ﬁ22

Y 4 42
b) CI(L;—W—I—Lz%ﬂlcosw>+02(1;ﬂﬂg+17+ﬂficosw>=

54

1—
=—03Tﬂ2—cosw.

Daraus gewinnt man das folgende Gleichungssystem:

Linke Seite Rechte Seite
St.-Gl. Faktor Nr.
6, | G Cy
a 1 1 (1—p2p 1—p -1 +pP
b 1 2 2(1 — B?) 1442 0
cos @ 3 1—p¢ 1+ B¢ —(1—8Y

Gleichung 2 liefert
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Das wird in die beiden anderen Gleichungen eingesetzt und muf
dann zweimal zu demselben Ergebnis fithren:
Gleichung 1:

x[@—pp—2C=P0 P o+ e

C1(1=f)2=Cy(1 4 f72.
Gleichung 3:
¢, [1 “134—22_{32#&#6‘)} =—0Cs(1—pY),
GlA=F) 1+ 2 —2(1— ) 1+ 4] = —Co(1— ) (1 + B2,
Cl(l—ﬂ?)2=03(l+ﬂz)3.
Beide Gleichungen liefern
1+ 2 pet [l 4 a2
=r=pl 0= tox ]

und daraus

Diese GroBen werden in den Ansatz (50) eingesetzt und fiihren
zur Gleichung fiir die Durchbiegung:

r— 2 (B2 ek — e1)s

16 K (1 — 22 (@of A + cos )t ° (54)
Ferner erhalt man folgende Momente und Querkrifte:
My =— s FrGiTomapl(1 A+ (e + ) cosw)t
+v(pret—e)sin?w—(14) (1 —p9).
(et —e) (Cof A+ cosw)],
= pct g
Mo =50 pricaiiFooap [F¢ = Peino (65)
Fr (14424 (B2e* +e7%) cosw)®—(1+») (1 — B2 -
(f2e* —e?) (Cof A+ cos w)],
. pct(l—v) sin @ _
Mio=— 8(1 = B2 (GofA + cos w)? [(1+ 4% (el — )
+ (e —e*Y) cosw],
__ P 14P4(Peiteconn
Q"_2(1~ﬂ’) CofA + cos w ’
Q.= pec (el —eHsinw (56)

T 2(1—p) Cofi+cosw
4&
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Diese Formeln, die fiir sich allein wertlos sind, weil sich das
Ergebnis einfacher in Polarkoordinaten darstellen liBt, sollen
nun zur Untersuchung der in Abb. 17 dargestellten Platte ver-
wendet werden. Dazu wird die Durchbiegung im Pol 4 = oo
fiir die Einzellast und die verteilte Belastung berechnet. Man
erhilt nach (45) fiir eine von unten nach oben wirkende Stiitz-
kraft A =1t:

fa=—LE2
4= " 47K

und fiir die verteilte Last nach (54):

[— pet  pt-4CoPA _ pet Bt
»T 16K (1—pPCoPfA 4K (1—pop"

(57)

Daraus findet man in der aus der Theorie der statisch unbestimm-
ten Systeme bekannten Weise

Cp . pczﬂz_n (58)

Lo (1—p2p°
Mit diesem Ergebnis liefern die Gleichungen (44) und (54) die
Durchbiegung fiir die Platte mit Einzelstiitze:

B pet (B2 et —e)? | (14+24+2logf)e—t— Bret
(= 16 K (1 — p2)2 [(@oil-*—cosw + 26 €ojA + cosw }'(59)

Die Momente und Querkréfte werden entsprechend gefunden:

2
My=—g (lp—f - [((s;nil+GOSW)3[(l + 2+ (B2 e+ e*) cosw)?
— e
+v (Bt —eH2sin?w] —(1+2)(1—B2) @f;;—{—cf)sw
+Q+2)A—F+2logf+4)
+(1—»)BRe? Cindl—28 (1 —e* cosw)],

pe 1 ing s
Mo=—ga—py [(@ofl-{—coew)’ [(p2 ¢ —e*)?sin?w
+v(1+4 B2+ (B2 -+ e ) coswP] — (14 ) (1 — %)
Pe— (149 (1—f+2logh+) f2

(60)

"CofA+ cosw
—(1—v)Re? Gind—2v42 (1 —e* cosw)],
pc2(l—v) sin @

Mio=—51—pp Gojatoosap L TF) (B¢ —e)
+ (Bter* —e2M cos ],
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1
Q1=2(12:cﬂs) [@Dil—i—cosw( + 2+ (B2 et + ) cosw)

— B2 (Cof A+ cosw) (1 —e—*cos w)} ,

- (61)

Co=13 (1 ﬂﬂ)= sin o [(&oi A+ s B —e™)
— B2 (Cof A+ cos w) e‘q .

Die Formel (57) erlaubt eine Nachpriifung der Ergebnisse
durch Vergleich mit den Formeln fiir die zentralsymmetrische
Kreisplatte. Die Formel fiir diesen Belastungsfall lautet in Polar-

koordinaten?:
e=gx [ - ()T (62

Setzt man in die Formel (57) ¢ nach Gleichung (13} ein, so erhilt
man
C_La'4(l—ﬁg)4 54 ﬂg)z
4K 1640 (1—pp 64K

Das entspricht mit 8 = r/a genau der Gleichung (62).

Zu einem iiberraschenden Ergebnis fithrt die Gleichung (58).
Setzt man niamlich dort ¢ nach Gleichung (13) ein, so erhilt
man

_ b= =gy _

A= a—pn’ a? ip _pT, (63)
d.h. die Einzelstiitze trigt stets 1/, der gesamten Auflast p 7 a2,
und zwar unabhéngig von der Stellung der Stiitze.

e) Die kreisformige Pilzdecke.

Eine Pilzdecke ist im wesentlichen eine Platte, die neben
verteilter Belastung eine oder mehrere Einzellasten trigt, deren -
GroBe aus Forminderungsbedingungen zu bestimmen ist. Uber
die Berechnung von Platten mit mehreren Einzellasten ist unter
I1d das Nétige gesagt worden. Den Gang der Rechnung erkennt
man am besten an einem Zahlenbeispiel. Es soll deshalb hier die

1 Beyer, K.: Die Statik im Eisenbetonbau, 8. 562. Stuttgart 1927.
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in Abb. 19 dargestellte Platte untersucht werden. Der Rech-
nung liegen folgende Annahmen zugrunde:

¢=10,00m, f.a=500m, £=0,500,
h=30cm, E=210t/cm?,

EhR 210-308
K= g = = 1z.35/36  +56000tem,

: K = 4860 tm ,

| ” p=1¢t/m?.
%ﬂ Durchbiegungen und Schnittkrifte werden an
'; Vp; -¥” der eingespannten Platte getrennt bestimmt
@ —r—a-> fiir die Belastung,

Abb. 1p. fiir jede der Stutzkrafte.

Als Belastung ist nach Abb. 19 gleichformig verteilte Vollast
angenommen worden. An Stelle der Vollast kénnte jede andere
Belastung treten, fiir die eine Lésung bekannt ist, also z. B.
Belastung einer Kreiszone, Einzellast in der Mitte, exzentrische
Einzellast (dann mit einem besonderen A-w-System).

Fiir die Auflast werden die gesuchten Gréfen in einem Polar-
koordinatensystem berechnet. Die hierzu nétigen Formeln sind
bekannt. Sie lauten mit ¢ = r/a:

= 2% (1 —g¥2 =0,03215 (1 —g¥)?
64K 9 ’ Q ) ’
My =20 (14 %) — (34 9) ¢) = 7,202 — 19,7922 ,
M, =22 ((149)—(1+34)¢?) =7,202—9,375¢".

Auf die Wiedergabe der zahlenmiBigen Ausfithrung dieser ein-
fachen Formeln wird hier verzichtet.

Die Durchbiegungen und Schnittkrafte infolge der Stiitz-
krafte werden fiir jede einzeln ermittelt. Infolge der einfachen
Anordnung der Stiitzen im vorliegenden Beispiel lassen sich die
fiir eine Stiitzkraft errechneten Werte auch fiir die andern drei
nach entsprechender Drehung des Koordinatensystems wieder
verwenden.

Das bei dieser Berechnung notige A-w-Netz ist bestimmt durch

c und Ay:
1—8 1-025
*2734 = 10,00 . m—- 7,50111 s

Jo=—1log f=+0,69315.

c=a
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Als Koordinatensystem fiir die Superposition dient das oben
erwihnte Polarkoordinatensystem. Abb.20 gibt die Punkte
1 bis 25 dieses Netzes an, fiir
die der Forminderungs- und
Spannungszustand der Platte
ermittelt werden soll. Es ist
néotig, deren Koordinaten 7, ¢
in A, w umzurechnen. Dies
geschieht mit den folgenden
Formeln, die man mit

s=b+¢=1250m
und

rT—8=rcosg, y=rsing

unmittelbar aus den Gleichungen (5), S. 5, ablesen kann:

_ 2¢(s+rcosg)
zanl—_s"-{-c“—l—2.wcos<p—I—rﬁ” l (64)
tan o — —2¢rsing l
a w_82—62+287'008¢—{—7'2’

Setzt man die Zahlen des Beispiels ein, so erhilt man:

_ 187,5 15,0 7 cos ¢
Tani= 212,50 + 25,07 cos 72 ’
" . 15,0rsin @
AN 0= ""760,00 + 25,0 cos g + 12 *

Ehe man die Durchrechnung der Gleichungen (44), (47) be-
beginnen kann, ist noch die GroBe der Stiitzkraft A zu bestim-
men. Das geschieht wie bei einem statisch unbestimmten System.
Bezeichnet man die vier Stiitzen mit den Indizes a, b, ¢, d (Abb. 20)
und die von der Stiitzkraft A = — 1t in diesen Punkten er-
zeugten Durchbiegungen durch Doppelindizes in der iiblichen
Schreibweise, so ist nach (44) und (45):

SZRK $0a=20,25=0,50000,

8nKC _SnKC _ 1
@ ThaT g2 PdaT (§571,0700 + cos149°2°

— e~ 10700 _ 2.0,3769 - ¢~ 1.0700) == (,164 92 ,

-(0,25- ¢1,0700
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8n K . — 1
¢ °°% (00,9163 + cos180° (

—2.0,2232- ¢ 09163) — (0,103 57 .

0,25 £0,9163__ ¢~ 0,0163

Die in diesen Ansitzen vorkommenden Zahlen sind die nach
(64) berechneten Koordinaten 1, w fir die Punkte r/a = 4/,
@ = 90° und r/a = ¥4, ¢ = 0°.

Die Durchbiegung der Stiitzpunkte infolge der Auflast erhélt
man zu

K-Loo= 202 (10,5072 = 87,8906
Daraus ergibt sich
A a0 87,8906-8

T . X 20,4 C.. 0,75%(0,50000 + 2 -0,16492 + 0,10357)

=142,0714 ¢ |.

Setzt man diesen Wert in (44) und (47) ein, und beachtet man
dabei fiir das Vorzeichen, daf3 die Stiitzkriafte von unten nach
oben wirken, so erhilt man die folgenden Formeln, die zur ta-
bellarischen Durchrechnung fertig zusammengefaf3t sind:

0,125 ¢4 — (A—0,1931) e *

CofA + cosw ’
M, =—3,8932 + 2,7900 1 + 0,6976 e~ 2+ — 3,3480 e*cosw,
M, == —2,7773 + 2,7900 1 — 0,6976 ¢e~2* — 0,8370 eAcosw.

{=—0,038749

Wenn man fiir die hier vorkommenden Funktionen gute
Tabellen zur Hand hat?, ist die Durchrechnung dieser Formeln
eine einfache Sache, die aber dadurch sehr zeitraubend wird,
daB zur hinreichenden Darstellung des Spannungsverlaufs in
der Platte die Durchbiegungen und Momente fiir eine sehr grole
Zahl von Punkten ausgerechnet werden miissen (im hier durch-
gefithrten Beispiel 73 Punkte).

Von einer Wiedergabe der umfangreichen Zahlenrechnung
soll hier abgesehen werden. Sie liefert die Durchbiegungen infolge
der Kraft A, und die zugehérigen Momente M;, M bezogen
auf das durch die Lage des Stiitzpunktes a bestimmte 1--System.

1 7. B.: K. Hayashi: Finfstellige Tafeln d. Kreis- u. Hyperbelfunk-
tionen. Berlin 1921.
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Diese Werte sind nun mit den entsprechenden, zu den andern
drei Stiitzkriaften und der Nutzlast gehérenden zu superponieren.
Fiir die Durchbiegung
geschieht dies einfach
durch Addition. Bei den
Momenten ist eine gra-
phische  Superposition
mit dem Momenten-
kreis! das zweckmiBig-
ste Verfahren. Abb. 21
gibt die Konstruktion
fiir den Punkt 12 (vgl.
Abb. 20!) wieder. In
Abb. 21a sind die von
den vier Stiitzkraften treis ,m,z,m/,,, @
Aa: Ab, Ac, Ad erzeugten Areise be,d Tcm:005mt/m
Spannungszustinde dar-
gestellt und aus ihnen ™~
die Momente M,, M,
M,, gewonnen worden.
Diese sind zusammen a Biegung
mit den von der Last 2
herrithrenden Momen- 4
ten in der folgenden Ta-
belle angegeben worden.

Torsion

8 iegung

Torsion

Die letzte Zeile der Ta- Tem: 1mt/m
belle enthalt die Super-
positionsergebnisse. Abb. 213, b.
M, M, Mo
Last mt/m mt/m mt/m
p | —3841 12,018 —
A, + 0,294 — 0,776 — 0,486
A, + 0,549 —0,134 + 0,098
A, + 0,323 + 0,050 + 0,020
A, + 0,383 + 0,023 — 0,064
z | —2,202 + 1,181 —0,432

Mit den hier berechneten Momenten, die den Spannungszustand
des Punktes unter dem Einflul aller Lasten und Stiitzkrafte he-

1 Nadai, A.: Die elastischen Platten, S.16. Berlin 1925.
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stimmen, ist dann der Momentenkreis der Abb. 21b gezeichnet
worden, der die Hauptspannungsrichtungen ¢ und b und die
Hauptspannungsmomente

M,=—1350mt/m und M,= + 1,230 mt/m

liefert. Die auf diese Weise gefundenen Hauptspannungsrichtungen
bilden die Unterlage zur Aufzeichnung von Momententrajektorien,
die in der Abb. 22 dargestellt sind.
Dabei ist zu beachten, dal} der gegen-
seitige Abstand dieser Kurven im
Gegensatz zu den Spannungstrajek-
torien nichts mit der Groéfle der Mo-
mente zu tun hat. Die Dichte der
Kurven ist also hier ganz willkiirlich.

- Die Momente, die zu den durch
die Trajektorien angegebenen Schnitt-
richtungen gehoren, sind in den Abb. 23 und 24 dargestellt. Die
Kurven zeigen den Verlauf der Momente lings der Radien ¢ = 0°
(durch eine Stiitze), ¢ = 22° 30" und ¢ = 45° (Symmetrieachse

Abb. 22.

& &
1 %Y8 68 58 &8 58 218 18 0 18 b/8 5/8 48 38 28 18 O
mi/m mf/,,,
_7 l . _7 -
o\ N R e o 3 e B -6
s/
—y \ &/ \ - P \ ]
SN I S/ T\
CEINT 2 T\
i AN I \
’ 5 Y \
N 7 \
+7 +1 \\ P=553
+2 N ‘2 2% N
N \V::((;\\
+3 +3F
+y Yy
Ma My
Abb. 23. Abb. 24.

zwischen den Stiitzen). Die in Abb. 23 dargestellten Momente M,
sind fiir die erste und dritte Kurve identisch mit M,. Sie treten
allgemein in Schnitten auf, die lings der ringférmig umlaufenden
Trajektorien gefiihrt werden. Die Momente M, der Abb. 24 sind
die in den senkrecht hierzu laufenden Schnitten auftretenden
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Momente. Sie gehoren also zu Schnitten in Richtung der radialen
Trajektorien.

In Abb. 25 ist die Biegefliche der Pilzplatte durch Hohen-
schichtlinien dargestellt. Sie gewdhrt eine gute Vorstellung von
der statischen Wirkungsweise der Platte und ihrer Stiitzen.
Fir die Dimensionierung wird sie natiirlich nicht gebraucht.

Abb. 25.

f) Die frei gelagerte Pilzdecke.

Die Abb. 23 zeigt, daBl die Verdnderlichkeit der Einspan-
nungsmomente lings des Randes verhdltnismiBig gering ist.
Je groBer dieZahl der Zwischenstiitzen ist, um so gleichméBiger
wird sich diese Momentenverteilung gestalten. Man kann deshalb
aus den hier gegebenen Ansiitzen auch eine Néherungslosung fiir



54 SchluBbemerkungen.

die am Rande frei gelagerte Pilzdecke gewinnen, indem man zu
den schon vorhandenen Durchbiegungen noch als weiteren
Anteil die Durchbiegung infolge eines lings des ganzen Randes
gleichférmig verteilten Momentes M hinzufiigt, das so grol
gewihlt werden muB, daf} das Einspannungsmoment der Platte im
Mittel Null wird. Diese Losung lautet mit ¢ = r/a:
M a?
C=sxarnt—@):

Die unter V,e berechnete Pilzdecke mit vier Stiitzen wire dann
als fiinffach statisch unbestimmtes System zu untersuchen. M
ist die fiinfte Uberzihlige.

Man kann statt dessen auch aus den unter IV gegebenen
Partikularlésungen eine Losung fiir die Platte mit Einzellast
ansetzen, bei der unter Verzicht auf die Einspannungsbedingung

-
%i= 0 fir den Rand die Bedingung § M;ds=0 erfiillt ist.
Hierzu kommt dann fiir die Auflast p die bekannte Losung fiir
die frei aufliegende Platte in Polarkoordinaten.

Ein Ansatz, der am Rande die Bedingung M; = 0 streng
an jeder Stelle erfiillt, 148t sich aus den vorhandenen Teillssungen

nicht bilden.

VI. Schlufibemerkungen.

Am Schlusse der Arbeit ergibt sich von selbst die Frage nach
dem erreichten Ziel und seinem Wert.

Das erste wesentliche Ergebnis dieser Arbeit liegt darin,
daBl ein gangbarer Weg zur zahlenmiBigen Durchrechnung
schwieriger Aufgaben gezeigt worden ist, der allem Anschein nach
auch fir andere Formen und Belastungen von Platten mit Vor-
teil Anwendung finden kann. Die Frage, inwieweit auch die
schwierigste und lohnendste aller Plattenaufgaben, die Berech-
nung der Rechteckplatte, dadurch der endgiiltigen Losung néher
kommt, mufl offen gelassen werden. Das zweite Ergebnis von
Wert ist die Moglichkeit der strengen Berechnung einer Pilzdecke,
wenn auch nicht der rechteckig begrenzten. Die hier gegebenen
Formeln und Rechenverfahren geben die Moglichkeit, fiir eine
Pilzplatte, die nicht durch hochgradige Symmetrie (wie die Kreis-
pildecke mit einfacher Mittelstiitze) das Wesentliche zu sehr ver-
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wischt, Biegeflichen, Momentenflichen und -trajektorien zu
zeichnen. Die an dem hier durchgerechneten Beispiel vorhandene
Symmetrie 148t sich leicht beseitigen. Sie ist nicht nétig fiir die
Anwendbarkeit der Methode.

Technisch verwendbar sind diese Rechnungen in erster Linie
fiir den Bau von Eisenbetonbehiiltern. Versenkte und unversenkte
Wasserbehiilter mit Zwischenstiitzen werden vielfach gebaut
und dann meist mit Unterziigen ausgefithrt. Hier ist die Moglich-
keit geschaffen, solche Behilterdecken ohne Unterziige als punkt-
gestiitzte Pilzdecken streng zu untersuchen und danach zu kon-
struieren. Die Losung fiir die exzentrische Punktlast kann na-
tiirlich auch weit dariiber hinaus iiberall da Anwendung finden,
wo Kreisplatten im Ingenieurbau verwendet werden.

Zahireiche Fragen, die hiermit im Zusammenhang stehen,
konnten im Rahmen dieser Arbeit nur angeschnitten werden.
Die Kreisringplatte allgemeiner Form, die Platte mit einer ex-
zentrischen kreisférmigen Auflast, die frei gelagerte Platte, die
Platte mit Punktmoment an beliebiger Stelle und in beliebiger
Richtung, das alles sind Plattenaufgaben, deren Losung brauch-
bar und zum Teil dringend ist. Es sind Fragen, die sich mit den
hier gegebenen Mitteln behandeln lassen und zu deren Losung
hier ein Anfang gemacht ist.
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