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ПРЕДИСЛОВИЕ К ТРЕТЬЕМУ ИЗДАНИЮ 

Первое издание :этой книги вышло в енот в 1965 году, 
второе - в 1968 году, и оба издания быстро разошлись. 
Поскольку тираж был совсем не малым, книга еще име
ется в библиотеках, однако новое поколение математи
ков уже давно лишено возможности купить ее. По свое
му содержанию эта книга сильно отличается от других 
учебников по теории авалитичесних фуннций, хотя за  
петеншее время появилось немало новых учебнююв. Мне 
трудно судить, хороша ли эта книга,  но она, по-видимо
му, нашла своего читателя (возможно, и не того, для ко
торого 11 ее писал) . 

За четверть века, прошедшие с того времени, ногда я 
начал писать эту нвигу, мои взгляды на то, кого, чему и 
кан надо учить в теории аналитпчесюrх фупнций, силь
во измевились. Однано написанная книга существует в 
том виде, в котором она есть,  и притом rшолне успешно 
( в Чехасловакии ее перевели в 1981 году, наверное, 
из-за невозможности достать ее на руссн:ом или апглий
СIЮМ язьше) . Поэтому я не стал вносить в третье изда
ние снольно-ппбудь серьезных изменений, а ограничился 
лишь исправлением замеченных петочностей и улучше
ниями отдельных доказательств. 

М. А. Евграфов 

ИЗ ПРЕДИСЛОВИЯ К ПЕРВОМУ ИЗДАНИЮ 

Предлагаемый учебвин рассчитав на студентов и дру
гих читателей, владеющих основами математичесного 
анализа в объеме первых двух нурсов университета. 

Порядок изложения материала в настоящем учебнике 
существепво отличается от других учебников по теории 
аналитических функций. Речь идет о месте строгой тео-
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рии многозначных аналитических функций, излагаемой 

на основе аналитического продолжения. Во всех припя
тых учебниках эта теория излагается лишь в самом кон
це, а в предлагаемой книге она помещена значительно 
ближе к началу (глава III). Для такого расположения 
материала имеются достаточные основания. Во-первых, 
с точки зрения логики изложения аналитическое про
должение играет в теории аналитических функций не 
меньшую роль, чем теория проделов в анализе. Во-вто
рых, зто очень выгодно с чисто практической точки :Jро
нин, так как раннее использование аналитического про
должения поз воляет сэкономить много места и времени 
в )lальнейшем. Обычные возражения против такого рас
положения основаны на мнении о трудности этих вопро
сов для понимания. Однако их трудность сильно преуве
личена. Кроме того, при введении элементарных много
значных функций те же трудности все равно приходится 
преодолевать, причем более искусственным ( а  потому и 

менее попятным) способом. По всяком случае опыт чте
ния лекций по теории аналитических функций в Москов
С1ЮМ физико-техничестюм институте убедил меня в том, 
что две-три трудные (но вполне доступные) лекции 
вполне оправдываются лучшим пониманием всего даль
пейшего материала. Значительно легче проходили и уп
ражнения, так как вопрос о выделении регулярной вет
ви переставал быть трудоемким и малопонятным. 

Немалое значение имеет и то, что у учащихся с са
мого начала вырабатывается правильная и четкая точка 
зрешrя па изучаемый предмет. 

IIpи написании книги я стремился к возможно боль
шей независимости отдельных глав, .чтобы на основе 
нниги можно было строить много различных по содер
жанию курсов.  Объем материала,  изложенного в учебни
не, значительно превышает содержание обычно читаемых 
курсов ТФRП. Стоит подчерннуть, что все главы написа
ны на уровне, вполне доступном для студентов III курса. 

Отмечу имеющиеся связи между главами. 
R главе I следует обращаться только за справками. 

Главы II-IV совершенно необходимы для всего даль
нейшего. Главы Vl и VII совершенно не связаны с гла
вами V и VIII- Х. Глава VIII существенно опирается 
на главу V, а сама служит основой для глав IX и Х. 
Главы IX и Х довольно слабо связаны между собой. 



Глава 1 

ВВЕДЕНИЕ 

Изучение теории аналитических функций требует от 
изучающего хорошего владения всем !{урсом математиче
ского анализа,  и хотелось бы предполагать у читателя 
все необходимые знюiия . К сожалению, в курсах анали
за принято излагать все вопросы для действительпых 
функций действительных псременных. Из-за этого стано
вится необходимым привести хотя бы формулировки ос
новных сведений о пределах, непрерывности, интеграла':: 
для комплекснозначных фующий комнлен:сной: перемен
ной. В главу включены также нююторью элементарные 
снедения о топологии. Чтение этой гдавы не обязательно 
для понимапия, но . в случаях неясностей к ней полезно 
обращаться за справками. 

§ 1 . Комплексные числа 

Рассмотрим множество, элементами которого являют
ся всевозможные пары (а ,  Ь) , где а и Ь - действитель
ные числа. Будем считать дне пары (а, Ь) и ( с, d) рав
ными, если а = Ь и с = d. На множестве этих пар вве
дем операции сложения и умножения формулами 

(а, Ь) + (с, d)=(a + b, c + d) , 
(а, Ь) ( с, d) = (ac- bd, ad+bc:) .  

Полученный таким образом объект назовем полем комп
лекст-tых чисел, а каждый его элемент -- комплекст-tым 
числом. 

Исходя из определения, петрудно проверить, что вве
денные операции сложения и умноженин комплексных 
чисел обладают свойствами : 

1 .  Ассоциативности, т .  е. 

( z+ � )+ w=z+(�+ш), 

( z� ) w = z(�w). 
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2. Rоммутативности, т .  е. 

z + � = � + z, z� = �z. 

3. Дистрибутивности, т .  е. 

z(� + w) = z� +zw. 

Определим умножение RомплеRспоrо числа z = (а, Ь) 
на действительное число с равенством 

с (а, Ь) = (са, сЬ) . 

Тогда любое RомплеRсное число можно записать в виде 

(а, Ь) =  ае1 + Ье2, е1 ={1, 0}, е2 = (0, 1 ) .  

ЧпсJrо е1 ведет себя нри умножении RaR единица, таR 
RIO{ ze 1 = z .  Поэтому разумпо отождествить е1 с едини
цей.  Для числа е2 обычно употребляется обозпачепив 
е2 = i, а называется оно мш1мой единицей. Нетрудно про
верить, что i2 = -1. Таю1м образом, RомплеRсное число 

записывается в виде 

{а, Ь) = а + Ьi. 
RомнлеRсное число а + Oi отождествляется с действи

тельным числом а, а RомплеRсное число О + ib называ

ется чисто .мпи.мым. 
RомплеRсное число можно рассматривать RaR расши

рение понятия действительного числа. Для RомплеRсных 

чисел справедливы те же основные аRсиомы, что и для 
действительных чисел, за исюrючением аRсиомы Архиме
да об упорядоченности. Понятия <<больше>> и <<Меньше» 
ДЛЯ RОМПЛ8RСНЫХ ЧИСеJI СМЫСЛа не ИМеЮТ . 

Действительные числа изображаются точRами пря

мой. RомплеRснью числа естественно изображать точltа
ми ПЛОСRОСТИ. Именно, RОМПЛеRСПОе ЧИСЛО а +  Ьi МЫ бу

дем изображать точRой плосRости с абсциссой а и орди
натой Ь. RомплеRсное число можно таRже изображать и 

'веRтором, тем более что RомплеRсные числа сRладывают
ся RaR веRторы. Впрочем, аналогией между RомплеRсны

ми числами и веRторами увлеRаться не следует. Ни сRа

лярное, ни веRторное произведения не имеют ниRaRoro 

отношения R умножению RомплеRсных чисел. 

Приведем ряд традиционных названий и обозначе

ний, ОТПОСЯЩИХСЯ R IЮМПЛеRСНЫМ ЧИСЛаМ. 
ПлосRость, на Rоторой изображаются RомплеRсные 

числа, называется по.мплепсиой плоспостъю. 



§ 1. RОМПJШRСНЫЕ tJИCJ1A 9 

Ось абсцисс в в:омплев:сной плоскости называется: 
действителыюй ось!О, а ось ординат - .Мitи.мой осью. 

Пусть z = а + Ьi. У потребляются следующие названия: 
и обозначения : 

а = Re z - действителы-tая часть z; 
Ь = Im z - .мпи.мая часть z *) ; 
а- Ьi = z- число, по.мплепспо сопряжеппое с z; 
У а2 + Ь2 = 1 z 1 - .модуль z ( абсолютпаи величина z); 
arg z - аргу.мепт z; это - число ер, определяемое из 

равенств 

Аргумент z определяетсн с точностью до прибавления: 
целого кратного 2n. 

Все введенные величипы имеют nростой геометриче� 
с1шй смысл на комплексной плоскости. Тав:, модуль z -
это расстоянпо от начала Rоординат до точiш z, аргумент 
z- это угол от положительного направления действи� 
тельной оси в: вектору, идущему нз начала координат в 
точку z. 

Отметим два важных перавенства длн модулн. 
Т е о р е м а 1.1. Д ля любых по.мп.лепспых чисел z 1 и Z2 

llz11- lz2ll :;:;;:;. lz1 + z2l:;:;;:; lz1l + lz2l. 

Д о к а з  а т о л ь с т в о. Рассмотрим треугольник с вер
шинами О, z1, Z1 + z2. Длины его сторап равпы: lz1l ( от О 
ДО Z! ) , lz2l (от Z1 ДО Z1 + Z2 ) И lz1 + Z2 l (от Z1 + Z2 ДО 0}, 
тап: I{ai{ расстоннпо между точ1шми: z и � равно lz- �1. 
Мы знаем, что длина сторапы треугольника не больше 
суммы длин двух других сторон и но менъше абсолютной 
величины и х  разности. Применяя ;:�ти утверждения: 
к стороне от z1 + Z2 до О, получаем требуемые нера
вонства.  

С помощью введенных обозначений лвгв:о записыва
ются различные области комплексной плоскости (или 
линии на пей). Например: 

Неравенству 1 z - zo 1 < R удовлетворяют точки z, ле
жащие в круге радиуса R с цептром в точi:е z0• 

*) Обозначения Re и Im появились как сонращепил французских слов Reel (действительный) и Imaginaire (м:нпмыii). 
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Неравенству Im z > О удовлетворяют точки z, лежа
щие в верхней полуплоскости, т .  е .  выше действительной 
оси. 

Неравенству 1 arg z - е 1 < '11 удовлетворяют точки z, 
лежащие внутри угла раствора 2'11 с вершиной в начале 
н:оординат и с биссектрисой, образующей угол е с поло
жительной частью действительной оси. Точки биссектри
сы описываются равенством arg z = е. 

Для комплексных чисел часто употребляется так на
зываемая показательная или тригонометрическая запись: 

z = re1'P 

( здесь е1'Р понимается согласно формуле Эйлера как 
cos <р + i sin <р) . Нетрудно видеть, что 

Re z = r cos <р, Im z = r :sin <р, 
lz l = r, arg z = <р + 2лk, z = re-1'P. 

Из определения произведения комплексных чисел 
можно вывести следующий результат : 

При перемпожепии помплепспых чисел модули пере
мпожаются, а аргумепты спладываются. 

Обычно мы будем пмеrь дело с так называемой рас
тиреппой помплепспой плоспостью, дополнив комплекс
ную плоскость беспопечпо удалеипой точпой, соответст
вующей условному коl\Iплексному чпслу оо, Расширен
ную комплексную плоскость называют также помплепс
пой сферой или сферой Римапа. Это.назвавие оправды
вается сл.едующей геометрической интерпретацией ( сте
реографичеспая проепция) .  

Представим себе плоскость в трехмерном пространст
ве и сферу радиуса 1 /2, лежащую на этой плоскости и 
касающуюся ее в начале координат . Обозначим начало 
координат через О, а диаметрально противоположную 
точку сферы через Р. Каждой точке z вашей плоскости 
поставим в соответствие точку А ( z) сферы, являющуюся 
пересечением сферы с прямой, соединяющей точки z и Р. 
При этом каждая точка сферы кроме точки Р находится 
во взаимно однозначном соответствии с точками плоско
сти. Нетрудно заметить, что когда l z l -+ оо, точка А (z) 
стремится к точке Р. Поэтому естественно считать, что 
точна Р сферы соответствует беск.онечно удаленной точне 
расширенной плоскости. 

· 
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Иногда бывают полезны формулы, выражающие ноор
динаты точки А ( z) сферы Римана через Iюординаты точ
ки плоскости. 

Т е о р е м  а 1.2. При стереографичеспий проепции точ
пе  z 

= 
х + iy ставится в соответствие точ,r>л А (z) сферы 

�2 + '112 + ( �- �У = 1 с поордипата.ми 

х у 1 z 1 2 
� = 1 + 1 z 12 ' '11 = 1 + 1 z 12 ' � 

= -1 + 1 z 12 • 

Д о к а з а т е л ь  с т в о. Поскольку проен:цил точки А 
лежит на прямой Oz, от � = 'Лх, '11 = Лу, где Л - некото
рый действительпый множи-
тель. Для его определении Р 
найдем � .  Рассмотрим сече
ние сферы и плоскости пло
скостью, проходящей через 
точки О, Р и z (рис.  1 ) .  Пря
моугольные треугольники 

OPz и OAz подобны. Высота 
треугольника OAz равна �. 
а гипотенуза l z l .  Отрезок ОА 

z 

Рис.1 

является катетом треугольника OAz и выеотой треуголь
ника OPz. Из подобил треугольников OPz и OAz имеем 

� ОА 
ОА = ОР' 

Oz = l z l ,  ОР = 1 , 

откуда находим � = 1 z 12 • 
1 + l z l2 

� ОА, 
Oz = Pz ' 

Pz = 1'1 + tz l 2, 

С помощью уравнения сферы Jiегко определяем вели-
1 

чину Л = 2 , а затем � и '11· 1 + 1 z l 
С л е д с т в и е .  Л усть k ( w, z) - расстоя11.ие между точ

пами А ( z) и А ( w ) . Тогда 

lw-z l k(w, z) = 
V V , 

1 + l ш 12 1 + 1 z 12 
1 k (zv, оо) = V 

. 
1 + lш 12 

Это утверждение легко получаетел иа формул тео
ремы 1.2. 

Величина k (zv, z) называется хорда.л.ьпы.м расстояии
ем между точками w и z. 
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§ 2. Множества, функции и кривые 
Нам придется иметь дело с различными множествами 

на расширенной :компле:ксной плосrюсти, и во избежание 
недоразумений определим здесь смысл терминов, которы
ми будем пользоваться . 

Вместо слов <<точ:ка z принадлежит множеству Е>> мы 
обычно будем писать формулу z Е Е, а вместо слов <<точ
ка z не принадлежит множеству Е>>- формулу z Ф Е. 

Пересечепие.м, .м,пожеств Е1 и Е2 мы назовем множест
во Е, состоящее из точе:к, принадлежащих как Е1, 
так и Е2. 

Расстояпие.м, .между .мпожества.ми Е1 и Е2 назовем 
величипу 

р (Е 1, Е 2) = inf 1 z - ь 1 · 
zeE1,\,EEs 

Диа.метро.м, .мпожества Е мы назовем величину 
sup 1 z - z' 1 · 

zEE,z'EE 
О,;рестпостыо точ,;и zo будем называть круг 

/ z- zo l < r, где г- любое положительное число. 
О,;рестпостыо бес,;оиечпо удалеипой точпи будем на

зывать множество l zl > R при любом R (внешность кру
га)*) .  

Точ:ку z назовем предельпой точr;,ой .мпожества Е, ес
ли в любой окрестности точки z бесконечно много точек 
множества Е. 

Точ:ка z называется впутреппей точпой .м,пожества Е, 
если имеется ее о:крестность, состоящая только из 
точек Е. 

Точi\а z называется внешпей r;, .мпожеству Е, если 
имеется оr\рестность точюr z, состоящая только из точек, 
не принадJн!жащпх Е. 

Точка z называется грапичной точпой .мпожества Е, 
если в Jiюбой ОI\рестности точки z есть точки и принад
лежащпе, и но принадлежащие Е. 

Совокупность всех граничных точек множества назы
вается его грапицей. 

Границу множества Е будем обозначать символом дЕ. 
Множество называется аа.м,r;,путы.м, если оно содержи·r 

свою границу. 

*) Окрестностью точки z0 можно назвать и круг k(z, z0) < r 
при любом r > О. Тогда нет нужды выделять бесконечно удален
ную точку. 
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Можно показать, что граница множества всегда яв
ляется замкнутым множеством. 

Множество, получающееся присоединением к Е его 
границы, называется аа.мы".апие."lt Е и обозначается Ё. 

Множество называется отr>рыты.м, есJ!И все его точки 
nнутренние. . 

Открытое множество называется свяапы.м, если его 
нельзя разбить на два открытых множес1�ва, не имеющих 
общих точек. Связное открытое множеетво называется 
областью. 

Замкнутое множество называется свяапы.м, если его 
нельзя разбить на два замкнутых множества, не имею
щих общих точек. 

Область расширенной комплексной плоскости называ
ется п-свяапой об.ластыо, если ее граница состоит из n 
связных замкнутых множеств (называемых 1'0о.мпопепта
.ми грапицы ) . 

Любую п-связную область можно представлять себе 
как односвязную область, в которой nрорезано n - 1 
дырок. 

Отметим еще, что для расширенной комплексной 
плоскости так называемая лемма Гейне - Борели имеет 
место в следующей формулировке . 

Пусть и.меется .мпожество о1'0рестпостей, попрываю
щих в совопуппости аа.мппутое .мпожество Е. Иа этого 
.мпожества всегда .можпо выбрать попечпое под.чпоже
ство опрестпостей, попрывающих в совопуппости .мпо
жество Е. 

В теории аналитических фующий часто приходится 
иметь дело с различными видами кривых на плоскости. 
Поэтому обсудим понятие кривой несколько подробнее, 
чем это обычно делается в анализе .  

Начнем с определепия 7-tепрерывпой ,v;.ривой на плос
Iюсти. 

Пусть x ( t )  и y ( t )- непрерывные на отрезке [О, 1] 
функции параметра t. Уравнение 

z = x ( t)+ iy ( t)= z ( t ) 

пазовем пара.метричес1'0u.м уравпепие.м кривой. Будем: 
считать, что два параметрических уравнения z = z1 ( t )  и 
z = z2 ( t )  определяют одну п ту же пепрерывпую привую 
в том и только в том случае, Iюгда сущеетвует такая не
прерывная на отрезке [О, 1] монотонно возрастающая от 
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О до 1 функция cp(t ) , что Z2 ( t}== zt (cp ( t ) ) .  Направление 
движения точки z ( t ) , отвечающее возрастанию парамет
ра t, мы будем называть положительnьzм. 

3 а м е ч  а н и е 1. Ясно, что параметр t можно с тем 
же успехом считать меплющимсл не на отрезке [О , 1], 
а на любом другом отрезке действительной оси. Отрезок 
[0, 1] выбран только с целью векоторого упрощения 
формулировки . 

3 а м е ч а н и е 2. Совершенно аналогичным образо:м 
можно определить непрерывную кривую не в конечной 
части плосrюсти, а во всей расширенной комплекспоП 
плоскости. Для этой цели необходимо потребовать, чтобы 
точка z ( t) , как точна на сфере Рим ан а, непрерывно за
висела от параметра t (более общий подход к понлтию 
кривой изложен в § 8) . 

Но следует смешивать понлтие кривой с множеством 
точек, через которые эта кривая проходит. Согласно дан
ному определению понлтие кривой включает в себя еще 
и порядон прохождения точек этого множества. Более 
того, одна и та же точна плоскости может отвечать не
скольким точнам кривой. В этом случае будем говорить, 
что кривая имеет точпu самопересечеnия. Произвольпал 
непрерывная кривая может иметь произвольвое число 
точен самопересечения (известен даже пример кривой, 
заполняющей целую область плосности ) . Наглядно кри
вую можно предстаНJшть себе в виде спутанной нитки 
с отмеченными началом и концом, лежащей на плос
кости. 

Кривую, н е  имеющую самопересечений, будем назы
вать простой привой. 

Кривую, у которой конец совпадает с началом, назы
вают аампнутой привой. 

Совпадение на чала и конца нривоii не будем считать 
самонересечешrем, тан что имеет право на существование 
понлтие простой аампиутой привой . 

С помощью понятия кривой можно дать следующий 
удобный критерий связности открытого множества: 

Для того чтобы отпрытое- множество Е было связным, 
необходимо и достаточпо, чтобы любые две его точпи 
можно было соединить nепрерывnой привой, все точпи 
поторой припадлежат этому мпожеству.  

Пронаnольн ые непрерывные кривые могут иметь до
вольно сложное строение (например, существует непре
рывная кривая, заполняющая плоскую область ) .  Поэт о-
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му мы будем иметь дело с существенно более узким 
классом кусочно гладких кривых, который сейчас оп
ределим. 

Кривую С будем называть гладпой привой, если сре
ди ее параметричесiШХ уравнений найдется такое ,  в ко
тором функции х ( t) и у ( t) непрерывно дифференцируе
мы на отрезке [0, 1] , а их производные отличны от ну
ля на этом отрезке. 

Гладкая кривая может быть, а может и не быть 
простой кривой. Если С - простая гJiадн:ая кривая, то 
она имеет в каждой своей точке касательную. 

Кривую С будем называть пусочтш гладпой привой, 
если ее можно разбить на конечное число частей, каж
дая из которых является простой гладкой I{риной. (Со
гJiасно этому определению не каждая гладкая нриван 
является нусочно гладкой. ) 

Для кусочно гJiадкой кривой Jiегко определить по
нятие точпи привой. Именно, длн простой кривой опре
деляем точку кривой как точJ{У плосности, лежащую на 
этой кривой. Для произвоJiьной кусочно гладкой нривой 
С, разбитой на простые глад1ше части, считаем точкой С 
точку каждой из этих частей, причем точки разных ча
стей считаем разными точками С, даже если они отвеча
ют одной точке плоскости (конец одной из частей, сов
падающий с начаJiом следующей части, считаем одной п 
той же точкой С). 

Предложенное опредеJiение позволяет разделить точ
ки самопересечепин кусо<rно гладкой иривой па несколь
ио точеи иривой. Ясно, что разные точки I{риво� отвеча
ют разным значенинм параметра в параметричесиом 
уравнении, а разные значения параметра всегда отвеча
ют разным точкам кривой. 

Поннтие кривой довоJiьно близко связано с понятием 
границы плоской области, хотн, вообще говоря, строение 
границы произвольной плоской области существенно 
сложнее. Простейший пример такой связи дает извест
пан теорема Жордатш: 

Каждая простая аа.мппутая привая разбивает расши
реппую по.мплепспую плоспость ua две области и пред
ставляет собой грапицу паждой иа этих областей. 

ДоказатеJiьство теоремы Жордана в cJiyчae произ
вольной простой кривой представлнет довольно трудную 
задачу, но ДJIЯ кусоч:но гладюrх нривых она геометриче
ски очевидна. 
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В анализе обычно используются области, ограничен
ные копечnым числом попарно непересекающихся кусач
но гладЕих простых кривых. В теории аналитических 
функций часто приходится иметь дело с несколько более 
сложными областями. Эти области получаются из обла
стей описанного вида проведением конечного числа до
полнительных разрезов по кусочио-гладким кривым и 
выкалыванием счетного числа изолированных точек. Раз
резы можно включить в граничные кривые, но тогда гра
ничные кривые уже перестают быть простыми кривыми. 
Кривые, получаемые татшм образом, мы будем называть 
привы.ми со спладпами. Кривая со складками разбивает
ся на простые участки, каждый из которых проходител 
не более двух раз. Участок, проходимый дважды, ирохо
дится один раз в одном направлении, а второй раз -
в противоположном. Отдельпые точки могут проходиться 
любое конечное число раз . 

П р  п м е р  1 .  Пусть т > 2 - целое число. Обозначим 
через D всю расширенную комплеJ{сную плоскость, из 
которой удалены отрезки 

lk = О, ехр ---,;- , 
[ 2kл"] k =о, 1 , . .. , т - 1 .  

Ясно, что D - одпосвязная область, а е е  граница состоит 
из объединения удаленных отрезков, и она представля
ется в виде кривой со стшадками следующим образом. 

Проходим отрезок lo от точки z = О к точке z = 1, 
а затем в обратном направлении - от точки z = 1 к точ
ке z = О. После :этого совершаем аналогичный проход по 
отрезку z,, затем по отрезну l2 , и т.  д. ,  кончая проходом 
отрезка lm-1· 

Каждый отрезт� lп представляет собой простой уча
сток рассматриваемой I{рпвой со складками, проходимый 
дважды, т. е. складну. При полном обходе кривой точка 
z =О проходител 2m раз .  

Области иптересующего нас типа всегда можно раз
бить на конечное число одпосвязных частей, ограничен
ных простыми кусочно гладкими нривыми, таним обра
зом, чтобы эти части не имели попарно общих внутрен
них точек (они должны прилегать друг к другу по гра
ницам ) .  Для областей описанного типа введем несколыш 
позже понятие, заменяющее равномерную непрерыв
ность функцпи в такой области. 
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Введем еще один класс кривых, широко используе� 

мый при интегрир(Jвании. 
Возьмем на кривой С произнольное конечное числ о  

точек и соединим их прямолинейными отреЗI<ами в по
рядке следования по кривой. Если при любом выборе 
точек на кривой длины ломаных ограничены, назовем 
кривую С спря.мляе.мой. Верхнюю грань длин ломаных 
при всевозможном выборе точек назовем длипой привой. 

Очевидно, что любая кусочно гладкая кривая , лежа
щая в конечной части плоскости, спрямляема. 

О некоторых свойствах кривых мы еще будем гово
рить пиже, в § 5 и 7. 

Дадим еще определение фупкции rюмплекспого пере
мениого z = х + iy. 

Пусть r<аждой точке z множества Е поставлено в со
ответствие комплы<сное число f (z ) .  Тогда будем гово
рить, что задана ф уппция f ( z )  , определенная на множе
стве Е. Множество Е называется областью определения 
фующии (хотя оно, вообще говоря, не обязано быть об� 
ластью). 

· 
Обозначая f(z ) =  и +  iv, видим, что любую функцию 

f(z) комплексного перемениого z можно рассматривать 
как пару функций и и v двух действительных перемен
ных х и у. 

Часто бывает удобно рассматривать фунrщию f (z) 
геометрически как отображение, переводящее точки од

ной комплексной плоскости в точки другой комплексной 
плоскости. 

Отображение w = f(z ) пазыnаетел дифферепцируе
.мы.м, если функции 

и (х, y ) ,= Re f (x + iy ) , v(x, y ) = lmf(x + iy) 

имеют непрерывные частные производвые по х и по у. 
Велпчппа 

D (х, у) = и�v� - v�и� 
называется Я1'iобиапо.м дифференцируемого отображения 
w =f (z ) .  

Линейное отображение 

и =  Ь,о + ь\1 (х - Хо ) + ь,2 (У- Уо) ,  

v = Ь2о + ь2 1 (х- Хо) + ь22 (У- Уо), 
2 М. А. Евграфов 
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Ь1о = и (хо, Уо), Ьн = и� (хо, Уо), bl2 =и� (то, Уо), 
ь20 = v (хо, У о) , ь21 = v� (хо. У о), ь22 = v� (хо, У о), 

называется главпой линейтюй частью отображепия w = 
= f(z) в ТОЧУi,е zo = Хо + iyo. 

Условие D(xo, Yo)=l= О озпачает, что главная линейная 
часть отображения в точке zo является невырожденным 
линейным отображением. В этом случае мы говорим, что 
отображение w = f(z) ne вырождепо в точl'i,е zo. 

О более общем: подходе к понятию отображения мы 
будем еще говорить в § 8 этой главы. 

§ 3. Пределы п ряды 

Поскольку в анализе обычно изучаются лишь преде
лы действительных функций, изложим: кратко основные 
сведения о пределах фунюJ;ий комплексного переменного. 

Пусть функция f(z) определена на множестве Е, � 
предельная точrш множества Е, п пусть существует чис
ло А, удовлетворяющее условию : 

Для любого в> О можно указать такое б> О, что при 
О< lz- �1 <б, z Е Е, выполняется неравенство 

1/(z)- Al <в. 

Тогда будем говорить, что при z --+ � по множеству Е 
существует предел фупУi,ции f(z), равный числу А. Этот 
факт будем записывать одной из двух формул': 

lim f(z) =А, f(z)-+-A (z-+-�, zE Е) . 
Z->\,,zEE 

Еслп множество Е содержит накую-либо онрестность 
точки �. то уназалпе z Е Е в этих формулах будем: 
опускать. 

Формулировrш легно видоизменяется для случая, ног
да � = оо пли А = оо ( плп оба вместе )  . При � = оо нужно 
писать 

lzl > R, z Е Е, вместо О< lz- �1 <б, Z•EE, 

а при А = оо нужно писать 

l/(z)l > R  вместо lf(z)-AI <в. 

Предел последовательпасти является частным: случа
ем предела фушщии, когда Е совпадает с множеством: 
целых положительных чисел. 
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Приведем несколько свойств пределов, доказательство 
которых предоставим читателю. (Здесь речь идет только 
о 11,011ечпых пределах. ) 

Предел суммы 11,оnечного числа слагаемых существу
ет, если существуют пределы слагае.11tых, и равеп сумме 
;Jтих пределов .  

Предел произведеиия ,.онечnого числа сомт-tожителей 
существует, если существуют пределы сомтюжителей, и 
равеп произведепию этих пределов. 

Предел частного существует и равеп частпому преде
лов, если существуют пределы числителя и знаменателя 
и если предел зnамепателя от личеп от пуля. 

Для существования предела 11,0мп.ле,.спой величины 
необходимо и достаточпо, чтобы существовали пределы 
ее  действительпой и мнимой части. 

Для существования предела J (z) при z, стремящемся 
,. t по Мftожеству Е, 1tеобходимо и достаточпо, чтобы вы
полнялось условие: для любого 8 > О  • ."ожно у11,азать та
,.ое б > О, что при любых z Е Е, z' Е Е, l z - t 1 < б, 
1 z' - t 1 < б, имеет место не равенство 

l f ( z ) - / (z' ) 1 < 8 
(цитерий Коши) . 

В дальнейшем часто придется пользоваться символа
ми �, о, О. Смысл этих символов тан.ой: 

Формула f (z ) � <p (z )  (z-+ t, z Е Е) означает ,  что 

1. f (z) 1 Iill q> (z) = . 

Формула f (z ) = o (<p (z)) (z-+t, zEE) означает, что 

1. f(z) О lffi q> (z) = . 

Формула f ( z)= O (<p (z ) ) ( z Е Е) означает, что 

1 / ( z) l  < C I <p ( z) l  (zEE) . 
(Иначе говоря, / (z) = O (<p (z) )  ( zEE) означает,  что от

ношение '�� ограничено на множестве Е *) . ) 

Большое значение имеет понятно равномерн:ого стрем
ления к пределу. 

*) Наряду с формулой f(z) = O(cp(z)) (z Е Е) часто используется и формула 
f(z) =O(cp(z)) (z-+�, zEE) ,  

смысл которой определяется попятным образом. 
2* 
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Пусть нам дана функция f(z, w ) , зависящая помимо 
z еще и от параметра w, и пусть 

f(z, w)-+ <:p(w) (z -+ �. z Е G) 

нри любом фиксированном w Е Е. Будем говорить, что 
стре:м.лепие n пределу равпомерпо по w Е Е, если для 
любого е > О можно указать такое б > О, зависящее 
только от е, но не от w, что при z Е G, О< lz- �1 <б, 
и при всех w Е Е выполняется неравенство 

lf(z, w) - <p(w) 1 < 8. 

Понятие равномериости нрименимо и к символам: о 
и �. Оно означает, что стремление к пределу, входяще
му в онределение символа, равномерно по указываемому 
параметру. Для символа О равномерность означает, что 
постоянную С, входящую в его определение, можно вы-

брать не за:Висящей от указываемого параметра ( иначе 

говоря что отношение 1 (z, w) равномерно ограничено ' q> (z, w) 

по указываемому параметру. ) 
00 

Будем говорить, что ряд � иn сходится, если после-
1 n 

доватсльность U n = � и��, имеет предел при п -+ оо. Этот 
1 

иредол называется суммой ряда. 
00 

Ряд � Un называется абсолютно сходящи:мся, если 
1 

00 
сходится ряд из модулей его членов � 1 Un 1. Абсолютно 

1 
сходящийся ряд сходится. 

Приведем основные сведения о числовых рядах. 
1. Для сходимостu ряда � Un необходимо и достаточ

но, чтобы выполнялось условие: для .любого 8 > О можно 
упааать тапое чuс.ло N, что при любых п > N и п' > N 
uмеет место перавепство 1 � и��, 1 < е. 

2. Д .ля сходимостu ряда � иn необходимо, чтобы 
Un-+ О. 
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3. Е ели ряд � ип абсолютпо сходится и 1 v" 1 < 1 ип 1, то 
и ряд � Vn абсолютпо сходится. 

Часто рассматринаются и функциональные ряды 
� ип (z). Для функциональных рядов большое значение 
имеет понятие равномерной сходимости. 

Будем говорить, что ряд � ип (z) , сходящийся при 
каждом z Е G, равпомерпо сходится по z Е G, если для 
любого е > О можно указать такое число N, зависящее 
только от е, но не от z ,  что при п > N, п' > N и при лю-

бых z Е G выполняется перавеяство 1 � ип (z) 1 < е. 

Очень употребителен следующий простой признак 
равномерной сходимости фующиональных рядов, нося
щий название пpuanaroa Вейерштрасса: 

Если 1 ип ( z) 1 < и" при всех z Е G и ряд � ип сходит
ся, то ряд � ип (z) равпомер1ю сходится по z Е G. 

В заключение приведем необходимые сведения о сте
пеппых рядах, т .  е. о рядах вида 

00 
(3. 1 )  

где z ,  а и Сп - комплексные числа. 
Следующее утверждение носит название первой тео

ремы Абеля. 
Т е о р е м а  3. 1 .  Если ряд (3. 1 )  сходится при z = zt, 

то оп абсолютпо и paвuo.Jtteptta по z сходится в любо.м 
rоруге lz - al � R, где R < l zt- al . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как ряд ( 3. 1 )  сходится при 
z = Zt, то согласно свойству 2 cn(Zt- a)n �О. Но после
довательность, стремящаяся к нулю, ограничена по мо
дулю. Значит ,  

l c,.(zt - a) "l � М (п;;;:: 0) .  

Далее, для любого z из круга l z - a l � R, R < l zt - a l , 
имеем перавеяство 

1 :1_аа �� lzl�al =8, 0 �0<1 . 
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Но при О.::;;; е< 1 ряд � меп абсолютно сходится. При
меняя признак Вейерштрасса, получаем утверждение 
теоремы. . 

Из первой теоремы Абеля следует важный вывод. Су
ществует число R, обладающее свойством : при lz- al < 
< R ряд (3.1 ) сходится, а при l z - a l  > R расходится. 
(Число R может быть и нулем или бесrшнечностью. ) 
Это число R называется радиусом сходимости ряда ( 3 . 1 ) ,  
а л:руг 1 z - а 1 < R - пругам сходимости р.яда ( 3 . 1 ) .  

Для определения радиуса сходимости ряда (3.1 ) по 

его I\оэффициептам С п  имеется формула 
1 - _!tf'Т:I" R = lim v 1 Сп 1, 

n->oo 

носящая название формуды Коши - Адамара. 

§ 4. Непрерывные фушщии 

Функция f (z ) , определенная на множестве Е, назы
вается непрерывной в точпе � Е Е, если для любого 8 > О  
можно указать такое б > О, что при z Е Е, 1 z- � 1 < б, 
имеем 1/(z)- /( � )  1 < 8 . 

Функция f (z), определенная на множестве Е, называ
ется liепрерывной па этом множестве, если она непре
рывна в каждой его точке. 

Отметим ряд свойств непрерывных функций. 
Лепрерывпасть фунпции f (z ) пш�tn.ttепсного перемеп

ного z = х + iy эпвива.ttенл-tа непрерывности действите.ttь
ных фуппций и(х, у) и v(x, у) : 

и (х, y)=Re/(x+iy), v(x, y) =Imf(x+iy), 
двух действите.ttыiых перемепных х и у. 

Сумма и произведение двух ltепрерывных фунпций 
ltепрерывпы. 

Ч астиое двух пепрерывпых фунпций непрерывпо в 
точпах, где зпамепате.ttь ne обращается в ну.ttь .  

Ec.ttи Зltaчemtя пепрерывllой lla множестве Е фую;.
ции f(z) попадают в множество Е, па потаром пепрерыв
па фуNnция F(z), то фуllnция q;(z)=F(!(z)) пепрерыв
uа па мrюжестве Е. 

Т е о р е м а  4. 1 .  Ec.ttи фунпция f(z, w) при всех WE 
Е G llепрерывпа lla мuожестве Е пап фуппция z и 

f(z, w) -+ q;( z) (w -+ wo , WE G) 

равномерно по z Е Е, то фунпция q; (z) llепрерывна на 
множестве Е. 
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С л е д с т в и е .  Сумма равномерно сходящегося ряда 
пепрерывпых фующий - пепрерывпая фупrщия. 

Доказательство всех этих утверждений предоставим 
читателю. 

Отметим еще один результат, который обычно не из
лагается в курсах анализа*) .  

Последовательность функций fn (z), определенных па 
множестве Е, называется равностепенпо непрерывной, 
если для любого в > О можно указать такое б > О, зави
сящее от в, но не от п, что при z•E Е, z' Е Е, l z - z'l <б, 
имеем при всех п перавепства 

1/n( z )- fn(z') 1 <в. 

Т е о р е м  а Ар ц е л  а. И а равпомерпо ограпичеппой и 
равностепенпо пепрерывпой па множестве Е последова
тельности фуп.,;,ций fп(z) можно выделить подпоследова
тельность fпk (z), равномерно сходящуюся по z Е Е. 

Легко определяется непрерывность функций двух и 

более Iюмплекспых переменных. Например: 
Функция f(z, �), определенная при z Е G, � Е Г, на

зывается непрерывной в точ.,;,е z0 Е G, �о Е Г,  если для 
любого в > О можно указать такое б > О, что при 
z Е G, � Е Г, lz-zol + 1�-�ol <б, имеем lf(z, � )-- f(zo, �о) 1 <в. 

Ясно, что для функций двух или более комплексных 
переменпых остаются в силе все перечисленные свойства 
непрерывных функций. 

Обычным образом вводится понятие равномерной не
прерывности. 

Функция f(z) называется равтюмерпо пепрерывпой 
па множестве Е, если для любого в > О можно указать 
такое б>О, что при lz-z'l <б, zEE, z'EE, имеем 
неравепство 1/(z)- f(z') 1 <в. 

Фут-t.,;,ция, пепрерывная па аам.,;,нутом множестве, рав
померпо пепрерывпа па пем. 

Если фуп.,;,ция равномерно пепрерывпа па мтюжестве 
Е, то ее можпо доопределить па грапице Е тап, чтобы 
получею-tая фунпция была непрерывна па Е. 

Для удобства изучения функций, непрерывных в об
ластях с разрезами, понадобится понятие , близкое к рав-

*) Б нурсе [14] эти вопросы освещены достаточно полно. 
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номерпой непрерывности, по менее ограпичивающее 
функцию. 

Рассrолнием по области D между точ10а.ми z Е D и 
� Е D па;юuем точную нижнюю грань диаметров ломll
пых, сосдпняющих точюr z п � п лежащих в областп D. 
Обозначать его будем Pv (z, �). (Такое определение рас
стояния называется метри10ой Мааур10евича. ) 

Пусть функция /(z) непрерывна в области D. Мы 
скажем, что /(z) непрерывна в области D вплоть до ее 
границы, если для любого в > О можно указать такое 
{)>О, что при Pv (z, z') <б, z Е D, z' Е D, имеем перавен
ство 1/(z)-/(z') l <в. 

Тан: н:ак pv(z, �)� l z- �\, то ясно, что непрерыв
ность функции вплоть до грашщы области является бо
лее слабым требоваппем, чем равномерпая непрерыв

ность функции в области. С другой стороны: 
Если область D ограпичепа простой 10ривой, то из не

прерывпости f(z) в D вплоть до ее границы следует рав� 
помернал пепрерывпость f (z) в D. 

Этот результат для любых простых кривых является 
довольно тонким фантом, примерно соответствующим 
теореме 'Шордана ( см. § 2 ) , по для I{усочно гладких кри
вых оп почти очевиден. Читатель может попытаться до
I>азать его для этого случая сам. 

Для областей с разрезами непрерывность функции 
вплоть до границы области уже по раnносильна равно
морпой непрерывности.  Причина этого в том, что для 
областей с разрезами имеются точни , для ноторых lz- �1 
сноль угодно мал, а pv (z, �) больше леноторой положи
тельной постоянной. Такие точн:и расположены с разных: 
сторон разреза. Поэтому различие между равномерной 
непрерывностыо и непрерывностью вплоть до границы 
для областей с разрезами заключается в том, что равно
мерно непрерывная в области фуннция обязана иметь 
одинановые пределы при стремлении точки н точне гра
ницы независимо от того, с наной стороны разреза про
исходит стремление, а фушщия, непрерывная вплоть до 
границы, может иметь разные пределы при стремлении с 
разных сторон разреза. 

Расснажем подробнее о том, п:ан доопределить на гра
ничной нривой фунн:цию, непрерывную вплоть до грани
цы области. 

Пусть область D ограничена заминутой кусочно глад
кой нривой со складками (пли нонечпым числом таких 
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кривых, не пересекающихся между собой ) , а функция 
f(z ) непрерывна в области D вплоть до ее границы. 

. Возьмем какую-либо часп. D' области D, чтобы об
ласть D' была ограничена уже простой кусочно гладкой 
кривой. В границу D' может входить часть граничной 
кривой области D. В области D' функция f(z ) по-преж
нему непрерывна вплоть до границы, так как, очевидно, 
PD' (z , �) ;;;;::: Pv (z, �) . Согласно приведеиному выше ут
верждению отсюда вытекает равномерная непрерывность 
f (z )  в D'. Следовательно, как отмечалось выше, f(z ) 
имеет предел при стремлении z к любой· точке границы 
D' ,  и доопределив f(z)  на границе D' этими предельны
ми значениями, мы получим функцию, непрерывную в 
15'. В частности, таким образом мы доопределяем· f(z ) 
на той части граничной кривой области D, которая вхо
дит в границу D' .  При этом полученная функция будет 
пепрерывна на этой части граничной кривой. 

Поскольку любую точку граничной кривой вместе с 
прилетающим к ней участком этой кривой можно юшю
чить в границу какой-либо части области D, то доопре
деляем f (z }  и на всей граничной кривой. Полученная на 
граничной кривой функция будет непрерывна. Конечно,  
в точках на разных сторонах разреза значения функции 
могут быть различны, так как эти точки отвечают раз
ным точкам граничной кривой. 

В дальнейшем будем считать, "'TO функции, непре
рывные вплоть до границы области, определены и на 
граничной кривой. 

§ 5. Криволинейные интегралы 

Дадим определение интеграла от функции комплекс
ного перемениого по спрямляемой кривой ( см. § 2 ) . 

Пусть Г - спрямляемая кривая , заданная урав
нением 

z = z ( t ) , а <"  t <" Ь. 

Возьмем произвольвое число точек кривой zk = z ( tk )  так, 
чтобы при любом k точка zk следовала за точкой zk- l ,  
первая точка совпадала с началом криnой:, а послед-n 
вял - с ее концом. Сумму � f (�k)�(zk - Zk-1) , где �k = 

1 
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= z ( t�) - любые точки кривой Г, лежащие между zk и 

zh- 1 • назовем иптегралыюй су.м.мой. 
Иптеграло.м от футищии f (z )  по r;,ривой Г 

.\ f (z) dz 
г 

назовем предел интегральных сумм при стремлении к 
нулю max/ tk -tk-1 1 -+ О, еслп :этот предел существует не-k 
зависимо от выбора точеi\ zh и Sh· (Можно было бы дать 
п другое определение, nводл суммы, аналогичные верх
ним и нижним суммам Дарбу. ) 

Интеграл от функцитr / (z )  по кривой Г легко может 
быть выражен через интегралы от действительных функ
ций. В самом деле, если f(z) = и + iv, z = х + iy , то и 

J f (z) dz = \ и dx - v dy + i i v dx + и dy. 
г г г 

В вопросе существования интеграла ограничимся од
пим простейшим результатом : 

Если f (z ) пепрерывпа па Г, то иптеграл от f (z )  по Г 
существует. 

Заметим, что при изменении направления на кривой 
Г па противополоЖное интеграл меняет знак, так как 
меняют знак разности zk - Zk- 1 · 

n 
Пределом интегральных сумм вида � f (sk) l zk - zk-1 1 1 

явJrяется интеграл, не меняющий си при изменении на 
правлепил кривой на противоположное. Этот интеграл 
будем обозначать 

J f (z) 1 dz] .  
г 

Он выражается через действительные криволинейные 
и нтегралы первого рода 

.f f (z) 1 dz 1 = J и ds + i .\ v ds. 
г г г 

Ес.11и кривая Г не только спрямляемая , но и кусочно 
гладкая, то интегралы сводятся к интегралам от функ-
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ций действительного параметра t: 
ь 

5 f (z) dz = S f (z (t)) z' ( t) dt . 
Г а 

27 

В анализе играет большую роль интегральная теоре
ма о среднем. Для интегралов от комплексных функций 
она певсрна. I3 самом деле, интеграл 

2Л 2 Л  2Л 
5 ei t  dt = .\' cos t dt + i 5 sin t dt 
о о о 

равен нулю, а подынтегральная функция не обращается 
н нуль на отрсЗI{е интегрирования. 

Следующее утверждение до пекоторой степени заме
няет интегральную теорему о среднем. 

Т е о р е м  а 5. 1. М оду .ль иптегра.ла ne превосходит 
.цапси.му.ма .модуля подыптегра.льпой фуптщии, у.мпожеп
nого па д.липу пути иптегрировапия. 

Д о к а з а т е л ь с т n о. Пусть дан интеграл 

I = .\ f (z) dz . 
г 

Обозначим шах 1 f (z) 1 = М , а длину кривой Г через L. 
ZЕГ 

Рассмотрим любую интегральную сумму 
n 

S1, = � f (�k) (zk - zh-1) · 
1 

В силу определения длины кривой ( см. конец § 2 )  имеем n 
1 Sn 1 � М � 1 Zk - Zk-1 1� М L. 

1 

Следовательно, и I II � ML. Теорема доказана. 
Иногда приходится пользоваться более точным пера

венетвам 

1 J f (z) dz 1 � � 1 f (z) 1 1  dz J , (5 . 1 )  

тоже сразу получающимся u з  сравнения интегральных 
сумм. 
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Обычно криволинейные интегралы вычисляются све

дением к интегралам от функций одного перемениого че
рез уравнение кривой (по формуле,  приведеиной выше ) .  
Однако иногда имеет смысл и непосредственное вычисле
ние интеграла с помощью пптегральных сумм. Приведем 
один пример такого вычисления, чтобы сразу использо
вать его результат. 

П р  и м е р  1. Пусть Г - произвольпая кривая с нача
лом в точке А и концом в точке В. Покажем, что ин
теграл 

S dz 
г 

существует и равен В - А . 
Действительпо, возьмем любую интегральную сумму. 

Имеем 

n 
Sn = � (zk - Zk-1) = z1 - Z0 + z2 - z1 + . . .  + Zn - Zn-1 = 

1 
= Zn - z0 = В - А, 

так как первая точка совпадает с началом,  а послед
няя - с концом кривой Г. Следовательно, и интеграл 
равен В - А . 

Т е о р е м  а 5.2. Пусть фуипция f (z )  иепреры8uа 8 
пепоторой области D, содержащей спрямляемую npu8yю Г. 
Тогда иптеграл от f(z ) по Г .можно с любой точ
иостью приблиаить иптегралом от f (z ) по. иепоторой ло
маной Гn, тоже лежащей 8 D. 

Д о к а з а т е л ь  с т в о. Разобьем кривую Г на участ
ки у" точками zo, z 1 , . . .  , z,. ,  следующими друг за другом 
( участоi{ у,. заключен между точками ZA- 1 и Z�t ) . Обозна
чим длину у" через р", а длину Г - через р. Величины Р�< 
выберем столь малыми, чтобы все круги l z - Z�t- 1 1 < Р�о 
ложали в D и чтобы в этих кругах выполнялись не
равенства 

1 f (z) - f (zk-1) 1 < 2� (k = 1 , 2, . . . , п) , 

где е > О - заданное число.  Через Г,. обозначим ломаную 
с вершинами в точках zo, z 1 , . . .  , z.. ( в  порядке следова
ния ) , а через 1'� - зв енья Г,., сое;циняющие Z�o- 1 и z�o. 
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Можно написать 

J f ( z) dz - J j (z) dz = � ( J / (z) dz - J f (z) dzl = 
г Гп 1 vп v ' 

k 
n n 

= � J [/ (z) - f (zk-1)] dz - � J [/ (z) - f (zk-1)1 dz, 
1 Vk 1 v ' 

h 
так как согласно примеру 1 

J f (zk-1) dz = J f (zk-1) dz = f (zk- 1) (zk - zk-1) · Vk v� 
Но по условиям выбора величин Рл подынтегральные 
функции не иревосходят в/ ( 2р ) ,  так что, оценивая интег
ралы с помощью теоремы 5. 1 ,  получаем 

n n l s  j (z) dz - s f (z) dz 1 � � 2� Pk + � 2� Pk � 8. 
r Гп 1 1 

Поскольку в произвольно мало, теорема доказана. 
Среди криволинейных интегралов наиболее интересны 

пнтеrралы по кривым, являющимся границей области. 
Пусть D - область, граница которой состоит из конечно
го числа замкнутых спрямляемых кривых. Если функ
ция f (z ) непрерывна в области D вплоть до ее границы 
Г ( см.  § 4) , то определим интеграл от f (z ) по Г в поло
жителыtом направлепии как сумму интегралов по всем 
кривым, соста вляющим Г. Направление на :этих нривых 
должно быть таним, чтобы при движении по любой нри
вой область оставалась слева. 

01\Мети.м еще одно утверждение, аналогич ное теоре-
м е  !) ,2 .  

· 
Т с о р с •М а 5 .3 .  Пусть D - односвявпая область , огра

пичеппая r>ycoчno гладr>ой привой С. Если фунпция f ( z )  
непрерывпа в области D вплоть до ее границы С, то иn
теграл от f (z ) по привой С можно с .аю5ой точностью 
прибливить интегра.аом от f (z )  по непоторой ва.мттутой 
ло.мапой, .аежащей в об.аасти D. 

Д о .н а з  а т е л ь  с т в •о. Любую кусочно гладт\ую I\PII
nyю С можно разбить на простые гладние дуги l t ,  l2, . . . 
. . . , l .,. ,  обладающие те'М свойством, что изме·нение утла 
наклона насательной вдоль катдай из этих дут не пре-
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вышает задwното числа О < Т) < л; (при же,лании мы 
моглiИ бы очитать число Т) сколь угодно малым, но нам 
достаточно, чтобы оно было меньше л; ) . Тогда �л·я каж
дой дуги l�o сущесмует такое нашравление, что все прiЯ
мые, параллельные этому направлению, ;rшресекают ду
гу llt не более о:цного раза. 

Вьrоерем •достато;qно малое числю б > О и удалим из 
кривой С точrки, отстоящие от концов дуг llt на расстоя
ние, меньшее б. Тогда оставшалея часть !Кривой С ра'с-

* * * ( * 
пад.ется на т дут l1 , l2 , • • • •  lm дуга lп лежит nнутри 
дуги l�t ) . Ясно, что при б --+ О общая длина выброшенных 
участiRов щривой С стремится к нулю, и пото.му имеет 
место соотношение 

� \ f (z) dz -+ \ f (z) dz 
k= l i* с 

1!. 

(б -+ 0) . (5 .2) 

Обо3начим символ·ом Е + а мiюжество, получаемое И3 
JМпожества Е сдвигом на комплексное �число а. Согласно 
выбору ра3биепия ll{ривой С на дуги l" построенные :ц,у
ги z: об>Ладают следующим свойством. 

Для каждого k = 1 , 2, . . . , т существует такое комп-
лексное число ro", 1 ro" 1 = 1 , что дуга l� + aro11. при любом 
достатоЧlно 1малом зна"'епии а >  О лежит в области D. 

И3 Э Т ОiГО свойства и хю пепрсрытшости: фующии: / (z ) 
в обла,сти D вплоть до ее трашщы слодует , что 

! (z + aro�o) --+ / (z )  (а -+ 0, а > О) 
* 

для каждого z Е z ��. .  Более того, <ЛОНО, что стремленпе н: 
* 

пределу равномерно по z Е z ��. .  Поэтому 
S f (z) dz - J f (z) dz = J f (z) dz - J f (z + aro��.) dz = 
* * * * 1 11.  l k+aooh lk  / 11.  

= J [/ (z) - f (z + aro��.)] dz -+ О 
* 

lk 

(а -+ 0, а >  0). (5 .3) 

Соотношения (5 .2 ) и ( 5.3 )  показывают, чтю югrеграл 
от фушщии / (z ) по rкривой С .можно с любой точностыо 
при6Jrизить ·СУIМJМОЙ интегралов от той же функции по 

* 
дуга:м z��. + aro��. ,  лежащим уже внутри области: D. Чтобы 

* * * 
сделать Иi3 1СОВОIКУППОСТИ ДУГ l l ,  /2 • . . .  , lm 3аМКНУТУЮ 
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кривую, л ежащую в области D, надо дополнить :эту со
вокупность кани:м:и-либо дугами "(h, лежащими в области 
D и соединяющими между собой соответстлующие концы 

* 
дуг ls + aros (именпо, те концы, ·Jюторые стреJМятся к од-
ной и той же точ,ке кривой С при а -+  О и б -+ О ) . Мини
мальную длину дУJГи "(k, при которой та.кое соединение 
становится возможным, оценить нетрудно:  эта минималь
ная ДJшпа не нре•восходит величины 2б + 2а. Следова
тельно, выбирая чи,сла а и б достаточно ма·лыми, МО!Ж\НО 
сдел атL .сколь угодно малым интеграл по добавля •э
мuii ч а с т п .  

Тюшм образ ом , интеграл от функции / (z ) по гранич
ной крнnой С <Jбласти D мотно с любой точностыо нрп
блИJзить интегра•лом от той же фупкции по пекоторой 
замкнутой к.ривой, лежащей в области D. Согласно т е о
реме 5.2 носледний ИJHTeil'paл можпо с любой точностыо 
прИJблизпть интегралом от функции / (z )  по некоторюii 
зам,кнутой ломаной, лежащей в области D. Т·СIМ самым 
теорема дона,зана. 

3 а 1М е ч а н и е .  Доказанная теорема остается справе·д
ливюй, если предположить кривую С не кусочно гладкой, 
а спрямляемой. До�а13атель·ство  теоремы 5 .3 в таком ви
де потребовало бы ряда сведений из теории фующий 
действительного nер�мепного, и потому не стruнем при-
водить его здесь. О 

Интеграл по границе области от функции, непрерыв
ной вплоть до границы этой области, часто бывает удоб
но рассматривать как функцию области. Отметим одно 
важное овойство интеграла в этой роли. 

Т е о р е м а  5.4. Пусть фунrщия f (z )  непрерывпа в об
.rtасти D вп.rtоть до ее границы Г, состоящей из понечного 
чис.rtа спрям.rtяемых привых. Ec.rtи об.rtасть D разбита 
спрям.rtяемьz.ми rоривьz.ми на попечпое число пеперепры
вающихся об.rtастей D,. с границами Г,., то 

где 

ep (D) = ер (D1 ) + . • .  + ер  (D,.) , 

ер (Dk) = J f (z) dz. 
гk 

Д о к а з  а т е л ь с т в о. Достаточно рассмотреть случай, 
когда D разбита на две непересекающиеся области D1 
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и D2 Через Г� обозначим часть границы D, являющую
ел и границей D, чероо г; - остальную часть rраницы D 
(аналогичmо Д'ЛЯ границы D2) . Ясно, что г; и г; отлича
ются лишь на[Jравлением обхода, так 'Как при движении 
вдоль г; область D1 остаетсл слева, а область D2 - спра
ва, при движении же по г; - нао:борот. Из тех же сооб
ражений ЯСНО, ЧТО направление ООХОДа Г� И Г� ТО Же, 
что и направление обхода Г. Ясно тruкже,  что Г� и Г� 
в сумме составляют Г. Поэтому 

<р (D) = J f (z) dz = J f (z) dz + J f (z) dz = 
г ' ' 

гl Гz 

= J f (z) dz + .\ f (z) dz + .\ f (z) dz + J f (z) dz = 
' " " ' 

гl гl Гz Гz 

= J f (z) dz + .\ f (z) dz = <р (01) + <р (D2) , 
гf г2 

что и доказывает теоре:му. 
Доказанное свойство называется аддитивпостью ип

тегра.аа nar> фуппции области. 
3 а м е ч  а н и е .  Леrко убедиться, что при разбиении 

D на счет,ное число неперекрывающихся частей свойсшю 
аддитивноС!Ти интеграла как функции области сохраня
ется, если сумма длин Г n конечна . 

§ 6. Интегралы, зависmцие от параметра 

Нам прщцется привестм доказательство двух теорем 
относительно интегралов, :зависящих от параметра, тюt 
как в ruнаЛJИзе они докаеьmаются для сЛишком простых 
случаев . 

Т е о р е м  а 6 . 1 .  Пусть футтция f (z, ш ) определена и 
пепрерывпа при z Е Г, ш Е Е, где Е - непоторае мтюже
ство, а Г - спрямляемая привая. Если 

f (z ,  w ) -+ <p (z )  ( ш -+ шо, ш Е Е) 

равпомертtо по z е Г, то 

.\ f ( z, ш) dz --+ J <р (z) dz 
г г 

(ш -+ w0, Ш Е Е) .  
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Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Согласно определению раnпо
мерного стремления к пределу для любого 8 > О найдет
ся тююе () > О, что при всех z Е Г 

1 f (z, w) - IP (z) 1 < � ( \ w - W0 1 < б, w Е Е) 

(L - длина Г ) . Прmменяя теорему 5 . 1  об оценке ипт е ·  
грала, имеем 

1 J [f (z, w) - «р (z)] dz 1 < 1 L = 8 ( 1 w - w0 1 < б, w Е Е). 

Так как 8 > О произволЬIНо, получаем утверждение 
теоремы. 

Частным случаем доюшанной теореiМы является ут
верждение: 

Ряд � ип (z) пепрерывпых фующий иn (z )  можпо по
члет-tnо иптегрировать по любой привой, па потарой этот 
ряд равпомерпо сходится. 

Т е о р е м  а 6 .2. Пусть фуппция f (z, w)  определепа и 
пепрерывпа при z Е Г, w Е С ( Г  и С - спрямляемые 
привые ) .  Тогда фуппция 

F (w) = S f (z, ш) dz 
г 

пепрерывпа при w Е С и 
S S f (z , w) dz dw = J S f (z, w) dw dz. 
с г г с  

Д о lК а ·з а т е л ь  с т в о. 3аJМет:им nрежде всего ,  что 
функция f (z, w)  равномерно непрерывна по совокупно
сти СВО'ИХ переiМ!еннЫ1Х при z Е Г, w Е С, таtК как кри
вые Г и С - ва!Мкнутые множест<ва (это не имеет отно
ше·НJИя к Т'О'М'У, заJМкнутые ли они кривые ! ) .  Это значит,  
что l f (z , , w1 ) - f (z2, w2 ) 1 < 8, если только l z , - zz l + 
+ 1 ш1 - w2 l < б нооависимо от положеНИIЯ точек z ,  и z2 
па Г и w1 и w2. на С. 

Расамотрим разность F (wJ - F (� ) . По определению 
F (w ) иiМеем 

F (w) - F (�) = S [f (z, w) - f (z 1 �)] dz. 
Ji' 

З М. А. Евrрафов 
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8 
Выбирая б тю>, чтобы 1 f (z , w) - .f (z , �) 1 < Т ( L - дли-
на Г )  nри 1 w - � 1 < б и при любом z Е Г, получа ом пера
венс'Dво IF (w ) - F1( � )  1 < в . 

Непрерывность F ( w)  дока\Зана. 
Найдем интеграш от F ( w) по С. НапишеiМ интеграль

ную су,:м;му n n Sn = � F (8k) (wk - Шk-1) = s � f (z , ek) (w,, - Шk-1) dz. 1 г 1 
Но, иса:юлЬiзуя результат пр:и1мера 1 § 5, можно написать n 
� f (z , 8k) (wk - Шk-1) - s f (z ,  W) dw = 1 с 

n 
= � .f [/ (z, ek) - f (z, w)J dw, 1 ck 

где чероо С" обо\Значен у-часток кривой С между w"_ I и 
zv". Выберем телерь разбиение кривой С н а  участки С" 
столь мелКИIМ, чтобы при Вrсех k 

ma::_ 1 f (z ,  ek) - f (z , w) 1 < L� IEГ, u�<::Ck 1 

(L - длина Г, L1 - длина С) . Тогда согласно теореме 5 . 1  

об оцеmке интеграла ·можно написать, ооознача:я д.лину 
ck через р,.: n ' Sn - .f S f (z, w) dz dw / < L� L � Рk � в . 

г с 1 1 
Но при !ИIЗJМелъчении разбиения 

Sn-+ J F (w) dw = J J f (z, w) dz dw. 

Следовательно, 

с с г 

.\ J f (z , w) dz dw = J J f (z, zv) dw dz, 
с г г с 

и т еорема дока,зана. 
В заключение схшжем еще не сколько слов о несоб

етвенных криволинейных интегралах. 
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EcJrи нодынтегральная фующия в некоторых точках 

контура интегриров�нпя обраrцае�ся в бесконечность или 

если контур интегриров ания и:меет бесконе,чную длину, 
то интеграл в том смысле,  в котором rм:ы его определили , 
не суrцест,вует . Для этих случаев псоflходпмо внести по
пяти е несобетвенного ИJНТС!Грала или интеграла с оеобеп
ностлми. 

Мы определим несобетвенный интеграл цля случая, 

ког>да подын'Dегральная функция непрерывна на контуре 

интегрирования , за исключением конечного 'Числа точеi\ 
а1 ,  а2, . . . , an,  а :концы :контура интегрироваJния могут 

уходить в бесконечность. В этом случае будем говорить 
об интеграле с особенностя1ми: rв точках а 1 , а2, • • . , an и 
в бесконечности. 

Ясно, ;что достатОIЧно определить понятие несобстrвен

ного интеграла с ощной особевшостью, расположенной в 
одном и>З 1юнцов в:онтура, TffR кав: интеграл с несх;олыки
,ми особенностями можно ра!збить н а  сумму в:онечного 
числа ИJНтегралов, юuждый из которых имеет т акой вид. 
Итак, пусть функция f {z )  непрерывна во все>х точках ко
печного ,юJНтура С, за иоключ�Н'Ием одного из его концов, 
ска:жем а. ОбозначИJм через С. часть контура С, ле!Jка
rцую вне крута l z - ai < е.  Если суrцествует предел 

lim 5 f (z) dz, 
s�o Се 

то юшювем его песобствеппы.м иптеера.ло.м, от f (z)  по коп
туру С (с особеппостью в точке а ) . 

Аналогично опредiеляется и несобетвенный интеграл 
по контуру, один � концов которого уходит в бесконеч
ность (инте['раш с оообенностью в бесконечности ) .  

Если >несоб'стrвенный интегр� от f (z ) по контуру С 

суrцествует, т о  будем говорить, что f (z ) иптеерируе.ма по 
коптуру С. 

Если суrцествует несобетвенный инт,е!Грал 5 \ f (z) 1 1 dz \ .  
с 

то буце,м говорить, чтю f (z ) абсо.лютпо иптеерируе.ма по 
коптуру С. 

Нетрудно показать, что фу:Н'RЦИЯ, абеолютно интегри
руе:мая по контуру С, интС!Грируема по это�м:у контуру. 

Пусть теперь функция f (z, w ) при любых вначениях 
параJМетра w е: Е >непрерывна по z во всех точках кон-
З* 
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тура С, за иоключением его конца а. Если предел 

lim J f (z , ш) dz = .\ f (z , ш) dz 
е�о Се с 

существует равномерно по ш Е Е, то будем говорить, что 

песобетвенный инт81Грал равномерно сходится по ш Е Е. 
(Интеграл с песllюлькими особеппоет•нми называется рав
номерно сходящимся , есл1и оп может быть представлен 
в виде суМJмы равномерно сходяЩИХjСЯ интегралов с од
пой особенностью. ) 

Теоремы 6. 1 и 6 .2  для равномерно сходящихся не-
собственных интегра11юв остают,ся в еиле . О 

Сформулируем один признак равпОIМерпой сходимо

сти пеообственпых инт·еrралов, аналогичный признаку 

Вейерштрасса равномерпой сходимости рядов .  

Т ·е о р е м ,а 6 .3 .  Если при всех z Е С и ш Е Е непре
рывная фующия f (z, ш ) удовлетворяет неравепству 
l j (z, ш ) 1 :;;;; <p (z ) и фуиrщия <p (z ) интегрируема по 10оn-

туру С, то иNтегра.а J f (z, ш) dz равио.мерио сходится по 
с 

Ш Е Е. 

§ 7. Гоиотопвость кривых в областях на сфере 
Раоемотр:mм некоторые nростые ге01метрические свой

ства ;кривых, лежащих в �зщцаппой области ко:мплекспой 
плос;кости (или сферы Римапа) . Интересующие нас фак
ты в ;курсах анализа излагаются редiКО *) ,  а при изуче
нии теории аналитических фуiШЩий 13Наlком.ство 'с ни;М[И 

весыма полезно . В отiЦельпых !Вопросах такое зпакюмстiВо 

даже необходИJМо. 

Мы будем иопол�:>зовать слеiЦующее определооие гомо
топности кривых:  

Кривые С и С' ,  лежащие в данпой области D, назы
ваются го.мотопиыми в этой области, если их rможпо пе
ревести друг в друга пепрерыв·ной деформацией, не вы
ходя за пределы области D и не двигая ни начало , ни 

конец нривой. 

Предлотеиное определение вполне корре1ктпо ( если 
ш·о аккуратно формализовать ) , и tn;ля пас оно удобнее 

*) В курсе :математического анализа [ 14] э т и  вопросы освеще

ны достаточи� подробно в совремеином изпожеиии. 
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тем, что исполь•зует наглядно - геометрические термины. 
С то;ч·ки 'зрения форма�шных доказательств у неrо :много 
не.до.статuюв, и в на.стоящее mp�� е!Го [[Очти не :mс
по.льзуют. 

Совре!Менный подход оостоит в о1шазе от понятия ·кри
вой и в использовании в'место него того объш{та, который 
iМЫ на•зва.ли [[араметричео�им уравнением иривой. Опре
деление rомотопносm пара.метричеоких уравнений оо
стоит в с.ледующШI. 

Два !Пара;метрических уравю:шия 

z = zt ( t} , O =:;;; t :s;; 1 ;  

па•зываются гомотоппыми в области D ,  если существует 
функция Ф ( t, s ) , обладающая такими свойствами: 

1 .  ФуНIЩ'ИЯ Ф ( t, s )  непрерывна 'IIO t и s при О :::;;; t :::;;; 1 ,  
о :::;;; s :::;;; 1 .  

2 .  Ф ( t, s )  е D при всех О ::::;;; t:s;; 1 .  О :::;;; s ::::;;; 1 .  
З .  Ве.личины Ф (О, s )  и Ф ( 1 , s )  н е  1заrвисят о т  s.  
4. Имеют .место равенства Ф (t, O) = zt (t) , Ф (t, 1 ) =  

= Z2 (t ) . 
Предложенное выше определение rомотопности :кри

вых ·можно заменить следующим равносильным утвер!Ж
дением боле·е фор:м:а.льноrо т:mпа: 

Две привые гомотоппы в области D, если у пих пай
дутся гомотоппые параметричеспие уравпепия. 

Действительно, обозначим через С. :кривую IC парамег
ричеСКИ1М ур.авнение.м z = Ф (t, s ) , О :::;;; t ::::;;; 1. При измене
нии s от О до 1 кривая С. непрерЫiВНО дефорiМИруетс.я, 
оставая.сь в обла·сти D (у;словиш 1 и 2 ) , а ее начало и 
ее конец не !Меняются (у;словие 3 ) . При s = О кривая С. 
соВIПадает 'С одной крив'ой, а при s = 1 - с друrой (усло-
вие 4) . О 

Перечислим некоторые факты о rомотопности кри
вых, которыми ·срав·нителЬ'но ча.сто буде.м пользоваться .  
Для их формуJIIИровiR!И ущобно ввести ряд обозначений. 

СИJмволом С1С2 бу;де;м обозначать iRривую, получен
ную прохождением 1оначала :кривой Ct, а .затем - !Rри
в·ой С2. Этим сИМIВолом следует польэоватЬ'ся лишь в слу
чае, ·когда :конец к.ривой Ct совпадает с /Началом кри•вой с2 
(в этом случае С1С2 действителЬ'но представляет собой 
непрерЬIJВ•ную кривую ) . СИIМJВОЛОМ с- !  будем обооначать 
!Кривую С, проходимую в обратном направлении (от кон
ца :к началу) . Нача�о .кривой С будем обозначать си!М-
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волом rx< (C) , а ее  конец - сИJмволом w (С) . Гомотопность 

кривых С и С' в области D буде.м 'Записывать формулой 

С �  С' (D ) . 

1 .  Если c � C' (D ) , ТО а (С) = а (С' ) и w (C) = w (C' ) . 
2. Если С = С1 • • •  Сп, · С' = С� . . . С� и Ch � C� (D) , 

k = 1 ,  . . .  , п, то С � С' (D ) . 
3. Если D1 c D  и c � C' (D1 ) ,  то c � C' (D ) . 
4. Если D - выпуплая область , то С �  С' (D) тогда и 

тольпо тогда, погда а (С) = а (С' ) и w (C) = w (C' ) . 
Утверждения 2 и 3 ·вполне очевидны геометриче·сют, 

а их до:казатеillьства через парамеrгрические ура·внения 

довольно ·:кропотливы, хот� и нетру:дны. Геометр'Ичес:кая 

на11лядпость утвержlдения 4, пожалуй, спорна, а его до

I\азательство через :параметриче.сшие ура1внепия совер

шенно тривиашшо. ДейстВ'ите.льно, если 

- парамет,ричесiкие уравнения :кривых С и С' , то доста

точно ПОЛОЖ!ИТЬ 

Из утверждения 4 видно,  в частности, что любую 

кривую, лежащую ·В .данной обла,сти, в·сетда iМОЖIНО ва

iМенить го11ютопнюй ей глад:кой r:кривой (или, если вто 

удобнее, ломаной с :конечным числом звеньев ) .  О 
Го:мотопичеспим плассо;м кривой С в о6лЭ<сти D на

зывают сово:купность в.сех :кривых, лежащих в области D 
и гом:отопных кри'вой С. Гомотопичесший r:класс :кривой С 
будем оlбозначать че1рез [С] . 

·Обозначим через :л (D ;  zo ) 1м:ножесшю гом:отопиче<жих 

классов всех за'м�нутых :кривых, i!Iежащих в области D 
и проходящих чере1з фиксированную точ:ку zo Е D. 
На .м:ножест1ве :л (D ;  zo) м:ажно ООiрещелить операцию 

умтюжепия гомотопичеспих плассов ,  положив [С1 ]  [С2] = 
= [С1С2 ] . (Умножение гомотопических классов некомму

тативно ! )  

Множество :л (D ;  zo ) представляет собой группу отно

сительно введенной таким: способом операции. Эта груп

па называется фупдамептальпой группой области D ( от

носительно точки zo ) . Единицей фундаментальной груп

пы является гомотопический :класс, состоящий из кри-



§ 7. ГОМОТОПНОСТЬ НРИВЫХ В ОБЛАСТЯХ НА СФЕРЕ 39 

вых, стягиваемых в точну zo непрерывной деформацией 

(не выводящей за пределы области D) . 
Нам будет нужен для ссылон следующий результат : 

Фупдамепта.л,ьпая группа т-связпой об.л,асти D яв.л,я
ется свободпой группой с т - 1 образующими. 

Что таное свободная группа, поясним ниже ,  но снача

ла изложим необходимую информацию о построениu 

образующих. 

Согласно определению граница т-связной области D 
на сфере Римава состоит из т номнонент . С наждой 

номпонентой границы связана ровно одна номнонента до

полнения R области D до всей сферы Римана. 

Обозначим эти номноненты дополнения через 'Уо, • • •  
. . . , 'Ym- 1 · Занлючим наждую номпоненту 'Yh в область Gh, 
ограниченную простой заминутой нривой Г h, лежащей в 

области D. Области Gh выберем таними, чтобы их замы

навил не имели общих точен. На наждой нривой Г h вы-
* 

берем точну zk , ноторую будем считать началом и нонцом 

нривой Г h· Из точни zo проведем в выбранную точну z: 
наную-либо нривую lh, лежащую в области D, и обо

значим 

k = о, 1 , . . . , т - 1 . 

Гомотопичесние нлассы [С1 ] , . . . , [Cm- 1 ]  можно взять в 

начестве образующих фундаментальной группы n (D; zo ) . 
Это означает,  что наждый элемент [С] фундаментальной 

группы можно представить в виде 

[CJ = [с��]! . . .  [с��] . ( 7 . 1 ) 

где числа ih могут принимать значения 1 , . . .  , т - 1 ,  
а числа вh - значения 1 или - 1 . Иными словами, наж

дая заминутая нривая С, лежащая в области D и прохо-

, е .  Fn дящая через точну zo, гомотопна нривой С = С/ . . . Сiп · . 1 
Утверждение, что фундаментальная группа является 

свободl-tой группой, означает, что представление ( 7 . 1 )  
единственно, если 11 роизвести вес естественные сонраще

ния - выбросить все встреча ющисся рядом пары взаим

но обратных элементов группы. 

Доназательство приведеиного утверждения вполне 

элементарно, но достаточно громоздно. Наиболее трудпой 

его частью является доназательство единственности пред

ставления ( 7 . 1 ) . О 
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Особо выделим два наиболее простых случая приве
деиного утверждения. 

Если область D односвязна, то множество образую
щих пусто,  и фундаментальная груnпа n (D; zo) состоит 
только из единичного элемента. Иными словами, каждая 
замкнутая кривая, лежащая в области D, может быть 
стянута в точку, а любые две кривые, лежащие в одно
связной области D, гомотоппы, если у них совпадают 
начальные и конечные точки. 

Если область D двусвязна, то фундаментальная груп
па n (D ; zo ) состоит из степеней одного элемента [С1] . 
Это означает, что каждая замкнутая кривая С, лежащая 
в двусвязной области D, гомотоппа кривой С"{, где v 
пекоторое целое число. Чтобы лучше понять геометриче
сний смысл этого числа v, рассмотрим простейший част
ный случай, когда область D - это вся комплексная 
плосность с вьшолотой точной, которую обозначим че
рез а. В этом случае в начестве кривой С1 можно взять 
онружность с центром в точке а, обходимую один раз 
против часовой стрелни. Интересующее нас число v 
представляет собой не что иное, нак число обходов кри
вой С вокруг точни а против часовой стрелки. Это число 
принято называть ипде"со.м точ"и а отпосительпо "РU

вой С, и оно обозначается символом v (C, а ) . 
Для вычисления величины v (C, а) в конкретных за

дачах имеются различные способы. Опишем один из них. 
Проведем из точни а луч, идущий в бесконечность. 

Число точек, в которых кривая С пересекает этот луч 
справа налево, мы обозначим через v+, а число точен, 
в ноторых она пересекает этот луч слева направо,- че
рез v-. Если числа v+ и v- конечны, то  

v (C, а ) = v+ - v-. 

Формула остается в силе ,  если заменить луч любой про
стой кривой, идущей из точки а в бесконечность. 

Для общей днусвязной области можно предложить 
аналогичную формулу, :характеризующую гаматопиче
ский класс данной кривой С. Для этой цели заметим, что 
величина: v (С, а)  о динанова при всех а из компоненты 
"( 1 • Поэтому для замкнутых кривых С, лежащих в дву
овязной области D, имеет смысл обозначение v (C, "( 1 ) . 
Эта величина и характеризует rомотопический класс 
кривой С в области D. 
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С помощью величипы v (C, "( 1 ) можно дать полное ре� 
шепие задачи о гомотопности кривых С и С' в двусвяз
пой области D. 

В двусвяапой области D с помпопептам,и дополпепия 
"(о и "( ! (до всей сферы Римапа ) привые С и С' еом,отоп
пы тогда и толь1>о тогда, 1>огда выполпепы условия 

а (С) =  а (С' ) , m (C) = ro (C' ) , v (C'C- 1 , "( 1 } = О. 

В т-связных областях с т > 2 столь простых крите
риев гомотоппости кривых уже пет. 'Условия 

а (С) = а (С' ) , ro (C) =  m (C' ) ,  

и 

v (С- 1С' ,  'Yk) = 0, k = 1 ,  . . .  , т - 1 , 
являются уже только необходимыми, по не достаточны� 
ми условиями гомотоппости кривых С и С'.  

§ 8. Тополоrически� пространства 

В заключение этой вводпой rлавы расскажем вкратце 
еще о некоторых элементарных попятиях из тополоrии. 
3пакомст.во с этими попятиими не обязательно для по� 
пимапил дальнейшего изложения, хотя и полезно. Содер� 
жапием этого параграфа являются не доказательства, 
а только определения, позволяющие иногда взглянуть па 

известные факты с повой точки зрения. 
Пусть дано множество каких-либо объектов, которые 

мы будем называть для удобства точ1>ами (а само мно� 
жество - прострапством, ) . Это пространство называется 
топологическим прострапством, если в нем определена 
топология, т .  е., грубо говоря, если в нем определено по
питие близости точек. Задавать в пространстве тополо
гию можно разными способами. Наиболее естественный 
способ состоит в том, что определяется попятие сходимо� 
сти последовательности точек. Этот способ пехорош тем, 
что попятие сходимости должно удовлетворять ряду ус
ловий, смысл которых не слишком нагляден. Тем не ме� 
нее при изучении прострапств, точками которых являют� 
ся функции, зтот способ задания топологии имеет свои 
преимущества. Очень употребителен способ задания то
пологии в пространстве с помощью системы окрестно
стей. Можно задать топологию, объявив, какие подмно
жества пространства являются открытыми :множествами. 
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Еще один способ задать топологию состоит в том, чтобы 
описать функции на пространстве, которые являются не
прерывными функциями. 

Приведем определение топологи:чесного пространства 
через систему окрестностей, Tai\ rшк эта схема ближе 
всего подходит к схеме :излот:епия :элементов теорети:ко
мпожоствепной топологии в анализе .  

Множество Н называется хаусдорфовы;м топологиче
сr;u;м прострапство;м, если: в нем выделена система под
мпожоств { и,.}  ( система окрестностей ) ,  обладающая 
свойствами: : 

1 . Пересечение любых двух оi<рестностей и,. и и� или: 
пусто, или •содержит некоторую окрестиость и1• 

2. Для любых двух различных точек а и Ь из мно
жества Н сущест'Вует окрестность иа, содержащая точr<у 
а и: не содержащая точку Ь . 

Будем считать, что две системы окрестностей {и,.} и 
и { и� 1 определяют одинаковую топологию в пространстве 
Н, если: для любой окрестности: системы { и"} существу
ет содержащая ее окрестность системы { и� } , и наоборот. 

Топология в пространстве Н вводится особенно про
сто ,  если в этом пространстве определена ;метриr;а, т. е . 
если: определено расстояние р (а, Ь )  между любыми дву
мя точками: а и Ь пространства Н, удОIВлетворяющее 
условиям: 

р (а, а) = О ;  р (а, Ь ) > О (а +  Ь) ; 

р (а, Ь ) = р ( Ь ,  а ) ; 

р (а, Ь ) � р (а, с ) + р (с, Ь ) . 

, Действительно, в этом случае в качестве системы окрест
ностей { и,.} можно взять совокупность множеств иа,• •  со
стоящих из точен х Е Н, удовлетворяющих перавеяству 

р (х, а) < в ,  

прп всех а ·Е Н и при: достаточно малых в (не  превы
шающи:х пекоторога значения, зависящего от а ) . Имен
но таким способом мы определяли онрестности на комп
лененой плосности и на сфере Ри:мана. 

Следует иметь в виду, что задание топологии: не вле
чет за собой задание метрики. 

Когда в пространство Н задана топология с помощью 
системы онрестпостей, привычным образом ( ер. § 2). 
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определяютел попятил открытого и замкнутого множест
ва, границы множества и т .  д. Именно :  

Точка а множества Е с: Н называется внутренней точ
ной этого множества, если множество Е содержит неко
торую онрестность Ua., содержащую точну а. 

Точка а Е Н назвшаетсл внешт-tей по отношению к 
множеству Е с: Н, если существует окрестность Ua, со
держащая точну а и не имеющая общих точек с мно
жеством Е. 

Точка а Е Н называется граничной точкой множества 
Е, если любая окрестность Ua,  содержащая точку а, со
держит как внутренние, так и внешние точки мно
жества Е. 

Множество Е называется от-,;,рыты.м, если все его точ
ки внутренние. 

Множество Е называется аа.мпнуты.м, если оно содер
жит все снои граничные точки. 

Множество граничных точек множества Е называется 
его границей. 

Легко доказать, что граница .множества - всегда 
аа.м-,;,нутое .множество .  

Полезно заметить, что, задав топологию в пространст
ве, мы задаем тем самым некоторую топологию в любом 
множестве этого пространства. Разумеется, при желании 
можно было бы задать на данном открытом подмножест
ве и другую топологию. В качестве примера можно ука 
зать на топологию, определяемую в области на комп
лексной плоскости с помощью метрики Мазуркевича 
( см. § 4 ) . Если эта область ограничена кривой со склад
ками, то точки, близкие на плоскости, могут не быть 
близкими в метрике Мазуркевича. Это и означает,  что 
топология , определяемая этой метрикой, отлична от 
обычной топологии на плоскости ( определяемой евклидо
вой метрикой ) . 

На топологичосюrх пространствах можно рассматри
вать функции, причем их значепия могут быть точками 
.любого другого топологического пространства (и даже 
не обязательно топологического ) .  Для функций, опреде
ленных на топологическом пространстве ,  обычно упо
требляется термин << отображение >> .  Дадим тоqное опреде
ление этого термина и некоторых других.  

Пусть наждой точке а топологического пространства 
Н поставлена в соответствие точка f (а ) топологпчесного 
пространства Н'. Тогда будем говорить, что задано ото-
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бражепие f топологического пространства Н в топологи
ческое пространство Н', и записывать этот факт с по
мощью формулы 

н !.. н' . 
Точка f (a } E Н' называется образом точки а Е Н при 

отображении /, а точка а - прообразом точки f (a ) . 
Образом .множества Е с: Н при отображении Н !.. Н' 

называется множество Е', состоящее из dбразов точек 
множества Е. Прообразом .множества Е' при отображе
нии называется множество всех прообразов его точек. 
Образ множества Е при отображении f обычно обозна
чают символом f (Е) . 

Отображение Н !.. Н' называется непрерывным, если 
прообраз любого открытого множества - открытое мно
жество. 

Нетрудно проверить, что это определение непрерыв
ности равносильно определению непрерывности, постро
енному по аналогии с определением, используемыl\i 
в анализе. 

Если f - отображение топологического пространсrва 
Н в топологическое пространство Н' и если f (Н) =  Н', 
то  говорят, что f - отображение топологического прост
ранства Н на топологическое пространство Н'. 

Отображение f топологического пространства Н на то
пологическое пространство Н' называется взаимно одно
значным, если образы различных точек различны. Для 
взаимно однозначного отображения f всегда есть обрат
ное отображение, которое обозначается J- 1 • Для обозна
чения взаимно однозначного отображения используются 
формулы 

t Г1 
Н ++ Н', Н' ++ Н. 

Взаимно однозначное отображение Н ++ Н' называ
ется топологичеспим отображе1tие.м или го.мео.морфиз.мо.м, 
если оба отображения f и /- 1 непрерывны. 

Пусть даны два отображения 

н l.. н' � Н" . 
Результирующее отображение топологического простран
ства Н в топологическое пространство Н "  называется 
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композицией отображений j и g и обозначается сим
волом g о j. 

Ясно, что образ точки а Е Н при отображении g о j 
выражается формулой g (j (а ) ) . Таким образом, компози
ция отображений - это не что иное, как сложная 
функция. 

Следующие два утверждения доказываются без 
труда : 

Если отображепия j и g пепрерывпы, то 1lепрерывпо 
и отображепие g о j. 

Если j и g - го:мео:морфиа:мы, то отображепие g о f 
также го:мео:морфиа:м. 

Действительно, пусть Е "  - произвольпае замкнутое 
множество пространства Н " .  Его прообраз при отображе-

нии Н' � Н" мы обозначим через Е', а прообраз множе

ства Е' при отображении Н � Н' - через Е. Ясно, что 
множество Е является прообразом множества Е "  при 
отображении g о j. Согласно определепию отображение g о j 
непрерывно, если множест·во Е замкнуто для любого 
замкнутого множест·ва Е " .  Но из замкнутости множест
ва Е "  и непрерывности отображенил g следует замкну
тость множества Е', а из замкнутости множества Е' и 
непрерывности отображенил j - замкнутость множества 
Е. Тем самым доказано первое утверждение. Применял 
это утверждение к обратным отображениям, получаем 
второе утверждение . О 

С помощью понятия отображения легко определяется 
понятие кривой в любом топологическом пространстве. 
Именно : 

Н епрерывпой кривой в топологическом пространстве 
Н назовем образ отрезка [0 ,  1 ] действительной оси при 
непрерывном отображении этого отрезка в топологиче
ское пространство Н. За:мкпутой пепрерывпой кривой на
зовем образ окружности при непрерывном отображении 
этой окружности •В топологическое пространство Н. 

Простой кривой в топологическом пространст1ве Н на
зовем образ отрезка [0 ,  1 ] при тополш'ическом отобра
жении этого отрезка в пространство Н, а простой аа:мп
путой кривой - образ окружности при топологическом 
отображении этой ОI<ружности в пространство Н. 

Здесь следовало бы добавить все, что было сназано 
о кривых на плоскости ( см. § 2 ) . Каждое отображение 
отрезка или окружности в топологическое пространство 
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Н есть не что иное, как параметрическое уравнение кри

вой. D 
Открытое множество в топологическом пространстве Н 

называется областью, если любые две точки этого мно
жества можно соединить непрерывной кривой, лежащей 
в этом множестве . 

Rак и в предыдущем параграфе ,  можно определить 
понятие гамотопиости двух кривых в данном топологиче
ском пространстве, а также понятие фундаментальной 
группы топологического пространства.  

Область G топологического пространства Н назыпаот
ся одпосвязпой, если любая замкнутая кривая, лежащая 
n этой области, гомотопна нулю. D 

При изучении множеств в топологических простран
ствах большое значение имеет понятие компактного 
множества. 

Множество Е топологического пространства Н назы
вается Уiо.мпактпы.м, если из любого семейства окрестно
стей из системы { и  а. } ,  покрывающих в совокупности это 
множество, можно :выделить конечное число отtрестно
стей, накрывающих это множество. В частности, все про
странство Н называется rio.мnariтnы.м, если из системы 
окрестностей { и  ,J можно выбрать конечное покрытие 
всего пространства. 

Легко проверить, что сфера Римапа является ком
пактным топологическим пространством, а комплексная 
плоскость не является. Легко устанавливается также, 
что множество Е па сфере Римава компактно тогда и 
только тогда, когда оно замкнуто, а на комплексной 
плоскости - тогда и только тогда, когда оно замкнуто и 
ограничено. D 

Топологическое пространство Н будем называть по
верхпостью, если оно является областью и если для 
каждой окрестности и а существует гамеаморфизм Ла 
этой окрестности на некоторый круг в плоскости. 

Пусть Н - поверхность, а иа и и� - две окрестности, 
имеющие пелустое пересечение Va� · Введем обозначения 

- 1  
')(а(3 = Ла о Л (3  • 

Ясно, что Ха� - гамеаморфизм плоской области D�a на 
плоскую область Dав · 

Поверхность Н называется ориептируе.мой, если прп 
дюбом выборе окрестцостей и а и и� отображение х .. � со-
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храплет направление обхода любой простой замкнутой 

кривой относительно области, ограничиваемой этой 

кривой. 

Приведеиное определение близко подходит к интуи

ти.вному предстаnлению о попятии поверхности. Легко 

видеть, что сфера, тор, лист Мёбиуса являются поверх

ностями в смысле данного определения. При этом сфера 

и тор - ориентируемые поверхности, а лист Мёбиуса -

неориептируемая поверхность. 

Мы будем изучать аналитические фующии па комн

леwспой плоскости или на сфере Римана. Однан:о иногда 

полезно рассматривать аналитические функции на дру

гих поверхностях. Мы только вскользь коснемся этого 

вопроса в конце гл. III .  



Г лава. 11 

ГОЛОМОРФВЫЕ ФУНКЦИИ И ИХ СВОйСТВА 

В теории аналитических функций ивучаются далеко 
не все функции комплексного переменного, а лишь до
вольно узкий их класс. Тем не менее в этот класс вхо
дят почти все встречающиеся в анаJiиве функции. Изу
чению простейших свойств функций этого класса - го
ломорфных функций - посвящена эта глава. Одна и.J 
основных задач главы - доказательство удобных при
знаков голоморфности. В процессе доказательств будут 
доказаны теоремы, имеющие фундаментальное вначепие 
для всей теории. 

§ 1 . Дифференцируемые и голоморфвые функции 

Функция комплексного переменнога f (z ) ,  определен
ная в пекоторой окрестности точки �. называется диффе
репцируемой в точ-пе �. если существует предел 

f' Ю = lim f (z) - f Ю ' z-+ь z - � 
называемый проиаводпой функции f (z ) в точке � .  

Ясно, что условие дифференцируемости f (z ) в точке 
� можно записать в виде 

f (z) - f ( � ) - (z - �) !' ( � ) = o ( l z - � 1 1 (z - � ) . 

( 1 . 1 ) 

Функция f (z )  называется дифферепцируемой в обла
сти D, если она дифференцируема в наждой точке этой 
области. 

Следующие простейшие свойства дифференцируемых 
функций легко донавьшаются, исходя ив определения. 

Если футщии f (z )  и g (z)  дифферепцируемы в точ-пе 
� .  то их сумма и проиаведет-tие тоже дифферет-щируемы в 
точ-пе �. причем 

{! + g) ' = f' + g'l (fg} ' = f'g + fg'. 
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Ес.ли фунпции f (z ) и g (z ) дифференцируемы в точ
пе ь и g ( ь )  + О, то фунпция F (z) = � �� тоже диффереп-
цируема в точпе t, причем 

F' - f'g - fg' - g2 • 
Ес.ли фунпция f (z )  дифференцируема в точпе t , 

а фунпция <p (z ) дифференцируема в точпе t 1 = / (t ) , то 
фунпция F (z ) = <p (f (z ) )  тоже дифференцируема в точ
пе t . При этом 

F' ( t ) = <р ' (f ( t ) ) f' ( t ) . 

Дифференцируемость функции номплексного перемен
иого очень сильное требование. Чтобы яснее представить 
себе его смысл, вапишем функцию j (z )  в виде f (x + iy) = 
= u (x, у ) + iv (x, у )  и выясним, какие условия налагает 
на функции u (x, у) и v (x, у) требование дифференци
руемости функции f (z ) . ( Первое впечатление, что диф
ференцируемость f (z ) равносильпа дифференцируемости 
и (х, у )  и v (x, у ) ,  совершенно не соответствует действи
тельности . ) 

Т е о р е м а  1 . 1 .  Д.ля дифференцируемости фунпции 
f (z)  в точпе t = s + iТJ необходимо и достаточно, чтобы 
фунпции u (x, y ) = Re j (x + iy )  и v (x, y ) = lm f (x + iy ) 
бы.ли дифференцируемы в точпе (s ,  ТJ ) и чтобы их част
ные проиаводные в этой точпе бы.ли свяааны соотноше
ниями 

и� (6, ТJ) = v� (6 , ТJ), и� (6 , '11) = - v� (6 , '11) · 

(Эти соотношения носят павванне уравнений Коши 
Римана. )  

Д о к а в а т е л ь  с т в о .  Докажем п е о б х о д и м о с т ь. 
Дифференцируемость фующии f ( z)  в точке t равносиль
на равенству 

f (z ) - f ( ь ) = (z - t ) f' ( t ) + o ( l z - t / )  (z -+ t )' .  ( 1 .2)  
Отделяя в этом равенстве действительную и мнимую ча
сти и обовначая f' ( t )  = А + iB, получаем при х -+  6, 
y -+ fJ 

и (х, y ) - u (s ,  fJ ) = it (x - 6 ) - B (y - ч ) + o (p ) , 
v (x, у) - v (s, 11 ) = В (х - s) + А (у - 11 ) + о (р ) ( 1 · 3) 

4 111, А, Ева�афов 
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( р - расстояние между точв:ами (х , у) и ( � ,  'YJ ) , т. е .  
р =  l z - � 1 ) .  Равенства ( 1. 3 )  означают, что  фунв:ции 
и ( х , у )  и v ( х , у )  дифференцируемы и что 

и� (; , 11) = А, 
v� (; , 11)  = В , 

и� (; , ч) = - В , 
l'� (; , ч) = А, 

т .  е .  что выполняются соотпошения Коши - Римана. Не
обходимость дов:азана. 

Дов:ажем д о с т а т о ч п о с т ь. Если фунв:ции и (х , у )  
и v ( х , у )  дифферепцируемы и удовлетворяют уравнени-
ям Коши - Римана, то ,  обозначив и� (;, ч) = А, v� (; , yt)= 
= В , можно написать равенства ( 1 .3 ) . Умножая второе 
из равенств ( 1 . 3 )  на i и прибавляя его в: первому, полу
чаем равенство ( 1 . 2 ) , равносильное дифференцируемости 
фунв:ции j (z )  в точв:е �. Теорема дов:азана. 

Итав: ,  если фующии и (х, у) и v (x, у) дифференци
руемы, то  дифференцируемость фунв:ции f (z ) = и (x, у ) + 
+ iv ( х, у )  еще не обеспечена; нужно еще, чтобы фуюi
ции и (х , у )  и v (x, у )  удовлетворяли систРме дифферен
циальных уравнений 

ди дv 
ах

= iii ' 
(уравнения Коши - Римана) . Коротв:о отметим нев:ото
рые интересные свойства этой системы уравнений. 

Если одна из фунв:ций и (х , у) или v (x, у) известна, 
то уравнения Коши - Римапа дают обе частные произ
водные второй из этих фунв:ций: . Это позволяет воестапо
вить вторую фушщию, СI\ажем, и (х , у ) , с помощью ин
теграла от полиого дифференциала 

(х ,у) 
и (х , у) = J и� dx + и� dy + С 

(хо ,Уо) 
с точностыо до произвольного постоянного слагаемого. 

Тав:им образом, действительпая и мнимая части диф
ференцируемой фунв:ции / (z )  пе независимы. Зная одну 
из них, можно восстановить другую с точностыо до по
стоянного слагаемого. 

Если предположить, что фунв:ции и (х , у) и v (x, у )  
дважды дифференцируемы, то ,  исв:лючая и з  уравнений 
Кошп - Римава одну из фующий (диффорепцируя одпо 
уравнение по х, другое - по у и с1шадывая ) , получаем 
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для функций u (x, у ) и v (x, у ) уравнения 

д2 и д2 и 
Дифференциальное уравнение --2 + --2 = О называет-дх ду 

ся уравпепие.м Лапласа, а его решения - гар.мопичеспи
.ми фуппция.ми. Уравнение Лапласа встречается во мно
гих вопросах математической физики. 

Таким образом, действительная и мнимая части диф
ференцируемой функции являются г.армопическими функ
циями (если они дважды дифференцируемы ) . Поскольку 
они еще и связаны между собой, то их называют сопря-
жеппы.ми гар."Коnичес,.;,и.ми фуппциями. О 

Из определения дифференцируемости впдно, что мно
гочлен от z является дифференцируемой функцией во 
всей комплекспой плоскости. Рациональная функция 
(как отношение двух многочленов ) тоже дифференцируе
ма во всей комплексной плоскости, за исключением то
чек, где ее знаменатель обращается в нуль. 

Определим более широкий класс функций, заведомо 
являющихся дифференцируемыми. 

Функцию f ( z ) назовем голо.морфllой в точ,.;,е � .  если 
f ( z )  nредставляется рядом 

00 

сходящимся в какой-либо окрестности этой точки (т .  е .  
в каком-либо круге l z - � 1 < r, r > О ) .  

Функцию f ( z )  назовем голоморфпой в области D, если 
она определена в этой области и голаморфна в каждой 
ее точке. 

Функция f ( z ) , голоморфпая в точке � . дифференцируе
ма в этой точке. Действительно, из равенства 

f ( z )  = Со + с 1 ( z - � )  + . . . ( 1 z - � 1 < r) 
находим / ( � ) = со и 

f (z; = { (�) = с1 + С2 (z - �) + . .  . ( 1 z - � 1 < r) . 

Отсюда юrдпо, что предел левой части при z '-* � суще
ствует и равен Iюэффициецту с , ,  О 
4"' 
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Несколько ниже мы докажем, что фуп�ция, диффе
ретщируе.мая в oб.ttacтu, го.ttо.морфпа в этой oб.ttacтu. По 
этой причине понятие голаморфности и дифференцируемо
сти часто не отделяют друг от друга. 

Определим еще понятие голаморфности функции в бе
сконечности. 

Функцию f ( z ) , определенную в какой-либо окрестно
сти точки оо, называют ео.ttо.морфтюй в точ�е z = оо, если 

00 
� сп f (z) = � п  
п=о z 

( 1 z l >  R) .  

Другими словами, функция f ( z)  голаморфна в точке z = 

= оо, если функция g :(�) = t( t) голаморфна в точке t = О. 

§ 2. Т�орема Коши 

Пусть функция f ( z) голаморфна в конечной точке zo и 
00 

f (z) = � Сп (z - z0)п ( j z - Zo l < r) (2 . 1) 
п=о 

- ее разложение в степенной ряд в окрестности этой 
точки. При любом значении постоянной С функция 

00 

F (z) = С + � n � 1 (z - z0)п+l ( J  z - z0 1 < r) (2 .2) 
n"'o 

также голаморфна в точке zo и легко проверить, что для 
нее выполняется равенство F' (z) = f (z ) . :Каждую из та
ких фушщий F (z )  будем называть .tto�a.ttьnoй первообраа
пой функции f ( z) . 

Подчеркнем, что локальная первообразная суммы сте
пенного ряда определена и голаморфна во всем круге схо
димости этого ряда, так как круги сходимости рядов ( 2. 1 )  

и ( 2 . 2 )  совпадают. 
Покажем, что для степенных рядов имеет место ана

лог формулы Ньютона - Лейбница. Сначала докажем 
лемму, дающую нам частный случай этой формулы. 

Л е м м а 1. Пусть n � О - цe.ttoe  чuc.tto ,  а С - спря.м
.ttяе.мая �ривая с naчa.tto.м в точ�е z = а и �опцо.м в точ
�е z = Ь .  Тогда 
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Функция z" очевидно непрерыв
на во всей комплексной плоскости. Поэтому интеграл от 
нее по любой спрямляемой кривой существует и равен 
пределу интегральной суммы при любом допустимом вы
боре точек разбиения. Следовательно, искомый интеграл 
равен пределу суммы 

N 
Sn = � z�-1 (zA - Zн-1) 

А=1 

при выполнении следующих условий: 
1 .  Точки Z�r. следуют по кривой С в порядке их номеров .  
2. Zo = а, ZN = Ь .  
3.  Величина бN = max 1 Zн - Zн-1 1 стремится к нулю, 1-<k<r:N 

когда N -+  оо .  
Согласно формуле бинома Ньютона имеем равенство 

z�+t = (zk-1 + Zk - Zk-1)n+t = 
= z�:!:� + (n + 1 ) z�-1 (zA - Zk-1) + 

Из этого равенства петрудно вывести, что 
zn+1 _ zn+1 n ( ) k k-1 Zk-1 zk - zk-1 = n + 1 

+ ek, (2 .3) 

где для величины e�r. имеет место оценка 

l eя l ::;;;; Ml z��. - z��.- 1 ! 2 ::;;;; MбN I Z�r. - Z�r.- 1 l  ( 2.4 )  

с постоянной М,  зависящей от кривой С, но не зависящей 
от выбора точек разбиения zя. 

Легко проверить, что 
N 

� (zn+1 zn+1) - zn+1 zn+1 - ьn+1 an+1 
",(.J k - k-1 - N - о - - • 
k=1 

Поэтому получаем из формулы ( 2.3 ) неравенство 
N 1 ьn+1 an+1 1 � 

SN - п + f  � � ! ek \ • k=1 
из которого с помощью оценки ( 2 .4) находим 

N 

1 ьn+ l - an+1 1 � S N - n + 1 � МбN � ! Zн - Zk-l l � MlбN 
k•l 
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( l - длина кривой С) . Отсюда, переходя к пределу при 
N -+  оо, получаем утверждение леммы. 

Переход от доказанного в лемме частного случая фор
мулы Ньютона - Лейбница к общей формулировке до
вольно пр ост . 

Л е м м а  2. Пусть f (z) - сумма степенпого р.яда ( 2. 1 ) ,  
F ( z ) - папая-либо лапальпая первообразпая фунпции 
f ( z) , а С - спрямляемая привая с 1tачалом в точпе z = а  
и понцо.м в точпе z = Ь ,  лежащая в пруге сходимости ря
да ( 2 . 1 ) . Тогда 

J f (z) dz = F (Ь) - F (а) . 
с 

Д о I\ а з  а т е л ь  с т в о. Ряд ( 2 . 1 )  равномерно сходптся 
на каждом замкнутом множестве ,  лежащем в круге его 
сходимости. В частности, он равномерно сходится на кри
вой С. Поэтому ряд ( 2 . 1 )  можно почленно интегрировать 
по кривой С. Почленное интегрирование легко выполня
ется с помощью леммы 1 ,  и, используя представление 
локальной первообразной рядом ( 2 .2 ) ,  получаем утверж
дение леммы. 

С л е д с т в и е .  Иптеграл от суммы степепного ряда по 
любой зампнутой спрямляемой привой, лежащей в пруге  
сходимости этого ряда, равен нулю. 

Действительно, у замкнутой кривой начало совпадает 
с концом и потому величина F ( Ь ) - F ( а )  равна нулю. 

Следующее утверждение называется теоремой Коши. 
Т е о р е м  а 2. 1 .  Пусть D - понечная область, ограни

чашая понечным числом пусочтю гладпих привых, 
а фунпция f (z )  голаморфна в области D и на ее грапице. 
Тогда 

.i .f (z) dz = О.  
дD 

(Напоминаем, что направлепие привых, входящих в дD, 
выбирается тапи.м образом, чтобы область оставалась 
слева. ) 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Поскольку функция f (z )  голо
морфна в области D и на ее границе,  можно покрыт ь 
замыкание области D конечным числом кругов, в каждом 
из которых функция f (z) представляется сходящимся 
стеленным рядом. Далее, можно разбить область D в сум
му неперекрывающихся областей D 1 , . . .  , DN, каждая из 
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которых целиком лежит в одном из таких кругов. При 
этом можно считать, что каждая из областей D. одно
связна и ограничена простой замкнутой I\усочно гладкой 
приnой. Интеграл по границе области является аддитив
ной функцией области ( см. § 5 гл. I ) , тю\ что 

N .\ f (z ) dz = � .\ f (z) dz. 
дD k=l дDn 

Rаждый из интегралов в правой части этого равенства 
равен нулю согласно следствию из леммы 2.  Отсюда и 
вытекает утверждение теоремы. 

Отметим два обобщения теоремы Rоши. 
Т е о р е м а 2 . 1  *. Пусть D - r"опечпая область ,  о г ра

ничеппая попечпым числом r.ycoчno гладпих привых, 
а фуппция / (z) голоморфпа в области D и пепрерывпа 
вплоть до ее грапицы. Тогда 

J f (z) dz = О . 
дD 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как функция / (z )  непре
рывна вплоть до границы области D, то можно для лю
бого 8 > О подобрать область D., лежащую строго внутри 
области D (и также ограниченную конечным числом ку
сочно гладких кривых) таким образом, чтобы вьшолня
лось перавеяство 

1 .f f (z) dz - .\ f (z) dz 1 < 8 
дD дD8 

(см. теорему 5.2  из гл. I ) . Функция / (z)  голаморфна в 
области D. и на ее границе, так что по теореме 2 . 1  име-

ем .f f (z) dz = О .  Следовательно, 
дDв 

1 01 f (z) dz 1 < 8 .  

Поскольку величипа 8 > О произвольпа, а рассматривае
мый интеграл не зависит от 8, получаем, что оп равен 
пулю. Теорема доказана. 

Еще одно обобщение теоремы Rоши, называемое тео
ремой Гурса, является важным этапом в доказательстве 
голоморфцости функции, дифференцируемой в области. 
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Т е о р е м  а 2.2.  Пусть D - копечrшя область, ограпи
чеппая копечпым числом кусочпо гладких кривых, 
а фупкция f (z ) пепрерывпа вплоть до грапицы области 
D и дифферепцируема в каждой ее точке. Тогда 

S f (z) dz = О. 
дD 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Заметим, что достаточно дока
зать утверждение теоремы для случая, когда область D 
представляет собой треугольник. Действительно, в силу 
аддитивности интеграла н:ак фупкции области можно пе
рейти от треугольника к произвольному многоугольнику, 
а доказав утверждение для произвольнога многоуголь
ника, можно перейти и к любой области, ограниченной 
конечным числом кусочно глад1шх кривых, с помощью 
теоремы 5 .2  гл. I (как и в доказательстве предыдущей 
теоремы) . 

Итан, пусть D - треугольник. Обозначим 

Ьt = S f (z) dz. (2 .5) 
дD 

Проведем в треугольнике D все четыре средние линии. 
Они разобьют его на четыре конгруэнтных треугольника 
n ш ,  D<2> ,  D< 3> ,  D< 4 > ,  подобных треугольнику D. Так как 
интеграл по границе треугольника D равен сумме ин
тегралов по границам всех четырех треугольников Dщ, 
хотя бы для одного из последних интегралов должно вы
полняться неравенство 

1 S f (z) dz 1 � � . 
ov<k> 

Треугольник D<k> , для которого это неравенство выполня
ется, обозначим через D1 . 

Треугольник D1 опять разобьем средними линиями на 
четыре конгруэнтных треугольника и выберем из них 
треугольник D2, для которого выполняется неравенство 

1 S f (z) dz 1 � 4. 

дD 4 
2 

Продолжая этот процесс, построим последовательность 
{Dn} вложенных друr в друщ подобных треугольников, 
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для которых выполняются перавеяства 

1 S f (z) dz 1 ;;;::: :n , n = 1 , 2, . . . (2 .6) 
дDn 

Ясно, что линейные размеры треугольников Dn уменьша
ются вдвое при увеличении номера n на единицу. По
этому периметр р., треугольника Dn равен р · z-n, где р 
периметр треугольника D. 

У последовательности вложенных друг в друга тре
угольников Dn существует единственпая общая точка, ко
торую обозначим через � . Эта точка лежит в треугольни
ке D (или на его границе ) , и функция / (z )  по условию 
должна быть дифференцируема в этой точке. Поэтому 

/ (z ) - / (� ) = (z - �) /' ( � ) + o (z - � ) ( z -+ � ) . 

Rогда точка z лежит на границе треугольника D .. , вели
чина 1 z - � 1 не превосходит периметра треугольника D., 
(который равен р · 2-n ) .  Следовательно, 

f (z) - f ( I O - (z - �) /' (� ) =  o (2-n ) ,  Z E  дDn, n -+ оо , 

Из леммы 1 мы знаем, что интеграл от линейпой функ
ции по замкнутой кривой равен нулю. Это соображение 
позволяет написать равенство 

J [/ (6) + (z - 6) /' (Ю] dz = О, 
дDn 

из которого вытекает, что 

5 f (z) dz = 5 [/ (z) - f (6) - (z - 6) / ' (I0] dz. 
дDn дDn 

Используя полученную выше оценку для выражения, 
стоящего под интегралом в правой части равенства, по
лучаем, что 

1 5 f (z) dz � � Pn · o (2-n) = o (4-n) 
. 
дDn 

(n -+  оо ) . 

Сравнивая полученную оценку с перавеяством ( 2.6 ) ,  ви
дим, что они совместимы лишь в случае, когда 1.1. = О. 
Тем самым теорема доказана. 

3 а м е ч а н и е .  В теореме Гурса требуется только диф
ференцируемость функции / (z )  в каждой точке области, 
а не непрерывность ее производной во всей области. Ее-



58 ГЛ. 11. ГОЛОМОРФНЫЕ ФУШЩИИ И ИХ СВОйС'fВА 

ли предположить, что функция f ( z )  непрерывно диф
ференцируема в области D, то утверждение о равенстве 
нулю интеграла от f ( z) по границе области D легко по
лучается прямо из формулы Грина - Остроградского. О 

Теорема Коши часто используется и в еще одном 
виде, обобщающем лемму 2 в несколько ином направле
нии. Лемма 2 утверждает , что интегал от суммы степен
ного ряда по кривой, лежащей в круге сходимости это
го ряда, не зависит от формы кривой, а зависит лишь 
от начальной и конечной точек этой кривой. Именно это 
утверждение обобщается следующей теоремой: 

Т е о р е м  а 2.3. Пусть футищия f ( z)  голо:морфпа в 
попечпой области G. Если привые Со и С1  го.мотоппы в 
области G, то 

S f (z) dz = 5 f (z) dz . 
со ci 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Напомним, что кривые Со и С1 
называются гомотопными в области G,  если их можно 
непрерывно деформировать ;цруг в друга, не выходя из 
области G и не двигая их концов ( см. § 7 гл. I ) .  Иными 
словами, если кривые Со и С1 гомотопны, то существует 
семейство кривых С., непрерывно зависящее от парамет
ра s на отрезке О � s � 1 и обладающее тем свойством, 
что все кривые С. имеют одинаковое начало и 
одинаковый конец и лежат в области G. ( При s •= О 
кривая с. обращается в кривую Со, а при s = 1 - в кри
вую с1 . ) 

Обозначим 

I (s) = .\ f (z) dz .  
Cs 

Как уже отмечалось в замечании к лемме 2, каж
дую иривую, лежащую в области G, в частности кривую 
С., можно покрыть конечным числом окрестностей, 
в каждой из которых фуниция f (z )  представляется рав
шшерно сходящимся степенным рядом. По лемме 2 уча
СТОJ{ :кривой С., понадающий в одну из таких онрестно
стей, можно нроизвольно деформировать в пределах этой 
окрестности, и интеграл не изменится, если не двигать 
концы этого участка. Последовательно деформируя кри
вую С. в каждой из онрестностей понрытия, можно за
менить кривую С, любой другой нривой, дос1·аточно близ-
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ной к ней. Интеграл не изменится, если не двигать кон
цы кривой С. ( этапы последовательпых деформациii nо
казаны на рис. 2) . В частности, можно заменить кривую 
С. кривой Cs' • где число s ' достаточно близтю к числу s. 
Следовательно, I ( s') = l ( s) при любом s ' ,  достаточно 

Рис. 2 

близком к s. Поскольку s - любая точка отрезка [0, 1 ] , 
это означает, что функция 1 ( s ) тождественно постоянна. 
Отсюда вытекает и равенство / ( 1 ) = / (0} , равносильное 
утверждению теоремы. 

В качестве очевидного следствия теоремы 2.3 получа
ем утверждение : 

Т е о р е м а  2 .3* .  Пусть фуп1>ция j ( z) го.ломорфпа в 
1>опечпой одпосвяапой области,  а С - произвольпая 
спрямляемая 7>ривая, дежащая в этой области. Тогда 

иптегра.л J f (z) dz зависит .лишь от пача.льпой и попеч-
с 

пой точе1> привой С, по пе зависит от ее формы. Если 
привая С аа.мппута, то иптегра.л равеп пулю. 

Чтобы вывести теорему 2.3* из теоремы 2.3 , достаточ
но вспомнить, что в односвязной области две кривые 
гомотопны тогда и только тогда, когда совпадают их на
чальные и конечные точки. Из теоремы 2.3* видно, что 
у каждой функции, голоморфной в конечной односвязной 
области, существует первообразная, также голоморфпая 
в этой области. О 
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Теорему Коши при некоторых дополнительных пред
положениях можно перенести и на случай, когда грани
ца области содержит бесконечно удаленную точку. Мы 
будем обобщать таким образом только теорему 2 .2 :  

Нетрудно построить примеры, показывающие, что без 
дополнительных пре7-1положений на функцию j (z )  теоре
ма 2 .2  перестает быть справедливой, когда область D со
держит бесконечно удаленную точку внутри или на гра
нице. Однако легко указать дополнительные условия, при 
выполнении которых теорема остается в силе. Первое 
очевидное условие состоит в существовании интеграла 

.\ f (z) dz, (2 . 7) 
дD 

который будет несобетвенным интегралом, если точка z = 
= оо лежит на границе области D. Однако легко пока

зать, что выполнения этого усло
вия недостаточно. Следующая 
теорема дает простые достаточные 
( по не необходимые ) условия 
для справедливости теоремы Ко
ши в бесконечных областях. 

Т е о р е м  а 2.4. Пусть фупп
ция f (z ) годо.морфпа в попечпо
связпой обдасти D и пепрерывпа 
впдотъ до ее грапицы. Есдu пе-

Рис. 3 собствеппый ( вообще говоря) ип-
теград ( 2.7 ) сходится, а фуппция 

f (z) удовдетворяет доподпитедъпо.му усдовию 

f (z) = о ( f) (z� оо, z E G) (2 .8) 

в опрестпости беспопечпо удадеппой точпи, то иптеград 
( 2 .7 ) равеп пудю. 

Д о к а з  а т е л ь с т в о .  Обозначим через Dв часть об
ласти D, лежащую в круге l z l  < R, а через Св - часть 
границы области D, лежащую в том же круге. Согласно 
определению (см. § 6 гл. 1 )  из существования песоб
етвенного интеграла ( 2 .7 ) следует, что 

S f (z) dz = lim J f (z) dz, 
дD В-+оо Св 
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Кроме того, по теореме 2 .2* 

.\ f (z) dz = О . (2 . 9) дDн 
Поэтому, обозначив через Lн часть границы области Dн, 
отличную от п:ривых Сн (рис. 3 ) , мы можем записать 
равенство ( 2 . 9) в виде 

S f (z) dz + 5 f (z) dz = U .  Сн Lн 
Множество Lн составлено из дуг о:кружности 1 z 1 = R, та:к 
что его длина не провосходит 2лR . Оценивал модуль ин
теграла от фун:кции J (z) по дугам Lн произведением ма:к
симума модуля подынтегральной фун:кции на длину пути 
интегрирования, мы получаем неравенство 

1 I f (z) dz 1 � 2лR · о  ( k ) -+  О (R -+ oo). 

Следовательно, 

1 5 f (z) dz 1 = 1 lim S f (z) dz 1 = lim 1 S f (z) dz 1 = О, 
дD R-->oo Сн R->oo Lн 

и теорема доназана. 

§ 3. Интегральная формула Коши 

С помощью теоремы Коши лег:ко доназываетсл та:к 
называемаЯ иптегра.л,ьпая формуда Коши. Она позволлет 
выразить значение голоморфной фун:кции в любой точ:ке 
области через значения функции на границе этой обла
сти. Посколь:ку эта формула понадобится и для до:каза
тельства э:квивалентности дифференцируемости и голо
морфности, до:кажем ее для дифференцируемых фуннций. 

Т е о р е м а  3. 1 .  Пусть футщия f (z )  дифференцируе
ма в об.л,асти D. Ес.л,и l'ioneчnaя об.л,асть G .л,ежит вместе 
со своей гран,ицей С в об.л,асти D, а � Е G, то 

r 1 (z) dz = 2л if щ. J z - � с 
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f (z) 1 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Функция <p (z) = z - � является 

отношением двух дифференцируемых функций, причем 
знаменатель обращается в нуль только при z = � .  Поэто
му фующия 'IJJ ( z )  дифференцируема во всех точках обла
сти D, за исключением точки z = � .  Возьмем р > О на
столько малым, чтобы круг 1 z - � 1 .;;;; р лежал в области 
G, и обозначим через D' область D, из 1юторой удалена 
точка � .  а через Gp - область G, из которой удален круг 
1 z - � 1 .;;;; 'Р · 

Функция :ер (z )  дифференцируема в области D',  и об
ласть GP лежит в области D '  вместе с границей (которую 
обозначим Ср) . Следовательно, по замечанию 1 к теореме 
Коши интеграл от <р ( z )  по СР равен нулю. Но Ср состоит 
из С и из окружности 1 z - � 1 = р, причем интегрирова
ние по окружности производится в таком направлении, 
чтобы область GP оставалась слева (а круг 1 z - � 1 < р -
справа ) .  Поэтому, обозначив через ГР границу круга 
1 z - � 1 < р, можем написать 

S cp ( z) dz = J cp (z) dz. 
tiD Гр 

Считая р > О достаточно малым, вычислим интеграл, 
стоящий в правой части последнего равенства. Имеем 

S <p (z) dz = ср (�) /1 + /2 , 
Гр 

где 

Функция, стоящая под знаком интеграла в I 2 , ограниче
на, так как при z -+ � она стремится к f' ( � ) .  Посколы{у 
длина окружности ГР равна 2:n:p, а модуль интеграла не 
иревосходит произведения длины пути интегрирования 
на максимум модуля подынтегральной функции, то 

( р -+ 0) .  

Интеграл I 1 легко вычисляется. Действительно, парамет
рическое уравнение окружности ГР имеет вид z = � + ре; е ,  
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О � 8 � 2n .  Поэтому 

S
2n ipeie s2n 

11 = peie dG = i dO = 2л i. 
о о 

Следовательно, 

J <р (z) dz = 2л.ij (�) + О (р) (р -+ 0), 
Гр 

а вначит, и 
.f <р (z) dz = 2л if (�) + О (р) (р -+ 0) . 

дD 
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Интеграл в левой части равенства не зависит от р, ко
торое можно считать произвольно малым положительным 
числом. Поэтому, переходя к пределу при р -+  О, прихо
дим к утверждению теоремы. 

Кроме интегральной формулы Коши в последующих 
утверждениях будет играть важную роль еще и следую
щее утверждение: 

Т е о р е м  а 3.2. Пусть С - спрямляемая -привая, 
а ЧJ ( t ) - фуппция, пепрерывпая па -привой С. Фуи-пция 

f (z) = s <р ( t) dt 
t - z 

с 

определена во всей помпле-пс1tой плос-пости, аа исплюче
пием точеп привой С. В опрестпости паждай точ-пи z0 E;i: С 
фуппция f (z ) разлагается в степенной ряд 

где 

00 
f (z) = � Сп (z - z0)n, 

n=o 

S <р (t) dt с -
n - С ( t - - zo)n+ l ' n = 0, 1 , . . .  

(3 . 1 )  

(3 .2) 

При этом ряд (3 . 1 )  сходится в паждом цуге l z - zo l  < r, 
ne содержащем точеп привой С. 

Д о J{ а з  а т о л ь  с т в о. Утверждение, относящоеся к 
области определения функции f (z ) ,  очевидно. Займемся 
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разложением функции f (z ) в ряд. Воспользуемся равен
ством 

(3 .3) 

справедливым при выполнении условия 

1 : :: 1 < 1 '  
(3 .4) 

Ряд (3 .3 )  представляет собой геометрическую прогрес
сию, и по признаку Вейерштрасса он равномерно схо
дится по z и t, если существует число О <  q < 1 (не за
висящее от z и t )  , для которого 

1 : :: 1 � q. ( 3 .4*) 

Условие (3 .4* ) заведомо выполняется, когда точка t ле
жит на кривой С, а точка z лежит в круге l z - zo l � r, 
не содержащем точек этой кривой. Умножение равномер
но сходящегося ряда (3 . 3 )  на непрерывную функцию 
'<Р ( t ) не нарушит его равномерной сходимости. Почленно 
интегрируя равномерно сходящийся ряд 

� 
= 

� (z - z0)nq> (t) 
t - z � (t - z )n+l 

n=o о 

по кривой С, получаем ряд (3 . 1 )  с коэффициентами 
(3 . 2 ) , равномерно сходящийся в каждом круге l z - zo l � 
� r, не содержащем точек кривой С. 

Отметим ряд следствий и3 доказанных теорем. 
С л е д е т  в и е 1 . Фуппция 

f (z) = s -q> (t) dt 
t - z 

с 

голаморфна в паждай области, ne содержащей точеп 
кривой С. 

С л е д с т в и е 2.  Фуппция, дифферепцируемая в по
нечной области, голаморфна в этой области. 

Действительно, по теореме 3 . 1 функция f (z) , диффе
ренцируемая в области D (которую можно, не ограничи
вая общности, считать ограниченной кусочно гладкими 
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кривыми)", представима в виде 

f ( ) = _1_ r f ( l) df z 2ni . t - z � 
дD 

Область D не содержит точек ее границы дD, и nотому 
в силу следствия 1 функция f (z) голаморфна в обла
сти D. 

С л е д с т в и е  3. Если фу1-ищия j (z)  голоморфпа в 
попечпой областu D, ограпичеппой понечным числом пу
сочно гладпих привы.х, и непрерывна вплоть до границы 
этой области, то в паждай точпе zo 'Е D она разлагается 
в степенной ряд 

00 
f (z) = � Сп (z - z0)п, 

n=o 

сходящийся в паждом пруге 1 z - zo l  < R, лежащем в 
этой области. Для поэффициептов ряда имеют место 
формулы 

1 s f (z) dz 
Сп = 2ni (z - z )п+I ' п = О, 1 , . . .  

дD о 

Действительно, согласно теореме 3. 1  можно написать 
для функции f (z) представление 

f (z) = _1_. s ! (t) at D 2m t - z ' Z E ' 
дD 

а затем применить теорему 3.2 .  
С л е д с т в и е  4. При выполнении 

3 имеет место формула 
условий следствия 

f' (z) = � s f (t) dl 
2m (t - z)2 '  

дD 
Z E D. 

Действительно, из разложения в ряд 
00 

f (z) = � Сп (z - z0)п 
n=o 

(3 .5) 

легко находим, что j' (Zo) = с1, и, nрименяя формулу для 
коэффициента с 1 , получаем требуемую формулу. 

3 а м е ч  а н и е. Формула для nроизводной голоморф
ной функции остается в силе и для случая, когда об-
5 М. А. Евграфов 
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ласть D содержит бесконечно удаленную точку. Это свя
зано с наличием под интегралом множителя ( t - z ) -2, 
достаточно быстро стремящегося к нулю при t � оо .  О 

Следующая теорема несколько дополняет следствие 4.  
Т е о р е м а  3 .3 .  Ec.ttи фуrищия f (z ) гомморфпа в об

.ttасти D, то ее производпая f' ( z )  так,же годоморфпа в 
этой об.ttасти. Степеппой ряд д.ttя фупк,ции f' ( z )  в ок,ре
стпости точк,и z0 'Е D можно подучить поч.ttеппым диф
ферепцировапием соответствующего степеппого ряда д.ttя 
фупк,ции f (z ) .  

Д о к а з а т е л ь  с т в о .  Ограничимся случаем, когда 
zo =1= оо. Область можно, не ограничивая общности, счи
тать конечной и ограниченной конечным числом кусочно 
гладких кривых, а функцию f ( z) - непрерывной вплоть 
до границы области D (в противном случае можно было 
бы выбрать меньшую область, содержащую точку zo ) . 

00 
Рассмотрим ряд 'Ф (s) = 1: М (n + 1 ) s" · Радиус сходи-

n=о 
мости этого ряда равен 1 ,  так что он равномерно схо
дится в каждом круге l s l  � q < 1 .  Сумму этого ряда мож
но найти, написав 

z - z  1 
Поэтому, положив s = --0- М = 2 , получим фор-t - zo ' ( t - zo) 
мулу 

(3 .6) 

справедливую при 1 ; _ :: 1 < 1 .  При выполнении условия 

{3 .4* )  ряд в правой части формулы . (3 .6 )  равномерно 
сходится по z и t. Повторяя рассуждения, проведеиные 
при доказательстве теоремы 3 .2 ,  получаем из формулы 
(3 . 5 )  разложение производной f' ( z )  в степенной ряд 

00 
f' (z) = � bn (Z - z0)n 

n = o  
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с :коэффициентами 

Ь = n + 1 s 1 (z) dz n 2:rti (z - z )n+ 2 ' 
дD О 

п =  О, 1 , . • .  

Сравнивая это разложение с разложением функции f ( z )  , 
полученным в следствии 3, приходим :к утверждениям 
теоремы. 

С л е д с т в и е . Ес.л,и фуппция f (z ) го.л,о.морфпа в об
.л,асти D, то опа и.меет та.м проиаводпые .л,юбого порядпа, 
и эти проиаводпые го.л,о.морфпы в об.л,асти D. Степеппой 
ряд д.л,я производпой j<mJ (z) в опреетпасти точпи z0 Е D 
подучается т-пратпы.м поч.л,еппы.м дифферепцировапие.м 
соответствующего степеппого ряда д.л,я фуппции f (z ) .  

00 
Степенной ряд f (z) = � Сп (z - z0)n для функции 

п ... о 
f ( z) , голоморфной в точ:ке zo, называют рядо.м Тей.л,о ра. 

Из сформулированного выше следствия вытекают 
формулы 

l(n) (z ) 
с - о 

п - n! ' п =  0, 1 , . . .  (3 . 7) 

Сравнивая эти формулы с формулами (3 .2 ) , получаем 
(:ка:к и в следствии 4 )  формулу 

/m) (z) = ml s 1 (t) dt 
2:rti (t  _ z)m+l  ' z Е D, т = о, 1 , . . . (3 .8) 

дD 

для т-й производной фун:кции, голоморфной в области D. 

§ 4. Критерии голоморфности 

Из э:квивалентности понятий дифференцируемости и 
голоморфности, доказанной в предыдущем параграфе, сра
зу же вытекает нес:коль:ко простых призна:ков голоморф
ности функций. Из теорем о дифференцируемости сум
мы, произведения и част н ого имеем: 

Су.м.ма и проиаведепие попечпого чис.л,а фуппций, го
.л,о.морфпых в об.л,асти D, яв.л,яются фующия.ми, го.л,о.морф
пы.ми в обдаст и D. 

Отпошепие двух футщий, го.л,о.морфпых в об.л,асти D, 
го.л,о.морфпо в об.л,асти D аа исп.л,юче7-tие.м тех ее точеп, 
где апа.мепате.л,ъ обращается в пу.л,ъ. 
5* 
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Теорема о дифференцировании сложной функции дает, 
что : 

Ес.ли фуппция f (z ) го.ломорфпа в точпе � . а фуппция 
F ( w)  го.ломорфпа в точпе / ( � ) , то фуппция '(j) (z ) = 
= F (f ( z) ) го.ло.м,орфпа в точпе � -

Следующий более тонкий признак называется теоре
мой Морера. 

Т е о р е м а  4. 1 . Пусть фуппция f (z ) пепрерывн,а в об
ласти D. Ес.ли д.ля .любой спрямляемой привой С, .лежа
щей в об.ласти D, иптегра.л 

S 1 (z) dz 
с 

аависит то.льпо от пача.льпой и попечпой точпи привой С, 
1 0  фующия f (z ) го.ломорфпа в об.ласти D. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем в области D ка
кую-либо точку а и определим функцию F (z)  равен

z 
ством F (z) = J 1 (t) dt .  Покажем, что эта функция диф-

а 
ференцируема в области D и найдем ее  производную. 

Поскольку путь интегрирования в интеграле для 
функции F (z) можно выбирать произвольно, имеем 

z+h z z+h 
F (z + h) - F (z) = J 1 (t) dt - J 1 ( t) dt = J f ( t) dt . 

а а z 
Последний интеграл при значениях h, достаточно малых 
по модулю, можно считать взятым по прямолинейному 
отрезку. Так как 

z+h 
s dt = h,  
z 

то получаем равенство 
z+h 

F (z + h) - F (z) = 1 (z) h + J [/ (t) - 1 (z) ] dt . 

Очевидно, что 
z+h 

z 

J [l ( t) - l (z)] dt = o (h) 
z 

и, следовательно, 
F (z + h) - F(z) ,= hf (z)+ o (h)  

(h -+ 0) 

(h � 0) . 
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Это означает, что функция F (z )  дифференцируема в точ
не z, а ее производпая равна f (z ) . 

Согласно следствию 2 из теоремы 3.2 выводим отсюда, 
что функция F (z) голаморфна в области D, и получаем 
по теореме 3.3 , что и функция f (z)  голаморфна в той же 
области. 

Теорему �орера удобно использовать для доказатель
ства многих других признаков голаморфности функций. 

Т е о р е м а 4.2. Если фуп1'щия f (z, w) голоморф па по 
z в области D при всех w Е Е и ec.ttи 

j (z, w) -+ rq> (z)  ( w -+ wo, w ·E E) 

равпо.м,ерпо по z па .л,юбой аамппутой части об.л,асти D, 
то и фуппция rq> (z)  го.л,о.м,орфпа в об.л,асти D. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Функция f (z, w )  очевидно не
прерывна по z в области D, а потому и предельная функ
ция 'cp (z) непрерывна в этой области ( см. § 4 гл. 1 ) . 
Кроме того, равномерность стремления к пределу позво
ляет нам перейти к пределу под знаком интеграла по 
любой спрямляемой кривой С, лежащей в области D ( см. 
§ 6 гл. 1 ) . Поэтому 

J cp (z) dz = lim 5 j (z, w) dz. 
С W->WO С 

Возьмем произвольную односвязную область D',  лежа
щую строго внутри области D. Из сказанного выше сле
дует, что функция rq> (z )  непрерывна в области D' ,  а ин
теграл от нее по любой спрямляемой кривой, лежащей 
в области D',  зависит только от начальной и конечной 
точек этой кривой. По теореме Морера функция rq> (z )  
обязана быть голоморфной в области D' . Поскольку D' -

- произвольпая односвязная часть области D, теорема до
казана. 

Наиболее распространенным частным случаем теоре
мы 4.2 является следующее утверждение : 

С л е д с т в и е. Су.м,.м,а равпо.м,ерпо сходящегося ряда 
го.л,о.м,орфпых фуппций яв.n,яется голоморфпой фуппцией 
во всех впутреппих точпах того .м,пожества, па ";,оторо.м, 
этот ряд равпо.м,ерпо сходится. 

Широко употребляется и следующий признак голо
морфности: 

Т е о р е м  а 4.3 . Пусть L - спрямляемая привая в п.л,о
спости w, а D - об.л,астъ в п.л,оспости z. Фуппцию f (z, w)  
мы предподожим опреде.л,еппой и пепрерывпой по сова-
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пуппасти пере:меппых при z Е D, w Е L. Если при любом 
w Е L фуппция f ( z, w ) голо:морфпа по z в области D, 
то фуппция ер (z) = J f (z , w) dw тапже голо:морфпа в об-

L 
ласти D. 

Д о к а з а т е л ь  с т в о .  Из теорем § 6 гл. I об интег
ралах, зависящих от параметра, вытекает , что функция 
ер ( z )  непрерывна в области D и что 

5 ер (z) dz = 5 {S f ( z , w) dz} dw 
С L С 

для любой спрямляемой кривой С, лежащей в области D. 
Если кривая С лежит в односвязной подобласти D' 

области D, то интеграл 

.f f (z, w) dz 
с 

зависит лиПiь от начальной и конечной точек кривой С. 
По теореме Морера отсюда следует, что функция ер ( z )  
обязана быть голоморфной в области D' . Так как D' 
произвольпал односвязная подобласть области D, то 
функция .ер ( z )  голаморфна и в области D. 

3 а м е ч  а н и е .  Объединял теоремы 4 .2  и 4.3, видим, 
что утверждение теоремы 4.3 остается в силе и д'ля не
собственных интегралов, если они равномерно сходятся 
по z на любой замкнутой части области D. 

Для доказательства приведеиных выПiе признаков го
ломорфности можно было бы использовать не теорему 
Морера, а интегральную формулу RоПiи (в  сочетании с 
теоремой 3 .2 ) . В следующем призпаке использование ин- _ 
тегральной формулы RоПiи ужо необходимо. 

Т е о р е м а  4.4. Если фунпция f (z, w ) голо:морфпа по 
z при любых значениях ш Е Е и f ( z, w) -+ •ep (z )  ( w -r wo, 
w Е Е) равпо:мерно по z в паждай ва:м'Кnутой части обла
сти D, то и 

f; (z , w) -+ ер' (z) 

равпо:мерно по z в паждай ва:мппутой части области D. 
Д о к а з  а т е л ь с т в о .  Обозначим через В какую-либо 

замкнутую часть области D, а через G - область, лежа
щую в D вместе с границей ( состоящей из конечного 
числа кусочно гладких кривых ) , но содержащу.ю множе-
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ство В. Тогда при z Е В и t Е дG имеем 

_,_f_,_(t...:...., _w7) � � - 2 ----,.- 2 (w -+ Шо , ( t - z) ( t - z) 
w e= E) 

71 

равномерно по z Е В и по t Е дG. Тан как сходимость 
равномерна, то  можно написать 

S f ( t , w) dt -S  <p ( t) dt 
(w -+ wo ,  w e= E) . ( t - z) 2 ( t - z) 2 

дG дG 

Используя следствие 3 теоремы 3 .2  и теорему 4.2 ,  мы 
nриходим н нашему утверждению. 

С л е д с т в и е .  Ряд голоморфпых фующий, равпомер
по сход.ящийс.я в паждай аамппутой части области D, 
можnо почлеппо дифферепцировать ,  и продифферепциро
ваппый ряд опять будет равпомерпо сходиться в паждай 
аамппутой части области D. 

Совершенно аналогично доназываетсл и следующее 
утверждение.  

Т е о р е м  а 4 .5 .  Пусть L - спрямляемая привал в пло
спости w, а D - область в плоспости z. Фуппцию f ( z, ш) 
мы предположим пепрерывпой по совапуппасти перемеп
nых при любых z Е D и ш Е L. Если фуппци.я f ( z, ш)  
голо.�tорфnа по  z при всех ш ' Е  L и ер (z) = \ f (z ,  ш) dш, т о  

1:. 
ер '  (z) = \ 1: (z , ш) dw . 

L 

3 а м о ч а н и е. Эта теорема танже сохранлет силу для 
равномерно сходлщихсл несобетвенных интегралов. О 

В заключение приведем еще один результат несколько 
иного рода. Его обычно называют припципом помпапт
пости голаморфных функций. 

Т е о р е м  а 4 .6 .  Пусть {fп (z) } - последователыtОсть 
фуппций, голаморфных в области D и удовлетворяющих 
условию: 

для паждога аамппутого мпожества В с: D существует 
тапа.я посто.янпа.я М (В) , что для всех фуппций последо
вательпасти {fn (z ) }  имеет место перавепство 

l /п ( z) 1 � М (В) , Z E B. 

Тогда иа последовательпасти {fп (z ) } можпо выделить под-
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пос.ледовате.льпость, равномерно сходящуюся па паждой 
замппутой части об.ласти D. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для простоты будем считать, 
что область D не содержит бесконечно удаленную точку 
( это допущение не ограничивает общности; исключитель
ный случай, когда D совпадает со всей расширенвой 
комплексной плоскостью, мало интересен) . Построим по 
области D исчерпывающую ее последовательность обла
стей { Gm} , обладающую свойствами: 

1. Все области Gm лежат в области D вместе с их 
границами, состоящими из конечного числа кусочво глад
ких кривых. 

2. При каждом значении т область Gm+ I  содержит 
замыкание области Gm. 

3. Каждая точка области D попадает в какую-либо 
из областей Gm. 

Обозв!J.ЧИМ через lm длину границы области Gm, а че
рез {Jm - расстояние от области Gm до границы области 
Gm+ I ·  Согласно условию 2 величина Pm положительна. 

Согласно формуле для производной голоморфной 
функции (следствие 3 теоремы 3 .2 )  справедлива формула 

, 1 s fn ( t) dt fn (z) = 2:n:t ( t _ z)2 (z Е Gm) • 
дGm+l 

Из этой формулы легко получаем оценку 

1 t' (z) 1 � lтн М (Gтн) (z Е Gm) ,  n ---=::: р� 2:n: 

показывающую, что последовательность {/n (z ) } равносте
пенно непрерывна в каждой иа областей Gm (при фикси
рованном значении т) . Поэтому согласно теореме Ар це
ла (см. § 4 гл. 1 )  из последовательности функций {/n (z ) } 
можно выбрать подпоследовательность, равномерно схо
дящуюся в области Gm с произвольно выбранным но
мером. 

Выбрав последовательность {fn�l) (z)} , равномерно схо-

дящуюся в области G1 , выбираем иа нее последователь
ность {1 (2) (z)} , равномерно сходящуюся в области G2, nk . 
и т. д. Легко убедиться, что последовательность 

{/ niв> (z)} обладает нужным свойством. 
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§ 5. Теорема единственности 

Докажем одно из наиболее важных свойств голаморф
ных функций, называемое теоремой едипстветиюсти. 

Т е о р е м а  5 . 1 .  Пусть фунl'iцuя f (z) голаморфна в 
области D, а {zn} - бес"/'iоnечная последовательность по
парно различных точеl'i, имеющая хотя бы одну предель
ную точпу в области D. Если 

f ( zn ) = O, п = 1, 2, . . . , 

то фуnl'iция f (z) равна пулю во всей области D. 
Д о к а з а т е л ь  с т в о. Обозначим через а предельную 

точку последовательности {zn} , лежащую в области D. 
Покажем сначала, что функция f (z ) равна нулю в пеко
торой окрестности точки а. Мы знаем, что функция f (z) 
rоломорфна в точке а, т.  е. 

00 
f (z) = � Сп (z - a)n ( 1 z - а 1 < r) .  

о 

Без ограничения общности можно считать, что Zn -+ а и 
что при всех п имеем l zп - a l  < r. Полагая z = Zn и вспо
миная, что f (zn) = О, получаем 

О = Со + с 1 (zn - а) + . . • 
Переходя к пределу при п -+  оо, находим, что со =  О. Ис
пользуя это, можем написать 

.!J!)_ = с1 + с2 (z · - а) + . .  , z - a  ( l z - a l  < r) .  

Полагая снова z = Zn, а затем п -+ оо, находим, что с 1  = О. 
Повторяя этот процесс, убеждаемся, что все Cn равны ну
лю, т. е. что функция f (z) равна нулю при l z - a l < r. 

Теперь покажем, что функция f ( z) равна нулю в лю
бой точке области D. Для этого nозьмем любую точr\у 
� Е D и соединим ее с точкой а простой ломаной L, ле
жащей в D ( это возможно, так как область - связное 
множество) . Допустим теперь, что / (� ) * О. Тогда на ло
маной L найдется точка а' со следующими свойствами: 

На участке L между точками а и а' функция f ( z) 
равна нулю. В круге 1 z - a' l < р при любом р > О най
детел хотя бы одна точка, в которой функция f (z) отлич
на от нуля. 
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Тогда можно взять последовательность ( z� } точек L, 
для которых z� � а ' и f ( z�) = О. Затем возьмем вместо 
точки а точку а' , а вместо последовательности {zn} - по-
следовательность t z� } и повторим проведеиные выше рас
суждения. Получим, что f ( z) = О при 1 z - а ' 1 < r' .  Это 
противоречит второму свойству точки а ' . 

Таким образом, предположение, что найдется точка 
� Е D, в которой / ( � )  =1= О, привело нас к противоречию. 
Теорема доказана. О 

В применениях теоремы единственности большую 
роль играет понятие аналитического продолжения. 

Пусть даны: :множество Е, фушщия / ( z ) , определен
ная на Е, и область D, содержащая множество Е. Гола
морфную в области D функцию F ( z ) , совпадающую с 
f ( z) на :множестве Е, назовем апалитическим продолже
пием фупкции f (z )  па область D. 

Из теоремы единственности сразу следует утвержде
ние, носящее название принципа апалитического продол
жепия: 

Если множество Е имеет хотя бы одпу предельную 
точку, лежащую вг{утри области D, то фующия f ( z )  
имеет не больше одного аналитического продолжепия в 
область D. 

Действительно, если бы существовали два различных 
аналитических продолжения функции f (z ) в область D,  
то, рассмотрев их разность, :мы пришли бы к противоре-
чию с теоремой единственности. О 

Покажем, как с помощью принцила аналитического 
продолжения можно распространить некоторые элемен
тарные функции на комплексные значения перемениого 
и исследовать их свойства в комплексной плоскости. 

Из анализа известно, что функции еХ, sin х, cos х раз
лагаются в степенные ряды 

00 
х � xn 

е = � lil' 
о . 

00 • "' n x2n 1-1 SШ Х = � (- 1)  (2n + f) ! ' 
о 00 

"' n x2n 
COS X = � (- 1) (2n) ! ' о 

сходящиеся для всех действительных х. Эти ряды схо
дятся и для всех комплексных значений переменного. 
Поэтому естественно определить функции е', sin z, cos z 
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для комплексных z теми же рядами. По следствию 2 
теоремы 4 .2  суммы этих рядов являются функциями, 
голаморфными во всей комплексной плоскости, т. е .  дают 
аналитическое продолжение функций еЖ, sin х , cos х на 
всю комплексную плоскость. По принцилу аналитическо
го продолжения других продолжений не может быть. 

Покажем теперь, как исследовать возникшие в каче
стве аналитического продолжения функции комплексного 
переменного. В частности, покажем, как переносятся па 
комплексные значения переменнога формулы, известные 
для действительных значений. Поскольку рассуждения 
для любых формул почти абсолютно оДинаковы, ограни
чимся одной формулой. 

П р  и м е р  1. Покажем, что для любых комплексных 
z и � справедлива формула 

( 5 . 1 )  

В обеих частях формулы ( 5 . 1 )  стоят функции, гола
морфные по z при любых фиксированных � и по � при 
любых фиксированных z. Нам нужно ДОI{азать, что эти 
функции совпадают при всех z и � - Рассмотрим сначала 
действительные значения �- Если при этом еще и z дей
ствительно, то формула, очевидно, справедлива .  Но в си
лу теоремы единственности две фующии комплексного 
перемениого z, голоморфвые во всей плоскости и совпа
да ющие при всех действительных значениях z, совпадают 
тождественно. Следовательно, формула ( 5 . 1 )  доказана 
при любых комплексных z и при любых действитель
ных � -

Фиксируя теперь любое комплексное z и проводя ана
логичное рассуждение с рассматриваемыми функциями 
как функциями �. убеждаемся, что формула ( 5 . 1 )  спра
ведлива при любых комплексных z и � -

Разумеется, формулу ( 5 . 1 )  петрудно доказать и не
посредственным перемножепием рядов , однако приведен
вый способ рассуждений замечателен не только (и не 
столько ) простотой, по и общностью. О 

С помощью формулы ( 5 . 1 )  легко получить простую 
формулу для вычисления значений функции е" при лю
бых комплексных z. Действительно, положим z = х + iy . 
Тогда согл�спо формуJrе ( 5 . 1 )  имеем е" = exeiY. Для вы
числения е'У подставим iy вместо z в ряд для е" и отде
лим действительную и мнимую части. Это даст формулу 



76 ГЛ. П. ГОЛОМОРФНЫЕ ФУНIЩИИ И ИХ СВОйСТВА 

Эйлера 
eiv = cos у + i sin у. 

С ее помощью находим 
ex+iy = е"' cos у + ie"' sin у. (5 .2 )  

Из формулы (5 .2 )  следует, в частности, что 
l e• l  = eRe z. (5 .3)  

Большинство функций, встречающихся в апалиае, 
можно аналитически продолжить па комплексные аначе
ния переменного. Для покааательпой и тригонометриче
ских функций это делается совсем просто, для дру
гих - сложнее. Так, например, много хлопот доставит нам 
аналитическое продолжение функции ln х, которым мы 
будем ааниматься в следующей главе . D 

Приведем еще один пример аналитического продолже
ния функции, определенной для действительных :шаче
пий переменнога уже не рядом, а интегралом. 

П р и м е р 2.  Найдем аналитическое продолжение на 
всю комплексную плоскость гамма-фуптщии Эйлера Г (z) ,  
определяемой для действительных положительных z ин
тегралом 

00 
Г (z) = S tz-te-t dt. 

о 

Функцию t•-l при любом t > О легко аналитически 
продолжить на всю комплексную плоскость, так как 

t•- 1 = e<z- l ) l n  ' , 
а с аналитическим продолжением покааательной функ
ции мы уже апакомы. Поэтому, применяя теорему 4.3, 
видим, что интеграл 

при а >  О и Ь < оо является функцией z, голоморфной во 
всей комплексной плоскости. Однако при а = О и Ь = оо 
интеграл становится несобственным, и придется выяс
нять, при каких z он равномерно сходится. Поскольку 
интеграл, определяющий Г (z ) , имеет две особенности 
(в пуле и в бесконечности ) ,  его лучше разбить па сум:� 
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му двух интеrралов и отдельно исследовать сходимость 
каждоrо из них. 

Положим Г (z) = a (z )+ � (z) , rДе 
1 00 

а (z) = J tz-te -t dt, 
о 

� (z) = J tz-1e-t dt . 
1 

Сначала исследуем интеrрал � ( z ) . При Re z � R в си
лу формулы (5 .3 ) можно написать для подъrнтеrралъной: 
функции неравенство 

1 t•- l e-' 1 � tв- l e-' '  

так как на промежутке интеrрирования t ;;;;;;. 1 и ln t > О. 
Но 

"" 

J tR-1e-t dt < oo , 
1 

так как функция е- '  при t -+ +оо стремится к нулю бы
стрее любой степени t. Следовательно, по признаку рав
номерной сходимости интеrралов (конец § 6 rл. I )  ин
теrрал, определяющий функцию � ( z ) , сходится равномер
но по z в полуплоскости Re z � R при любом R. Исполь
зуя замечание к теореме 4.3, получаем, что функция � (z )  
rоломорфна во всей комплексной плоскости. 

Перейдем к интеrралу для а ( z ) . При Re z ;;;;;;. б можно 
написать для подъrнтеrралъной функции неравенство 

l t•-le-' 1 � t�-1 e'-� < t�- 1 , 

так как на промежутке интеrрирования О < t < 1 и ln t ::::; 
� О. Но при б > О  имеем 

1 s t{j-1 dt = � < 00 .  
о 

Поэтому из тех же соображений, что и выше, получаем 
rоломорфностъ функции a (z )  в полуплоскости Re z > О . 

Итак, мы аналитически продолжили функцию Г ( z )  = 
= a (z) + � (z)  в полуплоскость R,e z > O. Можно пока
затъ, что за пределами этой полуплоскости интеrрал, оп
реДеляющий функцию Г ( z ) , уже расходится. Поэтому 
дальнейшие рассуждения являются совершепво нестав4 
дартвыми. 
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Так :ка:к фуп:кция � ( z) голаморфна во всей плос:кости, 
нужно продолжить лишь фуп:кцию .c:t ( z) . Разложим 
фуп:кцию е- 1  в ряд 

равномерно сходящийся па отрез:ке (0, 1 ) .  При z > 1 
фуп:кция tz- 1 непрерывна на этом отрез:ке и умножение 
ряда па tz- 1 не нарушает его равномерпой сходимости:. 
Интегрируя почлепно, получаем 

1 00 00 
а (z) = S tz-1 '"' (- 1 )n __:::_ dt = '"' (- f )n __!__ (z > 1) . """- n! � n + z n! 

о о о 
00 

Члены ряда '"' (- f)n -1- являются фун:кциями, голо� п + z  n! 
о 

морфпыми во всей плоскости, за ис:ключением точек z = 
= О , - 1 ,  -2, . . .  , и ряд равномерно сходится в любой 
:конечной части плоскости, не содержащей этих точеi{ 

( все члены ряда, начиная с пе:которого, не превосходят 

членов сходящегося числового ряда �-т). Следователь-п. о 
� (- 1)n 1 

по, сумма ряда � -+ 1 голаморфна во всей :компп z n .  о 
ле:кспой плос:кости, за ис:ключением точе:к z = О , - 1 ,  
-2, . . . Посколь:ку при z > 1 эта сумма совпадает с функ
цией а ( z) , она дает нам аналитическое продолжение 
фуНКЦИИ <СХ ( Z) • 

Формула 
00 

Г (z) = ,.., (- 1)n _1 + s tz-1e-t  dt 
� п -t- z n! о 1 

дает нам искомое аналитическое продолжение функции 
Г ( z) на всю :компле:ксную плоскость, за исключением 
точек z = О , - 1 ,  -2, . . . Нетрудпо убедиться, что при 
стремлении: :к этим точ:кам функция Г ( z) стремится I' 
бесRонечпости. 
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§ 6. Поведени� основных элементарных функций 

Сейчас мы имеем уже довольно большой запас голо
морфных функций. В § 1 отмечалось, что многочлены и 
рациональные функции являются функциями, голаморф
ными во всей комплексной плоскости ( за  исключением , 
быть может, нулей знаменателя для рациональных функ
ций ) . В предьщущем параграфе показано, что функцип 
ez, sin z, cos z тоже являются голаморфными во всей пло
скости. Это позволяет говорить о любых тригонометри 
ческих функциях в комплексной плоскости. С помощью 
теоремы о голаморфности сложной фующии (начало § 4)  
можно еще больше расширить запас голоморфных функ-· 
ций. Эти способы расширения запаса голоморфных функ
ций не требуют никаких особых сведений о поведении 
функций. Однако при исследовании рядов и интеграJrов 
уже нужно уметь оценивать члены ряда и подынтеграль
ные функции. С такого рода необходимостью мы уже 
столкнулись в примере 2 предыдущего параграфа. По
этому сейчас изложим некоторые свойства основных эле
ментарных функций, полезные для различных оценоr�. 

1. Степеппая футщия czn ( п - целое положительное 
число ) .  Положим z = re;'P и обозначим arg с = а . Тогда 
имеем 

l czn J = l c ! rn ,  arg (czn ) =la + пер, 
Re ( czn ) = ! с !  rn cos (пер + 'а ) , I m  ( czn )  = 1 с !  rn sin (пер + а)' . 

Достаточно исследовать лишь свойства Re ( czn ) . Функ
ция cos (пер + а) положительна в углах 

:rt 2k:rt :rt 2:rtk - а - 2п + -п- < arg z < - a  + 2п + --:;;- (6 . 1) 

( k  = О, 1 ,  . . . , п - 1 )  

и отрицательна в углах 
:rt �k � �k - а + 2п + -п < arg z < - а + 2n + n ( 6 .2) 

( k = O, 1 , . . .  , п - 1 ) . 

Следовательно, в углах, определяемых перавенетвами 
( 6 . 1 ) , функция czn имеет положительную действительную 
часть, а в углах, определяемых перавенетвами (6 . 2 )  , 
отрицательную. Эти углы делят плоскость на 2п равных 
частей. Знаки Re ( czn ) чередуются. 
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Обозначим через D какой-либо из углов, определен

ных перавенетвами ( 6 . 1 ) , а через D' - угол с той же 
вершиной, лежащий внутри D. Тогда в D ' имеем 
cos ( n'cp + а)_ > '11 > О и 

Re ( czn) > l c l 'l') rn, 

т. е. при z -+  оо, z 'E D ', действительная часть функции 
czn стремится к +оо. Аналогично в угле D " ,  лежащем 
внутри угла, определенного перавенетвами ( 6 .2 ) , 
R,e ( czn) -+ -оо ( z -+ оо, z Е D " ) .  

Заметим, что, зная поведение функции czn, можно су
дить о поведении при z -+ оо любого многочлена (и даже 
рациональной функции) ,  так как если 

P (z) = CoZn + clzn- l .J- . . .  + с,., 

то 
P (z)  � Cozn (z -+ oo) . 

2 .  Фунrщия е• . Прежде всего напомним: уже доказан
ное в предыдущем параграфе равенство 

l e• l = eR• •. ( 6.3) 
Из этого равенства сразу видно, что функция е• не 

обращается в нуль ни при каких комплексных значе
ниях z. 

Далее, из равенства ( 6 .3 ) видно, что ! е• !  < 1 в левой 
полуплоскости и что е• -+ О при Re z -+ -оо равномерно 
по Im z. В правой полуплоскости 1 е• 1 > 1 и е• -+ оо при 

Re z -+  +оо равномерно по Im z. 
Отметим еще, что уравнение е• = А при любом А =1= О 

имеет бесконечно много решений. Действительно, из урав
нения е• = А ,  обозначая z = х + iy , находим 

е"' = I A I , eiu = ei ar g А' 
откуда 

x = ln I A I , у = arg А + 2nk. 

Функция е• периодична с периодом: 2:тti. Действи
тельно, 

е•+2пi = e•e2"i = е•, 

так как из формулы Эйлера сразу видно, что e2"i >= 1 .  
Rомбинируя сведения, полученные нами о степенной 

и показательной функциях, петрудно исследовать функ
n ЦИЮ ecz • 
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3. Футищия sin z. Исследование функции sin z леrко 
сводится к исследованию показательной функции. Дей
ствительно, в предыдущем параrрафе доказана формула 

ei• = cos z + i sin z. 

(Она доказана для действительных z, но по принципу 
аналитическоrо продолжения она верна и при всех z) • 

Заменяя в этой формуле , z  на -z и выражая из по
лученных двух формул sin z и cos z, находим 

eiz _ e-iz 
sin z = -----"2.,....t 

--
eiz + e-iz 

cos z = 2 

Положим теперь z = х + iy и исследуем l sin z l .  
И з  веравеяств теоремы 1 . 1  rл. I имеем 

l l e1• 1 - l e-i•, l l � l ei• - e-iz l � l e1• 1  + l e-1• 1 ,  

а в силу ( 6 . 3 )  l ei• i = е-11, ! e-i• l = е11• Поэтому 

ei Y I _ e- I Y I  еУ + е-71 
2 � 1 sin (х + ly) 1 � 2 • (6А) 

Из этой формулы сразу видно, что функция sin z обра
щается в нуль только при действительных z, т. е. при 
z = :rrn (n - целое число) ,  так как действительные нули 
sin z нам хорошо известны. 

Далее, из формулы ( 6 .4) леrко получаем, что 

l sin (x + iy) l  ,.._, � е1 71 1  (у -+ + оо ) 

равномерно по х. 
Функция sin z периодична с периодом 2:rr , что сразу 

следует из принципа аналитическоrо продолжения. 
Уравнение sin z = А  при любом А имеет бесконечно 

мноrо решений. Действительно, это уравнение можно за� 
писать в виде 

1 ( iz -iz) А 2i е - е = , 

откуда, обозначая ei• = � . приходим к уравнению для t: 
�2 - 2iA!� - 1  '= о . 

Это уравнение при любых А имеет два корня � 1 и �2 (по 
основной теореме алrебры) , причем эти корни отличны 
от нуля (их произведение по теореме Виета равно - 1 ) .  
6 М. А. Евграфов 
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Следовательно, уравнения ei• = � 1 и e-i• = �2 имеют бе
сконечно мноrо решений. 

Функция cos z тоже обладает перечисленными свой
ствами, в чем проще всеrо убедиться с помощью форму-

лы cos z = sin ( � - z ) . 
4. Фуп1щии tg z и ctg z. Функции tg z и ctg z опреде

ляются для всех комплексных z с помощью равенств 

t sin z g z = ""ёOSZ ·  cos z 
ctg z = -.- . sш z 

Поскольку sin z и cos z обращаются в нуль лишь при 
действительных z, то tg z является rоломорфной функ
цией во всей плоскости z, за исключением точек z = 

= � + лп ( n - целое число ) , а ctg z - во всей плоскости 

z, за исключением точек z =, лп. 
Функции tg z и ctg z периодичны с периодом л ,  что 

сразу следует из принципа аналитическоrо продолжения. 
Выражая tg z и ctg z через показательную функцию, 

прихоДим к формулам 
eiz _ e-iz 

tg z = - i . 
iz + -iz ' е . е 

Тем же путем, что и при оценке 1 sin z 1 , получаем из этих 
формул веравеяства 

и 

2е-2У . . 2е-2У 1 + г2У < 1 tg (х + lY) - l 1 < 1 - е-2У 
(у > 0), 

2е-2У 2е-2У 1 + е-2 у < 1 ctg (х + iy) + i 1 < 1 - е-2у (у > О) 

2е2У 2е2У 1 + е2У < 1 tg (х + iy) + i 1 < 1 - е2У 

2е 2У 2е 2У 1 + е2У < / ctg (.1' + iy) - i 1 < 1 - е2У 

(у < 0) , 

(у < 0) . 

Из полученных перавеяств вытекает, в частности, что 

tg z -+ i, ctg z -+ -i ( lm z -+ +oo )  

равномерно п о  Re z и 

tg z -+  - i, ctg z -+ i ( Im z -+ - оо) 
равномерно по Re z. 



ГJtава III 

МНОГО3НА ЧНЫЕ АНАЛИТИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 

Естественным логическим следствием принципа ана
литического продолжения является новое понятие функ
ции. У функций этого нового рода область определения 
не задается заранее, а определяется с помощью аналити
ческого продолжения. Основпая трудность, возникающая 
при изучении таких функций - их многозначность. Ока
зывается, что от многозначности можно освободиться, 
если рассматривать функцию нового рода как функцию 
не от точки комплексной плоскости, а от кривой, веду
щей в эту точку из пекоторой заданпой точки. 

§ 1 . Попятие аналитической функции 

Согласно теореме единственности голоморфпая функ
ция полностью опредеJrяется ее значениями в скоJrь угод
по малой окрестности какой-либо одной точки. Во вре
мена Ньютона считалось, что все функции только такие,  
а трудности видели лишь в вычислении значений функ
ции там, где исходная формула ее не определяла, т .  е .  
в аналитическом продолжении. Многие математики 
XVIII века были весьма искусны в аналитическом про
должении. Особым мастерством отличался Эйлер. 

Основная логическая трудность, связанная с аналити
ческим продолжением, состоит в его неоднозпачпости. 
При этом пеоднозначпость - не редкое или нетиличное 
явление. Она возникает даже при аналитическом про
должении таких простых функций, как логарифм или 
квадратный корень. 

В XIX веке к результатам, использующим аналити
ческое продолжение, начали относиться с подозрением. 
Немалую роль сыграли в этом тригонометрические ряды, 
давшие простые аналитические выражения для записи 
функций, равных одной голоморфной функции па одной 
части отрезка и другой голоморфной функции па дру
гой его части. Тогда и было предложено современное 
6• 
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понятие функции, включающее идею области определе
ния. Однако сильные и глубокие результаты, получен
ные математиками XVII I  века, заставляли искать обос
нования использованных ими методов . Путь к строгому 
обоснованию действий, основанных на аналитическом 
продолжении, был предложен во второй половине 
XIX века Вейерштрассом. 

· Вейерштрасс предложил считать голаморфную функ
цию частью (элементом) векоторого иного объекта, ко
торый он назвал полной аналитической функцией. Этот 
объект содержит наряду с исходной функцией и любые 
другие голоморфвые функции, получаемые из нее ана
литическим продолжением. При этом Вейерштрасс конк
ретизировал способы получения аналитических продол
жений, что дало возможность их описания. Предложен
ный Вейерштрассам способ состоит в следующем. 

Пусть /o (z) - исходная функция, голоморфпая в точ
ке Zo· Разлагаем /о ( z) в ряд по степеням z - zo и обозна
чаем через Ко круг сходимости этого ряда. (Для суммы 
ряда сохраняем обозначение /о ( z ) . ) Выбираем произволь
ную точку z 1 Е Ко и разлагаем функцию /о (z) в ряд по 
степеням z - z 1 • Круг сходимости этого ряда обозначаем 
через К, , а сумму ряда - через /1 ( z) . Этот процесс оче
видным образом продолжается.  Вейерштрасс показал, что 
любое аналитическое продолжение исходной голоморфной 
функции f0 (z) в точку � можно получить описанным 
путем, связав его с цепочкой точек 

zo, z, ,  . • . , zN, zN ·= t . 

При таком подходе становится очевидно, что аналитиче
ское продолжение исходной функции /o (z) в точку t за
висит не только от конечной точки �. по и от промежу
точных точек цепочки. 

Идея Вейерштрасса остается основой любого совре
менного подхода в: понятию многозначной аналитической 
функции, хотя описание способа аналитического продол
жения меняется. Дело в том, что переразложение сте
пенных рядов - крайне непрактичный способ аналити
ческого продолжения, его лучше заменить каким-либо 
другим способом, более приспособленным для конкрет
ных задач. 

Обратимся в: тому способу описания анали'rичесв:ого 
продолжения, который мы будем использовать в даль
нейшем. 
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Согласимся с тем, что реаультат проиавольного ана
литического продолжения исходной голоморфной фунн
ции в данную точку плоскости аависит не тольно от са
мой этой точки, но и от пути, ведущего в эту точку. Ос
новная аадача, воаникающая при определении понятия 
аналитической функции, состоит в том, чтобы придать 
четкий математический смысл выражению <<аависит от 
пути продолжению> .  Именно этой аадачей мы сейчас И· 

ааймемся. 
Легко видеть, что общая причина воаникновения не

одноаначности аналитичесного продолжения кроется в 
том, что точки плоскости не обраауют упорядоченного 
множества, а продолжение можно сделать одноаначным 
только в том случае, когда у нас есть твердая очеред
ность прохождения точек, в которые мы продолжаем. 
Простейmим упорядоченным множеством на плоскости 
является :кривая. Выскааанные соображения наводят на 
мысль, что аналитичесное продолжение ааданной голо
морфной функции по :кривой будет всегда одноаначно. 
Поэтому надо попробовать определить такое понятие .  
Имея в виду эту цель, поговорим о понятии футищии, 
определенной на данной rtpuвoй. 

Пусть дана кривая Г с параметрическим уравнением 
z = <p ( t) (O � t � 1 ) .  ( 1 . 1 )  

Точки кривой Г (но не точки плосности, череа которые 
эта кривая проходит ) находятся во вааимно одноаначном 
соответствии с точками отреана О �  t � 1. Поэтому аада
ние функции на кривой Г сводится к ааданию числа 'Ф (t) , 
отвечающего каждому аначению t иа этого отреана. Ины
ми словами, функция � = Ф (z) на :кривой Г аадается па
раметрически, ааданием пары функций 

z = rp (t) , � = \j) (t) (O � t ·� 1 ) . 

Подчеркнем, что ааданная таким обрааом на :кривой Г 
функция � = Ф (z )  не является, вообще говоря, одноанач
ной функцией точки z (как точни плосности) , если :кри
вая Г имеет самопересечения. 

Введем теперь понятие функции, аналитической на 
данной кривой Г. 

Функцию � = F ( z) , определенную на кривой Г, наао
вем фунпцией, аналuтичеспой на привой Г, если для 
:каждой точни а е Г существует фуннция /a. rz) , голо
морфпая в векоторой окрестности втой точки (рассм:ат� 
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риваемой теперь н ан точна плоскости ) и совпадающая 
с фуннцией � = F ( z) на на:кой-либо дуге :кривой Г,  со
держащей точку а. 

Еще раз подчеркнем, что функция � = F ( z) , даже 
если она аналитична на :кривой Г,  не обязана быть одно
значной функцией точки плоскости ( если :кривая Г име
ет самопересечения ) . 

Отметим несколько важных свойств функций, анали
тических на :кривых. 

1. Если футщии F (z) и G (z ) тtалитичтtы 1-la кривой 
Г,  ТО фуl-lКЦии 

H (z) = F (z) +  G (z) , H (z) 1= F (z) G (z) 

тапже аl-lалитичl-lы 1-la привой Г .  
2. Если фуl-lкции F (z ) и G (z )  аl-lалитичl-lы па привой 

Г и если фуl-lпция G (z) 1-le обращается в пуль па при
вой Г, ТО фуl-lКЦиЯ 

н ( ) =  F (z) z G (z) 

тапже апалитичl-lа 1-la кривой Г .  
3.  Если фуппция F (z) апалитична �la привой Г,  то и 

все ее производпые аналитичтtы на привой Г .  
4. Обозпачим через Г "  участоп привой Г от ее пачала 

до точпи s Е Г.  Если фупкция F (z) аналитичl-lа на при
вой Г, ТО и фунпция 

H (z) = 5 F (t) dt (z Е Г) 
г2 

аналитична на привой Г ( если :кривая Г не проходит 
через точн:у z '= оо ) . 

5 .  Пусть фуппция G (z) аналитичтtа па привой Г .  
Обозначим через С привую, которую проходит точка � = 
= G (z ) , когда точка z проходит привую Г .  Если функция 
F (� )  апалитична на кривой С, то функция H (z) = 
= F ( G (z) )  аналитична на привой Г .  

Все эти свойства доказываются очень просто .  Заметим 
ирежде всего, что все функции Н ( z ) :  

F ( ) G ( ( G F (z) (n) s z + z) ,  F z) (z) ,  G (z) , F (z) , F (t) dt , F (G (z)) 
Гz 

- определены на :кривой Г. Каждой точке а :кривой Г 
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ставим в соответствие функции ha. ( z ) , равные 

1 ( ) ( ) ( ) ( ) 
f а (z) 

f�n) (z) а Z + ga z , fa Z ga z ,  ga (z) ' � 
(для первых трех свойств ) .  Для сnойства 4 положим 

z 
ha (z) = J F (t) dt + J F (t) dt 

Га а 

( второй интеграл берется по любому пути, лежащему в 
достаточно малой окрестности точки ,а ) . Для свойства 5 
берем 

где � ,= G (a) .  
Для функций, аналитических на данной кривой, лег

ко доказывается теорема единственности: 
Т е о р е м  а 1 . 1 .  Если фуиrщия � = F ( z ) , опредмеииая 

па кривой Г и аиалитическая па этой кривой, равпа пу
.п,то па пекоторой дуге кривой Г ,  то опа равпа пулю тож
дествепио. 

Д о к а з а т е л ь  с т в о .  Точки кривой Г находятся во 
взаимно однозначном соответствии с точками отрезка О � 
� t � 1 .  Обозначим через Е множество точек этого от
резка, которым отвечают значения функции � = F (z) , 
равные нулю (в  соответствующих точках кривой Г ) . 
По предположению теоремы множество Е непусто.  Если 
допустим, что теорема неверна, то множество Е будет 
отлично от всего отрезка (0 ,  1 ) , и потому пекоторая точ
ка to этого отрезка будет граничной точкой множества Е. 
Обозначим через ао точку кривой Г, отвечающую зна
чению t0• Согласно определению множества Е на сколь 
угодно малой дуге, содержащей точку ·ао, будут и точки, 
где F (z ) = O, и точки, где F (z ) � O. Но � '= F (z ) - функ
ция, аналитическая на кривой Г, и по определению на  
достаточно малой дуге,  содержащей точку 'СХо, она  сов
падает с пекоторой функцией fa0 (z) , голоморфной в ок
рестности точки ао. По теореме единственности эта 
фующия f а 0  (z) должна быть тождественным нулем (так 
н:ак она равна нулю в точках кривой Г,  сколь угодно 
близких к точке ао ) .  Но это невозможно, так как эта 
же функция доллша быть отлична от нуля в точках 
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кривой Г, сколь угодно близких к точке ао. Полученное 
противоречие доказывает справедливость теоремы. 

Теперь мы в состоянии определить понятие анали
тического продолжения по кривой, но для удобства оп
ределим сначала еще один термин. 

Э.ttе.мепто.м в точке � мы будем называть функцию 
fa. (z) , голоморфную в пекоторой области, содержащей 
точку z = а. При этом два элемента !а (z )  и f� (z) в од
ной и той же точке � буДем называть эпвива.ttептпы.ми, 
если функции !а (z) и f� (z) совпадают в векоторой ок
рестности точки z = '�. 

Из определения видно, что каждый элемент !a ( z) в 
точке z = а; можно рассматривать как элемент в каждой 
точке �', достаточно близкой к точке '�· 

В этих терминах функцию � = F ( z) , аналитическую 
на кривой Г, можно рассматривать как совокупность эле
ментов !а (z) в каждой точке а; е Г, обладающих тем 
свойством, что элементы в достаточно близких точках 
этой кривой (близость понимается по кривой, а не по 
плоскости) эквивалентны. 

Функция � = F (z) , аналитическая на кривой Г, на
зывается ana.ttuтuчecnu.м п;родо.ttжепие.м э.ttе.мепта f"' ( z ) , 
заданного в начале этой кривой. Элемент fь (z } ,  отвеча
ющий концу кривой Г, мы будем называть реаудътато.м 
ana.ttuтuчecnoгo продо.ttжепия э.ttе.мепта fa (z)  по привой Г. 

Естественно возникает вопрос о существовании како
го-либо регулярного процесса построения аналитического 
продолжения элемента по кривой. Опишем сейчас один 
такой процесс, теоретически пригодный в любом случае, 
но слишком громоздкий, чтобы применять его в конк
ретных задачах. Для простоты ограничимся случаем, 
когда кривая не проходит через бесконечно удаленную 
точку. 

Итак, пусть дан произвольвый исходный элемент 
/z0 (z) и кривая Г, начинающаяся в точке zo .  Рааложим 
исходный элемент в ряд Тейлора 

00 
fz (z) = � с�> (z - z0)" 

о о 
( 1 .2) 

и обозначим через Ro радиус сходимости этого ряда. 
Через "(о обозначим участок кривой Г от точки z0 до 
первой точки пересечения этой кривой с окружностью 
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l z - z0 / = R0• Для всех точен участна "(о положим 
F (z) = /z0 (z) ,  !а (z) = /z0 (z) (а Е i'o) ·  

д!алее возьмем на участне "(о  точну z1 , отличную Olf но
печной точни этого участка, но достаточно близкую к 
ней. Фующия fz (z) голаморфна в точке z = z1 , тан что о . 
ее можно разложить в окрестности этой точки в ряд 
Тейлора 

00 
� c�l) (z - zl)n. 

о 

Сумму этого ряда обозначим через /z1 (z), а его радиус 
сходимости - через R1 • Через "( I  обозначим участок кри
вой Г с началом в точке z1 и с концом в ближайшей 
точке пересечения кривой Г с окружностью 1 z - z 1 / = 
= R1 (впереди по направлению кривой Г по отношению 
к точке z 1 ) .  На участке "( 1  положим 

F (z) = fz (z) , fa (z) = fz (z) (a E yl) 1 1 

(противоречия с предыдущим определением мы не бо
имся, так как на общей части участков "(о И"(I  элемен
ты /z (z) и /z (z) эквивалентны) . Выбирая затем ТОЧI\У о 1 
z2 и т. д. , шаг за шагом будем двигаться по кривой Г. 
Нетрудно показать, что мы пройдем всю кривую Г за 
конечное число шагов , если только существует функ
ция � =' F (z) ,  аналитичесБая на кривой Г (и совпада
ющая с элементом /z0 (z) в начале этой кривой) . О 

Теперь можно перейти к определению понятия ана
литической функции. 

Пусть дан какой-либо элемент !а ( z ) в пекоторой точ
ке а расширенной комплексной плоскости. Этот элемент 
определяет некоторое множество К кривых Г,  лежащих 
в расширенной комплексной плоскости и начинающихся 
в точке а, по I{оторым этот элемент можно аналитически 
продолжить. Аналитическая функция, порожденная эле
ментом f а ( z ) , определена для каждой кривой Г Е К. Зна
чением этой аналитической функции, отвечающим кри
вой Г Е К, будем считать значение в конце кривой Г 
результата аналитического продолжения исходного эле
мента la (z )  по кривой Г.  

Итак, аналитическая функция - это функция, опре
деленная на кривых Г из векоторого множества К. Ча-
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сто удобнее будет говорить, что аналитичесRая фунRцюх 
определена на множестве ,  элементами Rоторого являют
ся ТОЧRа Z RОМПЛеRСНОЙ ПЛОСRОСТИ И Нривая Г, ИДуЩаЯ 
'в эту точну из фиRсированной точни а. По традиции 
будем записывать аналитичесRую фуннцию символом 
F (z ) , , опуспая уRазание на Rривую Г. Если же уназание 
на Rривую Г необходимо, будем использовать симвод 
(F ( z ) ) г . О · 

АналитичесRая фуннция F ( z )  , на к фующия тольпо 
1•oqRи z, является многозначной фуннцией. Под исследо
ванием харантера многозначности аналитичесной фунн
ции обычно понимают исследование зависимости значе
ний аналитичесной фуннции от привой Г при финсиро
ванном Rонце этой Rривой (т .  е. при финсированной точ
Rе z) .  Фундаментальным результатом в этом направде
нии явдяется таR называемая теорема о мотюдромии: 

Т е о р е м а  1 . 2 .  Пусть исходпый алемеит fa (z )  аиали
тичес�ой фуипции можио аиалитичес�и продолжить по 
любой привой Г, лежащей в области D. Если привые Г 
и Г '  гомотопиы в области D, то 

(F (z))г = (F (z))Г ' · 

Д о R а з а т е л ь с т в о .  Напомним, что две привые Г и 
Г ' называются гомотопными в области D, если суще
ствует семейство непрерывно зависящих от параметра s ,  
О � s � 1 ,  Rривых Г. ,  лежащих в области D и имеющих 
одинаRовое начадо и одинаRовый н:онец (при s = О  Rри
В3JЯ Г. обращается в Г, а при s = 1 - в Г ' ) . Для доi{а
затедьства теоремы достаточно поRазать, что результат 
продолжения исходного элемента /a ( z )  по привой Г. не 
зависит от параметра s. 

По предподожению теоремы для наждого значения s ,  
О � s � 1, существует фунRция F. ( z) , аналитичесная на 
Rривой Г. (и  совпадающая с исходным элемоптом /a ( z )  
в оRрестности начала этой Rривой) . Возьмем произволь
ную точRу а Rривой Г. .  Этой точне отвечает элемент 
t<;>(z) , Rоторый представляет собой фуннцию, голаморф
ную в иеноторой оRрестности Da. точни а (рассматривае
мой RaR точRа плосности) . 0Rрестность Da. содержит Ре-

<в >  u Г Н Rоторую дугу 'Уа нривои . , содержащую точRу а. а 
этой дуге имеет место равенство 

F8 (z) = /�) (z) , ( 1 .3) 



§ 1 .  ПОНЯТИЕ АНАЛИТИЧЕСКОй Ф}"IШЦИИ 91 
а также равенства 

��·> (z) = 1�> (z) ( 1 . 4) 

где f�s) (z) - элемент, отвечающий точке � кривой Г • .  Ес
ли заменить дугу у�> любой другой кривой уа, лежащей 
в окрестности Da. и имеющей то же начало и тот же ко
нец, и определить на этой новой кривой функцию F (z )  
равенством ( 1 .3 ) , а элементы j� ( z ) - равенством ( 1 .4) , 
мы получим функцию, аналитическую на несколько де
формированной кривой Г • . Деформац�я сводится к тому, 
что участок у�> заменяется кривой "(.сх (имеющей те  же 
концы) . При таком изменении функция F. (z ) на осталь
ной части кривой Г 8 не меняется, так что не меняется 
и результат продолжения. 

Итак, мы показали, что результат продолжения по 
I>ривой Г. не изменится, если эту кривую произвольно 
деформировать, не выходя из области голаморфности 
фиксированного элемента, отвечающего какой-либо точке 
кривой Г. . Но по лемме Гейне - Бореля всю кривую Г 8 
можно покрыть Iюпечным числом областей голаморфно
сти элементов, отвечающих точкам этой кривой. Пооче
редно деформируя кривую Г. в каждой из этих областей 
1·оломорфности, мы можем получить из кривой Г 8 произ
вольную, достаточно близкую к пей кривую с теми же 
концами ( гомотоппую ей в объединении областей гола
морфности этих элементов ) .  В частности, можно получить 
таким споеобо м из кривой Г. любую кривую Г • '  со зна
чением s, достаточно близким к s ' . Следовательно, ре
зультат аналитического продолжения исходного элемента 
но кривой Г. не зависит от параметра s ,  и теорема до
I>азапа. 

3 а м е ч  а н и е .  Попутно мы доказали еще одно ут
верждение; которое стоит выделить особо: 

Если з.лемеит /а ( z ) можпо апа.литичес1>и продолжить 
по 1>ривой Г,  то его можпо апа.литичесl'>и продолжить 
и по .любой 1>ривой, достаточпо б.лиа1>ой ". Г. Результат 
продо.лжеиия будет при этом тот же, если повая 1>ривая 
имеет тот же 1>оnец, что и Г . 

В качестве простого следствия из последнего утверж
дения легко получается следующий рtJЗультат: 

Т е о р е м  а 1 .3 .  Каждой точ1>е 1>омп.ле1>сnой п.лосl'>О
сти отвечает ne более счетпого мпожества раа.личпых 
аначепий даппой апа.литичес1>ой фуn1>ции. 



92 ГЛ. 111. МНОГОЗНАЧНЫЕ АНАЛИТИЧЕСКИ-Е ФУНRЦИИ 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Каждое значение данной ана
литической функции в данной точке плоскости получа
ется в результате аналитического продолжения исходно
го элемента по пекоторой кривой с концом: в этой точке. 
Согласно сделанному замечанию каждую I>ривую мы мо
жем немного деформировать, не меняя результата про
должения. В частности, всегда можно считать, что ана
литическое продолжение производится по ломаной с вер
шинами в точках плоскости, имеющих рациональные ко
ордИнаты. Таких ломаных счетное множество. Отсюда 
немедленно вытекает утверждение теоремы. 

Легко заметить, что доказательство теоремы о моно
дромии напоминает доказательство гомотопического ва
рианта теоремы Коши (теорема 2.3 гл. I I ) . Это сходство 
не случайно. Теорема Коши (в гомотопическом вариан
те ) является частным случаем теоремы о монодромии, 
если в качестве аналитической функции взять первооб
разную от интегрируемой функции. Однако не любой 
вариант теоремы Коши может восприниматься таким 
образом - теорема 2 .1  гл. II основана на специфических 
свойствах интеграла, и ее нельзя рассматривать как ча
стный случай теоремы о монодромии. 

В заключение определим, что мы будем понимать под 
теми или иными действиями над аналитическими функ
циями. 

Пусть F (z) - аналитическая функция, поротденная 
исходным элементом f ( z ) . Символом F' ( z )  будем обозна
чать аналитическую функцию, поротденную элементом 
f' ( z) .  

Первообразной аналитической функции F (z)  будем 
называть аналитическую функцию, поротденную перво
образной ее исходного элемента. 

Если F (z) и G (z) - две аналитические функции, по
рожденные исходными элементами f (z) и g (z ) , заданны
ми в одной и той же точке, то символами 

F (  G ( F G F (z) z) + z) , (z) ( z), G (z) 
будем обозначать аналитические функции, поротденные 
элементами 

f (z) + g (z) , 

соответственно. 

f (z) g (z) , f (z) 
g (z) 
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Если аналИтическая функция G ( z) по рождена исход
ным элементом g (z )  в точке а, а аналитическая функ
ция F ( z) порождена элементом f ( z) в точке Ь = g (а )  , 
то символом F ( G (z ) ) будем обозначать аналитическую 
функцию, нарожденную элементом f (g ( z) ) . 

Отметим еще формулировку теоремы единственности 
для аналитических функций: 

Если ,.акай-либо эле.мепт апалитичес,.ой фуп,.ции Э1i,
вивалептаt тождествеппо.му пулю, то и все эле.мепты апа
литичеспой футмции - тождествеппые пули. 

§ 2. Основные элементарные многозначные фун:кции 

Rак уже говорилось в § 1 ,  при исследовании анали
тических функций возникают две основные задачи. Пер
вая из этих задач состоит в том, чтобы описать множе
ство тех кривых, по которым можно продолжить исход
ный элемент аналитической функции, а вторая - в том, 
чтобы найти зависимость значения (F (z)  ) г  аналитиче
ской функции F (z )  от кривой Г (при условии, что ее 
конец фиксирован ) . В этом параграфе мы решим обе 
эти задачи для логарифма и степени (не целой) . Кроме 
того, выведем формулы, позволяющие выразить осталь
ные элементарные многозначные функции через лога
рифм, но решение поставленных задач для них мы от
ложим до следующих параграфов, где будут изложены 
некоторые общие соображения. 

1. Фуп,.ция ln z. Согласно теореме единственности 
функцию ln z, определяемую в анализе для положитель
ных значений z, можно распространить на комплексные 
значения z (как аналитическую функцию) не более чем 
одним способом. С другой стороны, ясно, что хотя бы 
один способ заведомо есть, так как функция ln z в ок
рестности каждой точки z = а положительной части дей
ствительной оси разлагается в степенной ряд 

� ( 1)n-1 
ln z = ln а + ".;.. - n (z - a)n . (2. 1 )  

1 

Этот степенной ряд сходится в круге l z - a l  < а  ( если 
заменить действительное переменпае z комплексным не
ременным z) . Можно было бы получить аналитическое 
продолжение суммы этого ряда с помощью процесса, 
описанного в § 1 ,  но использование свойства 4 функций, 
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аналитических на кривой, приведет к цели значительно 
быстрее, так как функцию ln z можно рассматривать как 
первообразную функцию 1/ z. 

Итю,, в качестве исходного элемента аналитической 
z 

функции ln z возьмем функцию S �� , определенную в лю-
1 

бой конечной односвязной области, содержащей точку 
� = 1 и не содержащей точку � = О. По теореме 3 .4 гл. I I  
эта функция голаморфна и интеграл н е  зависит от пути 
интегрирования. 

Функция g ( �) = 1/� голаморфна при всех значениях 
� '  за исключением � = О. Обозначим через Г произволь
ную кривую с началом в точке � = 1 ,  не проходящую 
через точки �� = О и � = оо, а через Гz - участок этой 
кривой от точки � = 1 до пекоторой точки z Е Г. 
По свойству 4 функций, аналитических на кривой, функ-

ция F (z) = S �� аналитична на нривой Г. :Кроме того, 
г2 

при z, достаточно близних к началу кривой, функция 
F (z ) совпадает, очевидно, с исходным элементом функ
ции ln z. Следовательно, формула 

(ln z)г = r � (2 .2) J � г 
дает нам значение аналитичесн:ой функции ln z, полу
ченное в результате аналитического продолжения исход
ного элемента в точку z по н:ривой Г. Посн:ольку Г 
произвольпая н:ривая с началом в точке � = 1 ,  не про
ходящая через точн:и � = О и � = оо, приходим к утвер
ждению: 

Т е о р е м  а 2. 1 .  Исходный элемент апалитичеспой 
фуппции ln z .можно апалитичеспи продолжить по любой 
привой Г с пачало.м в точпе � = 1, ne проходящей через 
точпи � = О и � = оо ,  Результат продолжения дается фор
мулой ( 2 . 2 ) . 

Тем самым решена первая задача для · аналитической 
функции. 

Прежде чем переходить к решению второй задачи, 
надо получить более удобный способ вычисления значе
ний функции ln z для комплексных значений z , чем фор
мула ( 2 . 2 ) . В первую очередь найдем значение анали-
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тической функции ln z, отвечающее наиболее простому 
выбору кривой Г,  идущей из точки 1 n точку z.  В ка
честве такой простейшей кривой Г возьмем кривую у.,  
составленную из 

1) прямолинейного отрезка с началом в точке � = 1 
и концом n точке � = l z l ;  

2 )  кратчайшей дуги окружности 1 � 1 = l z l с началом 
n точке � = l z l  и концом в точке � = z (при действи
тельных отрицательных z, когда имеются две кратчай
шие дуги, мы берем верхнюю полуокружность) . 

Для сокращения заnиси обозначим 1 z 1 = r, arg z = ер 
(-л < <р � л ) .  Тогда имеем 

r q> 

(ln z).,z = s �� = s :х + s ire: d8 = ln r + icp .  

"2 1 о 

Значение (ln z).,z аналитической функции ln z назы
вается ее главlf,ым атшчепием. Для главного значения 
логарифма будем использовать симnол ( ln z ) . Легко убе
диться, что функция ( ln z )  голаморфна в комплексной 
плоскости с разрезом по отрицательной части действи
тельной оси. Согласно проведеиным вычислениям спра
ведлива формула 

( ln z ) = ln l z l + i arg z  (-л < arg z � л) .  ( 2.3 )  

Напомним теперь обозначения, которыми часто полЪ
зоnались в § 7 гл. I .  

Пусть I<анец кривой Г 1 совпадает с началом кривой 
Г2, Тогда символом Г 1 Г2 обозначим кривую, полученную 
прохождением сначала кривой Г 1 , а затем - кривой Г2• 
Символом Г- 1  обозначим кривую Г,  проходимую в обрат
ном направлении. 

Символом v ( Г , а )  обоз на чалось число обходов в поло
жительном направлении точки z = а замкнутой кривою 
Г (лежащей в конечной части плоскости и не проходя
щей через точку z = а) . В § 7 гл. I показапо, что вели
чипа v ( Г , а) , определенная для всех замкнутых кривых, 
лежащих в области Da (комплексная плоскость с выко
лотой точкой а) , единственным образом определяется 
следующими свойствами: 

1 . Если кривые Г и Г' гомотопны в ()бла.сти Da, то 

v {Г, а) = v ( Г ', а) .  
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2. v (Г 1Г2, а) = v (Г1 , а ) + v (Г2, а) .  
3. Для кривой Г, гомотопной нулю, v ( Г, а) = О, а для 

любой окружности 1 z - а 1 = р величина v (Г, а) равна 
единице. 

Т е о р е м  а 2 .2. Пусть Г - проиввольная привая, име
ющая начало в точпе � = 1 и понец в точпе � = z, пото
рая не проходит черев точпи � = О и � = оо . Тогда 

(ln z)г = (ln z) + 2niv (Гу;-1, О) .  

Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим прежде всего, что для 
любой замкнутой кривой С, лежащей в области Do (комп
лексная плоскость с выколотой точкой z = О ) , справедли
ва формула 

1 s dC v (С, О) = 2ni Т• с 

Действительно, функция f.t (С) = 2�t S �С определена для 
с 

всех замкнутых кривых С, лежащих в области Do, и удов
летворяет всем трем условиям, определяющим величину 
v (C, 0) . 

Если Г - произвольпал кривая с началом в точке � = 
= 1 и с концом в точке � = z (не проходящая через точ
ки � = О и � = оо ) , а "{. - простейmал кривая такого рода, 
описанная выше, то кривая Гу;-1 является замкнутой 
кривой, лежащей в области Do. Поэтому 

2�i S �� = v (гу;-1 , о) .  

rv;-1 

Но, с другой стороны, 

S � = r d� + s � = s� - s� � . с с с � · 
гv;-1 Г '1';-1 г 'l'z 

а, согласно формуле ( 2.2 ) , 5 dC Т = (ln z)г, 
. г J �С = (In z) . 

'l'z 

Отсюда немедленно вытекает утверждение теоремы. 
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Тем самым мы решили для аналитической функции 
ln z и вторую задачу. 

Сделаем несколько заключительных замечаний об ана
литической функции ln z. 

Из теоремы 2.2 следует, что ана.литичеспую фумщию 
ln z нельзя продолжить пи по одной 10ривой через точ10и 
t = О и t =· оо , так как 

Re ln z = ln 1 z 1 , 

а величина ln l z l  стремится к +оо при z -+  оо и к -оо при 
z -+ о. 

Далее, из теоремы 2 .2  мы легко получаем, что 
Значения (ln z)г1 и (l n z)г2 равны в то:м и толь10о в то:м 

случае, погда 10ривые Гt и Г2 го:мотопны в области D0• 
Действительно, необходимым и достаточным условием 

равенства значений (ln z)гi и (ln z)г2 , согласно теореме 2 .2 , 
является равенство v (Г t , О ) = 'V ( Г2, О ) . Но из теоремы 7 .2 
гл . 1 петрудно вывести, что кривые Г2 и Г 1 гомотопны 
в области Do тогда и только тогда, когда v (Г t , О) = 
= v ( Г2, 0) . 

Заметим еще, что формуле теоремы 2 .2  для (ln z ) г 
можно придать вид 

(ln z) г = ln l z l  + i arg z, (2 .3*) 

где arg z = (arg z)г = S d arg �. 
г 

Действительно, обозначим 1 � 1  ·= р, arg � = -6-. Тогда 
� = ре18 , d� = е18 dp + ipe18 d6. 

и потому (согласно формуле 2 .2 ) 

( ln z)г = J �� = J d: + i J d-6- = J d ln 1 � 1 + � �  J d arg � = 
г г г г г 

= ln 1 z 1 + i S d arg �. 
г 

Формула (2.3* ) менее удобна, чем формула теоремы 
2.2, так как вычисление значения (arg z) г требует продол
жения функции arg t по кривой Г, а величина v (C, 0) 
простая геометрическая характеристика этой кривой. Од
НJIШО в некоторых случаях формула ( 2 .3* )  может быть 
полезна. О 
7 М. А. Евграфов 
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Отметим еще, что как из формулы (2.3* ) ,  так и из 
nринципа аналитического продолжения немедленно выте
кает равенство e 1 n • •= z. Тем же способом можно перене
сти на комплексные значения перемениого и други•е со
отношения для функции ln z, имеющиеся для положи
тельных значений переменного. 

2. Фут-ищия za.. При действительных значениях пока
зателя а и при положительных значениях перемениого z 
функция za. определяется равенством 

( 2 .4. ) 

Это равенство естественно принять за определение степен
ной функции с нецелым показателем (при целых а эта 
функция уже определена ) и при любых комплексных 
значениях показателя а и перемениого z .  

В качестве исходного элемента аналитичесной функ
ции возынем фующию 

(z"' ) = е"' ( l n z )  

( здесь (ln z) - главное значение логарифма) .  Этот исход
ный элемент будем называть гдавиым аиачеиием анали
тической функции za.. Уже отмечалось, что фуннция (lп z )  
голаморфна в комплексной плоскости с разрезом по отри
цательной части действительной оси. Поэтому функция 
(z"' ) также будет голаморфна в комплексной плоскости 
с разрезом по отрицательной части действительной оси. 

Равенство (2 .4 )  и теорема 2 . 1  сразу же дают : 
Т е о р е м  а 2.3 .  Исходиый эдемеит аuадитичесr;.ой 

фуиr;,ции z"' можио аиадитичесr;.и прододжать по дюбой 
r;,ривой Г , ue проходящей через точr;,и z =· О  и z = оо . 

Из равенства (2 .4)  и теоремы 2 .2  следует 
Т е о р е м  а 2 .4. Ддя аиачеиия (z"' )  г аиадитичесr;,ой 

фуиr;,ции z'", подучепиого аuадитичесr;,и;м, прододжепие;,о,t 
исходиого эде;м,еита (za. ) по r;,ривой Г ( с  началом в точне 
z = 1 и концом в точне z ) , справеддива формуда 

(zc:t)г = (zc:t) ехр { 2л iа · v (Гу:;\ О) } 

( здесь у. ,  как и в теореме 2 .2 ,- простейшая кривая с на
чалом в точке � = 1 и концом в точiш � = z)  . 

Совершенно аналогично с помощью формулы ( 2 .4) и 
формул ( 2 .3 )  и (2 .3* )  получаем равенства 

(z"' ) = l z l a  ехр {-Ь  arg z + i (а arg z + Ь lп l z l ) } ,  ( 2.5 )  



где 

и 
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а = Re сх, Ь = lm а, -n < arg z ::;;;; n ,  

(z« )  г= l z l a  ехр {-Ь arg z+ (а  arg z + Ь ln z)  } ,  ( 2 .5* ) 

а = Re сх, Ь = Im а, arg z = (ю·g z)г = J d arg � 
г 

( эти формулы принимают особенно простой вид, когда 
сх - действительное число) . 

Исследуем теперь вопрос о том, когда может иметь 
место равенство 

(zа)г = (zа)г . 1 2 (2 .6) 

Из формулы теоремы 2.4 сразу же получаем, что для 
справедливости равенства (2 .6 )  необходимо и достаточно, 
чтобы выполнялось равенство 

ехр {2лiCX • V (Гlу;-1, О) } =  ехр { 2лiCX • 'V (Г2у;-\ о) } , 

которое выполняется тогда и только тогда, когда величи
на сх { v (Г1у;-1, 0)- v(Г2у;-\ О) } является целым числом. 
Это в свою очередь возможно лишь в случае, когда поiШ
затель а равен рациональному числу p/q, а целое ч:исло --

v (Гly;-1, О) - v (Г2у;-\ О) 

делится на знаменатель q этого рационального числа. 
В частности, равенство ( 2 .6 )  будет иметь место для лю
бых двух кривых Г1 и Г2 в том и только в том случае, 
когда показатель а является целым числом. 

Таким образом, мы пришли к утверждению: 
Если сх = L , где р и q - вваи.мпо простые целые чисq 

ла, то равенство (2 .6 )  имеет .место в то.м и толыю в то.м 
сдучае, погда 

(mod q) . 

Из этого утверждения следует , что каждой точке ком
плексной плоскости отвечает ровно q различных значе
ний аналитической функции zP1q. Такие аналитические 
функции называются иногда q-впачпы.ми. Простейшей 
т-значной функцией является функци� yZ. 
7* 
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Пока мы говорили только об аналитическом продолже
нии исходного элемента аналитических фующий ln z и za.. 
Однако формулы, полученные для значений (ln z ) r , позn·о
ляют говорить и об аналитическом продолжении произ
вольных элементов этих функций, так как аналитиче
ское продолжение любого элемента можно составить из 
аналитического продолжения этого элемента в исходный 
и из продолжения исходного элемента. В связи с вопро
сом об аналитическом продолжении элемента, отличного 
от исходного, отметим одно утверждение, которым прихо
дится часто пользоваться : 

При апа.аитичеспо.м. продо.ажепии .аюбого э.ае.м.епта 
апа.аитичеспой фуппции za. (вдесь а - любое действитель
ное число) ив точпи z = re'6 в точпу z = re;'�� по дуге оп
ружпости 

.м.оду.аь фуппции za. ne .м.епяется, а аргу.м.епт пепрерывпо 
и .м.опотоппо иа.м.епяется па ве.аичипу а ({j) - 'l't) . 

Это утверждение немедленно вытекает из форм�лы 
( 2 .5* ) . 

Кроме функций ln z и za. среди элементарных функ
ций многозначными аналитическими функциями являют
ся еще обратные тригонометрические функции. В этом 
параграфе мы не будем решать для обратных тригоно
метрических функций задачи, поставленные в начале па
раграфа. Удобнее будет сделать это в следующих пар агра
фах, демонстрируя боЛее общие методы. Сейчас ограни
чимся лишь выводом формул, связывающих обратные три
гонометрические функции с логарифмом. 

3. Фунпция arctg z. Главное значение функции arc Lg z 

при действительных z определяется интегралом 

или рядом 
00 

arctg z = � {- !)n 
z2n+l ..._ 2п + 1  • 

о 

z 5 dь 
1 + ь2 о 

Оба эти выражения пригодны для аналитического продол
жения функции arctg z на комплексные значения пере
менного. Написанный выше ряд (или интеграл) будем 
считать исходным элементом аналитической функции 
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arctg z (для интеграла делаем дополнительное ограниче
ние, что путь интегрирования лежит в пекоторой доста
точно малой окрестности точки � = О) . 

Для вывода формулы, выражающей функцию arctg z 
через логарифм, воспользуемся интегралом. Разложим 
подынтегральную функцию на простейmие дроби: 

1 1 1 1 1 

1 + �2 
= 2i � - i - 2i � + i " 

Тогда для z, лежащих в достаточно малой окрестности 
точки z = О, получим равенство 

z 6 
arctg z = ii s � d� i - ii j' � � i = ii ln z - / - ii ln z � i 

о о 

которое можно записать в виде 
1 1 + iz arctg z = -2 . ln 1--. • 1 - IZ (2. 7) 

По принципу аналитического продолжения это равенство 
справедливо и для всех z .  Тем самым: :мы получили иско
мую формулу. 

4. Фуп-пция arcsin z. Главное значение функции 
arcsin z при действительных значениях z,  лежащих на 
отрезке ( - 1 ,  1 )  , определяется интегралом arcsin z = 

z 00 =S У d� или рядом arcsin z = � (2n) ! 2 z2n+l .  

0 1 - �2 .о (2n + 1) · 22n · (n ! )  

За исходный элемент аналитической функции arcsin z 
удобнее всего принять именно ряд, так как под интегра
лом стоит многозначная функции . Однако для вывода ин
тересующей нас формулы удобнее всего воспользоваться 
равенством sin ( arcsin z) =· z (по принципу аналитического 
продолжения оно сохраняет силу и для комплеi\сных 
значений перемениого ) .  По формуле Эйлера sin w = 

eifD _ e-iw 
, так что равенство, определяющее функцию 2i 

w = arcsin z, :можно записать в виде eiw - e -iw = 2iz . Решая 
квадратное уравнение относительно фующии е;"', получа-
ем, что 

е;"' = iz + 1' 1 - z2• 

Отсюда без труда находим интересующую нас формулу: 
arcsin z = + ln ( iz + V 1 - z2) .  (2 . 8) 
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§ 3. Ветви аналитической функции 

Перейдем к изложению некоторых общих приемов ис
следования многозначных аналитичесю1х функций. Для 
упрощения формулировок удобно пользоваться термина
ми, которые мы определим. 

Пусть нам дана аналитичесi{ая функция F ( z ) , порот
денная исходным элементом / (z )  в точке z = а. Возьмем 
некоторую область D, содержащую точку z = а, и рассмот
рим аналитичесние продолжения элемента f (z )  не по 
всем возможным кривым, выходящим из точни а, а тольно 
по тем, ноторые лежат в области D. В результате таких 
продолжений мы получим фуннцию Ф (z ) , отличающуюся 
от всей аналитичесной фупнции F (z) , тем, что ее область 
определения неснольно сужена. Эту фуннцию Ф (z) бу
дем называть ветвью ападитической фупкции F (z) в об
дасти D. 

Подчерiшем, что ветвь аналитичесной фуннции в об
ласти D, нан и сама аналитическая фуннция, поротдает
ся заданием исходного элемента f (z ) . 

Особо выделим случай, ногда исходный элемент f ( z )  
можно аналитичесни продолжить по любой привой Г, ле
жащей в области D. В этом случае ветвь аналитичесной 
фупнции в области D мы будем называть фупкцией, ала
дuтической в oб.ttacтu D. 

Если фуннция Ф ( z ) , аналитичесная в области D, одно
значна (нан фуннция одной лишь точни z )  в этой обла
сти, будем называть эту фуннцию гоЛоморфпой ветвью 
атшдитической фун,кции Р ( z )  (в области D) .  О 

Из теоремы о монодромии (теорема 1 .2 ) немедленно 
вытенает следующее важное утверждение (часто имеппо 
это утверждение называют теоремой о монодромии:) :  

Т е о р е м  а 3. 1 .  Фун,кция, ana.ttuтuчecnaя в одпосвяз
пой oб.ttacтu, годаморфна в этой oб.ttacтu. 

Действительно, по теореме о монодромии результат 
продолжения исходного элемента по J{ривым, гомотопным 
в области, одинанов. Но мы знаем (см. теорему 7 . 1  гл . 1 ) ,  
что в односвязной области гомотопны все нривые, имею
щие одинаковое начало и одинановый нонец. Поэтому ре
зультат продолжения исходного элемента по нривой, ле
жащей в односвязной области, зависит тольно от нонца 
этой нривой. Это и дает утверждение теоремы. О 
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Оперировать с понятием функции, аналитической в 

области, часто бывает значительно удобнее , чем с поня
тием аналитической функции, так как термин <<функция, 
аналитическая в области D>> уже несет в себе информа
цию о множестве кривых, по которым можно аналитиче
ски продолжить исходный элемент . Отметим некоторые 
свойства функций, аналитических в области : 

1 .  Ес.л,и фующии Ф1  (z )  и Фz (z)  апа.л,итичн,ы в об.л,асти 
D, то и фующии 

Ф1 (z ) + Фz (z ) , Ф , (z ) Фz (z ) 

апа.л,итичны в об.л,асти D. 
2. Ес.л,и футщии Ф 1  (z)  и Фz (z )  апа.л,итичн,ы в об.л,асти 

D и все зн,ачеltиЯ футщии Фz (z )  от.л,ичн,ы от нумt, то 
Ф (z) 

футщия Ф� (z) ан,а.л,итичт-tа в об.л,асти D. 

3. Пусть футщия Ч' ( � )  апа.л,итична в обдасти G, 
а футщия Ф (z ) ан,а.л,итичпа в об.л,асти D и все ее апаче
пия .л,ежат в об.л,асти G. Тогда фующия 

Ч' (Ф (z ) ) 
апа.л,итична в об.л,асти D. 

4. Ес.л,и футщия Ф (z )  апа.л,итичпа в об.л,асти D, то и 
все ее производные ан,а.л,итичн,ы в об.л,асти D. 

5. Ес.л,и фующия Ф (z )  апа.л,итична в -конечпой обда
сти D, то и ее первообразная ан,а.л,итичн,а в обдасти JJ. 

Перечисленные свойства очевидным образом вытекают 
из приведеиных в § 1 свойств функций, аналитических 
на кривых. О 

В качестве примера использования свойств 1 - 3  ре
шим задачу об определении множества I�ривых, по кото
рым можно аналитически продолжить фующии arctg z и 
arcsin z. 

1. Фующия arctg z. Воспользуемся формулой 
1 1 + iz arctg z = -2 .  ln -1 --. , полученной в § 2 (см. формулу z - zz 

( 2 .  7 ) ) .  Функция 
Ф (z) = 1 + �z 

1 - zz 
rоломорфна на всей растирепной комплексной ллосiюсти:, 
за исключением точки z = -i, и обращается в нуль толь
ко в точi>е z = i. Обозначим через G всю конечную комп
лексную плос1юсть с вьшолотоii точ:t>ой � = О, а через D -
расширенную комплексную плоскость с выколотыми точ-
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нами z = i и z = -i. Тогда можно сказать, что функция 
Ф (z) = 

11 + �z аналитична в области D и что ее значе-- �z 
ния лежат в области G. Кроме того, мы знаем из теоре
мы 2 . 1 , что функция Ч' ( � ) = ln � аналитичпа в области G. 
Следовательно, по свойству 3° функция 

'J! (Ф (z)) = ln � + �: 
аналитичпа в области D. Иными словами : 

Футыщия arctg z апалитичпа в расширеппой помплепс
пой плоспости с выполотыми точпами z =· i и z = -i. 

2 .  Фуппция arcsin z. Воспользуемся формулой 
arcsin z = � ln ( iz + У 1 - z2) ( см. формулу ( 2 .8 ) ) .  Функ-� 
ция � = 1 - z2 голоморфпа во всей конечной области и об
ращается в нуль толыю в точках z = 1 и z = - 1 , а функ-
ция 1'� аналитичпа во всей конечной плоскости с выко
лотой точкой � = О  (см. теорему 2.3 ) .  Поэтому, согласно 
свойству 3, фующия iz + 1' 1 - z2 аналитична во всей ко
печной плоскости с выколотыми точками z = 1 и z = -i. 
Легко проверить также, что эта функция не обращается 
в нуль в указанной области. Действительно, из равенства 
iz + 1' 1 - z2 = О мы сразу получаем равенство -z2 = 1 - z2, 
которое не может выполняться ни для одного конечно-
го значения z .  Поэтому, еще раз применяя свойство 3 ( в:а 

этот раз с Ф ( z) = iz + 1' 1 - z2 и 'У (�) = + ln �) . прихо
дим к утверждению: 

Фуппция arcsin z апалитичпа в помплепспой плоспо
сти с выполотыми точпами z = 1 и z = - 1 .  

При помощи свойств 1-5 обычно легко удается опре
делить область, в которой аналитична функция, представ
ленная через элементарные функции той или иной фор
мулой. 

У кажем (без доказательства) еще на один интересный 
критерий аналитичности: 

6 .  Пусть фуппции P I (z ) ,  . . .  , Pn (z ) ,  q (z) апалитичпы 
в области D. Тогда любое решение дифферепциалъпого 
уравпепия 

w<n > + Р 1  (z) w<n- l )  + . . . +pn (z )  W = q (z} 
тапже является фунпцией, апалитичеспой в области D. О 
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Часто приходится сталкиваться со следующей за
дачей. 

Дана функция, аналитическая в области D. Выяснить, 
будет ли эта функция rоломорфна в области D. 

Б случае, коrда область D односвязна, эта задача сра
зу решается ссылкой на теорему о монодромии (см. тео
рему 3. 1 )  . Однако иноrда приходится решать эту задачу 
и для случая мноrосвязной области D. Обычный прием: 
доказательства rоломорфности состоит в том, что задан
ную функцию представляют в виде той или иной комби
нации функций, аналитических в более широких одно
связных областях. Приведем несколько примеров тако
rо рода. 

П р  и м е р  1 . Рассмотрим функцию F (z) = }! z2 ( 1 - z 
в области D, представляющей собой всю конечную плос
кость с разрезом по отрезку [0, 1] действительной оси. 

Заметим прежде всеrо, что наша функция аналитична 
в области D. Действительно, функция z2 ( 1 - z) rоломорф-
на в области D и не обращается в нуль, а функция frf 
аналитична во всей конечной плоскости с выколотой точ
кой � = О. Соrласно свойству 3 и суперпозиция этих 
функций аналитична в области D. 

Применять теорему 3. 1 для доказательства rоломорф
ности нашей фующии в области D нельзя, так как об
ласть D двухсвязна. Однако мы можем представить нашу 
функцию F (z)  в виде произведения F (z) = Ji'1 (z) F2 (z ) ,  rде 

Функция F1 (z )  = z, очевидно, rоломорфна в области D. 
Функция F2 (z) = У 1 - + аналитична в области D по 
тем же соображениям, что и сама функция F (z) .  Однако 
леrко видеть, что функция F2 (z)  аналитична и в более 
широкой области, получающейся добавлением к области 
D точки z = оо. Эта область уже односвязна, и потому 
функция P2 (z) rоломорфна в этой области по теореме о 
монодромии. Следовательно, она rоломорфна и в более 
узкой области D. Таким образом, мы. показали, что функ
ция F (z) является произведением двух функций, rоло
иорфных в области D, и потому rоломорфна в этой 
области. 
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П р  и м е р  2. Рассмотрим функцию 

F ( z) = 1" ( z2 - 1 ) ( z2 - 4)  
в области D, представляющей собой всю копечную плос
кость с разрезами по отрезкам (-2,  - 1 ) и ( 1 ,  2 ) действи
тельной оси. 

:Как и в предыдущем примере, легко доказывается, что 
функция F (z ) аналитична в области D. Представим ее 
в виде F (z) = F1 (z ) F2 (z ) Fз (z ) ,  где 

F1 (z) = z2 - 1 , F2 (z) = J/ 1 - z � f '  F3 (z) = Y1 + z� 1 .  

Из тех же соображений, что и в примере 1 ,  убеждаемся, 
что все сомножители голоморфны в области D, поатому и 
наша функция F (z) голоморфна в этой области. 

Задача о выделении голаморфных ветвей аналитиче
ской функции является важной составной частью задачи 
об исследовании характера многозначности этой аналити
ческой функции. Однако при этом мы обычно не бываем 
связаны выбором области D. Чаще всего задача состоит 
в том, чтобы в данной области провести разрезы таким 
образом, чтобы в разрезанной области рассматриваемая 
аналитическая функция <<распаласы на голоморфвые вет
ви. Для этого достаточно взять разрезанную область од
носвязной. Задача о выделении голоморфной ветви в 
многосвязной области возникает , когда по каким-либо по
бочным соображениям надо уменьшить число разрезов. 

§ 4. Исследование характера многозначности 

В предыдущем параграфе изложен ряд приемов, по
зволяющих установить, по I<аким кривым можно продол
жить аналитическую функцию, заданную той или иной 
формулой. В этом параграфе мы займемся исследованием 
характера многозначности данпой аналитической функ
ции в предположении, что задача предыдущего параграфа 
уже решена. Иными словами, будем исследовать зависи
мость значения аналитической функции в данной точке 
плоскости от формы кривой, по которой паша аналитиче
ская функция продолжается в эту точку. Чтобы учесть 
информацию о возможности продолжения по кривым, бу
дем иметь дело только с функциями, аналитическими в 
данпой области. :Как и в предыдущем параrрафе, наше 
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внимание будут привлекать главным образом фующии, 
заданные той или иной формулой. 

Изложим два способа исследования характера много
значности функции, аналитической в данной области. 
Один из этих способов использует довольно серьезные 
предположения о строении функции, а другой применим 
к самым общим случаям. Достоинство первого способа -
в полноте получаемой информации о фующии, а второ
го - в его общности. 

Начнем с изложения некоторых фактов, имеющих от
потение I{ обоим способам. 

Пусть задана функция F ( z ) , аналитическая в п-связ
ной области D. В первую очередь придется напомнить 
некоторые сведения о строении множества гомотопиче
ских классов замкнутых кривых, лежащих в п-связной 
области. 

Согласно 0пределению числа связности ( см. § 2 гл. I )  
п-связная область D имеет границу, состоящую из n ком
понент 

'{о, '{ 1 , • • . , '{n- 1 · 

I-\омпоненту '{о назовем внешней компапентой границы, 
а остальные n - 1 компонент - внутренними. С каждой 
внутренней компонентой '{k мы связали в § 7 гл. I гомо
топический класс <tп. Этот гомотопический юшсс опреде
ляется следующим образом. 

Через Сп обозначали простую замкнутую ломаную, 
лежащую в области D и обладающую тем свойством, что 
область, ограниченная ломаной С��. (лежащая слева при 
движении по С я) , содержит внутри себя компоненту '{11. 
и не содержит других компонент границы области D. Че
рез ая мы обозначали гомотопический класс [Ck] , состоя
щий из кривых, гомотопных ломаной ck. 

Согласно теореме 7.3 гл. 1 любую замкнутую кривую 
Г, лежащую в области D и проходящую через фиксиро
ванную тоqну а Е D, можно заменить гомотопной ей 
нривой 

гi гi . . .  гi , 1 2 r 

где нривые Г ik таковы, что или кривая Г :--1 или нривая tk ' 
Гik принадлежит одному из гомотопичесн:их нлассов а1 , 
az, . . . , <tn- 1 · 

Иными словами, это утверждение можно сформулиро
вать так : 
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Гомотопический класс [Г ] можно представить в виде 

где числа т,. равны 1 или -1 ,  а индексы i,. принимают 
значения 1, 2, . . . , n - 1 .  

Проведем теперь в области D попарно непересекаю
щиеся разрезы, соединяющие внешнюю компоненту "{о 
с каждой из внутренних компонент. Таких разрезов ров
но n - 1 , и после их проведения область D превратится 
в односвязную область D'. Если взять в какой-либо точке 
а Е D' произвольвый элемент функции F (z) , аналитиче
ской в области D, то можно аналитически продолжить его 
на всю область D'. По теореме о монодромии (теорема 3. 1 )  
мы получим в результате продолжения некоторую функ
цию, голоморфную в области D'.  Различным элементам 
аналитической функции F (z ) в точке а будут отвечать 
различные голоморфвые в области D' функции. По тео
реме 1 .3  таких функций счетное множество, и их можно 
занумеровать : 

Fo (z) , F1 (z) ,  F2 (z) , . . .  

При этом символом Fo (z) обозначим функцию, возникаю
щую из исходного элемента аналитической функции F (z) . 
Таким образом, после проведения в области D разрезов 
функция F ( z ) , аналитическая в области D, << распаласы 
на счетное (или конечное ) множество голоморфных в об 
ласти D' ветвей F,. (z) . При аналитическом продолжении 
по любой замкнутой кривой Г, лежащей в области D, эти 
ветви каким-то образом переходят друг в друга. Для пол
ного исследования характера многозначности нам нужно 
выяснить, в какую ветвь F,. (z) перехор;ит ветвь Fo (z) при 
аналитическом продолжении по замкнутой кривой Г. О 

Перейдем теперь к изложению условий, которые на
кладываются на функцию F (z) в первом способе. 

Будем предполагать, что исходная голоморфпая ветвь 
F0 (z)  нашей аналитической функции F (z)  принимает в 
области D значения, лежащие в пекоторой области G. 
Кроме того, мы предположим, что результат аналитиче
ского продолжения ветви Fo (z) по замкнутой кривой Г е  
Е а8 имеет вид 

т,. (F0 (z) ) (k = 1 ,  2, . . .  , n - 1 ) ,  

где функции т,. ( � )  удовлетворяют условиям: 
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1. Функции т,.{t ) голоморфны в области G, и прини
маемые ими значения лежат в области G. 

2 . Функции т,.(t� имеют обратные функции trk"1 (t) ,  
также голоморфвые в области G.  

Для сокращения записи будем употреблят� символ 
ер О 'Ф для обозначения функции ср ('Ф (s) ) . Кроме того, бу
дем считать, что символ срт определяется равенствами 

(m = O, ± 1 ,  ±2, . . . � . 

При сделанных предположениях относительно функ
ции сnраведлива 

Т е о р е м  а 4. 1 .  Пусть го.мотопичес�ий �.ласе [Г] ,  со
держащий �ривую Г, имеет вид 

т1 т1 mr 
a.i а11 • • • air • 

Тогда ревультат продолжения голоморфной ветви F0 {z� 
фун�ции F (z) равен 

( mi. m1 О О тт) (F ( )) Tii O тis • . . Tir о z 

(здесь, :как и раньше, числа т,. равны 1 или -1 ,  а ин
дексы i,. принимают значения 1 , 2, . . .  , n - 1 ) . . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно предположению ре
зультат аналитического продолжения голоморфной вет
ви F0 (z) по кривой Г Е а,. равен т,. (F о (z) ) .  Отсюда мы без 
труда выводим, что результат продолжения ветви Fo (z ) 
по кривой Гt Г2, где Гt  Е ал, а г2 Е am, равен 

Tя (Tm (Fo .(z) ) J =•(Tя О Tm) (Fo (z) J . 

Далее, легко убедиться, что результат продолжения ветви 
F0 (zJ по кривой Г Е ai;"1 равен tri;"1 (F0 (z)) . Действитель
но, продолжая функцию · trk"1 (F0 (z)) по кривой Гt Е а11, 
получаем функцию 

trh"1 (тk (F0 (z))) = F0 (z) . 

Следовательно, продолжение ветви Fo{z) по той же кри
вой Г1 в обратном направлении даст нам функцию 
tr7;1 (F0 (z)) ,  а кривая Гt , проходимая в обратном направ
лении, принадлежит гомотопическому классу а7;1• 

Последовательно применяя полученные формулы, при
ходим к утверждению теоремы. 
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В теореме 4.1  дается формула для вычисления резуль
тата аналитического продолжения исходного элемепта 
функции F (z) , аналитической в области D, по произволь
ной замкнутой кривой Г. Эта формула имеет довольно 
сложный вид, и без дополнительной информации о фуюt
циях тл ( � )  ее нельзя упростить . Однако в конкретных 
задачах, когда функции 'tл ( � )  довольно просты, эта фор
мула танже может быть значительно упрощена. Отметим 
один довольно общий случай, когда формула теоремы 4 .1  
принимает совсем простой вид. 

Т е о р е м  а 4.2. Пусть футщия F (z ) ,  апа.литичеспая 
в oб.ttacтu D, удов.летворяет всем ус.ловиям, па.ложеппым 
выше, и пусть , проме того , фуппции т1, ( � ) об.ладают тe.!lt 
свойством, что 

'tв о 'tm = 'tm о 'tл (т, k = 1 , 2, . . . , п - 1 ) .  

Тогда реау.льтат щtа.литичеспого продо.лжепия ветви 
Fo (z) по проиаво.льпой аамппутой привой Г,  .лежащей в 
об.ласти D, равеп 

где 

( 'Vi 'V2 'Vn-1) (F ( )) т1 От2 О • • •  Отп_1 0 z , 

'Vв = v ( Г, "{л) .  

(Напомним, что v ( Г, "{л) - число обходов в положитель
ном направлении компоненты "{л кривой Г . )  

Д о к а з а т е л ь  с т в о. В силу перестановочности функ
ций тв ( � )  мы можем написать 

где 

Но 

{ о , v (С, '\'k) = 1 , 
(т =/= k) , 

Поэтому 

и теорема доказана. О 
Легко видеть, что формулы для значения функций 

(ln z) r  и (z"') r являются частными случаями формулы 
теоремы 4.2. Действительно, для этих функций область 
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D - зто вел конечная плоскость с вьпюлотой точкой z = 
= О. Взяв в качестве компоненты "{о точку z = оо, а в ка
честве компоненты "{1 - точку z = О, получаем, что 
v ( Г, "{ 1 ) = v ( Г, О ) . Кроме того, для функции ln z имеем 

т, ( � ) = � + 2ni, 
а для функции z"' 

't! { � )  = �e2"i"'. 
В обоих случаях функция т, ( � ) только одна, так что ус
ловие перестановочности бессодержательно. Поэтому, при
меняя теорему 4.2, мы немедленно получаем формулы 

(ln z) г = (ln z) + 2ni · v ( Г, 0) , 

(z" ) г = (z"' ) exp {2ntcx · v (Г, 0) } . 

Эти формулы несколько отличаютел от формул, получен
ных в § 2, так как теперь мы считаем кривую Г имеющей 
и начало, и конец в точке z. О 

Рассмотрим несколько более сложных примеров при
менепил формул теорем 4. 1 и 4.2. 

П р  и м е р  1 .  Рассмотрим функцию arctg z .  Мы знаем, 
что она является функцией, аналитической в области D, 
представляющей собой расширенную комплексную плос
кость с выколотыми точками z = i и z = -i  ( см. § 3 ) .  
В качестве компонент "{о и "{ 1  возьмем точки z = -i и z = 
= i соответственно. Из формулы 

1 z - i 1 z + t  
arctg z = 2i ln _ t - 2t ln -t

-

видно, что аналитическое продолжение любого элемента 
функции arctg z по достаточно малой окружности l z - i l =  
= р (проходимой один раз в положительном направлении) 
прибавляет к этому элементу слагаемое, равное n. Это 
означает , что 

тl (�) = � + n , т� (�) = � +  тл; .  
Поэтому теорема 4.2 дает формулу 

( arctg z) г = ( arctg z ) + nv (Г ,  'У ,  ) , 
где символом ( arctg z ) обозначено г.лавпое апачепие ана
литической функции arctg z ( обычно под главным значе
нием: арктангенса понимают ветвь, голаморфную в комп
лексной плоскости с разрезом: ( -ioo,  -i) и ( i, +ioo ) ,  от
вечающую исходному элементу, совпадающему с главным: 
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значением арктангенса на действительной оси) . Легко 
проверить, что v ( Г, 'Y i ) = v  ( Г, i ) - v ( Г , -i) , так как по
лученную формулу можно записать в виде 

(arctg z) r = (arctg z) + n (v (Г, i) - v (Г, -i) )_ . 
Следующий пример носит более общий характер. 
П р и м е р 2. Пусть D - произвольпая n-связная об

ласть, внешняя компонента Jюторой содержит бесiюнеч
но удаленную точку, Возьмем функцию g (z) , голоморфную 
в области D, и точку а eD и определим исходный элемепт 
аналитической функции F (z) в точке z = а  равенством 

z 

f (z) = J g (�) d� 
а 

(путь интегрирования лежит в достаточно малой окрест
ности точки z - а>: . 

Мы знаем (см. § 3, свойство 5 )  , что построенная функ
ция F (z) аналитична в области D. В результате аналити
ческого продолжения любого элемента функции F (z) по 
замкнутой кривой С мы получаем тот же элемент с до
бавлением слагаемого 

J g (�) d�. 
с 

Следовательно, 
-r,. (� ) = � + A" (k =' 1 , 2, . . . , n - 1 ) , 

где Ak = J g (�) d� (С Е ak) (по теореме Коши интеграл 
с 

не зависит от выбора кривой из гомотопического класса 
а�с) . Легко видеть. что 

{ 't'в О 't'm) ( � } = { 't'm О 't'в) {� ) = � + А,. + А т. 

Поэтому теорема 4.2 прим:еним:а, и мы получаем, что 
n-1 

(F (z))г = j (z) + � Ak · v  (Г, 'Vk) · 
k=l 

П р и м: е р 3. Рассмотрим: функцию arcsin z. Мы знаем 
(см:. § 3) , что функция arcsin z является функцией, ана
литической в трехсвязной области D, представляющей со
бой всю конечную плоскость с выколотыми точками z = 1 
и z = -1 .  В качестве компоненты 'У о возьмем: точiiу z = оо, 
а в :качестве компонент "(1  и 12 - точ:ки z = 1 и z = - 1  со-
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ответственно. В качестве области D' возьмем комплекс
ную плоскость с разрезами по лучам ( - оо ,  - 1 ) и ( 1 , +оо ) , 
а в качестве ветви Fo (z ) - г.лавпое апачепие арксинуса, 
представляющее собой голоморфную в области D ветвь 
arcsin z, отвечающую исходному элементу 

00 
"' (2k) ! 2k+l �о (2k + 1) · 22k · (k ! ) 2  

z • 
При -1 :s; z :s; 1 этот ряд сходится к главному значению 
арксинуса (принимающего значения между -n/2 и n/2) . 

Для вычисления функций 't1 ( � )  и 't2 ( � )  восполЬ3уем-
ся формулой arcsin z = + ln ( iz + У 1 - z2) , полученной 
в конце § 2. Эта формула справедлива и для функции 
( arcsin z) , если выбрать надлежащие ветви корня и ло
гарифма. 

При аналитическом продолжении по достаточно ма
лой окружности 1 z - 1 1  = р ( один раз против часовой 
стрелки) функция "У 1 - z2 умножается на - 1 , так как 
1/1 - z2 = "У 1 + z · 1/ 1  - z, а для функций "У 1 + z и 1/ 1  - z 
можно восполЬ3оваться формулами, выведенными в § 2. 
Поскольку окружность l z - 1 1 = р достаточно мала, при 
обходе точкой z этой окружности точка iz + 1/ 1 - z2 оста� 
ется вблизи точки z = 1 и потому не обходит точку z = О. 
Это означает, что выбранную нами голо:м:орфную ветвь 
логарифма можно считать прежней. Следовательно, в ре
зультате аналитического продолжения функции 

+ ln (iz + V 1 - z2) = (arcsin z) 

по достаточно малой окружности l z - 1 l = p  (один раз 
против часовой стрелки) получаем функцию 

� ln ( iz - V 1  z2) = --t- In (tz - Y�)(tz + У�) = 
1 1 tz + Y1 - z2 

= --t- In V 1 = + ln (- 1) - (arcsin z) , 1 iz + 1 - z2 

где для ln ( - 1 )  берется одно из возможных значений. 
Чтобы определить, какое именно значение надо взять для 
ln ( - 1 ) , заметим:, что при z -+ 1 функция тJn ( iz + 

+ V 1 - z2) имеет предел, не зависящий от способа 
стремления точки z к 1 , если только не выходить из не-
8 М. А, Евграфов 
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Iюторой окрестности точки z = 1 .  Поэтому и (arcsin z )  и 
ветвь, полученная его продолжением по достаточно малой 
окружности 1 z - 1 1  = р, должны иметь одинаковый предел 
при z -+ 1 . Поскольну (arcsin 1) = ; , получаем, что 

lim -t- In ( iz + У 1 - z2) = lim � ln ( iz - У 1 - z2) = 2:rt , 
Z�1 � Z�1 � 

и потому равенство 
-t.. In ( iz - Y1 - z2) = --t.. In (- 1) - -t ln (iz + Y1 - z2) � � � 

при z -+  1 дает·, что величина � ln (- 1) должна быть � 
равна :rt. 

Таким образом, в результате продолжения функции 
( arcsin z)  по любой нривой Г е <t1 мы получаем функцию 
:rt - ( arcsin z) . Иными словами, 

't! (� } = :rt - � . 
С помощью совершенпо аналогичных рассуждений на

ходим, что 
't2 (� ) = -:rt - �-

Нетрудпо проверить, что функции ,;1 и 1:2 непереста
повочны. Действительно, 

( ,;1 0 't2) ( �) = � + 2:rt, ( ,;2 0 't! ) (� ) = � - 2:rt. (4. 1 )' 
Петрудно проверить танже, что имеют место соотпоше-
ПИЯ 

1:� (�} = � . rr: (�) = � - (4 .2) 
С помощью соотношений (4. 1 )  и (4.2 )  петрудно вы

числить любое выражение вида 
mi m2 mr 

(4 3} 'tii O,;is О . .  • O,;i r ' . 
где числа mk. равны 1 или -1 ,  а индексы ik. принимают 
значения 1 или -1 .  Например, используя соотношения 

- 1 -1 't'1 = 't'1, 't'2 = 1:2 , 
вытекающие из равенств (4 .2) , мы заменяем выражение 
(4.3) выражением 

(4.4) 

Далее, опять используя соотношения (4.2 ) , мы вычерки
ваем все стоящие рядом пары функций с одипаков�ми 
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инденсами. В результате таних операций выражение (4 .4) 
( а  следовательно, и выражение (4 .3) ) можно привести 
в: одной из двух форм 

( 't t  О 't2 ) m, 'tt О ('t t  О 't2 ) m . 

Это означает, в частности, что любой элемент функции 
arcsin z можно получить из ее исходного элемента одним 
из следующпх способов : 

1 .  П родолженпем по замкнутой нрпвоii Г Е ( а. 1 а.2 )  "' , 
т =  О, ±1 ,  ±2, . . .  

2 .  Продолжением по замкнутой кривой Г Е а.1  ( а. 1а.2 ) "', 
m = O, ±1 ,  ±2 , . . .  О 

Перейдем теперь в: описанию второго способа исследо
вания многозначности. На этот раз па функцию F (z )  не 
будем налагать никаких условий. 

Выделим в области D голоморфвые ветви 
Fo (z ) , Ft (z ) , F2 (z ) , . . . 

функции F ( z )  , аналитической в области D. С каждым го
мотопическим классом а =  [Г ] свяжем подстановну 

s - ( о  1 2 . . • )  
а - ko k1 k2 • • . ' 

rде помер k. определяется из условия : пр и  апалити ч е с /'i, ОМ 

продолжепии ветви F. (z ) по привой Г иа г омотопич е с п о 

г о  пласса а получаем ветвь F k в  (z) . 
Легко видеть, что все подстановв:и Sa обладают тем 

свойством, что номера k. образуют весь натуральный ряд 
(начиная с пуля ) и что среди них пет равных. Для та
ких подстановов: легко определить операцию умножения, 
положив ( о  1 2 ' " ) ( 10 11 12 " ' ) ( о  1 2 . . .  ) 

fo 11 /2 " ·  ko kl k2 • " = ko k1 ka " · • 

Нетрудно проверить, что множество подстаповов:, связан
ных с каждой функцией F ( z ) , аналитической в обJrасти 
D, образует группу относительно определенной таким об
разом операции умножения. 

Т е о р е м  а 4.3. Если го.мотопичеспий пласс а =  [Г ] 
и.меет вид 

8* 
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то соответствующая е.му подстаповпа Sa. и.меет вид 

S Smi sms smr а. = а, .  а, . • • •  а. .  11 12 ir 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Для доказательства теоремы 
достаточно установить справедливость соотношений 

Sa. а. = Sa. Sa. , р 8 р 8 

а эти соотношения немедленно вытекают ив определения 
подстановки. 

Справедливости ради отметим, что во всех конкрет
ных задачах исследование многозначности аналитических 
функций осуществляется с помощью теоремы 4.1 .  Теоре
ма 4.3 имеет чисто теоретический интерес .. 

§ 5. Рим:авовы поверхности 
До сих пор мы рассматривали аналитическую функ

цию как функцию, определенную на множестве, элемен
тами которого являются пары (z, Г ) , где z - точка плос
кости, а Г - кривая, идущая в точку z ив векоторой фик
сированной точки а. Однако множество, на котором опре
делена аналитическая функция, можно представлять и 
в виде множества точек, только не точек плоскости, а то
чек векоторой поверхности. При этом поверхность, на ко
торой определяется функция, опять-таки определяется 
самой функцией, т. е .  уже ее исходным элементом. Эти 
два подхода совершенно эквивалентны, если рассматри
вать их только как способы придания смысла понятию 
многозначной функции на комплексной плоскости. Одна
ко если говорить о дальнейшем развитии идей, то мысль 
рассматривать аналитические функции как функции на 
поверхности окавалась значительно плодотворнее. 

Идея рассматривать многозначную аналитическую 
функцию как однозначную функцию на поверхности бы
ла впервые высказана замечательным немецким матема
тиком Бернгардам Риманом. Поэтому поверхности, на ко
торых определена аналитическая функция, принято на
зывать ри.маповы.ми поверхностями. Развитие идей, свя
занных с понятием римановой поверхности, не входит в 
план этой книги. Поэтому ограничимся самыми элемен
тарными фактами, относящимся к этой теме . 

Прежде всего попытаемел дать представление о ри
мановой поверхности с помощью простой аналогии. 
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Возьмем на плоскости (х, у )  окружность х2 + у2 = 1 . 
Rак геометрический объект , эта окружность не имеет ни
каких особых точек. Однако если мы хотим записать 
уравнение этой окружности в виде у = f (x) , то придется 
использовать многозначную функцию f (x) = ±1 1 - х2: Эту 
фующию мы сможем рассматривать как однозначную, 
если будем рассматривать ее не как функцию точки от
резка (-1 ,  1 ) , а как функцию точки кривой, состоящей: 
из этого отрезка, проходимого дважды (на одной полови
не кривой приписываем корню поло�ительные значения, 
на другой - отрицательные ) .  

Аналогичное рассуждение можно провести и для мно
гозначных аналитических функций. Пусть дана какая
либо многозначная аналитическая функция w = F (z ) . 
Изобразим все ее значения точками в четырехмерном 
пространстве (z, w) . Множество всех точек вида (z, F (z) )  
образует в этом пространстве некоторую двумерную по
верхность. Эта поверхность может оказаться вполне хо
рошим геометрическим объектом и в случае, когда анали
тическая функция многозначна. По аналогии с разобран
ным выше примером кривой на плоскости можно попы
таться сделать нашу многозначную функцию однознач
ной, рассматривая ее не на плоскости, а на пекотором 
множестве , состоящем из многократно проходимых листов 
плоскости. Из общих соображений естественно ожидать, 
что это множество окажется поверхностью. Аналогия с 
разобранным примером позволяет даже предложить не
который способ получения этой поверхности. Именно, на 
плоскости мы получили искомую кривую, сплющив ок
ружность по вертикали. В четырехмерном пространстве 
нам нужно сплющить поверхность, состоящую из точек 
вида (z, F (z ) )  по двум лишним измерениям. Заметим, 
что в разобранном примере с окружностью не было осо
бого смысла заниматься сплющиванием этой окружности, 
так как сама окружность не менее наглядна, чем дваж
ды проходимый отрезок. Сплющивать четырехмерную по
верхность уже имеет смысл, так как многократно прохо
димые листы плоскости можно представить себе (правда, 
с некоторыми натяжками) как поверхность в трехмерном 
пространстве .  Это дает весьма существенный выигрыш 
в наглядности. 

Грубо говоря, риманова поверхность - это сплющен� 
вый <<графиК>> аналитической функции. 
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Точное определение римановой поверхности мы дадим 
неснольно ниже, а сейчас поговорим о ноннретном по
строении римановых поверхностей, исходя из наших при
близительных представлений. 

Пусть дана аналитичеснал в п-связпой области D 
фупнция F (z ) . :Кан и в предыдущем параграфе, обозпачим 
через "(о, "( 1 , • . . , "(n- 1 номпопенты границы области D, 
а через D' - односвязную область, полученную из обла
сти D проведением попарно непересенающихсл разрезов 
lk, идущих от номпоненты "(о 1{ номпоненте "(k (k = 1, 2, . . . 
. .  . , n - 1 ) .  

:Кан мы видели в предыдущем параграфе, фушщия 
F (z )  распадается в области D' на голо:морфпые ветви 

F0 (z ) , F1 (z ) , F2 (z ) , . . . 

Ясно, что римановой поверхностью фушщии, голоморф
ной в области D, является энземпллр этой области ( I{ЮН
дой точне z отвечает ровно одна точна ( z, Fm (z ) ) <<гра
фина >> ,  т ан что при сплющивании мы получаем один лис1 
плосности) . С другой стороны, различным голоморфны.и 
ветвям должны отвечать различные листы на римановой 
поверхности фуннции F (z ) . Над областью D эти листы 
образовывали одну поверхность, а над областью D' они 
представляют собой стопну различных энземшшров об
ласти D' . Это происходит потому, что при переходе от 
области D н области D' мы удаляем из римановой по
верхности точни, лежащие над разрезами l 1 , l2, • . . , ln- 1 ·  
Тогда и наоборот, добавив н стопне энземnллров области 
D' точни, лежащие над разрезами lk, мы должны полу
чить из этой стопни риманову поверхность аналитичесн:ой 
в области D фуннции F (z ) . Добавление точен, лежащих 
над разрезом lk, << снлеивает >> между собой неноторые эн
земпллры области D' по этому разрезу. Разберемся, наRИе 
именно листы нужно снлеивать . Ясно, что снлеиваемые 
листы должны представлить собой сплющенные части 
одного ну сна <<графина» фуннции F ( z) . Это означает , что 
значения фуннций Fp (z )  и Fq (z) на разрезе l,. (по ното
рому мы снлеиваем) должны быть одинановы, если снлеи
ваютсл листы, отвечающие этим ветвям. Неснольно уточ-
ним ЭТО ВЫСНаЗЫВание, обозначив через zt Нрай разреза 
l,., лежащий справа при движении от "(о н "(k, а через Гi; 
левый нрай того же разреза. Заметим, что нрал zt и 
Zt (или l"k и z;) ниногда не снлеиваютсл, ибо совпадепие 
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ветвей Fp (z) и Fq (z )  па одноименных I{ралх по теореме 
сдпнственности означало бы тождественное совпадение 
этпх функций (а тогда листы не были бы различными) . 
Поэтому склеиваются лишь разноименные края разреза 
(т . е. zt с lk') . Подытоживая сказанное, кратко повторим 
рецепт построения римановой поверхности: 

Обозт-tачим через SP апземп.ляр об.ласти D' , отвечаю
щий го.ломорфпой ветви F Р ( z ) .  Римапаву поверхпасть 
фуппции F (z) , апа.литичеспой в об.ласти D, мы no.лyчae,'Jt, 
сп.леивая между собой .листы sp по разрезам lт. сог.ласпо 
с.ледующему прави.лу. 

Край zt разреза lя па .листе Sp прип.леивается n праю 
lk' разреза lт.. па .листе Sq, ес.ли имеет место равепство 

Fp (z) 1 + = Fq (z) 1 - · zп zп 

Полезно отметить, что склеиваемая таким образом по
верхность не вполне однозначно определяется функцией 
Р ( z ) . Причины этого явления будут полностью ясны, ког
да мы дадим строгое определение понятия римаповой 
поверхности. О 

Приведем несколько примеров построения римановых 
поверхностей с помощью описанного способа. 

П р  и м е р  1 . Функция ln z . В этом случае в качестве 
области D надо взять всю конечную плоскость с выколо
той точкой z = О, а в качестве области D' можно взять 
плоскость с разрезом по отрицательной части действитель
ной оси. Верхний край разреза мы обозначим через z+, 
а нижний - через z- . Тогда 

Fm (z). = (1n z) + 2nim (m = O, ±1 , ±2 , . . . ) 
(как обычно, через (ln z )  обозначаем главное значение 
логарифма) .  Из формулы для главного значения лога
рифма, выведенной в § 2 , легко получаем, что 

F т (z) l z+ = ln 1 z 1 + (2m + 1) л i , 

Fт (z) l z- = ln / z l  + (2m - 1) n i . 

Следовательно, 
F т (z) l z +  = F тн (z) l z - ·  

Поэтому листы Sm экземпляров области D',  отвеч:ающие 
голаморфным ветвям F т (z) ,  Сiшеиваются следующим об
разом. 
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R краю l+ разреза l на листе Sm приклеивается край. 
z- разреза l на листе Sm+ l ( здесь т = О, ± 1 , ±2,  . . .  ) . 

В результате такого склеивания мы получаем винто
образную поверхность ( см. рис. 4, а ) ,  называемую рима
новой поверхпостью логарифма. 

у 

Рис. 4 
Ясно, что направление закручивания винтовой по

верхности мы можем с равным успехом считать как пра
вым:, так и левы:м:. 

П р  и м е р  2. Функция yZ. В качестве области D 
опять надо взять всю конечную плоскость с выколотой 
точкой z = О, а в качестве области D' опять возьмем 
плоскость с разрезом по отрицательной Части дейст.ви
тельной оси. Через z+ обозначаем верхний край разреза 
l, а через z- - его нижний край. Тогда 

Fт (z) = (?Vz) ехр (2л i : ) (т = 0, 1 ,  . . .  , n-1) .  

Поскольку 
(.Yz) = .УГZТехр (+ arg z ) (- л: < arg z � л), 

мы получаем, что 
F т (z) / l+ = YiZТ ехр cm: 1 :n;i ) • 
F т (z) , l_ =УГZТ ехр cm n 

1 
:n; i  ) · 

Следовательно, 
Fт (z) ll+ = Fтн (z) ll- (т = О, 1 ,  • . . , n - 2), 

F n-1 (z) lz+ = F о (z) lz-· 
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Поэтому листы Sm следует склеить следующим образом. 
При т = О, 1 ,  2, . . . , п - 2 к краю z+ разреза l на 
ЛИСТ•е Sm мы приклеинаем край z- разреза l на ЛИ•СТе 
Sm+ l ·  Оставшиеся свободными верхний край разреза l на 
листе Sn- 1 и нижний край разреза на листе S0 мы долж
ны склеить между собой. 

Заметим, что последнее склеивание не удастся осуще
ствить, не пересекал уже склеенной части поверхности, 
хотя из общих соображений ясно, что риманова поверх
ность не может иметь точек самопересечения. Это про
тиворечие кажущееся. Оно объясняется тем, что наша 
риманова поверхность являе11ся поверхностью из четы
рехмерного пространства. Для наглядности она изобра
жена в трехмерном пространстве, а это не всегда позво
ляет передать все свойства. 

Построенная ри,манова поверхность называется рима
тювой поверхностью -порня п-й степени ( см. рис. 4, б) . 

П р и м е р  3. Функция 
z 

F (z) = J g (�) d� , 
а 

где функция g ( � )  голаморфна в двухсвязной области D, 
внешняя компонента которой содержит точку t = оо, 
а внутренняя компонента содержит точку � = О. 

Область D' мы получим из области D, проведя ка
кой-либо разрез l, соединяющий компоненту 'Уо с компо
нентой 'Y l · Согласно примеру 2 § 4 можно написать 

Fm (z) = Fo (z) + mA (m = O, ± 1, ±2, . . .  J ,  
г;де величина А равна интегралу о т  функции g(t ) по 
границе какой-либо односвязной области, содержащей 
компоненту 'Y l и не содержащей компоненту 'УО· Нетруд-
но показать, что 

F т (z) l l+ = F тн (z) l l-• 

если через z+ обозначен тот край разреза l ,  который ле
жит слева при движении от 'Уо к 'Y l · Склеивание листов 
такое же, как и при склеивании: римановой поверхности 
логарифма. Ясно, что в результате склеивания мы полу
чим поверхность, представляющую собой ча·сть римано
вой поверхности логарифма, лежащую над областью D. 

z - a  П р и м е р 4. Функция ln z _ ь. Эту риманов у по-
верхность можно было бы строить аналогично предыду-



122 ГЛ. III. МНОГОЗНАЧНЫЕ АНАЛИТИЧЕСRИЕ ФУIПЩИИ 

щим, по проще (ВОспользоваться песнольно иным рассуж
дением. Ф)llннция 

z - a  
W = z - b  

устанавливает взаимно однозначное соответствие между 
точнами рэ:сширеппой номпленспой плосности z и расши
ренпой номпленспой плоскости w. Она жо устанавливает 
взаимно однозначное соответствие между точками рима-
новых поверхностей фупнций ln : - : и ln w. Поэтому 

z - a  риманова поверхность фупкции ln z - Ь отличается от ри-
маповой поверхности фуннции ln z только тем, что ее 
точни разветвления находятся не в точках z = О :и z = оо ,  
а в точн:ах z = а и z = Ь . 

l z - a  Римаиову поверхность фупнции n z _ ь мы танже бу-
дем называть римаповой поверхпостыо .логарифма ( отме
чая, если это понадобится, положение точек разветв
ления ) . 

Аналогичные соображения полностью справедливы и 
для ·римаповой поверхности фупнции -. n;z=a ноторую v z=ь· 
будем называть римаповой поверхпостью 1>орпя п-й сте
пепи (с точками разветвления а и Ь ) . 

1 1 + iz Из формулы arc tg z = -2 . ln -1 . следует, что рима-t - l Z 
нова поверхность фупнции arctg z совпадает с римаповой 
поверхностью логарифма (точки ветвления i и - i) . 

П р и м е р 5. Функция arcsin z. На примере римано
вой поверхности арксинуса покажем, кан можно строить 
римановы поверхности, не выделяя голрморфных ветвей 
аналитичеокой функции. 

В примере 3 § 4 исследовался характер многознач
ности аналитической функции arcsin z. Мы устаповили 
там, что любой элемент функции arcsin z можно получить 
или аналитическим продолжением исходного элемента 
по нривой Г, принадлежащей гомотопичесному классу 
( <t1<t2 ) m, или апалитическпм .продолжением по кривой Г, 
принадлежащей гомотопическому классу а ,  ( <t 1<t2 ) "'. Мы 
знаем, что исходный элемент фуннции arcsin z можно 
взять в виде 

z 

(arcsin z) = J 
V 

а� , , 
о 1 - �2 
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где интегрирование ведется по пути, лежащему в доста
точно малой окрестности точки z = О, а для корня берет
·СЯ главное значение. :Кроме того, в прпмере 3 § 4 было 
показruно, что в результате аналитического продолжения 
исходного элемента ( arcsin z ) функции arcsin z по кри
вой Г Е <t 1 мы приходим к элементу n - ( arcsin z) . Далее, 
кривую из гомотопического класса (a 1 a2 ) m можrно считать 
лежащей в области D*, представляющей собой плоскость 
с разрезом по отрезку ( - 1 ,  1 )  действительной оси. Из 
всего сказанного следует, что аналитическая функция 
arcsin z в области D* распадается на две функции, ана
литичесi\Ие в области D* . Одна из этих функций имеет вид 

а другая -
z 

:rr 
s d� 

- о У1 - � 2 

(точка � = О считается лежащей на верхнем краю разре
за ( -.1 , 1 ) ,  а корень - имеющим на этом краю положи
тельные значения ) . 

Согласно примеру 3 обе фующии имеют своими ри
маповыми поверхностями часть римановой поверхности 
логарифма, лежащую над областью D*. Поэтому вся ри
манова поверхность аналитической функции arcsin z мо
жет быть получена склеиванием двух экземпляров ри
мановой поверхности логарифма ·С удаленными из нее 
точками, лежащими над отрезком ( - 1 ,  1 ) . Ясно, что 
склеивать нужно по разрезу, лежащему над отрезком 
(- 1 , 1 ) . Для наглядности, при сiшеивании нужно взять 
римановы поверхности логарифма закручивающимиен в 
противоположных направлениях. О 

Римановы поверхности можно ра1ссматривать как спо
соб наглядного представления характера многозначности 
аналитической функции. Эт.от способ хорошо дополняет 
алгебраичеСiшй метод исследования характера многознач
ности, изложенный в § 4., но отнюдь не заменяет его. 
Более того, когда функция довольно сложна, сама на
глядность римановой поверХ!ности весьма призрачна. 

Плодотворность идеи римановой поверхности вовсе не 
в облегчении иоследования характера многозначности, 
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а в том, что она породила теорию аналитических функ
ций на поверхностях. К сожалению, теория аналитиче
ских функций на римановых поверхностях выходит за 
рамки этой шшги. 

Перейдем т�еперь к строгому определению понятия 
римановой поверхности аналитической функции. 

Сначала сделаем: одно замечание, уводящее в песколь
ко другую сторону. Именно, заметим:, что для функции, 
аналитической в данной области D, можно было бы фор
мально определить точку поверхности как пару (z, Г) , 
где z - точка области D, а Г - кривая, идущая в точку 
z из фиксированной точки а. Мы получили бы rв:екото
рую область определения . аналитической функции, если 
бы договорилисЪ считать две пары (z, г, ) и (z, Г2)  сов
падающими в том и только в том случае, когда кривые 
Г, и Г2 гомотопны в области D. Без особого труда мож
но было бы показать, что определенная таким образом 
риманова поверхность действительно будет поверхностью 
в смысле определения § 8 гл. I. Не будем останавли
ваться на этом �способе определения римановой поверх
ности, так как дадим сейчас более простое определение, 
пригодное не только для функций, аналитических в об
ласти. 

Пусть дана аналитическая функция F (z) , определя
емая исходным элементом !а ( z) . Точкой Р римановой по
верхности мы назовем пару ( � , t� (z) ) ,  где � - точка 
плоскости, а Л ( z) - какой-либо элемент нашей аналити
ческой функции F (z) в этой точке. Две пары (� .  ft (z) )  
и (� .  !� (z)) будем считать определяющими одну и ту 
же точку римановой поверхности в том и только в том 

* случае, когда элементы fь (z) и fь (z) эквивалентны, т. е . 
совпадают в пекоторой окрестности точки z = � -

Нужно показать, что определенное та�им обра,зом 
множество точек можно рассматривать как поверх1ность. 
Для этой цели надо прежде всего ввести в этом множе
стве топологию (см. § 8 гл. I ) , задав :систему окрестно
стей { И.,.} .  

Пусть Р = (с, /. (z) )'- точка римановой поверхности S 
аналитической функции F ( z) . Элемент f с ( z) является 
голоморфной функцией переменной z в любой достаточно 
малой окрестности И • . • точки с ,  и его можно рассматри
вать как элемент аналитической функции F (z) в любой 
из точек этой окрестности. 
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Множество точек Q = { � , ft (z ) ) ,  где � Е и . . .  , назовем 

о.,.рестпостью и Р, • точ.,.и Р ри.мшювой поверхпасти S. 
Систему окрестностей { и  .. } будем считать состоящей 

из нсех достаточно малых окрестностей всех точек ри
мановой поверхности S. 

Легко проверить, что заданная таким способом топо
логия иревращает римапоnу поверхность S в хаусдорфо
во топологическое пространство. Петрудно убедиться, что 
непрерывной кривой на римановой поверхности S явля
ется функция, аналитическая на кривой Г и обладающая 
тем свойством, что хотя бы один элемент этой функции 
совпадает с элементом нашей аналитической функции. 
Согласно определению аналитической функции любые 
две точки римановой поверхности S можно соедивить не
прерывной кривой. Тем самым доказано, что риманова 
поверхность S является областью. 

Легко доказывается также, что окрестность иР,• точ
ки Р римановой поверхности S го:м:еоморфва окрестности 
и . . .  точки с, т. е. кругу на плоскости. 

Таким образом, риманова поверхность S действительно 
является поверхностью в смысле определения § 8 гл. I .  

Точку � комплексвой плоскости мы будем :называть 
проепцией точпи ( � ,  Л (z ) ) римаповой поверхпасти S, 
а отображение 

:п: 
(�, fr. (z) )  -? � 

- проептировапием римановой поверхности S на комп
Леi{свую плоскость. Отображение проектировавия п осу
ществляет гомеоморфизм каждой окрестности и Р, • на 
окрестность и . . . . В терминах, которые использовались ,в  
§ 8 гл .  I ,  это оз·вачает, что отображение п а.  окрестности 
и а. на круг плоскости для любой окрестности и а. совпа
дает с отображением проектировавия п. Отсюда следует, 
что отображение XaJ3 = па оп(i"1 ( определенвое для пересе
чения окрестностей и .. и ир) является тождественным 
отображением. Следовательно: 

Римапава поверхпасть апа.n,итичес.,.ой фуппции всегда 
яв.n,яется ориептируемой поверхпостью ( см. § 8 гл. I ) .  

В заключение скажем еще весколыю слов о повятии 
римановой поверхности, не связанном с заданием какой
либо аналитической функции. 

Поверхность S, у которой можно выбрать систему 
ОI(рестностей таким образом, чтобы все отображения :х;а;р 
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были тождественными отображениями, называется по
верхностью, папрывающей комплексную плоскость. Мы 
поназали, что каждой аналитичесной функции от-вечает 
веноторая накрывающая комплексную плоскость поверх
ность S. Оказывается (это довольно глубокий и довольно 
трудно доказываемый факт ) , что для каждой поверхно
сти, накрывающей плоскость, существует аналитическая 
функция, для которой заданная поверхность будет ее 
римановой поверхностью. 

Если мы откажемся от тождественности отображений 
х"'�' но потребуем, чтобы эти отображения всегда осуще
ствлялись голаморфными функциями, то мы придем к 
общему понятию римановой поверхности. На любой об
щей римановой поверхности можно определить понятие 
голоморфной функции как функции, голоморфной от ло
кальной переменной. Действительно, при переходе от од
ной локальной переменной к другой в силу сделанного 
предположения функция остается голоморфной. 

С теорией римановых поверхностей, накрывающих по
верхностей и с теорией голаморфных функций на этих 
поверхностях можно подробнее познакомиться по книгам 
[32] и [37] . 



Глава IV 

ОСОБЫЕ ТОЧКИ И РАЗЛОЖЕНИЯ В РЯДЫ 

Степень сложности строения аналитической фующии 
определяется ее особыми точками - точками потери го
ломорфности. В этой главе мы обсудим общее понятие 
особой точки, а затем исследуем поведение функций с 
наиболее простыми особыми точками. В этом иооле
довании будут демонстрироваться возможности использо
вания основных теорем, полученных в гл. I I .  

§ 1 .  Понятие особой точки 

Начнем с общего определения особой точки аналити
ческой функции, хотя это определение довольно тяжело
весно, а само понятие во всей его общности используется 
довольно редко. 

Пусть дана аналитическая функция F (z ) , порожден
ная исходным элементом /a (z )  в точке z = а, и пара 
( � ,  L ) , где � - пекоторая точка расширенной Iюмплекс
ной плоскости, а L - кривая, идущая из точки а в точку 
� . Будем говорить, что пара ( � ,  L) определяет особую 
точпу апалитичеспой фуппции F ( z ) , если исходный эле
мент fa (z)  можно аналитически продолжить по кривой L 
в любую ее точку, кроме ее конца � .  

Чтобы завершить определение, надо еще ответить на 
вопрос, когда две пары ( � , L) и ( � , L' ) определяют одну 
и ту же особую точку? Эта ча·сть определения наиболее 
сложна. 

Для произвольной кривой Г будем обозначать симво
лом Г • часть крwвой Г, заключенную между ее началом 
и пекоторой точкой � Е Г. 

Две пары ( � , L) и ( � , L' )' будем считать определяю
щими одну и ту же особую точпу апалитичеспой фуппции 
F ( z ) , если для любых двух точек � Е L и � '  Е L вьmол
пяет,ся следующее условие. 

Элементы /т;, (z) и fs' (z) , полученные в результате 
аналитичесiшrо продолжения исходного элемента !а (z )  
по кривым Lr;, и L�, соответственно, можно аналитиче-
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ски продолжить друг в друга по векоторой кривой, ле
жащей в любой окрестности точки � . содержащей точки 
� и � '. (Сущность уеловил в том, что когда точки � и �'  
выбираютел близко к точке �. окрестность можно выби
рать очень малой. ) 

Про каждую особую точку, определяемую парой (� ,  
L) ,  будем говорить, что она лежит над точпой � .  

Если любая пара ( � ,  L) описанного выше вида опре
деляет особую точку аналитической функции F (z ) , 
и притом одну и ту же, будем говорить, что аналитиче
'СКал функция F (z)  имеет особую точпу � . 

Немного ниже будет приведен пример, показывающий, 
что над данной точкой � может лежать много различных 
особых точек. Более того, неiюторые пары {� , L) могут 
определять особые точки, а другие могут не определять 
(т. е .  для них исходный элемент можно аналитически 
продолжить на всю кривую L) . 

Прежде чем переходить к рассмотрению примеров, мы 
приведем один простой достаточный при·знак, позволяю
щий во многих случаях установить, что пара { �, L) оп
ределяет особую точку аналитической функции F ( z) . 

Т е о р е м а  1 . 1 .  Пусть Ф (z) - фунпция, аналитиче
спая на привой L, за исплючение.м, быть .может, ее пон
ца � .  порожденная элементом fa (z ) , заданным в начале 
этой привой. Если 

lim 1 Ф (6) 1 = оо, 
��i (1 . 1) 

то пара (�, L ). определяет особую точпу аналитичеспой 
фунпции, порожденной исходным эде:менто.м fa (z) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Нужно доказать, что из уело
вил ( 1 . 1 )  вытекает невозможность аналитического про
долженил функции Ф ( z) в конечную точку кривой L 
(по этой кривой) .  Но если бы такое продолжение было 
возможно, tмы, очевидно, имели бы равенство 

lim Ф (6) = Ф (�) .  
6->t 6EL 

которое противоречило бы условию ( 1 . 1 )  . 
3 а м е ч  а н и е 1 .  Доказанную теорему можно немно

го усилить, заменив условие ( 1 . 1 )  условием 
lim 1 Ф{l!.) (6) 1 = оо. (1 . 1  *) 

���. 
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х·де k - произвольвое фиксированное целое число. Дей
ствительно, из аналитичности на кривой L функции 
Ф ( z )  вытекает аналитичность на этой кривой и всех ее 
производных. 

3 а м е ч  а н и е 2 . При ис·следовании пары ( оо, L) для 
функции F ( z ) часто бывает удобнее сделать замену 

1 . 
z = w и исследовать пару (0, L' ) для функции F 1 (w) = 
= F(�) . 

В качестве первого примера мы исследуем особые 
точки одной из наиболее простых элементарных фую<
ций. 

П р  и м е р  1. Рассмо!рим функцию z'", где а - дей
ствителнное число. 

Нам придется несколько по-разному иСiследовать 
функцию zv. при целых и при нецелых значениях пока
зателя а. 

При целых а имеютел три возможности а = О ,  а; < О 
и а > О. Случай а = О тривиален - функция z0 = 1 гола
морфна во всей расширенной комплексной плоскости. 
При целом отрицательном а функция zv. голаморфна во 
всей расширенной плоскости, за исключением точки z = 
= О. При z -+  О имеем, очевидно, zv. -+ оо.  Следовательно, 
любая пара (0, L) определяет особую точку. В силу од
нозначности функции z"' (при целом а) В'Се пары опре
деляют одну и ту же особую точку. Совершенно анало
гич•но при целом положительном а функция zv. голоморф
на во всей конечной плоскости, а все пары ( оо, L) опре
деляют одну и ту же особую точку. 

ПУ'сть теперь а - не цел.ое число. Тогда можно на-
писать 

ak -k za = а (а - 1 ) . . . (а - k + 1) za-k. 
dz 

Выбирая k > а  и вспоминая, что l z"'-1!. 1 = l z l v.-1< (см. § 2 
гл. I I I ) , видим, что 

1 -d_ za \--+ оо (z --+ 0) . dzk 
Согласно замечанию 1 к теореме 1 . 1  это означает , что 
каждая пара (0, L) определяет особую точку функции z"'. 

Покажем, что любые две пары определяют одну осо
бую точку. С этой целью выберем произвольвые точки 
6 1 Е L1 и 62 Е L2 и обозначим через !1 ( z )  и /2 ( z ) элемеон-
9 М А. Евграфов 
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ты аналитической функции za. в этих точках ( элеменr 
f, ( z )  считаем полученным из исх,одного элемента про
должением по отрезку кривой L, , а элемент /2 ( z ) - про
должением по отрезку кривой L2) . Согла,сно определению 
мы должны показать, что злементы j, ( z )  и /2 ( z )  можно 
получить друг из друга аналитическим продолжением Ш> 
векоторой кривой С, лежащей в любом круге 1 � 1 < R. 
содержащем точки � �  и �2 .  

Мы знаем ( см. § 2 гл. I I I ) , что любой элемент ана
литической функции za. можно аналитически продолжить 
по любой кривой, лежащей в области Do (в-ен конечная 
плоскость с выколотой точкой z = О) . Кроме того, мы 
:шаем, что любые два элемента а'налитической функции 
za. можно получить друг из друга аналитиче·ским продол
жением по векоторой кривой Г, лежащей в области Do, 
причем, согласно теореме о монодро,мии .(теорема 1 .2  
.rл .  I I I ) , кривую Г можно заменить любой кривой, гомо
топной ей в области Do. Среди таких гомотопных кривых 
всегда найдется такая кривая, которая лежит в любом 
круге 1 � 1 < R, если только этот круг содержит точки 
� ] и �2· 

Тем самым доказано, что любые две пары (0 , L , )  и 
(0 , L2 ) определяют одну и ту же особую точку ФУ'нк
ции za.. 

При исследовании точки z = со  удобнее всего восполь
зоваться замечанием 2 к теореме 1 . 1 .  Тогда это исследо
вание сnедет,ся к уже проведеиному исследованию точки 
w = О для функции w-a.. 

Подытоживая все сказапное выше, получаем: 
При це.ttых аиачеииях а =1= О фуиrщия za. и.меет во всей 

расширеипой n.ttocnocти одпу особую точпу ( z =  О при 
а < О и z = со при а > О) .  

При ueцe.ttыx ан.ачеииях а ф.ут-ищия za. и.меет две осо
бые точпи z = О  и z = со . 

Последнее утверждение остается в силе и для любых 
а с отличной от нуля мнимой частью, правда, доказатель-

ство этого факта несколько более громоздко. О 
Совершенно аналогичнымп рассуждениями можно по

казать также, что: 
Фуппция ln z и.меет во всей расширепиой n.ttocnocтu 

две особые точпи z = О  и z = со. 
Фуипция arctg z и.меет во всей расширепиой n.ttocnocтu 

две особые точпи z = i и z = - i. О 
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Притедем теперь простой пример, когда над одной 

точкой плосiюсти лежит много различных особых точек 
аналитической функции (и даже есть не особые точ•ки ) . 

П р  и м е р  2. Ра•ссмотрим аналитическую функцию, 
заданную в окрес·rности точки z = 1 исходным элементом 

f ( z) = 1 _ z - 1  + (z - 1)2  _ 
2 3 

. . . 

ф 
ln z Легко видеть, что эта ункция равна z _ 1 . С помощью 

тех же рассуждений, что и в предыдущем примере ,  мы 
легко докажем, что точки z = О и z = оо являются осо
быми т очками этой аналитиче1ской функции (для функ
ции ln z это верно, а умножение на однозначную функ-

f 
цию z _ 1 , голаморфную в точках z = О  и z = оо , не мо-

жет ничего изменить) . С особыми точками, расположен
ными над точкой z = 1 ,  дело обстоит иначе, что видно 
хотя бы из того, что :и:сходный элемент голоморфен в 
точке z = 1 .  В достаточно малой окрестности точiШ z = 1 
рассматриваемая аналитическая функция распадается на 
однозначные вет;ви 

(ln z) + 2:rtin 
= f (z)  + 2:rtin • z - 1  z - 1  

Эти ветви нельзя получить друг из друга аналитическим 
продолжением по кривой, лежащей в достаточно малой 
окрестности точки z = 1, так что каждой такой ветви от
вечает своя особая точка, лежащая над точкой z = 1 
(ветви с n = О  отвечает точка голоморфности) .  Основы
ваясь на этом соображении, легiю описать пары ( 1 ,  L ) , 
определяющие одну и ту же особую точку: 

Две пары ( 1 , L 1 ) и ( 1 ,  L2 ) , где L1 ,2 - кривые с на
чалом и концом в точке z = 1, не проходящие через точ
ки z = О и z = оо, определяют одну и ту же особую точку 
тогда и только тогда, когда эти кривые гомотопны меж
ду собой в области Do, представляющей собой всю конеч
ную ПЛОСКОСТЬ С ВЫКОЛ·ОТОЙ ТОЧКОЙ Z = 0 (и не ГОМОТОПНЫ 
нулю в области Do) . 

Наибольшие осложнения с понятие:м особой точки 
связаны с многозначностью аналитической функции. При 
иоследовании особых точек аналитических функций луч
ше выделять гоJLОморфные ветви и исследовать их особые 
точки (правда, в некоторых случаях приходит•ся выде
лять и многозначные ветви ) . В связи с этим дадим еще 

9* 
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и более прозрачное определение особой точки голоморф
ной функции. Ясно, что особой точкой голоморфной 
функции может · быть только точка границы области го
ломорфности. Поэтому для определения особой точки 
гоЛоморфной функции придется ввести сначала одно 
вспомогательное понятие. 

Пусть � - граничная точка области D,  а L - простая 
кривая, лежащая в D, за исключением ее конца � . Со
вокупность ( � ,  L) точки � и ведущей в нее кривой L 
назовем достижи:мой граничнлй точr;ой области D. 

Пересечение области D с кругом 1 z - � 1 < р может 
распадаться на несколько связных частей. Если кривые 
L, и L2, кончающиеся в точке �. таковы, что их части, 
лежащие в круге 1 z - � 1 < р,  попадают в одну и ту же 
связную часть упомянутого пересечения (при нсех доста
точно малых р ) , то будем считать достижимые граничные 

точки ( � ,  L , )  и ( � ,  L2 ) совпадающи:ми. О 
Если область D ограничена простой кусочно гладкой 

замкнутой кривой, то при достаточно малых р пересече
ние области D с кругом 1 z - � 1 < р состоит из одной 
связной части. Для таких обла,стей нет разницы между 
доститимой граничной точкой и точкой границы. 

Легко проверить, что для областей, огра-ниченных ку
сочно гладкими кривыми со ·складками, достижимые гра
ничные точки области соответствуют уже не точкам гра
ницы области, а точкам граничной кривой. Иными сло
вами, для областей с разрезами точки на разных сторо
нах разреза отвечают различным достижимым граничным 
точка-м. О 

Достижимую граничную точку (� ,  L )  области D мы 
назовем особой точr;ой фунr;ции f ( z ) , голоморфной в об
ласти D, если функцию f ( z )  нельзя аналитически про
должить в точку � вдоль пути L. 

Чтобы оправдать данное определение, убедимся, что 
возможность аналитического продолжения не зависит от 
выбора кривой L ( определяющей данную достижимую 
граничную точку) . В самом деле, если функцию f ( z )  
можно продолжить по пути L в точку � .  то существует 
функция f, ( z ) , голоморфпая в круге l z - � 1 < р и сов
падающая с f (z )  на L. По принципу аналитического 
продолжения f1 ( z )  = f ( z )  и во всей той связной части 
пересечения области D с кругом 1 z - � 1 < р ,  в которую 
попадает L. Следовательно, функцию / (z )  моmно анали-
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тичесни продолжить в точну � и по любому другому 
пути, лежащему в той же связной ча'Сти. 

Заметим, что теорема 1 . 1  пригодна и для отыснания 
особых точен голоморфной фуннци.и. 

Приведем пример, поназывающий, что для областей 
с разрезами из двух достижимых точен, отвечающих од
ной и той же точне разреза, одна может быть особой 
точной, а другая может и не быть. 

П р и м е р 3. Пусть D - плоскость z с разрезом по u u u /( ) 1 
отрицательпои части деиствит ельпои оси,  z = . , 1": 1 + z v z 
(для Yz берем главное значение ) .  Выловим, кюше дости
жимые граничные точни области D являются особыми 
точнами фуннции f ( z) . 

Каждый достаточно малый круг 1 z + х 1 < р, О < х < 
< оо,  делится разрезом по отрицательной части действи
тельной оси на две половины - верхнюю и нижнюю. 
Значит , наждой точне разреза ( - оо ,  О ) , нроме его кон
цов, отвечают две достижимые граничные точки обла,сти 
D ( сверху и снизу) . Поэтому для кратности мы будем 
говорить о точнах на верхнем и на нижнем нрае разреза ,  
а слово <<достижимаю> будем опуснать .  

Мы знаем ( см. пример 1 ) , что фуннцию 1/ z нельзя ана
литичесни продолжить ни по наному пути в точни z = О 
и z = оо .  Поонольку Vz = �(_!__) - 1 \  и f (O)  = 1 =1= О z f (z 1 ' 
то, продолжив фуннцию f ( z) в точну z = О, мы продолжи
ли бы в точну z = О и 1/z, что невозможно. Следователь
но, точка z = О является особой точкой фуннции f ( z) . 

Далее,  фуннцию 1 + iYz можно аналитичесни продол. 
жить по любому пути, не проходящему через точ�и z = О 
и z = оо ,  в частности и через точни разреза.  Поэтому 

фуннцию f ( z) = � V 
можно аналитичесни продолжить 1 + z z 

через все те точни, в ноторых 1 + il/ z не обращается в 
нуль . В точне z = -х на верхнем нрае разреза фуннция 
1/z принимает значение ifX, а на нижнем нрае - значе
ние - il/-;;. Следовательно, фуннцию f (z )  можно анали
тически продолжить через все точки разреза, за иснлю
чением, быть мож-ет, точни z = - 1  на его верхнем крае .  
Эта точна является особой точной, тан как f (z) -+ оо при 
приближении к этой т:очне. О 
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Пусть функция F ( z )  голаморфна в каком-либо Rруге, 
скажем, в круге l z l  < R. По теореме 3.2* гл. II функция 
F ( z) разлагается в ряд Тейлора 

00 
С = _!_ p(n) (О) n п! ' 

сходящийся в этом круге. Этот ряд имеет определ·енный 
радиус сходимости Ro, который можно определить по 
коэффициентам Cn с помощью формулы Rоши - Адамара 

1 -_n;- -
R = lim v l cnl ( см. § 3 гл. I ) . Теорема 3.2* гл. I I  дает 

о n_"oo 
неравенство R � Ro. Естественно возникает желание вы
яснить, с какими свойствами сум:мы ряда связана вели
чина ра:диу·са сходимости. 

Т е о р е м  а 1 . 2 . На опружпости пруга сходимости сте
пеююго ряда .лежит хотя бы одпа особая точпа его 
су.м.мы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Без ограничения о'бщности мо-00 
жем считать, что имеем дело с рядом вида � cпzn и что 

о 
его радиус сходимости равен единице. В круге сходимости 
1 z 1 < 1 сумма ряда (обозначим ее f ( z) ) голоморфна. 
Каждая точка окружности 1 z 1 = 1 является достижимой 
граничной точкой. Обозначим через р ( QJ) верхнюю грань 
тех значений р, для которых функцию f ( z ) можно ана
литически продолжить в круг 1 z - ei'�' l < р. Ясно, что 
р ( QJo )  = О в том и только в том случае, когда точка 
z = ei<Po является особой точкой функции f ( z) . 

Заметим, что круг 1 z - а 1 < r содержит круг 1 z - Ь 1 < 
< r - l a - Ь l .  Полагая а = ei<P 1 ,  Ь = ei<P2 , r = р (QJ i ) ,  по
лучаем перавеяство 

р (ср2) � р (cpl) - \ ei<Pl - ei<P2 \ . 
Но ср 1 и QJ2 можно поменять местами, что даст неравен-
с т во 

р (cpl) � р (ср2) - \  ei<Pl - ei<P2 \ . 
Из этих двух неравенств находим 

2 1 . (IPl - IP2) 1 1 Р ( (pl) - Р ( <р2) 1 � SШ 2 • 
Последнее неравенство показывает, что р ( QJ ) - непрерыв-
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ная функция. Обозначим р0 = min р (ер) .  Функцию f (z ) , 
QJ 

можно аналитически продолжить в круг 1 z 1 < 1 + ро, 
и аналитическое продолжение будет голоморфной 
в этом круГе функцией. Ряд для нее совпадает с рядом 
для f ( z ) , но по теореме 3 .2* он обязан сходиться в круге 
1 z 1 < 1 + ро. В силу определения радиуса сходимости 
(для нашего ряда радиус сх·одимости - единица) имеем 
Ро = О. Непрерывная функция р ( <р ) обязана принимать 
свое ми·нимальное значение, так что найдется такое <ро, 
что р ( <ро )  = О. Следовательно, точка z = eiQJo_ особая точ
ка f ( z ) . Теорема доказана. 

Доказанную теорему иногда удобнее и<епользовать в 
другой формулировке : 

Радиус сходимости р.яда Тей.лора 

F (z) = � сп (z - а)п 
о 

равен расстоянию от точтш а до ближайшей особой точ-
т щ  F ( z ) . О 

Обратим теперь внимание на следующую задачу: 
Пусть нам даны функция f ( z ) , голоморфпая в пеко

торой области, и достижимая граничная точка этой об
ласти. Нужно определить, являет,ся ли эта точка особой 
точкой функции f (z) . 

Эта задача очень сложна, и о ее решении в общем 
виде говорить не приходится. Речь идет о простых доста
точных признаках. Довольно многие математики зани
мались этой задачей для случая, когда функция / ( z) 
задана степенным рядом, а условия нужно записать че
рез коэффициенты ряда. Приведем три наиболее краси
вых результата (без доказательств ) * ) .  

Т е о р е м а П р  и н с r е й  м а. Ес.ли lim Yl Сп 1 = 1 и 
п->оо 

00 
Re Cn ;;;;;. О, то сумма ряда � спzп имеет точnу z = 1 оса

о 
бой точnой. 

сп Т е о р е м а  Ф а б р и. Ес.ли lim -- = 1 , то сумма 
п->оо сп+t  

00 
ряда � спzп имеет z = 1 особой точnой. 

о 
*) До:казатет.ства этих теорем (и многих других) можно най

ти в [2] .  
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Т е о р е м а  

lim л;/1 Сп 1 = 1 ,  

П о л и а. Если О < Ло < Л, < Л2 < . . .  , 

n-+ oo 

00 
а lim : = а, то ряд _IcпzЛn имеет хотя 

n4-oo n 0 
бы одпу особую точпу па любой дуге опружпости l z l  = 1 
длипы, большей 2:n:cr. 

(Стоит посмотреть, что получается из утверждения 
· теоремы Полиа при cr = 1 и при cr = О. ) 

В связи с упомянутыми теоремами приведем один 
пример степенного ряда, для 1юторого все точки его 
окружности сходимости будут оообыми точками. 

П р  и м е р  4. Понаж·ем, что все точки 01Кружности 
l z l = 1 являются особыми точками суммы ряда / ( z) = 

00 
= � z2n. 

о 
Сначала убедимся, что точка z = 1 являет.ся особой 

точкой функции f ( z) . Для этой цели применим теорему 
1 . 2 , взяв в качестве L радиУJс (0, 1 )  и положив k = О . 
Тогда 

N 
l im f (x) � l im � x2n = N + 1 ,  

Х-+1-0 Х-+1-0 0 

а поскольку N произвольно, то интересующий нас пре
дел равен бесконечности, т. е .  точка z = 1 является осо
бой точкой ( z ) . 

Далее, заметим, что функция / ( z )  удовлетворяет 
функциональному уравнению f (z ) = z + / ( z2 ) . Поскольку 
точка z = 1 является особой точкой функции / ( z ) , то 
для функции / ( z2 )  будут особыми те точки, в которых 
z2 = 1 .  Но в силу функционального уравнения эти точки 
обязаны быть особыми точками и для функции / ( z) . 
Продолжая это рассуждение, приходим к выв-оду, что все 
точки, в которых z2R. = 1 (при каком-либо целом k) , 
обязаны быть особыми точками функции f ( z) . Эти точки 
образуют всюду плотное множество точек на окружности 
l z l  = 1 , а очевидно, что точки, предельные для особых 
точек,- тоже особые точки. Следовательно, все точки 
окружности 1 z 1 = 1 - особые точки функции f ( z) . О 

Подчеркнем, что теорема 1 . 1  щает лишь достаточное 
условие, отнюдь не являющееся необходимым. Чтобы 00 
убедиться в этом, рассмотрим функцию f ( z) = � е-Vnzn. 

о 
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Она непрерывна в круrе 1 z 1 =:::;; 1 со всеми своИiМИ произ
водными. Тем не менее на окружности l z l = 1 эта функ
ция обязана иметь хотя бы одну особую точку, так как 
радиус >сходимости ряда равен единице. (Из теоремы 
П ринегейма или из теоремы Фабри сразу. видно, что осо
бой точiюй является точка z = 1 . )  Методами, с которыми 
мы познакомимся · в  гл. VI ,  эту функцию можно анали
тически продолжить и исследовать особую точку под
робнее. 

§ 2. Стирание особенностей 

Перейдем к задаче,  до пекоторой степени противопо
ложной той задаче, о которой мы говорили в конце пре
дыдущего параграфа. 

Пусть дана достижимая граничная точка ( � ,  L)  об
ласти D. Найти простые достаточные условия для того, 
чтобы (�, L) не была особой точкой функции f ( z) , го
ломорфной в области D.  

Эту задачу приходится решать, когда представление 
голоморфной функции дано какой-либо формулой и фор
мула перестает представлить функцию в отдельных точ
ках. Рассмотрим один типичный пример такого рода. 

П р и м е р  1. Пусть функции f (z )  и g (z)  голо:мюрфны 
в окрестности точки z = а, причем f (а ) = g (а ) = О, а 

g' (а ) =F О. Покажем, что функцию <р (z) = � �:� можно 

аналитически продолжить в точку z = а. 
Формула q> (z) = � �:� , определяющая функцию <р ( z ) , 

перестает быть пригодной в точке z = а, так как числи
тель и знаменатель обращаются в нуль. Чтобы испра
вить формулу, напишем 

f ( z )  = f ( а ) + ( z - а) f' (а) + . . . = ( z - а ) ft ( z) , 

g ( z)  = g (a)  + ( z - a) g' (а) + . . .  = (z - a) g1 (z ) . 

Ясно, что функции Л (z )  и g 1 ( z )  голоморфны 
z = a  (напомним, что f (a) = g (a) = O) , причем 
= g'  (а )  =F О. При z =F а имеем 

<р (z) = (z - а) f 1 (z) 
(z - а) g1 (z) 

в точке 
g1 (а ) = 
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и эта формула пригодна уже и в самой точке z = а, так 
как знаменатель не обращается в нуль в этой точке. Та
ким образом, эта формула дает аналитическое продолже
ние функции <p (z) в точку z = a. При этом, очевидно, 

l1 (а ) 1 ' (а) 
<р (а) = 

gl (а) 
= g' (а) • 

Заметим, что до исследования каждую достижимую 
граничную точку области голоморфпасти можно подозре
вать в том, что она является особой точкой. Поэтому вы
полнение аналитического продолжения в граничную точ
ку можно назвать устранением особой точки или стира-
нием особенности. О 

Т е о р е м а  2 . 1 .  Пусть фунтщия f ( z )  голаморфна в 
области D0, получающейся иа области D удалением точ
r щ  a e D. Если 

l im еМ (е) = О , М (е) = max 1 f (z) 1 , 
lz-a( =s 

(2 . 1) 
€-->0 

то f (z )  можно аналитичес-пи продолжить в точпу z = а. 
Д о к а з  а т е л ь  1с т в о. Без ·ограничения общности 

можно считать, что область D ограничена простой замкну
той  кривой С и что f ( z) непрерьmна в 15, за  исключени
ем точки z = а. Возьмем число е > О столь малым, чтобы 
круг l z - a l :::;;; е лежал внутри D, и обозначим через D. 
область , полученную удалением из D этого круга, а через 
С. - границу D • .  Поскольку функция f ( z) голаморфна в 

D и непрерьmна вплоть до ее границы, интегральная 
формула Romи дает на·м 

f (z) = � s 1 (�) d� 
2�t � - z 

или 

f (z) = � r 1 (�) d� 
2ш J � - z  

с 

с 
(z E De) 

1 ю d\; 
\; - z (z Е D8) . (2 .2) 

Выберем в этой формуле е = ek так, чтобы ekM ( е") ->- О 
при k ->- оо ( это возможно в силу условия ( 2. 1 )  ) . По
скольку модуль интеграла по окружности 1 � - а 1 = е,. 
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1 не превосходит величины 2леkМ (ek) 1 1 , то, перв-z - а  - ek 

Jюдя к пределу при k -+  оо,  получаем 

f (z) = 2�i J !�(\:}_ �� (z Е D0) . 
с 

Интеграл в правой части равенства согласно следствию 1 
теоремы 4.3 гл. 1 1  является функцией, голоморфной в 
области D. Так как f (z )  совпадает с этим интегралом 
при z е Do, то  мы получили ,искомое аналитическо� про
должение. Теорема док�аана. 

1 Пример функции f (z) = -- показывает, что услоz - а  
вие (2 . 1 ) нельзя заменить более слабым. О 

Следующая теорема говорит о стирании особенностей 
на кривой. 

Т е о р е ,м а  2.2.  Есди фунrщия f (z )  непрерывна в об
дасти D и годо.морфна в паждай точпе этой обдасти, 
отдичной от точеп простой спряlfмяе.мой привой L, то 
фунпция f ( z )  годо.морфна и во всей области D. 

Д о к а а а т е л ь  с т в о .  В силу теоремы Морера (теоре
ма 4. 1 гл. 1 1 )  достаточно доказать, что интеграл от f ( z )  
по границе любого многоугольника, лежащего в области 
D, равен нулю. 

Пусть G - любой многоугольник, лежащий в D, Г 
его граница. Кривая L разбивает G на счетное число ча
стей Gn с границами Г n · Сумма щлин Г n конечна - она 
не иревосходит суммы длины Г с удвоенной длиной L. 
Интеграл по Г равен сумме интегралов по Г n (см. за
мечание к теореме 5 .4 гл. 1 ) . В областях Gn функция 
f ( z)  голаморфна (они не содержат точек L) и непрерыв
на в Gn. По теореме Romи интегралы от f ( z)  по Г n 
равны нулю. Следовательно, равен нулю и интеграл от 
f ( z )  по Г.  Теорема доказана. 

Заметим, что условие непрерывности f (z )  в точках 
кривой L нельзя заменить условием ограниченности f ( z ) 
в области D ( а  на L допустить разрывы) , как показыва
ет пример функции f = У� голоморфной и ограниченной 
в круге l z l  < 1 с разрезом по радиусу (0 ,  1 ) , но не го
ломорфной во всем круге l z l  < 1. О 

Есть и другая разновидность теорем о �стирании осо
бенностей. В них утверждает1ся, что при выполнении ус
ловий тщJремы функция не только ашалитически продол-
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жается, но и является постоянной или многочленом. Сле
дующий результат такого рода обычно называется теоре
.мой Лиувилля. 

Т е о р е м а  2.3 .  Пусть фупrщия f (z )  голо.морфпа во 
всей поиечиой плоспости. Если 

l im 
M (R) = 0,  

R->oo Rn М (R) = max / f (z) / ,  
i z i = R  

то f ( z) - .многочлен степени ne выше п - 1 .  
Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  По формуле для высших про

изводных голоморфной функции ( см. § 3 гл. I I )  имеем 

/n) (z) = � s f (�) d� ( 1 z / < R).  2m (� _ z)n+ l 
l ь i =R 

Согласно условию теоремы имеет.ся последовательность 
Rh. такая, что М (Rk) = о (R�) (k -+ оо). Поэтому, оце
нивая модуль интеграла произведением максимума мо
дуля подынтегральной функции на длину пути интегри
рования, получаем 

1 /п) (z) 1 - о ( Rn) Rk = о ( 1 )  1 - k (Rk - 1 z 1 )n+I 
Переходя к пределу при k -+  оо, находим t< n > ( z )  = О. По
скольку z - любая точка плоскости, j<n > (z ) = О. Следо
вательно, f (z )  является многочленом степени не выше 
п - 1 ,  и теорема доказана. 

Из доказанной теоремы можно сделать вывод, что ана
литическая функция тем сложнее, чем больше у нее 
особых точек и чем быстрее она растет при приближении 
к этим особым точ.кам. Единственная функция, не имею
щая особенностей (в том числе и в бесконечности) ,- это 
т·ождественная постоянная. 

Докажем еще одну теорему того же характера. 
Т е о р е м  а 2.4. Пусть любой але.мепт апалитичес·пой 

фуипции F ( z)  .можно апалитичеспи продолжить по лю
бо.му пути, n e  проходяще.му через точпи z = О и z = оо . 
Если при атом аиачепuя всех алементов F(z )  ограиичепы 
од пой и той же пос1 ояпиой, то F ( z ) - тождественпая 
постоянная. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Рассмотрим аналитическую 
функцию f ( z )  = F ( е • ) . Поскольку е• не обращается ни в 
нуль, ни в бесконечность ни при каких конечных значе-
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ниях z, то любой элемент аналитической функции f ( z) 
можно аналитически продолжить по любому конечному 
пути. Вся конечная плоскость является односвязной об
ластью, так что соглаrсно теореме о монодромии функция 
f ( z) , аналитическая во всей конечной плоскости, голо
:м:орфна во в.сей конечной плоскости. Rроме того, из ус
ловий теоремы следует, что f ( z )  ограничена. Согласно 
теореме Лиувилля она обязана быть тождестве'Нной по
стоянной. Следовательно, и Р ( z ) - тождественная посто
янная. Теорема доказана. 

Интересно заметить, что теорема не·верна, если допу
стить, что кроме точек z = О и z = оо аналитическая 
функция P (z)  имеет еще одну особую точку. Пример 
ограниченной многозначной аналитической функции, 
имеющей '11JИ особые точки, мы приведем в гл. IX. 

§ 3. Изолированвые особые точки 

Наиболее важным клаосом особых точе.к являются 
так называемые иаодированпые особые точпи. Все эле
ментарные функции, да и подавляющее большинство спе
циальных функций, имеют толыю такие особенности. 
Изолированными оообый\<rи точками называются и точки 
однозначного и точки многозначного характера. 

Если функция f ( z) гол·оморфна в иенотором кольце 

O < l z - a l < r 

и точка z = а является особой точкой функции f ( z ) , то 
будем говорить,  что точка z = а являе'l'ся иаодироваппой 
особой точпой одтюаначпого хараптера ддя фуппции f ( z ) . 

Изолированную особую Т·очку однозначного характера 
z = а назовем подюсом, если f ( z ) -+ оо при z -+  а; в про
тивном случае точку z == а назовем существеппо особой 
точкой. 

Полюсы являются очень простыми особыми точками. 
Во многих вопросах можно не различать полюсы от то
чек голоморфности. Причина этого в следующем их 
свойстве .  

Т е о р е м  а 3 . 1 .  Пусть фупкция f ( z )  имеет подюс в 
точпе z = а , а фупкция P ( w )  годаморфна в точпе w = оо .  
Тогда фупкция cp (z) = F (f (z ) ) годаморфна в точпе z = a. 
Есди же фуппция F ( w)  имеет подюс в точке w = оо ,  то 
фупкция cp (z )  также имеет подюс в точпе z = а . 
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Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Достаточно доказать лишь пер
вое утверждение .  Без ограничения общности можно счи
тать, что a =l=  оо. Поскольку функция j ( z) имеет в точке 
z = а полюс, то она голоморфн.а rв некот,ором кольце О < 
< l z - a l  < r, а значения, принимаемые ею в этом коль
це, лежат вне круга l w l � R (r) , причем R (r) -+  оо при 
r -+  О. При достаточно малом r область l w l > R (r) по
падает в область голоморфпасти функции F ( ш) . Следо
вательно, функция <р ( z )  голаморфна в кольце О <  
< l z - a l  < ro при достаточно малом ro. Так как f ( z) -+ 
-+ оо при z -+  а, то ср ( z ) -+ F ( оо ) . Обозначая 

М (в) =  шах I IP  (z) 1 , 
i z-al = e 

видим, что М ( в ) -+ I F ( oo ) / ( в -+ 0) ,  т .  е. lim вM (в) = O. 
8 -"> 0  

Поэтому согласно теореме 2.1  функцию cp ( z )  можно ана
литически продолжить в точку z = а. Теорема доказана. 

С л е д с т в и е .  Есди фуппция f( z) имеет в точпе z = 
1 = а  подюс, то ф'уппция g (z) = 1 (z) гмо:морфпа в точпе 

z = a u g (a) = o. o ·  
Пу,сть п - целое положительное число. 
Точка z = а (а =1= оо ) называется пуде.м, пратпости n 

(или пуде.м, порядпа п)  функции f (z ) , если j ( z )  можно 
представить в виде f (z) = ( z - a) nf1 ( z) , где функция !1 ( z ) 
голаморфна в точ:ке z = а и f1 (а) =1= О. 

Т.очка z = оо называется пуде.м, пратпости п (или пу
де.м, по рядпа п ) функции f ( z) , если f ( z) можно предста
вить в виде f (z ) = z-nf i (z ) ,  где функция f1 (z ) голоморф
на в точке z = оо и f1 ( оо ) =1= О. 

Кратпостью (или порядпо:м) подюса функции f ( z) в 
точке z = а называет•ся кратность нуля функции g (z) = 

1 � н = 1 (z) в этои точке . ули и полюсы первого порядка на-

зывают просты.ми. 
Из оiiРеделения порядка нуля видно, что полюс по

рядка п можно рассматривать как нуль отрицательного 
порядка -п. 

Ес�и а =1= оо,  то  имеется удобный критерий для опре
деления порядка нуля в точке z = а : 

Пусть f (a) = f' (a ) =  . . .  = j<n- I > (a) = O, а j<n > (a ) =I= O. 
Тогда точпа z = а  явдяется пуде.м пратпости п фут-ищии 
f (z )  (годо.м,орфпой в точпе z = а) . 

Этот критерий читатель легко докажет са,м. О 
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Предоставим читателю доказать и следующее очевид
ное утверждение, на которое будем часто ссылаться : 

Л е м м а. Ес,п,и фут-ащии f (z ) и g (z )  голоморфпы в 
точпе z = а, то фущщия F (z) = � ��- или го,п,оморфпа 

в точпе z = а, и,п,и имеет в пей полюс. U 
Приведем еще один часто используемый термин. 
Функция, rоломорфпая в любой замкнутой части об

ласти D, за исключением копечноrо числа полюсов ( они 
моrут накапливаться к rранице D ) , называется мераморф-
пой в об,п,асти D функцией. О 

Перейдем к существенпо особым точкам. Напомним, 
что существенпо особые точки - это изолированные осо
бые точки одпозпачноrо характера, не являющиеся по
люсами. Из такоrо определения сразу видно лишь одно:  
если z = а - существенпо особая точка функции f ( z ) , то 
f (z )  не стремится к бесконечности при z -+  а. Это совсем 
не означает, что f ( z )  оrраничепа в окрестности точки а. 

Т е о р е м  а 3.2. Пусть точпа z = а является сущест
веппо особой точпой фуппции f (z ) . Обоапачи.�t 

М (е) = max 1 f (z) 1 . 
i z-a: = e  

Тогда при любом k 

Е --> 0  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Допустим противное. Тоrда 
найдется такое k,  что 

lim ek М (е) < оо . 
е-. о 

Возьмем любое целое число т > k и обозначим 

g ( z) = (z - а)т f (z) , М g (е) = max 1 g (z) 1 · 
l z-ai =B 

Ясно, что функция g ( z )  rоломорфна в кольце О < 
< l z - a l < r и  

lim еМ g (е) = lim етнм (е) = О. 

По теореме 2 . 1  функция g ( z) rоломорфпа в точке z = а, 
g (z) 

а следовательно, и функция f (z) = )m согласно лемме (z -- а 
имеет в точке z = а полюс ( или rоломорфпа ) , что проти-
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воречит условию.  Полученное противоречие ДОI{азывает 
теорему. 

Таким образом, функция f ( z ) , имеющая точку z = а 
своей существенно особой точкой, обязана стремиться к 
бесконечности по пекоторому множеству, имеющему точ
ку z = а своей предельной точкой и пересенаемому каж
дой окружностью l z - a l  = в . Однако это стремление к 
бесконечности не будет равномерным по всей окрестности 
точки z = а, как в случае полюса. Типичный пример -
точка z = оо для функции е• . 

Поведение функции в окрестности существенно особой 
точки может быть очень сложным. Исследованием воп
росов, связанных с фуннциями, имеющими существенно 
особые точки, занимается специальный раздел т еории 
аналитических функций - теория целых функций. О 

Очень близки по своим свойствам к существенно осо
бым точкам особые точки, предельные для полюсов. 

Если функция f ( z) мераморфна в кольце О < 
< 1 z - а 1 < r и в любой окрестности точки z = а имеет 
бесконечно много полюсов, то точка z = а называется осо
бой точкой функции f ( z) , предедыюй ддя подюсов. О 

Следующий результат носит название теоре.мы Со
хоцпого. 

Т е о р е м а 3.3. Есди точпа z = а явдяется существеп� 
по особой точпой фуппции f (z) иди предмъпой точпой 
ддя подюсов фушщии f ( z ) , то в дюбой опрестпости точ
пи z = а фуппция f ( z) припи.мает апачепия, с1юдъ угодпо 
бдиапие n дюбо.му чисду А . 

Д о к а з а  т е л ь  с т в о. Допустим противное. Тогда най
дутся такие числа б > О, р > О и А, что l f (z ) - А 1 > б  
при всех z, удовлетворяющих условию l z - a l  < р. Тогда 

1 функция g (z) = 1 (z) _ А голаморфна и ограничена в 
кольце О <  l z - а ! <  р. По теореме 2 . 1  функция g (z )  го
ломорфна в круге l z - a l < р, но 

1 f (z) = А + g (z) • 

Из леммы получаем, что функция f ( z) имеет в точке z = 
= а  полюс (или голоморфна) .  Это противоречит условию, 
что z = а - существенно особая точка или точка, пре
дельная для полюсов . Полученное противоречие доказы-
вает теорему. О 
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Перейдем н изолированным особым точкам многознач
ного характера. Они называются еще изолированными 
точнами ветвления. 

Пусть F ( z ) - фуннцил, аналитичееная в наном-либо 
нольце О <  l z - a l < r. Если F (z )  не явля€тся фуНRцией, 
голоморфной в этом нольце (т .  е .  если F ( z )  многозначна) , 
то мы будем говорить, что точна z = а является иаолиро
ватиюй точF>ой ветвления. 

Если число различных элементов F ( z) в наждой точке 
нольца О < 1 z - а 1 < r нонечно и равно n, то ИЗОJ!Ирова,н
нал точна ветвления z = а называется точF>ой ветвления 
порядF>а n. Если число различных элементов F ( z )  в наж
дой точне нолъца беснопечпо, то изолир-ованпая точ
на ветвлнпия называется логарифмичесF>ой точF>ой вет
вления. 

Ис-еледовапие точен ветвлепил нопечпого порядна сво
дится н исследонапию изолированных особых точен одно� 
зпачпого харантера с помощью следующей теоремы: 

Т е о р е м  а 3.4. Пусть F (z ) - аналитичесF>ая фунF>ция 
в F>ольце r < l z - a l  < R. Если в F>аждой 7'очnе nальца 
F (z )  имеет n различных элементов, то F (z) = <p(Jfz - а ) , 
где <р ( � ) - фунF>ция, голоморфпая в F>ольце Yr< 1 � 1 <У R. 

Д о н а з а т е л ь с т в о. Проведем в нольце r <  l z - a l < 
< R разрез по наному-либо радиусу. Тоrда апалитиче
сная в нольце фуннция F (z )  распадется па n голаморф
ных ветвей 

F1 (z ) , . . .  , Fn (z ) . 

Занумеруем эти ветви тан, чтобы при апалитичесном 
продолжении через разрез справа налево переходили 
F,. (z) в Fн1 (z )  (при 1 :s;;; k :s;;; n - 1 ) .  Тогда Fn ( z ) при 
этом продолжении обязана перейти в F 1 ( z )  . 

Рассмотрим теперь фупнцию q; ( � ) = F (a + �n) .  Она яв-

ляется апаЛИТИЧеСНОЙ фуннциеЙ В НОЛЬЦе Vr < 1 Ь 1 <}!Н, 
тан нан любой точне � из этого нольца отвечает точка 
z = а + �n, лежащая в нольце r < l z - a l < R. Мы хотим 
доназать, что фуннция ер ( � )  голаморфна в своем нольце. 
Для этого нужно убедиться, что апалитичесное продол
жение любого элемента ·<р ( � )  по любому замннутому пу_:rи, 
лежащему в нольце, приводит н прежнему элементу. Со
гласно теореме 3 .2  гл. I I I  результат продолжения по 
двум замннутым нривым, выходящим из точни �о, один 
и тот же, если эти две нривые одно и то же число раз 
1 0  М .  А .  Евграфон 
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обходят дырну Rольца в положительном направлении. 
Поэтому мы можем продолжать по тем вамRнутым Rривым, 
по Rоторым удобнее. Проще всего продолжать по оRружпо
сти 1 � 1 = 1 �о 1 .  Выясним, RaR ведет себя точRа z = а + �",  
жогда точRа ·� обходит оRружность 1 � 1 = 1 �о 1 в положи
тельном направлении. Положим � = l �o l ei 8 •  При обходе е 
.монотонно воврастает от нуля до 2:rt. При этом z - а = 
= l �o i "ein в .  Когда е монотонно воврастает от нуля ДО 2л, 
точRа z обходит оRружность 1 z - а 1 = 1 �о 1 "  в положитель
ном направлении n раз. ТаRим образом, один обход точ
ной � оRружности 1 � 1  = 1 �0 1 овначает n обходов точRой z 
.оRружности l z - a l = l �o l " . Но мы внаем, что после n об
ходов точRой z оRружности l z - а /  = р элемент фунRции 
F (z) возвращается R прежнему значению. Следовательно, 
элемент фунRции <р ( � )  воввращается R прежнему значе
нию после первого же обхода. Это означает однознач
ность, а следовательно, и голаморфность фунRции <р ( � )  
в е е  Rольце . 

Теорема доRавана. О 
Если z = а - точRа ветвления порядRа n для анали

-тичесRой в Rольце О <  l z - а /  < r фунRции F ( z ) и если 
фунRция <p (� ) = F (a + �")  голаморфна в точRе � = О  или 
имеет в ней полюс, то  точRа z = а называется а.л,гебраи
чеспой особой точпой аналитичесRой в кольце фунRции 
F (z ) . 

Это название объясняется т ем, что алгебраичесRие 
.фунRции, т. е .  Rорни многочленов, Rоэффициенты Rото
рых - рациональные фунRции, имеют тольRо алгебраиче· 
.СRИе ОСОбые ТОЧRИ. о 

Обсудим особые точRи элементарных фунRций. 
ФунRции е•, sin z, cos z голаморфны во всей Rонечной 

плосRости. ТочRа z = оо является для этих фунRций су
щественно особой точRой. Действительно, ни одна из 
этих фунRций не стремится R оо при z --+ оо ( sin z 
и cos z ограничены на действительной оси, е• - на мни
мой оси) . 

ФунRции tg z, ctg z, sec z, cosec z мераморфны во всей 
жонечной плосRости, так RaR они являются отноше·· 
нием фу;нRций, голаморфных во всей Rонечной плосRо
сти. Точi\а z = оо - предельная точRа полюсов этих 
фунiЩий. 

ФунRция ln z имеет точRи z = О и z = оо логарифмн
'ЧесRими точRами ветвления. 
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Функция i/":Z имеет точки z = О и z = оо точками вет
вления порядка n. 

Вообще, функция zu. при действительном рациональ
ном а имеет точки z = О и z = оо точками ветвления ко
нечного порядка, а при всех прочих значениях а - лога
рифмическими точками ветвления. 

Функция arctg z имеет точки z = i и z = -i логариф
мическими точками ветвления ( см. пример 2 § 2 гл. III) . 

Наиболее сложно устроенным множеством особых то
чек среди основных элементарных функций обладает 
функция arcsin z. Она имеет две логарифмические точки 

ветвления над точкой оо ( одна отвечает ветви ..;._ ln ( iz + � 
+ V 1 - z� ) ,  а другая - ветви с другим знаком корня в 
области l z l > R > 1 ) ; над каждой из точек z = 1 и z = 
= - 1 функция arcsin z имеет бесконечно много точек вет-

вления второго порядка ( отвечающих ветвям __;.._ ln ( iz + � 
+ V 1 - z2 )  + 2лп в окрестности каждой из этих точек) • 

Гамма-функция Эйлера Г ( z )  мераморфна во  всей ко
нечной плоскости . Точка z = оо - предельная точка полю
сов ( см. пример 2 § 5 гл. II) .  

§ 4. Вычеты и ряд Лорана 

Первой задачей, послужившей причиной возникн.9ве
ния теории аналитических функций как отдельной ветви 
анализа, была задача о вычислении интеграла по зам
кнутому контуру от функции, голоморфной внутри этого 
контура, за исключением конечного числа полюсов . На 
этой задаче в полной мере проявились выгоды от рас
смотрения свойств голаморфных функций, с помощью ко
торых сложный процесс вычисления инты рала удалось 
свести к нахождению так называемых вычетов. Вычеты 
в свою очередь вычислялись просто дифференцировани
ем. По этой причине стали внимательно изучать приемы 
сведения различных задач к контурному интегрированию. 
Совокупность этих приемов получила название теор и и  
в ычето в .  О 

Прежде чем определить понятие вычета, докажем од
ну несложную лемму. 
10* 



f48 ГЛ IV. ОСОБЫЕ ТОЧКИ И РАЗЛОЖЕНИЯ В РЯДЫ 

Л е м м а  1 .  Ec.n,u фуп1щия F (z )  ео.п,оморфпа в "о.п,ьце 
r < l z - a l < R, 

то иптеера.п, 

S F (z) dz , r < p < R, 
i z-ai =P 

пе аависит от р.  
Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Пусть r < Р 1  < р2 < R. Разность 

интегралов от F (z )  по окружностям l z - al = PI и 
l z - a l  = Р2 можно рассматривать как интеграл от F (z)  
по границе кольца, заключенного между этими двумя 
окружностями. Согласно т еореме Romи этот интеграл ра
вен нулю, так как это кольцо лежит внутри кольца голо-
морфности функции F (z ) . Лемма доказана. О 

Теперь можно дать определение вычета.  
Пусть функция j ( z )  имеет точку z = а изолированной 

особой точкой однозначного характера (или голоморфна 
в точке z = а ) . При конечном а вычетом фу1тции j ( z )  в 
точ"е z = а называется величина * ) 

res f (z) = -21 . S f (z) dz 
z=a n� 

l z-ai =P 

(р  - любое достаточно малое положительное число ) . При 
а = оо  

res j (z) = - 2� S f (z) dz 
- т z- oo l z i = R  

{ R  - любое достаточно большое положительное число) .  
Независимость интегралов от р (или R)  следует из 

леммы 1. Если а =1= оо и функция j (z )  голоморфна в точ
ке z = а, то  по теореме Коши res f (z) = О . Однако вычет 

z=a 
в бесконечно удаленной точке может оказаться отличным 
от нуля и для функции, голоморфной в бесконечности 

( пример f (z) = + ) ·  
Определение вычета петрудно видоизменить таким об

разом, чтобы оно не ставило точку z = оо в исключитель
ное положение:  

Вычетом фуп"ции f ( z ) в точ"е z = а назовем инте 
-грал от  j ( z)  по границе любой достаточно малой окрест-

* )  Обоанаqение res происходит от француасного слова residu 
остаток. 
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пости точки z = а, деленный на 2ni. (Функция / (z )  
предполагается голоморфной в пекоторой окрес:rности точ
ки z = а кроме, быть может, самой точки z = а. ) 

Эквивалентность этих двух определений становится 
-сразу ясна, если вспомнить, что мы договорилисЪ направ
ление интегрирования по границе области выбирать так, 
чтобы область оставалась слева,  а окружность l z l  = R 
.считаем границей круга l z l  < R ( если не оговорено про -
тивное ) .  [J 

Следующее утверждение называется теоремой о вы· 
:четах. 

Т е о р е м а  4. 1 .  Пусть футыщия f ( z )  гoдuJttopфna в об
дасти D и пепрерывпа впдоть до ее  грапицы, аа испдю
чепием копечпого чисда точек zk Е D ( k = 1 ,  2, . . .  , n ) ,  
.явдяющихся иаодироваппыми особыми точками одпоапач
Jюго характера. Тогда (С - граница области D )  

n 
1 f (z) dz = 2лi � res f (z) . 
С k=l Z= Zk 

( Предполагается, что точка z = оо не лежит на грани
це D.  Если точка z = оо лежит внутри D, то она должна 
-быть включена в число точек z". ) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через G. ( z�t) круг 
1 

l z - Z�t l < 8 при z" =F оо и множество 1 z ! > 8 при z" = оо, 
� через Г k = Г"·" - границу G. ( Z�t) . Согласно определению 
вычета при достаточно малых 8 имеем 

.r f (z) dz = 2n i res f (z) . 
гk z=zk 

(4. 1 ) 

Выберем 8 > О столь малым, чтобы все круги G. ( z" )  
не имели попарно общих точек и лежали в области D.  
Далее, обозначим через D. область, полученную из D 
удалением всех наших кругов G. ( z" ) . Область D. конеч
на,  и функция f ( z ) голаморфна в D. и непрерывна вплотJ. 
до ее границы. По теореме Коши интеграл от f ( z) Пl) 
rранице D. равен нулю.  Но граница области D. состоит 
из границы области D и из границ областей G. ( Z�t) , про
ходимых в противоположном направлении. Следователън(), 

n J f (z) dz - � 1 f (z) dz = О. 
с 1 Гв 
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Принимая во внимание (4. 1 ) ,  получаем утверждение 
теоремы. О 

Таним образом, задача о вычислении интеграла сво
дится к задаче о нахождении вычетов. Сейчас мы пока
жем, что если все особые точки f ( z )  - полюсы, то нахож
дение вычетов легко сводится к дифференцированию.  

Т е о р е м  а 4.2  Пусть F (z) = ; �� ,  где фуn1щии f (z) 
и g ( z )  голоморфпы в точ�е z = а, причем g ( z) имеет в 
точ�е z = а пуль поряд�а n. Тогда 

{ 1 an-1 
} res F (z) = lim ( - t ) l � [ (z - a)n F (z) ] . 

z=a z->a n · dz 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о . Поскольку функпил g (z )  имеет 

в точке z = а нуль порядка n, ее можно представить в ви
де g (z) = (z - a) ng 1 ( z ) , где g1 (a ) =I= O. Следовательно� 

F (z) = ер (z) где функция ер ( z) = f 
(
z() ) голоморфна в (z - a)n ' g 1 z 

точке z = а. Согла•сно определению вычета 

res F ( z) = -2
1 . S F (z) dz = 2: ; S cp (z) dz, 

z= a Л:t . . .  (z - a)n 
\z-ai =P \Z-a\=P 

а последний интеграл равен ( n  � 1) ! cp(n-1) (а ) согла·сно 

формуле для высших производных ( см. § 3 гл. I I ) . Так 
как cp (z) = (z - a) nF (z )  при z =l= a, то приходим к утвер
ждению теоремы. 

3 а м е ч  а н и е .  Если функция g (z) имеет в точке z = 
= а нуль первого порядка, то  формула для вычета при
обретает особенно простой вид :  

res 1 (z) = 

_j__S!!:)__ . 
z =a g (z) g' (а) 

Полученная формула вепригодна для нахождения вычета 
в бесконечно удаленной точке. Неиригодна она и для слу
чая, когда z = а - существенно особая точка функции 
F (z) . В этих случаях для нахождения вычета исполь
зуется разложение в ряд Лорапа. Впрочем, разложение 
в ряд Лорава часто удобно применять и для нахождения 
вычета в полюсе, находящемся на конечном расстоя-

·
нии. О 
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Сначала придется доi\азать общую теорему о разло
жении функции в ряд Лорана. 

Т е о р е м  а 4.3. Проиаво.аьная фуи1щия f (z ) , го.ао
..морфиая в по.аьце r < l z - a l < R, раа.аагается в ряд 

�де 

00 
f (z) = � Сп (z - а)п, -00 

Сп = 2�i s j (z) (z - агп-I dz 
\ z-ai =P 

(r < p < R) , 

равномерно сходящийся по z в .аюбом в7-tу7 р ением по.аьце .  
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть r1 .::;;; l z - a !  .::;;; R I , r1 > r, 

R1 < R. Возьмем r < r2 < r 1 ,  R1  < R2 < R, и обозначим 
через С rраницу кольца r2 < 1 � - a l  < R�. Соrласно ин
-rеrральной формуле Коши 

или 

Ряды 

f (z) = � s t (�) d� 2m � -- z 
с 

1 s f (�) d� 
f (z) = 2:n:i � - z 

l �-ai =R2 

1 � (z - а)п 
� - z = f (� _ а)п+1 

и 

_1 _ _ _ � (� - а)п 
� - z - � (z _ а)п+1 

2�i s ��:� . <4 ·2) 
l �-al =r2 

равномерно сходятся по z и � при условиях, указанных 
в скобках. Подставляя первый ряд в первый интеrрад 
формулы (4 . 2 ) , второй ряд - во второй интеrрал и ип
-rеrрируя почленно, получаем 

00 00 
f (z) = � сп (z - а)п + � c� (z - a)-n -1, 

о о 
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где 

Сп = 2�i s f (�) (� - а) ·-п-1 d� , 
l ь-ai= R2 

C� = 2�i s f iO (� - a)п d� . 
l ь-al =r2 1 

Объединим обе суммы Б одну, положив Сп = С-п-1 · Интег-
ралы в формулах для коэффициентов согласно лемме 1 
можно брать по любой окружности 1 � - a l = р, r < р < R� 
Теорема доказана. О 

Если точка z = а является изолированной особой точ
кой однозначного характера для функции f ( z) , то f ( z)  
голаморфна Б пекотором кольце О < 1 z - а 1 < r и ее мож
но разложить в ряд Лорана, сходящийся в этом кольце. 
Этот ряд называется рядом Лоранд для фунrщии f (z )  tr 
опрестпости точпи z = а. 

Рядом Лорапа для фуппции f (z )  в опрестпости беспо
печпо удалепной точпи называется ряд 

00 
(R < 1 z 1 < оо) . 

-оо 

Ряд Лорава составлен из двух рядов, аналогичных ря
ду Тейлора: один по степеням z - а, другой по степе-

ням 
-1 - . о 
z - a  

Если мы имеем ряд Лорава для функции f (z )  в ок
рестности конечной точки 

ro ряды 

-1 

00 
f (z) = � Сп (z - a)n - оо  (О < 1 z - а 1 < r) , 

00 
}3 Сп (Z - а)п ( l z - a j > O) , � сп (z - а)п ( i z - a i < r) - оо  о 
называются, соответственно, главпой частью и голоморф
ной частью ряда Лоратъа для f (z ) в окрестности точки 
z = a. 

Для ряда Лорава в окрестности бесконечно удаленной 
точки главпой частью называется часть ряда, состоящая 
из членов с положительными степенями z. 

Главная часть ряда Лорава для функции f ( z )  в ок
рестности точки z = а - это лростейmая функция, имею-
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щая в точке z = а ту же особенность, что и f ( z ) . Глав
ная часть голо:м:орфна во всей плоскости кроме точки 
z = а, а разность :между / ( z )  и главной частью голоморф-
на в точке z = а. О 

Применение разложения в ряд Лорава I\ нахождению 
вычетов основано на следующей теореме: 

Т е о р е :м а 4.4. Если z = а (а =1= оо ) - иаолироваппая 
особая точr;,а одпоапачпого хараr;,тера для фупr;,ции f ( z ) , 00 
а �  cn (z - a)n - рааложепие f ( z )  в ряд Лорапа в оr;,рест-- оо  
1-юсти точr;,и z = а, то 

res f (z) = с_ 1. 
z=a 

00 
Если � cnzn -рааложепие f ( z ) в ряд Лорана в оr;,рестпо-- оо  
сти бесr;,опечпо удалеппой точr;,и, то 

res f (z) = - с_ 1 . 
z= oo  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о . Пусть а =1= оо , Интегрируя по
членно, находим 00 

res f (z) = 2� S f (z) dz = � 2cn. S (z - a)n dz . 
z = a  :rtt :rt t  

l z-ai =P l z-ai =P 

Для вычисления интегралов, стоящих под знаком суммы, 
nолагаем z = а +  ре; е ,  О �  8 <2л:. Тогда dz = ipe; e ,  и мы 
nолучаем 

2:rt 
s (z - a)''l dz = ipn+l 5 ei(n+ 1)8 d8 . 

J z-ai =P О 
Последний интеграл равен нулю при n =F - 1  и 2л: при 
n = -1 .  Следовательно, из всей суммы оств етел одно сла
гаемое, и :мы приходим к утверждению теоремы. Случай 
а = оо исследуется совершенно аналогично. О 

Если бы разложение в ряд Лорава можно было бы 
производить лишь с помощью формул для коэффициен
тов , то теорема 4.4 не давала бы способа найти uычет .  
Однако разложение функций в ряд Лорана можно полу
чать из посторонних соображений, например при помощи 
различных действий над рядами Тейлора. При этом при
ходится опираться на следующее утверждение: 
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Если два ряда )� an (z - a)n и � bn (z - a)n, равпомер--оо 
по сходящиеся па О1'0ружпости l z - a l  = р, сходятся -,. од
пой и той же су;м,11,е , то все 1'0оэффициепты этих рядов сов
падают. 

Действительно, взяв разность этих ряцов, получим 00 
( l z - a l = p) . 

Умножая это равенство на ( z - a) -m- l и интегрируя по
членно, в силу тех же соображений, что и при доказа
тельстве теоремы 4.4, приходим к равенству ат - Ьт = 0. 0 

Часто изолированные особые точки однозначного ха
рактера юrассифицируются по свойствам разложения 
функции в ряд Лорана в окрестности этих точек. Предо
ставляем читателю самостоятельно доказать следующее ут
верждение, позволяющее перейти к этой классификации: 

Для того чтобы точ-,.а z = а  была полюсом f (z ) , пе
обходимо и достаточпо , чтобы главпая часть ряда Лорана 
в о1'0рестпости точ1'0и z = а  для фующип f (z )  была отлич
па от пуля и состояла из 1'0оnечпого числа члепов. 

§ 5. Разложение мероморфной функции 
в ряд простейших дробей 

Уже говорилось, что теория вычетов - это совокуп
ность приемов, используемых для сведения различного 
рода задач к контурному интегрированию. В дальнейшем 
изложению этих приемов будет посвящена целая глава, 
а сейчас ограничимся демонстрацией лишь одного из них. 

Рассмотрим задачу разложения фунrщии, мероморф� 
ной во  всей конечной плоскости, в ряд прuстейших дро
бей. Эта задача имеет два аспекта.  Первый аспект - это 
выяснение возможности построения функции, мераморф
ной во всей конечной плоскости (или даже в пекоторой 
области) и имеющей в заданных точках полюсы с задан
ными главными частями ряда Лорана (л окрестности 
этих точек) .  Для решения этого вопроса теория вычетов 
не нужна. Второй аспект состоит в отыскании разложе
ния в ряд дробей данной мераморфной функции. Реше
ние этого вопроса даст новые формулы для многих ::J тrе
ментарных функций. Им мы и будем заниматься. 

Пусть Р ( z ) - правильная рациональная функция ( сте
пень числителя меньше степени знаменателя) .  В анализе 
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доказывается , что такую рациональную функцию можно 
представить в виде суммы простейmих дробей, т. е .  дро
бей вида 

Am,k _ (z - ak)m . 
Числа ak являются нулями знаменателя этой рациональ
ной функции. 

Если воспользоваться терминологией, введеню�й в 
предыдущем параграфе, то такое разложение имеет очень 
простой смысл. Каждый нуль знаменателя является по
люсом рациональной функции. Разложим ее в ряд Лора
на в окрестности этого полюса и возьмем главную часть 
этого разложения, обозначив ее G1 (z ; ak ) . Имеем 

mk 
"" Ат h G (z; ak) = ]. ' 

т 
m=l (z - ak) 

Разложение рациональной функции P (z) на простейшие 
дроби означает, что 

111 
P (z) = � G (z; ak) · k=l 

Покажем, что это утверждение можно перенести и на 
многие функции, мероморфные во всей плоскости. Чтобы 
стало ясно, каким условием: нужно заменить условие пра
вильиости рациональной функции, заметим, что правиль
ная рациональная функция стремится к нулю при z -+ оо. 

Т е о р е м а  5 . 1 .  Пусть фунrщия f ( z) мераморфна во 
�сей хонечной пдоспости, точпи z = ak ( k = 1 , 2, . . . ) -
ее подюсы, G (z ;  ak ) - мавные части f ( z) в подюсах z = а" .  
Есдu существует тапая посдедоватедьность rv -+ + оо , ддя 
F>оторой 

М (rv) -+ О (v -+  оо), М (r) = max 1 f (z) 1 , 
izl =r 

то 
f (z) = lim � G (z; ak) ·  v-+oo laki<rv 

Стремдение п предеду равномерно в дюбой конечной об
.ласти, не содержащей точеп ak. 

Д о к а з а т е л ь  с т в о. Рассмотрим интеграл 

f iO d� 
� - z  
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Оценивал модуль интеграла произведением максимума 
модуля подынтегральной функции на длину пути инте
грирования, получаем 

rv 1 I v (z) j � r v - - 1 z 1 • М (r v) , 

откуда видно, что lv ( z ) -+  О при v -+  оо равномерно по z 
в любой конечной области. 

С другой стороны, интеграл lv ( z )  можно вычислить с 
помощью теоремы о вычетах. Подынтегральная функция: 
имеет в круге 1 � 1 < rv полюсы в точках � =  а" (при l aв l < 
< rv )  и еще в точке � = z, так что 

I (z) = res .1ill_ + � 1·es f Ю . v �" - z � �" - z �=z "' Jakl<rv �=ak "' 

Очевидно, что вычет в точке �� = z равен f ( z )  при z =1= ak. 
Найдем вычеты в точках t = ah.. Имеем 

res _/_(�_) = res _G...,.:.(�_; _:_ak::!....) (z =1= ak) ,  
�=ak � - z �=ak � - z 

так как по определению главпой части разность / ( � ) 
- G ('� , a�t) голаморфна в точке � = ak. Чтобы найти по
следний вычет, рассмотрим интеграл 

1 f c · d� и R (z) = -2 . (� , ak) -�- -:rtt ." - z 
I � I�R 

при достаточно большом R ( настолыю большом, чтобы 
точки � =  а" и � = z оказались обе внутри нруга 1 .� 1 < R) . 
Поскольку при � -+ оо имеем 

G (�; ak) = o (f ) ·  -1- = o f J... ) � - z \ � '  
то,  оценивая модуль интеграла ин. (z )  произведением мак
симума модуля подынтегральной функции на длину пу-

1 ) 
ти интегрирования, получаем, что и R (z) = О \ R � О  
(R -+ оо ) . 

С другой стороны, по теореме о вычетах 
G (� ; ak) G {� ; ak) Uн (z) = res -- + res ' = G (z; ak) + 

�=Z � - z ь=аk � - z 

и величина, стоящая в правой части равенства, не за
висит от R. Следовательно, ин (z )  = О при достаточно 
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больших R и 

Таким образом, 

Поскольку мы показали, что lv (z ) -+ О при: v -+  оо равно
мерно по z в любой конечной области, теорема доказана. 

Доказанную теорему можно обобщить и на случай,. 
когда f (z )  не  стремится к нулю на последовательности 
окружностей l z l = rv, а растет не быстрее пекоторой сте
пени l z l . Этого мы делать не будем, ограничившись рас
смотрением одного конкретного примера. 

П р  и м е р  1. Разложим в ряд простейших дробей 
ctg z. Поведение функции c'tg z при больших z исследо
валось в п. 4 § 6 гл . I I .  Там мы выяснили, что функция 
ctg z ограничена во всей плоскости, если удалить окрест
ности ТОЧеК Z = nk ( k - любое Целое ЧИСJIО)  , ОДНаКо не 
стремится к нулю. Поэтому применим теорему 4.1 не к 
самой функции ctg z, а к функции 

c:g z • В 
качестве по-

следовательности r. можно взять rv = n ( v + ; ) (v = 
=0, 1 , 2 , . . . ) . Тогда теорема 4. 1 даст нам 

'V 
ctg z l "  � G (  k -- = 1m � � z ; л ) , z 

'V """"'�> oo -v 

c tg z 
так как функция -- имеет полюсы в точках а,. = kп. z 
k = О, ± 1 , . . .  Найдем главные части G ( z; nk) . 

В окрестности точки z = О имеем 

z2 
ctg z cos z 1 - 2 + · · · 1 1 
-z- = z sin z = 1 z2 )' = 7 - 3 + 

1 т .  е .  G (z; О) = -2 • 
z 

z\ 1 - "l(+ . . .  
. . . , 
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В окрестности точки z = лk, k =1= О, имеем, обозначая 
.для удобства t = z - nk: 

t2 
-ctg z. = 

cos t 1 - т + . . . 1 1 
z (nk + t) sin t = 

( !._ 
) = nkt-n2k2 + . . .  , 

(nk + t) t - 6 + . . .  

1 -т. е .  G (z ; лk) = k k) (k =1= 0) . n (z - 1t 
Следовательно, 

ctg z = z lim {� + I k ( 1_ k) v->oo z 1 1t Z 1t 

-v 

} "' 1 + --� nk (z - nk) ' - 1 

или, объединяя слагаемые с номерами k и -k, получаем 

Заметим еще, что 

ctg z = :z ln sin z, 

(z 4=- лk) . 

z 

ln si; z = S ( ctg t -+) dt. 
о 

(5 . 1) 

Интегрируя ряд ( 5 . 1 )  почленно (что вполне законно 
.ввиду его равномерной сходимости) , приходим к формуле 

sin z = z fi: ( 1 - �\ ) . 1 1t k 1 (5 .2) 

Аналогичные разложения в ряды прос1·ейших дробей 
:и бесконечные произведения можно получить и для мно
rих других элементарных функций. 

§ 6. Принцип аргумента и теорема Pyme 

Во многих случаях бывает необходимо сосчитать чис
ло нулей голоморфной функции в заданной области. Ос
новная формула, обычно используемая для этой цели, 
легко доказывается с помощью теоремы о вычетах. 

Т е о р е м  а 6. 1 .  Пусть футищия f ( z) и ее  проиавод
иая f' ( z )  голоморфпы в области D и пепрерывпы вплоть 
до ее  грапицы С, аа исплючепие;м попечпого числа полю·· 
сов. Если па С фуппция f (z ) ne обращается пи в пул�>, 
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ни в беспопечпость, то 

1 s f' (z) + -2ni f(Z) dz = ''f - Vf ' 
с 

(6 . 1) 

еде vt - ЧUСдО иудей, а Vj - ЧUСдО nодЮСОв фynn
ЦUU f ( z )  в обдасти D (и нули, и полюсы считаются столь
IЮ раз, какова их кратность)  . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о . Функция F (z) = j' (��) голоморф

на во  всех точках области D, в которых f ( z )  голаморфна 
и отлична от нуля. Следовательно, функция F (z )  имеет 
в области D лишь изолированные особые точки, причем 
они могут быть лишь в тех точках, где функция f ( z) 
имеет нуль или полюс. Ясно даже, что особые точки F (z )  
должны быть полюсами, т ак  как F (z )  является отноше
нием двух мераморфных функций. Интересующий ШI.С. 
интеграл равен сумме вычетов F ( z ) в этих полюсах. Оста-
Атся найти вычеты. 

! '  (z) Найдем, чему равен вычет �:� Т[i.)' когда функция 

f ( z )  имеет в точке z = а  пуль порядка n (чтобы не гово
рить отдельно о нулях и о полюсах, напомним, что полюс. 
порядка n - это нуль порядка - n ) . Согласно определе
нию порядка нуля имеем 

f (z ) = ( z - a) nf, ( z ) , 
где функция f, ( z )  голаморфна в точке z = а  и j, (а ) =F 0'. 
Следовательно, 

f '  (z) n �� (z) 
7(z) = z-a + /1 (z) ' 

t ' (z) 
и функция 1: (z) голаморфна в точке z = а. Поэтому иско-

мый вычет равен n. 
Суммируя по всем нулям и полюсам, приходим к ут

верждению теоремы. 
3 а м е ч а н и е .  Вместо формулы ( 6 . 1 ) можно пользо

ваться любой из двух следующих формул : 

vf - ''t = 2�i var l n  f (z) , 
с 

vf - vj = -21 var arg f (z). n с 

(6 .2} 

(6 .3) 
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.Здесь var F (z) означает изменение фуннции F ( z )  (вооб-
с 

ще говоря, неоднозначной в области D) при однокраrном 
обходе границы С области D в положительном направле
нии. Если область D многосвязна, то С состоит из не
скольких связных нуснов ; под var F (z) понимается сум-

с 
ма изменений по всем этим нускам. 

Для доказательства формул ( 6 . 2 )  и ( 6 . 3 )  заметим, что 

j Ш = (ln f (z)) ' ,  а J' (ln .f (z)) ' dz равен как раз изменению 
с 

элемента аналитической функции ln / ( z )  nри непрерыв
ном продолжении по кривой С. Формула ( 6 . 3 )  сразу по
лучается из формулы ( 6 . 2 ) , если вспомнить, что ln ш = 
= ln 1 ш 1 + i arg ш, и заметить, что изменение ln 1 f ( z ) 1 по 
замкнутому контуру равно нулю, так как различные зна
чения ln ш отличаются лишь чисто мнимым слагае
мым 2ntk. 

Формула ( 6 . 3 )  носит название припципа аргумепта. О 
Докажем еще две простые, но полезные теоремы о ну

лях голаморфных функций. 
Следующая теорема обычно называется теоремой 

Руше. 
Т е о р е м а  6 .2 .  Пусть фупrщии F (z)  и f ( z )  голоморф

пы в области D и пепрерывпы вплоть до ее грапицы С. 
Если па грапице D uмеет место перавепство l j ( z )  1 < 
< I F (z )  1 ,  то фующии F (z) + / (z )  и F (z) имеют в обла
сти D одипаповое число нулей. (Каждый нуль считается 
столь по рав, папова его пратпость . )  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку функции F ( z )  и 
f ( z )  голоморфны в D, то полюсов они не имеют. Из не
равенства 1 / ( z )  1 < I F ( z )  1 ,  справедливого на С, видно, что 
функции F (z )  и F (z) + / ( z) на С не обращаются в нуль.  
Поэтому, применяя формулу ( 6 . 2 ) , мы можем написать 

'VF+f = -2
1

. var ln [F (z) + f (z)] = 
ш с 

= 2� var ln F (z) + 2� var ln [ 1 + Ff ((zl__) 1 = 
Л� С ЗН С ' Z 1 [ ! (� ] = v F + 2ni v�r ln 1 + F (z) . 

Rогда точка z обходит кривую С, точка � = 1 + ; ��) обхо-
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дит некоторую кривую Г, лежащую в круге 1 � - 1 1 < 1 
(так как на С по условию 1 ; ��- \ < 1 ) , и 

2�i v�r ln r 1 + ; ��) 1 = 2�i v:r ln � . 

Но кривая Г лежит в круге 1 � - 1 1 < 1 , так что она не  
может обходить точку � = О. Поэтому продолжение ln  � 
по Г возвращает нас к прежнему значению, т .  е .  var ln � = 

г 
= О. Следовательно, V F + t  = vF, и теорема доказана. 

Теорема Руше в теории аналитических функций игра
ет примерно такую же роль, какую играет в анализе тео
рема о том, что непрерывная функция, имеющая на кон
цах отрезка значения разных знаков, обращается в нуль 
на этом отрезке. Покажем на одном известном примере, 
как используется т еорема Pyme. 

П р и м е р  1. Покажем, что многочлен P (z) = z" +  
+ a 1 z"- 1  + . . .  + а  .. имеет в комплексной плоскости ровно 
n нулей (основная теорема алгебры) . 

Многочлен z" имеет в комплексной плоскости n нулей 
(точка z = О является нулем порядка n) . Положим 
P (z ) = F (z ) + f ( z) , rде F (z ) = z", а f ( z ) = a1z"- 1 + . . .  + а,.. 
В качестве области D возьмем круг l z l < R, а R выберем 
столь большим, чтобы 

IF (z )  1 > l / (z )  1 ( l z l = R) .  
Для этого достаточно nэять, например, 

R = 1 + 1 a1 l + . . .  + 1 а,. 1 . 
Тогда по теореме Pyme число нулей F (z)  и P (z )  в круге 
l z l < R одинаково, т .  е. P (z)  имеет n нулей. [] 

Т е о р е м  а 6.3 .  Пусть последовате.л,ъпостъ футщий 
f,. ( z ) ,  го.л,оморфпых в об.ttасти G, равномерно сходится в 
любой аампнутой части G n фунпции f ( z ) , отличпой от 
тождественной постояпной. Ec.ttи все фунпции f,. (z )  та
павы, что при .ttюбом w фунпция f,. ( z ) - w имеет в об.ttа
сти G не бo.ttee т ну.л,ей, то и преде.ttъная фунпция f (z )  
об.ttадает этим свойством. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Допустим, что теорема неверна. 
Тогда найдется такое а, что число нулей функции f ( z ) - а 
в области G не меньше т +  1 .  Выберем таиую область D, 
чтобы: 

1. Область D лежала в области G вместе со своей гра
ницей С. 
11 М. А. Евграфов 
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2. Фуннция f (z ) - а имела в области D не меньше 
т +  1 нулей. 

3 .  Функция f ( z ) - а не обращалась в нуль на С. 
Такой выбор возможен, так как мы предполоi_I\или. 

что функция f ( z )  отлична от тождественной постоянной. 
По теореме 4.4 гл. II из равномерной сходимости по

следовательности f n ( z )  в любой замкнутой части обла
сти G следует равномерная сходимость последовательно-
сти /� (z) на любой замкнутой части области G. :Кри
вая С является замкнутой частью области G, так что 

/п (z) - а -+ f (z) - а, f� (z) -+ f ' (z) 
Поэтому все функции fn (z ) - а, начиная с 
личпы от нуля па С и 

(z Е С) . 

некоторой, от-

1 s �� (z) 
2лi fп (z) - а 

с 

1 s f' (z) dz -+ 2лi 1 (z) - а dz . 
с 

Это значит , что \'tп-a -+ Vt-a при п --+  оо .  Поскольку Vfп-a 

и v1-a - целые числа, то отсюда следует , что v!п-а = 
= v1_a > т при п > N, а это противоречит свойству функ
ций f n ( z ) . Полученное противоречие доказывает теорему. 

§ 7. Обратная функция 

В теории аналитических функций, как и в анализе.  
часто приходится иметь дело с функциями, значения ко
торых в данной точке z определяются из уравнения 

<p ( w ) = z, ( 7. 1 ) 

где <р ( w) - данная функция. Исследованию решений та
кого уравнения (в предположении, что <р ( w ) - голоморф
лая функция переменной w ) и посвящен этот параграф. 

В первую очередь докажем следующий простой ре
зультат . 

Л е м м а  1 . Пусть фующил <p (w)  голоJrtорфна в точ
пе w = Ь, и пусть <р '  ( Ь )  =1= О. Определим числа р > О и 
{j > О равенствами 

max 1 <р ( w) - ер (Ь) - <р' (Ь) / � __!__ 1 <р' (b) i , (7  .2} 
l w -b l �p ш - Ь 3 

б = � р / <р ' (Ь) / .  (7 .3) 
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Тогда при .любом значении z из -пруга l z - <р ( Ь )  1 < б  сц
ществует решение уравнения ( 7 . 1 ) , .лежащее в -пруге 
1 w - Ь 1 < р ,  и это решение единственно .  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Заметим, прежде всеrо, что ра
в енство ( 7 . 2 )  действительно определяет некоторое поло
жительное значение р, так как из существования произ
водной ·<р '  ( w) в точке w = Ь вытекает, что 

q> (w) - ер (Ь) - <р ' (Ь) -+ О (w -+ Ь) . w - b  
Введем вспомогательные функции 

F ( w) = ( w - b ) <p' ( b ) , f ( w) = <p ( w ) - z - ( w - b ) <p' ( b ) . 
Тоrда уравнение ( 7 . 1 )  можно записать в виде 

F ( w) +  f ( w) = О. 
Возьмем любое значение z из круrа 1 z - <р ( Ь ) 1 < б и 
сравним значения модулей функций F ( w )  и f ( w ) на 
окружности 1 w - Ь 1 = р .  Очевидно, что  на этой окруж-
н ости 

I F ( w) 1 = p l <p ' ( Ь )  1 .  
Для функции f ( w )  можно написать 

J f (w) 1 = 1 <р (w) - <р (Ь) - (w - Ь) <р' (Ь) - (z - <р (Ь)) 1 � 
� l zv - Ь 1 · 1 q> (� =: ( Ь) - <р' (Ь) 1 + J z - <р (Ь) l •  

откуда в силу равенств ( 7 . 2 )  и ( 7 . 3 )  следует, что при 

1 w - Ь 1 = р, 1 z - <р ( ь) 1 � б 

:мы имеем неравенство 
2 

1 f (w) 1 � 3 Р 1 rp' (Ь) 1 < Р 1 <р' (Ь) 1 · 
Следовательно, при 1 z - <р ( Ь )  1 < б на окружности 
l w - Ь 1  = р имеет место неравенство l f ( w) 1 < I F ( w) 1 .  
По теореме Pyme (теорема 6 .2 )  функция F ( w) + f ( w} , 
равная <р ( w ) - z, имеет в круrе 1 w - Ь 1 < р столько же ну
лей, сколько и фующия F ( w) , равная ( w - Ь ) <р ' ( Ь ) , т . е .  
ровно один. Тем самым лемма полностью доказана. О 

Обозначив полученное единственное реmение уравне
ния ( 7 . 1 )  символом 'Ф ( z ) , можно сформулировать доказан
ное утверждение следующим образом. 

Пусть фунпция <p ( w)  голаморфна в точпе w = Ь,  
и пусть ее производпая в этой точхе отлична от нуля. 
1 1 *  
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Тогда существуют та-пие положительпые числа р и б, что 
фуппция w = 'ljJ (z ) ,  обратпая n фуппции z = <p ( w ) ,  опре
делепа в -пруге l z - <р ( Ь ) 1 < б  и ее апачения лежат в пру
ее 1 w - Ы < р . Поставлеппы.ми условия.ми фуппция w = = -ф (z )  определяется едипствеппы.м образо.м. 

Следующая теорема существенным обрааом дополняет 
это утверждение. 

Т е о р е м  а 7 . 1 .  Пусть фуп-пция <p ( w)  голо.морфпа в 
точпе w = Ь , и пусть <р' ( Ь ) =1= О, а числа р и б определепы. 
равепства.ми ( 7 . 2 )  и ( 7 .3 ) . Фуппция w = 'ljJ (z) , определеп
пая выше кап фуппция, обратпая n фуппции z = <p ( w) , 
голо.морфпа в круге 

l z - <р ( Ь ) 1- < б. 
Д о к а а а т е л ь  с т в о .  Воаьмем z иа круга 1 z - <р ( Ь ) 1 < 

< б и рассмотрим интеграл 

1 5 w<p' (w) 1 (z) = 2----: ( ) 
dw. ш <р w - z  

lw-b i = P  

Иа равенства ( 7 . 2 ) , определяющего число р , имеем 

или 

1 q> (� =: (Ь) 1 � 1 <р' (Ь) 1 - � 1 <р' (Ь) 1 = ; 1 <р' (Ь) 1 
( 1 w - Ь ! = р) ,  

2 
1 ер (w) - <р (Ь) 1 � 3 р l <p ' (Ь) 1 ( j zv - Ь 1 = р) . 

Поэтому 

1 <р (w) - z 1 � 1 <р (zv) - <р ( Ь) 1 - 1 z - <р (Ь) 1 � 
2 � 3 Р 1 ер' (Ь) / - 1 z - <р (Ь) 1 ·  

Следовательно, при 1 z - <р ( Ь ) 1 � б на окружности 
1 w - Ь 1 = р имеет место перавеяство 1 <р (ш) - z 1 > 
> � Pl ер' (Ь) j , т. е. функция <p ( w) - z не обращается в 
нуль на этой окружности. Отсюда следует, что функция 

w<p' (w) 
q> (w) - z 

является голоморфной функцией переменпых w и z при z, 
.лежащих в круге 1 z - <р ( Ь ) 1 < б и w, лежащем на окруж
ности 1 w - Ь 1 = р . Согласно теореме 4.3 гл. 11 интеграл 
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1 ( z )  представляет функцию переменнаго z, голаморфную 
в круге l z - ер { Ь ) 1 < б. 

Покажем теперь. что при тех же условиях интеграл 
l ( z) совпадает с функцией 'Ф ( z ) , обратной к функции 
<р ( w ) . ДJIЯ этой цели мы зафиксируем произвольпае зна
чение z из круга 1 z - ер ( Ь ) 1 < б и вычислим этот инте
грал с помощью вычетов . Функция 

wep' (w) 
ер (w) - z 

как функция от переменнаго w голаморфна в круге 
1 w - Ь 1 < р, за исключением единственного простого по
люса при w = 'Ф ( z) , как вытекает из леммы 1 .  Согласно 
формуле для вычета в простом полюсе мы получаем 

wep' (w) wcp' (w) 1 'Ф ( ) w��z) q> (w) - z = ер' (w) w=-ф(z) = Z • 
Следовательно, по теореме о вычетах l (z ) = 'ljJ (z ) . В силу 
доказанной выше голаморфности интеграла 1 ( z) в круге 
1 z - ер ( Ь ) 1 < б теорема доказана. 

3 а м е ч  а н и е 1 . Мы доказали не только голаморф
ность обратной функции 'Ф ( z) , но и следУющую полез
ную формулу для нее: 

z = ....!... r wcp' (w) dw. 'Ф ( ) 2ni . 1  q> (w) - z 
lw-b i =P 

( 7 .4) 

Легко видеть, что с помощью тех же рассуждений мож
но было бы доказать и формулу 

Н'Ф (z)) = 2�i S 
lw-b i=P 

f (w) q>' (w) 
ер (w) - z dw, ( 7 .4*) 

справедливую для любой функции f ( w) , rоломорфной в 
круге l w - b l  < р. 

3 а м е ч а н и е 2. Из тождества ер ( 'Ф ( z) ) = z, диффе
ренцируя по z, мы легко получаем формулу для произ
водной обратной функции 

'Ф' (z) = q>' (� (z) ) . (7 . 5) 
Теперь по кажем, что если ер ( w ) - аналитическая 

функция, то функцию 'Ф (z )  также можно рассматривать 
как аналитическую функцию. 

Т е о р е м а 7 .2 . Пусть ерь ( w) - проиввольпый эле;м,епr 
апалитичеспой фуппции <p (w} в точпе liJ = Ь . По теоре-
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.ме 7 . 1 паждо.му тапо.му эде.мепту, удовдетворяющему ус
довию <р� (Ь) =F О, отвечает фуппция 'Фа (z ) , обратпая n Э.!lе
.мепту <рь (w ) . Все фуппции 'Фа ( z) явдяются э.ле.мептами в 
точпах z = а = <рь ( Ь ) ападитичеспой фуппции 'Ф ( z ) , пото
рую естественпо паввать ан,адитичеспой фующией, обрат
пой n ан,адитичеспой фуппции <р ( w ) . 

Д о н а з  а т е л ь  с т в о .  Нам нужно установить, что лю
бой элемент 'Фа2 (z) можно получить из любого другого 
элемента 'Фа (z) аналитическим продолжением по некото-1 
рой кривой. Пусть элемент 'Фа1 (z) был получен как обрат-
ная функция к элементу <рь1 (w) , а элемент 'Фа2 (z) - r<ак 
обратная функция к элементу <рь2 (w) .  Э лемент <рь2 (w) 
можно получить из элемента <рь (w) аналитическим про-1 
долженнем по пекоторой кривой r, причем, без ограни-
чения общности, можно считать, что элементы <рь(z) в 
каждой точке кривой Г удовлетворяют условию <р� (Ь) =F О 
(ибо по теореме единственности нули производной - изо
лированные точки, а кривую Г в любом месте можно не
много деформировать, не меняя резульrат продолжения ) .  
Rогда точка Ь проходит кривую Г,  точка а =  <р ( Ь )  прохо
дит некоторую кривую С. В каждой точке кривой С име
ется элемент 'Фа ( z) , причем началу кривой С отвечает 
элемент 'Фа1 (z) , а концу - элемент 'Фа2 {z) . Легко видеть, 
что совокупность элементов 'Ф.v (z ) образует функцию, ана
литическую на кривой С. Следовательно, элемент 'Фа2 (z) 
получается из элемента 'Фа (z) аналитическим продол-1 
жением по кривой С. Поскольку 'Фа/z) и 'Фа2 (z) - произ-
вольная пара ::щементов, теорема доказана. 

Естественно возникает вопрос, что представляют со
бой для аналитической функции 'ljJ ( z ) ,  обратной к анали
тической функции <р ( w )  , те  точки w = а = <ре ( Ь ) , которые 
отвечают элементам <рь ( w )  с условием <р� (Ь) = О. Рассмо
трение функции <р ( w) = wn наводит на мысль, что такие 
точки должны быть точками ветвления. Это доказывается 
без особого труда. Именно, справедлива следующая 

Т е о р е м  а 7 .3 .  Пусть фуппция <р ( w) годо.морфпа в 
r o ч n e  w = Ь , а ее проивводпая и.меет в этой точпе нудь 
порядпа т - 1 . Тогда существуют тапие чисда р > О и 
б >  О, что ддя дюбых z ив пруга l z - <р ( Ь )  1 < б  уравне
ние ( 7 . 1 ) и.меет в пру г е 1 w - Ы < р ровно т решений. 
Эти решения явдяются впачепия.ми фуппции 'ljJ (z) , апади-
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тичесriой в Уiодьце О < 1 z - ер ( Ь ) 1 < б и раздагающейся в 
этом. Уiодьце в ряд 

'Ф (z) = Ь + с1 (z - a)m + с2 (z - а)т + . . . , с1 =1= О (а = ср (Ь)) . 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Из условий, наложенных на 

функцию ер ( w) , следует ,  что в окрестности точки w = Ь 
ее ряд Тейлора имеет вид 

ер ( Ш ) = ер ( Ь ) + 1Хт ( W - Ь ) т + IXm+ 1 ( W - Ь ) m+ 1 + , , . ,  
<p(m) (b) 

причем СХт = 1 =1=0. Ввиду последнего неравенства мы т .  
можем выбрать число р > О  столь малым, чтобы в круге 
1 w - Ь 1 < р имело место неравенство 

1 <р ( w) 
- <р ( Ь) - СХт 1 < _31 1 СХ� 1 .  [ (w - Ь)т 

1 Число б определим равенством б = 3 р 1 CXm 1 · Вводя вспо-
могательные функции 

F ( Ш ) = ( Ш - Ь ) mCXm, / ( W) = ер { W) - Z - СХт { W - Ь ) т 
и применяя теорему Руше, мы, как и в лемме 1 ,  легко убе� 
ждаемся, что при 1 z - ер ( Ь) 1 < б функция 

F ( w) +  f ( w) = cp ( w) - z 
имеет в круге 1 w - Ь 1 < р столько же нулf'Й, сколько и 
функция F ( w)  ( считая кратность) .  Так как функция 

F (w) = (w - Ь ) тсхт 
имеет в круге 1 w - Ь 1 < р ровно т нулей (один нуль 
кратности т ) , мы получаем первое утверждение теоремы. 

Для доказательства следующих утверждений теоремы 
рассмотрим функцию 

ер1 (ш) = у' ер (w) - ер (Ь) = �1 (ш - Ь) + В2 (w - Ь)2 + . . . , 
m r-

где �1 = v' СХт =1=0.  Эта функция голаморфна в точке w = 
= Ь и ер� (Ь) = �1 =1= О . С помощью функции ер1  ( w) уравне
ние ( 7 . 1 )  записывается в виде 

(а = ер (Ь)) . (7 .6 )  

Обозначим теперь через w = 'Ф1  ( � ) функцию, обратную к 
функции � = ер1 ( ш ) ( эта функция существует по лемме 1 ,  
и п о  теореме 7 . 1  она голаморфна в окрестности точки 
� = О) . С помощью функции 'Ф1 ( � )  мы можем записать 
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решение уравнения ( 7 . 6 )  в виде 

w = 'lj>1 (1/z - а) (а = ер (Ь)) . 
Следовательно, 

'Ф (z) = 'Ф1 (1/z - а) , 
где фуннция 'Ф1  ( � ) голаморфна в точне � = О. Отсюда уже 
легно получаем оставшиеся утверждения теоремы. !] 

В занлючение выведем формулы, дающие явные вы
ражения ноэффициентов ряда Тейлора обратной фуннции 
'lj> (z )  через значения фуннции ·ep ( w )  и ее производных в 
соответствующей точне. 

Т е о р е м  а 7.4. Пусть фунrщия ер ( w )  еоло;м,орфна в 
точпе w = Ь , и пусть ер' ( Ь ) *  О, а 'lj> (z ) - фунпция, обрат
ная n фунпции ер ( w) . В опрестности точпи z = а, где а = 
= <р ( Ь ) , фунпция 'ljJ (z) раалагается в ряд 00 

'Ф (z) = Ь + � Сп (z - a)n 
n=l 

и для поаффициентов этого ряда имеют место формулы 

с - _!_ s (w - Ь) q>' (w) 
dw -n - 2ni [q> (w) - q> (b} Jn+l -

lw-Ь i=P 
1 an-l { [ w - Ь ]n+l  1 } 

( n - 1 ) !  dwn-l q> (w) - q> (Ь) ер (w) w=Ь 

(n = 1 , 2, 3, . . .  ) . 
Д о н а з а т е л ь с т в о. Возьмем в формуле ( 7 .4* ) 

f ( w)  = w - Ь.  Это даст нам равенство 

'Ф (z) - Ь = � s (w - Ь) q>l (w) dw.  2ш q> (w) - z 
Jw-ЬI =P 

При достаточно малых значениях z - ер ( Ь ) подынтеграль
ная фуннция разлагается в сходящийся ряд 

( w - Ь) q>' (w) 
q> (w) - z 

(w - Ь) q>' (w) 
q> (w) - q> ( Ь) 

00 

1 
z - q> (b) 

1 - q> (w) -- q> (Ь) 

"\"' (z - q> (b))n ( Ь) 1 ( ) = 
.... ( ( ) - (b))n+l  Ш - ,ер W • 

n=o q> w q> 
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Почленно интегрируя этот ряд (и  вспоминая, что <р ( Ь )  = 
= а) , мы получаем для функции '\j) (z) - Ь разложение 00 

'Ф (z) - Ь = � Сп (z - a)n. 
n=l 

Формулы для коэффициентов имеют вид 

с = _1_ 5 (w - Ь) <р' (w) dw. n 2:n:i [ ер (w) - <р (b) ]n+ l 
lw- b i =P 

Чтобы иреобразовать эти формулы, заметим, что функция 

F <ш> = [<р с�=� сь)Гн ер ' <ш> 
голоморф на в круге 1 ш - Ь 1 � р и что, согласно инте
гральной формуле :Коши (точнее ,  согласно формулам для 
высших производных) ,  

1 p<n-l) (Ь) = _i_ 5 F (w} dw. 
(n - 1 ) ! 2:n:i (w - Ь)п 

/w-b i=P 

Тем самым т еорема полностью доказана. 
3 а м е ч а н и е .  С помощью тех же рассуждений мож

но было бы получить и ряд 
00 

f ('Ф (z)) = j (b) + � an (Z - a)n (а = ер (Ь)) , 
n=l 

где 

1 an-l {[ w - b  ]n 'j (w} - j (b) ' ( >} an = (n - 1) 1  dwn-l <р (w) - <р (Ь) <р (w) - <р ( Ь) <)J Ш w=b '  

Этот ряд называется рядом Бюр:мапа - Лаграпжа. 

§ 8. Неавные функции 

Теорема об обратной функции, доказанная в преды
дущем параграфе, является частным случаем теоремы о 
веявной функции, доказательству которой мы посвятим: 
настоящий параграф. 

Т е о р е м а  8 . 1 .  Пусть фующия F (z, w) опреде.л,епа 
в об.л,асти l z - a l < r, l w - Ь 1 < R и пепрерывпа в этой 
об.л,асти по совопуппости пере:меппых. Пусть, про:ме того, 
фуппция F (z, w )  го.л,о:морфпа по пере:меJmой z в пруге 
l z - a l < r при .л,юбо:м w, l w - b l < R, а по пере:меппой 
w - в цуге l w - b l < R при .л,юбо:м z, l z - a l < r. Ес.л,и 
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F (a, Ь ) = О, а F� (a ,� b) =F O, то существует единственпая 
непрерывная в точпе z = а фуппция w (z ) , удовлетворяю
щая условиям 

F (z, w ( z) ) ==  О, w (a) = Ь. 

Эта фущщия w (z)  голоморфн,а в точпе z = а  и 

, F� (z , w (z)) 
w (z) = - --=-, --

F w (z, w (z)) 
для всех z в пепоторой опрестпости точпи z = а. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Разобьем доказательство на не
сiюлько этапов . 

1 .  Покажем, что функция F (z, w )  в малом линейна, 
т .  е. что 

F (z, w ) = A (z - a) + B ( w - b ) + e (z, w ) , (8. 1 )  

где А и В - некоторые числа, а 
летворлет условию 

е ( z, w) = о ( 1 z - а 1 + 1 w - Ь 1 ) 

функция е ( z, w )  удов-

( z -+ a, w -+ b ) .  (8. 2 )  

Ясно, что е ( z, w) голоморфна по переменным z и w там 
же, где и F (z, w ) . Так как F ( z, w) голоморфна по z в 
круге l z - a l < r при любом w, то (r t  < r ) 

00 
1 . \ ' F (z, w+) dz. F (z , w) = '' Cn (w (z - a)n, Сп (w) = -2 . - :rtz (z-a)n 1 n=o 1z-a1  =r 1 

Согласно теореме 4 .3  гл. I I  коэффициенты Cn ( w ) явля
ются голоморфными функциями w в круге 1 w - Ь 1 < R, 
так как F (z, w ) голоморфна по w в этом круге. Разлагая 
функции Cn ( w )  в ряды по степеням ш - Ь, получаем 
двойной ряд 

00 00 
F (z , w) = � � Cn,R. (z - a)n (w - b)h., n=o h.=o 

абсолютно и равномерно сходящийся при l z - a l :о::;; rt , 
1 w - Ь 1 :о::;; Rt ,  r1 < r, Rt < R. Ясно, что сумма всех членов 
этого ряда с суммой номеров , большей единицы, равна 

о ( 1 z - а 1 + 1 z - Ь 1 ) ( z -+ а, w -+ Ь ) . 
Свободный член равен нулю, так как F (а, Ь ) = О. Кроме 
того, ясно, что 

А =  F� (a, Ь) , В = F� (a , Ь) .  
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2. Покажем:, что найдутся такие числа r 1 ,  О < r1 < r,  

и R, ,  О <  R, < R, что при любом: z из круга l z - al < r1 
уравнение F ( z, w) = О имеет ровно одно решение, удов
летворяющее неравенству 

l w (z) -Ь I < R, .  (8 .3 )  

Для этой цели воспользуемся теоремой Руше ( теоре
ма 6 .2 ) . Мы выберем r, и R,  так, чтобы слагаемое 
В ( w - Ь )  в правой части равенства ( 8. 1 )  было по моду
лю больше суммы двух других на окружности 1 w - Ь 1 = 
= R, (при любых z ,  l z - a l  < r, ) . Для этого возъмем r1 
и R, ,  удовлетворяющие условиям 

r1 < R1 min (J�� I ' t ) , 
шах l e (z, w) 1 < 1 : 1  R1 • (8 .4) 

\z-al <: rl ' lw- Ь I ..;: R1 

В силу (8 .2 )  этим условиям можно удовлетворить (на
помним, что В =1= О по условию теоремы, так как В = 

= F � (а,  Ь)) . 
Возъмем z в круге l z - a l < r1 и рассмотрим F (z, w )  

как функцию w в круге 1 w - Ы � R1 •  Согласно теореме 
Руше функция F (z, w) имеет в этом KPYI'e столько же 
нулей, сколько и слагаемое В ( w - Ь )  , которое на окруж
ности этого круга по модулю больше суммы двух других. 
Но функция В ( w - Ь ) имеет всего один нуль: w = Ь. 
Значит, и функция F (z, w) имеет в ируге l w - Ь l  < R ,  
только один нуль. Для него и выполнено неравен
ство ( 8 .3 )  . Этот нуль обозначим w ( z )  . 

3. Доиажем дифференцируемость фупиции w ( z)  в 
точие z = а. 

Для этой цели придется оценить w (z )  несиолъио точ
нее. Воспользуемся опять теоремой Руше, но фуницию 
F ( z, w ) разобъем на несиолъио иные слагаемые. Ясно, 
что мы получим довольно хорошее приближение для 
функции w ( z )  , приравняв нулю линейную часть F ( z, w) . 
Поэтому обозначим 

А w0 ( z) = Ь - 73 (z - a) 

( w  = w0 (z )  и есть нуль линейной части F (z, w ) )  и за
пишем F (z, w )  в виде 

F (z, w ) = B ( w - wo ( z ) ) + e (z, ш ) . 
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Будем рассматривать F (z, w) как функцию w на 
окружности С =  C (z, 8 )  (в  плоскости w) , имеющей урав
нение 

1 w - Wo ( z )  1 = 8 1  z - а 1 

( 8 - заданное положительвое число ) .  Покажем, что при 
z, достаточно близких к а, слагаемое В ( ш - w0 ( z) )  на 
окружности С по модулю больше слагаемого 8 ( z, w ) . Со
гласно ( 7 . 2 ) 8 (z, w ) = o ( l z - a l  + l w - b l ) ,  а на окруж
ности С имеем l w - b l  < M l z - a l  (М - некоторое чис
ло) . Поэтому 

8 (Z, w ) =o ( l z - a l ) ( z -+ a, w E C (z, 8 ) ) .  

Следовательно, :можно взять б > О так, чтобы при 1 z - а 1 < 
< б и w Е С имело :место перавеяство 

1 8  ( z, w) 1 < 8 IB I l z - a l . 

Но I B ( w - wo (z ) ) 1 = 8 I B I I z - a l при w Е С и при лю
бых z. Таким образом, на окружности С слагаемое 
В ( w - wo ( z)  ) по модулю больше, чем слагаемое 8 ( z, w) . 
Согласно теореме Руше функция F (z, w )  имеет внутри С 
столько же нулей, сколько и слагаемое В ( w - w0 ( z) ) , 
т. е. ровно один нуль. Видно, что при z __.. а этот нуль 
стремится к Ь, так что при z, достаточно близких к а, он 
обязан совпадать с w (z)  в силу утверждения, доказанно
го на втором этапе. Иными словами, точка w = w ( z )  ле
жит внутри окружности С, а это дает нам перавеяство 

l w (z) -wo ( z) 1 < 8 l z - a l ( l z - а ) < б ) 
или, раскрывая выражение wo (z ) ,  

1 w �z�-: Ь + � 1 < 8 ( 1 z - а 1 < б) .  

Так как 8 > О  произвольно, это неравенство означает, что 
функция w ( z )  дифференцируема в точке z = а и что 

, А F; (а , Ь) 
w (а) = - В  = - , . F w (а , Ь) 

4. Осталось доказать голаморфность фующии w (z )  в 
ТОЧI\е Z = а.  

Для этого докажем, что функция w ( z )  дифференци
руема не только в точке z = а ,  по и в векоторой ее окре
стности. Поскольку функция w ( z ) непрерывна в точке 
z = а, мы можем взять а 1 настолько близким к а, чтобы 
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Ь 1 = w ( а1 )  было достаточно близким к Ь,  именно, на
столько близким, чтобы для всех z из круга 1 z - а 1 < 
< 2 l al - a l уравнение F ( z, w) = О имело только один ко
рень, лежащий в круге l w - Ь 1  < 2 I Ь I - Ь 1 ( см. второй 
этап доказательства) , и чтобы еще выполнялось нера
венство 

F� (а1 , Ь1) oi= О . 
Тогда условия теоремы выполняются и после замены 
(а, Ь) на (а 1 , Ь 1 ) , а решением уравнения F (z, w ) = О, 
удовлетворяющим условию w (a1 ) =  Ь 1 ,  является все та же 
функция w ( z) . Отсюда мы получаем дифференцируемость 
w (z ) в точке z = а 1 .  Поскольку z = а 1 - любая точка, до
статочно близкая к точке z = а, функция w (z )  гола
морфна в точке z = а (в силу эквивалент;ности понятий 
голаморфности и дифференцируемости в области ) . 

Теорема полностью доказана. О 
С помощью теоремы 8. 1 можно проводить исследова

ние особых точек функции w (z) , определенной каким
либо неявным уравнением. Очевидно, что особые точки 
следует искать среди решений системы уравнений 

F (z, w) = О, F� (z, w) = О .  
Решениями такой системы являются пары чисел ( zк, wk) . 
Первое указывает точку плоскости, второе выделяет ветвь 
аналитической функции, для которой эта точка может 
оказаться особой точкой. Над одной и той же точкой 
плоскости могут лежать и особые и не особые точки. 



Глава V 

КОНФОРМНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ 

Любую функцию комплексного перемониого можно 
рассматривать как отображение одной комплексной плос
кости в другую. Эта глава посвящена исследованию ха
рактерных свойств отображений, совершаемых голоморф
ными функциями, а также изложению практических при
емов для отыскания отображения заданnой области в 
другую с помощью голоморфной функции. С необходи
мостью решения таких задач мы столкнемся в даль
нейшем. 

§ 1 . Общие сведения об отображениях 

Напомним терминологию. 
Пусть функция комплексного перемениого / ( z )  опреде

лена в области D, а Е - некоторое множество, лежащее 
в D. Множество Е',  состоящее из значений w, принимае
мых функцией / {z )  на множестве Е, назовем образом мно
жества Е при отображении w = f { z )  и будем обозначать 
Е' = f (E) . Множество Е будем называть прообразом .мно
жества Е' при отображении w = / ( z ) . 

Всюду в дальнейшем рассматриваются лишь непре
рывные отображения, т .  е. функция / { z) считается непре
рывной. При этом непрерывность понимается на сфере 
Римана, т. е. точкам z1 и z2 , близким на .сфере Римана, 
должны отвечать значения функций f (z ! ) и j ( z2 ) , тоже 
близкие на сфере Римана. Таким образом, мы допускаем, 
что функция f ( z ) может обращаться в бесБонечность. 

При непрерывном отображении прообразом открытого 
множества Е является открытое множество. Образом от
крытого множества не обязано быть открытое множество, 
как показывает пример отображения круга 1 z 1 < 1 функ
цией, равной z при Im z > О и z при Im z < О. 

Наибольший интерес представляют взаимно однознач
ные отображения. 

Если функция f ( z ) в различных точках множества Е 
принимает различные значения, то мы скажем, что функ-
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ция f (z )  одполистпа па мпожестве Е, а отображение w = = / (z ) является взаимпо одпозпачпым отображепием мно
жества Е на множество Е' = f (Е) .  О 

Для доказательства однолистности фующии f (z )  мы 
будем часто пользоваться следующими двумя очевидны
ми признаками. 

Для од полистпасти фующии f (z )  в области Е необхо
димо и достаточпо, чтобы существовала пепрерывная па . 
.м,пожестве E' = f (E)  фующия <p ( w ) ,  обратпая n f (z ) , 
т. е. тапая, что 

<p (f ( z ) ) = z  ( z E E) и f. (<p ( w ) ) = w  

Если фуппция f (z) одполистпа па мпожестве Е, 
а фуnпция F (z )  одполистпа па мпожестве f (E) ,  то фупп
ция F ( f ( z) ) одполистпа тщ мпожестве Е. LJ 

Перейдем к отображениям голаморфными функциями. 
Т е о р е м а  1 . 1 .  Пусть фунпция f ( z )  голаморфна в об

.!lасти D, и f ( z )  Ф const. Обозначим через G", множество 
тех значений w, для поторых уравнение f ( z ) = w имеет в 
области D не менее т решений. Тогда Gm - отпрытое 
множество. 

Д о к а з  а т е л ь с т в о . Нужно доказать, что все точ
ни w, достаточно близкие к точке Wo Е Gm, тоже входят 
в Gm. Пусть значение w0 принимается функцией f (z )  в 

k 
точках z, Е D с кратностью т. ( s = 1 ,  2, . . . , k )  и �тs � 

1 
;;;;. т. В точке z = z. функция f ( z ) - wo имеет нуль крат
ности т,, так что точка z = z. является нулем кратности 
т, - 1 для функции f' ( z ) . Применяя теорему 7 .3  гл. IV, 
видим, что функция f ( z) - w при всех w, достаточно близ
них к wo, имеет т. нулей в заданной окрестности точ
ни z • .  Задавая окрестности точек z. неперекрывающимися 
и лежащими в D, видим, что функция f (z ) - w имеет в 

k 
D не менее � тs � т нулей (,при w, достаточно близких 

1 
к wo) . Следовательно, все значения w, достаточно близ
кие к wo, входят в Gm, и теорема доказана. 

С л е д с т в и е. При отображепии голоморфной фунп
цией образом области является область . 

Действительно, в обозначениях теоремы образом обла
сти является открытое множество G1 .  Сяязность образа 
области легко получаем из непрерывности отображения. 
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Обсудим теперь взаимно однозначные отображения., 
совершаемые голоморфными или мероморфными функ
циями (т .  е .  будем допускать наличие полюсов ) .  При ото
бражении w = f ( z ) образом точки z = а, в которой f (' z ) 
имеет полюс, считается точка w = оо.  

Такие отображения являются непрерывными отобра
жениями сферы Римава на себя (в естественной тополо
гии ) . Будем говорить, что функция f ( z )  одftо.листпа в точ
�е z = а, если существует содержащая точку z = а об
лас1'ь D, в 1\оторой фунll:ция f ( z ) однолистпа. 

Т е о р е м  а 1 . 2 . Д .ля того чтобы фунжция f ( z) ,  го.ло
_-порфная в точ�е z = а (а =1= оо ) , бы.ла одно.листпа в этой 
точ�е , пеобходи.мо и достаточно, чтобы f' (а ) =1= О. 

Д01шзательство сразу вытеll:ает из теоремы 7.3 гл. IV. 
Этот Il:ритерий без всякого труда переносится на слу

чаи, 1\огда а = оо и когда функция f ( z )  имеет полюс в 
точке z = а. Для этого достаточно заметить, что функция 
� = 1/z совершает взаимно однозначное отображение 
окрестности точки z = оо па окрестность точки � = О. 
Применяя это преобразование к независимой переменной 
или к функции, получаем 

С л е д с т в и е 1. Д .ля того чтобы фушщия 

( \  z J > R), 

го.ломорфпая в точ�е z = оо, бы.ла одпо.листпа в этой точ
�е, пеобходи.мо и достаточпо, чтобы с 1 =1= О. 

С л е д с т в и е 2 . Д .ля того чтобы фуп�ция f ( z ) , имею
щая в точ�е z = а по.люс, была одпо.листпа в этой точ�е, 
пеобходимо и достаточпо , чтобы этот по.люс бы.л по.люсо;м, 
первого поряд�а. 

3 а м е ч а н и е .  Для однолистности функции f ( z) в об
ласти D необходимо (но не достаточно ! ) ,  чтобы функция 
f ( z )  была однолиства в каждой точке этой области. 

Примером функции, однолистной в каждой конечной 
точке плоскости, но не однолистной во всей конечной 
плоскости, может служить функция е•. 

Проверка однолистности функции в области значи
тельно сложнее, чем проверка однолистности в точке. Для 
голоморфных функций кроме признаков , предложенных 
в начале параграфа, имеется еще один признак, носящий 
название припципа соответствия грапиц. 

Т е о р е м  а 1 .3 . Пусть D и G - �опечпые одпосвяз
пые об.ласти, ограпичеппые за;м�путьши -,.усочпо г.ладхи-
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.ми привыми С и Г соответственно. Пусть, далее, фунп
ция f (z )  голаморфна в области D и непрерывна вплоть 
до ее границы. Если при движении точпn z по привой С 
в положительном направлении точпа w = f (z )  движется 
по привой Г в положительпом направлепии и один об
ход С отвечает одпому обходу Г, то отображение w = f (z ) 
является вааимно одноаначны.'ft отображепием области D 
на область G .  

Д о к а з а т е л ь с т в о. Нам нужно доказать, что функ
ция f ( z ) однолиства в области D и что f (D )  = G .  

Обозначим через v (� ) число нулей функции f (z ) - t 
в области D. Однолистность f ( z)  в D означает , что v ( � ) � 
� 1 для всех � - Для � будем различать три возможности: 
� Е G, � Ф G и . �  Е Г .  При доказательстве однолистности 
возможность t Е Г можно не исследовать, так как множе
ство значений �. для которых v ( � ) ;;;:o 2, по теореме 1 . 1  яв
ляется открытым множеством, т. е .  состоит лишь из вну
тренних точек, а кривая Г - замкнутое множество, не 
имеющее внутренних точек Множество значений t ,  при
нимаемых функцией f (z )  па кривой С, по условию теоре
мы совпадает с кривой Г .  Поэтому при t Ф Г функция 
f ( z ) - � не обращается в нуль па С. Применим принциn 
аргумента (см. формулу ( 6.3 )  гл. IV) . Это даст 

v (�) = 2...!.. var arg [f (z) - �] . 
:n: с 

По условию теоремы точка w = f (z )  один раз обходит в 
положительном направлении кривую Г, когда точка z 
один раз обходит в положительном направлении кри
вую С. Значит 

v (�) = 2...!.. var arg [f (z) - �] = -2 1 var arg (w - �) . 
:n: с :n: г 

Последнее выражение согласно принципу аргумента рав
но числу нулей функции w - � в области G. Это число 
равно нулю при � Ф G и единице при � Е  G. Таким обра
зом, мы доказали, что G с: / (D ) с: G. Так как по теоре
ме 1 . 1  множество f (D ) открыто, то / (D) =  G, и теорема 
доказана. О 

Выясним теперь, какими геометрическими свойствами 
отличаютел отображенил голаморфными функциями. Рас
смотрим главную линейную часть отображения w = f (z )  
(см. § 2 ,  гл . I ) . Если функция f (  z )  голаморфна в точ-
12 М. А. Евграфов 
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не zo, то главная линейная часть этого отображения име
ет вид 

w - wo = А (z - zo ) , ( 1 . 1 )  

где wo = f ( zo ) , А = f' ( zo ) . Линейное отображение ( 1 . 1 ) 
является комбинацией поворота и подобил ( если А =1= О ) . 
Коэффициент подобил равен 1 А 1 , а угол поворота равен 
arg А. Преобразованил подобил и поворота сохранлют 
форму фигур. Условие А =1= О означает однолистность 
функции f (z ) в точке zo. Поэтому отображенил голаморф
ными однолистными функциями получили название �оn
формлых отображеnий (т .  е. сохраняющих форму) . Ото
бражения, совершаемые однолистными мераморфными 
функциями, тоже называются �оnфор:мны.ми отображе
ниями ( они сохраняют форму бесконечно малых фигур 
на сфере Римана) .  

Из этих геометрических расемотрений очевидны:м об
разом вытекает одно утверждение, которым часто прихо
дится пользоваться: 

При понфор.мnом отображеnии угол между двумя 
привы.ми (в точке пересечения) равеn углу .между обра
.аа:ми этих привых. 

Обычно вводится понятие уг.:та между кривыми, пере
секающимися в бесконечно удаленной точке, так чтобы 
сохранилось это утверждение и для отображений мера
морфными функциями. Именно : 

Пусть даны две кривые, уходящие u бесконечность. 
Если их образы при отображении � = 1/  z имеют в точке 
1;; = О касательные, то будем считать, что исходные кри
вые пересекаютсл в бесконечно удаленной точке под уг
лом, равным углу между их образами. 

Исходя из этого определения, петрудно проверить, что 
уго.а в беспонечnо уда.аеиnой точпе между дву:мя пря:мы
.ми равен углу между этими прямыми в конечной точке 
пересечения, взятому с обратным знаком. О 

Приведем еще две формулы, легко поJiучающиесл из 
тех же геометрических соображений. 

Пусть w = f (z ) - поnформное отображепие об.аасти D 
на об.аасть D' .  Ec.au L - привая, .аежащая в об.аасти D, 
L' - ее обраа, а S' - д.аипа L', то 

S' = .\ 1 /' (z) 1 1 dz 1 .  ( 1 .2) 
L 
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Ес.ли G - об.ласть, .лежащая в D, G ' - ее  образ, а ' 

п.лощадь G ' ,  то 

а' = J S 1 f' (z) 1 2 dx dy . ( 1 .3} 
D 

Обе эти формулы леrко доказываются из следующих 
rеометрических соображений: бесконечно малый элемент 
длины и бесконечно малый элемент площади не меняются 
при иреобразовании поворота; при иреобразовании подо
бия элемент длины умножается на коэффициент подобия� 
элемент площади - на ero квадрат . Подробноrо доказа
тельства формул мы приводить не будем. Читатель, ос-
воившийся с понятием интеrрала, леrко докажет их сам. О 

Заметим еще, что якобиан отображения w = f ( z )  ра
вен l j' ( z )  1 2 • Действительно, отображение w = f (z )  мож
но записать в виде 

и = и (х, у ) , v = v (x, у ) . 

rде w = и + iv, z = x + iy ; u (x, y ) = Re j (x + iy ) ,  v (x, y ) = 
= Im f (x + iy ) .  Тоrда 

д (и ,  v) ди дv дv ди  
д (х , у) = дх ду  - д:r ду ' 

что в силу уравнений Коши - Римава ( §  1 rл . 1 1 )  равно 
l f' ( z )  1 2 •  О 

В заключение приведем два важных результата, лежа
щих в основе всей теории конформных отображений. 

Т е о р е м  а Р и м  а н а . Д .ля .любой одfюсвяаной об.ла
сти, граница которой состоит бо.лее чем из одной точки, 
существует го.ломорфная в этой об.ласти функция f ( z ) , 
понформно отображающая ее на круг l w l < 1 .  Функция 
f ( z )  единственным образом опреде.ляется ус.ловиями 
f (а ) = О, arg j' (а ) = е ( а  - проиаво.льная точка об .ласт и, 
е - проиаво.льное действите.льное чис.ло ) . 

Эту теорему мы докажем в более общем виде в rл. IX, 
rде будет исследоваться вопрос о конформном отображе
нии мноrосвязных областей. 

Т е о р е м а о с о о т в е т с т в и и  r р а н  и ц. Пусть 
D - конечная односвязная об.ласть, ограниченная кусач
но г.ладпой кривой, а f ( z ) - папая-.либо фунпция, пон
формно отображающая об.ласть D на круг i w l < 1 .  Тогда 
функция f (z )  непрерывна вп.лоть до границы об.ласти D, 
12* 



t80 ГЛ. V. IЮНФОРМНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ 

а обратпая n f ( z)  фуптщия <p (w) равпо:керпо пепрерыв
па в круге l w l < 1 .  

Эту теорему м ы  тоже докажем в гл. IX.  

§ 2. Дробио-линейные отображения 

Дробпо-дипей1-tы.м отображепие:м назывэ ется отобра
жение, совершаемое функцией вида 

w (z) = az + Ь 
cz + d (ad - Ьс =1= О) (2 . 1 )  

(дробно-линейной функцией ) .  "У слови е ad - Ьс =1= О озна
чает, что функция w ( z ) не сводится к тождественной по
стоянной. Формула не определяет функцию при z = оо и 

d z = - - . Доопределяя по непрерывности, полагаем с 

w (oo) = + • ш (- 4-) = оо 
( если с = О, то w ( оо) = оо) . 

Определенная таким образом во всей расширенной 
плоскости z дробио-линейная функция является, очевид
но, мераморфной функцией во всей расширенной плоско
сти. Равенство ( 2. 1 )  можно разрешить относительно z, 
что даст 

dw - b  z (w) = L . 
- cw -, а 

Таким образом, дробио-линейная функция имеет обрат
ную функцию, тоже являющуюся дробно-линейной. Сле
довательно, дробио-линейная функция однолиства во всей 
расширенной плоскости. Поэтому имеем: 

С в о й  с т в о 1 .  Дробпо-дипейпое отображепие яв.л,я
ется попфор:мпы.м отображепие.м расширенпой плоспости z 
па расширеппую пдоспость w. 

Докажем еще одно свойство.  
С в о й с т в о 2. Реаудьтат двух посдедоватедьно вы

подпепн.ых дробно-дипейпых отображениil тоже явдяется 
дробпо-динейны:м отображением. Отображение , обратное 
n дробно-линейно:му, тоже явдяется дробно-динейньш. 

(Это свойство часто формулируют так: совопупность 
дробно-липейных отображепий образует группу. )  
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Вторую часть утверждения мы уже доказали выше. 
Для доказательства первой его части напишем 

alz + bl а2� + ь2 � = 
C IZ + d1 ' W = С 2� + d2 • 

Подставляя выражение для � в формулу для w, находим 
az + Ь W = -cz + d '  

rде 

а = а 1а2 + Ь2с 1 , Ь = а2Ь 1 + b2d1 , 

С = а1 с2 + C 1d2, d = Ь 1 с2 + d1d2 . 

Нетрудно проверить, что ad - Ьс= (а1d1-Ь 1с 1 ) (a2d2-b2c2 ) , 
откуда видно,  что ad - Ьс =1= О, если a 1d 1 - Ь 1 с 1 =1= О и 

a2d2 - Ь2с2 =1= О. D 
Заметим, что если с дробио-линейным отображением 

а z + Ь  ( Ь' 
w = c-.-d- связать матрицу а ) то обратному отобра-

z -г с d ' 
жению отвечает обратная матрица, а последовательному 

выполнению двух отображений - произведение :матриц. О 
С в о й  с т в о 3. При д робно-линейном отображении 

обраао;м, любой опружности и пря.мой является тоже оп
ружность или прямая. 

Докажем это свойство непосредственно .  Возьме:м ка� 
кую-либо окружность 1 z - zo 1 = R и посмотрим, куда 
перейдет эта окружность при дробио-линейном отобра
жении. Случай прямой можно отдельно не рассматривать, 
так как прямая является предельным случаем окружно-

аw -1- Ь 
сти. Пусть отображение имеет вид z = cw + а · Подставив 

выражение для z в уравнение окружности, получим 

l ( a - czo ) w + ( b - dzo ) l = R i cw + d l 

или 

l a 'w  + b ' l 2 = R2 l cw + d l 2• 

Rвадрат модуля комплексного числа равен произведению 
этого числа на число, комплексно сопряженное с ним. 
Поэтому полученному уравнению можно придать вид 

(a' w + Ь ' ) (ii'w + Ь ' )  = R2 (ёw + d) ( cw + d )  
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или 

\ a ' \ 2 \ w \ 2 + \ Ь ' \ 2  + а''Б 'w  + ii'b'w = 
= R21 (  l c \ 2 1 w \ 2 + \ d \ 2  + cdw + cdw) . 

Если положить w = и + iv и записать это уравнение в де
картовых координатах на плоскости (и, v ) ,  то получим 
уравнение 

А ( и2 + v2 ) + Ви + Cv + D = О , 

которое является уравнением окружности или прямой. 

Свойство доказано. О 
Для формулировки следующего свойства нужно сна

чала ввести понятие симметрии относительно окруж
ности. 

Точки z и � называются сим.метричны.;чи относитедьНQ 
опружности Г, если они лежат на одном луче, выходя
щем из центра Г, и произведение их расстояний от цент
ра Г равно квадрату радиуса Г. Центр Г считается сим
метричным с бесконечно удаленной точкой. 

Симметрия относительно прямой понимается в обыч
ном смысле :  

Точки z и � называются сим.метричными относитедьна 
прямой Г,  если они лежат по разные стороны Г на одном 
расстоянии от нее и соединяющий их отрезок перпенди
кулярен Г .  

Приведем типичные примеры симметричных точек. 
Точки z и z являются симметричными относительно дей
ствительной оси. Точки z и -z являются симметричны
ми относительно мнимой оси. Точки z и 1/z являютел 
симметричными относительно окружности l z l  = 1 .  

Очевидным образом вводится понятие множеств, сим
метричных относительно окружности. 

Симметрию относительно окружности можно рассма
тривать как отображение расширенной плоскости на рас
ширенную плоскость. Формулы этого отображения нахо
дятся без труда: 

Если � ( z ) - точна, симметричная с точкой z относи
R2 

тельно онружности l z - a l  = R, то � (z) = а + =--= · z - a  
Таким образом, иреобразование симметрии относитель

но онружности отличается от дробио-линейного иреобра
зования еще переходом н компленено сопряженным вели
чинам. Свойства преобразования симметрии тесно связа-
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пы со свойствами дробио-линейных преобразований. Так, 
свойство 3 означает : 

Множество, си.м.метричное с опружностью относитель-
яо опружности, является опружностью или прямой. О 

Л е м м а. Для того чтобы точпи z и � были си:мметрич
яы отпосительно опружности Г, необходимо и достаточно, 
-чтобы любая опружность С, проходящая через эти точпи, nepecenaлa Г под прямым углом. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Без ограничепия общности 
.можно считать, что центр окружности Г находится в на
чале координат. 

Докажем д о с т а т о ч н о с т ь .  Поскольку любая ок
ружность, проходящая через точки z и � .  пересекает Г 
под прямым углом, то и прямая, соединя ющая эти точки, 
обладает этим свойством. Следовательно, прямая, соеди
няющая точки z и �. обязана проходить через начало 
:координат . Точки z и � должны лежать на одном луче, 
JЗыходящем из начала, по разные сторопы Г ,  так · как в 
nротивном случае окружность, проходящан через z и � и 
имеющая отрезок (z, � ) диаметром, не  могла бы пересе
:кать Г. Тюшм образом, начало лежит вне л юбой окруж
ности С, проходящей через точки z и � .  а луч, проходя
щий через эти точки, является для этой окружности се
кущей. Расстояние от начала до ближайшей из точек z 
и � является внешней частью секущей, а до более дале
мой - длиной секущей (по терминологии учебников эле
ментарной геометрии) . Известна теорема элементарной 
rеометрии: произведение секущей на ее внешнюю часть 
равно квадрату касательной из той же точки. :Касатель
ная к С из начала имеет длину радиуса Г, так как С и Г 
по условию пересекаются под прямым углом. Достаточ
ность доказана. 

Н е о б х о д и м о с т ь доказывается тем же построени
ем, так как произведение секущей на ее Fнешнюю часть 
может равняться квадрату внешней части другой секущей 
(радиус Г, проведенный в точку пересечения С и Г ) 

только в том случае, когда эта вторая секущая является 
касательной. Лемма доказана. 

С n о й  с т в о 4.  Если точпи Z1  и Z2 си.v.-:метричпы от
носительно пря.v.-ой или опружпости Г,  а W I ,  W2 и L 
обрааы z 1 ,  z2 и Г при дробпо-лит-tейпо:м отображении, то 
точпи w1 и w2 симметричны относительно опружносrи 
(или прямой )  L. 



184 ГЛ. V. RОНФОРМНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ 

Согласно лемме для доказательства симметричности 
точек w1 и w2 относительно окружности L достаточно по
казать, что все окружности, проходящие через эти точки, 
иерееекают L под прямым углом. Но окружности, прохо
дящие через w 1 и w2 ,- это образы окружностей, прохо
дящих через z1 и z2 . Точки z 1  и z2 симметричны относи
тельно Г,  так что окружности, проходящие через z 1  и z2, 
иерееекают Г под прямым углом. 

Поскольку дробио-линейное отображение является 
конформным, то  угол между кривыми равен углу между 
их образами. Отсюда и следует утверждение свойства 4. О 

Докажем несколько формул, относя:щихся к дробио
линейным отображениям. 

Т е о р е м  а 2. 1 .  Пусть т-tи среди точеrо z 1 , z2 , z3, т-tи 
среди точеп w1 ,  w2, Wз т-tет равпых. Тогда существует 
едипствепт-tое дробт-tо-.л,ит-tейпое отображение  w = w (z) , 
переводящее точпи zk в точпи Wп. Это отображепие опре
де.л,яется формудой 

(2.2) 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Ясно, что функция w (z) , опре
деляемая равенством ( 2 . 2 ) , является дробио-линейной 
функцией и что она переводит точки zk в точки w". Оста
ется показать, что w ( z ) - единственная: дробио-линейная 
функция , обладающая этим свойством. Пусть даны две 
такие функции w1 ( z )  и w2 (z ) , а �2 ( w ) - функция, обрат
ная К Ш2 ( z ) . Я�НО, ЧТО ОТОбражение фуНКЦИеЙ �2 ( Ш 1 ( z ) ) 
оставляет на месте точки z�, так как w 1  ( z� ) = w", а �2 ( w,J = 
= Zп. Согласно свойству 2 �2 ( w 1  ( z) ) - дробио-линейпая 
функция. Положим 

az + Ь �2 (wl (z)) = cz + d ' 
Записывая условие, что при отображении функцией 
�2 ( w1 ( z) ) точки z" остаютсл на месте,  получаем систему 
уравнений 

(k = 1 , 2 , 3) 

или 
czk + ( d - а) zk + Ь = О (k = 1 ,  2 , 3) . 

Многочлен второй степени cz2 + ( d - а ) z + Ь может иметь 
три различных корпя лишь в том случае, если все его 
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коэффициенты равны нулю. Следовательно, �2 ( Wt ( z) ) == z 
и w2 ( z ) = Wt ( z ) . Теорема доказана. 

Т е о р е м  а 2.2. Любое l'tonфop:мnoe отображеnие 1'tру
га l z l  < 1 na цуг 1 w l < 1 имеет вид 

· е  z а w (z) = et �. 1 - z a  (2 .3) 

где а - любая ТОЧТ'tа 1'tруга l z l  < 1 ,  а е - любое действи
тельн,ое число. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Покажем сначала, что функция, 
определяемая равенством ( 2. 3 ) , действительно отобража
ет круг l z l  < 1 на круг l w l  < 1 .  Для этого в силу взаим
ной однозначности дробио-линейного отображения доста
точно показать, что окружность 1 z 1 = 1 переходит в ок
ружность 1 w 1 = 1 (поскольку точка z = а из круга 1 z 1 < 1 
переходит в точку w = О из круга 1 w 1 < 1 ) .  Положим z = 
= е;'��. Тогда l z l  = 1 ,  z = е-iФ, и мы получаем 

l w l = 1 , 
так как модуль комплексно сопряженного чпсла равен мо
дулю самого числа. 

Итак, мы доказали, что функция, определяемая равен
ством ( 2.3 ) , отображает круг l z l  < 1 на круг l w l  < 1 .  
Покажем, что  других конформных отображений нет. П о  
теореме Римава (см. конец § 1 )  конформное отображение 
любой односвязной области на круг 1 w 1 < 1 определяет
ся единственным образом, если задать •rочку z = а из ото
бражаемой области, переходящей в точку w = О, и аргу
мент производвой отображающей функции в точке z = а. 
Для функции, определяемой равенством ( 2 .3 ) , w (а)  = О, 
arg w' (а ) = е. Следовательно, иных отображений нет, 
и теорема доказана. 1] 

Аналогично доказываются и следующие утверждения : 
Любое Т'tоnфор:мпое отображеnие 1'tруга l z l  < R па 

1i,руг 1 w 1 < 1 имеет вид 

R ie z - а w = е 2 R - za (1 а 1 < R) . (2 .4) 

Любое попфор:мпое отображен,ие полупдосl'tости Im z > 
> О  па 1'tруг l w l < 1 имеет вид 

ie z - а w = e --z - a  (Im a > O) . (2 .5) 
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Любое р;,опформпое отображение полуплоср;,ости Im z > 
> О па полуплоср;,остъ Im w > О имеет вид 

az + Ь ll' = 
cz + d ' 

где а, Ь, с, d - действителъпые числа и ad -· Ьс > О. 

§ 3. Конформные отображения 
элементарными функциями 

(2 .6) 

Если дана пекоторая область и голоморфпая в ней 
функция f ( z ) , то сразу не видно алгори·rма, который по
зволил бы найти образ данной области при отображении 
w = f ( z ) .  С кривыми дело обстоит проще. Если z = z ( t) 
уравнение кривой в плоскости z, то уравнение образа этой 
кривой w = f ( z ( t ) ) .  Поэтому исследование отображений, 
совершаемых данной функцией, лучше всего проводить 
следующим образом: выбираем семейство кривых, покры
вающее интересующую нас область, и находим образы 
кривых этого семейства. Выбор семейства определяется, 
конечно, конкретным видом отображающей функции. 

Покажем, как исследуются таким образом основные
отображения, совершаемые элементарными: функциями. 
Это даст некоторый запас простейших отображений, кото
рыми мы будем оперировать n дальнейшем. О t !] 

1 .  Фуnр;,ции w = е• и z = ln w. Для исследования ото
бражения w = е• рассмотрим семейство прямых, парал· 
лельных действительной оси. Параметрическое уравнение 
этих прямых имеет вид z = х + iC, где С - произвольпал 
действительная постоянная, а параметр х меняется от 
- оо до + оо .  Rогда х возрастает от - оо до + оо, точка z 
проходит прямую Im z = С слева направо .  Уравнение об
раза этой прямой при отображении w = е• имеет вид w = 
= е" · е;с , - оо < х < оо , или w = teic , О <  t < оо . Следова
тельно, при отображении w = е• образом прямой Im z = С 
является луч arg w = С. 

Будем теперь двигать прямую, непрерывно увеличи
вая С ( начнем с С =  а ) . Тогда луч, являющийся образом 
прямой, будет непрерывно поворачиваться против часовой 
стрелки. При таком движении прямая опишет полосу а <  
< Im z < Ь ,  а ее образ - луч - опишет угол а <  arg w < Ь ,  
если только величина Ь не  иревзойдет значения а + 2л. 
При Ь > а + 2л луч сделает полный оборот и опишет всю 
плоскость w с выколотой точкой w = О. Следовательно, 
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nри отображении функцией w = ez образом полосы а < 
< Im z < Ь , Ь - а �  2л , является угол а <  arg w < Ь ,  
а образом полосы а < Im z < Ь , Ь - а > 2л, является вся 
конечная плоскость w с выколотой точкой w = О. 

Выясним, когда отображение будет взаимно однознач
ным, т .  е. где функция ez является однолистной. Совер
шенно очевидно, что необходимым и достаточным усло
вием однолистпасти функции в области D служит су
ществование обратной к ней функции, определенной в 
образе этой области. Функция ez имеет обратную к ней 
аналитическую функцию ln w.  Обратная к ez функция 
vпределена (т .  е. однозначна ) в области, если аналитиче
ская функция ln w допускает выделение в этой области 
голоморфной ветви. Если Ь - а � 2л, то мы знаем, что 
функция ln w допускает выделение голоморфной ветви в 
угле а <  arg w < Ь . Выделение голоморфной ветви ln w 
в плосiшсти w с выколотой точкой w = О невозможно. Та
жим образом, мы пришли к следующим результатам: 

По.1юса 

а + 2л'k < Im z < Ь + 2лk ( Ь - а �  2л) ( 3 . 1 ) 

при любом целом k r;опформпо отображается фунr;цией 
w = ez па угол 

а <  arg w < Ь. ( 3 . 2 )  

Фупr;ция ln w r;опфор.мпо отображает угол (3 . 2 )  па 
<Jдny ua полос ( 3 . 1 )  (число k определяете н выбором голо
морфной ветви аналитической функции ln w в этом угле ) .  

Отображепие фупr;цией w = ez полосы а <  Im z < Ь 
ширипы, большей 2л, па r;ольцо О < 1 w 1 < оо уже ne яв
..ляется вааимпо одпоапачпым. 

Заметим, что последнее утверждение сразу следует и 
ИЗ перИОДИЧНОСТИ фунКЦИИ ez С перИОДОМ 2лi.  

Полезно знать также, куда переходят при отображе
нии функцией w = ez прямые, параллельные мнимой оси. 
Записав их уравнения в виде z = С +  iy, - оо < у <  оо ,  
получаем для их  образов уравнения w = ее е ;  У ,  - оо < у < 
< оо . Ясно, что это уравнение представляет собой урав
:нение окружности 1 w 1 = ее, обходимой бесконечно много 
раз . Каждый отрезок прямой длины 2л отвечает полному 
обходу окружности. 

Соединяя эти сведения с полученными выше2 полу
чаем: 
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Л рямоугольпип 
с < Re z < d, а + 2nk < Im z < Ь + 2nk 

( Ь - а <  2n ) (3 .3)  

при любом целом k попформпо отображается фуппцией 
w = ez па пальцевой септор 

e• < l w l < ed, a < arg w < b .  (3 .4) 

Фуппция z = ln w попформпо отображает пальцевой 
септор ( 3 .4)  па один из прямоуголшипов ( 3 . 3 )  (число k 
определяется выбором голоморфной ветви аналитической 
функции ln w в секторе )  . [J 

2. Фуппция Жуповспого w= +( z ++) и фуппция 

z = w + 'V w2 - 1 .  Исследуем обе функции вместе, так как 
они являются обратными одна к другой. 

В качестве семейства :кривых удобно взять лучи 
arg z = <р или окружности 1 z 1 = r. Рассмотреть придется 
оба семейства. Начнем с семейства о:кружностей. 

Уравнение окружности l z l = r запишем в виде z = 
= rei'P, О � <р < 2n. Тогда уравнение образа этой окружно-

сти при отображении w = + ( z + +) получим в виде 

1 ( . 1 . ) w = - re'"' + - е-1<Р 2 r ' О � cp < 2n .  

Поскольку это уравнение нам незнакомо, его стоит запи
сать в координатах, положив w = и +  iv. Тогда получим 

и = + (r + +) cos ер, 
1 ( 1 ) . 

V = 2 r - r SШ ер . (3 .5) 

Исключая из этой системы уравнений параметр <р, прихо
дим к уравнению эллипса 

:; + ;; = 1 ( ar = + (r + +), br = + (r - +) ) , 

имеющего фокусы в точках w = 1 и w = - 1 .  Поэтому при 

отображении w = f( z ++) образом окружности 1 z l  = r 

является этот эллипс (или его часть ) .  Из уравнений (3 .5 )  
видно, что при <р, меняющемся от  нуля д о  2n ,  точка w об-
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ходпт весь эллипс, причем при r < 1 эллипс обходится по 
часовой стрелке, а прп r > 1 - против часовой стрелки. 

Посмотрим, как меняются эллипсы, ногда r монотон
но и непрерывно возрастает от единицы до бесконечно
сти. При r = 1 малая полуось эллипса равна нулю и эл
липс вырождается в отрезок ( - 1 ,  1 ) ,  проходимый дваж
ды. При возрастании r обе полуоси увеличиваются и при 
r --+ + оо стремятся к бесконечности. Следовательно, обра
зом области l z l  > 1 , заполняемой окружностями l z l = r, 
r > 1 ,  является вся плоскость w с разрезом по отрезку 
( - 1 , 1 ) . Отображение является взаимно однозначным. 
так как функция w + У w2 - 1, обратная к функции w = 
= + ( z + + ) , допускает выделение голоморфной ветви-

в плоскости w с разрезом по отрезку (-1 ,  1 ) ( для этой 

цели функцию нужно представить в виде w ( 1 + V 1 - w; } 
и примелить ко второму сомножителю теорему о МQ_по
дромии в расширенной плоскости с разрезом по отрезку 

(- 1 , 1 ) ) . 

У кажем еще и на другой способ исследования одпо

листпости функции w = +( z ++ ) . Зпачепие этой функ-
1 

ции не меняется от замены z на - . Поскольку обратная z 
функция двузначна, то мы видим, что каждое значение 

принимается функцией Жуковского в двух 1•очках z и _!_ . z 
(и  только в них ) . Поэтому для однолистности функции 
Жуковского в области D необходимо и достаточно, чтобы 

область D и ее образ D ' при отображении � = + не име

ли общих точек. 
Из этого соображения следует, что функция Жуков

ского однолистна в областях l z l < 1 и l z l > 1 и что при 
отображении функцией Жуковского образом каждой из 
этих областей является вся плоскость w с разрезом по от
резку ( - 1 , 1 ) .  

Исследование образов лучей arg z = ер при отображе-

нии функцией w = � ( z + + ) проводится совершенпо 

аналогично. Исключая r из уравнений (3 .5 ) , приходим к 
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уравнению гиперболы 

u2 "2 
- - - = 1 cos2 <р sin2 <р 

<е фокусами в точках w = 1 и w = - 1 .  Легко убеждаемся, 
что образом луча arg z = ·ер является одна из ветвей ги
перболы. Эта ветвь при ер = О вырождается в луч ( 1, + оо ) , u n ·проходимыи дважды, при ер = т- во всю мнимую ось, 

.при ер =  л: - в луч (- оо, - 1 ) , проходимый дважды. 
Проведеиные исследования позволяют описать рнд 

конформных отображений, совершаемых функцией Жу-

ковского w = +(  z + + ) : 

Круг l z l < 1 па пдоспость w с рааре.ю.м. по отреапу 
( - 1 ,  1 ) .  

Подупдоспость Im z > О  па п.лоспость w с раареаам.и 
по дуча.м. ( - оо, - 1 )  u ( 1 ,  + оо ) . 

Подуnруг l z l < 1 ,  Im z > О, па подуп.л.оспость Im w < О. 
Круг l z l  < 1 с раареаа.м.и по отреапам. ( Ь ,  1 ) ,  О < Ь < 

< 1 ,  и ( - 1 ,  -а) ,  О <  а <  1 ,  па п.лоспость w с раареаом. по 

отреапу ( -а, � ) . где а = -}- (а + +)• � = { (ь + {) . 
Каждую из областей в плоскости z можно заменить 

ее образом при отображении � = 1/ z, не меняя области, 
получающейся в плоскости w. 

Функция z = w + 1" w2 - 1 совершает отображения, об
ратные указанным выше. О 

Отображения, описанные в п. 1 и 2, вместе с дробио
линейными отображениями дают нам значительный запас 
·основных отображений. С их помощью можно строить 
отображения другими элементарными функциями. Дело 
в том, что, зная отображения, совершаемые функциями 
f ( z) и F ( z) , мы знаем и отображение, совершаемое функ
цией F (f ( z) ) (суп ер позицию первых двух отображений ) . 
Отображение любой из основных элементарных функций 
.можно представить в виде суперпозиции какого-то числа 
_уже изученных нами отображений. Например, отображе
вне w = tg z можно записать в виде 

w - 1  • 2 
W = - t w  + 1 ' ' g . 
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а отображение w = cos z - в виде 

w1 = iz, w2 = ew1 , w = + (ш2 + ;2 ) .  
Подробно разберем один простейпшй пример. 
3 . Фуп-пция w = z"' ( а. - действительное положитель

ное число) . Имеем z"' = е"' In •. Представим отображение 
функцией z"' в виде суперпозиции отображений 

w1 = ln z, w2 = a.wl '  w = ew2 
и рассмотрим отображение угла а < arg z < Ь ( Ь - а � 2tt) • 

Согласно п. 1 угол 

а < arg z < Ь ( Ь - а :;;;;;; 2п ) 

переходит в одну из полос 

а +  2ttk < Im w1 < Ь + 2nk (3 .6 )  
(целое число k определяется выбором ветви ln z в угле ) .  

Полоса ( 3 . 6 )  переходит в полосу 

а.а + 2na.k < Im w2 < а.Ь + 2na.k. (3 .7 ) 
Полоса ( 3 . 7 )  при а. { Ь - а) � 2л: переходит в угол 

а.а + 2na.k < arg w < а.Ь + 2n·a.k, ( 3.8) 

а при а. ( Ь - а )  > 2л: во всю плоскость w с выколотой точ
кой w = 0. 

Следовательно : 
Если О < Ь - а � 2л: и a. ( b - a) � 2n, то угол 

а <  arg z < Ь 

-попформпо отображается фупкцией w = z"' па один, и8 
углов 

а.а + 2na.k < arg w < а.Ь + 2na.k. 

( Целое число k определяется выбором голоморфной вет
ви фуНКЦИИ В IICXOДBOM угле . ) 

Ясно, что исходвый угол можно замевить кольцевым 
сектором и в результате отображения тоже получить не-
который другой кольцевой сектор. О 

Если перед вами стоит задача найти функцию, кон
формво отображающую одну заданную область на дру
гую, то мы поступаем примерно так же,  как при отыска-
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нии неопределенного интеграла. Описанные выше ото
бражения играют при этом примерно ту же роль, что и 
табличные интегралы при интегрировании. 

§ 4. Припцип симметрии Римава - Шварца 

Принцилом симметрии Римава - Шварца называется 
один частный способ аналитического продолжения, за
мечательный своей простотой. Оп имеет большое значе
ние в теории конформных отображепий. 

Сначала докажем простейший результат. 
Т е о р е м а  4. 1 .  Пусть фуп,;,ция f (z )  голо.морфпа в 

области D, частью границы ,;,отарой является отрезоп 
действительной оси L, и пепрерывпа вплоть до границы 
D. Если па отрезпе L фуппция f (z )  припи.мает действи
тельные зпачепия, то ее .можпо апалитичес,;,и продолжить 
через отрезоn L в область D' ,  си.м.метричпую с областью 
D отпосительпо действительной оси. Продолжение дается 
фор.мулой 

F (z ) = f (z ) . ( 4. 1 )  

(Если D и D '  и.меют общие точnи, то зпачепия F (z )  и 
f (z ) в этих точnах ne обязаны совпадать . ) 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Прежде nсего покажем, что 
·функция F ( z ) ,  определенпая ра3еiiством ( 4 . 1 ) ,  голоморф
па в области D' и непрерывна вплоть до границы D' .  
Непрерывность следует из очевидного равенства 

I F (z, ) - F (z2 ) 1 = l t (z, ) - j (z2 )  1 .  

Для доказательства дифференцируемости F (z )  обозначим 
А = F (z) - F (а

) . 

Тогда 
z - a 

А = � - F(ii) = t <;� --· t (а) 
z - a z - a  

и lim А = f' (а) . Следовательно, предел lim F (z) - F (
а
) cy-

z-.a z->a z - а 
ществует и равен f' (ii ) , т. е. F (z )  дифференцируема в 
D',  а значит, и голоморфна. 

Возьмем теперь некоторую достаточно малую окрест
ность точки отрезка L. Одна половина этой ОI\рестпости 
:входит в D, вторая - в D' .  Рассмотрим функцию <p (z ) , 
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равную / (z )  в nервой половине и F (z ) - во втором поло
вине. EcJrи мы докажем, что c:p (z)  голоморфна во всей 
окрестности, то это будет означать, что f (z )  аналитиче
ски продолжается через L, и мы получим утверждение 
теоремы. Для этой цели заметим, что с:р ( z )  непрерывна 
в точках отрезка L (а значит , и во всей окрестности ) ,  
так как lim j(z) = f (х) , lim F (z) = f (х) , а f (х) = f (х) вви-

z �х z �x 
ду действительности f (x ) при х Е L. Применяя теорему 
2 .2  гл. IV о стирании особенностей, получаем голоморф
постЪ с:р ( z ) . Теорема дшшзана. 

3 а м е ч а н и е .  Если фующия f ( х ) копформно ото
бражает область D на некоторую область В, то из фор
мулы (4. 1 )  легко следует, что функция F (z )  копформно 
отображает область D' на область В' ,  симметричную с 
областью В относительно действительной оси. О 

С помощью дробио-линейных отображений теореме 4. 1 
можно придать значительно более общий вид. 

Т е о р е м  а 4 .2. Пусть фуп�ция f (z )  голаморфна в об
ласти D, граница потарой содержит дугу опружпости L, 
и непрерывна вплоть до границы D. Если апачепия, при
нимаемые фуппцией f (z )  па дуге L, лежат па опружпо
сти Г, то фуппцию f (z )  можно апалитичеспи продолжить 
череа дугу L в область D ', симметричную с областью D 
относительно опружпости, содержащей дугу L. Фуп�ция 
F (z ) ,  дающая апалитичеспое продолжение фуппции f (z )  
в область D' ,  определяется там следующим обрааом: апа
чепия F (z ' )  и f (z )  симметричны отпасительна опружпо
сти Г, если точпи z ' и z симметричны относительно оп
ружпости, содержащей дугу L. 

Д о к а з а т е л ъ с т в о .  Пусть 

аь + Ь а'w + Ь' 
z (�) = сь + d' t (w) = c 'w + d' ' 

а � (z )  и w ( t ) - обратные к ним дробио-линейные отобра
жения. Подберем функции z ( � )  и t ( w )  так, чтобы при 
отображении z = z ( � )  действительная ось плоскости � 
переходила в ту окружность плоскости z, которая содер
жит дугу L, а при отображении t = t ( w) окружность Г 
в плоскости w переходила в действительную ось плоско
сти t .  Этого всегда можно добиться, скажем, с помощью 
формул теоремы 2. 1 ,  задав соответствующие тройки точек. 

Обозначим через D, ту область плоскости �. которая 
переходит в область D при отображении z = z ( � )  , а че-
13 М. А. Евграфов 
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рез L1 - прообраз дуги L при этом отображении. Со
гласно выбору функции z ( � )  этот прообраз является от
резком действительной оси. Таким образом, функция 
/ 1 ( � ) = f (z ( � ) ) голаморфна в области Dt и непрерывна 
вплоть до ее границы, а на отрезке действительной оси 
L t функция ft ( � )  принимает значения, лежащие на ОI<
ружности Г. 

Далее, рассмотрим функцию 

g ( � ) = t {ft ( � ) ) = t (/ ( z ( � ) ) ) . 
Поскольку при отображении t = t ( w) окружность Г пе
реходит в действительную ось, то функция g ( � )  удовлет
воряет всем условиям теоремы 4. 1 и ее можно аналити-
чески продолжить в область D� , симметричную с Dt от
носительно действительной осп. Следовательно, функцию 
f ( z ) , которая выражается через g ( � )  с помощью дробио
линейных отображений 

f (z ) = � (g ( � ( z ) } } ,  

можно аналитически продолжить в область D' ,  явллю
щуюся образом области D� при отображении z = z ( � ) .  
Но дробио-линейные отображения сохраняют симметрию 
точен относительно прямых и окружностей. Поэтому об
ласть D' симметрична с областью D относительно образа 
действительной оси при отображении z = z ( � ) , т. е .  отно
сительно окружности, содержащей дугу L. Таним обра
зом, мы получили утверждение теоремы о возможности 
продолжения функции f (z )  в область D' через дугу L. 
Из тех же соображений получаем и формулу для про-
должающей функции. Теорема доказана. О 

Ясно, что з1.tмечание к теореме 4. 1 применимо и сей
час. Поскольку этим замечанием приходится часто поль
зоваться, сформулируем его отдельно: 

С л е д с т в и е .  Пусть фуптщия f (z ) ,  голоморфпая в 
области D и пепрерывпая вплоть до ее грапицы, l'ton
фop:мno отображает область D па область В. Пусть, да
лее, при отображе-нии w = f (z )  дуга оl'tружпости L, вхо
дящая в грапицу D, переходит в дугу ОТ'tружпости Г,  
входящую в грапицу В. Обозпачи:м через D'  область, 
си:м:метричпую с областью D отпосительпо оl'tружпости, 
содержащей дугу L, а через В' - область, си:м:метричпую 
с об.ластьто В отпосите.льпо Oripyжnocтu, содержащей ду
гу Г. Допустим, что обдасти D и D' ,  В и В'  не и:меют 
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общих точек, и обоз1юЧиJн через G область, состоящую 
из объедипения D, D'  и дуги L, входящей в их общую 
границу, а через К - область, состоящую из объединения 
В, В' и дуги Г .  Тогда функцию f (z )  ;можно аналитиче
ощ, продолжить в область G, и mш конформно отобра-
жает ее на область К. О 

Покажем, как применяется принцип симметрии при 
отыскании конформных отображений заданных областей. 

П р  и м е р  1. Найдем какую-либо функцию, конформно 
отображающую плоскость z с разрезами по отрезкам ( hni ) 

l l о, en ( k  = 1 ,  2, . . .  , 2п)  на круг . w  < 1 .  
И плоскость с разрезами, и круг делятся н а  2п сим

метричных частей: углы 
k - 1  k 
-п- л < аrg z < п л (k = 1 , 2,  . . . , 2n) . 

и сен:торы 

l ш l < 1 , 
k - 1  k 
-n- л <  arg lV < n л (k = 1 , 2 ,  . . .  , 2n) . 

Естественно ожидать, что среди функций, конформно ото
бражающих нашу область на круг, найдется такая, ко
торая отображает I>:аждый из углов на соответствующий 
сектор. 

Действительно, докажем, что функцию f ( z ) ,  Iюнформно 
отображающую угол 

па сен:тор 

:rt 
O < arg z < -n 

j w l < 1 , 
:rt 

O < arg w <  - ,  n 

(4 .2) 

(4 .3) 

и переводящую лучи ( 1 ,  +оо ) и ( e"iln, +ooe" iln ) в радиу
сы сектора (0 ,  1 )  и (0 ,  e"i1n ) ,  можно аналитически продол
жить в плоскость с разрезами (0, e1"'11n ) (k  = 1 ,  2 , . . .  , 2п) , 
и продолженная функция отображает ее на круг 1 ш i < 1 .  

Для доказательства применим принцип симметрии. 
Возьмем в лачестве области D угол ( 4.2 ) , в качестве В -
сектор (4.3 ) ,  а в качестве L и Г - луч ( е"11п , +оое"11" ) и 
радиус (0 ,  e"i1n ) соответственно. Тогда,  применяя следст
вие теоремы 4.2 ,  получаем, что функцию f (z ) можно ана
литичесли продолжить через луч L в область G - угол 

О < arg z < 2:rt с разрезом по отрезку (0, e"11n ) .  Образом n 

13* 
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области G при отображении продолженпой функцией яв-
2n 

ляется сектор l w l < 1 , O < arg zv < -. n. 
Проведеиное рассуждение можно повторить, применив 

к области G и к продолженпой функции, взяв в качестве 
новой дуги L луч ( e2"i1n, +ooe2"ifn ) , и т. д. В результате 
придем к продолжению функции f (z )  па всю плоскость 
с разрезами. 

Таким образом, остается лишь найти отображение 
угла па сектор, удовлетворяющее указанным условиям, 
т . е . функцию f (z ) . Заметим, что фактичесни пюшiюго 
аналитического продолжения нам не придется делать. 
Рассуждения с аналитическим продолжением были необ
ходимы только для оправдания условий, определяющих 
выбор отображения угла па сектор. 

Для отыскания функции f (z ) поступим следующим 
образом. 

n 
Отображение w1 = zn переводит угол О <  arg z < -n 

в полуплоскость Im w1 > 0, причем лучи ( 1 ,  + оо )  и 
( e"i/n, +ooe"ifn ) переходят в лучи ( 1 , + оо ) и (- 1 ,  -оо )  
соответственно. 

Отображение zv2 = zv1 - У w� - 1  (функция, обратпая 
к функции Жуновского ) переводит полуплоскость Im w1 > 
> О  в полукруг l zv2 l  < 1 , Im zv2 < 0, причем луч ( 1 , + оо )  
переходит в радиус (0, 1 ) ,  а луч ( - 1 ,  -оо). - в радиус 
( - 1 ,  0) . 

Отображение wз = -w2 - это поворот па угол :rt вонруг 
начала координат против часовой стрелки. 

Отображение w = � переводит полукруг 1 wз l < 1 , 
Im Wз > О, в сектор 1 w 1 < 1, O<arg w< : , причем радиу

сы переходят в радиусы. 
Искомое отображение получено. Выражая w непосред

ственно через z ,  получаем 

w (z) = y--zn--=y-:r=z2=n=::::::-1 .  
Для функции (zn - )' z2n - 1 )  l /n выбирается голоморфпая в 
пашей плосности с разрезами ветвь, припиматощая для 
z > 1 положительные значения. О . 

Не следует думать, что принцип симметрии лишь об
легчает построение отображающей фупнции для областей 
с большим числом симметрий. 
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П р  и м е р 2. Найдем какую-либо функцию, конформ
но отображающую область D плоскости z = х + iy , опре
деленную перавенетвами 

х2 - у2 > { , х > О, 
на полуплоскость Re w > О. 

При исследовании функции /Куковского в § 3 мы ви-

дели, что граница области D ( т .  е .  ветвь гиперболы 

х2 - у2 = 4- , х > О) отображается функцией w = z + 
---- n 

+ У z2 - 1 в луч arg w = т· Однако всю область D нельзя 

отображать этой фукцией, так как она имеет в ней осо
бую точку z = 1. Тем не менее отображение этой фую<
цией можно использовать для отысиания отображения 
верхпей половины области D, т. е . области, определенной 
перавенетвами 

2 2 1 о х - у  > т ·  х > ' у >  О .  (4.4) 

С помощью принципа симметрии легко найдем искомое 
отображение . 

Те же соображения, что и в примере 1 ,  поiшзывают, 
что мы получим искомое отображение, если найдем ото
бражение верхней половины области D на угол 

n о <  arg w < т· При этом нужно ТОЛЬI\0 потребовать, ЧТО-

бы при отображении дополнительный разрез в области D, 
т. е. луч ( 1/У2, +оо ) ,  переходил в дополнительный раз
рез в полуплосиости Re w > О, т. е. в луч arg w = О, ины-

1 
ми словами, чтобы часть гиперболы х2 - у2 = 2 ,  х > О, 
у > О, переходила в положительную часть действитель
ной оси . Это отображение строим следующим образом. 

Функция w1 = z + V z2 - 1 отображает область, опреде-
ленную перавенетвами ( 4.4) ,  на сю<тор 1 w1 :  < '1 ,  

n о < arg wl < т · причем часть гиперболы, входящая в 
границу области, переходит в радиус (0, е";;4 ) .  

Функция w2 = w� отображает сю<тор 1 w 1 1 < 1 , О <  
n < arg Ш1 < Т •  в полукруг 1 w2 l < 1 ,  Im w2 > О, причем 

радиус (0, е" ;14 ) переходит в радиус (0 ,  - 1 ) . 



198 ГЛ. V. IЮПФОРМПЬШ ОТОБРАЖЕНИЯ 

Функция � = + ( m2 + w12 ) отображает полукруг 1 w2 i  < 

< 1 ,  Im w2 > О, в полуплоскость Im � < О, причем радпус 
(0 ,  - 1 )  переходит н луч (- 1 ,  -оо ) . 

Итак, отображение � = � (z ) переводит верхнюю по.ло
вину области D в по.луп.лосность Im � < О, причем часть 
гипербо.лы, входящая в границу этой половины, переходит 
в луч ( - 1 ,  -оо) , а луч ( 1/1'2,' +оо ) - в остальную часть 
границы, т .  е .  в .луч ( - 1 ,  +оо) . В силу принцила симмет
рии фуню,ию � (z ) можно апа.литичесни продолжить че
рез .луч ( 1(JI2," +оо)  в об.ласть D п продо.лженная функ
ция отображает об.ласть D на п.лоскость � с разрезом по 
лучу ( - 1 ,  -оо ) . Для по.лучешш окончате.льного резу.льта-
та остается еще сделать отображение w = 1' 2� + 2, пере
водящее эту плоскость с разрезом в полуплоскость 
Re w > O. 

Выражая w через z, получаем окончательное выраже
ние для искомой отображающей фуннции 

w = У 2 + ( z + У z2 - 1 ) '• + ( z - У z2 - 1 )4 •  

§ 5. Интеграл Rристоффеля - Шварца 

П рипцип симметрии можно применить для вывода 
формул, дающих аналитичесное выражение фующий, 
конформно отображающих круг пли полуплоскость на 
многоуго.льник. Эти формулы известны под названием 
формул Кристоффеля - Шварца или иптеграла Кристоф
феля - Шварца. Полностью дон:ажем лишь простейшую 
из них. 

Т е о р е м  а 5 . 1 .  Пусть D - "Коnечпый мпогоугольпиr> 
( односвяапый) с вершинами в точ"Ках w = А,. ( k = 1, 2, . . . 
. . . , п) и с впутреппими углами в этих вершинах, равны
ми па,. (О < а:,. � 2) .  Если фуп"Кция f (z ) "Коnформт-ю ото
бражает "Круг l z l <  1 па мпогоугольnи"К D в плос"Кости w, 
причем прообразами вершип Аи являются точ"Ки аи,  лежа
щие па о1>ружпости l z l  = 1 ,  то 

z 
1 (z) = с  s (� - a])al-1 . . . (� - ап)ап-1 d� + cl ( 1 z 1 < 1) , 

о 
(5 . 1) 

где С и С1 - nе"Которые постояппые. 
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Д о к а з  а т е л ь  с т в о. llnпдy слоiiшости теоремы ра
зобьем доказательство на несколько эт апов . 

1 .  Функция / (z ) , конформно отображающая круг 
l z l < 1 на многоугольник D, существует по теореме Рима
на ( см. конец § 1 ) .  Покажем, что функцию j (z )  можно 
аналитически продолжить по любому пути, не проходя
щему через точки а , ,  а2, . . .  , an, и что любой злемент по
лученной аналитической функции однолистел в любой 
точке расширенной комплексной плоскости, за исключе
нием точек z = а,.. 

Окружность l z l =  1 разбивается точками а,. на n дуг, 
которые мы обозначим L, ,  L2 , . . .  , Ln. По теореме о соот
ветствии границ (см. конец § 1 )  функция / (z )  непрерыв
на в круге 1 z 1 ::;:;;; 1 и дуги L,. отображаются ею в соответ
ствующие стороны многоугольника D, которые мы будем 
обозначать Г�<· Согласно принципу симметрии (см. теорему 
4.2 и следствие из нее ) функцию / (z )  можно аналитиче
ски продоJiжить в область 1 z 1 > 1 через каждую из дуг L,.. 
ll результате продолжения получаем функцию Fk (z ) .  
голаморфную в области 1 z 1 > 1 ,  которая конформпо 
отображает эту область на многоугольник D,., сим
метричный с многоугольником D относительно сторо
ны г,.. 

:Каждая из функций F,. (z)  обладает теми же свойства
ми, что и функция f (z ) . Она голаморфна в области l z l > 
> 1 и конформно отображает эту область на многоуголь
ник D,., причем точки а. переходят в вершины много
угольника, а дуги L. - в его стороны. Поэтому каждая 
из функций F,. (z ) аналитически продолжается в круг 
l z l  < 1 через дуги L •. В результате продолжения нолуча
ются функции F,.,. (z ) , к которым применимы те  же рас
суждения, и т . д. 

Проведеиные рассуждения показывают, что фуюш;ию 
/ (z )  можно аналитически продолжить по любому пути, 
не проходящему через точки z = а" - концы дуг L,.. 

Исследуем однолистпасть получаемых элементов апа . 
литической функции (будем обозначать ее F ( z ) ) . 

В каждой точке, не лежащей на окружности l z l =  1 , 
одполистность любого элемента Р (z )  очевидна. Дейс'l'l.IИ
тельно, выделяя по этому элементу rоломорфпую ветвь 
аналитической функции F ( z ) в круге 1 z 1 < 1 (или в об
ласти 1 z 1 > 1 ) , получим функцию, конформно отображаю
щую эту область на многоугольнпк, полученный из мно
гоугольника D каким-то числом симметрий. Отсюда по 
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определению следует однтiистность элемента в любой 
точке круга 1 z 1 < 1 (или области 1 z 1 > 1 ) .  

Если точка z = а леtн:ит на дуге L," то  выделим гоJIО
морфную ветвь в плоскости,  разрезанной по всей окруж
ности l z l  = 1 , за исключением дуги Lп. Тогда круг l z l < 1 
отображается выдеJiенной ветвью на неноторый много
угольнин, а область 1 z 1 > 1 - па многоугольпи:к, симмет
ричный с ним отпоситеJIЫIО соответствующей стороны. 
Ясно, что не1шторая онрестность дуги Lп нонформно ото
бражается на некоторую область, содержащую соответст
вующую сторону, общую для обоих упомянутых много
УI'ольнинов. Отсюда следует одполистность всех элемен
тов Р (z ) и во всех тотшах ог;ружности 1 z 1 = 1 ,  за исюiю
чением точек z = ал.  

Особо подчер:кнем, что беснонечно удаленная точi\а не 
является иснлючением - все элементы Р ( z ) голоморфны 
и одпо.листны в бес:копечно удаленной точне. 

2. Исследуем подробнее хараюер многозначности ана
литичесной фупнции F ( z )  и пОiшжем, что функция 

F" ( z) 
g (z) = Р' (z) голоморфпа во всей плосiшсти за иснлю-

чением, может быть,  точеi\ z = ak и точю1 z = оо .  
Чтобы лолучить и з  исходной фуннции f (z ) Iшную-либо 

другую голаморфную ветвь аналитичес:кой фупнции Р ( z )  
в нруге l z l < 1 (или в области l z l  > 1 ) , надо уi>азать после
довательность номеров дуг Lп, через :которые мы аналити
чес:ки продолжали фун:кцию f ( z ) . При различных после
довательностях номеров мы получаем, вообще говоря, 
различные голоморфныв ветви фун:кции Р ( z ) . Выясним, 
чем они отличаются . Достаточно выяснить, чем отлича
ются фуннции F п ( z) и F. ( z ) , построенные на первом 
этапе. 

Обозначим для нратности через (А ) г точну, симмет
ричную с точной А относитеJiьно прямой Г .  Ясно, что 
( (А ) г ) г = А . 

По принципу симметрии имеем 

тан нан точки z и 1/z симметричны относительно онруж
востп l z l =  1 .  Отсюда находим 

Fk (z) = ((F. (z))г.)г11 = ei{{!k,•F. (z) + l'k,s  
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( ЧJ,.,, и "(,.,. - постоянные ),  т ак как две последоват ельно 
выполненные симметрии относит ельно прямых равносиль
ны п ереносу и повороту. Обозначим Т k,s (zv) = eiq>lt,•w + 'Vk,s· 
Тогда полученное с оот ношение мож но запис ать в виде 

F,. (z) = Т,.,. (F. (z) ) . 
Из этого с оотношения легко п олучаем 

F,.,m (z ) = Т,.,Р (Т р,в (Fв,т {z) ) ) , 

и аналогично для любого числа индекс ов. 
Поскольку суперпозиция линейн ых функций сноn а  яв

ляется лин ейной функцией, мы видим, что любые дв е  
ветви аналитической функции F (z) , сiшжем, /1 (z) и /2 (z )  
связаны с оот ношением 

f� (z) 1; (z) где qJ и"(- некот орые постоянные. Поэтому -,- = -,-. f1 (z) /2 (z) 
Последнее равенство  пок азывает, что выражение F" (z) g(z) = F' (z) не зависит от выбора ветви F (z).  Эт о оз-

начает, чт о функция g(z) одпозпачпа во в сей плоскости. 
В силу доказанпой па перв ом эт апе одполистпости в сех 
элемент ов Р (z) в точках, отличных от z = а", мы получа
ем с огласно т еореме 1.2, что F' (z) =F О при z =F а" и при 
z =F оо . Следовательно, функция g(z) голаморфна во всей 
плос кости, за исключением, быт ь  может, точек z = а,. и 
точки z =· 00 . 

3. Покажем, что для п остр оенной однозначной фупкF" (z) 
ции g (z) = F' (z) 

справедлива формула 
n 

g (z) = V a.k - 1 . 
Аоо1 z-ak 11.=1 F" (z) 

Ис следуем п оведение функции g (z) = Р' (z) в окрест-

ности бес конечно удаленпой точки и в окрестности т очек 
z =а" ( эти точки, как доказано на вт ором эт апе, могут 
быть  для g(z) изолированными ос обыми т очками одно
значного характ ера ) . При этом исслед овании мож но 
пользоваться любой голоморфной вет вью аналитичес1юй 
функции Р ( z) , например исходной функцией f ( z) . 

Функцию f (z ) , как п оказал о  на первом этап е, можно 
аналитически прод олжить в окрестность бесконечно уда-
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Jr енной 'l'Очки, и она однолиств а т ам. Сш'ласно слrдст
вию 1 теор емы 1.2 имеем 

Отсюда 

cJ с2 О f (z) = Со + - + -2 + (cl =f= ). z z 

" 2с1 6с3 f (z) = s- + 4 + · · · z z 
Следоват ельно, ' 2 с2 g (z) = -- + - + z z2 
Таким обр азом, функция g (z ) го.л оморфна n точне z = оо, 

Для исследования функции g (z) в окрестности т очюt 
z = а,. рассмотрим функцию hk (z) = [f (z) - Ak]11ak в дос
т аточно малом << nолукруге>> lz- akl < р, lzl < 1. Функция 
f(z) конформно от обр ажает эт от << nолукруг>> на область, 
огр аниченную двумя сторонами многоуг ольника D, выхо
дящими из т очки Ak, и пекот ор ой кривой ( образом <шалу
окружн остИ>> 1 z - ak 1 = · р, 1 z 1 < 1). Н о функция w = = ( � -А) 11"' конфор мно отображает угол р аствора an с 
в ершиной в т очке � = А па уг ол раствор а n с вершин ой 
в т очне w =О, т . е .  на полуплос ность .  Следователь но, 
фупнция hk ( z) нонфор мпо от ображает наш п олукруг па 
область, ограниченную отрезком прямой ( обр аз <<диамет
ра>> ) и пекот ор ой нривой ( образ «Полуонружностю> ) .  П о  
припципу симметрии функцию hk(z) можно аналитичесни 
пр одолжить через диаметр полукруга и полученная ана
литичес ним пр одолжением функция ( обозначим ее по
прежнему hk (z)) будет конформп о от обр аж ать нруг 
1 z - ah 1 < р на ненот орую область, содерж ащую т очк у 
w =О. Поэт ому фующия hh ( z )  голаморфна и однолпстна 
в точн е  z = ·ah. Следовательно, по т еореме 1.2 имеем 
h� (ak) =1= О ,  и мы мо жем написать  

hk (z) =·(z- а" ) (\)k ( z ) , 

где (\Jh ( z ) голаморфна в т очке z =а��. и (\Jh ( ak) <1= О. Отсюда 
имеем 

(l,k-1 g (z) = -- + ok (z), z -ak 

гд е O,.(z) голаморфна в ТОЧI{е z =а,.. 
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n � ak-1 

Теперь рассмотрим функцию б (z) = g (z) - � -- . k=l z- ah 
Эта функция голоморфна во всей расширенной плоскости , 
та:к что по теореме Лиувилля (теорема 2.3 гл. IV) имеем 

б (z )  = const. Кроме того, было показано, что g (z),....., - __3_ z 
при z-+ оо,  а значит , б ( z )-+ О при z-+ оо, Следователь но, 
б ( z )  =0, и наше утверждение доказано .  

4. Было доказано, что 
n f" (z) _ � ak - 1 f' (z) - � z - а1, • h=l • 

И нтегрируя это равенство, получаем 
00 

ln f' (z) = � (ah- 1) In (z - ah) + ln С 
h=l 

или 

f' (z) = С (z - а1)а'Г1 • • .  (z - an)aп-l. 
И нтегрируя еще раз, получаем утверждение теоремы. О 

Отметим различные модифюшции формулы ( 5 .1) . 
Прежде всего заметим, что та  же самая формула (5.1) 

пригодна и для определения функции, отображающей на 
многоугольник D любую полуплоскость или круг. Следу
ет только считать точки z = ая расположенными на соот
в етствующей окружности или прямой. О 

Если одна из точек ая является бесконечно удаленной 
точ1юй, то формуJi а (5.1) даже упрощ ается. Именно, ecJIИ 
а,.= оо, то 

z 

f (z) =с s (�- al)a1-l . . . (�- an-l)IXn-гl d� + cl. (5.2) 
о 

Д оказательство формулы (5.2) остается тем же, только 
на третьем этапе точку z = оо нужно исследовать так же, 
как и точ:к и  z = ая. О 

Если одна или нес:к оJIЫ\0 вершин мног оуголыпша D 
попадает в бесконечность, формулы (5.1) и (5.2) оста
ются без изменений. Нужно лишь для определенпя соот
ветствующих углов :пая пользоваться определением угла 
в бесконечно удаленн ой точн:е , :к оторое приведено в § ·1. 
Угол :па,.. уже может быть равен нулю (вообще говоря, он 
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отрицателен ) .  Доказательств о  формулы остается без из
менений. О 

Если бесконечн о удаленпая то•ш а лежит внутри мн ого
угольника, то формула принимает вид 

z 

f (z) = s (�- а1У"С1 ... (�- an)rl-п-l d� 2 + cl, (5 .3) (� - а) о 
где z = а - точка, переходящая в бесконечность. Доказа
тельство отличается лишь тем, что на третьем этап е  нуж
но исследовать еще и точку z =·а. О 

Аналогичным методом можно получить формулы и 
для функции, конформно отображающей полуплоскость 
или круг на многоугольник, ограниченный дугами окруж
ностей. Схема доказательства остается прежней, но все 
этапы кроме первого подвергаются значительным измене
ниям. На втором этапе приходится доказывать однознач-

ность н е  функции g (z; /) = �� �=� , а более сложной фун кции 

. !'" (z) 3 (/" (z) )2 ,/" -, d2 ( 1 ) S (z, /) = !' (z) - 2 !' (z) = V f (z) 
dz2 Vf(z) t 

остающейся неизменной не только при линейных, но и 
при любых дробио-линейных преобразованиях, совершае
мых над функцией f ( z) , т. е. удовлетворяющей соотно
ш еншо 

S (z; f) = S (z, Т(!)), T (f) = af-!- ь. 
cf 1- d 

(Выражение S (z; ! )  называется ипвариапто.м Шварца. )  
Третий :этап доказательства меняется сравпительпо мало. 
Теми же средствами доказывается равен ство n 1 2 n С 

8 (z· /) = _1 "' - ak "' _k_ 
' 2 � (z -a) 2 + � z -a' 

k=l k k=l k 

где постоянные С�< подбираются так, чтобы S (z; f) =О (z-4) 
(z-+ оо ) . Сильнее всего усложняется четвертый этап  до
назательства. Вместо легко интегрируемого равенства 

f" (z) g (z; /) = !' (z) п олучаем дифференциаJrьное уравнение 

q" =S(z; f)q, 

где q (z) = -vfrw. О 
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Иптегралы , в озникающие из формул Кристоффеля -

Шв арца, как правило, не берутся в эл ементарных фупк
циях. Однако главная неприятн ость не в этом. Наиболь
шая трудность - в определении постоянных а,. ( а  для 
многоугольников, ограниченных дугами окружностей,  еще 
и постоянных Ck). Произв ольно задать можно лишь три 
пос тоянны е  а,.. Они уже полнос тью определяют в с е  ото
бр ажение, а значит, и остальные постоянны е. Для их 
определения можно напис ать сис тему уравнений, но ре
шить эту систему {не приближенно) обычно не удается. 
Поэтому явны е  формулы для отображающих функций 
интеграл Кристоффеля - Шварца дает л ишь для тре
угольников или для многоугольников, св одящихся к тре
угольникам с помощью принципа симметрии. В с лучае 
прямолинейных треугольников отображающая функция 
выражается через эллиптические функции, в с лучае тре
угольников , ограниченных дугами окружностей,- через 
гипергеометрические функции. Если треугольники очень 
в ырожденные ,  то удается найти интегралы и через эле
ментарны е  функции. 

§ 6. Оценки конформного отображенив 
вблизи границы 

Во многих случаях не обязательно точно знать отобра
жающую функцию. Бывает достаточно иметь оценку по
в едения этой функции в близи той или иной граничной 
точки. Для этого желательно иметь нерав енств а,  позв о
ляющие оценить функцию, отображающую данную об
ласть G на некоторую каноническую область через прос
тые геометрические характерис тики границы области G 
в окрестности интересующей нас точки. 

Сначала разъясним смысл  нерав енств, которы е  мы 
будем доказы в ать, на просто:м при:мере. 

Пусть часть области G, лежащая в окрестн ости гра
ничной точки �. предс тавляет с обой с ектор раствора n/a. 
Тогда функция w(z), конформно отображающая облас ть 
G на круг lwl< 1, имеет вид 

w(z)= w(�)+ (z- �)ag(z)', (6.1) 
где функция g (z) голаморфна n точке � и g (�) -F О. (По
добное утв ерждение д оназы nалос ь с помощью принципа 
симметрии в треть�:м этапе доказательства теоремы 5.1 .) 
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Из представления (6.1) вытенают неравенства 

Clz- � 1" < l w (z ) - w ( � )  1 < C' l z- �1". 

Наша основная цель - доказать аналогичные неравенства 
и для случая, :когда в точне � с оединяются не две пря
мые, а две более или мене е  произвольвые кривые. При 

этом, конечно, функцию 1 z - � 1" придется 
заменить какой-то другой функцией, опре
деляемой по расс тоянию между соединяю-
щимиен кривыми. О 

Чтобы возможно больш е  упростить 
формулировки результатов , задача обыч
но рас сматривается в следующем кано
ническом виде. 

В сюду в дальнейшем будем считать ,  
что облас ть D односвязна и имеет конеч-

с- ное неиустое  перес ечение с любой прн-
Рис. 5 мой Re z = х, -оо < х < оо, и что функ

ция w ( z) ко нформно отображает область 
n 

D на полосу 1 Im w 1 <Т, причем Re w -+ ±оо при Re z -+ 
-+ ±оо. Через z ( w) будем обо значать функцию, обратную 
к w (z ) . 

Нетрудно убедиться ,  что фующин w (z )  определя ется 
наложенными условиями с точнос тью до аддитивной по
стоянной. 

Граница области D рас падается на две части, с оеди· 
ннющиесн лиш ь  в бесконечности. Верхнюю граничну ю  
кривую м ы  будем обозначать с+, а нижнюю - с-. Ясно, 
что при отображении w = w (z) крив ая с+ переходит в прн-

I :n: I :n: 
мую m w  = т· а криваяс- - в прямую m w =- т · 

Рассмотрим с ечение области D прямой Re z = х. Это 
с ечение с остоит, вообще говоря , из счетного числа отрез
ков . Отберем среди этих отрезков те, которые со единлют 
с+ и с- (Х отя бы один такой есть, и их  конечное число ) . 
Тот отрезок, который встречается первым при движении 
вдоль области D от Re z = -оо к Re z =· + оо, обозначим 
е,. (рис . 5 ) , а его длину е (х) . о 

Задача с ос тоит в получении оценки для величины 
Re [ w ( z) - w ( �) ] через е ( х) при больших зн ачениях 
Re (z-� ) .  

R изложенной канонической постановке можно свести 
более или менее любую задачу. Например, при исследо-
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в а нии отображенил t = t ( � ) области G на круг 1 t 1 < 1 в 
окрестно сти 1юнечной точ1ш � =·а мы св одим задачу к к а
нонической постановке с помощью замены переменных 1 �- а' t- t (а') , z = n �_а , w = ln t _ t (а) , где а и а - граничные точ-
ки области G. Эта замена переводит область G в полосо
образную область D, а круг - в  полосу. О 

Следующий результат носит название теоремы Адь
форса. 

то 

Т е о р е м а  6. 1. Есди zE8a, �Е8ь, а 
ь S :�х) >2, 
а 

ь 
Re [w(�)- w(z)J > :rt s е�) - 4:rt. 

а 

Прежде чем приступать I{ доказательству теоремы, 
докажем одну элементарную лемму о неравенстве для ин
тегралов, которой нам придется воспользоваться . 

Л е м м а 1. Пусть е (х ) и ro (х ) - проивводьпые подо-. ь 
житедьпые фуптщии. Есди S е�)> 2, то пайдутся та.,;ие 

а 
� и 'YJ, удовдетворяющие усдовию а < � < 'YJ < Ь, что 

� S dx 
е (х) < 1• 

а 
'1\ 

ь S dx 
е (х) < 1• 

'11 

1 s (J)2 (t) -;t е (t) dt- ro (�)- ro ('У\)>- 2л. 
' 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о л е м м ы. Снач ала nриведем 
утверждение к виду, более удобному для доказательства . 

Обозначим через с , а ' ,  Ь ' числа , удовлетворяющие ус
л овиям а <  а ' < с < Ь ' < Ь и такие, что 

с ь ь S dt s dt 1 s dt 
е (t) = е (t) = 2 е (t) > 1• 

а с а 

а' Ь S dt s dt 
е (t} = е (t} = 1• 

а ь� 
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Далее, обозначим: 
:х: S {J)2 (t) tp (.т) = в (t) dt 
с 

(а<х<Ь). 

Утверждение леммы заведомо вытекает из следующего 
утверждения : 

Существуют точпи s и Т), а< s <а', Ь' <Т)< Ь, для 
которых 

1 1 n tp (6) > (1) (6)- л, n tp (rJ) > (1) (Т)) -л. 
Донажем: существование 'YJ· Допустим: противпое. Тогда 

на всем отрезке ( Ь', Ь )  имеет место неравенство � tp (х) < 

< ro (х) - л, которое можно записать в виде 

ro2(x)> [ � tp(x) +л Г (Ь' <х<Ь). 

При х>с, дифференцируя формулу для qJ(x), без труда 
находим ro2(x)=-qJ'(x)e(x). Следовательно, мы получаем: 

1 n2t:p' (х) 
6-(-х) < -[ t:p-(-x).:....+-'- n-':2:-:::] 2 (Ь' <х < Ь). 

Интегрируя это неравенство от Ь' до Ь, получаем: 
ь q>(b) 00 S е�:)< л2 S (q> �q>n2)2 < л2 S (rp �q>n2)2 = 1· 
Ь' q>(b1) О 

Но согласно определению числа Ь' интеграл, стоящий сле
ва, равен единице. Полученное противоречие доказывает 
существование постоянной Т). 

Аналогично доказывается существование S· О 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы. Обозначим через Ls 

образ отрезка е" при отображении w = w (z) и положим 
(рис. 6) 

и+ (х) = sup Re w, 
WELx 

и- (х) = inf Re и•, 
WEL:III 

ro (х) =·и+ (х)- и- (х). 

Поскольку отрезок е., соединяет кривые С+ и с-, то кри-n n 
вал L,. соединяет прямые Im W= 2 и Im w = - 2. Эта 

крива!!_ лежит � прямоугольнике 1 Im w 1 < ; , и-!xl < 
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< Re w < и+ (х}, и имеет общие точки с каждой из его 
сторон (возможно, в их концах}. Поэтому длина кривой L,., не меньше длины диагонали прямоугольника, которая 
равна Vл� + ffi2(x,). С другой стороны, длину кривой L,., 
можно записать в виде ин- ш 
теграла 

J ld wl = J ld w(z)l = 
L110 Вж 
= J 1 w ' (z} 11 dz 1 = J 1 w'(z} 1 dy. 6ж 6ж 
Следовательно, мы имеем не
равенство 

зt2 + ffi2 (х) =::;;;; {i
:x:
l w' (z) 1 dy}2• 

i 

о 

i 

-

U(.z') 1\ 
1 

ru(.z') 
Рис. 6 

Но в силу неравенетва Буняковекого - Шварца 

и7.тJ 
li 

(6 .2) 

Поэтому, полагая f = 1 ,  g =1 w' (z) 1 и учитывая, что s dy = е (х), приходим к неравенстnу 
6ж 

л2 + ffi2(-r}=::;;;;e(x} J l w'(z}l2dy. 
в ж 

Деля обе части этого неравепстnа на е (х ) и интегрируя 
по х от а до Ь, получаем 

ь ь ь S S 1 w' (х + iy) \2 dx dy � зt2 S �:) + S ш; t] dx. 
а 6ж а а 

Интеграл, стоящий в левой части неравенства, есть не что 
иное, как площадь образа части области D, заключенной 
между Эа и Эь, при отображении w = w(z) ( см. § 1, фор
мулу (1.3)}. Это1• образ является частью полосы 

1 Im w 1 < � , заключенной :между кривыми La и Lь, так 

что он заведомо лежит внутри прямоугольника 

n 1 Imwl <т• u-(a)<Rew<и+ (Ь) 
14 :М:, А. Евrрафов 
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и е го пл ощ адь не иревосх одит площади этоr о  прл моуголь
ник а. Так как п лощ адь прямоугольника равна 

� [и+ ( Ь)- и-(а)] =·� [и-( Ь)- и+ (а)]+� [ ro ( Ь) + ro (а)], 
получае м  неравенство 

ь ь _ + s dx 1 s ro2 (х) 
и (Ь)-

и 
(а);;:;.:� е (х) + n е (х) dx- ro (а)- ro (Ь). 

а а 

Но и+ (х) и и- (х) - возрастающие функции х. Поэтому 
при а < � < 'У) < Ь  имеем и-(Ь) - и+(а)>и-(·'У)) - и+(�) .  
Выбирая � и 'У) удовлетворяющими условиям леммы, по
л учаем 

'11 ь 

и- (Ь)- и+ 
(а)>� J е�:) - 2л >л f е�:) - 4л. 

Это  дает утв ержд ение теоремы, так как Re w(� ) > и-( Ь ) 
п ри �Ееь и Rew (z) < и+(a) при z e ea. о 

Следующий результат, принадлежащий Варш авскому, 
позволяет оц енивать величину Re [w {�) - w(z )] с другой: 
стороны. в этом результате на кривые с+ и с- наклады
ваются более жесткие условия. 

У равнения крив ых с+ и с- будем предполагать имею
щ ими вид 

у =· ер+ (х) , у = <р-(х) . 
Ясно, что е ( х )  = <р+ ( х ) - <р-( х ) . Кроме того, будем обозна-

1 
ч ать <р (х) = Т[ ер+ (х) + <р- (х)] .  Тогда 

1 
ер± (х) ""' ер(.?:)± т е (х) . 

Т е о р е м  а 6.2. Пусть для всех х и�tеем \<р' (х)  1 < 11-f, 
\е '(х)\ < М. Если а < Ь, z e ea, � ееь, то 
Re[w(�} - ш(z) ] < 

ь ь 

S 1 + q>'2(x) 1t s е'2 (х) <:rt е (х) dx + 12 е (.с) dx + 12:rt (1 + М2), 
а а 

Д о к а 3 а т е л ь  с т в о. О бозначим через Р и об раз отрез
ка Re w = и, 1 Im ш 1 < л/2, при отображении z = z ( ш ) . 
Ясно , чт о кривая р u соединяет кривые с+ II с-: Обоз на. 

ч:им х+ (и) = sup Re z, х- (и) = inf Re z , 
:�:ЕРи ZEPu 
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Заметим снача.rш, что 

x+(u) S е�:> <4· 
x-(u} 

(6.3) 

Действительно, если интересующий нас интеграл меньше 
двух, то говорить не о чем. Если он больше двух, то, 
взяв такие значения у±, чтобы Re w ( х+ + iy+) = 
=Re w(x- + iy-)== и, мы получим согласно теореме 6.1 

х+ 
О=и - и>:п: S dx -4:п: . е (х) (x:i. = х± (и)), 

откуда и следует неравенство ( 6 .3 ) . 
Перейдем к основной части: доказатеJiьства. Пусть 

w = и + iv - любая тоЧI{а поJiосы 1 Im w 1 < � . Положим 

s (v) = sи (v) = 't" (х (и, v), у (и, v)), у- QJ (х) 't" (х, у) = О (х) ' 
где х (и, v) = Rez (и + iv) , у (и, v)=Imz(u+iv). Так I\aK 
точка z(w)=x(u, v)+iy(u, v) лежит в области D, а :эта 
область определяется перавенетвами ер- (х) <у< ер+ (х) , 

+ 1 1 1 
где ер- (х) = ер (х) + 2 е (х) , то - 2 < s (v) < 2 при 

- � < v < � и при любых и, а s( + �) = + � . Поэтому 

1=s(�)-s(- �)= 

или 

2 2 :n: 2 = s s' (v) dv ::::;;; s 1 s' (v) 1 dv = S 1 a-r: 
ах 

a-r: ау 1 d ах ди + ау дv v, :n: :n: 2 :n: 2 2 

1 :::;:::: 1 S� 1 !!!... ах + !!!... !!L.I dv]2. -...::::: дх av ' ау av 
:n: 
2 

R последнему интегралу применим не равенство 
14* 
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Буняковекого - Шварца ( см. ( 6.2 ) ) ,  = 1 д-r: дх 
+ !!.. .!!!..../. g дх ди ду ди 

положив / = 1, 

11/2 
S ., д"С дх д-r: ду 12 Это даст 1 ::=;;;л дх а;;+ ду дv dv. Но -11/2 

1 :: :: + :; :� 12 ::::;;;[(;;)2 + (:;YJ[(;:)2 + (1;)1 
Поэтому 11/2 1 =:::;;; s [(�;у+ (�;У][(:; у+ ( �� YJ dv. -11/2 
Интегрируя последнее неравенство по и от и,= Re w (z ) 
до и2 =· Re w ( �) , получаем 

n 

и2 - и1 ::::;;; :rt s2 s [ ( :: у + ( :; УН ( ::у + ( �� ) 2] dи dv. ul
-� 

2 

Сделаем в интеграле замену персменных х = х (и, v) , у = 
= у (и, v) (т .  е. отображение z = z (и + iv) ) . Якоби ан этой ( ддхи)2 + замены в силу уравнений :Коши - Римава равен ( д '2 + д� }• так что 

[ ( ;; У + ( :: У J dи dv = dx dy, 

и неравенство приводится к виду 

Здесь D1,2 - образ прямоугольника 1 Im w l < � , и1 < 
< Re w < иz, при отображении z = z ( w ) . 

Заметим, что область D1,2 заведомо содержится в об
ласти 

q:г(х)< у< q>+(x), а-< х < ь+, 
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( д't )2 ( д't )2 Теперь найдем дх + ду • Так как -r (х , у) 

(6 .4) 

у -q> (х} 
е (х) 

то 

и 
!!._ = - _tp' (х) - у -q> (х) е' (х) д't 1 дх е (х) е 2 (х) ' ду = е (х) 

(д-т: )2 + (·д't ) 2 = дх ду 
1 + tp'2 (х} - у-IP (х} q/ (х) е' (х) + 62 (х) 63 (х) 

+ [У -q> (х)]2 е'2 (х) . 
64 (х) 

Подставим это выражепие в (6.4) и выполним интеrриро
вание по у. ПocJie несложных преобразований получим 

ь+ 

u2- ul <:rt s { 1 + ср'2 (х) + 112 е'2 (х)} е�:) . 
а-

Поскольку из условий теоремы следует, что 1 + ер'• (х) + 

1 , • 13 �л + 12 е (х) < 12 (1 + lrг) , а соrласно неравенству (6.3) 

а ь+ rax sdx 
.) е (х) + е (х) < в, 

ь 

мы приходим к утверждению теоремы. О 
При тех же предположениях, что и в теореме 6.2, 

можно доказать и неравенство 
ь ь ....... s 1 + q>'2 (х) n s е'2 (х) Re [w I0- w (z) ] _,.>л е (х) dx- Т ---е(Х) dx + С 

а а 

( Z Е е а, � Е еь) , 
уточняющее неравенство Альфорса. О 
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Предположив,  что <р' (х )-+ О при х -+ +оо и что 
00 00 J 8�2(��) dx < оо , J (/ 8" (х) 1 + 1 <р" (х) 1) dx < оо, 
о о 

можно получить формулу * )  
х 

w (x + iy) =с+ n r t+cp'2(t) dt + :rti у-ср(х) + о(1) , 8(� 8(х) о 
(х-+ +оо, х + 

iy Е D) .  

*) Несколько иное изложение формул Варшавского имеется в [13]. Там же дана ссылка на оригинальную статью. 



Глава VI 
ТЕОРИЯ ВЫЧЕТОВ 

Теорема l\оши и теорема о вычетах отнрывают широ-
1\ие возможности длл иреобразования интегралов от ана
литичесн:их фующий. Кроме того, теорема о вычетах часто 
позволлет иреобразовать различные суммы в интегралы. 
Вел совонупность приемов иреобразования интегралов и 
сумм от аналитичесних фуннций получила название тео
рии вычетов. В этой главе излагаютел основные приемы 
таиого рода на ряде rюrшретных задач. 

§ 1 .  Несобетвенные контурные интегралы 

Теория вычетов имеет дело главным образом с несобет
венными интегралами от голаморфных фуннций, т . е. с 
интегралами по I\OIIТypy, rюнцы ноторого находятел в осо
бых точrшх подынтегральной фуннции. Это неснольно ос
ложняет применение теоремы Коши или теоремы о выче
тах н таюrм интегралам. Чтобы пояснить, наного рода 
о.сложненил могут возшпшуть, рассмотрим один простой: 
пример: 

00 

Интеграл 1 = S е-х2 
dx можно рассматривать нан ин-

теграл по границе полуплоскости Im z > О (или Im z <О) 
2 

от фуrшции f (z) = e-z , голоморфной в этой полуплосно-
сти и имеющей в точr\е z =· оо (лежащей на границе этой 
полуплосности) существенно особую точку. Если бы тео
рема Коши была применима, то интеграл был бы равен 
нулю. Но он, очевидно, положителен (из анализа извест-· 
по, что оп равен Ji'Л). 

Естественно возшшает вопрос, когда же можно приме
нять теорему о вычетах (в  частности, теорему 1\оши) 
к интегралу по заминутому контуру, если этот rшнтур 
проходит через оеобую точну подынтегральной фуннции. О 

П ринедем нес:н:ольно признанов , позво.плющих ответить 
.на этот вопрос. Однано прежде чем формулировать эти 
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nризнаки, мы разъясним смысл явления, восnользовав
шись для этого nриведеиным nримером. 

z2 Рассмотрим nоведение модуля функции е- в аирест-
пасти бесконечно удаленной точии. Полагая z = re"', 
имеем \ e-z21 = е-r2сов2Ф. 

n n 3n Пасиольку cos 2с:р >О при -т < ер <т и при т< ер< 5n < 4, а при остальных ер имеем cos 2ер < О, оирестность 
бесiюнечпо удаленной точни распадается на четыре рав
ных сеитора. В двух сеиторах 

R n n lzl> ' -т <argz <т• 

3n 5n lzi>R, y<argz <y• 

z2 модуль фуниции е- мал, а в двух других n 3n т <argz <т, 

3n n -т<argz <-т• 

велик. :Концы нашего контура (действительная ось) yxo-
z2 дят в те сеиторы, где модуль функции е- мал, что и 

естественно, паскольну интеграл должен сходиться. Од
вано концы контура могли бы попасть как в один сектор,  
так и в разные. Они попали в развые сеиторы, и интег
рал не равен нулю. Это наводит на мысль о существова
нии общей зановомерности таiюго рода. Таиая заиономер
ность действительно существует для всех простых фунн
ций, с которыми приходится иметь дело в конкретных 
задачах. R сожалению, любая попытка описать тот класс 
функций, для которого эта заиономерность имеет место, 
приводит к очень громоздиим формулировиам. Поэтому 
лучше доказывать просто формулируемые достаточные 
условия, которые выглядят довольно простыми частными 
случаями, а общую закономерность иметь в виду, не тре
буя ее строгой формулировии. Общая закономерность 
состоит в следующем: 

Любая достаточпо .ма.лая опрестпость особой точпи 
фуппции j_(z} распа{Jается па пепоторое чис.ло свяапых 
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частей . В пoJtoвime частей .модуJtь фупrщии f (z) .мaJt, 
а в другой пoJtoвzute вeJtиn. EcJtи оба 1>оnца 1>оптура С по
падают в одпу связную часть, где lf{z ) 1 .MдJt, то ,. иnтea
paJty от f ( z )  по С .можпо при.миtять теоре.му о вычетах, 
ecJtи в разftые части - nеJtьзя. 

Таким образом, если нас интересует интеграл от 
функции f (z )  по замкнутому контуру С, проходящему че
рез особую точку z = а, то в первую очередь мы должны 
выяснить поведение модуля f (z )  в окрестности этой осо
бой точки и найти те части окрестности, где он мал. Если 
оба конца контура попадают в одну связную часть оi\
рестности, то возможность применении теоремы о выче
тах легко доказывается с помощью одного из признаков, 
которые мы сейчас изложим. О 

Чтобы облегчить формулировки, договоримся о неко
торых обозначепиFIХ. 

Пусть область D ограничена кусочпо гладкой кривой 
С, а z =а - пекоторая точка, лежащая па С. 

Обозначим через Кр круг l z- a l < р при а :i= оо и об-1 ласть lz 1 >- nри а =· оо. р 
Через DP обозначим часть D, лежащую вне КР, через 

СР- часть С, лежащую вне Кр, через "(р - часть границы 
Кр, лежащую в D. (Ясно, что граница Dp состоит из 
Ср и "fp. )  

Т е о р е м  а 1 . 1 .  Пусть фуn1>ция f ( z ) гоJtо.морфпа в об
Jtасти D, за ис1>.лючепие.м 1>оnечпого числа поJtюсов z1, 
z2, • • .  , Zn, и пепрерывн,а впJtоть до ее границы, за ис1>JtЮ
чепием точ1>и z =· а . EcJtи 

(р-+- О) ( 1.1 )  

и ecJtи песобствеппый иптеграJt от f (z )  по С существует, 
то 

n S f (z) dz = 2ni � res f (z) . 
С 1 Z=Zk 

Д о к а з а т е л ь  с т в о. Если песобетвенный интеграл 
от f (z )  IIO С сущеетвует, то (см. § 6 гл. I) 

S f (z) dz = lim S j (z) dz . 
С Р-+0 Ср 
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С другой стороны, согласно теореме о вычетах интеграл 
по границе области DP от функции /(z )  при достаточно 
малых р (чтобы все полюсы /(z) оказались в DP ) равен 

n 
2лi � res f (z) . 

1 z=ч�. 

Поскольку граница Dp COCTOIIT из ер и "(р, это означает 
n .\ f (z) dz = 2лi � res f (z) - J f (z) dz. 

� 1 Z=� � 
Переходя :к пределу при р -+- О, получаем утвер:ждсппе 
теоремы. 

3 а м е ч  а н и е . Обозначим через "( (р) длину "(v, а 
111 (р) = max 1 f (z) 1· 

ZE'\'p 
Тогда выполнение условия ( 1 . 1 )  заведомо обеспечено, 
если 

М(р)у(р)-+- О (р-+-0). ( 1 .2) 

Ясно, что при а :f= оо имеем "( (р) � 2лр, а при а =  оо 
2:n: имеем V(P) �р· Поэтому условие ( 1 . 2 )  можно замепить 

еще более простыми условиями: 
lim рМ (р) =О (а+ оо),  ( 1 .3) 
р�о 

(а = оо) . (1 .4) 

Иногда этих простых условпй бывает недостаточно. 
Следующий результат, дающий более тонкое условие, 
достаточное для выполнения ( 1 . 1 ) , называется дем.мой 
Жордана. Л е м м а 1 .  Пусть Гп- дуга оцужности l zl = R, 

1 arg z - <р0 1 < �, а фующия /(z) удовлетворяет па этой 
дуге неравенству 

/ f (Rei'�') 1 :< в(R) e-RVcosv(QJ--'Po). ·-
Если в(R)IO-v-+-0 (R-+- оо), то 

lim 5 1 f (z) 11 dz 1 = О. 
R�oo {'R 
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Д о к а з а  т е  ль с т в о. Уравнение дуги Г н имеет вид 

z = Re;'P, 1 <р - <р0 1 < 2� . Поэтому 1 dz 1 =· Rd<p и 

:rt 2 
= � Rв (R) s e-R"sin6 de. 

о 

Поскольку sin е> � е  при о< е< �' ТО п ри R-+ 00 

r 1 f (z) 1 1 dz 1:::;;;:; _2_ Rв (R) soo е -� eR" de 
= _:: R1-"в (R)-+ О, .\ '\1 '\1 

ГR о 

и лемма доназана . О 
Нонтуры С1 и С2, для которых 

J / (z) dz = J f (z) dz, 
cl с2 

мы часто будем называть для краткости эпвивалептпы.ми. 
Вопрос об эквивалентности двух контуров, имеющих 

общие начало и нонец, решается сведени ем н интегралу 
по заминутому контуру. 

Приведем типичный п ри мер рассуждения с доназа
тельстnом энвивалентности хюнтуров . 

Пр и м е р 1. Птш жем, что 
00 00 S sin х2 d.x = S cos х2 dx = 1/ � . 
о о 

00 

Из ан ализа извеетно, что S e-z2 dz = � Vn. Выше мы 
о 

z2 уже исследовали nоведение модуля функции е- в онрест-
пости беснопечпо удален пой точни и поназали, что оп мал 

л; в угле largzl <-;r· Понажем, что все лучи argz =·<p, 
л; 1 <р 1 :::;;;:; 4 являютсн энвивалентпыми контурами. Возьмем 
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� � 2 - 4 �а < � � 4 и рассмотрим интеграл от e-z по гра-
нице сектора 1 z 1 < R, а < arg z < �. По теореме Rоши этот 
интеграл равен нулю. Если обозначить через LнЧJ отре-
зок (0, Rе;Ф) , а через Гнаf'>- дугу 1 z 1 = R, а � arg z � �' 
то этот факт можно записать формулой 

S e-z2 
dz + S e-z2 dz- S e-z2 

dz = О. 
Lна гRaf'> Lнr. 

Ясно, что при R-+ оо интеграл по LнЧJ стремится к ин

тегралу по лучу arg z =·ер (если он существует ) .  Оста е т-
� � ся оценить интеграл по дуге Г Rar.. Если а> -4 , � < 4' 

то стремление интеграла по Г Rar. к нулю при R -+ оо лег
ко получить из замечания к теореме 1 . 1 .  Однако при 

� � а = - 4 или � = 4 это уже по удается . Позтому лучше 
сразу применять лемму il\ордана. Очевидпо, 

(\ z \ = R, arg z = ер), 

т. е. v =, 2, в (R) = 1 и в (R) ю-'\1 = � -+О. Следовательно, 

Отсюда видим, что 
�eia 00eif'> s e-z2 

dz = s e-z2 dz 
о о 

(R-+oo). 

� Положив, в частности, а= О, а�-= 4• Это даст, что 

00 
1 ,r- s -z2 
2rn= е dz= 

о 

ni 
оос4 s 

о 

2 
e-z dz. 

ni 
Делая во втором: интеграле замену переменной z = хе 4, 
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О < х < оо, получа ем 

:rti 00 
1 v-

.... 
S -ix2a 2 л = е е х. 
о 

Отделяя дей ствительную и мнимую части, получаем тре
буемые формулы. 

§ 2. Аналитичес1юе продолжение 
контурных интегралов 

Подавляющее большинство фушщий, с ноторыми при
ходится иметь двло в анализе, удается представить в 
виде несобетвенных нонтурных интегралов. При их ис
следовании значит ельную роль играют соображения, из
ложенные в § 1. З амена нонтура интетрирования энвива
лентным отнрывает ширОiше возможности для апалити
чесного продолж ения фуннций, представленных интегра
лами, и для получения оценоi\ этих фуннций. Донажем 
две теоремы об ан алитичесном продолжении интетралов, 
на ноторые часто приходится опираться во мпогих 
вопросах. 

Т е о р е м а  2 . 1. Пусть фушщля f (� ) голо:морфпа и ог
л рапичепа в угле 1 arg �- <р 1 < а, а� 2. Тогда футщия 

ooei<P 
F (z) = S f (�) e-z� d� 

о 

может быть апалитически продолжепа в угол 1 arg z + <pl< 
:rt <2 + а. 
До н а з а т е л ь с т в о. Инт еграл для фуннции F (z) 

равномерно сходится по z в полуплоскости Re (zei<P) � б > 
> О. Д ействительно, при Re (zei<P) � б  и при arg � = <р 
имеем 

l/( �) 1 �М, le-z"l � е-ОIЫ, 

т . е. подынтегральная фупнция не превосходит абсолют
по интегрируемой фуннции Ме-61ы. По призпану Вейер
штрасса ( § 6 гл. I )  мы убеждаемся в равномерной схо
димости интеграЛа . Следовательно, фуннция F ( z) гола
морфна в полуплоетюсти Re (zei<P) >О. 
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Положим теперь z = re-
;"', r > О, и выясним, какие 

контуры интегрирования эквивалентны лучу arg � = ер. 
Если arg � = е, то 

1 e-zt 1 = e-тltlroS(I(J-0) l 

т .  е .  подынтегральная функция / ( � ) е-•ь стремится к ну
лю быстрее любой степени � в угле 1 arg � - ер 1 < а. Это 
означает, что все лучи arg �=е при IO- epl <а явля
ются эквивалентными контурами, т. е.  

ooei6 
F(z) = S f(�)e-z�d� (arg z = - qJ, 1 е- qJ 1 <а). 

о 

Н о  по тем же с оображ,ениям, что и выше, шJ'слвдний ин
т еграл представляет собой функцию, голаморфную в по
луплоскости Re (ze

;0 ) >О. Таким образом, мы получили 
аналитическое продолжение функции F ( z) во все полу
плоскости Re ( ze

iв ) >о, 1 е - qJ 1 < а .  Легко убедитi>СЯ,  что 
все эти п олуплоскости в совокупности образуют угол 

зt 1 arg z + ср 1 < 2 + а. Теорема доказана. 

3 а м е ч  а н и е 1 .  Ясно, что условие ограниченности 
функции f ( � )  в угле 1 arg �- qJ 1 < а не очень существен
но для аналитического продолжения. Если потребовать, 
чтобы функция /( � ) была голаморфна в угле larg �
- qJ 1 < •СХ и удовлетворяла условию 

00 

11 (rei6) 1 < g (r) erv(e), s к(r) dr < 00 
о 

(le-epl<a< � ) , 

мы теми же рассуждениями придем к выводу, что функ
цию F ( z ) можно анали·rически прод олжить в область, 
являющуюся объединение.м  полуплоскостей Re ( zе

;в ) > 
> v (е) , 1 е - qJ 1 < сх. 3 а м е ч а н и е 2. Вид подынтегральной функции не 
являет. ся стр ого обязательным. Например, можно было 
доказать аналогичную теорему для интегралов вида 

сс:еiФ 

F(z) = s о 
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Используя ту же идею, можно в�шолнить и более 
далекое аналитическое продолжение, сJ;занное с обходом 
точки z = О, которая, вообще говоря, является особой 
точкой функции F(z). Приведем один пример,  в котором 
совершается такое исследование. 

П р  и м е р  1 .  Пусть функция F (z) задана для дей
ствительных положительных z равенством 00 

F(z) = S ;-z!; , d� 
о 1 + �2 

(У1 + �2>0). 

Найдем аналитическую функцию, получающуюся апали
тичесюtм продолжением функции F ( z) . 

Поскольку функция f (�) = V 
1 

голаморфна в 
1 + �2 

полуплоскости Re �>О и ограничена в каждом угле 
:rt 

1 arg � 1 �а < 2' мы получаем из теоремы 2 . 1 аналити-

ческое продолжен ие функции F(z) на всю плоскость z 
с разрезом по отриц ательпой части действительной оси. 

Свяжем с каждым значением 8 функцию Fв(z), гола
морфную в полушюокости Re (ze-i0} >О, которая получа
ется из функции F о ( z) = F ( z ) аналитическим продолже
нием из точки t (Re t >О) в точку tе;в по дуге окруж-

ности lzl = ltl, 0 <arg 7 <0. Из теоремы 2. 1 следует, 

что 
ooe-i8 

Fe(z) = s 
о 

Построим  теперь  функцию Fв (z) для любых 8. Для этой 
цели обозначим чер ез Lв следующий контур: 

:rt При 0 <8 <2- луч arg�=-8. :rt 3:rt 
при 2 < е < -:г сделае м  в плоскости разрез по от-

резку ( -i, i) и составим контур  Lв из отрезка (0, -i} 
правого края разреза, отрезка ( -i, О) левого края раз
реза и из луча arg � = -8. 

п 3:rt 8 5:'& 
(О ') ри 2 < < 2 составим контур из отрезка , -� 

правого края рю�реа а, отрезка ( -i, i) левого края разре
за, из отрезка (i, О) правого края разреза и из луча 
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arg t = -е. Положим 

S -zь Fe(z) = уе d� 
Le 1 + �2 (Re (ze-i8) >О). 

Легко убедиться, что если е, е' и arg z близки между 
собой, то контуры Lв и Le' эквивалентны, т. е. 

при близких е, е' и arg z. Поэтому совокупность функций 
Fe (z) осуществляет аналитическое продолжение функции 
Ji ( z) . Каждая функция F в ( z) голаморфна в полуплоско
ст'и Rc ( ze-iв ) > О. Когда величина е увеличивается па 2:n:, 
мы возвращаемся в прежнюю точку после аналитичес кого 
продолжения по окружности, обходящей точку z = О про
тив часов ой стрелки. При этом к исходному значению ин
теграла добавляется интеграл по обеим сторонам раз
реза ( -i ,  i ) , взятый в таком направлении: (0, -i) по 
правой стороне разреза, ( -i ,  i )  по левой стороне разреза 
и ( i ,  О) по правой ст ороне разреза. Функцию "/1 + t2 мы 
считали положительной при t > О, так что опа положи
тельна и на прав ой сторон е  разреза .  Поэтому, вычисляя 
добавляемый интеграл, получаем 

1 

F енn (z) = F е (z) - 2i S -1 
Задача об аналитиче1 ском продолжении функции F(z) 

решена. О 
Следующая теорема относится к вопросу об аналити

ческом продолжении иптегралов типа Коши 

F (z) = � r __Lill_ d�. 2щ, �- z 
(2 .1 ) 

с 

Сначала докажем голоморфпасть функции, представ
ленпой этим интегралом. 

Л е м м а. Ес.ш J 11�(f)�l11d�j<oo, то иптеграл (2.1) 
с 

равпомерпо сходится по z па любом аа.мппутом мпоже
стве, ne содержащем точек, поптура С. 
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Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Пусть Е - конечное замкнутое 
множество , не содержащее точ ек контура С. Обозначим 
ч ерез R радиус круга с центром в нач але , в котором 
лежит множество Е, а ч ерез р - расстояние от Е до С. 
Если �е:: С, а ze.E, то 1�-zl ;;:.;:.р при вс ех t ,  а при 

1 1 � 1 ;;;:.;:. 2R имеем 1 � - z 1 � 1 � 1 - 1 z 1 � 2\ � 1· Поэтому 
при пекотором М= М (R, р )  справедЛиво перавеяство 1 /(�) ��М I!ШI 

�-z ·-...:.: 1 + 1�1 (�Е с, ZE Е). 

Отсюда (в силу условия леммы) получаем  с помощью 
признака Вейерщтрасс а равномерную сходимость инте
ресующего нас интеграла .  

С л е д'с т в и е. Иитеграл 
( 2.1) представ.яяет фуипцию, 
го.ло.морфиую в rааждой обла
сти, ue содержащей точеп пои
тура С. 

Если контур С делит плос
ыо сть на ча•сти, то в каждой 
части мы имеем свою голо-
морфпую функцию . В люб ом Рис. 7 

случ ае точки :контура образу-
ют границу о бласти голаморфности интеrрала ( 2.1 ) . 

Следующая теорема полностью решает вопрос об ана
литическом прододжении интеграла типа Romи через 
точки контура интегрирования. 

Т е о рем а 2.2. Пусть фуипция го.ло.морфиа в обла
сти D, содержащей пусоп Со поптура С (и ue содержа
щей других точеп С). Пусть, далее, Со делит область D 
па две  части D+ и n-, .лежащие, соответствеиио, слева от 
Со и справа от С0, а F+(z) и F- (z) - фующии, представ
лепные иитеграло.м (2.1) в D+ и n-. Тогда фуипция 
F- ( z) + f(z) дает апа.литичеспое продо.лжепие фуипции 
F+ (z) в область D- ч ерез дугу С0• 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Обозначим через С* контур, 
отличающий ся от контура С тем, что Со заменена ч астью 
границы D (той ив двух возможных , для которой поло
жительное направJr ени е  обхода с огласуется с направле
нием С*) . Ясно , что эта ч асть границы D является и 
частью границы D- (рис. 7) . Всю границу D- обозначи м 
L-. Помимо упомянутой части границы D в ]_.- входит 
еще кривая Со, проходимая в противоположном направ-
15 М. А.  Евграфов 
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лении. Поэтому для любых z из о бласти D, не лежащих 
на Со, имеем 

� s JJ2_ d� = �-s ...ffiL d� + � s _jJQ_ а:. (2 .2) 2:ru � - z 2щ � - z 2ш � - z -
с• с L-

Обозначим интеграл, стоящий в левой части равенства ,  
ч ерез F ( z )  . По скольку в области D нет точ ек контура С*, 
то  F (z)- голоморфиал в области D функция. 

При z Е D+ имеем F (z) = р+ (z) , так как первый ин
теграл в правой части равенства равен р+ ( z )  по опреде
лению, а втор ой по теореме Rоши равен нулю. 

При z Е D- имеем F (z) = р- (z )  + f(z ) , так как пcpnыii 
интеграл по определению рав ен F- ( z ) , а второй раf�сн 
/ ( z) согласно инт, егральной формуле Rоши. 

Следовательн о, функция F ( z)  аналитичееки пр одоJr
жает функцию р+ (z )  на всю область D, и теорема до ка-

зана. О 
Интегралы типа Roшn встречают, ся во многих вопро

с ах теории аналитических функций . Например, мы уже 
использовали интеграл типа Коши при выводе разложе
ния функции в ряд Лорана. 

Од ним из типичных приме нений интеграла типа I\о
ши являет ся задач а о разбиении функции, задан ной на 
границе о бласти, на сумму двух  функций ,  одна из кото
рых голаморфна внутри области, а другая - вне ее .  Эту 
задачу можно реш ать  и без предп оложения голоморфпа
сти функции / (� ) п а  контуре С (гран ице о бласти ) .  
В этом случае функция/(�) предполагается о бычно удов
летворяющей на нонтуре условию Липшица какого- либо 
положительного порядка сх., т. е .  условию 

Об  аналитическом продолжении таких интегралов Rоши 
уже не приходится говорить. От теор емы о стается только 
тэ.н ое утверждение*): 

Фуп-пции р+ ( z )  и F- (z )  равпо:мерпо пепрерывпы в 
областях D+ и D- соответствеппо, и 

р+ (� )- р- (� ) = /(� ) ( �Е С) . 

*) Подробвее этот вопрос освещен в [23, 24, 30]. 
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§ 3. Вычисп:ение определенных1 интегралов 
Самой 1старо й  'З адачей, к к от орой применялась  те ория 

вычетов, является задача о вычисл, ении в конечном виде 
интегр алов, главным образом несобственных, от дей стви
тельных функций .  С помощью теории вычетов можно най
ти очень многие интегралы, но число приемов, употреб-
ляемых для этой цели, н ев елико. О 

Пер вый при ем отно сится к интегралам вида 

00 

I = S ер(х) dx, (3.1) 
00 

где функция ер ( z ) голам орфна в полуплоскости Im z >О, 
за  исключением конечн ого числа полюсов Zt, z2, . • .  , Zn 
(лежащих в этой полуплоокости) ,  непрерывна в полу
плоско сти Im z ;:;;. О ( за  исключением тех же полюс ов) и 
удовлетворяет усл овию 

J ep (z) dz-+0 
Г в 

(Гн- полуо:юружность lzl = R, Im z>O). 

(3.2) 

Условия теоремы 1.1 выполнены, если взять в наче
ств: е  области D полуплоскость Im z >О. Это значит, что 
интегр ал ( 3.1) м ожно рао сматри вать  как интегр ал по 
гр анице полуплоскости Im z > О и применять к нем у  тео
рему о вычетах. Это дает нам формулу 

оо n S ер (х) dx = 2ni � res ер (z) . О 
-оо k=l z=zk (3.3) 

Выясним возможно сти этог о  прием а  для нахождения 
интегралов от действительных функций .  Ясно, что в ка
честве q> ( z ) можно взять р ациональную функци ю, у ко
тор ой степень числит еля на две единицы меньше  степени 
знаменателя (это необходимо и для сходимости интегр а
ла и для выполнения условия ( 3.2) ) . С другой стороны, 
е сли предположить, что функция ер ( х) дей ствительна при 
дей ствительных х, то с помощью принципа симм етрпи 
петрудно показать,  что других возможностей нет. О 

Однако для получения интегралов от дей ствительных 
функций не нужно предполагать  дей ствительность  функ-
15* 
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ции <р (х) при действительных х. Можно написать 
со n J и (х) dx = Re {2nt � res <р (z)} , и (х) = Re <р (х) . (3.4) 

-со k-1 z-zk 
Это соображение sвачительво расширвет класс тех 

интегралов, которые вычислв10'f1св с помощью теории вы
четов , во делает процесс вычислении значительно слож
нее. Дело в том, что в формуле (3 .4) мы интегрируем 
функцию и ( х) = Re <р ( х) , а вычеты берем от функции 
<р ( z) . Таким образом:, если задав инте:грал, то мы знаем: 
лишь функцию и (х) = Rе <р (х) при действительных х, 
а нужно звать функцию <p (z)  при всех z. Решить эту 
задачу нисколько не проще (в общем виде) , чем: вычис
лить интеграл. Однако часто удаетсв решить эту задачу 
подбором и угадыванием (как при отыскании первообраз-
вой) . О 

Приведем два распростра,веввых типа интегралов, ко
торые получаютсв с помощью изложенных соображений. 

Пусть R (z) - рациональная фующия, у потарой сте
пень числителя .меньше степени внд.менателя. Если фунп
ция R (x)  действительна при действительных х, не и.меет 
полюсов на действительной оси, а в полуплоспости Im z > 

>О и.меет полюсы z1 , z2, . . . , Zn,  то для любого а >  О 
00 � J R (х) cos_ ах dx = - 2n Im � res R (z) eiaz, (3 .5) 

-со 1 z.,zk 
оо n J R (х) sin ах dx = 2л Re � res R (z) eiaz. (3.6) 

-со k� -� 

Если при прочих предположениях относительно R (z)  
степень ее числителя на две единицы .меньше степени 
зна.менате.яя, то при любо.м а > О и.мее.м 

00 J R (х) ln (х2 + а2) dx = 
n 

= - 4.тt Im � res R (z) ln (z + ia) (3 . 7) 
k*1 z=zk 

(дли ln (z + ia) берется любав ветвь, голоморфпав в по
луплоскости Im z > О) • 
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Доказательство этих формул очевидным образом вы· 

текает из ·соображений, изложенных выше. Для провер· 
ки выполнения условия (3 .2)  в первых двух формулах 
пользуемся леммой Жордана ( § 1 ) ., а в третьей - заме· 
чанием к теореме 1 . 1 .  О 

Второй прием лишь немногим сложнее. В его основе 
лежит следующая лемма : 

Л е м м а 1 . Пусть фунтщии f (z )  и g (z) голаморфны 
внутри полосы О < Im z < Ь, аа исплючение;м, понечного 
числа полюсов z1 , z2, . . .  , Z n ,  и непрерывны в аампнутой 
полосе (аа исплючепие;м, тех же полюсов) . Если f (z) 
периодичеспая фунпция с периодом, равным, i (b - а) , 
и выполняется условие 

J j (z) g (z) dz -+ 0  
Г в 

(R -+ ±  оо) 

( Гв - отрезок Re z = R, a < Im z < b ) ,  то 
ш n 

(3 .8) 

S f (x) [g (x + ai) - g (x + Ьi)] dx = 2ni  � res f (z) g (z) . 
_00 k•l z•zk 

Д о к а в а т е л ь  с т в о. В силу условия ( 3.8) разность 
интегралов . 

оо iЬ+оо J / (z) g (z) dz - J f (z) g (z) dz = 
-оо iЬ-оо 

00 

= S f (x) [g (х + ai) - g (х + bl)] dx 
-оо 

можно раосматривать в:ав: интеграл по границе полосы 
а < Im z <  Ь .  Применяя теорему 1 . 1 ,  получаем утверж· 
дение л�еммы. О 

Приведем два тИJПа интеDралов, в:оторые вычисляются 
с помощью этого приема. 

Пусть R (z) - рациональпая ф'уппция с полюсами z 1 , 
z2, • • •  , zn, у потарой степень числителя па т единиц 
ниже степепи апа;м,епателя, причем, R (z )  пе и;м,еет 
полюсов па отрицательпой части действительпой оси и 
при z = O. 
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Полагая f (z) = R ( -е' ) , g (z)  = еа•, а = - n ,  Ь = n, по
лучаем 

- оо  

(О < а <  т) . (3 .9) 

У слови е О < 'СХ < т обеспечивает сходимость интеграла и 
выполнение условия (3 .8) . 

Полагая f (z ) = R( -e• ) , g (z ) =  +• a = - n , b = n и 
считая т ;;;:;. 2, и.мее.м 

оо n J• R (- e") d 1 � 
2 2 х = 2 .,_ res 

-оо :& + n 1 z". Jn zk 
(3 . 10) 

В обеих фор.мулах для ln z��. следует брать главные 
апачепия. 

Применение второго приема связано примерно с теми 
же трудностями, что и применевне первого JJiPИeмa. Ин
тегрируется функция f (x ) [g (x) - g (x + Ьi ) ] ,  а вычеты 
берутся у функции f (z ) g (z ) . О 

Третий прием относится к интегралам вида 
2П S <p ( eix) dx, (3 . 1 1) 
о 

где функция <p (z) голоморфна в круге l z l  < 11 ,  за исклю
чением нон ечного числа полюсов. Прием состоит в заме
не перемениого z = eix, переводящей интеrрал (3. 1 1 )  в 
интеграл 

1 r 
( 

dz 
Т J <р z) -;- , 

I Z I = l  
который вычисляется с помощью вычетов. Третий при
ем очень мало отличается от первого. О 

Мы говорили о вычислении с помощью теории выче
тов интегралов, приве:дев:ных к тому ил,и иному канони
ческому виду. Практически всегда прихоДIИтся или при
водить интегралы к этому виду, или применять анало
гичные приемы к интегралам прямо в том виде, в кото
ром они даны. Раосмотрим несколько при,меров. 
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П р  и м е р  1. Покажем, что 
00 s si: x dx = � . о 

Даже записав интеграл в виде интеграла по всей оси, 
мы не можем применить формулу (3 .6 ) , так как функция 1 R (z) = - имеет полюс на действительной оси. Но при z 
а > О  

00 00 00 

S sin x  dx - s x sin x  dx х х2 + а2 2s sin x dx а -- 2 2 :;;;;; х х + а 
о о 

так что 

о 

00 00 00 

00 

S sin x  dx 
= 

1 . s x sin x  d = _!_ 1 .  s x sin x  d 1m 2 2 х 2 1m 2 2 х. х а .... о х + а а->о :х + а 
О О -оо 

Последний интеграл уже легко вычисляется с помощью 
формулы (3 .6 ) . Имеем 

00 5 х sin х ze iz 
2 2 dx = 2:rt Re res = :n;e-a 

х + а z= ia z2 + а2 
-оо 

00 

S sin х d 1 .  n -а n -- х = 1m - e  = - .  х а .... о 2 2 
о 

П р  и м е р  2. Вычислим интеграл 
00 

S xa-1 1n x 
l = х + 1 

dx 
о 

(О < а. <  1) .  

(а > 0) , 

Сделаем замену перемениого ln х = t. Это даст, что 
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Но с помощью формулы (3.9 )  получаем ( R (z) = 1 � z) 
00 

S eat :rt eaz :rt -- dt = - -.-- res --. = -.-- . 
1 + et sш c.t:rt z-o 1 - ez sш c.t:rt - оо  

2 с 1 __ _ :rt cos c.t:rt
. 

О 
ледовательно, sin2 c.t:rt 

П р и м е р 3. Вычислим интеграл 
1 

1 = S ха (1 - х)1-а dx 
о 

(- 1 < а. < 2) . 

Интеграл 1 можно выразить через интеграл от 
функции 

f (z) = z"' ( 1 - z) l -a. 

по границе С области D, являющейся расширенной :плос
костью с разрезом по отрезку (0, 1 ) . Действительно, 
функция f ( z) допускает выделение в области D одно
значной ветви ('для этого достаточно представить ее в 
виде 

( 1 )1-а 
f (z) = z -z - 1 

и применить ко второму сомножителю теорему о моно
дромии) . Выберм ту ветвь, которая положительна на 
верхнем крае разреза. Тогда 'На нижнем крае разреза 
функция / (z) равна e2"i"'z"' ( 1 - z) 1 -"' (при обходе точки 
z = О по малой окружности против часовой стрелки ар
гумент z"' возрастает на 2na., а сомножитель ( 1 - z) l -oz 
не меняется) . Поэтому 

J1 (z) dz = 1 - е 211ia1 = 1 ( 1 - e211ia) . 
с 

С другой стороны, по теореме о вычетах J f (z) dz = 
с 

= 2n i  res f (z) . Чтобы найти вычет, найдем значения f (z ) 
z=oo 

при больших z. При z > 1 имеем / (z ) = -e"ia;z"' (z - 1 ) 1-"', 
так как на верхнем крае разреза (0, 1) f (z) > О, а обходя 
точку z = 1 по малой полуокружности сверху, мы умень
шаем arg ( 1 - z) 1 -"' на n ( 1 - а.) (и не меняем arg z"' ) . 
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Поэтому 1 (z) = - e:rtiaz ( 1 - � у-а, и разлагая последний 

1 множитель в ряд по степеням -z ,  получаем 

1 (z) = - e:rtiaz ( 1 - 2 + с: - . . .  ) , z z J 
1 (1 - а) (- а) cl = - а , с2 = 1 · 2  ' 

Отсюда без труда находим res l (z) = - enia а (1 - а) и 
Z=oOO 2 

l = _ 2:rti :rtia а (1 - а) :rta (1 - а) 
1 _ e2nia е - 2 = 2 sin ct:rt • 

П р и м е р 4. Вычислим интеграл 
n 

I = s ln / sin .т 1 dx 1 + a cos x -n 
(0 < а < 1) . 

Заметим, что 

1 eix _ e-ix 1 1 1 _ e2ix 1 1 _ e2 iX ln 1 sin х 1 = ln 2i = ln  2 = Re ln 2 • 
Делая замену перемениого z = eix и принимая во внима
ние, что 

cos х = � ( z + � ) .  dz d:J· = 
iz ' 

1 -- z2 ln ! sin x l  = Re ln -2-, 
получаем 

/ - R 2 s 1 t - z2 dz - е - n -- • i 2 2z + az2 + a  \ z / = 1  
Подынтегральная функция имеет в круге l z l  < 1 один 

Yt - a2 - 1  пр()lстой полюс в точке z = . Находя вычет в а 
этом полюсе, получаем 

2:rt [ v� - 1 + а2 ] 1 = 1 /  ln + ln  2 • 
V 1 - а2 а2 
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§ 4. Асимптотические формулы для интегралов 

Применение теории вычетов к вычислению интегралов 
хотя и сыграло свою роль, но на современном этапе ра3-
витил математики имеет не такое уж большое 3Начение. 
Причина этого в том, что лишь немногие интегралы, с ко
торыми приходител иметь дело, можно вычислить в ко
нечном виде. Однако применепил теории вычетов не ис
черпываются вычислением интеграло;в. С помощью тео
рии выч,етов можно получать для интегралов так на3ы
Баемые асимптотические формулы. 

Асимптотичеспой формудой для функции f (z) при 
z -+ оо в области D на3овем предельное соотношение 

f (z) ,.., q> (z) ( z -+ oo, z e D) .  

Имеется не:кюторый юттенок, отличающий асJmJ:шюти
ческую формулу от любого другого предельного соотно
шения того те вида. В асимптотичесной формуле сторо
ны .не равноправны. Ее смысл в том, что сложная функ
ция f (z) 3аменлетсл простой функцией <p (z) ( сложность 
можно понимать с ра3личных точек 3ренил, например с 
точки 3ренил вычисления 3начений) . Обычное положение 
таково, что с увеличением z функция f (z )  становител 
все сложнее, асимптотическая формула в'Се точнее. О 

Приведем два примера получения асимптотических 
формул с помощью теории вычетов . 

П р и м е р  1. Пусть функция E (z) (функция Миттаг
Лефлера)  .определена для z, лежащих вне полуполосы 
Re z > O, I Im zl < :rt ( обо3начим ее G, а ее границу L) ,  
равенством 

1 f i' E (z) = -2 .  ,.- d� . . :rtl ,  ." - z  
L 

Найдем аналитическое продолжение функции E (z) на 
всю плоскость и получим для Е ( z ) асимптотическую 
формулу при z -+· оо .  

Аналитическое продолжение функции Е (z)  на всю 
пласкость мы получаем с памощью теоремы 2.2 об ана
литичес>ком продолжении интеграла типа :Коши. Если 
обо3начить чере3 I ( z ) 3наченил интеграла :Коши ( опре
деляющего функцию Е ( z ) для z Ф G) , то аналитическое 
продолжение функции E (z ) в полуполосу G дается 
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формулой 

Е (z) = I (z) - eez (z E G) .  
Таким образом, для получения асимптотической фор� 

мулы для функции E (z) нам достаточно получмть асимп� 
тотячеекую формулу для интеграла типа :Коши 1 (z ) . 

С помощью ра'Венства 

легко получаем 

где 

I со с1 1 (z) = - + -2 + 2 'Ф (z) , z z z 

Покажем, что с0 = 1 , а -ф(z) = 0 ( 1 )  (z -+ oo ) .  Это даст 
асимптотическую формулу 

I (z) = .!. + О (_.;..) , z �� 

откуда получим интересующую нас асиШiтотичоокую 
формулу 

Е (z) = ; + О ( �2) (z -+ оо , z ф. G) , 

E (z) = - - е + -1 eZ о ( 1 )  
z z2 (z -+ оо , z Е G) . 

Сначала покажем, что -ф (z) = 0 ( 1 )  (z -+ oo ) .  Для этой 
цели обозначим через L, часть контура L, лежащую в 
круге 1 � - z l  < 1 ,  а через L2 - остальную часть L. Оче� 
видно, имеем 

1 s �2ееь 1 r �2ееь 
'Ф (z) = 2:rti ��- z d� + 2:rti J � - z d� = 'Ф1 (z) + 'Ф2 (z) . 

L1 L2 
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Сразу получаем 

1 '1'2 (z) 1 � 2� J 1 � 1 2 1  /'., \ 1 d� 1 < оо .  
L 

Длл оценки I 'Ф 1 (z) 1 обозначим через s точку L1 ,  ближай
шую к точке z, и напишем 

ее� (S d6 s ее�-е; _ 1 } 
'�'1 (z) = 2ni 6 - z + 6 - z d� · 

Заметим, что 
Ll Li 1 e et-e� 1 1 6 _ � � M (/ � - z l < 1) , _1_ J .� = _1_ 1n z - b  2ni 6 - z 2ni z - а ' 

Li 
где а и Ь - концы L1 , т .  е .  точки пересечепил L1 с окруж
ностью 1 � - z l  = 1 .  Поскольку l z - а / =  l z - Ь i  = 1 , то 

� 2�i I 6 � z 1 � 1 . Ясно также, что /6 � 1 , так как s ле
жит на L. Поэтому I 'Ф1 (z) l :s;;; M1 , · т. е. '\jJ (z) = 0 ( 1 )  
( z - oo) .  

Остается показать, что со = 1 .  С этой целью напишем 

- Со = 2�i s ее� d� = 
L 

:rti -:rtl -:rti+oo 

= 2�i s /� d� + · 2�i s ее� 
d� + · 2�i 5 ее� d�. 

:rti+oo :rti -:rtl 

Первый и третий инте11ралы в пра:вой части взаимно уни
чтожаютел в силу перио]:(ичности функции ееь с перио
дом 2:n:i. Во второ.м интеграле сделаем заrмену е' = w 
(11ретий прием § 3 ) . Это даст 

- Со = _ _  1_ s 
2ni 

J w \=1 

ew 
- dw = - 1 . 

w 

Доказательство асимптотических формул длл E (z) за
копчено. 

Ясно, что при желании мы могли бы получить и бо
лее точные асимптотические формулы: 

со cl с п ( 1 ) 1 (z) = z + � + . . .  + zn+l + О zn+ 2 (z -+  оо), 
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Dn'= -• 2�t s �nee
� d�. 

ll 
П р и м е р 2. Найдем асимптоТtИческую формулу для 

Г (z + 1 ) (Г (z) - гамма-фующин Эйлера) при z -+ +co. 
Функция Г (z +  1 )  определяется при z > - 1 формулой 

00 
Г (z + 1) = S tze-t dt. 

о 

Делан в этой формуле замену t = �z, получаем 
00 

Г (z + 1) = zz+1 s e-z (,- ln !;) �. 
о 

Теперь сделаем еще замену � - ln � = w. Тогда, обозна
чив через С образ луча arg � = О при конформном ото
бражении w = � - ln �. получим 

z-z-1Г (z + 1) = .\ �· (w) ejzw dw, 
с 

где s ( w) - пекоторан ветвь аналитической функции, об
ратной к функции w = � - ln � - Выясним, что такое С и 
какая ветвь аналитической функции стоит под инте
гралом. 

Rогда � возрастает от О до 1 , w убывает от +со до 1. 
Это означает, что 

1 1 s e-z (!;- ln 6) d� = s e-zw�� (w) dw, 
О +оо 

где � 1 ( w) - та ветвь обратной к � - ln s функции , кото
ран положительна и не иревосходит единицы при w > 1 
(при w -+ +со имеем S l ( w) -+ О) . 

1\огда � возрастает от 1 до +оо, w тоже возрастает 
от 1 до +оо. Значит, 

+оо +оо .r e-z (!;- ln � )  d� = s е -zws� (w) dw, 
1 1 

где sz ( w) - та ветвь обратной к s - ln s функции, кото
ран положительна и больше единицы при w > 1 (при 
w -+  +со имеем �2 ( w ) -+  +оо) . 
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Итак, контур С - это луч ( 1 , +оо) , проходи:мый дваж
ды, так что :мы :можем написать 

00 

z-z-1Г (z + 1 ) =  .\ e-zw [6; (w) - 6� (w) ] dw. 
1 

Выясним теперь поведение ФУ'нкций 6� (w) и 6� (w) на 
всем луче ( 1 , +оо )  и в окрестности точки w = 1. По фор
муле дифференцирования обратной функции ( с:м. теоре
му 7.2 гл. IV) и:мее:м 

, �1 (w) S1 (w) = �1 (w) - 1 ' , �2 (w) S2 (w) = 62 (w) - 1  ' 
� , , 

( откуда :видно, что функции �>1 (w) и 62 w) ограничены 
при w -+ +оо, а при w -+ 1 стремятся к бе'Сконечности. 
Поскольку производвал функции w = 6 - ln 6 при w = 1 
имеет нуль первого порядка, то по теореме 7.3 гл. IV 
фуНКЦИЯ s ( w) В ОКреСТНОСТIИ ТОЧКИ W ·= 1 :МОЖеТ быть 
представлвна в виде 6 ( w) = g ( V w - 1 ) ,  где g (� )  является 
голоморфной функцией в окрестности точки � = О, при-

чем g (O) = 1, а g' ( 0)= h = V2. Это означает, что 

при w >  1 

6 1 (w) = 1 - V2 У w - 1 + . . . , 

62 (w) = 1 + J/2 У w - 1 + . . .  , 

6� (w) - s� (w) = v 112 + 1J> (w), w - 1 
где функция 'Ф ( w) удовлетворяет неравенству 

Поэтому 
I "Ф ( w) l � M't' l w - 1 1 (w > 1 ) .  

00 1 00 

z-z-1Г (z + 1) = V2 S (w - 1) - 2e-zw dw + S 1j> (w) e-zw dw. 
1 1 

00 
г-z s -х2 V1 -z = 2 -- е dx = - е Ys z 

о 
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(из  анализа известно, что последний интеграл раnен 
� vп) , а 

e-z 
= Мх з/2 · ·  z 

Следовательно, мы получили асИJмптотическую формулу 
1 

Г (z + 1) = V2лzz+ 2e-z (1 + о ( : )) . 
известную под на'званием формулы Стирлинга. 

Нетрудно показать, что формула Стирлинга остается 

в силе и при Re z -+  + оо (с заменой о(�) на o(R; 2:") ) . О 
Сделаем несколько замечаний общего характера о ме

тоде, ИJmюльзованном нами для получения формулы 
Стирлинга. 

Мы использовали две идеи. Одна из них состОIIТ в 
замене переменного, приводящей интеграл к виду 00 

S { 1 с + 'Ф (w)} e-w�.dz, 1 w - a  а 
где функция 'ljJ ( w) удовлетiВоряет неравенству 1 -ф ( w) 1 ..;;; 
..;;; МУ 1 w - а 1, другая - в получении асимптотической 
формулы для последнего интеграла. Каждая из зтих идей 
может быть развита и обобщена. 

При получении асимптотической формулы для инте
гралов вида 

а+оо 
F (z):= J ер (w) e-wz dw 

а 
используется следующий результат : 

(Re z -+ + оо ) (4 . 1) 

Т е о р е м  а 4. 1 .  Если фующия !р ( w) удовлетворяет 
условиям 

I IP ( w) I < M - ( w - a � p > O) 
и 

00 

!р (w) = � ck (ш - a)o.Hk 
k=O 

(O < w - a < p) ,  
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то для юtтеграла (4. 1 )  справедливы асимптотичеспие 
формулы 

n- 1 
F (z) = � сkГ (а + \3k) z-a-13k-l + О ((Re zГа-f3п-1) 

k=O 

(Re z -+  +оо ) ,  

где n -любое целое число. ( Г  (х) - rамма-фующия Эй
лера) .  

Эта теорема доказывается такими же рассуждениями, 
какие мы проводили в примере 2. О 

Замена переменноrо применяется к интеrралам вида 

F (z) = S f (s) e;-zh(�)d6 ,  
г 

чтобы привести эти интегралы к интегралам вида ( 4. 1 } .  
При замене w = h ( s ) интеrрал принимает вид 

Р (z) = S <р (w) e-zw dw, 
rl 

где cp ( w) = f (s ( w) ) S ' ( w ) , а Iюнтур Г 1 - это образ кон
тура Г при отображении w = h ( s ) . Контур Г1 мы дефор
мируем, стараясь отодвинуть его возможно правее (это 
уменьшает множитель e-zw, 'существенный при больших Re z) . Такой деформации могут мешать концы контура 
и особые точки функции ер ( w) .  Поэтому контур распа
дается на сумму контуров, каждый из которых является 
лучом, выходящим из особой точки параллельна положи
тельной части действительной оси. Лучи, выходящие из 
концов контура, обходятся однократно ,  а выходящие из 
особых точеi\ - дважды. Интеграл по каждому из таких 
лучей и является интегралом вида ( 4. 1 ) . 

Обосновать описанный спо соб действий в общем слу
чае весьма затруднительно ,  но это и не очень нужно. 
Сказанно е  следует воспринимать лишь как указание к 
действиям в коннретных задачасс 

Описанный способ находится в тесной связи с таи на
зываемым методом перевала * ) . 

*) Читателям, желающим подро!Jпrе позпа.!\омиться с методами 
nолучения асимnтотических формул, можно обратиться к монографиям [3, 13, 16, 27] . 
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§ 5. Суммирование рядов 

Методы теории вычетов применимы и для иоследова� 
ния сумм рядов. Для этой цели сумма ряда должна быть 
выражена через контурный интеграл. Попытаемен корот
ко раосказатъ о приемах, которые применяются для этой 
цели. 

Сначала приведем один из тех немногих случаев, коr
да с помощью теории вычетов удается найти сумму ряда 
в конечном виде. Помимо того, что этот случай имеет и 
самостоятельный интерес, он служит подготовкой ко все� 
му дальнейшему. 

Т е о р е м а  5 . 1 . Пусть Q (z) - рациомлыtая фунтщия 
с полюсами z 1 , z2,  . . . , Zp ( отличными от целых чисел ) , 
и пусть степень числителя Q ( z ) пиже степени ее знаме
нателя не .меньше, че.м па две единицы. Тогда 

00 'Р � Q (k) = - л; �  res Q (z) ctg пz. 
-оо 1 Z=Zs 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим интеграл 

J Q (z) ctg nz dz (п = О , 1 , 2, . . .  ) . 

J z l ==n+ ! 2 
Поскольку степень числителя Q (z ) хотя бы на две еди� 
ницы меньше степени ее знаменателя, то 

м 
шах 1 Q (z) 1 � -2 (R > R0) . 
J z J =R R 

В § 6 гл. I I  ПОI\азано, что функция ctg nz ограничена 
в плоскости z, из которой удалены круrи 1 z - k'l < в 
(k = O, ±1 ,  ±2, . . . ) . Поэтому max l ctg лz i � M1• Cлe-

J z l =n+ ! 2 
довательно, оценивая интеграл ln произведением макси� 
мума модуля подынтегральной функции на длину пути 
интегрирования, имеем 

I J. i < 2л (п + � )  ( м1 (М,-+ 0 
n + 2  

(п-+ оо).  

С другой стороны, интеграл J n можно вычислить с 
помощью теоремы о вычетах. При достаточно большом п 1 
в :круге 1 z 1 < п + 2 лежат полюсы z1 , z2,  . . .  , Zp функ� 

16 М. А. Евграфов 
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ции Q ( z )  и полюсы z = О, ±1 , . . .  , ±п функции ctg rcz. 1 
Вычеты в полюсах z = k равны Л Q (k) . Поэтому 

Jn = 2rci { � � Q (k) + * zr;�s 
Q (z) ctg rczj . 

Переходя к пределу при п -+  оо, получаем утверждение 
теоремы. О 

Совершенно аналогично может быть доказана фор
мула 

00 'Р 

� (- 1)kQ (k) = - rc � res ? (z) . 
- оо  1 z=zs Slll :rtz 

Н. сожалению, в конечном виде можно ,найти суммы 
лишь очень немногих рядов .  Поэтому гораздо большее 
значение имеет выражение сумм рядов через конту,рные 
интегралы. Один из наиболее употребителыных приемов, 
И'спользуемых для этой цели, основан на следующей 
теореме. 

Т е о р е м  а 5 . 2. Пусть фуптщия f (z) голо:uорфпа в 
полосе а <  Re z < Ь и удовлетворяет та:u перавепству 

i f (x + iy) 1 � Meaiyi , а <  2rc. (5 . 1 ) 

Тогда при k ;:;;;. а + 1 ,  п � Ь - 1 ,  п > k, и при любом О <  
< 9 < 1 
n n+ O  
� f (s) = S f (x) dx + в""k k+0-1 

1 O ·t{"' 
+ 2i J [f (п + z) - f (k - 1 + z)] (ctg rcz + i) dz + 

е 
6-ioo 

+ ii S [f (k - 1 + z) - f (п + z)] (ctg rcz - i) dz. (5 .2) 
6 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Обозначим через Ch прямо
угольник 

k - 1 + е  < Re z < п + е,  I Im z l < h, 

который в силу услоiВИЙ на k и п лежит в полосе а < 
< Re z < Ь, а через J - интеграл от f (z) ctg лz по Ch. 
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Согласно теореме о вычетах имеем 

n n 
J = 2ni � res f (z) ct.g nz = 2 i  � f (s) . 

k Z=S k 

Теперь обозначим через ci; верхнюю половину Ch, 
а через С/; нижнюю половину Ch, причем направлени
ем у ct и с-,; будем считать направление от точки z = 
= k - 1 + ,е к точке z = n + е. Очевидно, имеем 

J = S f (z) ctg nz dz - J j (z) ctg nz dz 
с
-,; 

cit 
и: 

J = J f (z) (ctg nz - i) dz + i S f (z) dz -

с-,; 
- S j (z) (cLg nz + i) dz + i S j (z) dz. 

cit 

4 
Но интеграл от f ( z) зависит лишь от концов контура, так 
ЧТО ИНТеграЛЫ ОТ / ( z ) ПО Ct И: Ch МОЖНО ЗаМеПИТЬ ИН
теграЛОМ по отрезку (k - 1 + е, n + е ) .  Поэтому 

n+ e 

J = 2 i J f (х) dx + J f (z) (ctg nz - i) dz -
k-1+6 

- J f (z) (ctg nz + i) dz . 

ct 
Далее, 

J f (z) (ctg nz + i) dz = 
cit 

16* 

O+ih 

J [f (k - 1 + z) - f (n + z) ] (ctg nz + i) dz + 
е 

n+O +ih 

+ S f (z) (ctg nz + i) dz . 
A-l+O+ih 
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Так как 1 n+ OHh 

1 J f (z) (ctg nz + i) dz � 
k-1+ 8+ ih 

� (п - k + 1) max 1 f (x + ih) 1 1 ctg n (х + ih) + i l , 
k-t+e-<x<n+e 

2 а в § 6 гл. I I  показано, что 1 ctg n (х + ih) + i 1 < --===-eznh _ 1  
при h > О, то в силу условия (5. 1 )  имеем 

n+OHh S f (z) (ctg nz + i) dz �(п- k + 1) МеаА zn; -+ 0  
е - 1 

k-l+ eHh 

(h -+ + оо) 

и 

S f (z) (ctg nz + i) dz = 

ci 
енсо 

= S [f (k - 1 + z) - f (п + z)] {ctg nz + i) dz. 
в 

Аналогично для интеграла по C'h. Сравнивая оба выра
жения, полученные для J, приходим к формуле (5.2 ) . 

С л е д с т в и е. Пусть фун.,.ция f (z) годаморфна в по
дупдос1'>ости Re z > О  и удовдетворяет не равенству 

l f (x + iy ) 1 < 8 (х) еа1111 , О <  а < 2n, 

где 8 (х) -+ О при х -+  +оо. Тогда при дюбом О <  6 < 1 

{ n  п+ е } lim � f (s) - J f (x) dx = 
n�oo 1 е 

6-ico e+ico 

= it 5 f (z) (ctg nz - i) dz - it 5 f (z) (ctg nz + i) dz . 
в е 

Эта формула называется формулой Абедя - Пдана. 
Она очевидным образом вытекает из формулы "(5 .2) , так 
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как 1 8±ioo 

1 j f (n + z) (ctg nz =F i) dz � 

00 

245 

� 8 (n + 8) s ме-<2n-а)у dy -+ 0 
о 

(n -+  оо) .  

Приведем один пример использования формулы Абе
ля - Плана. 

П р и 1М е р 1 . Покажем, что функцию (см. конец '§ 1 
гл. IV) 

(1 t 1 < 1) 

можно аналитически продолжить в плоскость с разревом 
( 1 , +оо ) . 

Применим формулу Абеля - Плана, положив f (z) = 
= e-Vztz. Функцию t• мы понимаем как e" 1n ' , где для 
ln t берется ветвь, удовлетворяющая условию - n  + а. <  
< Im ln t < n + а. Эта ветвь голоморфна в плоскости t 
с разревом по лучу arg t = n + а. (В качестве а вовьмем 
любое число la l  < n. ) 

Тогда имеем 
00 e+ioo 

F (t) = S e-v'Xtx dx - it S (ctg nz + i) e-Y"itz dz + 
в в 

00 

8-iao 

+ it S (ctg nz - i) e-Vztz dz . 
в 

интеграл S е-Ухtж dx t равномерно сходится по в круге 
в 

l t l < 1 с разревом по радиусу (0, еi <п+а:> ) . Поворачивая 
контур интегрироваJНИя, этот интеграл можно аналитиче
ски продолжить (в силу теоремы 2. 1 )  на всю плоскость t с разрезами по лучам arg t' = n + а и ( 1, +оо ) .  

Интегралы 
8±iao 

S ( t 
_ ") -Vztz d с .g nz + z е z равномерно схо-

е 
дятел в любой конечной части плоскости t с разрезом 
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по лучу arg t = 1t + �. так как на прямой Re z ·= е 
l e-Y'Z I � 1 ,  l tz l � l t l ee<n+ l a l ) l lm z l , 

а l ctg 1tZ =i= i l  :::;;; М e-2niim • l . 
Таким образом, функцию F ( t ) можно аналитически 

продолжить на ВIСЮ плоскость t с разрезами по лучам 
arg t = 1t + а и ( 1 , + оо ) . Но число � подчинено лишь 
одному условию 1 �� 1  < п. Поэтому, е'Сли мы покажем, что 
обход вокруг точки t = О не меняет функцию F ( t ) , то 
докажем ее голоморфпасть в плоскости с разрезом: ( 1 ,  
+оо ) .  Из  lllервоначальной формулы видно, что F ( t )  rоло
мо;рфна в точке t = О. Таким образом:, наше ут.верждение 
доказано. О 

Приведем еще один прием, часто используемый для 
выражения су.ммы степенного ряда через контурные ин
тегралы. 

Т е о р е м  а 5.3. Пусть rоонтур L не nрrJходит череа 
точпу t = О, а фуипция ер ( t )  иепрерывиа на поптуре L и 

Ес.ли 

s 1 j ��) 1 1 dt 1 < оо . 
L 

с (х) = s ер (t) гх-l dt (х ;;;;;:: 0) , 
L 

то в иеrооторой оrорестности точпи z = О имеем 
00 � c (n) zn = S i�� dt. 
О L 

(5 .3) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим в (5 .3 )  x = n  (n = 
= 0, 1 , 2, . . .  ) ,  умножим на zп и просуммируем . При l z 1 
меньшем, чем раостоя�ние от точки t = О до контура L, 
перестановка порядка суммирования и интегрирования 
законна ввиду ра,вномерной сходимости ряда и интегра
ла, и мы получаем 

00 00 � CnZn = r � ::l ер (t) dt = r tr.p (t) dt. . t .\ z 
О L О L 

Теорема доказана. О 
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П р и м е р  2. Пусть s > О. Покажем, что функция 
00 

( 1 z 1 < 1) 

может быть аналитичес·ки IIIродолжена на всю плоскость 
z с разрезом ( 1, +оо ) . 

Для применевил теоремы 5.3 нужно представить 
функцию х-• в виде соответствующего интеграла. Пока-

оо 
-8 1 s (1 )8-1 -Х-1 d д u жем, что х = r (s) n и и и. еиствительно, де-

1 
лая замену ln и = ; , получаем 
со 00 S (l )8-1 -х-1 d 5 ( s )'-1 -t ds n и и и =  - е - = 
1 о 

х х 

00 

= х-• .\ �8-1е-� d� = х-sг (s) . 

о 

Поэтому теорема 5.3 дает 
со 

z s ( ln и)'-1 
Fв (Z) = Г (s) u (u - z) dи 

1 
(1 z l < 1 ) . 

Последний интеграл является интегралом типа Коши 
(см. § 2 } , и представляет функцию, голаморфную в об
ласти, не содержащей точек контура (т .  е. луча ( 1 ,  +оо) ) .  
Наше утверждение доказано. О 

При желании можно было бы найти и более широкое 
аналитическое продолжение функции F. ( z)  и исследовать 
характер ее многозначности в оНJрестности точки z = 1 . О 

Основным неу:добстmом описанного приема является 
то, что мы не можем писать результат сразу по функции 
с (х ) , а должны еще 'сначала найти для этой функции 
ооответ·ствующее интеrральное предста'Вление. Это пред
ставление можно найти во  мноrих случаях с помощью 
формул обращения преобразования Меллина, которые мы 
выведем в гл. VII. С их помощью функция (J) (t ) выра
жается через функцию с (х ) еще одним контурным ин
тегралом. 
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§ 6. Основные формулы, относвщиеся 
к гамма-функции Эйлера 

Очень многие ряды и интегралы, встречающиеся в 
анализе, могут быть выражены через гамма-фующию 
Эйлера. В теории аналитических функций Г (z) фигури
рует почти наравне с элементарными функциями. В свя
зи с этим надо несколько поnолнить наши оведения об 
этой функции. о 

По определению 
00 

Г (z) = J xz-1e - х  dx (z > 0) . (6 . 1) 
о 

В § 5 гл . I I  было доказано, что этот интеграл равномер
но сходится в любой конечной части полуплоскости 
Re z >О. Там же было осуществлено аналитическое про
должение функции Г ( z ) на всю комплексную плоскость 
и показано, что Г ( z ) голоморфна во всей плоскости, за 
исключением точек z = О, - 1 ,  -2, . . . , в которых имеет 
полюсы первого порядка. 

Интеi\рируя по частям в интеграле ( 6 . 1 ) ,  получаем 
формулу Г (z + 1 ) = zГ (z) .  ( 6 .2 )  

По принципу аналитического продолжения эта формула 
справедлива для всех z. Ее тоже можно использовать для 
продолжения Г (z) в полуплоскость Re z < О. О 

Докажем еще одну формулу, тоже пригодную для 
этой цели, а именно 

1 -cz z - п  00 ) z 

г (z) = ze 1l ( 1 + n е ' 

где С - так называемая постояппая Эйлера 

С = lim (1 + � + . . . + � - l n п) . 
n�oo 

(6 .3) 

Для доказательства заметим, что ( 1 - :)а-+ е-• при 
n --+ оо ра1Вномерно по х на любом конечном отрезке по-о 

ложительной части действительной оси и О < ( 1 - ..; Т < 
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< е-хпри О <  х < n. Поэтому 
n оо ��s  (1 - :г  XZ-l dX = s .Tz-le-X dx = Г (z) . 

о о 

Интеvрал, стоящий под знаком предела, легко вычисля
ется И'Н'Тегрированием по ча'Стям: n S (1 - � )n Xz-l dx = ---;---.�n-'-1 _nz�-,-� • •  z (z + 1) • •  , (z + n) ' 

о 

Следовательно, 

_1 _ = lim z (z + 1) . . . (z + n) 
Г (z) n-+co nl nz = !� { n -z . z ( 1 + ; ) . . . ( 1 + � ) } = 

= lim { n-z/ (н i+ . . . +�)} lim {z ll (1 + � ) e- i} . - со - со  1 1 

НеТiр�дно показать, что бео:конечное произведение равно
мерно сх'Одится в любой конечной области, так что 

n z со ( z lim П (1 + � )e-ii. = П 1 + ..:.)е-п. 
n-> oe 1 1 n 

Значит, существует и предел 

. { -z z (н ! + . . . + !)} l1m n е 2 n = 
= exp {!�� [z ( 1 + ;  + . . .  + � ) - z ln n] } = ecz . 

Таким образом, доказана формула (6 .3 )  при z > О. 
По принципу аналитического продолжения она справед-

лива при всех z. О 
Заменим в формуле ( 6.3) z на -z и умножим полу

ченную формулу на формулу ( 6.3 ) . Это дает, если вспом
нить формулу (5.2 ) гл. IV о разложении sin z в беско
нечное произведение, что 

1 z • 
Г (z) Г (- z) -= - п sш nz. 
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Но согласно формуле ( 6 .2 )  Г ( 1 -z ) = -zГ (-z) , и мы 
приходим к формуле 

Г (z) Г ( 1 - z) = -.-n - .  ( 6 .4) 
SШ 1tZ 

1 
В частности, полагая Z= 2, получаем 

С помощью формулы ( 6 .4) мы без 
следующее интегральное представление: 

1 1 5 ь r-z ar 
Г (zJ = 2ni е "' .., . 

L 

г ( О=vл. о 
труда докажем 

(6 .5) 

Здесь L - граНIИца области 1 � 1  > р, l arg � 1  < л:, �-· = = е -• I n  t , а для ln � берется главное значение. 
Ясно, что интеграл в формуле (6 .5 ) равномерно схо

дится в любой конечной област-и, так как e t при � -+ -оо 
стремит·ся к нулю быстрее любой степени �. Rонту:р L 
состюит из окружности 1 � 1  = р и ИJз луча ( - оо, -р) , про
ходимого дважды. При z < 1 интеграл по окружности 
1 � 1 = р стремит·ся к нулю при р -+ О, так что при z < 1 
контур L можно заменить лучом (- оо,  0) ,  проходимым 
дважды. Найдем значения подынтегральной функции на 
верхнем и на нижнем крае разреза ( - оо,  О) . На верхнем 
крае разреза имеем ln � = ln 1 � 1 + ni и �-· = 1 � 1 -•е-";', 
а на нижнем крае ln � = ln l � l - ni и �-· = ш -•eniz. 
Поэтому 

00 00 _1_5 e��-z d'C. = eniz \ х-•е-х dx - e-niz 5 x-ze-x dx = 2ni - 2ni . 2ni 
L О О 

= � sin nz Г ( 1 - z) = Г\) 
соглаоно формуле ( 6 .4) . Тем самым формула ( 6.5 )  дока
зана для z < 1, но по принцилу аналитического продол-
жения она верна и для всех z . О 

Вынсним поведение Г ( z )  при больших z. Формула 
Стирлинrа, которую мы получили в примере 2 § 4, не 
вполне удобна, так как она пригодна лишь при Re z -+ 
-+ +оо. С помощью формулы ( 6 .4 ) можно было бы по
лучить формулу и для Re z -+ - оо, но поведепие Г ( z ) 
вблизи мнимой оси исследо;вать таким образом не уда
ется. 
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Логарифмируя формулу (6 .3 ) , получаем 

ln Г (z) = Cz - � [ l n ( 1 + : ) - � ] - ln z. 
1 

.!.._ - � 1 
Отсюда лег�о находим dz2 1n Г (z) - .Z,. ( n  + z)2 . Теперь 

о 
заметим, что при Re z > О 

Поэтому 

00 
1 s�e -6< z+n) d�. ( n + z)2 

о 

2 00 soo soo zь � ln Г (z) = '"" �e-ь<z+n) d� = �е- _ d� dz2 """- 1 - e l. о о о 
(Re z > 0) .  

В этой формуле контур интегрирования можно поворачи
вать в угле 1 arg � 1 < � - б, б >  О, что дает нам 

ooei6 

d2 s �е-zь -2 ln Г (z) = 1 _6 d� dz - е 
о 

Те же рас:суждения, что и в н:онце примера 2 § 4, позво
ляют без труда получить асимптотические формулы 

d2 с с · 1 1 с · n! 
( 

1 
) -2 l n Г (z) = __!!_ + _1 _. + . . .  + �+ 1 + О пн dz z z2 z z (6 .6) 

( 1 z 1-+ оо , 1 arg z 1 � л - б) ,  

00 
"' tn t ·н u 1 1 где "- Сп = - t . етрудно наити со = , С1 = 2· 

0 1 - е  

Интегрирова,нием формулы ( 6 .6 )  полу;чаем 

�' Ш = ln z + С' + 2� + О ( :2 ) (z -+ оо, 1 arg z 1 � :rt - б) . 

l n Г {z) = z l n z + (С' - 1) z - } In z + С� + 0 \�) 
( z -+ оо, 1 arg z 1 ::;:;;; :rt - б ) . 

Сравнивая последнюю формулу с формулой Стирлинга, 
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находим С' = О, С� = -}  l n  2л . Таким образом, 

l arg z l  � л - б, имеем 
при z -+  оо , 

Г' (z) ( 1 ) Г"(z) = ln z + О z , (6 .7) 

ln Г (z) = (z - ;} ln z - z + � ln 2л + О ( { ) . ( 6 .8) 

В заключение приведем еще несколько интегралов, 
выражающих·ся через Г ( z) . 

Поворачивая в формуле ( 6 . 1 ) луч интегрирования до 
мнимой оси, что в силу леммы /Кардана возможно при 
О <  z < 1 , приходим к формуле 

оо 

:niz 
S yz-Ie-iu dy = е - 2  Г (z) . 
о 

Отделяя действительную и мнимую части, получаем 

00 S yz-I cos у dy = cos � Г (z) ,  
о 
а. S yz-1 sin y dy = sin �z Г (z) . 
о 

По принципу аналитического продолжения эти формулы 
справедливы всюду, где входящие в них интегралы рав
номерно сходятся. Поэтому первая и вторая формулы 
справедливы при О <  Re z < 1 , а третья - при - 1  < 
< Re z <  1 . О 

Делая в формуле (6 . 1 ) замену х = и2, получаем 
00 . s 2 Г (z) = 2 е-и u2z-I du (Re z >  0) .  
о 

Перемножая два таких интеграла, получаем 

00 00 

Г (z) Г (�} = 4 s s e-(u2+v2)u2z-Iv2�-I du dv 
о о 

(Re z > О, Re � > О) .  

(6 .9) 
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Если в двойном интеграле перейти к полярным Iюордина
там, то мы получим 
00 00 s J e-(1•2+v2)u2z-Iv2�-1 du dv = 
о о 

00 2 · = S S e-P2p2(zHJ-1 (cos 8)2z-1 (sin 8)2�-1 dp d8 = 
о о 

:rt 
00 2 

= J e_P2p2(zHJ-1 dp S (cos 8)2z-t (sin 8)2�-1 d8 . 
о о 

Согласно формуле (6 .9) это дает нам 
:rt 
2 
r ( COS 8)2Z-1 (Sifi 8)2�-1 d8 = _!_ г (z) г ю .J 2 l' (z + �) 

о 

(Re z > О, Re t > О) .  

(6 . 10) 

Делая в формуле (6 . 10 ) замену s = cos2 8 , получаем 

1 s 6z-I (1 - 6)�-1 d6 = � �� � ��) (Re z > 0 ,  Re � > 0), 
о 

а замепой х = 1 � � получаем еще одну формулу: 

00 

S xz-1 dx = Г (z) Г (�) 
(х + 1) z+l. Г (z + �) 

о 
(Re z >  О, Re � > 0). 

Функция В (z , �) = �, �� � ii называется бета-футщией 

Эйлера. 



Глава VII 
ИРЕОБРАЗОВАНИЕ ЛАПЛАСА 

Одним из наиболее плодотворных мето�ов анализа 
является метод иптегральпых преобрааовапий, состоящий 
в том, что вместо иссле!Цуемой функции изучается то или 
иное интегральное иреобразование от нее. При этом ча
сто случается, что сложные соотношения для исследуе
мой функции превращают·ся в простые соотношения для 
ее интегрального преобразования. Методы теории выче
т ов часто дают дополнительные средства для изучения 
интегральных преобразований. 

§ 1 . Формула обращения иреобразования Лапласа 

Пусть функция f (x ) определена на всей оси и ин
теграл 00 

F (z) = 5 f (х) e-xz dx - оо  
сходится хотя бы на одной прямой Re z = с. Тогда функ
цию F (z) мы будем называть двустороmш.м преобраао
вапием Лапласа футщии j (x ) и обозначать зто соотно
шение формулой j ( х) 7.- F ( z ) . 

Если функция f (x ) определена при х >О и интеграл 00 
F (z) = 5 J (x) e-xz dx 

о 
сходится в какой-либо полуплоскости Re z > с, то функ
цию F (z) мы будем называть одпостороттим преобраао
вапием Лапласа фуптщии f (x ) и обозначать это соотно
шение формулой f (x ) -7- F ( z ) . 

Одностороннее иреобразование Лапласа имеет много 
общих черт со степенным рядом. Для него можно дока
зать теорему, аналогичную первой теореме Абеля, и вве
сти понятие полуплоскости сходимости, аналогичное по
нятию круга сходимости степенного ряда. Двустороннее 
иреобразование Лапласа аналогично ряду Лорана. Его 
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областью сходимости является полоса а <  Re z < Ь, Rото
рая может вырождаться в прямую при а = Ь. Во избе
жапис недоразумений для двустороннего иреобразования 
обязательно указывать полосу (или прямую) сходимо
сти, так как одна и та  же функция F (z )  может отвечать 
различным функциям j (x )  в различных полосах сходи
мости. Обычно мы будем считать, что двустороннее ире
образование Лапласа сходится па мнимой оси, и в Rа
честве полссы сходимости выбирать полосу, содержащую 
мнимую ось. О 

Ясно, что большое значение имеет формула, позволя
ющая восстановить фующию f (x )  по ее иреобразованию 
Лапласа F ( z) . Она аналогична формулам для коэффици
е н т о в  ряда Лорана и носит название формулы обра
щепия. 

Мы докажем три теоремы о формуле обращения. 
В перных двух теоремах услов ия, достаточные для спра
ведливости формулы, накладываются на F ( z ) , в треть
ей - на / (х ) . 

Заметим, что формула обращения должна иметь один 
и тот же вид как для двустороннего ,  так и для односто
роннего иреобразования Лапласа, поскольку односторон
не-е прообразование можно рассматривать как двусторон
нее прообразование функции, равной нулю при отрица
тельных х. ( Напомним, что формулы для коэффициентов 
ряда Тейлора и ряда Лорана тоже имеют одинаковый 
вид . )  О 

Т е о р е м а 1 . 1 .  Пусть фупкция F (z ) голаморфна в 
полосе а �  Re z � Ь. Если функция F ( z )  удовлетворяет 
условию 

F (z ) = O ( I z i -«- I ) ,  О < а < 1 ( z -+ oo, a � Re z :::;; b ) , ( 1 . 1 )  

т о  футтция 

c+ioo 
f (х) = 2�i S F ( z) exz tlz ( 1 .2) 

c-ioo 

ne зависит от с и при любом а :::;; с :::;; Ь удовлетворяет 
перавепствам 

l / (x ) e-c"' l � М, 
l j (x ) е�сж - f ( s ) el-c• 1 :::;; M, l x - s l ". 
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'При этом f (x ) * F (z )  (a < Re z < b ) , а если Ь = +оо, то 
/ (х) = О  при х < О и f (x) + F (z) . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Так как при z = с + iy имеем 
l e"" l = е0", то условие ( 1 . 1 ) обеспечивает абсолютную и 
равномерную сходимость интеграла ( 1 .2 ) на любом ко
нечном отрезке оси х. Кроме того, 

l f (x) 1 � :n ст� F (z) l lexz l l  dzi =;: [1 F (c + iy) 1 dy �Meex, 
c-ioo - оо  

что и дает нам первое неравенство для функции j ( х ) . 
Далее, 

00 

e-cxf (х) - е-с"Ц (�) = 2� S F (с + iy) (eiYx - еМ) dy, - 00  
откуда 

00 

1 e-cxf (х) - е-сЦ Ш 1 � + S 1 F (с + iy) 1 \ sin х 2 6 У \  dy � - ао  00 
� С S у-а.-1 1 sin х 2 g у 1 dy = 

о 00 
= С 1 1 х - � la J' 1 sin t 1 dt = М 1 1 х - � \а' ta+1 

о 

и мы получили второе неравенство для функции f ( х ) . 
Поскольку подынтегральная функция F ( z )  e"z равно

мерно стремится к нулю при z --+ оо в полосе а ";;; Re z ";;; 
";;; Ь , то  контур интегрирования можно произвольно де
формировать в этой полосе . В частности, все контуры 
Re z = с  эквивалентны между собой ( см. § 1 гл. VI ) .  Это 
означает, что функция f (x )  не зависит от с при а :о::;; с ";;; Ь .  

Покажем, что f (x )  * F ( z )  (а < Re z < Ь ) . Умножим 
функцию f (x)  на e-"t и проинтегрируем по х от -R' до 
R. Для функции f (x )  воспользуемся формулой ( 1 . 2 ) , 
но при х > О  возьмем с =  а, а при х < О возьмем с = Ь . 
Так как интеграл, входящий в формулу ( 1 . 2 ) , равномер
но сходится, то перемена порядка интегрирования 3акон-
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на, и мы получаем 

R a+i� R J 1 (х) е-жt dx = 2�1 J F (z) J еж<z-ь> dx dz + 
-R' a-ieo О 

Ь+fоо О 

+ 2�1 S F (z) S eж(z-t> dx dz = 
Ь-i� -R' 

a+l� Ь+lоо = _ _!_ s F (z) dz + _!_ s F (z) dz + ( R 1" ) - (Ь R' 1") 2nt s - ь 2nt z - ь 
8 а, ' "' 8 ' ' "' • 

a-ieo Ь-lоо 
e+l� 

1 s г-r(z-t) 
rде 8 (с, r, �) = -2 . F (z) ь dz. n� z -

c-i� Е;;; Re � Е;;; Ь - В, Ь > О, и обозначая 
c+loo 

Полагая а + В � 

М' = 2_!_ max S 1 F (z) 1 1  dz 1 ,  n а�с�Ь 1 с- оо 
получаем 

l 8 (a, R, �) 1 + l 8 (b, R', � )1 ��' (в-Rб + е-R 'б) , 

а эта величина стремится к нулю при R -+  +оо, R1 -+ +оо 
Поэтому, переходя к пределу при R и R', стемящихся 
к +оо, видим, что интеграл от f (x) e-"'� по всей действи
тельной оси при а + б � Re � � Ь - б, б > О, раnпамерно 
сходится по ·� и 

оо Ь+iоо a+ioo S 1 (х) е-жt dx = ...!._ s F(z) dz _ ..i_ r F (z) dz = �sF (z) dz ' 
2nt z - ь 2nt .J в - ь 2ш 1: - �  

-оо b-loo a-loo L 
rде L - граница полосы а <  Re z < Ь .  

Так как подынтегральная функция в последнем ин
теграле стремится к нулю при z -+ оо в полосе а � Re z � 
� Ь, то по теореме 1 . 1 гл. VI можно применять теорему 
о вычетах (или интегральную формулу Romи) . Следо
вательно, последний интеграл равен F ( � ) и 

f (x ) * F (z) (a < Re z < b ) .  
Если Ь = +со, то функция F (z ) е"'• при х < О голо� 

морфна в полуплоскости Re z ;;;;. а и удовлетворяет там-
неравенству F (z) = О ( ,а-�1 ) (z � оо, Re z ;;;;. а} . Примене-

7 11, А, Евrрафов 
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ние теоремы 1 . 1  гл. VI дает нам, что интеграл ( 1 .2 )  
равен нулю. Теорема доказана. Гl 

Условия, при которых доказана теорема 1 . 1 ,  не очень 
удобны для применений. Дело в ·rом, что функция f (x) ,  
nолучаемая из функции F ( z ) , неnрерывна на всей оси, 
а чаще приходится сталкиваться с разрывными при х = О  
функциями f (x ) . Действительно, когда мы имеем дело 
с односторонним преобразованием Лапласа, ·то считаем, 
что f {x )  равна нулю при х < О и равна какой-то функ
ции nри х > О. 

Поэтому нам придется доказать еще одну теорему, 
в которой условия накладываются на F ( z) . Для ее до
казательства и для доказательства третьей теоремы, в ко
торой условия накладываются на функцию f (x) , пона
добится следующая важная лемма. 

Л е м м а 1. Пусть футищия f (x) непрерывна на всей 
оси , ва исхлючепие;м счетного множества точех разрыва, 
ne и;меющего предельных точех па хопечпо;м расстоянии. 
Если 

00 

J lf (x) 1 dx < оо , 
- оо  

то при v -+- ±со 
00 J f (х) elvж dx-+ О . 

-оо 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Сначала докажем, что утвер
ждение леммы сnраведливо для функции f (x ) , равной 
нулю вне отрезка (а, Ь) и равномерно непрерывной на 
этом отрезке. Идея доказательства состоит в том, что 
функция eivж при больших v сильно осциллирует ; в ча-

,..; 
стности, при изменении х на -;у функция eivж меняет 

знак. Имеем 

ь J f (x) eivж dx = 
а 
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Отсюда, считая для оnределенности, что v > О, получаем 
Ь а 

2 S f (x) eivж dx = - J' 1 ( х + � ) eivx dx + 
а n 

ь 
+ s 

Ь-� v 

a- -
v 

1 (х) eivx dx + 

Ь- � 
{ [1 (х) - f ( х + � ) ] eivx dx. 
а 

Каждое слагаемое в правой части равенства стремится 
к нуJiю; первые два - из-за того, что длина промежутка 
интегрирования стремится к нулю, третье - из-за того, 
что стремится к нулю подынтегральная функция. Наше 
утверждение Доказано. 

Для доказательства леммы в nолном объеме нужно 
nоказать, что для любого в > О можно найти такое N, 
что 

( lv i > N) . 
Сначала выберем число А столь большим, чтобы 

S / 1 (х) 1 dx < � . 
(х\>А 

Далее, на отрезке (-А ,  А )  имеется конечное число 
точек разрыва функции l (x) .  Заключаем их в столь ма
лые окрестности бk, чтобы 

I S / 1 (х) 1 dx < ; • 
б�t 

Выбор А и б11 возможен в силу абсолютной интегри
руемости функции l (x ) на всей оси. 

После удаления осталось конечное число отрезков, 
на каждом из которых функция l (x ) непрерывна. Ин
теграл от l (x ) eiv:x: по IШЖдому из этих отрезков при v 
- ±оо стремится к нулю в силу утверждения, доказан
ного вначале .  Поэтому можно выбрать число N столь 
большим, чтобы при 1 v 1 > N сум:м а интегралов от функ
ции f ( х )  eivx по всем упомлнутыll[ отрезкам не превос
ходила по модулю величины е/3. Тогда nри l v l  > N 
17* 
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имеем: 

1 Г 1 (х) eivx dx 1 � J 1 1 (х) 1 dx + 
-ао lxi>A. 

Ьn 
+ � J 1 1 (х) 1 dx + � J 1 (х) eivx dx < е, 

6& an 

и лемма полностью доказана. 
Заметим, что утверждение леммы остается в силе и 

при одном только предположении абсолютной интегри
руемости (можно говорить и об интеграле Лебега) . D 

Т е о р е м а  1 .2. Пусть О < а <  1 и пусть фунrщия 
F (z ) , годо.морфная в пмосе a � Re z � b, удометворяет 
усдовия.м 

F' (z) = O (z-a- 1 ) , F (z) -+ 0 (z -+ oo, a � Re z � b ) . (1 .3) 
Тогда фор.муда обращения ( 1 .2 )  справеддива при х :1= О. 
Есди обозначить g (x) = xf (x) (при х :1= О) и подожить 
g (O) = О, то фующия g (x) при дюбо.м а �  с �  Ь удов
детворяет неравенству 

l e-031g (x) - e-•�g (� )  1 < Ml x - � l a. 

При это.м f (x) * F (z) (а <  Re z < Ь ) , а еми Ь = +оо, то 
f (x) = O при х < О  и f (x) + F (z ) . 

Д о к а з а т е л ъ с т в о. Сведем эту теорему к теореме 
1 . 1 . Интегрируя по частям, легко убеждаемся, что ин
теграл ( 1 .2 ) ,  определяющий функцию f (x) , сходится при 
х :1= О, и получаем формулу 

c+ioo 

g (х) = xf (х) = - 2�1 J F' (z) ежz dz 
c-j,oo 

Петрудно проверитъ, что последний интеграл сходится 
и при х = О, и его значение при х = О равно нулю. 

Поскольку функция G (z ) = -F' (z) в силу ( 1 .3)  удов
летворяет условиям теоремы 1 . 1 , то мы получаем: нера
венство для g (x) и соотношение g (x)_* Gfz) (а < Re z < 
< Ь) , т. е. 

00 J g (x) e-xz dx =:- F' (z) (a < Re z < b), 

Покажем, что из этого равенства следует соотношение 
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f (x) * F (z) . Положим Re z = c (а < с < Ь )  и проинтеr
рируем полученное равенство для F' (z) по z от � до 
с + iR. Это даст нам 

00 00 

F (�) - F (с + iR) = 5 f (х) е-х� dx - J f (х) e-exe-iRx dx. 
--оо -оо 

Из неравенств для функции g (x)  видно, что функция 
f ( х) е-сх - абсолютно интегрируемая по всей оси функ
ция. Поэтому при R -+ + оо последний интеграл стремит
ся к нулю согласно лемме 1 . Так как величина 
F ( с + iR) при R -+ +оо тоже стремится к нулю в силу 
условий ( 1 .3 ) , то переходя к пределу при R -+  +оо, при
ходим к равенству 

00 

F (�) = J f (х) e-xt dx (a < Re � < b) .  
-осо 

Если Ь = +оо, то применяем те же рассуждения, что 
и в теореме 1 . 1 .  Доказательство закончено. 

Для доказательства следующей теоремы понад'обится 
одно понятие, о котором говорилось только вскользь. 

Будем говорить, что функция f (x ) удов.л,етворяет в 
точ10е х = G условию Липшица поряд10а а (О < а :;;:;; 1 ) ,  
если для всех х, лежащих в пекоторой окрестности точ
ки х = G• имеем 

l f (x) - / ( G ) 1 < M l x - Н•. 
Т е о р е м а  1 .3. Пусть фун10ция f (x) непрерывна на 

всей оси ва ис10лючением счетного множества точеl'О рав
рыва, не и.меющего предельных точеl'> на 10онечном рас
стоянии, и пусть 

... 
j 1 f (х) 1 (е-��» + е-Ьж) dx < со 

--
(а может совпадать с Ь ) . Тогда фун.,.ция 

"" 

F (z) = J f (х) e-x:z dx 
-со 

(1 .4) 

( 1 .5) 

непрерывна в полосе а :s:;;; Re z :s:;;; Ь и голаморфна в ее 
внутренних точl'Оах ( если они есть, т. е .  если а <  Ь ) . 
Если в точl'Ое х = s фунl'>ция f (x ) удовлетворяет условию 
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Липшица поряд,па а > О, то 

1 
c+
J
�oo 

-: F (z) e6z dz = f (�) 2ш (а � с �  Ь) . (1 . 6) 
c-ioo 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. При а � Re z � Ь имеем 
1 e-xz 1 � е-ах + е-ьх, так что подынтегральная функция в 
формуле ( 1 . 5 )  при всех х не иревосходит абсолютно ин
'I'егрируемой функции 1 / (х )  1 ( е-= +  е-ьх) . Поэтому интег
рал определяющий функцию F (z ) , равномерно сходится 
по z в полосе а � Re z � Ь. Отсюда вытекают свойства 
функции F (z ) . 

Для доказательства формулы ( 1 . 6 )  рассмотрим ин
теграл 

J в,ш (0) � I. [ F (z) - f Ю ;--:: ] •" dz, 

где а � с � Ь , k > l c l .  
Имеем 

00 00 

F (z) = J f (.х) e-xzax, 2kг6z J z2 - k2 = e-h\x-6\-xz dx 
-оо - оо  

(последнее равенство легко получается, если мы разобь .. 
ем промежуток интегрирования на части ( -оо, s ) и 
( 5 ,  + оо ) ,  а затем выполним интегрирование ) .  Поскольку 
оба интеграла равномерно сходятся по z на прямой 
Re z = с (а � с � Ь ) , можно подставить их в выражение 
J R,R' (�) и изменить порядок интегрирования. Это Даст 
нам 

оо c+ iR 

J R,R '  (�) = J [ f (х) - f (�) e-klx-61] S ez<i-x) dz dx. 
-оо c-iR' 

Вычисляя внутренний интеграл, после несложных ире
образований получаем 

J R,R ' (�) = (jJ (- R') e<c-iR ' )6 - (jJ (R) e<c+iR' )i, 

где 
00 

qJ (v) = S g (х) eivx dx, 
-оо 

1 (х) - 1 (�) гhix-i\ 
g (х) = е-сх --'--''-'---'---'-""-;----

х - �  
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Петрудно убедиться, что если функция f (x) удовлетво
ряет в точке х = � условию Липmица, то функция g (x) 
удовлетворяет условиям леммы 1. Действительно, из ус
ловия ( 1 .4 )  и из того, что k > lcl, следует абсолютная 
интегрируемость функции g (x) по всей оси за исключе
нием какой-либо окрестности точки х = � . а условие 
Липmица обеспечивает абсолютную интегрируемость 
g (x ) в окрестности точки х = � - Остальные условия лем
мы 1 выполнены в силу условий, наложенных в теореме 
на функцию f (x) .  Поэтому (J) (v ) -+ О при 'V -+  ±оо, а сле
довательно, предел J R,R' (�) при R -+  + оо, R' -+ +оо су
ществует и равен нулю. Это означает, что 

c+ioo c+ioo 

. f s f s 2k dz 2nt F (z) e6z dz = f (�) · 2ni z2 - k2 = / (!;) 
c-ioo c-ioo 

(последний интеграл легко вычисляется с помощью вы
четов - он равен единице ) .  Теорема Доказана. 

3 а м е ч  а н и е 1 . Формулу обращения иреобразова
ния Лапласа тоже можно рассматривать как интеграль
ное преобразование. Петрудно убедиться, что это обрат
ное интегральное иреобразование лишь несущественными 
деталями отличается от самого иреобразования Лапласа. 
Это означает, в частности, что любая теорема, в которой 
условия налагаются на F (z) , может быть переделана в 
теорему с условиями на f (x ) ,  и наоборот .  

3 а м е ч  а н и е 2. Рассмотрение иреобразования Лап
ласа от функций многих переменных (по каждой ив 
переменных) не приводит к каким-либо новым вопросам. 
Формула обращения имеет вид 

f (х1 1 • • • , Xn) = 
cn+ioo J F (zl, 
сп-iоо 

где 

F (z1, • • • , Zn) = 
00 00 

= s • • • s f (xl , • • . ,  Xn) e-(xlzl+ · · · +xnzn) dxl • • • d:rn• 
-оо -оо 



264 ГЛ. VII. ПРЕОВР АЗОВАННЕ ЛАПЛАСА 

§ 2. Теорема о свертке и другие фор:муп:ы 

Значительную роль в теории преобраэования Лапласа 
играет понятие свертки двух функций. 

Свертпой фуппций f (x )  и g (x) , определенных на всей 
оси, называется функция 

00 00 

(f * g) (x) = J f (x - �) g (�) d�: = J f (s) g (x - �) d� 
- оо  -оо 

(будем предполагать, что интегралы сходятся при всех 
х, хотя это и не обязательно ) . 

Свертпой фуппций f (x )  и g (x) , определеппых при 
х > О, называется функция 

IIC 8 

(f * g) (x) = .\ f (x - �) ·g (s)-d� =· 5 f (s) g (x - �) d� . 
о о 

Петрудно заметить, что последнее определение является 
частным случаем предыдущего, если положить f (x) = О 
и g (x) = О при х < О. 

Имеется много различных теорем о зависимости 
свойств свертки двух функций от свойств этих функций. 
Приведем лишь одну из простейших * ) . 

Т е о р е м а  2. 1 .  Пусть фуппция f (x) ea1"'1 , а ;;?;: О, рав
н,о;м,ерпо пепрерывпа па всей оси х, а фуппция g (x) па 
паждо;м, попечпо;м, отреапе и:меет лишь попечпое число 
точеп разрыва, и пусть 

00 

J Cf (х) 1 еа\х\ dx < оо , 
-оо 

00 J ! g (x) ! eЬ\XI dx < oo , ! Ь ! < а. 
-оо 

Тогда фуппция (f (x) * g (x) ) eь1"'1 равпо:мерпо пепрерывпа 
па всей оси и 

00 J (f (x) *g(x)) еЬ\х\ dx < оо . 
-оо 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим 
/! (х) = f (х ) ealo:l, g i (х) = g (х) еь'"'' , hi (х) = (f (x) * g (x) )  eЪI=I . 

*) Подробное изложение теорем о свертке имеется в [33] . Без 
теории интеграла Лебеrа :uноrие теоре:uы о свертке трудно даже сфор:uу.nировать. 
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CD 

h1 (x) = J /1 (x - �) g1 (�) exp (- a l x - � 1 - b l � l + b l x l )d� . 
- оо  

Покажем, что этот интеграл равномерно сходится на всей 
оси. Оценим подынтегральную функцию. В силу равно
мерной непрерывности функции /1 (х ) на всей оси имеем l /1 (х - 6 ) 1 � М. Далее, так как а ;;о О, а l x - 6 1  ;;о l lx l 
- 1 6 1 1 ,  имеем 
-a l x - 6 1 - b l 6 1  + b l x l � -allx l - 1 6 1 1 + l b l l lx l - l s l  = 

= ( l b l - a) l lx l - l s ll � о. 
Следовательно, подынтегральная функция не иревосхо
дит M l g1 ( 6 ) 1 и в силу абсолютной интегрируемости 
функции g 1 (х) по всей оси интеграл для функции h1 (х) 
равномерно сходится на всей оси. Из равномерной схо
димости интеграла следует равномерная непрерывность 
функции h1 (х ) . 

Докажем абсолютную интегрируемость функции h1 (х) 
по всей оси. Очевидно, имеем 

"" 00 00 

J 1 h1 (х) 1 dx � S S 1 /1 (х - 6) (1 g1 (6) 1 d6 dx. 
-оо -оо -оо 

Остается показать, что написанный двойной интеграл 
сходится. Для этого достаточно показать, ч:то существует 
конечный предел интеграла 

J S 1 !1 (х - 6) 1 1 g1 (6) 1 d6 dx (r -+  оо) , 
D,. 

где Dr - какая-нибудь расширяющаяся последователь
ность областей, покрывающая при r -+ оо всю плоскость. 
В качестве D,. возьмем параллелограм:м: 1 s 1 < r ,  1 х - s 1 < 
< r в плоскости (х, 6 ) . Имеем 

r т+е J S 1 !1 (х - 6) 1 1 g1 Ю 1 d6 dx = S 1 g1 (6) 1 S 1 /1 (х-6) 1 dx d6 = 
D7 -r -r+e 

r r 
= S l g1 (6) 1 ds S 1 11 <'11> l d'l'} � 

-r -r 
00 00 

� S 1 gl <s> 1 ds S 1 /1 <'11> 1 dч < оо . 
- со  -оо 

Таким образом, последовательность интегралов по D,. при 
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возрастании r монотонно возрастает и ограничена. Сле� 
довательно, интеграл сходится и теорема доказана. 

3 а м е ч  а н и е 1. Если предположить, что функция 
f ( х) ea lxl не только равномерно непрерывна на всей оси, 
но и удовлетворяет условию 

I J (x)  еах - f ( s )  ea� l < M l x - s l a  (О < rx � 1 ) , 
то и функция (f ( х) * g ( х) ) eьlxl тоже будет уДовлетворять 
аналогичному неравенству. 

З а м е ч а н и е  2. Если функции f (x) и g (x) равны 
нулю при х < О, то значения их свертки на отрезке 
(0, А )  зависят только от значений f (x) и g (x) на этом 
отрезке . Поэтому из теоремы 2. 1 легко получаем: 

Ес.ли фупrщия f (x) пепрерывпа при х � О, а фующия 
g (х) абсо.лютпо иптегрируема па паждом попечпом от
реапе, то их свертпа 

:х: 

( f  (х) * g (х)) = s f(x - s) g (S) dx 
о 

непрерывна при х � О. О 
Т е о р е м  а 2 .2. Пусть фуппци.ч. f (x) равномерно пе

прерывпа па всей оси, а фуппция g (x) имеет попечпое 
чис.ло точеп разрыва па паждом попечпом отреапе, 
и пусть 

00 

J 1 f (x) 1 dx < оо, 
-оо 

00 J 1 g (x) 1 dx < оо . 
-оо 

Ес.ли f (x)  * F (z) , g (x) * G (z) , то ( f (x) * g (x) ) * 
* F (z ) G (z) . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. При Re z = О имеем 
00 

(f (x) * g (x)) : :  J ( f (x) * g (x)) e-жz ax = 
-оо 

00 00 

= S е-жz J f (x - 'S) g ('S) ds dx. -оо -оо 

1\ак и при доказательстве теоремы 2 . 1 ,  убеждаемся, что 
двойной интеграл 

00 

J s f (х - s} g (;} е-жz ds dx (Re�z = О) -оо 

абсолютно сходится. Ero значение можно найти, вычис-
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лив предел интеграла по любой расширяющейся после
довательности областей D,. Выбирая в качестве этой по
следовательности те же параллелограммы 1 6 1  < r, 1 х 
- 6 1 < r, что и при доказательстве теоремы 2. 1 ,  полу
чаем утверждение теоремы. (Заметим, что все рассуж
дения с выбором последовательности областей нужны 
всего лишь для оправдания законности замены перемен-
ных в двойном несобетвенном интеграле . )  О 

Сделаем несколько интересных выводов из этой тео
ремы. Теорему 2.2 можно записать в виде 

оо ioo f f (x - �) g (�) d� = 2�i J F (z)"G (z) вxz dz ,  (2.1) 
- оо  � � - ioo 

где f (x ) .:,.;. F (z )  и g (x) .:,.;. G (z) . Теперь заметим, что из 
соотношения f (x) .:,.;. F (z )  следует соотношение / ( -х) .:,.;.  
.:,.;. F ( -z ) . Так нак на мнимой оси -z = z, то,  полагая 
g ( � ) = / (-6 ) ,  х = О, получаем 

00 00 5 1 f (I0 12 � = 2� 5 1 F (iy) 12 dy.  
- оо  -оо 

(2.2) 

Эта формула носит название равепства Парсева.ля. О 
С помощью теоремы 2 .2 и других формул того же ти

па (но более простых) часто удается решать задачи, 
не применяя формулу обращения. Прежде чем показать 
примеры таких действий, выведем еще несi<алько фор
мул. Все они могут быть получены из теоремы 2.2 при 
пекотором ее обобщении, но проще доказывать их непо
средственно. 

Нам придется доказывать эти формулы в двух вари
антах: для одностороннего и для двустороннего иреоб
разования Лапласа, так как формулы для этих случаев 
немного различны. 

1. Если f (x )  + F ( z ) ,  то xf (x) + -F' ( z) .  
Действительно, интеграл, определяющий функцию 

F ( z) , равномерно сходится в пекоторой полуплоскости 
Re z > с. По теореме 4.5 гл. II его можно дифференци
ровать под знаком интеграла. Это дает нам 

00 

F' (z) = - J f (х) xe-xz dx (Re z > c) ,  
о 

т. е. xf {x) + -F' (z) . 
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1* .  Пусть 
00 J ( 1 + l x l ) ] f (x) l e-ax dx < oo . 

-оо 

Ес.ли f (x) * F (z) (Re z = a) ,  то xf (x) * -F' (z) (Re z = a) . 
Применить то же рассуждение, что при до:казатель

стве формулы 1 , нельзя, та:к :ка:к область равномерной 
сходимости интеграла может не содержать внутренних 
точе:к. Однако условие абсолютной интегрируемости 
функции ( 1 + l x l ) f (x ) обеспечивает сходимость и интег
рала, определяющего функцию F ( z) , и интеграла, полу
ченного дифференцированием под знаком интеграла. По
этому дифференцирование под знаком интеграла законно, 
и мы получаем искомую формулу. 

00 

2. Пусть 5 1 f' (x) l e-ax dx < oo. Ес.ли f (x) + F (z ) ,  то 
о 

f' (х ) + zF (z) - f (O ) . 
Действительно, при достаточно большом Re z имеем 

f (x) е-ж• -+ О при х -+  + оо и 
00 

f' (х) +' · ) f' (х) e-xz dx = 
о 00 

= f (х) e-xz �� + z J f (х) e-xz dx = - f (О) + zF (z) .  
о 

Формула доказана. 
2*. Пусть 

00 
f (x) е-""' -+ О (х -+ ±оо) ,  

J ( 1 f (х) 1 + 1 f' (х) 1 ) е-ах dx < оо . 
- оо  

Если f (x) * F (z ) , то f' (х ) * zF (z) (Re z = а) .  
Эта формула доказывается так же, ка:к и предыду-

щая. О 
На первый взгляд :кажется странным, что формулы 2 

и 2* различаются между собой, так :ка:к одностороннее 
иреобразование Лапласа является частным случаем дву
стороннего. Причина различия в том, что функция, рав
ная f (x ) при х � О  и нулю при х < О, заведомо не бу
дет дифференцируема, если f (Ql=F O. Если же / (0) = 0, 
то формулы 2 и 2* совпадают. U 
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Теперь приведем пример решения задачи методом: 
преобразоваиия Лапласа без использования формулы об
ращения. 

П р  и :м: е р  1 . Найдем: решение уравнения 

у<"> (х) + aty<n-I >  (х ) + . . .  + а,.у (х ) = f (x)·, 
удовлетворяющее условию у (О) = у' (О) ==  . . •  == == y<n-1 ) (О)' = О. 

Сначала допустим:, что при достаточно больших х 
функция f (x) обращается в нуль. Тогда при достаточно 
больших х функция у (х ) ,  которую :м:ы ищем:, является 
решением: однородиого дифференциального уравнения с 
постояииы:м:и коэффициентами, т .  е .  линейной комбина
цией функций вида Plt (х) e�lt:. (Р11 {х) - многочлен) .  По
этому одностороннее преобразоваиие Лапласа функции 
у (х) существует, как и преобразоваиие Лапласа ее про
изводиых. 

Положим: у (х) +, ТJ (z)·, f (x) +  F (x)'. 
Формула 2 с учетом: условий у (О} = у' (О) ==  • . • 

. . . = у<п-1 >  (О) == О дает нам: соотношения 

у' (х}+ ZТJ {Z) , . . . , у<"> (х) +  z"ТJ (z)'. 
Используя уравнение для у (х) , находим: 

Р (z) ТJ·(z) == F (z) (Р {z) == z" + a 1z,._ 1 + . . . + а,.) , 
или ТJ (z) = ; (�;. Рациональную фупкцию Р �z) можно 
разложить на сумму простейших дробей 

1 
"' "'  Am 1t 

P (z) = � � (z - Am)l'&' 
Чтобы найти функцию q {x) ,  одиостороиии:м: преобраз6-
ваиие:м: Лапласа которой является функция Р �z) , решим: 
эту задачу для каждой из простейших дробей. Восполь
зуемся очевидной формулой 

.., 

_1 _ = J e�-xz: dx • - А  
о 

Примеиеиие формулы 1 дает 

x1teu ..:... k! • (•:-:А)н1• 
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Следовательно, 

( ) - � � Am,k k-1 �mx q х - � � (k _ f ) !  х 
е . 

Далее, ив соотношений 

у (х) + 11 (z) , f (х) +F (z) , q (х)+ р �z) , 
с помощью теоремы 2 .2 получаем 

1 'll (z)= р (z) F (z) 

y (x) = (q (x) * f (x) ) , 
т. е.  

11: 

у (х) = J q (x - S) f (S) .d; . 
о 

Заметим, что решение ванисит лишь от поведения функ
ции f (x) на отрезке (0, х) .  Поэтому наше допущение, 
что f (x) = O при достаточно больших х, не снижает общ-
ности. о 

Имеется широко разработанный равдел метода интег
ральных преобравовапий - операционное исчисление,  ко
торый занимается только решением задач без использо
вания формулы обращения. В учебниках операционпого 
исчисления приводится много различных формул, подоб
ных приведеиным выше. Все эти формулы тем или иным 
способом получаются ив приведеиных основных. О 

Позаимствуем ив операционного исчисления удобную 
терминологию: фунRЦию f (x)  будем называть opuгuna

Jtoм, а ее иреобразование Лапласа - иаображепием. 

§ 3. Примеры применени.п метода 

Основная масса применений метода преобравования 
Лапласа выходит далеко за пределы теории аналитиче
ских функций. Поэтому примеры, которые мы сейчас 
рассмотрим, мало связаны с теорией аналитических 
функций. Они выбраны с единственной целью - показать 
сущность метода, привлекая возможно меньше лишнего 
материала. 

П р и м е р  1 . Пусть функция f (х) е-ь'"'', Ь < а, равно
мf:!рно непрерывна на всей оси. Найдем решение урав
нения 

у "  (х) - а2у (х) = f (x) (а > О) 
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такое, что функция у ( х)  e-Ь ixl равномерно непрерывна на 
всей оси. 

Допустим сначала, что функция f (x) равна нулю при 
всех значениях х, достаточно больших по абсолютной ве
личине. Тогда у (х ) при достаточно больших х является 
решением уравнения у "  = а2у, т .  е. у (х) = С1е""' + С2е-""' 
(при х > А и х < -А постоянные С1 и С2 различны) .  
Условие равномерной непрерывности ( а  значит, и огра
ниченности) у ( х ) e-Ьixl на всей оси дает нам 
у (х) = Се-ах (х > А ) , у (х) = С'е""' (х < -А ) . 

Отсюда видно, что для функции у (х) и для ее производ
ных существует двустороннее иреобразование Лапласа. 
Обозначая 

у (х) * ч (z) ,  f (x ) * F (z) , 
получаем из уравнения (используя формулу 2*). 

(z2 - а2) 11 (z) = F (z) , 11 (z) = � F (z) . 
z. - а  

1 Но функция -2--2 является изображением функции 
z. - а  

е-а\х\ """""2а• что легко провернется интегрированием. Согласно 
теореме 2.2 произведение изображений отвечает свертке 
оригиналов. Поэтому 

1 у (х) = - 2а (е-а\х\ * f (х)) , 

или 
00 

у (х) = - 2� s е-а\ж-щ (s) ds . (3.1)  
-оо 

Заметим, что полученная формула пригодна уже без 
каких бы то ни было допущений. Действительно, из тео
ремы 2. 1 о свойствах свертки следует, что функция 
у ( х) е-Ьiжl , Ь < а, равномерно непрерывна на всей оси, ес
ли функция f (  х ) е-Ьiжl обладает этим свойством. 

Петрудно показать, что формула ( 3. 1 )  дает един
ственное решение задачи. Действительно, разность двух 
решений задачи была бы решением уравнения у " = ау2, 
удовлетворяющим условию 

( Ь 
< а) . 
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Ясно, что таким решением уравнения может быть лишь 
тождественный пуль. 

П р и м е р 2. Найдем решение иптегралыюго урав� 
пения 

• J (х - �)а-1 у (�) d� = j (х) (О <  а < 1) ,  
о 

rде f (x) - произвольпая функция, непрерывно диффереп� 
цируемая при х ;;:;::. О. 

Положим формально у (х) +  'I'J (z) ,  f (x) + F (z) и заме� 
ТИМ, ЧТО 

x"- 1 + Г (vJ z-" (v > O) (3.2) 
(для .z-v берется главное значение ) , так как 

00 J xv-Ie-xz dx = Г (v) .z-v 
о 

Поэтому исходное уравнение 
свертке дает нам 

Г (а) z-a'l') (z) = F (z) , 

(Re z > О, " > О). 

вместе с теоремой 2�2 о 

'I'J (z) = � F (z). r (а) 
р-1 

Обозначим через g (x) оригинал функции r (а) F (z) =-

= G (z) . Так как согласно формуле (3 .2) с v = 1 - а 
имеем х-а. + Г ( 1 - а) za.- I ,  а Г (а) Г ( 1 - а) = � соглас-sш аn 
по формуле (6.4) гл. VI, то по теореме о свертке 

• 

g (х) = (x-t� * 1 (х)) sin 
n
an = sin

n
an S (х - �)-s 1 (�) �. 

о 

Поскольку 'l') (z) = .zG (.z} , то по формуле 2 § 2 имеем: 
y (x) = g' (x) + g (O) . Но g (O) = O, и мы получаем 

� :11 

t. d s У {х) = sin
n

an d:r (х - �)-s 1 (6) d6· 
о 

Эта формула дает решение интегрального уравпеmш, 
в чем: петрудно убедиться проверкой. Однако вопрос о 
единственности решения интегрального уравнения пуж· 
дается в дополнительном исследовании, которое не столь 
просто. 
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П р  и м е р  3. Найдем решение дифференциального 
ди д2и 

уравнения дt = дх2, и (х, O) = f (x) ( t ;;;;. O, -оо < х < оо) . 

Обозначим формально u (x, t ) *  v (z, t) ,  f (x) * F (z) .  
Из уравнения получаем с помощью формулы 2* § 2 

дv 2 дt = z v, v (z, О) = F (z) . 

Решая последнее уравнение, находим 

v (z, t) = ez2t F (z) . 
Согласно теореме о свертке, обозначая через q (х, t) ори· 
гинал функции ez2 t ,  имеем 

00 

u_ (x, t) = J q (х - 6 ,  t) f Ш�d6. 
- со  

Остается найти q (х, t ) . Используем формулу обраще· 2 
ния. Поскольку ez t при Im z - ±оо и при фиксирован· 
ном Re z стремится к нулю быстрее любой степени, :мы 
:можем применить теорему 1 . 1 и написать 

1 c+sioo 2 q (х, t) = 2ni ez t+xz dz c-ioo 
х 

Возь:мем с =  - w·делая замену t = z - с, легко находим 

c+ioo 

q (х, t) = 2�1 J ехр [t ( z + :е У - :: ]  dz = 
e-ioo 

Окончательная формула имеет вид 

_ оо (х-�)2 

u (a", t) = ; v �  s e- 4tf (6) d6. 
-оо 

Нетрудно убедиться, что эта формула дает искомое ре· 
шение уравнени ч, если функция f (x) удовлетворяет ус· 
ловию 1 f (х) 1 <М e\xl2-6 • 
18 М, А, Евграфо11 
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Вопрос о единственности решения требует дополни
тельного исследования. 

П р и м е р  4.  Найдем решение интегрального урав
нения 

00 

у (х) = � J e-lx-�ly (�) d� (х >  О). 
о 

удовлетворяющее условию 
l y (x) l < Ме"'" (а < 1 ) . 

Обозначим 
00 

qJ (х) = � S e-Jx-"y (�) d� (- оо < х�< оо), 
о 

х 
_ { qJ (х) , х � О, qJ+ ( ) - О, х < О; 

{ О, х � О, 
qJ_ (х) = qJ (х) , х < О. 

Ясно, что фуннция qJ+ (x ) в силу уравнения совпадает 
с у (х ) . 

Для фуннции ()) (х ) без труда получаем неравенство 

l qJ (x) 1 :::;;; меаж- ( 1 -а) iжi (- оо < х < оо ) . 

Поэтому для фуннции 'qJ ( х ) в полосе а < Re z < 1 суще
ствует двустороннее иреобразование Лапласа. Обозначим 
его Ф (z) , а 

00 о 

Ф+ (z) = J qJ {х) e-xz dx, 
о 

Ф_ (z) = J qJ (х) е-х• dx. 
-со 

Фуннция Ф+ (z) голомофна и ограничена в полуплосно
сти Re z ;:;;:.: а +  е, а ф_ (z ) - в полуплосности Re z < 1 - е 
( е - любое положительное число) и Ф (z) = Ф+ (z ) + 
+ Ф- (z) {a < Re z < 1 ) .  

По теореме 2.2 о свертне имеем 

1 Ф (z) = Ф_ (z) + Ф+ (z) = ЛФ+ (z) -2-
z - 1  

(a < Re z < 1) ,  

тан нан изображением фуннции е- 1"'1 является фуннция 
2 

.� - t · 
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Пусть Л <  О. Тогда можно выбрать а так, чтобы 
Re 1' 1 + '}." < а < 1. Рассмотрим функцию 

1 -I- Л. - z2 
'Ф (z) = (z - 1) ф_ (z) = � + 1 Ф+ (z) . 

С одной стороны, функция 'Ф ( z) голоморф на в полупло
скости Re z ;;;,: а + 8 и удовлетворяет там неравенству 
'1\J (z ) = O ( I z l  + 1 ) ,  так как функция Ф+ (z )  голаморфна 
и ограничена при Re z ;;;,: а + 8. С другой стороны, функ
ция '1\J (z )  голаморфна в полуплоскости Re z .;;;; 1 - 8 и удов
летворяет там перавеяству '1\J (z ) = O ( l z l  + 1 ) (по тем же 
соображениям, с замепой Ф+ (z)  на ф_ (z ) . Это означает, 
что '11: ( z) голаморфна во всей плоскости и 1J; ( z )  = О ( 1 z 1 ) 
при z -+  оо. По теореме Лиувилля (см. § 2 гл. IV) имеем 
'I\J (z) = C + C1z. Но при z -+ + oo  имеем '1\J (z) = o ( l z l ) , так 
как Ф + ( z) -+ О при z -+ + оо, в чем легко убедиться, 
взглянув па формулу для нее. Следовательно, 

'Ф (z) = С, 

Но функция Ф+ (z )  является односторонним изображе
нием искомого решения. Поэтому, возвращаясь к ориги
налу, получаем 

у (х) = (1 + V1 + л) eXVH?. - ( 1 - V1 + Л)e-XftH . 

П р  и м е р  5. Найдем фундаментальную систему реше
ний уравнения 

1 у" (х) + - у' (х) + у (х) = О .  х 

Будем искать решение в виде контурного интеграла 

у (х) = \ <р (z) exz dz, 
ё 

где контур С таков , что подынтегральная функция до
статочно быстро стремится к нулю при стремлении z к 
концам контура (или С - замкнутый контур ) . Очевид
но, имеем 

18* 
у' (х) = J z<p (z) exz dz, 

с 
у" (х) = J z2<p (z) гхz dz, 

с 
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х (у" (х) + у (х)) = х J ( 1 + z2) <р (z) ежz dz = 
с = - .r еЖ% :

z 
[(1 + z2) <р (z)] dz 

с 
( обынтегрированные члены исчезают в силу предполо
жения о концах контура) . Поэ·тому уравнение дает нам 

S'{ z<p (z) - � [(1 + z2) <р (z)]} exz dz = О. 
с 

Это равенство заведомо выполняется, если подынтеграль
ная функция равна нулю, т. е. если 

d 
dz [( 1  + z2) <р (z)] = z<p (z) . 

Решая полученное уравнение для '<р (z ) ,  находим 

<p (z) = V 
с • 

1 + z2 

Таким образом, функции вида у (x) =S V ежz dz яв-
с 1 + z2 

ляются решениями исходного уравнения, если контур С 
выбран так, чтобы подынтегральная функция достаточно 
быстро стремилась к нулю при приближении к концам 
контура, или если С - замкнутый контур и 1 1 + z2 одно
значен на С. 

Чтобы получить два линейно независимых решения 
исходного уравнения, можно взять следующие контуры: 

С, - граница области l arg (z - i ) 1 < n, l z - il > р ;  
с2 - граница области 1 arg (z + i) 1 < п, 1 z + i l  > р. 
При Re х > О интегралы сходятся, поскольку при 

z -+ ±i - 00 функция exz стремится к нулю быстрее лю
бой степени. 

Полагая р = О  и объединяя интегралы по двум краям 
разреза в один интеграл, получаем следующие формулы 
для решений: 

"" 

у (х) --efxs e-xt dt 1 - Vt <t + 2i) 
о 

00 S e-xt _ 
х - e-ix dt У2 ( ) -

• "Vt_(& - 21) 

(Re x > 0) , 

(Re x >  О). 
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С помощью теоремы 4. 1 rл. IV леrко получаем асимп
тотические формулы 

е
i
ж 

У1 (х) "' , �<ei: (Re х -+  + оо ) , 
v 2пiз: 

е-i
ж У2 (х) "' V 

. (Re x -+ + оо ), 
- 21t13: 

из которых сразу видна линейная независимость у1 (х) 
и У2 (х) . 

С помощью поворота контура (как в примере 1 § 2 
rл. VI ) функции У1 (х) и У2 (х) можно аналитически про
должить на всю плоскость, за исключением точки х = О , 
rде эти функции имеют лоrарифмическую точку вет
вления. 

Можно было выбрать в качестве контура С rраницу 
области, состоящей из всей плоскости с разрезом по от
резку ( -i, i ) .  Этот контур является замкнутым, и функ-
ция 1' 1 + z2 однозначна на нем. Соответствующее этому 
контуру решение исходноrо уравнения имеет вид 

1 

S е
i
у

ж у (х) = У dy .  
1 - у2 

-1 

Видно, что функция у (х) rоломорфна во всей плоскости. 
Из общих соображений ясно, что функция у (х) яв

ляется линейной комбинацией функций YI (x) и у2 (х) .  

§ 4. Обобщенное преобраsование Лапааса 

До сих пор мы рассматривали иреобразование Лапла
са лишь для функций / (х) , удовлетворяющих условию 

00 

s 1 f (х) 1 е-аж dx < оо 
-со 

при каком-либо а. Во мноrих задачах это предположение 
сильно оrраничивает возможности метода. Так, скажем, 
в примере 1 предыдущеrо параrрафа мы смоrли приме
нить иреобразование Лапласа и получить формулу для 
решенив лишь после дополнительноrо предположения, 
от котороrо поспешили освободиться сразу после полу� 
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ченил формулы. На этом мы потеряли возможность сра
зу же доказать и единственность решения, так что ее 
пришлось доказывать отдельно. В несложных задачах 
эта потеря невелика, но для более трудных задач воп
рос о единственности решения далеко не прост . R тому 
же в сложных случаях и проnерка формулы, полученной 
формальными действиями, тоже доставляет некоторые 
трудности. Чтобы уленить их, советуем читателю про
верить формулы для решений, найденные нами в при
мерах 2 и 3 предыдущего параграфа (мы уклонилисЪ от 
этой проверки, указав, что она возможна ) . 

По этим причинам уже довольно давно стали возни
кать теории, оправдывающие введение иреобразования 
Лапласа для не интегрируемых по всей оси функций 
f (x ) .  Однако лишь в последнее время создана теория 
иреобразования Лапласа растущих функций, удовлетворя
ющая тем требованиям, которые предъявляют к ней при
ложения. С помощью этой теории - она получила назва
ние теории обобщет-ыtых фующий - удалось решить мно
гие задачи, связанные с существованием и единствен
ностью решений дифференциальных уравнений с 
частными производными. 

Сколько-нибудь подробное изложение теории обоб
щенных функций увело бы слишком далеко в сторону. 
Ограничимся изложением основной идеи, лежащей в ос
нове этой теории * ) . О 

В зависимости от требований, возникающих в задачах, 
иреобразование Лапласа обобщается на различные клас
сы функций. Будем говорить главным образом о иреоб
разовании Лапласа функций, непрерывных на любом ко
нечном отрезке действительной оси и растущих при 
Х -+  ±оо.  

Мы по-прежнему будем называть функцию f (x ) ори
гиналом, а ее иреобразование Лаnласа - изображением 
и сохраним запись этой связи фомулай f (x ) * F (z) ,  толь
ко смысл понятия изображения будет несколько ипой. 

Изображения наделим следующими свойствами: 
1. Изображения F (z)  и G (z )  считаются равными, если 

их оригиналы f ( х) и g ( х) тождественно совпадают. 
2. Изображение является линейпой функцией ориги

нала, т. е. из соотношений f (x) * F (z)  и g (x) * G (z)  

*) Подробное изложение теории обобщенвых функций имеется 
в [6, 7] . 
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следует, что 
af (x) + bg (x) * aF (z) + bG (z) 

для любых постоянных а l'I Ь .  
3 . Если ориrинал является непрерывно дифференци

руемой функцией, абсолютно интеrрируемой по всей оси, 
то ero изображение отождествим с обычным иреобразо
ванием Лапласа. 

4. Зададим какое-либо понятие сходимости ориrиналов 
и назовем последовательность изображений сходящейся, 
если последовательность ориrиналов сходится в заданном 
смысле. О 

Задавая понятие сходимости ориrиналов, мы выделя
ем тем самым некоторый класс функций (линейное то
полоrическое пространство ) , получаемых предельным пе
реход ом из непрерывно дифференцируемых функций, 
абсолютно интеrрируемых по всей оси. Для всех функ
ций этоrо класса изображение определяется как фор
мальный предел пекоторой последовательности обычных 
иреобразований Лапласа. Понятие сходимости может ока
заться и таким, что предел будет существовать в каком
либо обычном смысле, но может оказаться, что ни в ка
ком обычном смысле предел изображений не существует. 
Однако это и не важно: мы не требуем, чтобы обобщен
ное изображение было функцией в обычном смысле сло
ва. Важно друrое: каждой функции из построенноrо 
класса отвечает ровно одно изображение. О 

Приведем два примера задания сходимости ориrина
лов и выясним, к каким классам функций мы придем. 

П р  и м е р  1. Сходимость ориrиналов задана следую
щим образом: fn (x) -+  О, если /n (x)  равномерно стремит
ся к нулю на каждом конечном отрезке. 

В этом случае пределом последовательности непре
рывно дифференцируемых функций, абсолютно интеrри
руемых по всей оси, :может быть любая функция, не
прерывная во всех точках оси (и только такая ) . Дей
ствительно, во-первых, любую непрерывную функцию, 
абсолютно интеrрируемую по всей оси, можно равно
мерно приблизить непрерывно дифференцируемыми 
функциями, абсолютно интеrрируемыми по всей оси. 
Затем для любой непрерывной функции леrко строится 
последовательность абсолютно интеrрируемых по всей 
оси непрерывных функций, равномерно сходящаяся к 
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отрезRе. Например, можно по· 
на отрезRе ( -n, n ) , нулю вне 
и линейной на оставшихся 

ней на Rаждом Rонечном 
Jюжить f,. (x) равной j (x )  
отрезRа ( - n  - 1, n + 1) 
отрезRах. 

С другой стороны, предел равномерно сходящейся 
последовательности непрерывных фунRЦий - непрерыв
ная фуНRЦИЯ. 

П р и м е р 2. Сходимость оригиналов задана следую
щим образом: f,. (x ) -+ О, если для RаRого-либо а. < а 
имеем 

lim max / fn (x) e-cФI I = О. 
n->oo 118 

Пределом последовательности непрерывно дифферен
цируемых фунRций, абсолютно интегрируемых по всей 
оси, в этом случае может быть любая непрерывная на 
всей оси фунRция f (x) ,  удовлетворяющая условию 

/ f (x) 1 < Mea;izl 
при RаRом-либо а <  а (и тольRо таRая) . Это легRо доRа
вывается тем же рассуждением, что и в примере 1 . О 

Перейдем теперь к вопросу о том, как работать с 
обобщенным понятием изображения и какова при этом 
роль понятия сходимости. 

Задавая сходимость, :мы получаем некоторый класс 
оригиналов, каждому из которых можно поставить в со
ответствие изображение. Казалось бы, теперь следует 
ваять класс возможно шире и решать задачи. Однако 
дело не столь просто. Выбор класса определяется самой 
задачей. Это происходит, грубо говоря, потому, что чем 
шире Rласс, тем меньше действий :мощно делать с изо� 
бражениями. 

Основные действия, которые приходится совершать с 
изображениями при решении задач,- это сложение изо
бражений и умножение их на фунRЦии. Для обобщен· 
ных изображений эти действия следует понимать так: 
каждое обобщенное изображение является пределом по
следовательности обычных изображений; действия над 
этими изображениями отвечают каRим-то действиям с 
оригиналами; если последовательность оригиналов, над 
которыми совершены соответствующие действия, сходит
ся, то мы получаем сходящуюся последовательность изо
бражений и соответствующее действие над изображени
ем возможно. 
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Иными словами, действие над изображением возмож
но, если соответствующее действие над сходящейся по
следовательностью оригиналов оставляет эту последова
тельность сходящейся. Это означает, что с изображения
ми можно совершать такие действия, чтобы соответству
ющие действия над оригиналами не вьmодили из класса 
оригиналов. О 

Ясно, что сложение изображений, соответствующее 
сложению оригиналов, не вьmодит из класса оригиналов. 

Умножение изображения на функцию 
00 

В (z) = J � (х) e-xz.dx 
-оо 

соответствует свертке оригинала с функцией � (х) . Поэто
му одним из основных вопросов в теории иреобразования 
Лапласа является отыскание класса функций, свертка 
с которыми не вьmодит из данного класса. Этот вопрос 
играет значительную роль и в классической теории ире
образования Лапласа, по в теории обобщенного иреобра
зования Лапласа его роль еще заметнее. Для класса 
оригиналов, рассмотренного в примере 2, ответ па этот 
вопрос сразу получается ив теоремы 2. 1 о свертке: 

Ес.яи фуппция � (х) удов.яетворяет ус.яовию 
1 � ( х )  1 < М е'-"'"'' (-оо < х < оо ) , 

а f (x) Е S .. , то ( f (x) * � (х ) )  Е S ... 
Здесь через S.. обозначен класс функций, описанный 

в примере 2. 
Рассмотрим еще вопрос об умножении изображения 

на степень z. 
Умножение изображения на z соответствует диффе

ренцированию оригинала. Поэтому умножение проивволь
ного изображенил на z, вообще говоря, недопустимо. Од
нако если нам заранее известно, что и сам оригинал, 
и его производпая входят в наш класс оригиналов, то 
умножение на z является допустимым действием. О 

Рассматривать сколько-нибудь сложные примеры ис
пользования обобщенного иреобразования Лапласа мы 
не будем. Ограничимся лишь тем, что проведем с его 
помощью исследование примера 1 предыдущего парагра
фа. Рассуждения, которые мы продемонстрируем на этом 
примере, типичны и для более сложных задач. (От бо
лее сложных вадач м:щ отказываемся лишь по той при-
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чине, что нам пришлось бы доказьmать довольно слож
ные теоремы о свертке, а эти теоремы в дальнейшем нам 
нигде не понадобятся . )  

П р и м е р 3 ( ер .  пример 1 § 3 ) .  Пусть О � а < а, 
а f (x ) - непрерывная на всей оси функция, для которой 
l / (x )  1 < Ме"1"'1 • Покажем, что существует единственное 
решение уравнения 

у " (х) - а2у (х) = f (x) , 

дЛя которого 1 у ( х) 1 < М 1 е"1"'1 , и найдем формулу 
для него. 

Сначала положим формально 

y (x) * rJ (z) , f (x) * F (z)  

и найдем 
1 '11 (z) = -2 -2 F (z) . 

z - а 
Теперь выясним, какой класс оригиналов нам следует 

1 
выбрать. Функция -2-�2 является изображением функ

z - а 1 
ции 2а e-afxl .  Следовательно, класс оригиналов нужно 

выбрать таким образом, чтобы свертка функции f (x ) из 

этого класса с функцией ;а e-a\xJ тоже входила в этот 

класс. Тогда символ 11 (z) =  / (z) 2 будет изображением 
z - а 

функции из этого класса оригиналов , и притом только 
одной. Это означает, что в любом классе оригиналов, 

переходящем в себя при свертке с функцией 21а e-afxf , 

решение нашей задачи единственно и дается формулой 

00 

у (х) = ..!... (e-a!xl * 1 (х)) = ..!... s е-а!х-�\ f (s) as . 2а 2а - оо  

Один такой класс нам известен. Это класс функций, 
рассмотренный в примере 2. Рассматриваемые условия 
состоят как раз в требовании, чтобы функции f (x) и 
у (х ) входили в этот класс. Остается еще проверить, до
пустимо ли было умножение изображения у (х) на z2• 
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Из уравнения видно, что функция у "  (х)  принадлежит 
тому же классу, что и у (х)  с f (x) .  Отсюда легко полу
чаем, что и у'  (х) (как одна из первообразных функции 
у "  (х) ) принадлежит тому же классу. Тем самым урав
нение обеспечивает принадлежиость у' (х) и у "  (х) тому 
же классу, что и у (х)  с f (x) ,  т. е .  умножение ч (z )  на 
z и на z2 является допустимым действием. О 

Мы говорили только про обобщение иреобразования 
Лапласа на непрерывные функции, растущие на беско
нечности. Та же самая идея позволяет обобщать иреоб
разование Лапласа и на функции с плохими дифферен
циальными свойствами. Для этого нужно выбирать соот
ветствующее понятие сходимости. Так можно строить 
теорию иреобразования Лапласа для функций, интегри
руемых с квадратом по всей действительной оси, и для 
еще более широких классов функций. 

§ 5. Использование аналитического продолжения 

Стоит заметить, что теория обобщенных функций соз
дана для вполне определенного типа задач, и нет необ
ходимости применять теорию обобщенных функций к 
любой задаче, где идет речь о иреобразовании Лапласа 
растущих функций. Более того, теория обобщенных 
функций :может и не привести к цели даже для очень 
простых задач такого рода. С другой стороны, классиче
ская теория иреобразования Лапласа тоже имеет дело 
с иреобразованием растущих функций. Один из способов 
тесно связан с аналитическим продолжением интегра-
лов . о 

Пусть функция f (x )  определена не только при х > О, 
но и в угле l arg x l < а  и удовлетворяет в этом угле не
равенству 

l j (x) 1 < Меа!ж! ( l x l  > 1 , l arg x l  < а) . 

Тогда функцию 
00 

F (z) = S f (х) e-xz dx (Re z > a) 
о 

можно аналитически продолжать, поворачивая луч интег
рирования, как это делалось в примере 1 § 2 гл. VI. 
При этом в полуплоскости Re (zei 6 ) >  а, 1 0 1  < а, функ-
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ция F ( z) представляется интегралом 
ooei8 

F (z) = J 1 (х) e-xz dx. 
о 

Таким образом, функция F (z) не зависит от  того, по 
какому лучу берется интеграл. Поэтому для аналитиче
ских функций естественно назвать односторонним иреоб
разованием Лапласа интеграл по любому лучу arg х = е ,  
если функция l (x) голоморфна на этом луче. При этом, 
конечно, придется мириться с тем, что у одной и той же 
функции f (x) может оказаться много различных иреоб
разований Лапласа, отвечающих различным лучам. 

В идно,  что при таком понимании иреобразования 
Лапласа мы можем допустить любой рост функции / (х}  
по действительной оси, если есть какой-либо другой луч, 
на котором f (x) растет не быстрее, чем еа1"'1 • Даже более 
того, если f (x) растет по всем лучам, иреобразованию 
Лапласа можно придать смысл, разбив f (x) на сумму ка
кого-то числа функций, имеющих лучи экспоненциаль
ного роста. 

Докажем две теоремы, относящиеся к такой трактов
ке иреобразования Лапласа. 

Т е о р е м  а 5. 1 .  Пусть область D содержит 1'>а1'>ую-ли
бо полуплос1>ость Re (�ei 8 ) > a, 1>оптур С - граница D, 
и пусть фун1>ция ер (� )  абсолютпо интегрируема по 1'>ОН
туру С. Если 

то 

1 (х) = 2�i J ер (�) e"t d� (arg х = е) , 
с 

ooei 8 
F (z) = J f (х) e-"z dx = - _!_ J 1Р (z) d� 2nt t - z  

о с 
(z e D). 

Если, цо.ме того, фун1>ция <р (� )  голо;м,орфна в обла
сти D, непрерывна вплоть до ее границы и <р ( � )  - О 
( � - оо, � Е  D) ,  то F (z) =' -<p (z) . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Так как область D содержит 
полуплоскость Re ( �eiB ) > а, то при arg х = е, � Е с' име
ем перавеяство l e"'' l � еа1"'1 • Поэтому интеграл для функ
ции f (x )  равномерно сходится по х на любой конечной 
части луча arg х = е, так что функция j (x) непрерывна 
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на луче arg х .... е. Кроме того, для нее имеет место не� 
равенство 

1 1 (х) 1 � еа\ж( 2�е j" l <:р (�) 1 1 d� 1 = М еа\Ж\ (arg х = е) .  
о 

Следовательно, при Re { zet в )  ;;::, а + б интеграл 
ooei8 

F (z) = J 1 (х) е-жz dx 
о 

равномерно сходится по z. Обычными рассуждениями 
легко показывается, что порядок интегрирования :можно 
изменить. После перемены порядка интегрирования внут
ренний интеграл вычисляется, и :мы получаем: первую 
формулу для F (z) .  Если функция <:р (� )  голо:морфна в 
области D, непрерывна вплоть до ее границы С и удов
летворяет условию <:р (� ) -+ О ( � -+ оо ,  � Е D) , то :можно 
при:менить интегральную формулу Коши, что даст нам: 
F (z) = -<p (z) .  Теорема доказана. 

Т е о р е  :м а 5 .2. Пусть область D содержит папую-ли
бо полуплоскость Re (ze;8 ) > а, поптур С - граница D. 
Если фуппция F (z) голоморфпа в области D, пепрерыв� 
па вплоть до ее грапицьt и удовлетворяет условиям 

F (z) - 0, F' (z} = O (z-T- 1 ) 

то фуппция 

l (x) = - 2�t S F (z) eЖZ dz 
с 

(arg x = е) 

непрерывна па луче arg х = е хроме точпи х = о, удов
летворяет при любом а/ > а перавепству 

и 
1 1 (х) 1 < М 1 х 1-v еа' \ж\ (arg x = е) 

ooeiO 
J 1 (х) е-жz dx = F (z). 
о 

Д о R а з  а т е л ь  с т в о. При:мени:м к фуннции F (zei6 ) 
теорему 1 .2 .  После несложных иреобразований формула 
обращения иреобразования Лапласа даст нам:, если счи
тать прямую Re {zе; в }  = а' границей полуплоскости 
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ooeie 
1 (х) = - 2�t J F(z) exz az, F (z) = J 1 (х) e-xz dx. 

Re (zei6)=a'  о 

В силу условий на F (z) прямая интегрирования 
Re (ze; o )  = а' эквивалентна контуру С. Теорема дока-
зана. О 

В качестве применепил доказанных теорем рассмот
рим один пример, сходный с примером 5 § 3 . 

П р  и м е р  1 .  Найдем решение дифференциального 
уравнения 

ny < n- 1 >  (х ) + ху (х ) = О (n > 2 ) , 

удовлетворяющее начальным условиям 

у (О ) = ро, , (О ) - < п-2> (О ) -У - Р1 , . · . , У - Рп-2 · 

Метод решения, который мы применим, можно рас
пространить и на peiiieниe аналогичной задачи для дру
гих линейных дифференциальных уравнений с линейны
ми коэффициентами. 

Обозначая у ( х) + 11 (z ) , можно написать согласно фор
муле 2 § 2 

y<n-1) (х) + zn-1'11 (z) - Р (z) ( Р (z) = �2 pkzn-11.) , 
ху (х) + -ч ' (z) . 

Поэтому уравнение для у ( х ) дает следующее уравнение 
для ч (z) : 

ч '  (z) - nz"-1'11 ( z) = -P (z) ,  ( 5 . 1 ) 

где P (z)  = poz"-2 + . . .  + Pn-2·  Peiiieниe ура,впепия (5 . 1 ) 
имеет вид 

z 

'11 (z) = - ezn s e-r.np (�) d� + cezn (5 .2) 
о 

(С - произвольпая постоянная) . 
Довольно ясно, что функция 11 ( z) не ограничена ни 

в одной полуплоскости. Поэтому придется разбить ч (z )  
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на сумму функций, каждая из которых будет ограниче
на в своей полуплоскости. Для этого сначала рассмот
рим поведение в оi<рестпости бесконечно удаленной точ-

п " 
ки функции е z - решения <?днородного уравнения 'У} -
- пzn- I 'Y} = О. Полагая z = re'rr, имеем 

]n 1 ezn 1 = Re zn = rn cos n<p. 
Поэтому ezn -+ О при z -+ оо по лучу arg z = <р, если 
cos пер < О, и ezn -+ оо при z -+ оо по лучу arg z = ·ер, если 
cos пер > О. 

Обозначим через D�t об- л = /!  
ласть, получающуюся· выбра
сыванием из плоскости z бе
сконечного сектора 

- б < arg z < ( 2k + +) � + б .  

(Здесь R > О и О < б <2� 
произвольны. ) Через Lk обо
значим границу области Dk 
(рис. 8) . 

Рис. 8 

При z -+ оо по контуру Lk функция ezn стремится к 
нулю быстрее,  чем e-" 1 z 1  при любом а. Поэтому функции 

( ) 
1 s �n d� 

'Y}k z = -. е� --· 2m � - z Lk 
(� Е D�t) ,  k = О , 1 ,  . . . , п - 1 ,  голоморфны в областях Dk. 
Более того, по теореме об аналитическом продолжении 
интегралов типа Коши (см.  § 2 гл. VI ) функции 'YJ�t (z) 
можно аналитически продолжить па всю плоскость. Как 
и в примере 1 § 4 гл. VI, можно получить для функций 
'l11t ( z) асимптотические формулы 

'Y}k (z) = - + ez + О -bk n ( 1 ) 
z z2 
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По теореме 5 . 1  функции f}k {z) являются преобравова
ниями Лапласа функций 

Yk (х) = 2�t s etn+xt d�. 
Lk 

Покажем, что функции yk (x) являются решениями ис
ходного дифференциального уравнения. Для этого нам 
достаточно покавать, что каждая функция 'll k ( z) удов
летворяет уравнению ( 5. 1 )  с некоторым многочленом 
степени n - 2 в правой части. Имеем 

'11� (z) - пzn-1f}k (z) = 2f . s etn � - 2f t s etn пzn-1 d�, л:. (� - z) л; ,. - • Lk Lk 'о 

или, совершая в первом интеграле интегрирование по 
частям, • n s �n-1 zn-1 'l1k (z) - пzn-1'1111 (z) = 2л:t etn � = 11 d� = 

Lk 

что и требовалось. 
Уравнение ( 5. 1 )  с любым многочленом P (z) степени n - 2 в правой части имеет ровно n линейно невависи

мых решений, так как в нашем распоряжении имеются 
(n - 1 ) коэффициентов многочлена P (z )  и произвольпая 
постоянная С. Функций 'llk (z)  ровно n, и они линейно 
независимы. В этом проще всего убедиться с помощью 
асимптотических формул. Из них видно, что каждая ив 
функций f}k (z)  растет только в своем уголке (эти уголки 
не имеют общих точек) . Поэтому интересующая нас 
функция '11 (z ) может быть представлена в виде линей
ной комбинации функций f}k (z ) . Положим 

n-1 
'11 (z) = � ck'llk (z) . (5 .3) k=O 

Тогда интересующее нас решение у ( х) равно 
n-1 

у (х) = � с,.у,. (х) . k•O 
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Остается найти постоянные с. через начальные ус
ловия. 

2зts 
Положим z -+  оо, arg z = ев = - .  Тогда согласно n 

асимптотическим формулам для функций 'Y)k (z)  имеем 

'У)в (z) ......, ezn , 'Y)k (z) = о (1 )  (k =1= s) . 
Поэтому из формулы (5 .3) получаем 

(z -+oo, arg z = ев = 2:')· 
С другой стороны, из формулы (5 .2) для 'У) (z)  получаем 

� (z) - (с - �г ,-t• р (Ь) dёJ ... (z _,. оо ,  arg z � е,) . 

Следовательно, 

ооеiв. 

Св = С - S e-�n P (�) d� 
о 

Заметим, что в отличие от фующий 'Y)k (z )  функции 
yk (x) линейно зависимы. Между ними имеется одно со-
отношение 

n-f 
� Yk (x) = O. 
k=o 

Поэтому произвольпая постоянная С не входит в окон
чательную формулу для у (х) , которая имеет вид 

ooei8A 

ck = - S е- Р (�) d�, 
о 

где Р ( � )  и Lk определены выше. Легко проверить, что 
интегралы сходятся при всех комплексных х. 

§ 6. Иреобразование Меллина 

В начале главы упоминалось о 'ТОМ, что варяду с 
иреобразованием Лапласа в анализе употребляются еще 
два интегральных преобразовавия, отличающихся от не
го лишь несущеетвенной замепой перемевных. Скажем 
несколько слов об этих преобразовавиях. 
19 М. А. Евграфов 
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Преобрааовапие.м Фурье фупrщии f (x) , абсошотно ин
тегрируемой по всей оси, называется функция 00 

ер (�) = S f (х) eix!; dx (- оо < � < оо) . 
- оо  

Если F (z ) - двустороннее иреобразование Лапласа 
той же функции f (x) , то,  очевидно, имеем cp (6 ) = F ( -i6 ) . 
Из этого соотношения легко выводятся все свойства ире
образования Фурье с помощью свойств иреобразования 
Лапласа (и наоборот ) .  Например, формула обращения 
иреобразования Фурье принимает вид 

00 

f (х) = 2� S ер (�} e-ix� ds . 
- 00  

Различия в формулах столь незначительны, что па 
них не стоит останавливаться. 

Различие между иреобразованием Лапласа и иреобра
зованием Меллина несколько больше. 

П ре об рааовапие.м Меллипа фупrщии g ( t ) , определен
пой при положительных t и удовлетворяющей условию 

00 s 1 g (t) l tP-1 dt < оо1 
о 

называется функция 
00 

G (z) = S g (t) tz-1 dt 
о 

(Re z = р) . 

Если обозначить через F (z )  двустороннее иреобразо
вание Лапласа функции f (x ) = g ( e") , то получаем 
F ( -z) = G (z ) . Это соотношение тоже позволяет выводить 
все формулы иреобразования Меллипа из формул ире
образования Лапласа. Формула обращения иреобразова
ния Меллина имеет вид 

p+ ioo 

g (t) = 2�i S G (z) гz dz (t > 0) .  
p- ioo 

Стоит еще отметить формулы, аналогичные формуле 
ир еобразования Лапласа свертки двух функций. 
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Если 
"" 

F (z) = J 1 (х) xz-1 dx, 
о 

00 

h1  (t) = J / (т) g ( +) а: ,  
о 

00 

00 
G (z) = J g (х) xz-1 dx, 

о 

00 

h2 (t) = J 1 (х) g (xt) dx, 
о 

291 

h1 ( t) tz-1 dt = F (z) G (z) , J h2 ( t) tz-1 dt = F ( 1  - z) G (z) . 
о 

Доказательство этих формул и вывод условий, при 
которых они справедливы, легко получить сведением 1' 
теоремам 2 . 1  и 2.2 .  О 

В § 5 гл. VI мы упоминали об одном методе анали
тического продолжения степенных рядов, основанном на 
использовании иреобразования Меллина. Сейчас мы мо
жем рассказать об этом методе несколько подробнее .  

Т е о р е м а  6 . 1 .  Пусть фупrщия с (х )  голоморфпа в 
полуплоспости Re х > О  и удовлетворяет условиям 

с (х ) -+ 0, c ' (x ) = O (x-T- l )  (х -+ оо, Rе х � б ) 
при любом б > О  и при пепотором "( > О. Тогд(! фующию 

"" 

1 (z) = � с (п) zn 
n'"'1 

можпо апалитичеспи продолжить па всю плоспость z с 
разревом по лучу ( 1 , +оо )_ . Апалитичеспое продолжепие 
дается формулой 

z soo 6+sioo t-X-1 1 (z) = 2ni с (х) t _ z dx dt. 
1 6-ioo (6. 1 ) 

Д о к а з а т е л ь с т в о. По формуле обращения иреоб
разования Меллина (со ссылкой на теорему 1 .2 об обра
щении иреобразования Лапласа) можно написать 

00 

с (- х) = J qJ (t) tx-1 dt, 
1 

f9• 

-6+ioo 
qJ (t) = 2�t J с (- х) Гх dx. 

-6-ioo 
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Положим в nервой формуле х = -п, умножим на zп и 
nросуммируем от 1 до бесконечности, что возможно при 
l z l < 1. После перемен;ы порядка суммирования и ин
тегрирования получим 

00 00 00 00 

� c (п) zn = S� t::1 qJ (t) dt = z S tTt � z) dt. 
1 1 1 1 

Последний интеграл равномерно сходится в любой зам
кнутой части плоскости, не содержащей точек луча 
( 1 ,  +оо ) . Таким образом, мы получили аналитическое 
продолжение функции f ( z) на плоскость с разрезом по  
лучу ( 1 , +оо ) . Подставляя вместо функции 'qJ ( t )  ее вы
ражение через контурный интеграл, приходим к форму-
ле ( 6 . 1 )  . Теорема доказана. О 

Доказанная теорема nоказывает, что ряды 
00 00 

� п-а (ln (п + 1))11 zn (а > О) 1 
можно аналитически продолжить на всю плоскость z с 
разрезом по лучу ( 1 ,  +оо ) . При желании с помощью 
формулы ( 6. 1 )  можно исследовать и поведение сумм 
этих рядов в окрестности точки z = 1. О 

В заключение . приведем один результат об аналити
ческом продолжении интегралов, характерных для ире-
образования Меллина. · 

Т е о р е м а 6 .2 .  Пусть фупrщия g ( t ) пепрерывпа при 
t > О, при t -+ + оо стремится n пулю быстрее любой сте
пепи t, а в опрестпости точпи t = О разлагается в сходя
щийся ряд 

00 � � 
g (t) = � c".t k (О < t � в), t k > О, 

k=1 

где Л.1 < Л2 < Лз < . . .  и �n -+ +оо при п -+ +оо. Тогда 
фунпция 

00 

G (z) = J g (t) tz-l dt 
о 

аналитичеспи продолжается па всю плоспостъ z аа исплю
ч епием точ е п  z = -Л.п, в поторых G (z )  имеет простыв 
полюсы. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим n-1 1 
gп (t) = g (t) - � ci'11, Н n (z) = 5 gn (t) tz-l dt . 

11=1 о 

2!J3 

т � огда в о�рестности т,очки t = О имеем 1 gn (t) 1 � М t . 
Следовательно, интеграл для функции Hn (z )  равномерно 
сходится в полуплоскости Re z � -Лn + б при любом 
б > О. Таким образом, функция Н n ( z) голоморфна 1В по· 
луплоокости Re z > -Лn. 

Но 
00 

G (z) = 5 g (t) {-1 dt = 
о 1 n 1 оо 

= Н n (z) + 5 � ci'k+z-l dt + 5 g (t) tz-1 dt .  
о k=l 1 

Последний интеграл в правой части является функцией, 
голоморфной во в'сей плоскости z, так как в силу усло
вия теоремы g ( t ) --+- О при t --+- + оо быстрее любой степе
ни t. Предпоследний интеграл вычИ!сляется : 

1 n-1 n-1 S � ci'k+z-l dt = � � 
о k=o 11=1 z + "'�� (Re z > O) . 

Следователь·но, функция G (z) голоморфна в полуплоско
сти Re z > -Лn, за иоключением nростых полюсов в точ
ках -Л, , -Л2, . . .  , -Лn-1 · Поскольку n произвольно и 
Лn --+- + оо при n --+- + оо, т еорема доказана. 

Напомним, что с одним частным случаем этой теоре
мы мы встречались при а-налитическом продолжении гам
ма-функции Эйлера ,в гл. 1 1 .  



Глава VIII 
Г АРМ ОНИЧЕСКИЕ 

И СУБГАРМОНИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 

Теория гармониче·ских и субгармонических функций 
играет существенную роль rв получении различных тон
ких оценок для аналитических функций. Эти оценв:и ос
ношаны на том, что логарифм модуля голоморфной 
функции пре7�;ставляет <собой субгармоническую фунв:цию. 
Эта глава посвящена изучению гармонических и субгар
монических фун,кций и приложе·НИЯ·М полученных для 
них результатов к аналитическим функциям. 

§ 1. Основные свойства гармонических функций 

Мы будем говорить тольв:о о гармонических функци
ях двух переменных. 

Действительную фунв:цию и (х, у )  двух действитель
ных переменных х и у называют гармоиичеспой в об
ласти D, ·если она цважды непрерывно дифференцируема 
в этой областИ и удовлетворяет уравиеиию Лапласа 

д2и д2и - + - = 0 дх2 ду2 ((х, у) Е D) . (1 . 1) 

Для кратв:ости будем вместо u (x, у )  писать u (z ) , 
где z = х + iy. Иногда даже будем переходить от одной 
записи к д.ру.гой, оставляя для функции одну и ту же 
букву, т .  е. будем считать, что и (х + iу) = и (х, у ) . О 

В § 1 гл. I I  мы показали, чrо действительная и мни
мая части 11оломорфной в области D функции f (z) явля
ются гармоническими в обл81сти D функциями. Обратное 
утверждение неверно для многосвязной области, в:ак по
казывает пример фунв:ции ln l z l ,  гармонической при О <  
< l z l  < оо . Поэтому докажем несв:олько более слотное 
утверждение о овязи аналитических и гармонических 
фунв:ций, •пригодное и •для многоовязных областей. 

Т е о р е м а  1 . 1 . Для того чтобы фуипция и (z) была 
гармоиичеспой в области D, иеf?бходимо и достаточио, 
чтобы oua была действителъиой частью аиалитичеспой в 
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области D фу1ищии w (z ) , удовлетворяющей усло
виям: 

1 .  Фунтщия w' ( z )  голо.морфна в области D. 
2 .  Интеграл от w ' ( z )  по любо.му аа.мrшуто.му .,.опту

ру, лежаще.му в области D, равен чисто .мни.мо.му числу 
(или пулю) . 

Д о к а з  а т е л ь  ·с т в о. Начнем с доказательства доста
точности. Нам rв:ужно убедиться, что услОIВия 1 и 2 обес
печивают однозначность дейст.вителЬ'ной части аналити
че�ской в области D функции w (z) . Поскольку функция 
w' ( z )  голаморфна в области D, то любой элемент анали
тической функции w (z)  может быть получен из исходно
го элемента ИJНтегрированием w' (z )  по пекоторому пути, 
лежащему в области D. Значения различных элементов 
в одной и той же точке отличаются на интеграл от w' ( z )' 
по пекоторому замкнутаму пути. Согласно услОIВию 2 
этот интеграл являет•ся чисто мнимым, и его прибавление 
не отражается IНа действительной части. Достаточность 
доказана. 

Для доказательства необходимости нужно по задан
ной функции и ( z) построить функцию w ( z) , аналитиче
скую в обла�сти D и имеющую однозначную дейстiВитель
ную часть, ,равную и ( z) , а затем показать, что выполiНе
ны услОIВия 1 и 2. Для этой цели определим функцию 
w' (z )  ра'Венством 

w' (х + iy) = и� (х, у) - iи� (х ,  у) .  
Эта  ф)11НКЦИЯ голаморфна в области D, так  Ка!{ она опре
делена 1в эт·ой области и ее действительная и мнимая 
части удовлетв•оряют условиям Коши - Римава (в силу 
у;равне·ния Лапласа для и ( х, у) ) . Первообразная функ
ции, голоморфной в области D, является функцией, ана
литичсстюй в области D. Пон:атем, что дей.ствительпая 
часть фупю,ии w (z) (первообразной для w' ( z ) ) совпа
дает с и ( z)  всюду в области D, если она совпадает с и (z)  
в какой-либо одной точке z = � .  Имеем 

z 

w (z) = w (�) + J w' (z) dz, 
t 

Re w iO  = и (�) . 

и, отделяя дейсТIВ.ительную ча.сть, получае:м: 

z 

Re w (z) = и (�) + J и� (х, у) dx + и� (х, у) dy. 
� 
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Интег:Рал берется от полного дифференциала и� dx + 
+ и; dy = dи, так что оо не зависит от пути интегриро
вания и равен разности значений фушщии и (х, у) в кон
цах пути. Поэтому 

Re w (z) =  и '( � ) + и (zJ - и (� ) = и�z } .  

Из ад'Iюзначности функции и ( z )  = Re w ( z )  следует, 
что все элементы функции w (z)  в одной и той же точке 
могут отличаться лишь чисто мнимым слагаемым. Но мы 
уж·е отмечали, что эти элементы отличаются лишь ин
теDралами от w' ( z)  ло замкнутым контурам. Поэтому 
интеграл от w' ( z )  по любому замкнутому пути - чисто 
мнимое число (или нуль) . Теорема полностью доказана. 

3 а м е ч  а •н и е 1. По сущес'Dву смысл теоремы 1 . 1  со
стоит в том, что для гармоничности фующии и (z ) , опре
делеттой в области D, необходи.:мо и достаточно, чтобы 
она была действительной частью фующии, аналитичеспой 
в области D. Условия 1 и 2 дают необходимые и доста
точные У'словия для однозначност·и в обла•сти D действи
тельной части функции w ( z ) , аналитической в этой об
лаJсти. 

3 а •М е ч а 'Н и е 2. Если область D односвяана, то 
функция, аналитическая в облаJсти D голаморфна в этой 
облаiсти. Поэтому для гармоничности фунпции и (z )  в 
односвязной области D необходи.:мо и достаточно, чтобы 
она была действительной частью фун,пции, голоморфной 
в области D. D 

С помощью теоремы 1 . 1  многие вопросы IЦЛЯ гармони
ческих функций сводятся к тем или иным вопросам для 
аналитических фуНJЩИЙ. Например, очень большое зна
чение имеет следующий результат о за!Мене переменных: 

Т е о р е м а  1 .2. Пусть фунпция f (z )  голо.:морфна в об
ласти D и ее значения лежат в области G. Если фунпция 
U (z )  гар.:моftичпа в области G, то фунпция U (f (z ) ) = и (z) 
гар.:мопична в области D. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если W ( z ) - аналитичесi{ая в 
области G функция, для иоторой U (z) = Re W (z} , то 
функция w ( z )  = W ( /  ( z ) ) аналитична в области D (на
пример, по той причине, что фуtнкция w' ( z )  = 
= W' ( / ( z) ) f' ( z) голоморф на в юбласти D)  и, очевидно, 
и (z ) = Re w ( z) .  Теорема доказана. О 

Большое значение имеет и теоре.:ма единственпости 
ДЛЯ гарМОНИ•ЧеСКИХ фуНКЦИЙ : 
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Т е о р е м  а 1 .3 .  lJ,усть и ( z ) - гармоничеспая в обла
сти D фуппция. Если и (z) = О в пепоторой опреетпасти 
точпи � Е D, то фуппция и (z ) - тождественный пуль. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть w (z) - тa аналитичоокая 
в обла.сти D функция, для которой и (z ) = Re w (z ) . Легко 
убедиться, rчто 

w' (z) = и� (z) - iи� (z) . 

Так как и� (z) = и� (z) = О в 10кре·стности точки z = �.  
то и w' ( z )  = О в окрестности точки z = � - По теореме 
единст.венности имеем w' ( z ) = О , т . е. w (z)  = const. Сле
довательно, и и ( z) == const, а поскольку и ( z )  = О в окре-
ст•ности точки z = �. то и ( z )  == О. Теорема доказана. О 

Связь гармонических функций с аналитическими иг
рает очень большую роль при IЮСле.довании гармоошче
ских функций. Однако многие •свойства гармонических 
фу•нкций проще доказыва'l'ь •непосредственно. Оононой 
большинства прямых доказателыств является ча•стный 
случай хорошо известной формулы Грина - Остроград
ского 

5 А (х, y) dx + В (х, y)dy = 5 5 (:: - :: ) axdy .  (1 .2) 
С D 

(D - пекоторая область, С - граница D)' . Формула Гри
на - ОстроградсRого справедлива для любых непрерывно 
дифференцируемых в D функций А (х, у ) и В (х, у) . 
Интересующий на•с частный случай этой формулы !Носит 
название формулы Грина. Эта формула имеет вид 

5 <р д'IJ ds = 5 5  (дq> д'IJ + дq> д'IJ ) dx dy + дп дх дх ду ду С D 

(1 .3) 

Здесь <р (х, у) и -ф (х, у ) - дважды непрерывно дифферен

цируемые !В D функции, а :� - производпая функции 

'\j) (x, у) по направлению внешней нормали к кривой С, 
т. е .  д\jJ д\jJ д\jJ • дп = д:& cos е + дV sш е, 
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где е - угол внешней нормали н н:ривой С с осью х. По
снольну мы раосматриваем: лишь куiСочно-гладюrе кри
вые, направле•ние внешней нормали опре:делено на всей 
кривой С, за исключением Iюнечного числа точек 

Формула ( 1.3 )  легко получаот,ся пз формулы ( 1 .2 ) , 

еслп заметить, что ds cos е = dy , ds sin е = -d:x: п, сле
доnательно, 

д-ф ds = - д-ф d:x: + д-ф dy. дn ду дх 

Отметим еще несколько простых ,следствий из фор
мулы Грина. 

Возьмем в формуле ( 1 .3 )  функцию ер (:х:, у ) равной 
единице, а функцию ..р (х, у ) - равной гармоничвсной в 
области D функции и (х, у ) . ТоiГда 

S дu ·- ds = О. дп 
с 

(1 .4) 

Эта формула аналогична теореме Коши для голом·орфпых 
фуннций. 

Возьмем сначала rp (x, у ) = и (х, у ) , '\j) (x, y ) = v (x, у) , 
затем ср (х, y ) = v (x, у ) , 'lj:> (x, у ) = и (х, у ) и вычтем друг 
из друга получе'Нные •с помощью формулы ( 1 .3 )  равен
ства. Если и ( х, 'У ) и v ( х, у ) - гармонические в области 
D функции, ТО мы получим 

S ( ди ди )  и - - v - ds = О. дп дп 
с 

( 1 .5) 

Эту формулу тоже можно rраосматривать нан аналог тео

ремы Коши. О 
Для гармоничесних фуннций есть и формула, анало

гичная интегральной формуле Н'оши для голом·орфпых 
функций. 

Т е о р е м а  1 .4. Пусть фун-кция и (z} гармоrtична в· 
области D и дважды пеп.рерывно диффереrщируема в 15. 
Если � E D, то 

J {и (z) 0� ln l z - � 1 - �� ln J z - � J} ds = 2тш (�) (1 . 6) 
с 

(С - граница D) . Если � Ф 15, то иптеграл равен пулю. 
Д о н а з а т е л ь с т в о. Фушщи:я v ( z ) = ln l z - � 1  явля

ет,ся гармоничесной во <nсей плосrюсти, за исrшючение:м 
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точки z = �. так как она равна дейст·вительной чаJсти 
а!налитической при О < 1 z - � 1 < оо функции ln ( z - � )  • 
Если � Ф IJ, то  функция ln 1 z - � 1 гармонична в области 
D и по формуле ( 1 .5 )  интеграл равен нулю. 

Чтобы доказать формулу ( 1 .6 ) при � e D, обозначим 
через DP область, полученную удалением из обла-сти D 
нруга l z - � 1  � р (мы возьмем р > О столь малым, чтобы 
этот круг лежал в области D ) . Бели обозначить через 
СР границу области Dp, то 1согла.ен-о сказанному выше 
имеем (поскольку � Ф Dp) 

S {и д� ln 1 z - � 1 - :� ln 1 z - � 1} ds = О . 
Ср 

Так как ер состоит из с и из окружности 1 z - � 1 = р, то  

J = S {и .!_ ln 1 z - � 1 -
д 
и ln  1 z - � 1} ds = дп дп 

с S {и д� ln 1 z - � 1 - :� ln 1 z - � 1} ds 
J z-�I=P 

(во втором интеграле IНаправление берет·ся уже оонпада
ющим с направлением от точки z = � по ради)'lсу) . На 
о:rоружности 1 z - � 1 = р,  очевищно, имеем ln 1 z - � 1 = 
= ln р и .!.__ ln 1 z - � l = ..!!_ ln  r / = _!_ Поэтому соглас-h о � �р р · 
но ( 1 .4) 

1 J = p 
S и (z) ds. ( 1 . 7) 

J z-�i =P 
Лнвая часть последнего paiВe'НiCTIBa не зависит от р,  зна
чит , не зависит от р и правая часть. Поэтому достаточно 
найти предел пра•вой части при р -+ О. Этот предел равен 
2:rtи ( � ) ,  так как по интегральной теореме о среднем :з.на
чении интеграл раве.н значению функции u ( z)  в пекото
рой тоЧI{е онружности 1 z - � 1 = р, умноженному на 2:rtp, 
а при р -+ О зна;чение фуннцmи и ( z) в любой точке 
онружности l z - � 1 = р •стремит·ся к и ( � ) .  Теоrрема до
казана. 3 а м е ч  а н и е 1 . Мы отмечали, что правая ча-сть ра
ве•нства ( 1 .  7) не зависит от р,  и показали, что она равна 
2:тtи ( � ) . Поэтому вместе с формулой ( 1 . 6 )  д.оказано и 
следующее утверждение ,  посящее название теоремы о 
среднем для гармоничеспих фунпций: 
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Если фупrщия и (z) гар.мопичпа в цуге l z - � � < R, то 

2:Р S и (z) 1 dz 1 = и (�) (р < R) .  
( z-Ь\=Р 

3 а 'М е ч а н и е  2. Формулы ( 1 .5 )  и ( 1 .6 ) до-казаны в 
предположении, что функции и (z) и v (z) гармоничны 
в области D и дважды непрерывно дифференцируемы в 
15. Последнее условие можно значительно ослабить, вос
пользовавшись тем, чт·о интеграл по грани.чной RрiИВОЙ 
от функции, непрерывной вплоть до гр111ницы области, 
можно с любой �оч.ностью приблизить интегралом от етой 
функции по ломаной, лежащей внутри обла,сти (см. § 5 
гл. I )  . Для непрерывности подынтегралЬiНЫХ функций 
вплоть до границы достаточно, чтобы функции u (z) и 
v (z) были непрерывно дифференцируемы вплоть до гра
ницы области D.  

Это у-словие можно и еще немного ослабить .  Именно, 
формулы ( 1 . 5 )  и ( 1 .6 ) остаются спра.ведлИIВы, если : 

Футищии и ( z) и v (z) гар.мопичпы в области D и пе
прерывны вплоть до ее грапицы. Ч астпые проиаводпые 
этих фующий пепрерывпы вплоть до грапицы D за ис
плючепие.м попечпого числа точеl't а 1 , а2 , . . . , а,. , а при 
z -+  ak, z -+ D 

1 :� 1 + 1 :: 1 + 1 :� 1 + 1 :� 1 = о ( 1 ) . 

Несобствеппые иптегралы, входящие в фор.мулы ( 1 .5 )  и 
( 1 . 6 ) '  сходятся. 

Справедлmвость формул при этих У'словиях легко до
казывается предельным переходом при 8 -+ О, если она
чала применить эти формулы 'К области D., из которой 
удалены попадающие в !Нее части круж.ков 1 z - ak 1 < 8 . 

Из тех же соображений я-сно, что для справедлmвости 
теоремы о 'Среднем не нужно даже непрерывности фун:к
ции и (z) iВ замкнутом круге l z - � 1 � р. Можно допу
стить у нее особевНiОСТИ того же рода, что и у частных 
производных и ( z) и v ( z) в предыдущих рruссуждениях. 

§ 2. Субrармонические функции 

Первоначально субгар.мопичесl'tие фупl'tции определя
лись �ак дважды непрерывно дифференцируемые функ
ци.и:, для 1юторых оператор Лапласа всюду неотрицате-
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лен. Однано вс1юре оl\азалось, что предположе1ние о не� 
прерьшности вторых производных излишне ограНJИчи
тельно, та!\ I\ai\ в отличие от гарм-онических фунRций 
субгармонические фунRции отнюдь не обязаны быть бес
конечшо дифференцируемыми внутри облшсти их субгар
МОНJИЧIНости. Естест,венный путь обобщения понятия со
стоял в том, чтобы рас:оматривать фуннции, полученные 
из дважды непрерывно дифференцируемых субгармони
чесних функций тем или иным предельным переходом. 
Еще один путь ·состоит в том, чтобы определить субгар
мониче,сl\ие функции некоторым хараl\терным их свой
ством. В I\ачестве таиого овойства принято выбирать 
теорему о среднем: 

и (�) � 2�Р J и (z) 1 dz J .  
l z-61=P 

Однако оl\азалось, что одной лишь теоремы о среднем 
недостаточно для хорошего определения субга�рмониче
ской фунl\ции. Требуется еще неl\оторое дополнительное 
предположение о ее локальном поведении. В на�етоящее 
время в теории ,субгар1моничесних функц-ий используется 
определенный кано.ниче,сний выбор понятия сходимости, 
которому от.вечает вполне определенное локальное пове
де,ние. R сожалению, этот канонический выбор овязан с 
донолыно тонними вопросами теории функций действи
тельного переменнога * У .  

Для наших целей будет удобнее использовать не
сколько более узRИй !\ласе субгаJрмоничесRИх функций. 
Он отвечает более ,сильному понятию сх·одимости и очень 
простому локашшому поведению. В дальнейшем, говоря 
о субгармоничесRJИХ функциях, !Всегда будем иметь в виду 
имена этот кла,сс, определение которого сейчас дадим. 

Пусть и ( z) - дейст,вительная фушкция ,  определенная 
в облаюти D комплексной плоскости.  Мы будем считать, 
что функция и (z)  может принимать в обла·сти D значе
,ния, равные - оо  (значения, равные +оо, не допускают
ся, но иногда раосматривают и функцию, тожде·ственно 
равную += ) . Еели выполнены условия : 

1 )  футщия ехр и (z )  непрерывпа в обдасти D; 

*) Изложение теории субгармонических функций имеетсл в 
\)ольшипстве книг по теории аналитических фушщий. 1\пиш [ 19, 
29] посвящены специально субгармоническnм функциям. 
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2 )  для любых � е D и р > О, при хоторых хрlуг l z -· � 1 :::;;; р лежит в области D, и.меет ;место не равенство 

2:rt 
и (�) < 2.J:_ J и (z) dz = ..,!- J и (6 + peie) de;  лр �л 

l z-ьi =P о 

то  фуНiКЦИЯ и ( z) называет;ся субгар;м,оничесrоой в обла
сти D. 

Если функция и (z )  субгармонична в области D, 
то функцию -и (z )  на·зывают супергар;м,оничеспой в об
шwти D. 

Из теоремы о .среднем для гармонических ФУJнкций 
(1см. замечание 1 к теоре:м:е 1.4) видно, что :  

Фунхция, гар;м,оничесrоая в области D, является и суб
еар;м,оничеспой, и супергар;м,опичеспой в этой области. 

Отметим несколько простейших свойстЗJ субгармони
qеских функций. 

1. Су;м,;м,а ( но не разность ! )  субгармо1-lичеспих в обла
сти D фунпций тапже является фунпцией, субгар;м,ониче
спой в области D. У.чножение на положительную посто
янную тапже не парушает субгар;м,оничпости. 

2. Равномерный предел субгар;м,оничеспих в области D 
фунпций тоже является субгар;м,оничеспой в области D 
фунпцией. 

3 .  Если фунпции u1 ( zJ и и2 {z)' субгар;м,оничпы в об
ласти D, то и фуппция u (z) = max {ui (z ) , и2 (z ) } субгар
;м,онична в области D. 

то 

Ограничимся iЦОКа·зательством 10:войства 3. 
Возьмем любые допустимые � и р .  Если и (� ) = и 1  ( � )· ,  

2:rt 2:rt 
и (�) = и1 (�) < 2� J и1 (6 + peiQJ) dcp < 2� J и (� + peiQJ) dcp, 

о о 

и аналогично, если и (� ) = и2 ( � ) . О 
Большое значение имеет следующая теорема, носящая 

название принципа ;м,апси.му;м,а. 
Т е о р е м а  2.1. Пусть фунпция и (z )  субгар;м,оничпа 

в области D. Обозначим, М = sup и (z) . Если и (� } = М в 
?E D 

roчroe � e D, то и (z ) == М. 
Иными словами: 
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Субгар.мопичеспая фунпция, отличная от постояппой, 
ne .может достигать паибольшего апачепия внутри об
ласти . 

Д о н а з а т е л ь  <С т в о. РаСiсмот.рим множество Е, со
стоящее из точек области D, в которых и ( z ) = М. Мно
жество Е замтшуто в D, так J{IO{ e•t ( z >  - 'Непрерывная 
функция, а множест,во т.очек, в которых вепрерывпаи 
функция принимает заданное значение, зам�нуто .  Допу
стим, что найдетел граничная точка множества Е, лежа
щая в области D, скажем � - В силу замкнутости 1\�ноже
ства Е имеем и ( � ) = М. Тогда найдет,сн такое р, что круг 
1 z - � 1 < р лежит в облwсти D, и на его окружности 
найдутел точки, не принадлежащие множеству Е. До
полнение к множеству Е явлнет·сн окрытым М\Ножеством, 
так что если z Ф Е, то и векоторан окрестность точки z 
не принадлежит множест,ву Е. Поэтому можно выбрать 
такие числа е, в > О и б > О, что 

( l ep - e l < б) . 

Паскольну при всех остальных ер имеем и (� + ре1'�' ) � М, 
то 
2:r! . 
J и (� + реiФ) dep = 
о 

J и (� + реiФ) dep + J и (� + реiФ) dep � 
I«P-61<6 :rt>\QJ-6\>6 

� 2б (М - в) + 11f (2n - 2б) = 2nM - 2бв < 2лМ. 

Но согласно определению субгармоничности интеграл, на
писанный в 1самом начале ,  ·не меньше 2nи ( � ) = 2лМ. По
лученное противоречие доказывает, что множество Е не 
может иметь граничных точен внутри области D. Следо
вательно, множество Е или пу·сто, или совпадает с D. 
Теорема доназана.  3 а м е ч а н и е 1 .  Если и ( z ) - гармоничеснан фуш{
цин, то и и ( z ) , и -и (z)  нnлнют,сн субгармопическими 
функциями. Поэтому гар.мопичеспая фуппция, отличная 
от постояппой, ne .может достигать впутри области гар
.мопич7юсти 11-и пацбольшего , пи паи.��tепьшего апачепия. 

3 а м е ч  а н и е 2. Обоз,начим ер Ю = lim и (z) .  Если 
z ->6 

и .(z). нeпpepbllllнa в точке � ' то ер ( � ) = и ( � ) . Е'сли С -
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rраница D, то 
sup и (z) = sup 1р (�) . 
zeD tec 

Действительно, если sup и (z) = М, то сущест,вует после
zе D 

1 
д;оватеЛЫЮСТЬ ТОЧеК Zn1 ДЛЯ КОТОрЫХ и (zn) > М - n ,  
т . е .  и (zn ) - М. Если �о - какая-либо предельная точка 
последоiВательнос11и Zn, то и и ( �о) = М. Если �о Е С, то  
sup (jJ (�) � (jJ ( �0} = М, а если �о Е D,  то по теореме 2 . 1 tec 
и (z } == М. 

С л е д с т в и е. Пусть и (z) - гармопичес-,;,ая, а v (z ) 
субгармо�tичес-,;,ая в области D фуп-,;,ции. Если �ta грапи
це  D имеем 

lim v (z) � lim и (z) ·;:  (�_Е С), 
Z-+\; Z-+\; 

то и впутри D имеем v (z ) ::;:;; и (zY . 
Действительно, разность v (z) - и (z )  субгармонич,на в 

области D (так как -u (z) является субгармоничестюй в 
D функцией) и lim (v (z) - и (z)) � О (� Е С) . По замеча-

z-+t 
нию 2 и (z) ;;;;:: v ( z) { z E D} .  О 

Из следствия вытекает, что поверхность t = v (z)  ле .. 
жит под поверхностью t = и  (z) lllpи в <еех z Е D, если это 
имеет место при z на границе D. Именно это овойство 
субгармонических функций послужило причиной их на-
звания. О 

Очень большое значение имеет следующее обобщение 
принципа максимума, показЫJВающее, что значениями 
функции (jJ (�) = lim и (z) в счетном числе точек грани

z-+ь 
цы можно пренебречь , если известно, что наша функция 
ограничена в области. 

Т е о р е м  а 2.2 .  Пусть фуп-,;,ция и ( z) субгарм01tичпа 
и ограпичепа сверху в области D, имеющей хотя бы одпу 
впешпюю точпу. Обовпачим 

М = sup lim и (z) , tec,t�an z-+t 

где а 1 , а2 , • • •  - пе-,;,оторая последовательпость точеп С 
.(грапицl?!!. D) .  Тогда и (z). < M (z E D} иди и (z) == М. 



§ 2, СУБГАРМОНИЧЕСRИЕ ФУНRЦИИ 305 

Д о к а з  а т е л ь с  т в о. Пусть Ь - внешняя точка обла
сти D. Для катдо11о � е С можно указать такое число 
А (� ) > О, чтобы для всех z, лежащих в области D, имело 
место нера�енство 

А (�) 1 z - ь 1 < 1 . 
l z - � 1 

Обозначим An  = А  (an )  и раосмотрим вспомогательную 

функцию и8 (z) = и (z) + в �  2� l n { An \ :  = � :  } . Посколь-n=l 
ку слагаемые, стоящие под знаком суммы, отрицатель
ны, то 

lim и8 (z) � l im и (z) � М (� =1= а1, а2 , • • • ) , 
Z-+� Z-+� 

lim и8 (z) = - оо (n = 1 ,  2 , . . .  ) , 
Z-+/ln 

так каrк функция и ( z)  по уJсловию ограничена сверху, 
а одно из слагаемых в суJмме стремител к - оо при z -+ 
-+ an. Поэтому ·согласно замечанию 2 к прию:(ИПу мак
симума 

sup и8 (z) � М. 
zE D  

Пере:хоодл к пределу прiИ 8 -+ О, получаем sup и (z) � MJ 
ZE D 

и теорема доказана. О 
ПО'Нлтие субгармоничности можно раосматривать как 

обобщение rющiтил выпуклости ннизу на случай двух 
переменных. Напомним, что функция qJ ( х ) называется 
выпупдой nnuay на отрезке (а, Ь ) , если ·ер ( х ) непрерывна 
на этом отреаке и для любых Xt и х2,  лежащих .на этом 
отрезке, имеет место .неравенство 

-

(xl + х2) t:p (xl) + t:p (х2) ер -2- � 2 • 
Это нераве11ство можно заменить и нера!Вепст,во:м: 

Для дважды непрерывно дифференцируемых фуик� 
ций необходимым и достатоЧ!ным условием выпуклости 
111низу является у•словие ер " ( х) � О. 
20 М:, А, EвrpaфOII 
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Если в любом из неравенств ,  определяющих выпук
лость �низу, заменить знак перавеяства знаком равен
ства, то окажет·ся, что такому уславию будут удавлетво
рять лишь линейные функции. 

У·СЛОВИЯ субгаtрМОНИЧtНОСТИ ОЧОНЬ ПОХОЖП на у;СЛОШIЯ 
выпуклости книзу, только отрезоr{ замсняет•ся кругом, 
а линейные функции - гармоническими функциями. Без 
особого труда можно показать, что 

Ддя дважды пепрерывпо дифферепцируе:мых фут;,
ций пеобходи:мы:м и достаточпы:м усдовие:м субгар:моtшч
пости явдяется усдовие 

2 2 � + � � 0. дх2 ду2 

С'Вязь между субгармоничеекпми и выпуклыми кmшу 
функциями не .огра.ничи·вается только аналогией. 

Т е о р е м а 2.3. Есди субгар:мопичеспая фуппция 
и (х + iy ) зависит тодьпо от х, то о па явдяется выпупдой 
10пизу фующией х. 

Есди субгар:мопичеспая фуn10ция и (ре;'�' ) зависит тодь-
1'>0 от р, то ona явдяется выпупдой 10nиз:у фунrщией от ln р ( логарифмиче,ски выпуклая функция ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если функция и (х + iу ) зави
сит только от х, то область ее определения - полоса а < 
< х < Ь. Обозначим <р (х) = и (х + iу ) .  Линейная функция 
Ах +  В является гармонической функцией х + iy .  Возь
мем какие-J])ибо х 1 и х2, а < х1 < х2 < Ь и подберем по
стоянные А и В так, чтобы 

Ах1 + В =  ср (х 1 ) ,  Ах2 + В =  <р (х2 ) .  
Тогда <р (х )  � Ах + В (х 1 � х � х2 ) .  Действителию, раз
пасть <р (х) - Ах - В являет1ся субгармонической функ
цией в полосе х 1 < х < х2, ограничена в этой полосе 
оверху, а на границе полосы равна нулю (за исrшюче
нием �вух точек в бесrюнечности ) , так что примелима 
теорема 2.2.  

Выражая А и В через ср (х 1 ) 1И ср (х2 ) ,  получаем 

х - х х - х 
<р (х) :=:;;; ср (х1) х2 - х  + <р (х2) х _ ; , {2 . 1 ) 

2 1 2 1 
а это пера.венство и означает, что функция <р ( х) 'ВЫIIУJ{
ла книзу. 

Аlналотичные раосуждения можно провес'11И и для 
случая, �оrда субrар!Моническая функция и (ре;'�') зависит 
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только от р. Разница лишь в том, что в качестве rармо
ничеоной функции, зав'Иiеящей тольно от р, придется 
взять функцию А ln р + В. Неравенство, которое получит
ся вместо ( 2 . 1 ) ,  имеет вид 

R р ln - ln -
(j) (р) � (j) (r) --f + (j) (R) -7f- (r � р � R) . (2 .2) 

In --;:- In --;:-

Teopeмa доназана. 
Выбирая друmе номбинации переменных, от которых 

зависит субгармоничесi<ая функция, можно получить 
другие аналогичные результаты. О · 

Отметим, не приводя дока-зательства, еще один факт , 
относящийся к rс·влзи меж•ду ·субгармоничоокими и вы
пуклыми КНИЗУ фуНКЦIИЯМИ. 

Пусть фут-ищия и ( z)  субгар:моничпа в области D, а ее 
апачепия лежат па отреапе (а, Ь ) .  Если фуппция (!) (х)  
выпупла ппиау и не убывает па отреапе (а, Ь ) , то фупп
ция (j) ( и ( z ) ) субгар:мот-tична в области D. 

Субгармонические функции интересуют нас главrным 
образом в ·связи с аналитическими функциями. Простей
шим выражением такой ·связи может служить утверж
дение : 

Модуль фуппции, голоморфпой в области D, является 
субгар.мопичеспой фуппцией в этой области. 

Действительно, для любой голоморфной функции / (z) 
справе.дли.ва теореrм:а о среднем 

2:rt 

f (z) = _!_ S f (z + pei<P) d(j) 2л 
о 

( она rоправедлива .для дейстшителыюй и мнимой части 
f ( z ) , ибо они - гармонические функции) .  Переходя в 
написа,нной формуле к модулям, мы убеждаемся в суб
гармоничrности функцИIИ 1 / ( z )  1 . 

Применяя принцип ма,I<симума субгармонических 
функций к модулю голоморфной функции, сразу полу
чаем ут,верждение: 

Пусть фуппция f (z) голо.морфна в области D с грапи
цей С. Обоаиачи.м 

М = S Up (j) (�) . 
tec 
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Тогда l f (z )  1 .::;;;. М (z Е D) ,  приче.м, 81-ta"�> равенства .м,ожет 
достигаться внутри области D лишь в случае, если f (z )  == 
'if"3 м еiв (е - постоянная) . 

Действительно, из принцИJiа максимума субгармони
ческой функции следует, что 1 f ( z) 1 < М ( z Е D) , или 
l / {z )  1 'if"3 М. Но из равенства ln l / (z )  l 'if"3 ln М следует ,  что 
и IСОпряжЕ!'нная гармоническая функция arg / {'z ) тоже 
постоянна. Обозначая arg / ( z) = е , приходим к нашему 
утверж::цению. 

ДоказаJнное утверж,дение носит название припципа 
.м,аnси.м,у.м,а .м,одуля апалитичесnой фуппции. О 

СубгармоничнО'СТИ модуля голоморфной функции бы
вает недостаточно щля нежmорых оценок. Поэтому до
кажем более с.ильпое утверждение . 

Сначала докажем так называемую фор.м,'улу И encena, 
имеющую и са,мОiстоятельный интерес.  

Л е м м а .  Пусть фуппция f ( z) голо.м,орфпа в nруге 
l z l  .::;;;. R и и.м,еет та.м, пули z1 ,  z2, . . .  , Zn ( паждый пишется 
стольпо рав, nanoвa его пратпость ) . Тогда 

2 n  n 2� S ln 1 f (ReiQJ) 1 dcp = ln J t  (О) J + � ln l � l • (2 .3) 
о 1 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Ра1с.смотрим вспомогательную 
функцию 

f (z) /1 (z) = w1 (z) . . . wn (z) ' 

R (z - zk) где wk (z) = 2 • В § 2 гл. V показано, что функ-
R - zzk 

ция wh (z )  конформно отображает круг l z l  < R на круг 
l w l < 1, так что l wk (Re'cp)  1 = 1. Поэтому 

l /1 (Reicp) 1 = l j (Reicp) 1 .  ( 2 .4 )  
Далее, заметим, что функция /1 (z )  голо:мюрфна в кру

ге l z l  < R и не обращается в этом круге в нуль, таR как 
произведение функций wk ( z )  обращается в нуль в тех 
же точках, что и f (z )  (и  нули имеют один и тот же 
порядок) . По теореме о среднем для гармонических фун«-
ций имеем 

2П 

2� S ln 1 /1 (fleiQJ) 1 dcp = ln 1 /1 (О) 1 · 
о 
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Но в оилу ра·венства (2.4) 
2Л 2Л 

2� S ln 1 /1 (ReifP) 1 dcp = 2� S ln 1 f (ReifP) 1 dcp, 
о о n 
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а ln 1 f 1 (О) 1 = ln 1 f (О) / - f: ln l � / , и мы приходим к 

утверждению леммы. 3 а м е ч а н и  е 1. С тем же успехом мы могли бы 
допустить, что функция f (z )  имеет в круге l z l < R не 
только нули, а и полюсы � � .  �2, • • •  , �т· Это привело бы 
к формуле 

2n n т 2� S ln 1 f (ReifP) 1 dcp = J n  1 f (О) 1 + � ln l :  · - � ln l � l � 
о 1 h 1 1 �h 

3 а м е ч а н и е 2 . Наличие нулей или полюсов на 
ОI\ружности l z l = R не вредит формуле Иенсена. Инте
грал, хотя и является не·собственным, за;ве:цомо !СХодится, 
и прwменимы те же ра>осуждения, что и в конце § 1. О 

Т е о р е м  а 2 .4. Если функция j ( z) голаморфна в об
ласти D, то функция и (z) = ln l j (z ) l субгар:монична в ·  
области D. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Функция eи < z ) = l j (z ) l  непре
рывна в области D, а неравенство 

2Л 2� S и (� + peifP) dcp � и (�) 
о 

мы получаем, применяя формулу Иенсена к функции 
f ( z + � ) (с R = p) .  О 

Заметим, Ч'l1о теорема 2.4 действительно дает более 
аильное ут,верждение, чем утверждение о субгармонич
ности 1 j ( z ) 1 .  Действительно, функция ер ( х ) = еа"' вьшукла 
книзу и возраrстает при любом а > О, так что из теоремы 
2.4 следует субгармоничность функции еа. In l ! ( z ) J  = l f (z ) 1 "'  
при любом а > О (.в силу утверждения, приведенноnо на
ми после теоремы 2 .3 ) . 

На этом закончим изложе·ние свойств субга:рмониче
сн,их функций, оставив в 'Стороне многие другие их свой
ства, не имеющие ,непосредственноrо отношения к нашим 
задачам * ) . 

*) Более полвое изложение см. в [19] . 
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§ 3. Задача Дирихле и интеграл Пуассона 

Задача Дирихле ,состоит в отыснании гармоничесной 
в обла,сти D фуннции, непрерывной вплоть до границы D, 
по ее З'наченилм на .граничной 'Кривой. 

Мы будем стремиться решить даже несколько более 
общую задачу, которую тюже будем назьrвать задачей 
Дирихле. ИмеНIНо : 

Пусть D - векоторан область, ограниченная кривой С, 
и пусть функция ер (� )  непрерывна на крИЕой С всюду, 
за исключением 10четного множества точек, и огра'ничена 
на С. 

Задача состоит в том, чтобы найти гармониче,скую в 
обла,сти D функцию и ( z ) , удовлетворяющую условиям: 

1 .  и (z )  ограничена в D. 
2. и ( z)  ·непрерывна ·вплоть д'о граНIИЦЫ D во В'Сех 

точках непрерьi!В'ности функции 'ер ( �) и в этих точках 
и ( � ) = ер· ( � ) . 

Ф)Лнкцию ер ( � )  бУJдем называть грапичпой фующией 
или граиичиы.ми дапиы.ми задачи Дирихле. О 

Заметим, что из теоремы 2 .2  ( обобщенный принцип 
маR<симума )  легко следует, что задача Дирихле и.меет ue 
более одиого решеиия. Действительно, если и ( z) и v (z) 
iJiBa решепил задачи Дирихле с одной и той же ;rранич
ной ФУ'нкцией ер (� ) , то функция w (z) = u (z) - v (z ) гар-
монична и ограничена в области D, а lim 1 w (z) 1 = О для z->!; 
всех � Е С, за исключением счетного множества точек. 
Применяя теорему 2 .2  к функцилм w (z) и - w (z) , по
лучаем 

w (z ) � O. w (z ) ;;=: o  (z E D) ,  

т .  е .  w ( z )  == О ил�и и ( z) = v ( z) . О 
Фующией Грипа задачи Дирихле для области D на

зовем функцию 'двух компле-КIСных переменных G ( z, � ) , 
обладающую следующими сво:йстваiМи: 

1 
1 .  G (z, �) = 2n ln j z - � l + g (z, �) . где фующия g ( z, � ) 

непрерывна по совокуmнос1111 переменных при z Е D, � Е 
Е D, гармонична по z в D при любом � ·Е D и гармонична 
по � в D прп любом z Е D. 

2. Функция g ( z, �) непрерывна по � в l5 при любом 

z Е D и g (z, � ') = - 2� ln j  z - �' 1 прИ любых z е D и 
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� ' , лежащих на границе D. Таким образом, G (z, � ) = 0 
при любых z е D и �. лежащих на гра'нице D. D 

С помощью функции Грина можно напИ!Сать решение 
задачи Дирихле . Сначала Дjокажем один результат в этом 
направлении, пмеющий вспомогательное значение. 

Т е о р е м  а 3 . 1 .  Пусть фупrщия Грщtа задачи Дирпх
.ле д.ля об.ластп D пепрерывпа вп.п,оть до ертtицы D со 
своимп частпы.мп пропзводпымп первого порядха по 
Re � = �  и Im � = rJ  (за исх.п,ючепием точхи � = z) .  Тогда 
.любая фупхция и ( z) , еармопичесхая в об.ласти D и пе
прерывпо дифференцируемая вп.п,оть до ее  ерапицы С, 
может быть представ.п,епа в об.ласти D через ее  зпачепия 
па ерапичпой хривой С формудой 

и (z) = .r и Ш д� G (z, �) 1 d �� (z E  D) . (3 . 1 )  
с 

Д о к а ,з а т е л ь с т .в о. С учетом замеча,ния 2 к теоре
ме 1 .4 мы получаем из формулы ( 1 . 6 ) , обозlНачая 
l z - � 1 = r: 

2пи (z) = J {и д;: r - �� ln r} 1 d� 1 (z E D) , 
с 

а из формулы ( 1 .5 )  

о = s {и �� - g �� } 1 d� 1 (z E D) . 
с 

Следовательно, 

S {и дG - G �} 1 d� 1 = и (z) дп дп 
с ( ln r ) G (z , �) = 2зt + g (z, �) . 

Но точка � лежит на границе D,  так что по свойству 2 
функции Грина имеем G ( z, � )  = О. Теорема доказана. О 

В случае, когда D - однО'овязная область, функция 
Г.рина легко !Выражается через фующию, конформпо ото
бражающую область D на круг 1 w 1 < 1 . Именrно:  

Если w (z ) - какая-либо фующия, Iшнформно отобра
жающая обла.сть D на друг l ш l < 1 ,  то 

1 
G (z , �) = 2n ln 1 шь (z) l t ( ) 

l/J (z) - l/J (�) w� z = . 
1 - l/J (z) l/J (�) (3 .2) 
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Действительно, согласно теореме 2 .2  гл. V функция 
w� ( z )  конформно отображает область D на круг 1 w 1 < 1 
и nереводит точну z = � в точку w = О. Поэтому функция 
w6 (z ) 
z :_ ь при любом � е D голаморфна по z в области D III 

не обращается там в нуль, а фующия g (z, �) = ln 1 :�z� / 
при любом � ·е D гармонична по z в обла·сти D. Непре
рьшность фуннции g ( z, � )  по ·совокупности переменных 
сразу видна, е.сли �ыразить фуннцию w� ( z) через функ
цию w (z) . 

Пос�ольку модули Itомпле�сно сопряженных чисел 
равны, то 

l wt (z ) l = l w. (� ) l ,  
т .  е .  G ( z, � )  = G ( � ,  z) , откуда следуют гармоiНичпость и 
непрерьшность по � при любом z ,е; D. Таким образом, 
свойство 1 функции Грина вьшолпено. 

Свойство 2 тоже выполнено, так как по теореме о 
соответствии границ при конформном отображении функ
ция w� ( z) непрерывна вплоть до границы D и 1 Wt ( z ) 1 = 
= 1 , когда одна из точек t или z попадает на грапи-
цу D. D 

С помощью формулы (3 .2 )  мы можем написать функ
цию ГрiИНа для простых областей (круг, полуплоскость)' 
в конечном виде и более детально исследовать формулу 
(3 . 1 )  �д;лл решепил задачи Дирихле. 

Если область D является кругом l z l < R, то 'согласно 
теореме 2.2 гл. V имеем 

R (z - ь) G 1 l R 1 z - ь 1 
Шt (z) = 

2 - ' (z, �) = 2- n 1 2 - 1  • R - zь л: R - zь 
Положим z = re;", t = ре; е .  Направление внешней норма· 
ли к окружности 1 � 1 = R - это напр�ление радиуса. 
Поэтому 

д 1 д R (reiч> - peie) 1 _д G (reiч> , peie) = 2- Re -д ln 2 · сч>-е) = 
n Л: Р R - pre� P•R 

1 { eie rei(e-QJ) } = -2 Re · е · + 2 · с е > = 
л Re� - re�QJ R - Rre� -QJ 

1 R2 - r2 = 
2л:R R2 + r2 - 2Rr cos (6 - rp)8 
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Таким образом, когда область D - это круг l z l  < R, фор
мула (3:1 )  принимает в:ид 

2:1: 

и (reiQJ)  = ...!_ S R2 - r2 
и (Rei6) d8 . (3 .3) 2л: R2 + r2 - 2Rr cos (6 - ер) о 

Эта формула называет,ся форму.лой Пуассопа для круга. 
Если ,заметить, что 

R2 - r2 - Re Reie + z 
R2 + r2 - 2Rr cos (6 - ер) - Rei6 -:- z 

то пол�им форму.лу Шварца 
2:1: 

F (z) = -2
1 s Re�: + z Re F (Reie) de + iC 
1t Re' - z о 

(z = reiQJ) ,  

( 1 z 1 < R), (3 .4) 

позволяющую вооста'Новить функцию F ( z J ,  голаморфную 
в круге l z l < R по значениям ее действительной части 
на окруж!Ности l z l  = R. 

Если область D - это полуплоскость Re z > О, то 
имеем 

z - 6 w� (z) = z + 6 ' G (z, �) = 2� ln \ : + � 1 
и аналогичными �ействиями получаем формулу Пу
ассона 

00 

( + 
. ) х s и ( i'I'J) d'l'j и х  lY = -n (у - 1'))2+ х2 -оо 

и формулу Шварца 
00 

F (z) = _!_ s R.e F (i'I'J )  dч + iC 
л Z'I'J - z 

- оо  

для полуплоскости Re z > О. D 

(х > О) (3 .5) 

(Re z >  О) (3 .6)  

Пока JJJce эти формулы доказаны в предположении, 
что функция и ( z)  (или Re F ( z) ) непрерывно дифферен
цируема в замкнутом круге или в замК'Нутой полуплос
кости (в том числе и в бесконечно удалевшой точке) . 
Сейча.с мы значительно у,силим этот результат, сняв все 
предположения отнооительно функции и (z) и оставив 
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лишь пре.цположения, относящиеся к граничной 
функции. 

Те о р е м а  3.2 .  Пусть j ( е ) - периодичесl'>ая фуп1>ция 
с периодом 2:rt, пепрерывпая 1ta всей оси, аа исl'>лючепи
ем аам1>nутого счетпого ;мложества точе1> разрыва. Фуnl'>
ция и ( z) , определеппая формулой 

211: 

( im) 1 - r2 s 1 (8) ае и re "' = ---
2л 0 1 + r2 - 2r cos (q> - 8) 

(r < 1 ) , 

является гармопичес1>ой фуп1>цией в 1>руге l z l  < 1 .  Если 
фуnl'>ЦиЯ j ( e )  nепрерывnа в ТОЧl'>е е =  е ' ,  ТО u (z) -+  j (e ' ) 
при z -+ ei6 ' .  Кроме того, 

т � u (z) � M  ( l z l < 1 ) ,  

где М - верхпяя, а т - пижпяя грапъ апачепий фуnl'>
ции j (e ) f! точ1>ах пепрерывпости. 

Д о к а з  а т е л ь  с т ·в о .  Начнем с доказательства нера
венств для и ( z) . При с:п;еланных предполюжениях ин
теграл сущес11вует в обычном <СМЫIСле (как предел инте
гральных сумм) . Поэтому при раGбиении отрезка инте
гриравания (0, 2:rt} на сумму счетного числа IНеперекры
вающихrся отрезков и1нтеграл равен сумме интегралов по 
этим отрезкам. Точками разрыва функции ! (<е ) отрезок 
(0,  2:rt }  раrзбИ<ВаетiСя на сумму ·счетного числа отрезков , 
на катдом из  которых функция j (e )  непрерывна и, сле
дооательно, удовлет·воряет нераrвенствам т � j (e ) � М. 
Функция 1 + r2 - 2r cos ( <р - е ) положительна, так что 
при оценке интегралов по отрезкам •нужно заменить 
/ ('е ) на т и на М. После это11о сумму интегралов по 
отрезкам можно снова заменить интегралом по отрезку 
{0,  2:rt ) , и .мы получим неравен1ства  

21t 
1 - r2 s 

т · ---2л 
о 

Но 

d8 � и  (reiФ) � 1 + r2 - 2r cos (q> - 8) 

211: � М · 1 - r2 J а8 
"""= 2л 1 + r2 - 2r cos (q> - 8) о 

2 11:  
1 - r2 s d8 

2"" 
---::-------- = 1 , " 1 -j-;, r2 - 2r cos (q> - 8) 

о 
(3 . 7) 
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в чем легко убедиться,  положп.в в формуле (3 .3)' ( с  R = = 1 )  и ( z) =::: 1 . Это и дает требуемые •вераве•вст·ва для 
нашей ФУ'Нкции и ( z) . 

Теперь докажем гармоничность функции и ( z) . По-
скольку 

имеем 

1 - r2 eie + z 
2 = Re �.e�-1 + r - 2r cos (q> - 8) е1 - z 

2П 
(z = rei«P) , 

1 s eie + z 
и (z) = Re F (z) , F (z) = -2 .8 f (8) d8 .  

3t е1 - z о 
Фушщия F (z)  голоморфна в круге l z l < 1 согласно тео
реме 4.3 гл . 1 1 ,  и отсюда следует гармоничность функции 
и (z ) . 

Оставет,ся доказать, что и (z) -+  / (8 ' )  при z -+ eie ' , ее� 
ли функция / ( 8 )  ·вепрерыв•на в точке е =  8 ' .  Для этой 
цели •напишем, ,воспользовавшИiсЬ равевств10м (3 .7 ) : 2П 

u (rei«P) - f (ep) = 1 - r2 s ! (8) - f (q>) d8 .  2зt 1 + r2 - 2r cos (q> - 8) о 
Интеграл от периодической функции по периоду не за
висит от того, •С какого места •начинать интегрирование. 
Поэтому 

n 

u (rei«P) - f (ep) = 1 - r2 s f (q> -t- a.) - f (q>) da. 2зt 1 + r2 - 2r cos а. -n 

Возьмем произвольвое чи•сло О < б < :rt и разобьем про
межуток интегрирования на три ча·сти: ( - :rt, -б) , (-б ,  
б )  и (б ,  :rt)  . Обоз•вачим 

М' = sup 1 1 (8) 1 , 11 (б , ер) = sup 1 1 (ер + а) - 1 (ер) 1 . 
i�:tl<ll 

Тогда \ 1 2 ..... r2 s
/1 

f (q> -t- a.) - f (q>) da � • •  1 + r2 - 2r cos а. """" 
-6 
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а для суммы двух оставшихся интегралов имеем нера
венст:в.о 1 1 - r2 s f (q> + а) - f (q>) da 1 :::;;;; М' 1 - r2 ' 2n 1 + r2 - 2r cos а 1 - cos б 

6<\a\<n 

так как l f( ep + a), - / (ep) l < 2М', а 
1 - r2 s da < 2 (:rt - б) 1 - r2 

< 
� ,.  1 1 

1 + r2 - 2r cos а 2n 1 + r2 - 2r cos 
б 

u< a <n 

Таким образом, 

1 - r2 1 1 - r2 
< 2 - 2 cos б = 2 . 1 - cos б . 

l и (reiФ) - f (ep) I :::;;;; 'I'J (б , ер) + М' 1 1 - r2 б'  
- cos 

где О < б < :rt - любое число. 
Если z -+ eie ' и функция f (е ) непрерывна в точке 

8 = 8' ,  то r -+ 1 , ер -+ е' и, кроме тю11о, 'I'J {б, Н ' ) -+ 0  при 
б -+  О. ИмееiМ 

1 и (reirp) - f (8') 1 :::;;;; '1'} (б, ер) + М' 1 ��: б: +  1 f (8') - f (ер) 1 . 

Но ТJ {б ,  ер), � 211 ( 1 8 ' - <p l + -б,  8' ) . Поэтому, nолагая, на
пример, б = У1 - r2, !ВИДИМ, что u (z) -+ f {e' ) при Z -+  
-+ eie' . Теоре.м:а доказа·на. 

· 
3 а м е ч а н  и е 1 .  Доказа•нная теорема дает :решение 

задачи Дирихле для круга l z l  < 1 в той самой постанов
ке, о которой говорилось в начале параграфа. С помощью 
канформноrо отображения решение задачи Дирихле для 
более или менее произвольной од1юсвязной области мож
но ·свести к решению задачи Дирихле для круга l z l < 1 . 
При этом используются лишь теорема о соответствии 
границ при конформном отображении и теорема 1 .2 о 
сохранении гармоничности при замене переменных. 

3 а :м е ч  а н и е 2. Исполюуя более глубокие резуль
таты о соответствии границ при .конформном отображе
нии, которые будут доказаны в следующей главе, можно 
показать, что формула (3. 1 )  тоже дает решение задачи 
Дирихле в тюй постановке, нюторал была изложена ;в на
чале параrрафа. При этом на границу обл.а1сти D прихо
дится наложить более жестiШе •ограничения. Имен·но, 
приходится считать, что кривая С, ограничивающая об-
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л�сть D, состоит из конечного числа дуг, на каждой из 
которых угол наклона касательной удовлетворяет усло
вию Липшица. 

R вопросу о решении задачи Дирихле для многос·вяз
ных областей мы еще вернемся в следующей главе. 

§ 4. Гармоническая мера 

Пусть D - пекоторая область, а Е - некоторое мно
жество, р�сположенное на 11ранице этой области. Обозна
чим через ffi (z, Е, D) решение задачи Дирихле в обла
сти D с граничными данными, равными единице на мно
жестве Е и нулю на остальной ЧаJС'.DИ границы D ( если, 
конечно, такое решение :существует ) .  Функцию ffi (z, Е, D)  
назовем гармопичеспой мерой мпожества Е отпосительпо 
области D в точпе z. 

Согласно замечанию 1 к теореме 3.2 решение постав
ленной задачи Дирихле сущестсвует, если D - ОДIЮСiВЯЗ
ная область, ограниченная КУ'Оочно глад1юй кривой, а Е 
Iюнечное или даже счетное множество дуг этой n:ривой. 

По самому определению решения зада111и Дирихле 
функция ffi ( z, Е, D) является гармонической в области D 
функцией, ограниченной ,в D и непрерывной вплоть до 
границы D в каждой точке непрерывности граничных 
данных. 

В силу принципа ма�симума и минимума гармониче
ских ФУ'нкций имеем 

О � ffi (z, Е, D) � .1 . (4. 1 )' 

Знак равенства при z, лежащих внутри области, может 
достигат�>ся лишь в случае, если ffi (z, Е, D)  = О  или 
ffi ( z, Е, D) == 1 .  

Если мпожество Е состоит п е  более че.м и а  счетпого 
.мпожества точеп, то ffi ( z, Е, D) == О , а если Е отличается 
от всей грапицы D лишь па счетпае мпожество точеп, то 
ffi (z, Е, D) == 1 .  

Отметим еще два почти очеВ!ИiДНЫХ свойства гармони
ческой меры. 

Если мпожества Et и Е2 (лежащие !На границе обла
сти D) пе имеют общих точеп, то 

(J) ( z, Et + Е2, D) = ffi (z, Et , D) + (J) (z, Е2, D) . ( 4.2)' 

Если фуппция w (z ) попформпо отображает область 
D па область D', а мпожество Е переходит при этом ото-
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бражепии в .мпожество Е' , то 
ro (z, Е, D) = ro (w ( z) ,  Е', D')' .  (4 .3)  

Последнее свойстLВо поэ·воляет легко находить гармо
ническую .меру в простых случаях. 

П р  и м е р  1. Пусть область Dн - это лолукруг Re z > 
> О, 1 z 1 < R, а Е н - ,диаметр это11о полу•нруга. Найдем 
ro ( z, Е н, Dн) . 

iR - z 
При конформном отображении w = tR + z полукруl:' Dн 

:rt 
переходит в ква,щрант О <  arg w < 2 •  а диаметр полу-

круга - iВ положительную ча•сть действительной оси. Обо
эначим нвадрант череэ D',  а пол.ожительную полуось 
череэ Е' и восполЪ3уемюя формулой ( 4.3 ) .  Ясно, что 

ro (w, Е', D') = 1 - � arg w = 1 - � Im ln w. 
:rt :rt 

Поэтому 
iz 

ro (z, ER, DR) = 1 - � Jm ln - �RR + z ·= 1 - � Im ln 
1 + � :rt l Z "  :rt I Z  1 - я 

При больших R и фиксированных z легко получаем 
асимптотическую формулу 

. ro (z, Eв, Dв) = 1 - � · � Re z + 0 ( �2 ) . 

П р  и м е р  2. Пусть ·область Р,. - это полуполоса 

1 Im z 1 < � , Re z < х, а Н,. - ее торец. Найдем ro (z, Н,., Р,.) . 
При конформном отображении w = е• рll!осматривае

мая полуполоса переходит в полу�руг Re w > О, 1 z 1 < е", 
причем ее торец .переходит в полуокружность. Поскольку 
граница полукруга состоит иэ диаметра и полуокружно
сти, то сумма гармонических мер диаметра и полуок·руж
ности отн·осительно полукруга .равна единице. Поэтому, 
применяя реэультат примеvа 1, получаем 

2 1 + iez-ж 
ro (z, Н ж , Рж) = - Im ln ж :rt 1 - iеz-

При больших х и при фиксированных z легко получаем 
асимптотическую формулу 

ro (z, Н ж• Р ж) rv е-ж • .! Re ez + О (е-Sж) . 
:rt 
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Гар.моничесная мера я.вляется решением задачи Ди
рихле для весьма специальных грll'ничпых данных, по с 
ее помощью петрудно записать решение задачи Дирихле 
п для любых граничных данных. Дейст.вительно, пусть 
D - иеноторая односвязная область, а С - ее граничная 
нривая, на ноторой ·задана фуннция ер ( � ) (для простоты 
предположим ее непрерывной на С) .  Возьмем 'На нрИiвой 
С точни � ' '  �2, . . .  , �n ,( �n+ l  = � 1 ) ,  следующие друг за 
другом, и обозначим через Ck часть С, лежащую между 
точнами bk и Ьн l · Ра<осмотрим сумму 

n 

и/! (z) = � ер  (sh) (J) (z, ch, D) 
1 

Эта ·сумма нвляется решением задач:,и Дирихле в обла
сти D <С граничными данными, равными qJ ( sk) па ck, 
k = 1, 2, . . .  , n. Обозначим через и ( z ) решение за<дачи 
Дирихле в области D с граничными данными ер (� )  и 
оценим разность и ( z ) - иn ( z ) . Имеем 

где 'У) (Ch.) = sup 1 ер (�) - ер (�') 1 (� Е ch, �' Е Ch) . По прин
i; , i; '  

ципу маисимума и минимума гармоничесних фунКПiИЙ 
получаем 

1 и (z) - ип (z) 1 � шах 'Y) (Ch) · h. 

Но ер ( ь ) - непрерывная па С функция, так что 
max '11 (С11) -+ О , когда размер наибольшей из дуг Ck �тре

h. 
мится к пулю. 

Следовательно, сумма иn (z ) стремится н пределу, рав
ному функции и ( z ) , когда раз.мер наибольшей из дуг С k 
стремится к пулю независимо от сrн)lсоба разбиения и от 
выбора точек sk на �угах ck. 

Предел суммы иn ( z ) естест•венно обозначить интегра
лом * ) 

J ер (�) ro (z , d�, D) . 
с 

*) Этот интеграл представляет собой иптеграл Стилтъеса. 
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Итак, решение задачи Дирихле в обла.сти D с гранич
ными данными <р ( � )  МОЖ'НО представить в виде 

и (z) = J <р (�) ro (z , d�, D) . (4 .4) 
с 

Мы доказали эту формулу толь'Rо для непрерывных 
функций <р ( � ) , но я•сно, что доказательство легко пере
носится и на кусочно непрерывные ограниченные функ-
ции. о 

В частност·и , полагая функцию <р ( � )' раВ'ной единице 
на множес�ве Е rи нулю на <Устальной части границы об
ласти D, получаем из формулы (4.4) формулу 

ro (z , Е, D) = J ro (z , d�, D) . (4 .5) 
Е 

Сравнение формулы ( 4 .4 ) с формулой ( 3. 1 ) наводит 
11а мысль, что гармоническая мера тесно связа-на с функ
цией Грина задачи Дирихле в области D. Это действи
тельно так. НеТ>рудно выразить гармоническую меру че
рез гармоническую функцию, сопряженную с функцией 
Грина. О 

Для оценок аналитических функций гармонmческая 
мера применяется с помощью так называемой теоремы о 
двух noncranrax. 

Т е о р е м  а 4 . 1 . П.усrь фуппция f (z ) го.ло:морфпа в 
об.ласrи D с грапицей С, а Е - nenoropoe .мпожесrво, .ле
жащее т-tа С. Ес.ли 
lini j f (z) l < m (� Е Е) , lim l f (z) I < M (�Е С, � ф Е) , 
Z -'>� Z-'>� 
то 
ln l / ( z) 1 < ro (z, Е, D) ln т +  ( 1 - ro (z, Е, D) ) lnM  (z E D} . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В левой ча>сти доказываемого 
неравеНIСтва стоит субгармоничесная в области D фунн
цпя (.согласно теореме 2.4) , в правой - гармоничесная. 
Для предельных значений на границе неравенство вы
полнено, так нак в точках множества Е фуннция ro (z, 
Е, D) обращает·ся ·В 1 ,  а в остальных точнах границы 
D - в  О. Применяя принцип мююимума R разности ле
вой и правой частей неравенства, получаем утверждение 
теоремы. О 
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Точное отыскашш гармонической меры, входящей в 
не.равеn·ство, может ошшатъся весьма сложным делом. 
Поэтому в теории аналитических функций большое зна
чение имеют оценки гармоничешюй меры, позволяющие 
заменять сложные велiИчины простыми. Одним из наи
более важных методов оценки гар,моничесrшй меры я.вля
ется так на·зываемый припцип Кар.ле:мапа или прит-щип 
расширения об.ласти. 

Т е о р е м  а 4.2 . Пусть об.ласть D' содержит об.ластъ 
D, а :множество Е' , .лежащее па границе D', содержит 
:множество Е, .лежащее па границе D. Тогда 

ro (z, E, .D} � ro (z, Е', D' )' (z e DJ . 

Д о к а з  а т е л ь  ·С т в о. Раосмот,рим обе функции на 
граВiице области D. В точках множества Е обе функции 
равны 1 .  В остальных точках функция ro ( z, Е, D) равна О, а функция ro (z, Е', D') во всяком случае неотрица
тельна (согласно ( 4. 1 ) ) . Следовательно, на гра'Пице об
ла'сти D доказываемое неравенство спра.ведливо. По прин-
цилу максимума оно справещливо и внутри области. О 

Заметим, что nринцип рlliсширепия област!И nозволяет 
оценивать гармоничеокую меру не только сверху, но и 
снизу, так нак сумма гармониче•ских мер множества Е 
и доnолнения к нему до 'Вiсей границы области D равна 
единице. Принимая во внима·ние это соображение, мож
но сформулировать nринциn расширения области в сле
дующем 'Симметричном виде : 

При расширении об.ласти D за счет части границы, ne 
содержащей точеп :множества Е, гармоничеспая :мера 
ro (z, Е, D) уве.личивается, а при расширении об.ласти D 
за счет части грапицы, состоящей то.льпо из точеп :мно-
жества Е, уменьшается. О 

В качестве применения nринциnа расширения обла,сти 
докажем две теоремы, принадлежащие Линделефу . Пер
вая из них состоит в ·следующем. 

Т е о р е м а 4.3.  Пусть фуппция f ( z)" го.ло:морфна и 
ограничена в по.луп.лоспости Im z > О. Ес.ли существует 
тапая привая L, .лежащая в этой по.луп.лоспости, что 
f (z) -+ а (z -+ оо, z e L) ,  то f (z ) -+ а при z -+ оо равномер
по в .любом уг.ле б � arg z � :n: - б.  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Возьмем точку Zn = 2Rei", б �  
� ер � :n: - б,  и рассмотрим фующию f (z ) - а ;в обла,сти Dn, являющейся связной частью сектора Im z > О, 1 z l  > 
21 М А. Евграфов 
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> R, отс(шаемоii .кривой L и содержащей точну Zл. Обо
значим через Ln часть кривой L, входящую в грапицу 
области Dл, а через 8 (R) и М - величины 

8 (R) = sup 1 f (z) - а 1. М = sup 1 f (z) - а 1 · 
ZE LR ZEDR 

Применял к фушщии l f ( z ) - a l теорему о двух 1\онстан
тах, получаем 
ln 1 / (zn) - a l � ffi ( zл, Lл, Dn) ln 8 (R ) + 

+ ( 1 - (J) (zл , Lл, Dn) }  ln М � ffi (zл, Lл, Dn) ln 8 {R) + 

+ In+ М, (In+ M = max (ln M, 0 ) ) . 
Согласно принципу ра·сmиренил области гармоническал 
мера ffi (zл, Lл, Dn) не увеличится, если заменить область 
Dn ·СеRтором Im z > О, l z l  > R, а кривую Ln - тем из 
лучей (R, +оо )  или (-оо,  -R) , 1\оторый не входит в 
границу обла'сти Dn (сеRтор обозначим D�, а луч L�) . 

При достаточно большом R имеем 8 (R) < ·1 и 

In l f (2Reiч>) - a l � ffi (2Reiч>, L�, D�) ln 8 (R) + ln+ М. 

Гармоничесl\ую меру ffi (2Reiч>, L�, D�) можно вычис
лить, по это не нужно. Достаточно заметить, что при 
б � (jJ � :rt - б она положительна и не завИJсит от R. От
сюда уже следует утверждение теоремы, так I\aR 8 (R ) 
стремит.сл к нулю при R -+  +оо. О 

В 1\ачестве еледетвил получим еще одну теорему Лип
делефа. 

С л е д с т в и е.  Пусть фунrщия f ( z) голаморфна в об
ласти D, ограничеююй двумя привы.ми L1 и L2, выходя
щими ив одной точпи и уходящими в беспонечность .  Ес
ди фующия непрерывпа на привых L1 и L2 и 

f ( z ) -+ a,. ( z -+ oo, z E Ln) , п = 1, 2, 

то имеет .место одна ив двух возможностей: или фуппция 
f ( z) ne ограничена в области D, или а 1 = а2 = а и 
f ( z ) -+ а при z, стремяще.мся n беспонечности по любому 
пути, лежащему в области D. 

Действительно, обозначим через z ( w) фуню�ию, RОП
формно отображающую полуплосRость Im w > О на об
ласть D и переводящую точRу w = оо в точl\у z = оо. 
Рассмотрим фунl\цию g (w) = f (z ( w) ) . Если функция 
f (z) ограничена в области D, то фунRция g (w) ограни-
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чена в полуплоскости Im w > О, а из сущест'Вова·ния пре
делов f (z) по L1 и L2 следует .существование пределов 
g ( w) при w -+ ±оо, та:к как действительная ось отобра
жается функцией z ( w) в :юрашую, составленную из L1 
и L2. Применим к функции g ( w) теорему 4.3, взяв в 
качестве кривой L сначала положительную, а затем от
рицательную часть дейст;вительной оси. Получим 

g ( w) -+ a1 ( w -+ oo, O � arg w � л: - б) , 
g ( w) -+ а2 ( w -+ оо ,  б �  arg w � л:) .  

Это возможно лишь в случае, если а 1 = а2 = а и g ( w)  -+ 
-+ а при w, стремищемся к бе'сконечности по любому пу
ти, лежащему в полуплоскости Im w > О. Возвращая•сь к 
f ( z ) , получаем наше утверждение. О 

С помощью принципа расширения области можно по
лучить весьма разнообразные неравенства для гармони
ческой меры. Сначала приведем одно довольно грубое, 
но очень наглядное не.равенство. 

Т е о р е м  а 4.4. Пусть D - выпуплая область * ) , 
а Е - дуга грапичпой привой этой области. Тогда 

1 ro (z, Е, D) � Л ер (z , Е, D) ,  

г д е  ер ( z, Е,  D) - угол, под поторым дуга Е вид1tа из точ
пи z. Если D - полуплоспость, то перавепство обращается 
в равепство. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Начнем с докаэателыства по
следнего утверждения теоремы. Ясно, что без ограниче
ния общности можно считать, что мы имеем дело с по
луплоскостью Re z > О и что точiш z = х лежит па дей
ствительном оси. В качестве дуги Е возьмем отрезок мни
мой оси { iy 1 ,  iy2) . Гармониче·скую меру можно построить 
с помощью интеграла Пуаосона для полуплоскости ( см. 
формулу ( 3 .5 ) ) .  Это дает , что 

у 2  

ro = ...::_ S 2 drJ 2 = ,..!.. (arc tg !!..!. - arc t g .!!..!.) . 
31 'f) + х 131 х х 

Yt 
Эта величина в точности равна углу, под ноторым отре
зок ( iy 1 ,  iy2 ) виден иэ точки z = х, деленному на л:. Та-

* Напомним, что область называется выпукло й, если отрезоR, 
соединяющий любые две ее точки, целиком лежит в вей. 
21*  
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ким образом, утверждение теоремы для полуплоскости 
доказано. - � 

Заметим, что нам достаточно цоназать неравен·ство для
' 

сколь угодно малой дуги Е, так ках при сложении дуг 
и гармонические меры и углы, 
под которыми эти дуги видны, 

{} складываются. Поэтому буде.м 
считать дугу Е столь !Малой, что 
область, ограниченная дугой Е и 
отрезкО!М ' nрямой, ооединяющим 
ее ;концы, не оодержи7 точ
ку z. 

Обозначим через Е1 отрезок 
прямой, ооединяющий концы ду
ги Е, через Dt  - часть области D, 
отсекаемую отрезRJо:м Е 1 и содер
жащую точку z, а через G - по-

Рис. 9 лушrоснасть, содержащую область 
Dt и ограниченную прямой, на 

которой лежит отрезок Et (рИiс. 9) . По принцилу рас
ширения •области имеем 

ю· (z, Е, D ) � ю (z, Et , D1 ) � ю (z, Et , G) ,  

1 
а ю (z, Е1, G) = 3t ер (z, Е, D), как доказано выше. Тео-

рема доказана. О 
Принцип расширения области позволяет получать и 

более тонкие оценки. Покажем, как получается одна из 
таких оценок в проблеме Rа:рлемана - Мию. 

Проб.ле.мой Кар.ле.маиа - Мию называется следующая 
каноническая постановка задачи об оценке величины гар
мониче�ской меры. 

Пусть D - односвязная область, имеющая конечное и 
пелустое пересечение ·с любой прямой Re z = х при а < 
< х < Ь. Обозначим через д� свя·зную часть области D, 
лежащую в полуплоскости Re z < х и содержащую задан
ную точку � (Re � < х) . Через h,. обозначим часть границы 
области д., состоящую из отреЗiюв прямой Re z = х, 
а через h (x) - сумму длин этих отрезков. 

Проблема состоит в оценке величины гармонической 
меры ю (� , hx, Dx) , если ИЗ'вестна функция h ( t ) при 
t � x. О 

Следующий результат был получен Rарлеманом: 
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Т е о р е м а  4.5. Пусть � = � + i'l") e D и а < � < х < Ь. 
Тогда 

ro (Н iч. h. , D.) ,.;:; ехр 1- � J :;,) \ ·  
Д о  r< а з  а т е л ь  с т в о .  Возьмем � < cr < х и рассмотрим 

в обла·сти Da две функции ro ( � ,  h.c, D,.) и ro (� ,  ha, Da) .  
На части границы обла,сти Da, от;mичпой от отрезков ha, 
обе функции равны нулю. Поэтому !Согласно формуле 
(4.4) :можно вооотаповить их по значениям па отрез� 
ках ha: 

(i) (� , hx , Dx) = S (i) (cr + iy , hx, Dx) (i) (� , dy , Da) , ha 
(i) (� , ha, Da) = S (i) (� , dy , Da) · ha 

Вычитая из пе.рвого равенства второе и деля па х - а, 
получаем 
ro (� , hx,  Dx) - ro ( � ,  h0, D0) 

х - а _ {' ro (а + iy, hx , Dx) - 1  
(1"" d D ) - J х - а  (i) "'' у, (J • ha (4 . 6) 

Гармониче-скую меру ro ( cr + iy, h,., D,.) , стоящую под ип� 
тегралом, оценим с помощью припципа расширения об
ласти. Заменим обла1сть Д" полуплосrюстыо Re z < х, ко
торую обозначим через G,.. По припципу расширения об
ласти ro (cr  + iy , h",, D,.) :;;;; ro (cr  + iy, h.,, G,.) . Но по теоре
ме 4.4 гармоническая мера ro ( <J + iy, h.c, G,.) равна де
лепной па n CYiMMe углов, под ко'11орыми ютрезки, состав
ляющие h",, видны из точки cr + iy. При заданпой сумме 
длин от·рез�ов сумма углов будет наибольшей, когда hж 
образует один отрезок, симметричный относительно пря
мой Im z = у. ВычИ!сляя угол для этого случая, находим 

. 2 h (x) 2 2 (х - а) ro (cr + �у ,  hx, Gx) :::;; - arctg 2 ( ) = 1 - - arctg -h ( ) n х - а  n х ; 

Следовательно, 
. 2 2 (х - о) ro (cr + zy , hx ,  Dx) - 1 :::;; -п arctg h (х) • 



326 ГЛ. VIII. СУБГАРМОНИЧЕСRИЕ ФУIШЦИИ 

Подставляя это перавенет во в формулу ( 4.8) , получаем 
W (� , hx , Dx) - ro (� , ha, Da) :;;::: х - а  """'= 

2 (х - а) 
2 arctg h (:с) s � - -;;:;- --�� (J) (� , dy, Da) = • •  х-а ha 

2 (:с - а) 
2 arctg h (х) = - - ro .(� , ha, Da) • л х - а  

Деля обе части перавеяства на ro ( � ,  ha, Da) и переходя 
к пределу при х -+  cr, имеем 

d 4 1 dcr ln ro (� , ha, Da) � - n h (а) • 
Интегрируя это перавеяство по cr от 6 до х и принимал 
во внимание, что ro ( � ,  h� ,  D6) = 1 , приходим к утвержде
·нию теоремы. (Вопрос о существовании прои:Jводной от 
ro ( � ,  ha, D.1) по cr обой.ден молчанием. Этот вопрос не
трудно решить, иопользул монотонность функции ro, но 
еще проще дока·зать окончательное неравенство, не ис
пользуя суще,ствова·нил производной. Собственно, пера
венетв-о написано с помощью производной лишь для на
глядности. )  

Полезно посмотреть, что з а  оценки дают теоремы 4.4 
и 4.5 для гармониче.ской меры полуполосы Re z < х, 

1 Im z 1 < � при х -+  + оо .  

Из теоремы 4.4 получаем 
2 л 2 ro (z, Н х. Р х) � - ·arctg Н ,....., -
л :& - o z  :& 

Из теоремы 4.5 получаем 

(х -+ + оо) . 

( х � _.!.(x-Re z) 4 dt :rt2 
(J) (z, Н Х! р х) � ехр - � s n = е ' 

Re z 
Истинная оценка (см. пример 2)  

ro (z, Hx, Px) "" � e-
x

Re ez (х -+ + оо) .  

В § 6 будет показано, как ' С  помощью нора;венства 
Альфорса (см. § 6 гл.  V ) получить в аналогичной задаче 
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оценку, не отличающуюсл от истинной. Используя :прип
цип симметризации (см. § 2 гл. Х) , можно примепить 
перавепсТ<во Альфорса и для уточне-ния оценки Rарле
мапа в ·самой проблеме Rарлемапа - Мию. 'Ут-очнение со
стоит, грубо говоря, в том, что множитель -4/rr. перед 
интегралом заменлетел ,множителем - rr. .  

§ 5. Теоремы единственност:�1 
длл ограниченных функций 

В :этом и в .следующем параграфах мы будем зани
маться приложопием теории гармонических и субгармо
пических функций к некоторым вопросам теории анали
тических функций. 

В настоящем параграфе докажем несколько теорем 
единсl'вепности для некоторых ·классов функций, гола
морфных в круге l z l  < R. 

Класс функций, голаморфных и 011рапичепных в кру
ге 1 z l  < R, пазывает,сл r;,дассо:м В. При этом обозпача-
етсл 

В (f) = sup 1 f (z) 1 . 
I Z \<R 

Rлаосс функций, голаморфных в круге 1 z 1 < R !И удов
летворяющих условию 

2:П: 

sup J / f (peiQJ) / 6 d<p < оо ,  
p<R о 

называется r;,дассо:м Н б ( б > О )" .  При этом обозначается 
2:П: 

Нб (f, р) = ;,. s / f (peiQJ) / 11 d<p, H6 (f) = sup Hf> (f, р) . 
0 P<R 

Rласс функций, голаморфных ' В  круге / z l < R и удов
летворяющих условию 

2:П: 

sup S ln+ / f (peiQJ) / d<p < оо 
P<R 0 

( ln+ х = max (ln .-r, 0)) ,  

пазывастел r;,дассо:м А или r;,лассом фуппций ограпичеп
пого вида. При ·этом обозначает·сл 

211: 

А (!, р) = 21:rt s ln + 1 f (peiQJ) / d<p, 
о 

А (f) = sup А (!,  р) . 
P<R 



328 ГЛ. VIII. СУБГ АРМОНИЧЕСНИЕ ФУННЦИИ 

Принадлежиость фуннции f {z)  клаооу В, Нб или А 
накладывает те или иные ограничения на рост 1 f ( z) 1 при 
приближении z н оружности 1 z 1 = R или на рост �оэф
фициентОIВ f>азложения функции / ( z)  в ряд Тейлора. Од
нако rв этих терминах нельзя дать необходимых и доста
точных условий принадлежности функции f (z )  к унаван
ным нлас-са·м. 

НеТ>рудно пока·зать, что класс В является самым уз
ким, что класс н б' вх·одит в клас-с нб при б ' < �  и что 

клас-с А содержит все клас-сы Нб. (В доказательстве нуж
дается лишь iПоследнее утверщцение, но оно сразу сле

дует и:з очевидного нераrnенства ln + х < х: . ) 
Посrюльку клаоо А - самый широкий, большинство 

теорем естественпо ДОI{азывать толыш для него. D 
Очень важную роль во всех рассуждениях, овязанных 

с перечисленными классами функций, играет следующая 
лемма: 

Л е м м а 1 . Если фуптщия f ( zJ голо:морфпа при r1 < 
< l z l < r2, то фуптщии Нб (!, z) и А (!, z) , определеппые 
выше, а тапже фуппция 

211 

L (/, z) = 21n .f ln 1 f (zeiФ) 1 dq> 
о 

являются в пальце r1 < l z l < r2 субгармопичеспи:ми фупп
ция:ми z, зависящими толь по от 1 z 1 . 

Д о ·к а з  а т е л ь  с т в о. Проrведем доказательство лишь 
:цля фуннции А (!, z ) , для остальных оно проводится со
вершеНJНо аналогично. 

Прежде всего заметим, что функция А (!, re16 } не за
висит от е, так как интеграл от периодической функции 
по периоду не меняется от изменения начала промежутка 
интегрирОIВания. Это и означает, что функция А (!, z ) 
зависит только от 1 z 1 .  

Далее, интеграл для А (!, z) Я'Вляется пределом ипт с
гральной суммы 

Sn (z) = 21n I ln + 1 f (zeiФk) / (<pk+l - IJik) , 

причем стремление к пределу равномерно по z в любом 
кольце, лежащем внутри исходного кольца. Согла·сно 
свойству 1 субгармонических функций ( §  2) Sn ( z) яв-
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ляется субгармонической функцией Rак сумма субгармо
пических функций, а согШlJСПо свойству 2 предел этой 
суммы, т. е. ФУJпкция А ( f, z ) , тоже является субгармопи
ческой фуiНкцией. Jlемма доказана. 

С л е д с т в и е. Ес.ли фупкция f (z ) го.ло:морфпа в круге 
l z l < R, то фупкции Нб (f, р ) ,  А (f, р) и L {f, р) являются 
пеубывающи:ми фупкция:ми р. 

Утверждение сразу следует из припципа маКJСимума 
субгармонических функций. О 

Следующая теорема показывает, что функции пере
численных классов не могут очень быстро стремиться к 
пулю при стремлении z к окружности l z l = R . 

Т е о р е м а  5. 1 .  Пусть f (z) - фупкция ограпичеппого 
вида в круге l z l <: R. Ес.ли _ __ 

sn 

lim J ln 1 / (реiФ) 1 d<p = - оо , 
P -+R о 

то f {z) = О. 
Д о R а з а т е л ь с т iВ о. Поскольку In+ x ;;;;. In x, то из 

принадлежности функции f (z) классу А следует, что ин
тересующий пас интеграл ограпичеп сверху. Кроме TOil'O, 
из следствия леммы вытекает, что этот интеграл явля
ется пеубывающей функцией р . Поэтому условие теоремы 
может вьшолпяться лишь в случае, если интеграл ра'Веп 
- оо при всех р . Но для функции f ( z) , отличной от тож
дественного пуля, пайдет,ся хотя бы одно р, iЦЛЯ которого 
этот интеграл имеет коiПечпое значение. Значит, f (z) == О, 
и теорема доказана. 

Доказанпая теорема обобщает классическую теорему 
едиПiст.веппости . Дейст·вительпо, классическая теорема 
единственности для аналитических фу,пкций может быть 
сформули·ровапа так: 

Ес.ли фупкция f ( z) го.ло:морфпа в точке z = а  и при 
z -+ а фупкция f (z )  стремится к пу.лю быстрее .любой 
степепи z - а, то f (z) == О. 

Ясно, что при стремлении z к точке границы области 
11оломорфпости функция может стремиться к нулю бы
стрее любой степени. Теорема 5 . 1  ограничивает с1юрость 
стремления функции f (z) к пулю при стремлении точки 
z к границе области, если функция f (z) принадлежит 
одному из перечисленных классов. У слови е, которое да
по в теореме, не очень прозрачпо, но обладает большой 
общностью и точностью. В следующем параграфе иа тео-
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ремы 5 . 1  будет :выведен ряд более простых теорем того 
же рода при допущении, что f ( z) ->- О лишь в одной точке 
границы. О 

Обобщением классической теоремы едиВiственности яв
ляется и следующий результат. 

Т е о р е м  а 5.2. Пусть f (z) - фупrщия ограпичеппого 
ви да в r;,руге l z l  < R, и.меющая пули в точr;,ах z 1 , z2 , • • • 
(r;,ратпый пуль пише.м стольr;,о раа, r;,ar;,oвa его r;,рат
пость ) . Если 

00 

� ( R - 1 
Zn 1 )  = + 00 ,  

1 

то f (z) = O. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Допу•стим, что f (z) Ф O. Тогда 

без ограничения общиости М·ошно считать, что 

/ (0) :#: о. (5 . 1 )' 

Дейстнительно, вместо функции f ( z) мы можем взять 
функцию g (z ) = z-mf (z ) , где т - кратность нуля функции 
f (z) в точке z = О. Ясно, что функция g (z) тоже будет 
функцией огрruниченного вида. 

Примев:им формулу Иенсена (см. лемму 1 § 2)' .  Она 
дает, что 

211: 
2
1" S ln 1 f (реiЧ') 1 dqJ = l n ) t  (О) 1 - I ln тf--1 . (5 .2) 

О I Zn i<P n 
Согла сно условпю тРоремы, переходя к пределу при р ->
->- R,  получаем 

2 Л  оо 
lim -2

1 S ln 1 f (pei<v) 1 dqJ = ln 1 f (О) 1 - � ln -1 л 
l 
. 

p->R л 1 zn о 
Но прп О <  l z l  < R имеем 

ln _..!.!_ = _ ln (1 _ R - 1 z 1 ) = � _!_ ( R - / z 1 }. n > R - 1 z 1 
i z l  Л f n 

Л 
Л 

и, rледоnательно, 
� Л � R -- l zn 1 � ln -1 z 1 > � R = + оо ,  

1 n 1 
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2 11 

т . е .  lim \' ln 1 f (реiФ) 1 dЧJ = - оо . По теореме 5 . 1 имеем P-+RiJ 
f ( z ) == О. Теорема доказана. О 

Можно локазать, что теоремы 5 . 1  и 5 .2  предельно 
точны не только для класса А, но и для клаоса В. Это 
делается следующим образом : 

Если задана произвольпая .непрерьщная функция 
а (ер ) , для котарой 

2:rt J ln a (ep) dep > - оо , о 
то можно пон:азать, что функция 

2 11 
1 s ReiФ + z f (z) = -2 'Ф ln а (ер) dep :rt Re� - z о 

голаморфна и ограничена в круге l z l  < R , а 1 / (z )  1 -
-+- а ( ер) при z -+- Re;rp. 

Если задана произвольпая последонательность точек 
Zn, удовлетворЯющая у·словиям 

то фупкцпя 

00 

1 Z1� 1 < R ,  � (R - 1 Z1� 1 ) < оо , 
1 

оо R (z - z) 
! ( ) п h -i(j)h Z =  R2

-
е 

1 
- zzh 

голаморфна и не превосходит единицы в круге l z l < R, 
а f (zn ) = O. 

Предоставляем читателю самому убедиться в с-правед-
ливости приведеиных утверждений. О 

Относительно функций ограниченного вида имеется 
интересный результат, объясняющий, почему нет особой 
разницы между функциями ограниченного В'Ида и огра
ниченными функциями: 

Фупrщия ограпичеппого вида является отпошепие."" 
двух ограпичеппых фуn1>ций * ) . О 

*) О функциях ограниченного вида см. [26, 30] . 
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Классы функций, аналогичные кла,ссам В, Нб и А, 
можно ра,ссматривать не т�олько в круге l z l < R, но и в 
любых других областях. Однаrи, принимал во внимание 
приведеппый выше ре-зультат, в большин,стве вопросов 
можно ограничиться лоследованием функций, ограничен
ных в той или иной области. Если область одпосвязна, 
то  результаты легко получают�сл с помощью копформного 
отображения. 

В качестве примера приведем обобщение теоремы 5.2 
па слу:чай произ,воль'пой юдноовлзной обла�сти. 

Т е о р е м  а 5 .3 . Пусть D - непоторая односвязт-tая об
.ttасть, а w (z) - папая-либо фующия, понформно отобра
жающая D на цуг l w l  < 1 .  Если фунпция f (z )  гола
морфна и ограничена в D и имеет нули в точпах Z1 , 

z2, . . . , а 
00 
� (1 - l zv (zп) 1 ) = + оо ,  
1 

то f (z ) == O. 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Рассмотрим фунRцию g{zv) = 

= f (z (w) ) ,  где z (zv) - функция, обратная к w (z)' . Функ
ция g ( w) голаморфна и ограничена в �руге l zv l < 1 :и 
имеет пули в точках Wя = zv (zя) , причем � (1 - l zvk 1 ) = 
=� (1 - l w (zR.) J ) = + оо . По теореме 5.2  g (zv) == O. Тео
рема доказана. О 

Доказанные выше т�еоремы единственности широко 
примепяют·ся в теории аналитичеоRих функций и во мно
гих областях анализа. В качестве примера такого приме
непил докажем один результат о полноте системы функ
ций {i·n) , известный под названием теоремы Мюнца. 

Т е о р е м  а 5.4. Если Л1 < Л2 < . . . и � f- = + оо , 
n 

то система фуппций (х"'п) полна на отрезпе (0, 1 )' . 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Система функций {cpn (x) } на

вывает�я полпой па отрезке (а, Ь )  , если не 'существует 
непрерывных па отрезке (а, Ь) функций, ортогональных 
всем функциям <j)n ( х) . 

Доп)'lстим, что g (x) - непрерЫJвпая па отрезке (0, 1 ) 
функция, ортогональная всем функциям хлп, т . е .  

1 J g (х) xf..n dx = О 
о 

(п = 1 , 2, . . . ) . (5 .3) 
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1 
G (z) = J g (х) xz-t dx. 

о 
Фу,нкцпя G (z) голоморфна в полуплоскости Re z > О  и 
ограничена, так �ак l x" l  < 1 при О <  х < 1 , Re z > О. 
Кроме того, она имеет нули z = Лn + 1 ( n = 1 ,  2, . . . ) . 
Применим теорему 5.3. В каче·стве функции w (z ) , кон
формно отобра·жающей полуплос�ость Re z > О на круг 
1 1 z - 1  
w < 1 , можно взять функцию w = z + 1 . Имеем 

� ( 1 - 1 W (Лn + 1} 1 }  = � ( 1 - An?c� 2 ) = 
= 2 � An � 2 = + оо 

Поэтому из теоремы 5 .3 следует , что G (z ) = О. С по
мощью формулы обращения преобразования Меллина 
( см. § 6 гл. VII ) легко убеждаемся, что и g (x) == О. Сле
довательно, функций, непрерывных на отрезке ( 0, 1 )  и 
ортогональных всем функциям x'An, не существует ,  т . е .  
система функций [x'An} полна на отрезке (0, 1 ) . Теорема 
доказана. О 

Заметим, что в примененивх теоремы 5.3  одной из 
трудностей является оценка величины w (zn ) при n -+  оо.  
Для этой цели можно использовать перавеяства Альфор
са и Варшавского (см. § 6 гл. V) для оценки конформ
но отображающих функций вблизи границы. 

§ 6. Теоремы Фрагиена - Линдеп:ефа 

, 1З качестве второго приложепил теории гармониче
ских и субгармонических функций мы докажем две до
вольно тонкие и удобные для самых различных примене
ний теоремы о росте и об убывании функции, голоморф
ной в бесконечной области, в зависимости от вида 
области. 

В доказываемых теоремах используется, собственно, 
не голоморфноетЪ функции f (z ) , а только субгармонич
ность функции ln 1 / (z )  1 , так что при желании эти теоре
мы легко переносятся на субгармонические функции. 
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Т е о р е м  а 6. 1 .  Пусть G - одиосвяапая об.ласть, име
ющая точnи t = О и t = оо свои.ми грапичпы.ми точnами. 
Обоапачи.м череа Sp сечение об.ласти G оr;,ружпостью 
l t l = р ,  а череа s (p ) - его д.липу. Ес.ли фупr;,ция f ( t ) го
.ломорфпа в об.ласти G, пепрерывна вп.лоть до ее грапицы 
С (nро.ме точnи t = оо ) и удовлетворяет ус.ловия.м 

где 

ln М (р) 1 f (t) 1 � 1 (t Е С) , lim 
а (р) = 0 ,  

р->оо 
." 

M (p) � :� l f (t) l , a (p) � exp (n i :(:) ) ' 

то 1 / (t) 1 � 1 (t Е G) . 
Д о R а з  а т е л ь  с т в о. Обозначим через � ( t ) фунRцию, 

Rонформно отображающую область G на полуплосRость 
Re � > О и переводящую точки t = О и t = оо в точRи 
� = О  и � = оо соответственно. Через t ( � ) обозначим 
функцию, обратную к фунRции � ( t) .  Ясно, что эти функ
ции определяются с точностыо до постоянного мно
жителя . 

Возьмем произвольную точку to е G и достаточно 
большое р.  Обозначим через GP связную часть области G, 
лежащую в круге l t l  < р и содержащую точку to. При 
р > l to l  область GP непуста .  Образ области Gp при ото
бражении � = � ( t }  обозначим через Кр. Область КР ог
раничена отрезками мнимой оси и неiюторыми I{ривыми Lp, являющимиен образами дуг окружности 1 t 1 = р,  вхо
дящих в Sp. Среди Rривых Lp найдется хотя бы одна, 
соединяющая отрицательную часть мнимой оси с ее по-
ложительной частью. Обозначим эту кривую L�; дугу из 

* * Sp, являющуюся прообразом Lp ,  обозначим sp , а длину 
s; обозначим s* ( р } . Область, ограниченную кривой L: 
и отрезном мнимой оси, соединяющим ее нонцы, обозна-

* * * чим Кр, а прообраз области Кр обозначим через Gp .  
(Стоит заметить, что если область G пересенается окруж
ностью l t l  = р по одной дуге, то величины, помеченные 
звездочной, совпадают с теми же величинами без звездо-
чек. В общем случае G� ::::> GP и к:�=> Кр, а s: с Sp и 
s* ( p ) � s (p } . ) 

Область к; представляет собой искаженный полу
круг. Оценим радиус наибольшего полукруга Im � > О, 
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1 � 1  < r (p ) ,  входящого в область к�,  т. с . величипу 
r (p) = i nf l � ( t) l ·  * tE sp 

Для оцепкп r ( р ) используем поравепство Альфорса 
( см. теорему 6 . 1 гл . V) . Чтобы привести задачу к той 
постановке, в которой было доказано ;это неравенство, 
обозначим через D образ области G при отображении 
фушщией z = ln t (функция ln t голаморфна в области С; ветвь берем любую) . Тогда функция w (z ) = ln � (ez ) n 
нонформно отображает область D па полосу 1 Im w 1 < 2 ,  
а сечения области D прямыми R e  z = х - это образы се
чонпй области G окружностями 1 t 1 = е"< при отображении 

* 
z = J n t. При :)ТОМ отрезок 0., является образом дуги sex и 

е (х) = s* (еХ) ' ln r (еХ) = sпр Re ш (z) . 
ех zEBx 

По;этому пораnенство Алт,форса дает 

r (р) ;;;, ехр (С + n Т 0 �:) J � ,с·,хр Н ,.'(и) J ;;;, е"а (р) .  

( 6 . 1) 
Теперь перейдем I\ основной части доказательства 

( опа проще вспомогательных рассуждений, придающих 
теореме общность ) . 

l'ассмотрпм фушщию F ( � )  = / ( t ( � ) ) в области К�. 
Па мнпмой оси имеем I F (� )  1 � 1 ,  так Rai\ при отобра
жеппп t = t ( � )  мнимая ось пореходит в границу области 
G, т .  е .  в С, а на С по условию теоремы 1 / ( t ) 1 � 1. На oc-u б к* u L* тальпои части границы о ласти Р• т .  е .  на кривои Р •  

являющейся образом дуги s� "при отображении � = � ( t ) ,  
имеем 

sпр 1 F (�) J = sпр 1 f ( t) / � sпр 1 f (t) 1 = М (р) .  * * fE S tE Lp t E Sp р 

* П римсияя к фупкцпи: F ( � )  в области К р теорему о двух 
константах (теорема 4 . 1 )  с L� в начество Е, т = М (р ) 
п М =  1 ,  получаем 

ln 1 F (�0) / � w (�0 , L�, К�) ln М (р) (�0 = � (t0)) .  ( 6 .2) 



336 ГЛ. VIII. СУВГАРМОНИЧЕСRИЕ ФУНRЦИИ 

Мы показаJш, что область к; содержит полукруг 
Re � > O, 1 � 1 < r (p ) , где r ( p ) > C'a ( p ) . По принцилу рас
ширения области гармоническая мера ro (�0 , L: , К�) не 
превосходпт гармоничес1шй меры полуоl\ружности отно
сительно полукруга Re � > О, 1 � 1  < r ( p ) ( в той же точ
ке ) . Последняя гармопичесн�ая мера была вычислена 
в примере 1 § 4 , где получена для нее асимптотичесl\ая 
формула (для больших радиусов ) .  Эта гармопическая 
мера равна 

2 r (р) - i�0 1 4 - Im ln 
( 

) 

+ 
·� ""' -

(

-
) - Не �о n r p  t 0 r p n (r (р) -+ оо ) .  

Поэтому при р -+ оо и при фю{сированпом �о имеем в 
силу неравенства ( 6. 1 )  

ro (�0 , L� ,  к;) ::::;;; С1 а �Р) , 
а неравенство (6 .2 )  даст нам 

ln М (р) ln / F (�0) / ::::;;; C1 а (р) . 
Согласно условию теоремы существует последователь-и ln M (Pn) пость Pn -+ оо, для которои а (Pn) -+ О. Поэтому, пола-

гая в последнем нсравенстJЮ р = Pn и переходя к преде� 
лу при n -+ оо , получаем ln I F  ( �о )  1 � О. Отсюда следует, 
что l f ( to )  1 � 1, и посl\ольl\у to - любая точ1ш области G, 
мы приходим к утверждению теоремы. О 

Заметим, что в случае, если область G имеет простой 
вид (полуплоскость, угол, полоса ) или даже лежит в об� 
ласти тююго вида, то предварительные рассуждения 
с неравепством Альфорса не нужны, и доказательство 
становится совершенно :элементарным. 

Впрочем, теорему 6 . 1  стоит отдельно сформулировать 
для частного случая, 1\огда область G - это угол, так 
как этот частный случай очень употребителен. 

Пусть фунrщия f (z )  голаморфна в угле раствора n/a. 
и непрерывпа вплоть до его сторон. Если l f (z )  1 � М на 
сторонах угла, то или l f (z )  1 � М  и внутри угла, или 

ln max / f (z) 1 > сара (р > р0) 
l z i =P 

с пекоторыж с > О.  
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Действительно, для угла раствора � имеем s (р) = � а. а. 
и а (р ) = р",  так что теорема 6. 1 сразу дает нам требуе-
мый результат. Пример функции eczr:x. в угле 1 arg z 1 < 2: 
показывает, что существенное усиление этого результата 
невозможно. О 

Следующие теоремы относятся I{ вопросу о допусти
мой скорости стремления к нулю функции f (z ) ,  голо
морфной в пекоторой области, когда точка z стремится 
к граничной точке этой области. Об этом немного гово
рилось в предыдущем параграфе в связи с теоремой 5 . 1 . 
Сейчас мы придадим результату, полученному в этоii 
теореме, более наглядный вид за счет некоторых упро
щений, но зато распространим ero на любые области. О 

Начнем с того, что сформулируем теорему 5. 1  в упро
щенной форме: 

Пусть футщия f (z ) голоморфпа в цуге l z l < 1 и 
пепрерывпа в цуге l z l  ::;:;;; 1 .  Если 

2:Jt J ln 1 f (eifP) 1 d<p = - оо , 
о 

то f (z } = О. 
Это утверждение действительно является простыи 

следствием теоремы 5 . 1 ,  так иак f (z ) ограничена (а зна
чит, и ограниченного вида ) в I<руге l z l  < 1 , а из непре� 
рывности f (z )  в круге l z l ::;:;;; 1 , очевидно, следует, что 

2:Jt 2:Jt 
lim J ln 1 f (pefP} 1 dcp = S ln 1 f (ei!J>) 1 d<p = - оо . 
Р-> 1 о о 

При помощи конформного отображения этот резуль .. 
тат легко переносится на другие области. Докажем ана .. 
логичный результат для полуплоскости, придав ему еще 
более простой и удобный вид. -

Т е о р е м  а 6.2 .  Пусть фующия f ( z )  регулярпа в по
луплосr;,ости Re z > О, пепрерывпа в полуплосr;,ости 
Re z :;::. О и удовлетворяет перавепству 

ln 1 / (z )  1 < -v ( l z l )  (Re z :;::. 0) , 
22 М. А. Евграфов 



338 ГЛ. VIII. СУВГ АРМ ОНИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 

где v ( t ) - пепрерывпая положительпая фун.,.ция при 00 
t � О. Если S " t�) dt = + оо , то f ( z )  ss О. 

1 1 ·-1 w 
Д о к а з  а т е л ь  с т n о. Функция Z =  1 _ w копформно 

отображает нруг 1 w 1 < 1 па полуплоскость Re z > О. По-

этому фуннция F (ш) = j U !  :) голаморфна n нруге 
1 l w l  < 1 и непрерывна при l ш l  � 1 .  Имеем 
2:rt S lп 1 F (eirp) 1 d<p = о 

По 

:rt :rt 

= S lп 1 f ( � �� ::: ) 1 d<p < - 2 S v ( ctg � ) d(p . 
-л о 

:rt 2 
S v ( c tg � )  drp = 2 \' v ( t g  8) d8 = о о 

00 00 00 

= 2 S " ( t) at 2 2 S " ( t) at 2 4 S ;"t(2t) dt .. = + oo.  1 + t 2  :?"' 1 + t2 � о - 1 1 
По теореме 5. 1 имеем F ( ш ) == О, а значит, и f (z ) == О. 
Теорема доназапа. 

Аналогично доказыnаетсл и елодующая теорема. 
Т о о р о м  а 6.3. Пусть футищия f (z ) голаморфна 

л л в полосе 1 Im z 1 < 2 ,  пепрерывна в полосе 1 Iш z / ::;;:;; 2 
и удовлетворяет перавепству 

ln 1 f (х + iy) / < - v (.r) 
еде v (х ) - положительпая пепрерывная фуп.,.ция. Если 

00 J v (х) е-х dx = + оо , то f (z) == О. о 
С помощью перавопстnа Варшавенаго ( см. теорему 6 .2  

гл .  V)  можно получить розультат подобного рода для 
более или менее произвольпой полосообразной области. 
Именно :  
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Пусть D - обдасть, опредеюiемал перавенетвами 
1 1 

fP (x) - 2 O (x) < Y < fP (x) + 2 е (х) (- оо < х < оо), 

где (j) ( х) и е ( х )  - непрерывно дифференцируемые функ
ции, относительно которых мы будем предполагать, что 

00 

S 0 ' 2 (х) . 1 (j)1 (х) 1 < М, 1 О' (х) 1 < М, 8(Х) dx < + оо. 
о 

Т е о р е м а 6.4. Пусть футищия f (z ) го.ломорфпа в об
, .ласти D, пепрерывпа в 15 и удовлетворяет перавепству 

ln I J (x + iy ) 1 < -v (x) (х + iy е D) , 

где v (х ) - по.ложите.льпая пепрерывпая пеубывающая 
фуmщuя. Обоапачи;м 

Ес.ли 
00 

х S 1 + с:р '2 ( t) 
а (х) = л O ( t) dt. 

о 

S v (х) е-о(х) � - + оо О (х) - 1 
о 

ro f (z ) ==  О. 
Д о �� а з а т с JI ь с т в о . Обозначим через w (z ) функ

цию, I<анформно отображающую обJiасть D па пoJiocy 
:rt 

1 Im w 1 < 2 так, что Re w -+ ±оо при Re z -+  ±оо. Пр� сде-

Jiанных предположениях относительно fP (х ) и е (х ) спра
ведJiиво перавенет во Варшавского ( см. теорему 6.2 
гл. V) .  В наших обозпаченилх это перавенство прини

мает вид 
Re w (x + iy) - Re w (a + Ь ) < а (х) - cr (a ) + С' (х > а ) 
(постошшал С' пс зависит от х, у, а, Ь ) . ПоJiагал а =  О, 
С = С' + sup Rew(ib) , мы приводим это перавенство к виду 

ь 

22* 

Re w (x + iy ) < a (x) + C  (х > О) . ( 6.3) 

Обозначим через z ( w )  функцию, обратную к w (z ) , а 

х (и) = min Re z (w) (Re w = и, 1 Jш w l  � � ) ·  



340 ГЛ. VIII. СУБГАРМОНИЧЕСRИЕ ФУНRЦИИ 

Взяв в неравенстве ( 6 .3 )  в качестве w то самое значение, 
для которого Re w = и, Re z ( w) = х (и ) , получим 

и < а (х (и) ) + С. (6 .4) 

Теперь рассмотрим функцию F ( w ) = f ( z ( w ) ) в полосе 
1 Im w 1 < � . Она голоморфна в этой полосе и непрерыв
на в замкнутой полосе. :Кроме того, она удовлетворяет 
неравенству 

ln I F (и + iv ) l = ln l f (z (и + iv ) ) l  < -v (х (и) ) , 
посiшльку v ( х ) - неубывающая функция. Из перавепст
nа ( 6 .4) имеем х (и ) < k (и - с ) ,  где k (и) - функция, об
ратная к cr (x)  (ясно, что k (и) - неубывающая функция 
и что k (и) -+ +оо при и -+ + оо ) . Позтому 

ln IF ( и + iv)  1 < -v (k (и - с))' 

и 

со 

ее S v (k (и - с)) е-и dи = 
о 

00 00 

= s \' (х) е-О'(Х) (]1 (Х) dX > s V (х) е-О'(Х)
. 
fj��) := + 00 ,  

о о 
По теореме 6 .3 имеем F ( w)  == О, а значит, и f (z )  == О. 
Теорема доказапа. О 

Мы привели наиболее сильные результаты для двух 
разновидностей теорем, которые обычно называются тео
ремами Фраемепа - Липделефа. Эти теоремы не исчер
пывают всего многообразия теорем Фрагмена - Линделе
фа, используемых в приложениях * ) . 

*) Много теорем такото рода имеется в [ 13] . 



Глава IX 
КОНФОРМНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ 

МНОГОСВЯ3НЫХ ОБЛАСТЕй 

В этой главе доказываются теоремы о существовании 
копформного отображения данпой области па ту или 
иную каноническую область, а также теоремы о соот
ветствии границ при конформном отображении. Эти тео
ремы уже неоднократно использовались без дока
зательств . Оказывается ,  что теоремы о существова
нии копформных отображений удобнее ДОI{азывать для 
многосвязных обJiастой. Правда, при этом возникают 
алгебраические вопросы, представляющие интересные 
связи теории аналитических функций с теорией групп. 
С помощью теорем о существовании конформного ото
бражения мы решим также задачу Дирихле для произ
вольпой конечносвязной области. 

§ 1. Существование конформного отображения 

В конце § 1 гл. V была сформулирована теорема Ри
мапа о существовании конформпого отображения одно
связной области па круг. Эта теорема была оставлена 
без доказательства, так как сейчас будет доказана более 
общая теорема о существовании копформного отобра
жения. 

Будем говорить теперь об отображениях области D 
функциями, уже не голомюрфными, а аналитическими в 
этой области. Для случая, когда область D одпосвязпа, 
между этими отображениями нет никю<ой разницы, так 
как по теореме о монодромии функция, аналитическая 
в односвязной области, голоморфп� в этой области. Для 
многосвязных областей разница между этими отображе· 
ниями довольно велика, так как функция, аналитиче
сi<ая в многосвязной области, вообще говоря, мно
гозначна. 

Надо сказать, что сама постановка задачи о конформ
ном отображении области многозначными аналитически-
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ми фующиями песrюлько искусственна. Естественная за
дача состоит в построении взаимно однозначного коп
формного отображения произвольной римановой поверх
ности. Однако и постановка этой задачи, и тем более се 
решение потребовали бы значительно больших усилий. 
В то же время рассматриваемая задача, хотя и не впол
не естественна, обладает важными преимуществами. 
Именно, она просто ставится ,  не требует большого коли
чества дополнительных сведений, ее решение не слож
нее, чем решение классической задачи о конформном 
отображении односвязной области, и, наконец, облае.ть 
применим,ости полученного результата значительно ши
ре, чем область применимости теоремы Римапа. 

Придется все же несколько дополнить основные све
дения об отображениях, изложенные в § 1 гл. V. 

Пусть F (z ) - функция, аналитическая в области D. 
Образом области D при отображет-tии w = F (z ) назовем 
совокупность значений, принимаемых в области D всеми 
элементами аналитической в D функции F (z ) . Образ D 
обазначим F (D) .  

Апалитиче·скую функцию будем, как правило, обозна
чать прописпой буквой, а ее исходный элемент - той же 
буквой, но строчной. 

Пусть дано Wo E F (D ) и пусть F1 (z ) ,  . . .  , F, (z ) - вce 
те элементы аналитичесrюй в области D фующии F ( z )  , 
определенные в окрестностях точек z 1  Е D, . . .  , z. Е D 
соответственно, для которых F" (zh) = Wo. (Среди точек zk 

могут быть одинаковые, но тогда .соответствующие эле
менты не должны тождественно совпадать. ) Если "" -
кратность нуля F�< (z ) - Wo в точке z" и " ' + v2 + . . .  
. . . + v. = т, то будем говорить, что зт-tачет-tие w0 прит-tи
.мается фушщией F (z ) в области D ровт-tо т раз. 

Если каждое значение w Е F (D) принимается функ
цией F (z ) , аналитической в области D, ровно один раз, 
то будем говорить, что функция F ( z) одт-tолистт-tа в об-
ласти D. О 

Перечислим паиболее важные свойства отображений 
аналитическими функциями и свойства однолистных 
апалитичесrш:х функций. 

С в о й  с т в о 1. Пусть мт-tожество Gm состоит из зт-tа
чепий w, прит-tи.мае.мых фут-tпцией F (z ) в области D т-tе 
.мет-tее т раз. Тогда Gm - отпрытое ;мложество. В частт-tо
сти, образом облgсти является область. 
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С в о й с т в о 2. Пусть футщия F (z ) апалитичпа и 
одтюлистна в области D, а фупrщия G ( z ) аиалитич1tа и 
одпrмистт-tа в области F (D ) . Тогда фуппция G (F (z ) )  
апалитичтtа и одполистпа в области D. 

С в о й  с т в о 3.  Д.!lя одltолистпости в D апалитичеспой 
в D фуllnции F ( z ) пеобходимо и достаточтю, чтобы в об
ласти F (D )  существова.!lа голоморфпая фуппция <p ( w ) , 
обратпая n F (z ) , т. е . тапая, что <p (F (z ) ) o= z. 

Все перечисленные свойства доказываются совершсп
но аналогично соответствующим свойствам голом_орфпых 
фушщий ( см. § 1 гл . V) . О 

Скажем еще несколько слов о сходимости последова
тельностей функций, аналитических в области. 

Пу.сть дана последовательность функций {F n ( z ) } ,  
n = 1 ,  2, . . . , аналитических в области D, и пусть fn ( z ) 
исходные элементы функций Fn (z ) , определенные в ок
рестностп одной и той же точки, скажем zo Е D. Пусть, 
далее, L - любая нривая, выходящая из точни z0 и ле
жащая в области D, а Фn (z, L) - аналитическая на I<ри
вой L функция, полученпал аналитичесним продолжени
см элемента fп (z ) вдоль кривой L. Будем говорить, что 
последовательность {F n (z ) }  равпомерпо сходится впутри 
области D, если при любом выборе нривой L последова
тельность { Фn (z, L) } рав номерно сходител па этой 
нривой. О 

Порсчислим пушные нам свойства равномерно сходл
щихся последовательностей аналитичесних фушш;ий. 

С в о й  с т в о 1 .  Предел пос.!lедовательпости аиалити
чеспих в D фуппций, равпомерпо сходящейся впутрп D, 
является апалитичеспой в D фуппцией. 

с в о й  с т в о 2. Если {F n (z ) } - последовательпасть 
фуппций, апалитичеспих в области, и 

(z Е D) 

(постояппая М ne аависит nu от n, пи от выбора элемеп
та) , то ua последовате.!lьтtости {Fn (z ) }  можпо выбрать 
подпоследовательпость, равномерпо сходящуюся вт-tу
три D. 

С в о й  с т в о 3. Пусть {Fn ( z ) } - пос.!lедоватмьтtость 
фуппций, апалитичеспих в D, равпомерпо сходящаяся n 
фуппции F ( z ) , от.!lичпой от тождествеппой посто.я.ттой. 
Если паждая иа фуппций  F n (z) .!lюбое апачеиие w при-
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пимает и е более т раз, то и фующия F (z ) обладает тем 
же свойством. 

В частности: 
Предел paвnoмeplto сходящейся впутри D последова

тельпасти апалитичесr.их одполистпых фупr.ций тоже .<tв
ляется апалитичесr.ой одполистпой фупкцией или тож
дествеппой постояппой . 

Свойства 1 и 2 дон:азываются по одпому обра'зцу со 
ссылкой на соответствующую теорему для голаморфных 
функций. В качестве образца приведем доказательство 
свойства 2. 

Возьмем точку zo Е D и последовательность {fn (z) }  
исходных элементов функций Fn (z ) . Функции fп (z )  го
ломорфны и ограничены в окрестности точки zo. По прин
ципу компактности голаморфных функций (теорема 4.6 
гл. I I ) из последовательности {fn (z) } можно выбрать под
последовательность, равномерно сходящуюся в указанной 
окрестности точки zo. Затем возьмем какую-либо кривую 
L и выберем на ней точку z , ,  настолько близкую к zo, 
чтобы функции Фn (z ,  L )  были голаморфны в окрестно
сти точки z 1 ,  имеющей общую часть с окрестностью точ
ки zo. Покажем, что выбранпая подпоследовательiНость 
[Фnk (z, L) }  равномерно сходится и в окрестности точки z , .  
По припципу компактности из этой подпоследователь
ности можно выбрать сходящуюся в данной окрестности 
точки 1 подпоследовательность. Но предел этой подпо
следовательности в общей части окрестностей точек zo и 
Zt обязан совпадать с пределом последовательности { !nk(z) } . 
Значит, пределы всех подпоследовательностей последова
тельности [Фnk (z , L) } должны быть одинаковыми. От
сюда следует существование предела всей последователь
ности [Фnk (z,  L) J . 

Выбирая затем точку z2 Е L и т .  д. , убелщаемси 
в том, что последовательность [Фnk (z, L) } равномерно 
сходится на всей кривой. Поскольку выбор подпоследо
вательности nk не зависит от выбора кривой L, то подпо-
следовательность { F nk (z) }  равномерно сходител вну
три D. 

Доказательство последнего свойства даже проще. 
Пусть f1 (z ) , . . . , f. (z ) - те элементы предельной функ
ции последовательности {Fn (z ) } ,  для Iюторых fk (z ) - w 
имеет нуль n точке z = z11• Применяя к каждому из зтих 
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элемептов теорему 6 .3 гл. IV, получаем рассматриваемое 
утверждение. О 

Если функция F (z ) аналитична и однолистна в обла: 
сти D, то мы будем говорить, что она совершает поп
формлае отображение области D па область F (D ) .  

Если область D односвнзна, то наше новое поннтие 
конформного отображенин совпадает с прежним, так как 
по теореме о монодромии функция f (z )  голаморфна в D. 
Если же область D многосвнзна, то это поннтие отлича
ется от прежнего. В случаях, когда речь будет идти об 
отображении многосвязных областей голаморфными од
полистными функциями, мы будем подчеркивать это, 
употребляя термин: вааимло одпоапачпое попформлае 
отображетще. О 

Приведем простейшие примеры конформных отобра
жений МНОГОСВЯЗНЫХ областеЙ. 

П р  и м с р 1. Рассмотрим отображение Iюльца r < 
< l z  1 < R функцией w = ln z ,  апалитичесной в этом 
кольце. 

Заметим прежде всего, что функция ln z однолистна 
в кольце, так как она имеет обратную функцию z = ew, 
голаморфную во всей плоскости. Таким образом, отобра
жение w = ln z является конформным отображением, и 
нужно найти лишь образ кольца. 

Проведем в кольце разрез ( -R, - r ) . В разрезанном 
кольце функция ln z допускает выделение голоморфной 
ветви. Посмотрим, куда отображает разрезанное кольцо 
каждая из голаморфных ветвей In z.  Вспоминая отобра
женин элементарными функциями, видим, что образом 
разрезанного кольца является прямоугольник 

ln r < Re w < ln R, -:rt + 2:rtk < Im w < :rt + 2:rtk, 

где целое число k определяется выбором голоморфной 
ветви ln z. В совокупности все эти прямоугольники с до
бавленными обра·зами: разреза образуют полосу ln r < 
< Re w < ln R, Iюторан и является образом коJrьца при 
отображении w = ln z. 

Заметим, что конформным отО'браженисм двухсвязной 
области - кольца - оказалась односвязная обла·сть - по
лоса. Это оказалось возможным благодаря тому, что кон
формное отображение аналитической фующией не явля
ется взаимно однозначным отображением. Наше кон
формное отображение м-ожно раесматривать как взаимно 
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однозначное отображение на полосу части римановой 
поверхности логарифма, Jiсжащей пад кольцом, а это -
односnнзная область. 

П р  и м е l' 2. Найдем конформнос отображение I{руга 
l z l  < 1 с выколотой точкой z = а, О <  l a l  < 1 ,  на круг 
1 w 1 < 1 , переводящее точку z = О  в точку w = О. 

Сначала с помощью дробио-линейного -отображения 
персведем круг l z l  < 1 с выколотой точкой z = а в круг 
1 � 1 < 1 с выколотым центром, т. е. в кольцо О <  1 � 1  < 1 . 
Это делается с помощью функции � = � 

1 - zii ' 
Теперь воспользуемся результатом предыдущего при

мера и с помощью функции t = ln � Iюнформно отобра
:шм кольцо О <  1 � 1 < 1 на полосу, которая в раосматри
ваемом случае вырождается в полуплос1юсть Re t < О. 
llыясним, куда переходит в этой полуплоскости точка 
z = О . Поскольку t (z) = ln а - :_, то t (O )  = ln а, причем 

1 - za 
для ln а можно взять любое значение. 

Чтобы получить искомое отобра.жение, остается пере
вести дробио-линейным отображением полуплоскость 
Re t < О  в круг 1 w 1 < 1 , а точку t = ln а в точку w = О. 

t - t (О) Это делается с помощью функции w = t + t (О) ' Оконча-
теJrьпое отображение имеет вид 

a - z 
ln --- - In a  

1 - za 
w = w (z) = __ a_z __ _ 

ln --- --1- ln a  
1 - za ' 

В зюшючение найдем еще w'  (О )  для того элемента 
отображающей функции w (z ) ,  для которого w (O) = О. 

и , { О) 1 - 1 а 1 2 1 
IJ меем w = а 2 ln 1 а 1 • J.етрудно проверить, 

что 1 w' (О ) 1 > 1 (О  < 1 а 1 < 1 )  • 
Теперь перейдем к основпой цели настоящего пара

графа - к теореме о существовании копформного отобра
жения. Сначала докажем теорему в несколько ослаблен
ной формулировке. 

Т е о р е м  а 1 . 1 .  Любую об.ластъ хо.мп.лепспой п.лоспо
сти, имеющую хотя бы одпу виешюою точпу, можnо поп
формпо отобразить па едипичпый пруг. 

Д о к а з а т е л ь · С  т в о. Без ограничения общности 
можно считать, что точка z = О является внутренней, 
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а точв:а z = оо - внешней точкоИ: области, Tai{ кав: этоrо 
всегда можно добиться, сделав дробио-линейное отобра
жение. 

Фунв:цию Ф (z } , в:онформно отображающую область 
( обозпа чим ее  D ) на в: руг 1 w 1 < 1 , мы будем строить 
в:ав: решение следующей эв:стремальной задачи: 

Среди фунв:ций F ( z )  , аналитичесв:их и однолистных 
в области D и удовлетворяющих условиям 

F (O) = O, I F (z ) l � 1 (z e: D)  ( 1 . 1 ) 
(первое условие относител R исходному элементу фунв:
ции F (z } , второе - в:о всем се элементам } ,  найти ту, длл 
в:оторой значение 1 / ' ( О )  1 (для исходного элемента) яв
ляется наибольшим. 

Обозначим для удобства через S (D)  множество тех 
фунв:ций, среди в:оторых ищем эн:стремальную. 

Нужно дов:азать два фав:та: 
1 .  В множестве S (D ) существует :шстр�мальная 

фунв:ция. 
2 .  Эв:стремальная фунв:цил совершает исв:омое ото

бражение . 
Начнем с ДОI\азательства утверждения 1 .  
Заметим, во-первых, что множество S (D )  непусто, 

тав: в:аи D - ограниченпал область и фунв:цил F (z )  = cz 
при достаточно малом с входит в S (D) . (Напомним, что 
z = оо - внешняя точиа D. ) 

Во-вторых, заметим, что для всех фунв:ций из S (D)  
значения l / ' ( О )  1 ограничены. Действительно, область D 
содержит нев:оторый в:руг l z l  � р (точв:а z = О является 
внутренней точiюй D) .  Исходный элемент f ( z ) любой 
фушщшr Р ( z )  Е S (D) является голоморфной в этом в:ру
ге фушщией:. Поэтому 

f' (О) = � S 1 (z) dz. 2m z2 
l z i =P 

Переходя I{ модулям и вспомипал, что I F (z )  1 � 1 для 
F (z ) е S (D ) ,  получаем 1 / '  (О) 1 � +· Теперь обозначим 

f.-t = sup 1 / ' (0) 1 . 
FES( D) 

По определепию точной верхней грани существуст после
довательность 

Fn (z) E. S (D) ,  I F� (O) I > �-t - + (n = 1 , 2, . . .  ) . 
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Поскольку I F n (z ) 1 � 1 (z е D) ; из последовательности 
{fn ( z ) } согласно свойству 2 последовательностей анали
тических функций можно выбрать сходящуюся подпосле
довательпость. Предел этой подпосJiедовательности обо
значим через Ф (z ) . Согласно свойству 3 имеем Ф (z ) е 
e S (D) , так I<ак I Ф ' (О )  1 ;;:;:  f.t, а значит, Ф (z ) отличпа от 
тождественпой постояппой. Следовательно, 

Ф (z ) е S (D) ,  I Ф '  (О )  1 = f.t, 
т. е. построенная функция QJ ( z ) является экстремальной. 

Перейдем I< доказательству утверждения 2. 
Поскольку э�стремальпая функция Ф (z ) однолиства 

и аналитичпа в области D, то она совершает конформное 
отображение области D на область Ф (D) . Ввиду условия 
I Ф (z )  1 � 1 (z e D) область Ф (D)  лежит в нруге l w l  < 1 .  
Покажем, что и з  экстремальяости функции Ф (z )  следу
ет, что область Ф ( D )  совпадает с кругом 1 w 1 < 1 .  

Действительпо, допустим противное. Тогда область 
Ф (D) имеет хотя бы одну граничную точку w = а, лежа
щую в круге l w l  < 1 .  

Раосмотрим фупкцию F (z ) = W (Ф (z ) ) , где W (z) 
фупкция примера 2, копформно отображающая круг 
l z l  < 1. с выколотой точкой z = а  на круг 1 w l  < 1, при
чем w (О ) = О. Согласно свойству 2 однолистных функций 
F (z )  апалитична и однолиства в D. Условия ( 1 . 1 )  для 
нее тоже выполнены, так что F (z ) e S (D) . Но для ис
ходных элементов 

/' (O ) = w' (O ) QJ ' (O ) , l /' ( 0 ) 1 =· I QJ ' (O ) I l w ' (O ) I , 

а мы видели, что l w ' (O ) I > 1 .  3начпт,  1 /' ( 0 ) 1 > I QJ' (O ) I , 
а это противоречит условию, что Ф (z ) - ЭI<стремальная 
функция. Полученное противоречие показывает, что об
ласть Ф (D) совпадает с кругом l w l  < 1 . Теорема 
доказана. D 

Полная формулировка теоремы о существовании кон
формного отображения такова :  

Т е о р е м  а 1 . 1  * . Любую об.!lасть no;;tm.!lencтtaй плос
пости, имеющую более двух грапичпых точеп, .можпо 
попфор.мпо отобразить па едипичиый пруг. 

Для доказательства этой теоремы достаточно постро
ить функцию, конформно отображающую расширенную 
комплексную плоскость с тремя выколотыми точками па 
единичный нруг. Действительно, если такая функция 
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� (z ;  а, Ь , с ) ( здесь а, Ь , с - выколотые точки) построе� 
па, то любую область D, граница которой содержит точ
ки а, Ь , с, отображаем фующией � = � (z ;  а, Ь , с ) на об
ласть D', лежащую в круге 1 � 1  < 1 .  Область D' отобра
жаем на круг 1 w 1 < 1 по теореме 1 . 1  и: получаем иско
мое отображение области D. Построение фующии 
� (z ;  а, Ь , с ) , конформно отображающей нлос1юсть с тре
мя nьпюлотыми точками на единичный круг, является 
довольно сложной задачей. Этому построению будет по
священ § 5. 

Отметим, что теорема 1 . 1  * уже не может быть усиле
на. Двух граничных точек недостаточно, чтобы область 
конформно отображалась на единичный круг (это следу
ет из теоремы 2.4 гл. IV) . Плоскость с двумя выколоты
ми точками z = а и z = Ь конформно отображается на 

z - a  всю конечную плоскость функцией w = ln z _ ь ( см. при-

мер 1 ) .  О 
Осталось еще решить nопрос о единственности кон

формного отображения. 
Т е о р е м  а 1 .2. Пусть а - производьпая точпа обда

сти D, а 8 - дюбое действитедьпое чисдо. Существует 
едипствепная фуппция W (z ) ,  попформпо отображающая 
обдасть D 1-ta пру г 1 w 1 < 1 и удометворяющая усдовuяJt 
w (a) = O, arg w' (a) = 8 (для исходного элемента ) .  

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть W1 (z) - вторая функция, 
удовлетворяющая тем же условиям. Обозначим через 
z ( w ) функцию, обратную к W (z ) , и рассмотрим функ
цию g ( w ) = W1 (z ( w ) ) .  Функция g ( w )  аналитична, а по 
теореме о монодроми:и и голаморфна в круге 1 w 1 < 1 
(мы выбираем ветвь аналитической функции, получаю
щуюся аналитическим продолжением исходного эле
мента) .  

Очевидно, что функция g ( w )  удовлетворяет не
равенству 

l g (w ) 1 � 1 ( l w l < 1 ) .  

Rроме того, g (О ) =  О и 

, , , w� (а) g (О) = w1 (а) z (О) = w ' (а) , arg g' (О) = О . 

Без ограничения общности можем считать, что 1 w' (а) 1 � 
� 1 w� (а) 1 ,  так как в противном случае мы поменяли бы 
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ролями w (z )  и w1 (z ) . Следовательно, функция g (w )  го
ломорфна в круге 1 w 1 < 1 и удовлетворяет условиям 

l g ( w )  1 � 1 ( l w l < 1 ) , g (O ) = О, l g ' (О ) 1 ;;::. 1 .  

Рассмотрим функцию 'Ф (w) = g (w) .  Она голаморфна w 
при l w l  < 1 ,  так как g (O ) =  О, и ф (О) = g' (0 ) ;;;:. 1 .  С дру-
гой cтopoны, lim i 'Ф (w) l = lim j g (w) I � 1 . Пo принцилу 

\ W\ ->1 IW\ -->1 
максимума модуля аналитичесiЮЙ функции (см.  § 2 
гл. VI I I )  это возможно лишь в случае, если l ф ( ш ) 1 == 1 . 
:Jто в свою очередь возможно лишь при условии, что 
'Ф ( ш ) == е;"., а так как arg ф (О ) = О, то мы получаем 
ф ( ш ) == 1 и g ( w ) = w. Следовательно, W 1 (z ) ==  W (z ) , 
и теорема доказана. 

С л е д с т в и е. Пусть w 1 (z ) и w2 (z ) - исходпые эле
.мепты двух аналитичеспих в области D фуппций, пон
фор.мпо отображающих D па цуг l w l < 1 (эти эле.мепты 
.мы считае.м определепны.ми в опрестпости одпой и той 
же точпи) .  Тогда w2 (z ) = T ( w 1 (z ) ) ,  где Т ( ш ) - дробпо
липейное отображение, переводящее пру г 1 ш 1 < 1 в себя. 

Действительно, функция W 1 ( z2 ( ш) ) = Т ( ш )  , где 
z2 ( ш ) - функция, обратпая I\ W 2 (z ) , совершает конформ
ное отображение круга 1 ш 1 < 1 на себя . Поскольку тео
рема Римава нами уже доказана, можно примелить тео
рему 2. 2 гл. V, что и даст искомое утверждение. 

§ 2. Соответствие границ 
при конформном отображении 

Прежде чем говорить о вопросах, связанных со сне
цифшшй конформных отображений многосвязных обла
стей аналитическими функциями, надо оплатить еще 
один старый долг. Именно, мы должны доказать теорему 
о соответствии границ, которую сформулировали в н:онце 
§ 1 гл. v. 

Напомним понятие достижимой граничной точки, вве
денное в § 1 гл. IV. 

Пусть D - произвольная ограниченная область, а L -
простая кривая, лежащая в D, за исключением ее конца 
� . лежащего па границе области D. Совокупность ( t , L )  
определяет достижи.мую граничную точпу области D. 

При этом считает·ся , что (� ,  L )  и ( t , L' )  определяют 
одну и ту же достижимую граничную точку, если части 
крпвых L и L' ,  лежащие в любой окрестности точки t ,  
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попадают в одну и ту же сия3пую часть пересечения 
этой оRрестности с областью D. О 

У же говорил ось, что для областей, ограниченных ну
сочно гладюrм:и Rривыми, понятие достижимой гранич
ной точRи совпадает с понятием: точRи граничной Rривой, 
т .  е .  Rаждой точRе границы области отвечает не м:еньmс 
одной достижимой граничной точRи. В случае произволь
ных областей м:огут существовать точRи границы, не яв
ляющиеся достижим:ым:и граничными точRам:и. Рассмот
рим: прим:ер. 

Пусть область D - это нвадрат 

О < Re z < 2, I Im z l  < 1 ,  ( 1 1 · ) 
С разреза:ми IIO вертиRаЛЬНЫМ: ОТреЮШМ: n' n + l , 
п = 1 ,  2, . . .  

Каждой точRе любого разреза ( I{роме их свободных 
Iшнцов ) отвечают две достижимые граничные точRи об
ласти. Каждой точRе отрезRа {0, i) не отвечает ни одна 
достижимая точRа. Всем остальным точRам: границы от-
вечает по одной достижимой граничной точRе . О 

Далее удобнее будет пем:ного иное определение дости
жимой граничной точRи, определим: ее не Rривыми, веду
щими в нее, а связными частям:и оRрестностей, в Iшто
рых лежат эти I{ривые. (Разница м:ежду этим:и опредсле
ппям:и примерно та же, что и разница между определз
ниям:и непрерывности в точRе по Гейне и по Коши. ) 

Пусть � - точRа границы D, а систсм:а областей 
Р ( � ,  р ) , О < р < оо , обладает следующими свойствами: 

1. Область Р ( � ,  р ) - связная часть пересечения Rруга 
l z - � 1 < р с областью D. 

2. При любом: р > О область Р ( � ,  р )  непуста и имеет 
точl{у z = � своей граничной ТОЧI{ОЙ. 

3. При р ' > р область Р (� ,  р) входит в область 
Р ( � ,  р ' ) .  

1-\аждая система областей Р (� ,  р )  определяет ровно 
одну достижимую граничную точRу области D. 

Предоставляем читателю самом:у проверить эRвива
лентность этого определения предыдущему. О 

С помощью нового определения легRо определить по
пятие предела фунRции в достижимой граничной точке : 

Мы сRажем, что фунRция F (z ) , определенная в обла
сти D, имеет пределом число А ,  т;огда z стремится т; до-
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стижимой гра1шчпой точке, определяе.лtой системой 
Р ( � ,  р ) , если для любш·о в > О можно указать такое б > 
> О, что I F (z ) - A I < в при z e P (� . б ) . О 

В основе доказательства теоремы о соответствии гра
ниц лежит следующая лемма, близкая по своему содер
жанию н теореме единственности 5 . 1  гл. VIII .  

Л с м м а 1 .  Пусть функция f (z )' 
голаморфна и ограничена в конечной 
односвязной области D, а � - какая
либо точка границы области D. Ес
ли при стремлении z n любой точпе 
грапицы D, лежащей в пруге 
l z-� 1 � r, имеем f (z ) -+ О, то f (z )  == О. 

Д о н а з а т е л ь  с т в о. Пусть D' -
накая-либо сnязная часть пересече-

Рис. 10 ни я области D с нругом 1 z - � 1 < r, 

а Г - та часть границы D', ноторал 
не является границей D (т. е. состоит из дуг окружности 
l z - � 1 = r) . Ясно, что D' - односвязная область, имею
щая точку � граничной (или внешней) точкой ( см. 
рис. 10 ) . Фующия f (z ) непрерывна в 15' ,  если считать, 
что ·она равна нулю на части границы D', отлич
ной от г. 

Посколы{у область D' односвязна и не содержит точ
ку z = �. фующия w = l"z - � голаморфна в D'.  Обо
значим через G образ D'  при отображении w = 1" z - �.  
а через "( - образ Г .  Область G лежит в нруге 1 w 1 < "УТ, 
а "( - па онружности 1 w 1 = l""'i': Заметим, что по меньшей 
мере половина онружности 1 w 1 = 1" r-свободна от точек 
"( ,  так кан при отображении w = l"z - � вся окружность 
l z - � 1 = r (разрезанная в какой-либо точке ) переходит 
лишь в половину окружности l w l = vr. 

Раосмотрим в области G функцию g ( w )  = f ( �  + w2) .  
Функция z = � + w2, обратпая н w = "У z - �.  нонформно 
отображает область G на область D' . Поэтому функция 
g ( w )  I'ОJrоморфна в G, непрерывна в G и равна нулю на 
части границы G, отличной от "( . 

По принципу максимума для субгармонических функ
ций функция и ( w )  = ln 1 g ( w )  1 не превосходит любой 
гармонической в области G фуннции, если она не пре
восходит ее на границе G. Более того, поскольку на ча
сти границы G, от личной от "(, имеем и ( w)  = - оо, то 
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этой частью границы G можно не интересоваться. Поэто
му функция и ( w) не превО'сходит гармонической в круге 
1 w 1 < у r функции и. ( w) ' которая определяется следую
щими граничными значениями на окружности l w l = УГ: 
на той половине окружности 1 w 1 = У� на которой нет 
точек "{, положим и. ( w ) = ln е,  а на другой половине 
и. ( w ) = 1n M, где M = max l g (w) ! . 

1DE'I' 
Итак, при любом е >  О имеем веравеяство и ( w ) :s;;;; 

� и. ( w )  ( w s G) . Функцию и. ( w )  ветрудно найти в ко
нечном виде, но еще проще заметить, что и. ( w )  -+ - оо 
при е -+ О и при любом фиксированном w s G. Следова
тельно, и ( w) еа  - оо, откуда g ( w) ea О и f (z ) Siil! О. Лемма 
доказана. 

Т е о р е м  а 2 . 1 . Пусть D - понечная односвяаная об
.ластъ, cp (z ) - фунпция, понформно отображающая об
.ластъ D на об.ластъ G, ограниченную простой аампнутой 
привой С. Когда точпа z стремится п достижимой гра
ничной точпе об.ласти D, точпа w = cp (z ) стремится n не
поторой точпе привой С, причем преде.лы, отвечающие 
рааным достижимъш точпам, раа.личны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Возьмем систему Р (� ,  р ) , опре
деляющую достижимую граничную точку области D, и 
обозначим через Q (� ,  р )  образ Р (� ,  р )  при отображении 
w = <р (z ) . Области Q (� ,  р) лежат в области G и Q (� ,  р) с:: 
с Q (� ,  р ' )  при р < р ' .  Обозначим через Е пересечение 
всех замкнутых областей Q ( � ,  р ) , р > О. Множество Е 
это совокупность всех предельных точек функции ер (z ) 
при стремлении точки z к выбранной нами достижимой 
граничной точке. Так как отображение w = ер (z) взаим
но однозначно, то множество всех предельных точек 
cp (z )  при стремлении z ко всем точкам границы D совпа
дает с кривой С. Следовательно, множество Е является 
ча·стью кривой С. Далее, все Q ( � ,  р )  являются связными 
замкнутыми множествами, так что и их пересечение -
множество Е - является связным замкнутым множест
вом. Связной замкнутой частью кривой С может быть 
или дуга этой кривой, или точка. Утверждение теоремы 
говорит, что Е - это точка кривой С. Для доказательст
ва рассмотрим в области G функцию 'Ф ( w ) ,  обратную к 
функции <р (z ) . Она отображает область Q ( � ,  р )  на об
ласть Р (�, р ) , так что при w s Q (� ,  р) имеем ф (w) s 
е Р (� ,  р ) , т. е. / ф ( w ) - � 1  < р. Если множество Е - это 
дуга кривой С, то все области Q (� ,  р) имеют эту дугу 
23 :М, А, Евrрафов 
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своей· граничной дугой. Это значит, что для любой внут
ренней точки Wo дуги Е имеем 

'ljJ ( w ) -+ � ( w -+  wo, w Е G) . 

П римевял лемму 1 к фующип 'ljJ ( w) - � . получаем 
'ljJ ( w ) == �. что невозможно. Следовательно, множество 
Е - это точка w0 Е С, и предел функции ер (z) при стрем
лении z к выбранной нами достижимой граничной точке 
существует и равен wo. 

Теперь покажем, что пределы функции ep (z )  в раз
личных достижимых граничных точках различны. Пусть 
мы имеем две различные достижимые граничные точки 
области D. Проведем простую кривую, лежащую в D 11 
имеющую концы в этих точках. Обозначим эту кривую 
через L, а ее образ при отображении w = ep (z )  через Г .  
Если пределы функции ep (z)  в обеих достижимых гра
ничных точках одинаковы, то Г - простая: замкнутая 
кривая, имеющая лишь одну общую точку с границей об
ласти G. Область, ограниченную кривой Г, обозначим че
рез G', а ее прообраз при отображении w = ep (z ) - через 
D' .  Граница области D' состоит из кривой L (прообраз 
Г) и из пекоторой части границы D, скажем, !l. Мно
жество !l не пусто, так как концы кривой L определяют 
разные достижимые граничные точки области D. Когда 
z стремится к любой точке множества !l, функция ep (z )  
стремится к wo, где Wo - та единственная общая точка 
кривой Г и границы области G. На множестве !l найдет
ся точка границы D' ,  которая лежит в lJ' вместе с пеко
торой своей окрестностью. Применяя лемму 1 ,  получаем 
ер (z)  = w0, что невозможно. Полученное противоречие по
казывает, что пределы функции <p (z )  в разных достижи
мых граничных точках различны. Теорема доказана. 

С л е д с т в и е .  Пусть области D и G ограпичепы -пу
сочпо глад-пи.ми -привы.ми, а ep (z ) - фуп-пция, -попфор.мпо 
отображающая область D па область G. Тогда фуп-пция 
ер ( z )  пепрерывн,а вплоть до границы области D. 

Без ограничения общности можно считать, что обла
сти D и G ограничены простыми кусочно гладкими кри
выми, так как в противном 'случае мы могли бы разре
зать их на конечное число частей такого рода. Для об
ластей, ограниченных простыми кривыми, все точки гра
ницы находятся во взаимно однозначном соответствии с 
достижимыми граничными точками. По теореме 2. 1  
функция ep (z )  имеет предел в каждой точке границы. 
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Это оаначает, что функция ер (z )  непрерывна в 15. Отсюда 
и следует утверждение следствия. О 

Для непрерывности отображающей функции вплоть 
до границы области требуется только, чтобы отображае
мые области были ограничены непрерывными кривыми. 
Этот реаультат тоже можно вывести иа теоремы 2. 1 при
мерно тем же путем, но испольауя довольно тонкие сооб
ражения теории множеств * ) . 

Накладывая на кривые, ограничивающие области, до
полнительные требования , можно получить дополнитель
ные сведения о гладкости отображающей функции. Мы 
приведем сейчас одну теорему такого рода. Ее основой 
является следующая лемма. 

Л е м м а 2. Пусть футищия w (z ) попфор.мпо отобра
жает пруг l z l < 1 па область D, ограпичеппую гладnой 
привой С. Если h (е ) - пепрерывпая фупnция, равпая 
при паждом е, о � е < 2л, углу паnлапа nасательпой n 
привой С в точnе w ( е; е ) , то 

i 2Jл eie + z l n J ln w' (z) = - -. - h (8) - e - - de + C 
2n ete _ z 2 о 

(2 . 1) 

( в  выборе ветви ln w' (z )  и в выборе функции h (e )  име
ется одинаковый проиавол ) .  

Д о к а а а т е л ь  с т в о .  Рассмотрим функцию 

ge. (z) = ln  
w (zei�: - w (z) 

(е > 0) . 
zet - z  

Эта функция голаморфна в круге l z l < 1 , так как в силу 
однолистности функции w (z ) числитель дроби обращает
ся в нуль лишь вместе с анаменателем. Иа следствия 
теоремы 2 . 1  вытекает, что функция g. (z )  при любом 
е > О непрерывна в круге l z l � 1. Следовательно, ее 
можно восстановить по аначениям ее мнимой части на 
окружности l z l = 1 .  ( Для этой цели нужно применить 

формулу Шварца иа § 3 гл. VIII к функции � ge (z) . )  � 
При е -+  О имеем g. ( z ) -+ ln w ' (z )  ( l z l < 1 ) .  
Выясним, что происходит с мнимой частью функции 

g. ( z )  при е -+ О на окружности l z l  = 1 .  Имеем 
Im g. (e; 8 ) =  arg {w (e; < e+ • > - w (e; 8 ) } - arg ( e; < e+ • > - е;8 ) .  

* ) Некоторые результаты и довольно полную библиографию по 
этим вопросам можно найти в [ 10] . 

23* 
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Первое слагаемое в правой части есть не что иное, Kai( 
угол наклона хорды, соединяющей точки w (е; < в+о > ) и 
w ( е;в ) кривой С. Второе слагаемое легко вычисляется. 
Его предел при 8 -+  О равен л/2 + е .  Предел первого сла
гаемого при 8 -+ О равен углу наклона касательной 
к кривой С в точке w ( е; 8 ) ,  т. е .  h ( е ) . 

Поскольку переход к пределу при 8 -+ О является 
равномерным по е, его можно выполнить под аваком 
интеграла. Это оаначает, что функция ln w ' (z ) может 

быть найдена по функции h (е):- ; - е  с nомощью фор

мулы, восстанавливающей фующию, голаморфную в кру
ге l z l  < 1 ,  по аначениям ее мнимой части на окружности 
l z l = 1 . Это и дает нам формулу ( 2 . 1 ) .  Лемма доказана. 

Т е о р е м а  2.2.  Пусть фующия w (z ) 1>оnформпо ото
бражает 1>руе l z l  < 1 па область D, ограпичеппую елад
'l>ой цивой С, а z ( w ) - фуп1>ция, обратпая .,. w (z ) . Тогда 
фуn'�>ции arg w' (z)  и arg z' ( w ) пепрерывпы, соответст
веппо, в 1>руге l z l � 1 и в области JJ. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Иа леммы 2 следует,  что функ
ция arg w (z )  является решением задачи Дирихле в кру-

ге l z l  < 1 с граничной функцией h {е) - ; - е.по теоре

ме 3.2 гл. VII I  отсюда следует непрерывность arg w' (z) . 
Непрерывность функции arg z '  ( w)  следует и·а формулы 

1 
arg z' (w) = arg w' (z (w)) = - arg w' (z (w) )  

и иа непрерывности функции z ( w )  . Теорема докааана. О 
С помощью формулы ( 2. 1 )  довольно просто получить 

и теоремы, утверждающие непрерывность функций ln z ' ( w )  и ln w' (z ) , сделав некоторые дополнительные 
предположения относительно кривой С, ограничивающей 
область D. 

Одним иа наиболее употребительных результатов яв
ляется так нааываемая теорема Келлога : 

Пусть уравпепие цивой С и.меет вид w = cp (s ) (па
раметр s - это длина дуги кривой С) .  Если фуn1>ция <p (s) удовлетворяет условию 

l cp ' (s 1 ) - q:>' (s2 ) ' 1 < M l s 1 - s2 i a;  (О <  сх < 1 ) , 
то фуn'�>ции w (z )  и z ( w )  удовлетворяют условиям 

l ln :: �::� 1 < M1 l  Z1 - z2la (1 Z1 1  < 1 ,  1 Z2 1 < 1 ) , 
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l w ' (z , ) - w' (zz ) l < M, I z , - zz l " 

l ln :: �: ;; 1 � М 2 1 w1 - w2 !а 

l z ' ( w , ) - z ' ( wz ) 1 � Mz i w , - wz i a 

( l z 1 1 � 1 , l zz l � 1 ) ,  

(w1 Е D, w2E D), 

( w1 Е 15, Wz Е 15) . 
Доr\а;JатеJrьства теоремы I�еллога и других теорем 

того же рода имеются в уже упомннавmейся моногра
фии [ 10] . 

Темп же методами можно исследовать поведение ото
бражающей функции на границе области, если гладкой 
является не вся граница, а только интересующая нас 
дуга. Поведение отображающей функции в угловых точ
ках, остриях и т. д. исследуется с помощью неравенств 
Альфорса и Варшавского ( см. § 6 гЛ. V) . 

§ 3. Группа автоморфизмов конформного отображения 

В этом параграфе мы будем говорить о тех свойствах 
конформных отображений, которые становятся нетриви
альными только для отображений многосвязных обла
стей. Именно, мы покажем, что с каждым конформным 
отображением области D на круг К можно связать не
которую группу, элементами которой являются дробио
линейные отображения этого круга на себя. Когда об
ласть односвязна, эта группа состоит только из тождест
венного преобразования, но для многосвязной области D 
эта группа всегда нетривиальна, и ее изучение представ
ляет интерес. Алгебраическая структура этой группы 
совпадает с алгебраической струюурой фундаментальной 
группы области D ( см. § 7 гл. I ) ,  так что мы начнем 
с напоминания некоторых сведений. 

Зафиксируем в области D некоторую точку z = а и 
рассмотрим всевозможные замкнутые кривые, лежащие 
в области и проходящие через точку ( эту точку будем 
считать началом и концом rшждой кривой) .  Символом 
Г , Гz мы обозначаем кривую, полученную последователь
ным прохождением сначала кривой Г , ,  а затем кривой 
Гz. Совокупность всех кривых, гомотош1ых данной кри
вой Г, будем называть гомотопичесl'>им Т'>Лассом и обозна
чать символом [Г ] . Для гомотопических rшассов опреде
лим операцию умножения с помощью равенства 

(3. 1 )  
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Множество всех гомотопических классов образует груп
пу относительно этой операции умножения. Эта группа 
называется фупда:мепталыюй группой области D и обо
значается символом :rt 1 (D ) .  Единичным элементом фун
даментальпой группы является гомотопический класс, 
состоящий из кривых, го11ютопных нулю в области. Этот 
гомотопический класс будем обозначать символом е. О 

Введем еще одно понлтис, которым мы раньше не 
пользовались. Пусть даны две группы r;tJ и r;t}* и ото
бражение 

r;t} � r;t} * .  
Если отображение -6- взаимно однозначно и если для лю
бых двух элементов а1 Е r;tJ и а2 Е r;t}* справедливо 
равенство 

то группы r;tJ и r;t}* называются изо:морфны:ми, а отобра
жение -6- - изоморфизмом. О 

Построим некоторое отображение фундаментальпой 
группы области D в группу дробио-линейных отображе
ний круга 1 w 1 < 1 на себя . 

Пусть Ф (z ) - какая-либо функция, аналитическая в 
области D и конформно отображающая эту область на 
круг l w l < 1 . Через <p (z )  мы обозначим исходный эле
мент этой фующии, считал его заданным в той самой 
точке а, Iюторал участвует в определении фундаменталь
ной группы области D. Возьмем произвольную замкну
тую кривую Г, лежащую в области D и проходящую че
рез точку а, и продолжим исходный элемент <p (z ) по 
этой нривой. В результате продолжения получим какой
то другой злемент <p* (z )  нашей отображающей фуннцип 
Ф (z ) . Аналитическую в области D функцию, порожден
пую исходным элементом <р* ( z ) , обозначим через Ф* (z ) . 
Ясно, что функция Ф* ( z )  тоже нонформпо отображает 
область D па круг 1 w 1 < 1, тан как множе-ство значениii 
фупнции, аналитической в области D, не зависит от того, 
какой ее элемент мы возьмем в качестве исходного. Со
гласно следствию из теоремы 1 . 2  существует такое дроб
uо-липейпое отображение А ( w) круга 1 w 1 < 1 на себя, 
ЧТО 

<p* (z ) = A (<p (z ) ) .  
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ТаRим образом, Rаждой замRнутой Rривой Г, лежа
щей в области D и проходящей через точRу а, мы ста
вим в соответствие неRоторое дробио-линейное отображе
пие А ( w) Rруга 1 w 1 < 1 на ,себя. В силу теоремы о мо
подромии ( см.  теорему 1 . 2  гл. I I I ) это отображение 
А ( w) будет одним и тем же для всех Rривых из одного 
гомотопичесRого нласса. Тем самым построено отображе
ние фундаментальной группы л1 (D ) на неRоторое мно
жество дробио-линейных отображений Rруга 1 w 1 < 1 
на себя. 

Дробио-линейное отображение, отвечающее гомотопи
чесRому нлассу а, будем обозначать символом Аа (w) . 
Иногда будет удобное подчорRивать зависимость отобра
жения А ( w )  от Rривой Г .  Тогда будем использовать 
символ Аг ( w ) , считая, что 

Аг ( w ) = А [г 1 ( w ) . 

Определим теперь <шроизведение >> АВ дробио-линей
ных отображений А и В равенством 

AB ( w ) = А (B ( w ) ) . 

Относительно таной операции <<умножения » множество 
всех дробно-линейных прообразований образует группу. 
Кроме того, из способа определения отображения Аг оче
видным образом вытенает, что для любых нривых Г ,  и 
Г2 (из рассматриваемого нами нласса ) имеет место 
равенство 

Аг г = Аг Аг . 1 2 1 2 

Из равенств ( 3 . 1 )  и (3 . 2 )  сразу следует, что 

(3 .2) 

(3 . 3) 

Из равенства ( 3 .3 )  и из того, что прообразование 
Аа (w )  определено для любого гомотопичесного нласса а, 
следует, что множество всех дробио-линейных отображе
ний Аа образует груiШу относительно операции умноже
пил дробио-линейных отображений. 

Группу, состоящую из всех дробио-линейных отобра
жений вида А, а Е Л1 (D) , мы будем называть группой 
автоморфизмов nmlфopмnoгo отображепия w = Ф (z ) об
ласти D тщ пру г 1 w 1 < 1 .  Эту группу будем обозначать 
символом <;f (D, Ф ) . 
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Ясно, что 'с тем же успехом можно было бы говорить 
о группе автоморфизмов конформного отображения w = 
= Ф (z )  на любой другой круr (или полуплоскость ) К. О 

Прежде чем формулировать результаты, относящиеся 
к группе· автоморфизмов � (D, Ф) , докажем одну лемму, 
дающую удобный критерий принадлежности дробно-ли-
нейного иреобразования А к группе � (D, Ф) . О 

Обозначим через f ( w ) функцию, обратную к отобра
жающей функции w = Ф (z ) . Ввиду однолистности ото
бражающей функции функция f ( w )  голаморфна в круге 
К =  Ф (D ) и отображает этот круг на область D. 

Л е м м а 1 .  Д .ля .любого преобрааовапия А е �  (D, Ф) 
имеет место равепство f (А ( w)  ) == f ( w) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть ep (z ) - исходный элемент 
функции Ф (z ) . В достаточно малой окрестности точки 
z = а, согласно определению обратной функции, должно 
выполняться равенство f (ер ( z ) ) = z .  Производя в обеих 
ча<стях этого равенства аналитическое продолжение по 
кривой Г, получаем, что 

f (Aг (ep (z ) ) ) = z 
или, обозначив ep (z )  = w, что 

f (Aг ( w ) ) = f ( w ) . 

Тем самым утверждепие леммы доказано для точек w, 
лежащих в достаточно малой он:рестности точки w = 
= ер ( а ) . По принципу аналитичесн:ого продолжения по
лученное равенство справедливо для всех w. Лемма 
доказана. 

Т е о р е м  а 3. 1 . Группа автоморфиамов � (D, Ф) 'I>Оn
формпого отображепия области D и фупдамепта.лъпая 
группа n 1  (D ) области D иаоморфNы. 

Д о н: а з а т е л ь с т в о .  Определим отображение 
� 

зt 1 (D) -- � (D, Ф) , 

положив tt (а) = Аа . Принимая во внимание, что равенст
во ( 3 .3 ) уже дон:азапо, надо дон:азать тольн:о, что отобра
жение '{} взаимно однозначно. Иными словами, нужно до
н:азать, что дробио-линейное иреобразование Аг ( w) мо
жет быть тождественным иреобразованием лишь в слу
чае, когда кривая Г гомотопна пулю в области D. 

Если Аг - тождественное преобразование, то анали
тичесн:ое продолжение исходного элемента отображаю-



§ 3. ГРУIША АВТОМОРФИЗМОВ ОТОБРАЖЕНИЯ 361 

щей функции приводит к тому же исходному элементу. 
Это означает, что обра::юм криnой Г при отображении 
w = Ф (z ) будет пекоторая намкнутая кривая С, лежа
щая n круге [( = Ф (D) . Это можно выразить и иначе : 
кривая Г будет образом замкнутой кривой С при отобра
жении z = f ( w ) , где f ( w ) - голоморфпая функция, об
ратная к нашей отображающей функции w = Ф (z ) . 
Но кривая Г гомотопна нулю в круге [( = Ф (D ) , так 
как она замкнута, а круг - односвязная область. Следо 
вательно, и ее образ при непрерывном отображении 
z = f ( w) будет кривой, гомотопной нулю в области 
D = f (К) . Тем самым доказано требуемое утверждение , 
а вместе с ним и теорема. О 

Доказанпая теорема позволяет свести изучение алгеб
раического строения группы автоморфизмов конформпо
го отображения области D на единичный круг к изуче
нию алгебраического строения фундаментальной группы 
обла·сти D. Последнее исследуется простыми геометриче
скими средствами. Напомним результаты, полученные 
нами в § 7 гл. 1 .  

Пусть D - произвольпая п-связпая область с компо
нентами границы "{о, "{ 1 ,  • • • , "{n- l · Компоненту "{о мы на
зываем внешней, а остальные п - 1 компонент "{" - вну
тренними. С каждой внутренней компонентой "{11 мы свя� 
зываем гомотопический класс а,. = [С,.] , где С,. - граница 
односвязной области, содержащей внутри себя компонен
ту "{11 и не содержащей других компонент границы обла
сти D (направление обхода границы считаем, как всегда, 
положительным относительно ограничиваемой области ) .  

В § 7 гл. 1 было отмечено, что имеет место следую
щий результат. 

Фупда.мептальпая группа произвольпой п-свявпой об
ласти D является свободпой группой, порождеппой п - 1 
обравующи.ми а, , а2, . . . , <tn-1 • 

Это означает , что каждый ЭJ[емент а фундаменталь
ной группы можно записать в виде 

где т, - произвольпые целые числа, отличные от нуля, 
а индексы i, принимают значения 1, 2, . . . , п - 1, причем 
это представление единственно, если среди соседних ин
дексов нет равных. {Последнюю часть этого утвержде-
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ния не станем доказывать из-за громоздкости доказа
тельства . )  О 

Из теоремы 3 . 1 и сформулированного выше утверж
дения немедленно получаем 

С л с д с т в и е .  Группа ;§ (D, Ф) автоморфизмов потt,
фор:мпого отображепия произвольпой п-свяатюй области 
D па пруг является свободпой группой с п - 1 образую -
щими Аа , . . .  , Аа . 0 1 n-1 

Нас интересует не только алгебраическая структура 
групnы автоморфизмов, но и свойства дробио-линейных 
отображений, входящих в эту группу. Докажем два ре
зультата, характеризующих эти отображения довольно 
полно. 

Т е о р е м  а 3 .2. Пусть w0 - проиаволън,ая фипсиро
ваттая точпа пруга К, являющегося обраао:м области D 
при отображепии w = Ф (z ) .  Мпожество точеп {A ( wo) } ,  
где А - всевоа:можпые преобрааован,ия и а  группы авто
:морфиа.мов ;§ (D, Ф ) , может иметь предельпые точпи 
лишь па грапице пруга К. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Прообразования А e. ;§ (D, Ф)  
отображают круг К на  себя, и потому в с е  точки А ( wo )  
лежат в круге К. Ра.ссмотрим функцию f ( w ) , обратную 
к нашей отображающей функции w = Ф (z ) . Она гола
морфна в круге К и во  всех точках А ( w0) принимает оди
наковые значения. Если бы эти точки имели предельную 
точку в круге К, то по теореме единственности функция 
f ( w )  была бы тождественной постоянной, что невозмож-
но. Теорема доказана. О 

Прежде чем формулировать следующий результат, 
проведем некоторые рассмотрения, относящиеся к дроб
ио-линейным преобразованиям. 

Н еподвижпой точпой данного дробио-линейного про
образования А ( w) будем называть точку w*, для кото
рой A ( w* ) = w*. 

a w·
+ Ь 

Пусть А (w) = c w + d "  Тогда уравнение А ( w* ) = w*, 
определяющее неподвилшые точки преобразовапия А ( w ) , 
можно записать в виде 

c ( w* ) 2 + (d - a) w* - Ь = О. 

Для любого иреобразования А ( w )  зто уравнение имеет 
два решения ( если с = О, добавляем бесконечное реше
ние) . Напишем легко провернемые формулы, дающие об-
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щий вид дробио-линейного преобразовапия с заданными 
неподвижными точками. 

Если неподвижные точки Лt и Л2 дробио-линейного 
иреобразования А ( w) конечны и различны, то для ире
образования справедлива формула 

А (w) - Л1 w - Л1 
А (w) - Л2 = q w - Л2 ' 

(3 .4.) 

где q - произвольпая постоянная. Если Л2 = оо, то эта 
формула принимает вид 

A ( w) - Лt = q ( w - Лt ) .  (3 .5 ) 
Если обе неподвижные точки преобразования А ( w )' 

равны одному и тому же конечному числу Л, то для 
иреобразования справедлива формула 

1 1 
A (w) - i\. = w - Л + Q , (3 . 6) 

где Q - произвольпая постоянная.  Если Л =  оо, эта фор
мула принимает вид 

A ( w) = w + Q. ( 3 . 7 )  
Под символом А т будем понимать дробио-линейное 

прсобразование, определяемое равенствами 

A0 ( w )  = w,  А т+ !  ( w ) = А (Am ( w ) ) . 

Если иреобразование А ( w) определяется формулами: 
( 3 .4) , (3 .5 ) , ( 3 . 6 )  или ( 3 . 7 ) , то соответствующее иреоб
разование А т определяется формулами 

Ат (w) - Л w - Л  
Ат (w) - л: = qm 

w - Л� ; (3 .4*) 

Am ( w ) - Лt = qm ( w - Лt ) ; { 3 .5* )� 
1 1 

Ат (w) - Л = w - i\. + mQ; 

Am ( w ) = w + mQ. 

(3 .6*) 
(3 . 7* ) 

Следующую теорему сформулируем уже не для ото
бражения области D на произвольвый круг, а лишь для 
отображения на верхнюю полуплоскость. 

Т е о р е м  а 3.3 . Пусть � (D, Ф ) - группа автоморфиз
мов попформного отображения области D па полуплос
пость Re w > О. Если дробпо-.л,ипейпое преобрааовапи� 
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А s 3 (D, Ф) определяется формулой (3 .4) , то величи!f-Ы 
Л 1 и Л2 действителъпы, а величипа q положителъпа. Если 
преобрааовапие А определяется формулой (3.5 ) , то Лt 
действителъпое, а q - положительпае число. В случае 
формул (3 .6) и (3 . 7 )  величипы Л и Q - действителъ
пые числа. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о . Проведем доказательство тол,ь
ко для случая, когда пр е образование А ( w )  представляет
ся формулой ( 3.4) . Остальные случаи исследуются тем: 
же способом, но проще. 

Итак, пусть А ( w ) - дробио-линейное иреобразование 
из группы автоморфизмов r:§ (D, Ф) , определяемое фор
мулой ( 3.4) . Возьмем произвольную точку wo из полу
плоскости Re w > о, отличную ОТ точек Лt и л2, и рас
смотрим последовательность. 

{ wm}, Wm = Am ( wo) ,  т = О, ± 1, ±2, . . .  

Преобразования группы автоморфизмов Rонформного ото
бражения области D на полуплоскость являются отобра
жениями этой полуплоскости па себя. Поэтому все точки 
Wm = Am ( wo )  должны лежать в полуплоскости Re w > О, 
а предельные точки последовательности {wm} по теоре
ме 3.2 должны лежать на действительной оси. Согласно 
формуле ( 3 .4* ) 

(3 .8) 

Отсюда видно, что при 1 q 1 =1= 1 предельными точками 
последовательности {wm} являются точки Лt и Л2. Таким: 
образом:, мы доказали действительность значений Л1 и Л2 
при дополнительном предположении, что 1 q 1 =1= 1 .  

Покажем, что из  действительности значений Лt и л2 
сразу вытекает положительность величины q. Допустим, 
что Лt < Л2, и возьм:ем: значение f..t , удовлетворяющее ус
ловию Лt < f..t < Л2. Преобразование А ( w )  конформно ото
бражает верхнюю полуплоскость на себя, и потому долж
ны выполняться неравенства 

Но Лt и Л2 - неподвижные точки преобра,зования А ( w) , 
так что последние неравенства означают, что 
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Поэтому, полагая в формуле (3.4) w = J..t, получаем - A (J.t) - Лl • J.t-Лi 0 q - A (J.t) - Л2 J.t -'Aз> . 

Теперь остается только исследовать возможность 
l q l  = 1. Положим q = exp (2:rcia ) . Если а - иррациональ
ное число, то из формулы ( 3 .8)  видно, что точки Wm бу
дут всюду плотны па окружности l w - Л1 1 = l w0 - Л1 , , 

w - 'А2 10о - 'А2 
что по теореме 3 .2  невозможно. Следовательно, q = 

= exp(2:rci+ ) , где r и s - целые числа. Тогда из фор
мулы (3.4* ) получаем, что  

A" (w ) e=� w.  

По теореме 3. 1 такое равенство возможно лишь в слу
чае, I<агда кривая Г, которой отвечает иреобразование 
А ( w ) = Аг ( w ) , обладает тем свойством, что кривая г• 
(кривая Г,  проходимая s раз в положительном направ
лении ) гомотоппа пулю в области D. Геометрически оче
видно, что это возможно лишь в случае, когда сама кри
вая Г гомотоппа пулю в области D. В этом случае мы 
имеем А ( w) = w, что отвечает значению q = 1 .  

Тем самым утверждение полностью доказано. О 
Мы сформулировали теорему 3.3 для случая, когда 

функция Ф (z )  отображает область D не па произволъ
пый круг, а па полуплоскость Re w > О  только потому, 
что в этом случае условия па величипы Л.t ,  Л.2 и q осо
бенно просты. Для формулировки утверждения этой тео
ремы в общем случае удобнее всего использовать инте
ресную геометрическую интерпретацию. 

Любой круг в комплексной плоскости можно рас
сматривать как плосN.ость ЛобачевсN-ого, если ввести в 
этом круге подходящую метрику, называемую пеевN-.д,uдо
вой или гиперболичесN-ой метриN-ой. Неевклидова метри
ка задается обычно формулой для дифференциала ds пе
евклидовой длины дуги. В круге 1 w 1 < 1 эта формула 
имеет вид 

d l 4w 1 в - , 4 - 1 •.11 
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а в полуплоскости Re w > О - вид 

ds = �. l m w 

С помощью не очень сложных вьшладок (не будем про
водить их здесь, так как в § 1 гл. Х этот вопрос будет 
обсуждаться подробнее ) можно показать, что неевклидо
ва метрика в данном круге инвариантна относительно 
дробио-линейных отображений этого круга на себя. Это 
означает, что такие дробио-линейные иреобразования ос
тавляют неизменными неевклидовы размеры фигур. По
этому такие иреобразования естественно назвать преоб
рааоваuия.ми движеuия неевклидовой плоскости. Преоб
разования движения, не имеющие неподвижных точек, 
естественно назвать преобрааоваuиями паралледьuого пе
реuоса. В этих терминах общая формулировка теоре
мы 3.3 выглядит так: 

Любое дробuо-диuейuое отображеuие ив группы авто
морфизмов r;,он,формuого отображеuия об.л,асти D па хруг 
К представдяет собой параддедьuьzй переuос в хруге К, 
рассматриваемом пах пдосхость Лобачевсхого. О 

Поговорим теперь о зависимости группы � (D, Ф) от 
функции Ф (z )  (при фиксированной области D) . 

Будем говорить, что группы � и �*, состоящие из 
дробио-линейных преобразований, подобuьz, если межю· 
этими группами имеется автоморфизм -6-, имеющий вид 

-6- (А ) = ТАТ-1 , 
где Т - некоторое фиксированное дробио-линейное ире
образование. 

Л е м м а  2 .  Есди хаждая иа футыщий Ф (z )  и Ч' (z )  
-,;,оuформuо отображает об.л,асть D па uе-,;,оторый пруг, то 
группы автоморфизмов � (D, Ф) и � (D, Ч') подобuы. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о . Без ограничения общности мож
но считать, что исходные элементы <p (z) и 'ljJ (z) функций 
Ф (z)  и Ч'1 (z) заданы в одной и той же точке а области D. 
Пусть функция Ф (z)  отображает область D на круг К, 
а функция Ч' (z)- на круг К' . Обозначим через T ( w) 
дробио-линейное отображение круга К' на круг К, удов
летворяющее условиям 

Т (''Ф (а) ) = ·<р (а ) , arg Т' ( 'ljJ (а) ) = arg <р' (а) - arg \j)' (а ) . 
Тогда функции Ф {z )  и Ф(z) , порожденные исходными 
элементами <p (z) и cP(z) = T ('Ф (z) ) соответственно, :кон-
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формно отображают область D на Rруг К, причем 

q; (а )  = ер (а)  , arg �' (а )  = arg q/ (а )  . 

По теореме 1 . 2  фунRции Ф (z )  и Ф ( z )  тождественпо сов
падают. Это означает, что продолжение элементов ер { z } и 
T ('!J ( z ) ) по Rривой Г приводит R одинаRовому результату, 
RaRoвa бы ни была r<ривал Г .  Обозначим через Аг преоб
разование из группы автоморфизмов � (D, Ф) , отвечаю
щее Rривой Г, а через Вг - аналогичное преобразование 
из группы автоморфизмов � (D, Ч' ) .  Тогда из сRазанного 
выше следует, что 

Аг {ер { z ) ) = Т  (В г { Ч' { z) } ) .  
Но 'IJ ( z )  = т- 1 ( cp ( z) ) .  Следовательно, 

Аг (ер ( z ) ) =  Т (Вг (Т- 1 (ер ( z) ) ) ) , или А г = ТВгТ- 1 • 
Тем самым лемма доRазана. D 

Знание групп автоморфизмов позволлет решить задачу 
возможности взаимно однозначного Rонформного отобра
женил двух многосвязных областей друг на друга.  

Т е о р е м  а 3.4.  Для того чтобы области D и D '  мож-
1Ю было вааи:мnо oдnoanaчno и Хоnформnо отобразить друг 
па друга, пеобходимо и достаточпо, чтобы группы авто
морфизмов  � (D, Ф) и � (D, Ч' )  были подобпы ( здесь 
ф ( Z ) И 'lf ( Z ) - RаRие-либо Rонформные отображенил об
ластеЙ D и D' соответственно на Rруг ) . 

Д о R а з  а т е л ь  с т в о. Сначала доRажем необходи
мость. Пусть существует взаимно однозначное и Rонформ
ное отображение z = g (� ) области D на область D' .  Если 
w = чr ( z ) - Rонформное отображение области D' на 
Rруг К, то фунRцил Ф (� ) =  'l' {g ( � ) )  Rонформно отобра
жает область D на Rруг К. ЛегRо проверить, что группы 
� (D, Ф) и � (D', Ч' )  не тольRо подобны, но и просто сов
падают . 

Теперь доRажем достаточность. Без ограничения 
общности мы можем считать, что фупRции w = Ф ( � ) и 
w = чr ( z ) Rонформно отображают области D и D '  соот
ветственно на один и тот же Rруг К и что группы 
� (D, Ф) и � (D' ,  Ч' )  совпадают. Обозначим через f ( w) 
фунRцию, обратную R отображающей фунRции Ф (z ) . Эта 
фунRцил голаморфна в Rруге К и обладает тем свойством, 
что f (А ( w ) ) = f ( w ) для любого преобразованил А ( w ) из 
группы rg (D, Ф) (а значит, и из � (D', ЧГ ) ) .  Поэтому 
голаморфна и фунRцил g ( 'l' ( z) ) в области D'.  ЛегRо убе-
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дитьсл, что эта функция взаiJмпо однозначно и конформ
но отображает область D' на область D. О 

В связи с доказанными теоремами, естественно, воз
никает вопрос, дают ли теоремы 3. 1-3.3 полную харак
теристику группы автоморфизмов конформного отображе
ния п-связной области. Иными словами, можно ли произ
вольно задать n - 1 дробио-линейных отображений кру
га К на себл (удовлетворяющих требованиям, возникаю
щим из теорем 3 .2  и 3.3 ) , чтобы группа, порожденнал 
этими отображениями, была группой автоморфизмов не
которой п-связной области? Оказывается, что �то в основ
ном так, но решение задачи слишком сложно, чтобы стои
ло заниматься им здесь. 

Однако все же отметим одно следствие из сделанного 
замечания и из теоремы 3.4. Число параметров, опреде
ляющих типы комформно неэквивалентных п-связных 
областей, по теореме 3.4 равно числу параметров, опреде
ляющих различные не подобные между собой группы 
автоморфизмов. Если допустить, что группу автоморфиз
мов п-связной области можно получить, произвольно за
дав n - 1 образующих (удовлетворяющих условиям тео
ремы 3 .2 ) , то такая группа определяется 3 (n - 1 ) пара
метрами (действительными) .  При n > 2 условие неподоб
ности групп уменьшает число параметров еще на три, 
а при n = 2 - на два. Поэтому при n > 2 число парамет
ров, определяющих типы конформно не:жвивалентных 
п-связных областей, равно 3n - 6, а при n = 2 это число 
равно 1. В следующем параграфе мы докажем, что число 
параметров, определяющих типы конформно неэквива
лентных п-связных областей, именно такое. Это даст нам 
некоторое подтверждение (хотя и очень косвенное) воз
можности более или менее произвольноrо выбора образу
ющих группы автоморфизмов . 

В заключение предложим еще одну геометрическую 
картину, относящуюся к группе автоморфизмов конформ
ного отображения области D на круг К. 

Проведем в области D попарно непересекающиеся раз
резы, соединяющие внешнюю компоненту "(о границы об
ласти D с каждой из ее внутренних компонент 'Ув· Одно
связную область, получающуюся из области D после про
ведения разрезов, мы обозначим через D'.  

Пусть теперь Ф (z) - функция, конформно отображаю
щая область D на круг К. В односвязной области D функ-
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ция Ф ( z) распадается на голоморфвые ветви Фо ( z) , 
Ф1 (z ) ,  Ф2 (z ) , . . .  (ветвь Фо (z )  будем: считать отвечающей 
продолжению на область D' исходного элемента функ
ции Ф ( z) ) . Ясно, что каждой ветви Фm ( z) отвечает неко
торое дробио-линейное иреобразование Ат круrа К на 
себя из группы автоморфизмов � ( D, Ф) , для которого 
справедлива формула 

Фm (z )  = Ат (Фо (z) ) .  

Более тоrо, ясно, что эта формула устанавливает взаим:по 
однозначное соответствие между голоморфными ветвями 
Фm (z) и элементами группы автоморфизмов. О 

Обозначим через Gm образ области D' при отображе
нии w = Фm (z ) и назовем область Go фупдамепта.льпой 
об.ластью группы автоморфизмов � (D, Ф) . Фундаменталь
ная область определяется с довольно болыпой степенью 
произвола (выбор разрезов, иревращающих область D в 
односвязную область D' ) .  

Отметим следующие важные свойства фундаменталь
ной области: 

1. Каждая область Gm является образом фундамен
тальной области Go при отображении одним и только од
ним иреобразованием Ат из группы автоморфизмов 
� (D, Ф) . 

2 .  Области Gm при различных значениях т не имеют 
общих точек. 

3 .  Каждая точка круга К лежит внутри одной из об
ластей или на границе одной из этих областей. 

Иными словами, области {Gm} образуют «паркетное» 
замощение круга К (плотное и без перекрытий) . Задание 
такого паркетноrо замощения - это геометрический спо
соб задания группы автоморфизмов. 

§ 4. Задача Дирихл� и отображение 
на канонические области 

Конформное отображение многосвязной области ана
литическими функциями можно применить для решения 
задачи Дирихле для многосвязных областей. Будем: го
ворить только о решении задачи Дирихле для т-связной 
области, ограниченной кусочно гладкими кривыми Со, 
С 1 ,  . . .  , Cm- l ·  Кривую Со будем считать внешней границей, 
кривые С1 , С2, . . .  , Ст- t - границами дырок. 
24 М. А. Евграфов 
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Постаповв:а задачи Дирихле та же, что и в случае 
односвязной области ( §  3 гл. VII I ) . Именно: 

На граничных в:ривых области D задано т фунв:ций 
/о ( � ) ,  . . .  , fm- 1 ( � ) , непрерывных на этих в:ривых, за ИСI{
лючением замв:нутоrо счетного множества точев: разрыва 
(и ограниченные ) .  Требуется найти фуншз;ию и ( z) , гар
моничесв:ую и ограниченную в области D, в:оторая стре
мится в: фунв:ции fh ( � )  при z -+ � (� Е Ch) в любой точв:е 
непрерывности фунв:ции /.. ( � ) . 

Единственность решения задачи Дирихле была дов:а
зана в § 3 гл. VI I I  для любой области, по ее разреши
мость была установлена тольв:о для односвязной об
ласти D. 

Для в:ратв:ости совов:упность фупв:ций /о ( � ) ,  . . . , fm- 1 ( � ) 
будем обозначать через f (� ) , считая, что фунв:ция j ( � )  
определена на множестве, состоящем и з  всех граничных 
l{рИВЫХ. D 

Введем обозначения. 
Пусть w (z) - в:ав:ая-либо фупв:ция, в:онформно отобра

жающая область D на в:руг l w l < 1 ,  а z (w ) - фунв:ция, 
обратная в: w ( z) . Через Go обознач_им фундаментальную 
область группы y (D,  w) , а через D ' - область D с разре
зами. Область D '  является образом области G0 при ото
бражении z = z ( w ) . Группу y (D, w )  будем считать состоя
щей из иреобразований Ао, А 1 , А2, . . . (Au - тождествен
ное иреобразование ) , занумерованных в Itав:ом-либо по
рядв:е. Через Gv обозначим образ области G0 при отобра
:шении в:руга 1 w l < 1 с помощью дробно-юшейного ире
образования Avw. Через av обозначим совов:упность дуг 
ов:ружности 1 w 1 = 1, входящих в границу области Gv. О 

Т е о р е м а  4. 1 .  Фуп-кция и ( z) ,  решающая задачу Ди
рихле в области D с грапичпой фующией j ( � ) , :может 
быть представ.лепа в виде и (z) = v ( w (z) ) , где 

( irn ) "' 1 - Р2 r f (z (eie)) ае 
v ре "' = ..:. --

v=o 2:rt cr 1 + p2 - 2p cos (<p - 8) 
'\1 

(р < 1) . (4. 1) 

Д о в: а з  а т е л ь  с т в о. Прежде всего убедимся, что 
интегралы, входящие в опреДеление фунв:ции v ( w) , име
ют смысл и что ряд сходится. Фунв:ция z ( w)  в:онформно 
отображает область Go па область D', а тав: в:ав: по лем
ме 1 § 3 z ( Avw) = z ( w) , то она в:опформно отображает на 
область D ' и любую область Gv .  При этом дуги av пере-
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ходят в те части границы области D', которые входят в 
границу области D, т .  е. в граничные кривые. По теореме 
о соответствии границ ( см.  следствие теоремы 2. 1 )  функ
ция z ( w) непрерывна на дугах а.., и значения z ( e;8 ) ле
жат па граничных кривых области D. Поо1·ому функция 
f ( z ( е;в ) ) при е;в  Е а.., определена и непрерывна, за исклю
чением замкнутого счетного множества точек разрыва. 
Тем самым все интегралы имеют смысл. 

Поскольку дуги а.., не имеют общих точек (см. свой
ство 1 § 3 ) , то  петрудно показать, что ряд равномерно 
сходится внутри круга l w l � r < 1. Каждое слагаемое 
является функцией, гармонической в круге 1 w l  < 1. По
этому функция v ( w) гармонична в круге 1 w 1 < 1 как 
сумма равномерно сходящегося ряда гармонических функ
ций. :Кроме того, для функции v ( w )  вьmолняются не
равенства 

m � v ( w) � M  ( l w l < 1 ) ,  
где m = inf / ( � ) , M = sup f ( � ) . 

Теперь покажем, что функция и (z ) = v ( w (z ) )  опреде
лена в области D. Для этой цели нам нужно убедиться,  что 
значение функции v ( w ( z) ) в какой-либо точке zo не за
висит от выбора элемента функции w (z )  в этой точке . 
Так l{aK все элементы фунl{ции w (z )  получаются из ка
кого-либо одного иреобразованиями группы "( (D, w) , то  
нужно показать, что v (Anw) = v ( w )  для всех An Е 
E"( (D, w) . 

Для этого заметим, что функция v ( w )  равна сум
ме ряда 00 

v (w) = � Vv ( zv) , 
V=O 

где функция v.., ( w)  является решением задачи Дирихле 
в круге 1 w 1 < 1 с граничными данными, равными f ( z ( е;в ) ) 
при е;в Е а.., и нулю в остальных точках окружности 
1 w l  = 1. Любое иреобразование Anw переводит круг 
1 w 1 < 1 в себя, а множества cr.., лишь перетасовывает меж
ду собой. Поэтому функция v (Anw)  является суммой то-
го же ряда � Vv (w) , по порядок членов этого ряда из
менен. В силу абсолютной сходимости сумма ряда не ме
няется. Следовательно, v (Anw) == v ( w ) , ·rак что функция 
u (z ) = v ( w ( z) )  определена в области D. 

Ясно, что функция u (z)  ограничена n области D. Из 
гармоничности функции v ( w)  в круге 1 w 1 < 1 с помощью 
24* 
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теоремы 1 . 1  гл. VIII легко получаем гармоничность функ
ции и (z)  в области D. Остается показать, что и ( z) - / (� ) 
при z - � в любой точке непрерывности функции ! (� ) .  
Поскольку и (z ) = v ( w (z) ) и значения v ( ш (z ) ) не зави
сят от выбора ветви функции w ( z ) , то можно взять вме
сто w ( z ) ее ветвь wo ( z) , конформно отображающую об
ласть D' на область Go. Функции wo (z )  и z ( w)  непрерыв
ны вплоть до границы областей D '  и Go соответственно, 
по теореме о соответствии границ. Поэтому при z - � ' 
( � ' - точка одной из граничных кривых) имеем 

w0 (z) -+ еiв' ,  z (w) -+ �, (w -+ ei6') . 

Согласно свойствам интеграла Пуассона ( см. теорему 3.2 
гл. VI I I )  имеем 

v (w) -+ f (z (ei6 ')) = f (�') (w -+ ei6 ') 

( если е '  является точкой непрерывности фун:кцли 
f ( z ( е;в ) )  ) . Теорема до:казана. О 

В предыдущем параграфе были найдены необходимые 
и достаточные условия для того, чтобы области D и Dt  
можно было взаимно однозначно и :конформно отобразить 
друг на друга. Одна:ко вопрос о том, на ка:кие сравни
тельно простые области можно отобразить произвольную 
т-связную область, мы не решали. Этот вопрос довольно 
лег:ко решается с помощью сведения :к задаче Дирихле. О 

Сначала рассмотрим случай двухсвязной области. 
Т е о р е м  а 4.2 .  Любую двухсвяаную область ( огра

ниченную кусочно гладкими :кривыми) можно вааимпо 
одпоапачпо и копформпо отобравить па кольцо r < l w l < 
< 1 .  Отображающая функция определяется едипствеппым 
обрааом с точпостью до мпожителя, равпого по :модулю 
едипице .  ( Число r не аадается, а определяется по 
области. ) 

Д о :к а з а т е л ь с т в о .  Начнем с до:казательства един
ственности отображения. Пусть фун:кция w = w (z)  взаим
но однозначно и конформно отображает область D, огра
ниченную кусочно гладкими кривыми С0 (внешняя гра
ница) и Ct (граница дыр:ки) , на кольцо r < l w l < 1 .  При 
этом, естественно, :кривая Со переходит в окружность 
l w l = 1, а :кривая Ct - в о:кружность l w l  = r. 

Поскольку функция w(z) не обращаетс.11 в нуль в об
ласти D, фувкци.11 U:(z) - ln l wiz) 1 rарнонич:в� в оби� .. 
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сти D и непрерывна вплоть до ее границы. .Ясно, что 

u (z)  = О  (z е Со) ,  u (z)  = ln r {z Е Ct ) .  (4.2) 
Эти условия полностью определяют функцию u (z)' . Ана
литическая в области D функция ln w (z)  определяется 
по функции и ( z) с точностью до произвольнаго чисто 
мнимого слагаемого i8 . Следовательно, функция w (z) 
определяется по функции u (z)  с точностью до постоян
ного множителя, равного по модулю единице. 

Остается показать, что число r тоже определяется 
единственным образом. Обозначим через � (z) аналити
ческую в области D функцию, имеющую своей действи
тельной частью гармоническую меру ro (z; С1,  D) , т .  е. ре
шение задачи Дирихле в области D с граничными данны
ми, равными нулю на Со и единице на С1 • Очевидно, 
имеем 

ln w (z) = � (z) ln r, w {z) = et<•J l n r, (4.3 )  
Согласно теореме 1 . 1  гл .  VII I  функция � ,  (z)  голаморфна 
в области D и интеграл от �, (z) по любому замкнутому 
контуру, лежащему в D, равен чисто мнимому числу (или 
нулю) . Поэтому при аналитическом продолжении � (z )  
вдоль замкнутого пути, обходящего дырку С, в положи
тельном направлении один раз, к исходному значению 
� (z )  добавляется чисто мнимое слагаемое 2:n:iroo (инте
грал от � '  ( z) по упомянутому пути) . Из формулы ( 4.3) 
видим, что при аналитическом продолжении функции 
w ( z) вдоль любого замкнутого пути, один раз обходяще
го дырку в положительном направлении, исходное зна
чение функции w (z)  умножается на e2niФo inr. Голоморф
пасть функции w ( z ) означает, что roo ln r = n. Функция 
w ( z) должна быть не только голоморфна, но и однолист
на в области D, т. е. не должна принимать одинаковых 
значений. Отсюда без особого труда можно вывести, что 
произведение roo ln r должно быть равно ±1 .  Поскольку 
r < 1 ,  то знак тоже определяется, и- тем самым число r 
определяется единственным образом. 

Единственность отображения доказана. Для доказа
тельства существования отображения нам остается пока
зать, что функция 
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совершает искомое отображение области D на кольцо 

r < 1 w 1 < 1 , ln r = __!__ , 
roo 

С этой целью выясним, что происходит с точкой 
Wd ( z ) , тогда точка z обходит кривую С,., на которой 
ro ( z, С1 , D) = Л , О <  Л <  1 .  Заметим, что C'J.. - вростая 
кривая, лежащая в области D ( отсутствие самопересече
ний следует из принципа максимума и минимума для 
гармонических функций) .  _ При Л -+ О эта кривая стремит
ся к Со, а при Л -+  1 - к С1 . В каждой точке кривой C'J.. 
функция � ( z ) голоморфна, так что уравнения Rоши 
Римана, написанные в системе координат, rде за направ
ление оси х взято направление нормали n к кривой c'J.. , 
а за  направление оси у - направление касательной к Сл, 
дают 

д д да Iш �(z) =  дп Re � (z) (Re � (z) = ro (z; Cl' D)) . 

Если взять за n то направление нормали, которое отве-д 
чает возрастанию Л, то дп Re � (z) > О . Следовательно, при 

движении по кривой C'J.. в таком направлении, чтобы об
ласть больших значений "л оставалась справа, величина 
Im � (z ) возрастает. При полном обходе величина Im � ( z ) 
обязана увеличиться на 2лiroo.  СледоватеJiьно, при поJI
ном обходе кривой С 'J.. точкой z точка zvo ( z ) совершит 

"' 
один полный обход окружности 1 w 1 = eroo • Это и означа-
ет , что функция Wo ( z ) взаимно однозначно и конформно 
отображает область D, описываемую кривыми С", О <  Л <  

1 
< 1 ,  на кольцо eroo < / w 1 < 1 , описываемое окружностями 

"' 
1 w 1 = eroo , О < Л < 1 .  Теорема доказана. О 

В случае т > 2 уже нет столь простых канонических 
облцтей, как кольцо, и рассматриваются канонические 
области многих типов . Докажем теорему об отображении 
конечносвязной области на один из типов канонических 
областей - на плоскость с конечными вертикальными 
разрезами. При этом не будем останавливаться на тонко
стях, связанных с возможностью недостаточно гладкой 
границы области. 

Начнем с обозначений. 
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Пусть т-связная область D ограничен а кривыми Со 
( внешняя граница) и Ct , С2, . • .  , Ст- 1 (дырки ) . Обозна
чим через � �  ( z ) , �2 ( z ) , . . . , �m- 1 ( z )  аналИl'Ические в об
ласти D функции, имеющие своей действительной частью 
гармоничес..кую меру ro (z; C�t, D ) . Через 2л iro�t• ( 1 � k � 
� т - 1 ,  1 � s � т - 1 )  обозначим ин·rеi'рал от функции 
�� (z) по простой замкнутой кривой, окружающей дыр
ку С. и не окружающей других дырок (по теореме 1 . 1  
функция �� ( z )  голоморфна в области D и интеграл от 
нее по любому замкнутому контуру - чИсто мнимое 
число ) .  О 

Сначала ДОI{ажем одну существенную лемму. 
Л е м м а 1 .  Матрица Q = l l roks l l певырождепа. 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Допустим противное. Тогда 

можно подобрать такие действительные постоянные 
Лt , Л2, . • .  , Ат- 1 , не все равные нулю, чтобы функция 

1� ( z )  = А! � ! ( z )  + . . . + Am- l �m- 1 ( z )  

была голоморфна в области D. Действительно, для зтого 
нужно, чтобы изменение функции � ( z) при обходе каж
дой дырки С. было равно нулю. Это дает нам систему ли
нейных уравнений с матрицей Q. Так как согласно до
пущению Q - вырожденпая матрица, то эта система име
ет нетривиальные решения. 

Выясним, какие значения может принимать функция 
� ( z )  в области D. Значения функции � ( z) на кривой Со 
имеют действительную часть, равную нулю, а на кривых 
С. имеем Re � ( z )  = л •. Иными словами, образом границы 
Qбласти D я�tляется множество, расположенное на прямых 
Re � = О, Re � = л. (s = 1 ,  2, . . .  , т - 1 ) .  Если значе
ние w не лежит ни на одной из этих прямых, то согласно 
принципу аргумента ( см. теорема 6 . 1  гл . IV) число ре
шений уравнения � ( z )  - w в области D равно изменению 
arg [ .� ( z)  - w] при обходе точкой z всей границы обла
сти D. Но 

var {arg [� (z) - w] } = O (S = O,  1 ,  . . . , т - 1) ,  
с, 

так как при движении точки z по нривой С. точка � (z )  
движетс� по  прямой Re � = const и не может обойти точ
ку w. Следовательно, изменение arg [� ( z) - w] по всей 
границе области равно нулю, т. е. функция � ( z )  не при
нимает значения w в области D. Поскольку w - любая 
�.'очка, не лежащая на прямых Re � = О, Re � = Л. ( s = 
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= 1 ,  . . . , т - 1 ) ,  то это о3начает , что функция t (z) при� 
нимает в области D только те 3наченил, которые лежат 
на этих прямых. Но по теореме 1 . 1  гл. V множество 3На
чений, принимаемых в области голоморфной функцией, 
отличной от постолнпой, лвллетсл областью. Следова
тельно, t (z ) = const. Это нево3можно, так как 

Re t (z ) = О (z Е Со) , Re t (z) = Л. ( z Е С. ) , 

а хотл бы одна И3 постоянных Л. отлична от нулл. Полу
ченное противоречие дока3ьmает лемму. 

Т е о р е м  а 4.3. Любую копечпосвязтtую область D 
можпо взаимпо одпозпачпо и копформпо отобразить па 
плоскость w с копечltыми вертикальпы.ми разрезами. 
Отображающая фупкция w (z)  определяется едипствеп
пы.м образом, если задать точку а Е D, переходящую в 
точку w = оо, действительпое число А и число с =  
= lim [w (z) - �]. 
"'- z->a z - a  

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим через и (z) реше
ние задачи Дирихле в области D с граничными данными, 

А равными Re � _ а , а через wo ( z ) - аналитическую в об� 
ласти D функцию, имеющую и ( z ) своей действительной 
частью . 

Подберем действительные постоянные Л1 , Л2, • . . , Лm- 1 
таким образом, чтобы функция 

-wo (z) + Л 1t 1  (z ) + . . . + Лm- ltm- 1 ( z) 
была голоморфна в области D. В силу леммы 1 это мож
но сделать, так как матрица Q = l i ffiks l l  невырождена. 

Покажем, что функция 
А w (z) = -- + cl - Wo (z) + лl�l (z) + . . . + Лm-l�m-1 (z) z - a  

А (постоянная с 1  выбрана так, чтобы w (z) - -- � О  при z - a  
z -+ а ) совершает ис1юмое отображение. 

Согласно построению имеем 
Re w (z) = ft• (z e С, ) ,  

·J.Lo = Re с 1 , J.L• = Re с 1  + Л. (s = 1 , . . . , т - 1 ) , 

а И3 предположений о пекоторой гладкости границы D 
легко получить, что мнимал часть w (z) непрерывна на 
границе D. Внутри области D функция w (z) имее'l'_ один 



§ 5. ПЛОСRОСТЬ С ВЫRОЛОТЫМИ ТОЧRАМИ 377 
nростой nолюс. RaR и в лемме 1 ,  убеждаемся, что для 
всех значений w, не лежащих на прямых 

Re w = J.1• ( s = О, 1 ,  . . .  , т - 1 )  , 

изменение arg [ w ( z) - w] по всей границе D равно нулю. 
По принцилу аргумента это означает, что число нулей 
функции w (z) - w в области D равно числу ее полюсов, 
т. е .  единице. Значения w, лежащие на указанных пря
мых, тоже принимаютел функцией w (z) не более одного 
раза, так как по теореме 1 . 1  гл. V множество значений, 
принимаемых в области голоморфной функцией больше 
одного раза,- открытое множество.  Следовательно, w (z) 
взаимно однозначно и конформно отображает область D 
на всю плоскость w, из которой выброшены куски ука
занных вертикальных прямых. 

Остается доказать единственность этой отображающей 
функции. 

Если w1 ( z) и w2 (z) - две отображающие фунRЦии, то 
их разность голоморфна в области D и равна нулю при 
z = а. Применив к этой разности те же рассуждения, что 
и к функции � ( z )  в доказательстве леммы 1, без труда 
получим w1 (z) - w2 (z) == О. 

Теорема доказана * ) . О 
Несложные подсчеты показывают, что для выделения 

типа канонической области нужно при т > 2 задать 
3m - 6 действительных постоянных - то самое число, 
Iюторое указывалось в § 3 в качестве оценки сверху. 

Интересно заметить, что матрица Q тоже не меняется 
при взаимно однозначных конформных отображениях, но 
она содержит (т - 1 ) 2 действительных параметров. Та
IШМ образом, при т > 2 количество  параметров у матри
цы Q больше, чем 3m - 6. Это значит, что при т > 3 
между элементами матрицы Q должны быть RаRие-то со
отношения. 

§ 5, Отображение ПЛОСRОСТИ С ВЪIRОЛОТЫМИ ТОЧR8МИ 

Настоящий параграф посвятим построению функции, 
Iюпформпо отображающей плоскость с тремя выколоты
ми точками па круг l w l < 1 .  Эта функция нужна для до-

*) Мы не стали остапавливаться па вопросе о том, какая 
именно гладкость границы области необходима для справедливости 
теоремы. Теорема верна без каких бы то ни было предположений о rранице (см. [10] ) .  
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Rазатсльства теоремы 1 . 1  *, где мы опирались на ее су
ществование, но она интересна и во многих других отно
шениях. 

Удобнее строить фунRцию, Rонформно отображающую 
ПЛОСIЮСТЬ С тремя ВЫRОЛОТЫМИ ТОЧRаМИ ( СRаЖеМ, Z = 0, 
z = 1 и z = оо ) не на Rруг l w l < 1 , а на полуплосRость 
Im � > О. 

Обозначим через G полуполосу 1 Re � 1 < 1 ,  Im � > О, 
из Rоторой удалены два полукруга, лежащих на отрезRах 
( - 1 ,  О) и ( 0, 1 )  RaR на диаметрах. 

Через k{�)обозначим фунRцию, Rонформно отображаю
щую область G на плоскость z с разрезом по положитель
ной части действительной оси так, чтобы точRи � = О, 1 ,  
оо переходили в точRи z = О, 1 ,  оо н а  верхнем Rpae раз
реза соответственно. Существование этой отображающей 
фунRции следует из теоремы 1 . 1 .  Более того, эту фунн:
цию можно построить с помощью интеграла Rристоффе
лл - Шварца ( см. § 5 гл. V) . 

Через Ло (z )  обозначим функцию, обратную R функ
ции k (� ) .  

ПоRажем, что апалитичес-пая фуп-пция Л (z) , получеп
пая апалитичеспим продолжепием фуп-пции �,0 (z ) , апали
тичпа в области D ( плос-пость z с вы-полотыми точ-пами 
z = О, 1 , оо ) и попформпо отображает ее па полуплос-пость 
Re � > О. 

Доказательство разобьем на пять этапов . 
1 .  Покажем, что зпачепия фуп-пции Ло ( z )  в плос-по

сти z с разрезом па положительпой части действительпой 
оси связапы соотпошепием 

Ло (z) = - Ло (z ) . ( 5 . 1 )  

Для этой цели обозначим через <р ( z )  функцию, Rоп
формно отображающую полуплоскость Im z > О на поло
вину области G, лежащую справа от мнимой оси и пере
водящую точRи z = О, 1, оо в точки � = О, 1, оо , соответ
ственно. Согласно теореме Римава такое отображение 
существует, а с помощью теоремы 2 . 1  гл . V петрудно до
казать, что оно единственно. В силу теоремы о соответ
ствии границ функция <р (z )  непрерывна в полуплоскости 
Im z ;;;", О. При отображении � = <р (z )  отрицательная чае1'Ь 
действительной оси переходит в положительную часть 
мнимой оси. По принциву симметрии (см.  теорему 4 . 2 
гл. V) функцию cp ( z) можно аналитически продолжить в 
полуплосRость Im z < О через отрицательную часть дей-
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ствительной оси, положив 

cp (z) = - cp {z)  ( Im z < 0) . ( 5 . 1  * ) 
Продолженная функция ( сохраним для нее обозначение 
ер ( z ) )  голаморфна во всей плоскости z с разрезом по по
ложительной части действительпой оси и коuформно ото
бражает ;эту плоскость с разрезом на область G. По тео
реме 2 . 1  гл. V задание трех точек на границе об.;з:асти 
определяет отображение единственным образом, так что 
cp (z) == Ло (z ) . Поэтому равенство ( 5 . 1 )  вытекает из ра
венства ( 5 . 1  * ) . 

2. Найдем, апалитичеспое продолжепие фуппции Ло ( z) 
череа отреапи (0, 1 )  и ( 1 , + оо ) cnuay вверх (т .  е. через 
нижний край разреза) . 

Отображение � = Ло {z) переводит нижний край раз-

реза ( 0, 1 )  в полуокружность �� + i l  =+• Im � > О. 
Поэтому согласно принципу симметрии аналитическое 
продолжение функции Ло ( z ) через нижний край разреза 
(0, 1 )  возможно. В результате этого аналитического про
должения мы получим другую голаморфную ветвь анали
тической функции Л ( z) ,  которую обозначим через Л.t ( z ) . 
По принцилу симметрии значения Ло (z) и Л. t  (z )  должны 

быть симметричны относительно окружности ! � + f l=f 
(так как точки z и z симметричны относительно отрез
I{а ( О, 1 )  ) . Записывая условие симметрии относительно 
окружности (см.  § 2 гл. V) , получаем 

Используя соотношение ( 5. 1 ) , находим 

лl (z) = s (Л.о (z)) , � 
s (�) = - 2� + 1 . (5 .2) 

Обозначим через Лz ( z )  ту ветвь аналитической функ
ции Л ( z ) ,  которая получается аналитическим продолже
нием функции Ло ( z )  через нижний край разреза ( 1 ,  + оо ) ;  
аналогичными рассуждениями получаем 

Л.z ( z ) = T (Лo (z ) ) , Т ( � ) = � - 2. (5 .3 )  

Легко видеть, что  продолжения через разрез ( 0, 1 )  и 
( 1 ,  + оо ) снизу вверх отвечают продолжениям функции 
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Л.о (z) по достаточно малым онружностям l z l  = р и l z - 1 1 =  
= р соответственно (один раз против часов·ой стрелни) . 

3. Понажем, что фунтщию Ло (z )  .можно ана.n,итичеспи 
продо.n,жать по .n,юбо.му пути, не проходяще.му череа точтш 
z = О, 1 ,  оо, и что все э.n,е.менты по.n,учеююй ана.n,итиче
спой фунпции и.меют вначсния, .n,ежащие в по.n,уп.n,оспо
сти Im � > О. 

Пусть мы имеем наной-либо путь L, не проходящий 
через точки z = О , 1, оо , Когда этот путь nервый раз пере
ходит через положительную часть действительной оси, 
фуннция Ло (z)  заменяется одной из следующих четырех 
функций: 

SЛo (z ) , ТЛо (z ) , S- 1Ло (z ) , Т- 1Ло (z) ,  
в зависимости от того, через наной нрай наной части раз
реза мы перешли. Аналитическое продолжение наждой 
из этих четырех функций сводится снова R продолжению 
функции Ло (z) , стоящей внутри дробио-линейного ире
образования. 

Отсюда видно, что фуннцию Ло (z )  можно аналитиче
ски продолжить по любому пути, не проходящему через 
точни z = О, 1, оо, В результате продолжения получаем 
неиоторое дробио-линейное иреобразование от функ
ции Ло (z) . Ясно, что это иреобразование входит в группу, 
образованную произведениями степеней иреобразований 
s и т. 

Замечая, что иреобразования S и Т являются иреоб
разованиями полуплосности Im � > О в себя, приходим R 
нашему утверждению, таи кан значения фуннции Ло (z )  
лежат в области G, расположе�ной в полуплосности 
Im � > О, а все иреобразования группы переводят эту 
полуплоскость в себя. 

4. Понажем, что фунпция k ( � } ,  обратная n Ло (z ) , .мо
жет быть ана.n,итичеспи продо.n,жена на по.n,уп.n,оспость 
Im Ъ > О. 

Фуннция k (� )  нонформно отображает область G на 
всю плосность z с разрезом по положительной части дей
ствительной оси, таи что на границе области G она при
нимает действительные значения. Так RIO� граница обла
сти G состоит из прямых и окружностей, то  это обстоя
тельство позволяет нам аналитически продолжить функ
цию k ( � )  с помощью принципа симметрии. После
довательно продолжая фуннцию k ( � )  чере3 прямолиней
ные стороны области G, понажем, что функция k (� )  
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rолом:орфна в области, получающейся удалением из полу
плоскости Im � > О полукруrов, лежащих на отрезках 
(n, n + 1 )  (n - любое целое число ) ,  как на диаметрах. 
На rранице этой области функция k ( � )  по-прежнему 
принимает действительные значения. Продолжая функ
цию k ( � )  по принципу симметрии через каждую из гра
ничных полуонружностей, видим, что функция k (� )  голо
морфна в еще более широкой области. Эта область тоже 
получается удалением из полуплоскости Im � > О счет
ноrо числа полукругов, лежащих на отрезках действи
тельной оси, кан на диаметрах. (При симметрии относи
тельно окружности с центром на действительной оси 
действительная ось переходит в себя и любая окружносrь 
с ,  центром: на действительной оси переходит в какую-то 
друrую окружность с центром на действительной оси. ) 

На границе новой области функция k (� )  опять при
нимает действительные значения. Продолжая ее через 
все граничпые полуокружности, мы видим, что функ
ция k. ( � )  голоморфна в еще более широкой области того 
же вида. 

Неоrраниченно повторяя процесс продолжения, при
дем к выводу, что функция k (� ) голоморфна во всей 
полуплоскости Im � > О, так как после очередноrо про
должения радиусы выбрасываемых полукруrов сокраща
ются по меньшей мере вдвое. (Rаждый новый полукруг 
является образом одноrо из прежних при иреобразовании 
симметрии относительно одной из прежних полуокруж
ностей; значит, диаметр любого новоrо nолукруга поме
щается на радиусе одноrо из прежних. )  

5 .  Завершим доl'i,ааательство утверждения, сформули
рованного в начале параграфа. 

Соrласно свойству 3 аналитических однолистных 
функций ( §  1 )  из голоморфности функции k (� ) , обрат
ной к функции Л. ( z) , аналитической в nлоскости z с вы
колотыми точками z = О, 1 , оо,  следует однолистпостЪ 
функции Л. (z) , так как в силу 3) образ плоскости z с вы
колотыми точками z == О, 1 ,  оо, при отображении � = Л. (z )  
лежит в полуплоскости Im � > О. 

Остается показать, что образ плоскости z с выколоты
ми точками z = О, 1 ,  оо при отображении � = Л. (z )  совпа
дает с полуплоскостью Im � > О. 

Для этой цели сначала заметим, что функция k (� ) не 
принимает значений О, 1 ,  оо в полуплосности Im � > О .  
Действительно, в области G это справедливо, так как она 
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конформно отображается функцией k ( � ) на плоскость z 
с разрезом по положительной части действительной оси. 
При продолжении функции k (� ) по принципу симметрии 
значения, принимаемые в вершинах области G, могут 
приниматься только в вершинах симметричных областей. 
Поскольку вершины всех симметричных областей лежат 
на действительной оси, мы приходим I{ требуемому 
выводу. 

Теперь возьмем любую точку � ' , Im � ' > О, и найдем 
элемент функции Л (z )  и точку z' , для которых Л (z ' ) =  �' .  
Для этого соединим какую-либо точку области G с точ
кой � = � ' отрезком прямой и продолжим функцию Л ( z ) 
вдоль пути L, проходимого точкой z = k ( � ) , когда _точ
ка � проходит этот отрезок прямой. Функции Л0 (z )  и k ( � ) 
обратны друг другу, так что на всем пути L имеем 
Л { k ( � ) )  = �- Продолжение вдоль L возможно, так как 
функция k ( � ) не обращается в О, 1, оо . В конце L полу
чаем Л ( z' ) = � ' . 

Следовательно, любое значение � '  из полуплоскости 
Im � > О  принимается функцией Л ( z) , так что образ плос
кости z с выколотыми точками z = О, 1, оо при отображе
нии � = Л (z )  совпадает с полуплоскостью Im � > О. Та
ким образом, доказательство того, что функция Л (z)  со, 
вертает интересующее нас отображение, закончено. 

Построение функции � (z ; а, Ь , с ) , использованной цри 
доказательстве теоремы 1 . 1  *, не составляет никакого 
труда. Она легко выражается через функцию Л (z )  с по
мощью двух дробио-линейных отображений. D 

С помощью формул Rристоффеля - Шварца для ото
бражепия многоугольников , ограниченных дугами окруж
ностей (см. конец § 5 гл . V) , можно было бы показать, 

1 
что функция � (z) = VX'(z) удовлетворяет дифференци

"л' (z) 
альпому уравнению 

�" (z) = z: - z + � � (z) . 
z (z - 1) 

Функция k ( � ) связана с эллиптическими функциями. 
Она сама и все функции, выражающиеся через нее ра
циональным образом, называются :модулярпы.ми фуnl'>-
ция:ми. D 

Заметим, что область G, с которой начиналось построе
ние, есть не что иное, как фундаментальная область груп-
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пы автоморфизмов отображения � = Л ( z) . Группу авто
морфизмов мы тоже построили - она образована произ
ведением степеней двух дробио-линейных иреобразований 

Sf" - � ... - - 2� -f-1 ' n = � - 2 . 

Ветрудно описать все иреобразования этой группы и 
иным путем. Именно: матрицы иреобразований этой груп
пы имеют вид 

(� �) = (� �) (mod 2) , ad - bc = 1 . 

Эта группа является одной из подгрупп :моду.лярпой груп

пы, состоящей из всех целочисленных матриц ( а Ь) , ad-
c d . 

- Ьс = 1 .  О 
Модулярные фун:кции являются специальными функ

циями, обладающими рядом свойств, существенно отлич
ных от свойств элементарных фун:кций. Та:к, например, 
фун:кция k (� ) не может быть аналитичесь:и продолжена 
за пределы полуплоскости Im � > О - все точ:ки действи
тельной оси являются ее особыми точ:ками .. О 

С помощью модулярных фун:кций была впервые дока
зана весьма глубокая reop e;лta Ли-пара: 

Т е о р е м  а 5 . 1 .  М ераморфпая во всей попечпой n.лoc
nocru фуппция f ( z ) , ne припи:мающая трех раа.личпых 
апачепий, постояппа. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f ( z ) =F a, Ь, с.  Рассмот
рим фун:кцию 

F (z ) = � (f ( z) ; а, Ь , с } , 

гце � ( w ; а, Ь , с ) - фун:кция, :конформно отображающая 
плоскость w с выколотыми точ:ками w = а ,Ь ,  с на :круг 
1 � 1 < 1 .  Пос:коль:ку фун:кция / ( z)  не принима ет значеняй 
а ,  Ь ,  с, а фун:кция � ( w ; а, Ь, с ) не имеет особых точt\R 
:кроме w = а, Ь ,  с, фун:кция F ( z )  аналитична , а по теоре
ме о монодромии и голаморфна во всей :конечной плос:ко
ети. Кроме того, I F (z )  1 < 1 .  По теореме Лиувилля ( см. 
тье>рему 2.3 гл . .  IV) имеем F (z} = const, а значит, и / ( z) os 
== cons't. Теорема доказана. 
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§ 6. Автоморфвые и зллиптИ'Iеские функции 

В связи с вопросами, о которых говорилось в § 3 и 5, 
естественно изложить простейшие факты из теории авто
морфных функций. 

Пусть дана группа у, состоящая из дробио-линейных 
преобразовавий Avz (v = О, 1, 2, . . .  ) , переводящих в се
бя область К ( которая может быть кругом, rюлупло
скостью или всей конечной плоскостью) . 

Если функция f ( z) , мераморфная в области К, удов
летворяет условиям 

f (Avz) == f (z)  

то она называется автоморфпой отпосите.лъпо группы у.  
Функции, автоморфвые относительно конечных групп 

(например, четные ) , не имеют достаточно интересных 
специфических свойств . 

Простейшим классом функций, автоморфных относи
тельно бесконечной группы, являютел периодические 
функции. Эти функции безусловно очень интересны, но 
они уже очень хорошо изучены, и их свойства стали при-
вычными. о 

Когда область К - это вся конечная плоскость, име
ется лишь один содержательный класс автоморфных 
функций - э.л.липтичесr;,ие или двояr;,опериодичесr;,ие 
функции. Эллиптические функции уже давно возникали 
в самых различных задачах анализа (нахождение длины 
дуги эллипса, интегри_рование простейших дифференци
альных уравнений и т. д . ) . Разработанпал теория эллип
тических функций возникла раньше, чем теория групп. 
Вначале эллиптические функции определллись обращени
ем эллиптических интегралов, но впоследствии было за
мечено, что их проще определять как функции, имеющие 
два периода, отношение которых - комплексное число. О 

В случае, когда область К является кругом или полу
плоскостью, становится значительно больше интересных 
классов автоморфных функций, так как появляется боль
ше различных групп. Теория автоморфных функций бе
рет свое начало с изучения модулярных функций, тесно 

связанных с эллиптическими функциями. О 
Настоящее развитие теория автоморфных функций 

получила с переходом к функциям многих комплексных 
переменных. Дело в том, что любые группы дробно-ли-
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нейных иреобразований - это только подгруппы группы 
матриц второго порядка. Переход к функциям мпогих 
комплексных переменных сильно расширил выбор воз-
можных групп. О 

Мы не будем сколько-нибудь подробно излагать т ео
рию автоморфных функций, а докажем лишь несколько 
простейших теорем, относящих.�я преимущественно к эл
липтическим функциям. 

Для группы "{, состоящей ю_1 дробио-линейных иреоб
разований Av (v = О, 1, 2, . . .  ) , ыuеводящих область К в ' 
себя, можно, как и для группы аwг,м:орфизмов , ввести 
понятие фундаментальной области: .l 

Точки области К, скажем z1 и z2, назовем копгруэпт
ными, если существует такое иреобразование Av Е "(, 
ЧТО Z2 = AvZ1 .  

Область Go, лежащую в области К, мы назовем фунда
ментаJiьной обJiастью группы "(, ecJIИ 

1 ) в области Go нет точек, конгруэнтных между собой:, 
2 )  любая точка обJiасти К конгруэнтна какой-Jiибо 

точl\е, Jiешащей в обJiасти Go ИJIИ на ее границе. 
ФундаментаJiьная обJiасть группы определяется с 

боJiьшой степенью произвоJiа. Будем предпоJiагать, qто 
она ограничена прсотой I\усочно гJiадкой кривой. 

П р  и м е р 1 . Пусть обJiасть К - вся Rонечная ПJIОС
кость, а группа 'У состоит из Jiинейных иреобразований 
вида 

Az = z + n + im, 

где n и т - произвоJiьпые цеJiые чисJiа. Найдем фунда
ментаJiьную область этой группы. 

Группа "{ образована степенями двух иреобразований 
8z = z + 1 и Tz = z + i. Эти преобразовапия перестано
вочны. Поэтому можно построить фундаментаJiьные обJiа
сти групп "{ 1 и "{2, образованных степенями иреобразова
ний S и Т соответственно, а затем взять в Rачестве фун
даментаJiьной обJiасти нашей группы пересечение фунда
мептаJiьпых обJiастей групп "{ 1  и "(2 . 

ФундаментаJiьной обJiастью группы у 1 явJiяется JIЮ
naя I\рИВОJIИНеЙная ПOJIOCa ср (у ) < Х < ср (у ) + 1 ,  а фунда
ментаJIЬНОЙ обJiастью группы "{2 -- JIЮбая I\ривоJiинейная 
noJioca 'ljJ (x) <  у <  'ljJ (:r ) +  1. Простейшие фундамептаJiь
ные обJiасти мы поJiучим, если возьмем ер ( у )  = О и 'ljJ ( х )  = 
=== О. Их пересечением является нвадрат О < Re z < 1 , О < 
25 М. А. Евграфов 
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< Im z < 1 .  Этот квадрат и есть простейmал фундамен
тальпал область группы "( . О 

Можно показать, что фундаментальную область всег
да можно выбрать таким образом, чтобы она была огра-

ничена дугами окружностей и отрезками прямых. О 
Все теоремы мы будем доказывать для случал, когда 

фундаментальпал область группы лежит в области К вме
сте с границей. Такие фундаментальные области назы
ваютел -помпа-птными. (Теоремы можно перенести и на 
более общий случай, но какое-либо ограничение такого 
рода необходимо . )  .. 

Л е м м а 1 .  Пусть фундаментальная об.r.асть G0 груп
пы "( -помпа-птн,а и существует петривиальная фун-п
ция, автоморфпая относительно группы "(. Тогда грани
цу области Go можпо раабить на 2m дуг С1 , . . .  , Cm и 

с� . . . . , c:n. Для паждай дуги с: имеется преобрааование 
Т. Е "( , переводящее дугу С� в дугу ·с. с изменением на
правления обхода на противоположное. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть группа "( состоит из ире
образований А. (v = О, 1, 2, . . .  ) (Ао - тождественное 
иреобразование) . Обозначим через G. образ области G0 
при отображении А.. Согласно определению фундамен
тальной области эти области G. не имеют общих точек, 
а их замыкания G.., заполняют в совокупности всю об
ласть К. 

Покажем, что среди областей Gv найдстел конечное 
число областей, имеющих с областью Go общую дугу гра
ницы. 

Для доказательства  этого факта заметим, что область 
G. при V -+  оо СТЯГИВаеТСЯ К границе области К. Действи
ТеЛЬНО, в противном случае существует nоследователь
ность конгруэнтных между собой точек {zv} , имеющая 
предельную точку внутри К. Это противоречит существо
ванию нетривиальной ( т .  е. отличной от 'l'ождественной 
постоянной) функции f ( z) , автоморфной относительно 
группы "( ,  так как мераморфная в области К функция 
f (z)  не может принимать одинаковые значения в после
довательности точек, имеющей предельную точку 
внутри К. 

Таким образом, все  области G. с достаточно больши
ми: номерами попадают в сколь угодно малую окрестность 
границы области К, а область Go вместе со своей грани-
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цей лежит внутри К. Следовательно, область Go граничит 
лишь с конечным числом областей Gv. 

Отберем из областей, граничащих с С0, те ,  которые 
имеют общую дугу границы с Со (а не только точну гра
ницы) . Этих областей четное число .  Действительно, если 
прообразование А Е "( переводит область Со в область, 
грапичащую с областью Со по веноторой дуге, то и про
образование А- !  тоже переводит область Go в область, 
грапичащую с областью G0 по веноторой дуге, причем 
области С'  и G " ,  получающиеся из Go иреобразованиями 
А и А- ! ,  различны. 

Пусть Т1 , . . . , Т m - все те преобразования, для кото
рых образы области Go при отображениях Т. и Т-;1 име
ют общую дугу границы с областью Со и тание, что среди 
иреобразований Т1 , Т2, . . . , Т m и Т!\ Т21 , • . • , Т;"1 нет раn
ных. Обозначим через Св* образ области Go при преобра-

** зовании Т., а через С8 - образ Qбласти Go при преобра-
зовании Т-;1 • Через С. обозначим общую часть границы * , с** Go и С0 , а через С 8 - общую часть границы Со и о • 
Направление на С. и с: считаем совпадающим с направ
лением границы Со. 

Согласно выбору иреобразований Т1 , Т2, . . . , Т т сово-

купность дуг С1 ,  С2, . . .  , Ст и С�, С� , . . .  , c:n образует 
всю границу Со и эти дуги не имеют общих точек. 

Выясним, что происходит с дугой С� при преобразо
nапии Т •. При этом иреобразовании область Со переходит 

с* с** в область s , а область 8 ( образ области Go при об-
ратном преобразовании) - в область G0• Дуга с: - об
щая граница областей Go и с:* - переходит в общую 
границу областей с: и Со. При этом направление образа ' * Св совпадает с направлением границы С8 ,  т .  е. противо-
положно направлению границы С0• Таким образом, ире-

образование Т. переводит дугу с: в дугу С. с изменени
ем направления на противоположное. Лемма до
назана. 

Т е о р е м  а 6 . 1 .  Пусть фупда.мепта.льпая об.ласть груп
пы "( rоомпаrотпа. Ес.ли фупrоция f ( z) ,  автоморфпая отпо
сите.льпо группы "(, пе имеет по.люсов и пу.лей па грапи
це фупдамепта.льпой об.ласти G0, то чис.ло ее пу.лей в Со 
равпо чис.лу ее по.люсов в G0• 
25* 
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим границу фундамен
тальпой области Go через С. По теореме 6. 1 гл. IV имеем 

1 s 1' (z) N - р = 2ni 1 (z) dz, с 
где N - число нулей, а Р - чисJLо полюсов функции f (z) 
в области Go. Обозначим через С. и с: те дуги границы 
области Go, о которых идет речь в лемме 1. Тогда 

т т S 1' (z) � s 1' (z) � s 1' (z) 
1 (z) dz = ._ 1 (z) dz + ._ 1 (z) dz. 

С B=l Са B=l с' 
8 

(6 . 1 )  

Сделаем в интегралах по  с: замену z = T. ( w) ,  где Т ,  Е 

Е "{ - преобраЗОВаНИЛ1 переВОДЯЩИе ДУГИ С� В ДуrИ С. 
с изменением направления. Тогда 

S 1' (z) s 1' (Т s (w)} ' s 1' (w) l (z) dz = - I (T, (w)) T, (w) dw = - f (w) - dw, 
d � � 8 

так как из автоморфности функции f (z )  следует 

f (Тв (w)) = f (w) ,  f' (Тв (w)) т: (w) == f' (w).  

Следовательно, интегралы по С� и С. в формуле (6. 1 ) 
взаимно уничтожаются, и мы получаем N - Р = О. Теоре
ма доказана. 

Т е о р е м  а 6.2. Пусть фундаментальпая область груп
пы 'У компактна. Тогда функция f ( z ) , автоморфпая отJю
сительпо группы 'У и ne имеющая полюсов пи внутри, пи 
па границе фундаментальпой области,- тождественпая 
постояппая. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть t - любое значение, не 
принимаемое функцией f (z )  на границе фундаменталь
ной области. Применял к функции f (z) - t теорему 6. 1 ,  
видим, что функция f (z )  не  принимает значение t и вну
три фундаментальной области Go. Таким образом, функ
ция f ( z) принимает в области Go только з·е значения, ко
торые она принимает на ее границе.  По теореме 1 . 1  гл. V 
это невозможно, если f (z ) =l= const, так как образом обла
сти при отображении голоморфной функцией, отличной 
от тождественной постоянной, является область. Теорема 
доказана. 
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3 а м е ч  а н и е. На примере теоремы 6.2 леrко убе-: 
диться, что условие компактности фундаментальной об
ласти rруппы "( является существенным. Действительно, 
рассмотрим группу "( ,  состоящую из иреобразований 
Avz = z + 2:rtiv ( область К - вся конечная плоскость) . 
Фундаментальной областью этой группы является поло
са О < Im z < 2:rt, а функции, автоморфвые относительно 
этой группы,- это периодические функции с периодом 
2:ni. Фундаментальная область не является компактной, 
и теорема 6 .2  неверна, как показывает пример f (z )  = е•. О 

Если существует автоморфпая относительно группы "( 
функция, имеющая в фундаментальной области только 
один полюс (и не имеющая полюсов па границе фунда
ментальпой области) , то такую функцию называют ос-
повпой. о 

Т е о р е м  а 6.3 .  Пусть фупдамепта.п,ьпая об.п,асть груп
пы "f 10омпа10тпа. Ec.n,u существует осповпая автоморфпая 
фуп10цuя <p (z) , то .п,юбая другая фуп10ция, автоморфпая 
отпосите.п,ыю группы "f, яв.п,яется рациопа.п,ьпой фуn1'>ци
ей от осповпой. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f (z ) - любая функция, 
автоморфпая относительно группы "f, и пусть а и Ь - лю
бые два значения, не принимаемых функцией f (z ) па 
границе фундаментальной области Go. Обозначим те точ
ки области Go, в которых f (z )  = а, через а:1 ,  а2, • • • , а;,.,, 
а те, в которых f (z )  = Ь,- через �� .  �2, • • • , � ... (каждую 
тоЧI{У пишем столько раз, какова ее кратность) .  

Рассмотрим функцию 

F (z) - f (z) - а • [<р (z) - <р (�1)] . . . [<р (z) - <р (�m)] 
- f (z) - Ь [<р (z) - <р (а1)] . • . (<р (z) - <р  (am)] · 

Эта функция не имеет полюсов ни внутри, ни на грани
це области Go, так как она могла бы иметь полюсы лишь 
в точках, где f ( z) = Ь или где <p ( z) = <р (а. ) , но в этих точ
ках нули числителя и знаменателя имеют одинаковую 
кратность. (По теореме 6 . 1  все нули функции <p ( z) 
- <р (а) - простые, а число нулей фующий f ( z) - а и 
f ( z) - Ь одинаково . )  Следовательно, по теореме 6 .2 F ( z) == 
!Е:; const, и теорема доказана. О 

Таким образом, если удается построить основную авто
морфную функцию, то структура всего :класса функций, 
автоморфных относительно заданной группы, становится 
ясна. R сожалению, основная автоморфпая функция су-
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ществует далеко не всегда, и для оnисания всего класса 
автоморфных функцпii прпходится прибегать к более 
сложным построениям. 

Рассмотрим этот вопрос для эллиптических функций. 
Эллиптичес1>и:мu фуптщия:ми называютел функции, авто
морфвые относительно группы, состоящей из иреобра
зований 

Az = z +: n 1ro 1  + n2ro2, 

где n1  и n2 - произвольвые целые числа, а ro 1  и ro2 -
заданные числа, отношение которых не является дей
ствительным числом. Числр. ro 1  и ro2 являются периодами 
эллиптической функции. 

Фундаментальная область группы строится из тех же 
соображений, что и в примере 1. Простейшей фундамен
тальной областью является параллелограмм с вершипа
ми z = О, z = ro 1 , z = ro2, z = ro 1  + ro2, который называется 
параллелогра.м.мо:м периодов. Ясно, что фундаментальпая 
область компактна. 

Основпая автоморфпая функция не существует. Дей
ствительно, если бы функция ер ( z )  имела в параллело
грамме периодов один простой полюс, то иптеграл по гра
нице параллелограмма периодов был бы равен вычету в 
этом полюсе, т .  е. был бы отличен от пуля. Но интеграл 
от cp (z) по параллелограмму периодов равен нулю, так 
как на противоположных сторонах функция qy (z )  в силу периодичности принимает одинаковые значения, и эти ип
тегралы взаимно уничтожаются. О 

Таким образом, простейшая эллиптическая функция 
может иметь в параллелограмме периодов или один двой
ной полюс, или два простых полюса. Такие функции су-
ществуют. О 

Эллиптическая функция с одним двойным полюсом в 
точке z = О называется '(f> -функцией Вейерmтрасса. Она 
определяется рядом 

'(f> (z) = � + � � {( + � )2 - ( ; )z} z - z nl<.Ol п2ю2 nlюl п2ю2 

( суммирование производится по всем целым n1  и n2, кро
ме случая, когда и n1 = О и n2 = О ) . Нетрудно проверить, 
что этот ряд равномерно сходител во всей плоскости z, 
за исключением точек, конгруэнтных нулю, так как его 
члены, начиная с некоторого, не иревосходят по абсолют� 
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пой величипе членов абсолютно сходящсrося числово
го ряда 

Периодичность фупнции 0'1 (z) с периодами ffit и ro2 вы
текает из того, что при замене z па z + ffi t или па z + ffi2 
члены ряда лишь несколько иначе группируются. 

Видно, что О<J (z ) - четпая функция и lim{(fJ (z) ---\-}= О. 
Z-> 0  Z 

Т е о р е м  а 6.4. Любая эл.л,иптичес,.ая фун,,.ция с пе
риодами ro 1  и ro2 может быть представ.л,ен,а в виде 

f (z) = R1 ((fJ (z) )  + 0'1' (z) R2 ((fJ (z) ) , 

еде R 1 ( w ) и R2 ( w ) - рацион,а.л,ьн,ые фун,,.ции. 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Заметим, что функция 0'1 (z) ( или, точнее, функция qJ (z) = 0'1 (z}1- а )  является основпой 

автоморфпой функцией для группы, состоящей из пре
образовапий 

Az = ± z + n tffi t  + n2ro2. 
Действительно, в качестве фундаментальпой области этой 
группы можно взять параллелограмм с вершипами 

001 001 001 + 002 002 - 001 
- т · т '  2 • 2 

(половина параллелограмма периодов}' ,  в котором в силу 
четности функция 0'1 (z) принимает каждое значение 
один раз. 

Функции, автоморфвые относительно нашей группы,
это четные эллиптические функции с периодами ro t и ro2• 
Следовательно, по теореме 6.3 любая четпая эллиптиче
ская функция является рациональной функцией от 0'1 (z) . 

Если f ( z) - нечетпая эллиптическая функция, то ;, �� - четная эллиптическая функция. Поэтому любая 

печетпая эллиптическая функция может быть представ
лена в виде 0'1' (z) R ((f! (z)) . Представляя любую функцию 
в виде суммы четной и нечетной, получаем утверждение 
теоремы. О 

Заметим что функция Вейерштрасса используется 
главным образом в общетеоретических вопросах из-за 
медленной сходимости ряда для нее. В прикладных воп-
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росах обычно используются эллиптические функции Яко
би и так называемые тэта-функции * ) . О  

Очень важным свойством эллиптических функций яв
ляется их связь с дифференциальными уравнениями. 

Т е о р е м  а 6.5. Фупrщия ()'! (z) удовлетворяет диф
ферепциалъпому уравпепию 

'6" '2 (z) = 46"3 (z) - g2'6" (z) - g3 , 

где g2 и g3 - постояппые, зависящие от периодов ro 1  и ro2•  
Д о к а з а т е л ь с т в о. Функции '6" (z) и (SOJ' (z) не 

имеют в параллелограмме периодов полюсов, отличных от 
z = О. Поэтому для доказательства т еоремы нам доста
точно убедиться, что выражение 

(SOJ'2 (z) - 4'6"3 (z) + g2'6" (z) 
не имеет полюса при z = О, если подходящим образом 
выбрать постоянную g2. Мы знаем, что IP(z) - четная 
функция и 'ffJ (z) = � + о (1) (z --+ 0) . Это значит, что z 

Отсюда 

�' (z) = - _.;. + 2c1z + . . . , z 
'6"'2 (z) = ....!.. - 8с1 + :О (1) , z6 z2 

1 3cl О 'ffJB (z) = -в + 2 + ( 1 ) .  z z 
Полагая g2 = 20с 1 , получаем утверждение теоремы. 

Заметим, что уравнение ( 6.2 )  интегрируется в квадра
турах, что ·позволяет нам получить следующее выражение 
для функции z ( w ) , обратной к функции IP(z) : 

00 S dw z w -( ) - V4 З - g w - g ' 
w w 2 3 

*) Изложение теории эллиптических функций Якобп и тэта
фующий можно найти в [1 , 12, 36] . 



Г.лава Х 
ЭКСТРЕМАЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ 

И РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ЗНАЧЕНИй 

Методы оценки аналитических функций, основанные 
на субгармоничности логарифма модуля голоморфной 
функции, далеко не всегда могут дать достаточно тонкие 
результаты. В этой главе мы изложим некоторые методы, 
использующие прямое отыскание экстремальных функ
ций и позволяющие получить более глубокие оценки. 
Большинство этих методов возникло в связи с теорией 
однолистных функций и с неванлинновской теорией рас
пределения значений мераморфных функций. Об этих 
разделах теории аналитических функций также будет 
кратко рассказано в этой главе. 

§ 1.  Принцип гиперболической метрипи 

Чтобы представить себе трудности, с которыми при
ходится иметь дело, рассмотрим одну довольно простую 
задачу. 

Пусть дана функция f (z) , голоморфпая и не превос
ходящая единицы в круге l z l  < 1 .  Rак уеилить это не
равенство, если дополнительно известно, что l j (a) 1 � 
� а < 1 , где l a l  � r < 1 ?. О 

Заметим сразу, что использование субгармоничности 
ln l j (z )  1 в круге l z l  < 1 ничего не даст. Действительно, 
в простейшем частном случае, когда а = О и а = О, су
ществует субгармоническая функция е ln l z l , которая 
равна - оо при z = О и сколь угодно мало отличается от 
нуля (при подходящем выборе е) для всех остальных z 
в круге l z l  < 1 .  

Оценку в случае а = О, а = О мы получим сейчас с 
помощью так называемой .леммы Шварца: 

Л е м м а  1 . Ес.ли футтция f (z)  го.ломорфпа при l z l  < 
< 1 и удовлетворяет условиям 

то 

f (O) = О, 1 / (z) 1 < 1 ( l z l  < 1 ) ,  

1 /' (О) 1 � 1 , 1 / (z) 1 � l z l ( l z l < 1 ) .  
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Зпап равепства достигается тольпо для фуппции 
f (z ) = ze; e . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим функцию !IJ (z) = = 1 (z) . Поскольку f (O )  = О, функция qJ (z)  голаморфна в 
.1 

круге l z l < 1 и !р' (О) = f' (О)  (см. , например, § 2 гл. IV) . 
Кроме того, 

lim 1 !р (z) 1 = lim 1 f {z) l• 
fz(-+1  lz l-+ 1  

Применял принцип максимума (см.  § 2 гл .  VI I I ) ,  полу
чаем: 1 qJ ( z) 1 :::;; 1 при 1 z 1 < 1 ,  и знак равенства достигает
ел только для функции, постоянной во всем круге. Воз
вращаясь к f (z ) ,  приходим к утверждению леммы. [] 

Лемма lllвapцa лвллетсл основой принципа гипербо
лической метрики, но для перехода от нее к общей фор
мулировке принципа (с помощью котороii легко можно 
решить в полном виде и многие более сложные задачи) 

понадобится пекоторан подготовка. [] 
Л е м м а  2. Пусть w (z) - папая-либо фуппция, поп,

фор�tпо отображающая область D па пруг l w l  < 1 .  Вы
ражепие 

Р (z , D) = 1 w' (z) 1 
1 - l  w (z) 1 2 

одпозпачпо определено в области D и ne зависит от вы
бора отображающей фуппци�t w (z) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Нам нужно показать, что велн
чина p (z, D) не менлетел при замене функции w (z)  
функцией 

( ) ie _w__,_(z""=) -=--a-w1 z = е . 
w - aw (z) ( 1 а 1 < 1 ) .  

(Согласно следствию теоремы 1 . 2  гл. IX любая другая 
функция, конформно отображающая область D на круг 
l w l  < 1 ,  как и любая другая ветвь той же отображающей 
функции, выражает.сл через w ( z) с помощъю дробно-ли
нейного отображенил круга l w l < 1 на себя . )  

Имеем 

1 ' 1 1 - 1 а 1 2  w1 (z) = 1 1 - aw (z) 12 1 ш' (z) 1 
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1 - 1 2 2 
1 - 1 wl (z) 1 2 = 1 - jw - � �� - wl = 

1 - a w 

(1 -aw) (1 - aw) - (а - w) (а - w) (1 - 1  w 12 ) ( 1  - 1 а 12) = 
1 1 - aw 12 

= 
1 1 - aw 12 

• 
Отсюда без труда получаем утверждение леммы. О 

Величину р (z ,  D ) назовем плотпостыо гиперболиче
с�ой (или ипвариаптпой) метри�и области D.  

Видно, что  р ( z, D ) -+  + оо , когда z стремится к границе 
области D. Можно показать, что функция р (х + iy, D)  
удовлетворяет дифференциальному уравнению 

2 2 д и + д и -4tL - - - е ах2 ду2 - ' 
1 и = 2 In р (z , D) . 

Гиперболичес�ую метри�у области D получаем, зада
вая ;мемепт гиперболичес�ой длипы ds равенством 

ds = p (z, D) l dz l . 

Когда задан элемент длины, можно говорить о длине крti
вой и о площади области. Можно говорить и о расстоя
нии между двумя точками как о наименьшей длине кривой, 
соединяющей эти точ�и. Ту кривую, для которой достига
ется эта наименьшая длина, естественно называть прямой. 

Таким образом, задание метрики в области D делает 
эту область моделью пекоторога геометрического про
странства. Оказывается, что это пространство является 
плоскостью Лобачевского. Эта модель особенно наглядна, 
если в качестве области D взять полуплоскость Im z > О. 
Там прямыми являются окружности с центром на дей
ствительной оси. 

Поскольну геометрия плоскости Лобачевского называ
ется еще и гиперболической геометрией, введенная нами 
в области D метрика получила название гиперболиЧеской 
метрики (употребляется и название : •неевклидова 
метрика) .  

Приведем формулы для основных величин в _  гиuербо
личесокй метрике. Эти формулы легко вытекают Из опре
деления элемента длины. 

Гиперболичес-пая длина привой L, лежащей в D, равпа 

�t (L, D) = .i p (z, D) l dz l . 
L 
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Гиперболическая площадь области S с: D равна 

1Y(S ,  D) = J s p2 (z, D) dx dy. 
D 

l'иперболическое расстояпие между точками z1 Е D и 
Z2 Е D равно 

-
( · D) 

1 1  l 1 - w (z1)W{ZJ I + / w (z1) - w (z2) / r z1 , z2 , = 2 n 1 1 ' · 1 - w (z1) w (z2) - 1 w (z1) - w (z2) / 
где w ·(z ) - любая функция, конформно отображающая D 
па круг l w l < 1 .  О 

Одним из основных свойств гиперболической метрики 
является ее ипвариаптпость отпосительпо копформпых 
отображений. Это свойство состоит в следующем: 

Пусть фупкция � ( z) копформпо отображает область D 
па область G. Тогда 

�-t ( L, D) = �-t (� (L) ,  G) ,  
д (S, D) = д (� (S) , G) , 

r ( zi ,  Z2, D) = r (�� ( zi ) , � ( z2 ) , G) .  

Это свойство сразу получаетел из определения. На
пример, первое из равенств получается с помощью заме
ны переменной интегрирования, второе - так же, 
третье - из первого. 

Это свойство послужило причиной того, что гипербо
лическая метрика часто называется ипвариаптпой мет-
рикой. О 

Перейдем к формулировке припципа гиперболической 
метрипи. Наиболее употребительпой его формой является 
следующая теорема: 

Т е о р е м  а 1 . 1 .  Пусть области D и G имеют хотя бы 
по три грапичпые точпи. Если фуппция f (z )  голоморфпа 
в области D, а ее апачепия лежат в области G, то 

l j' (z ) l p (f {z ) , G ) � p (z , D) (z Е D) . 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Пусть а - произвольпая точка 

области D, а Ь = f (a ) . По условию теоремы Ь Е G. Обо
значим через � (z ) функцию, конформпо отображающую 
область D па круг 1 � 1 < 1 и переводящую точку z = а в 
точку � = О. Через z ( � )  обозначим функцию, обратную 
к � ( z) • Аналогично через t ( w) обозначим функцию, кон-
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формно отображающую область G на круг l t l < 1 и пере
водящую точку w = Ь в точку t = О , а через w (t) - обрат� 
ную к ней функцию . 

Рассмотрим функцию 
g (� )  = t (f (z (� ) ) J .  

Эта функция аналитична, а значит , и голаморфна в кру
ге 1 � 1 < 1 .  Будем считать, что выбрана та ветвь этой  
функции, которал обращается в нуль в точке � = О. Оче
видно, имеем 

g (O)  = О, l g (� ) 1 � 1 ( 1 � 1 < 1 } ,  

т .  е .  функция / (� ) удовлетворяет условиям леммы 
Шварца. Следовательно, l g' (О ) 1 � 1 , причем знак равенст
ва может достигаться лишь для функции g ( � )  == �е; о. Но 

g' (О) = t'· ( b )  · f' (а ) · z' (О) , 

и посi{ольну z' (О) = �' �а) , получаем 

1 /' (а) 1 · 1 t' (! (а) ) 1 �· 1 � 1 (а ) 1 .  
Принимал во внимание, что t (! (а ) ) = О, � (а ) = О, находим 

1 t1 (! (а ) ) 1 = р1 (! (а ) , G)  , 1 � 1 (а ) 1 = р (а, G) . 

Отсюда легно получаем утверждение теоремы. 
3 а м е ч  а н и е 1. Если область G содержит беснонеч

но удаленную точку, то функцию f ( z )  естественно пред
полагать не голоморфной, а мероморфтюй в области D. 

З а м е ч а н и е  2. Утверждение теоремы 1 . 1  остается 
в силе, если считать, что функция f ( z) не голоморфна, 
а апалитичпа в области D. Это означает, что для функ
ций, голоморфных в области D, неравенство может ока
заться не наилучшим из возможных. Будет это так или 
нет, проще всего выяснить, найдя экстремальную функ
цию. Если экстремальная функция однозначна в обла
сти D, то неравенство улучшить нельзя, а если она но
однозначна,- можно. Тан как экстремальная функция: 
заведомо аналитична в области D, то для односвязной об
ласти D неравенство теоремы 1 . 1  является наилучшим 
возможным. Для многосвязной области D · требуется до
полнительное исследование. 

Из теоремы 1 . 1  легко выводятел и все другие форму
лировки принр;ипа гиперболической метрики; 
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Пусть фут-ищия f ( z) голоморфна в об.ласти D, а ее ат-tа
чеnия .лежат в области G. Тогда 

Jt (L, D) � Jt (/ (L) ,  G) ,  
А. (S, D) � А. (/ (S) , G) ,  

r (a, Ь ,  D) � r (f (a) , f ( b ) , G) . 

Чтобы оценить степень содержательности написан
ных перавенств , читатель может рассмотреть случай, ког
да области D и G - единичные круги, f ( z )  = zn, а L -
дуга окружности l z l = r < 1 .  О 

Рассмотрим несколы{о типичных примеров получения 
оценок аналитических функций с помощью теоремы 1 . 1 .  
В частности, решим и т у  задачу, о которой говорили в 
начале параграфа. 

П р  и м е р  1 .  Пусть функция j (z) голоморфна и пе 
иревосходит единицы в круге l z l < 1. Покажем, что 

( l z l < 1) . 

Если область В - единичный круг, то 
" р (z, В) = 1 2 ' 1 - / Z /  

и теорема 1 . 1  дает, что 
1 / '  (z) l  :::;::: 1 

1 - 1 f (z) 1 2 -..::::: 1 - 1 z 12 ( ]  z 1 < 1) , 

(1 . 1 )  

( 1 .2) 

откуда сразу получаем ( 1 . 1 )  . Для любой функции, кон
формно отображающей единичный круг на себя, пера
венство ( 1 . 2 )  обращается в равенство. Поскольку среди 
функций, конформно отображающих единичный круг па 
себя, есть функции, обращающиеся в нуль в любой за
данной точке единичного круга, то неравенство ( 1 . 1 )  
нельзя заменить более сильным. 

П р  и м е р  2 .  Пусть функция f (z )  голоморфна и не 
иревосходит единицы в круге l z l < 1 .  Покажем, что если 
l f (a ) l ::::; а < 1 , где а � некоторая точка круга l z l  :::;;; r < 1 , 
то при 1 z 1 < 1 справедливо неравенство 

(1 + а) (1 + r) (1 + 1 z 1 ) - (1 - а) ( 1 - r) (1 - 1  z 1 ) lf (z) 1 � (1 + �) (1 + r) (1 + 1 '  1 ) + (1 - �) (1 - r) (1 - 1  z 1 ) ' 

(1 .3) 
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Напишем равенство 
z 

- ln - - ln = dt 1 1 + ei8f (z) 1 1 + eief (а) s ei8t ' ( t) 2 1 _ ei8f (z) 2 1 _ eief (а} а 1 _ e2 i8/2 (t) • 

Путь интегрирования от а до z составим из прямолиней
ных отрезков (а, О) и (0, z ) . Тогда 

z а z S ei8t' ( t) dt s l ! ' ( t) l (' l f ' ( t) l 
1 -· e2i8j2( t} � 1 -- 1 f ( t) 1 2 \ dt \  + J 1 - l f (t} 1 2 \ dt / , а о о 

и используя неравенство ( 1 . 2 ) , получаем 
ja j  jz j  _1 

l ln 1 + ei0t (z) 1 ::;;::: _!_ l n 1 + 1 f (а) 1 s du s du 
2 1 - eief (z) ""' 2 1 - l f (a) l + 

1 - и2 + 
1 - u2 ' �о о 

откуда 1 1  1 + ei8t (z) 1 __.-- 1 1 + а + l 1 + r + l 1 + 1 z 1 n . � n -- n -- n --- . 1 - etef (z) 1 - а  1 - r  1 - l z l 
Выбирая число е так, чтобы e;в! (z ) --:· i f (z ) 1 , получаем не
равенство 

ln 1 -1- 1 f (z) 1 � ln 1 + а + ln 1 + r + ln 1 - 1 z 1 1 - 1 f (z) 1 .... ..., 1 - а  1 - r 1 + 1 z 1 ' 
из которого уже легко получаем неравенство ( 1 . 3 ) . 

П р и м е р  3. Пусть функция / (z )  голаморфна в нруге 
1 z 1 < 1 и не принимает в этом круге действительных от
рицательных значений. Поiiажем, что 

и 
1 f ' (z) 1 � 4 
f (z) ""' 1 - 1 z 1 2 ( 1 z 1 < 1) (1 .4) 

(1 - 1 z 1 )2 ::;;::: 1 f (z)_ , ::;;::: (1 + 1 z 1)2 1 
+ 

1 z 1 ""' f (О) ""' 1 - 1 z 1 ( / z \ < 1) . ( 1 .5) 

Теперь область D - это круг l z l  < 1 , а область G 
плоскость w с разрезом по отрицательной части действи-

тельной оси. Функция � = 1 - Vw копформно отобража
. 1 +Vw 
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ет область G на круг 1 � 1 < 1 .  Поэтому 
1 � ' (w) 1 1 1 

1 - 1 � (w) 12 = 
Vl w 1 1 1 + Vw 1 2 - 1 1 - Vw 1 2 � 

и 

�, _1_ f 1 
� ViWl (1 + V l w l  )2- (1 - V l w l )2 =4 1  W \  

f Р (w, G) = 4 1  w 1 
(для w > О это неравенство обращается в равенство)  . .  По-

1 
сколы•у р (z,  D) = 2 , теорема 1 . 1  дает неравен-

1 - l z l 
ство ( 1 .4) . 

Далее, 
z fzf 

/ Inj� ��� � � � � �n �{�� � = S ;'<ь�) dt < 4J 1 аии2 = 2 ln �+ :;:, 
откуда 

о о 

1 + 1 z 1 l 1 1 (z) 1 2 1 + 1 z 1 - 2 1n 1 - l.z 1 � n 1 (О) < ln 1 - 1 z 1 '  
и :мы получаем: неравенства ( 1 .5 ) . О 

Вернемся к общим: вопросам:. Особо отметим один 
частный случай теоремы 1 . 1 . 

� е  о р е м а 1 .2. Н аибмъшее вначение 1 f' (а) 1 в �лас
се фун�ций, аналитичес�их в области D и удовлетворя· 
ющих условиям 

f (a) =· O, l f (z) l � 1 (z e D) , 

достигается для фун�ции w (z) , �онформно отображающей 
область D на �руг 1 w l  < 1, и толъ�о для нее. Это наиболъ· 
шее вначение равно p (z, D) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из теоремы 1 . 1  (область G -
круг l w l < 1 )  следует, что для любой функции f (z).  из 
указанного класса имеем 

1 /' (а) 1 � � ��: �� = р (а, D) 

(так как р (О, l w l  < 1 ) = 1 ) .  Это неравенство обращается 
в равенство только для f (z) = e;8 w {z). . 
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С л е д е  т в  и е. Если D с Dt , то p (z, D) � p (z, D 1 )  
( z  Е D) ,  причем anan равенства воаможеп дишь в слу� 
чае .JJ === Dt .  

Действительно, функция, конформно отображающая 
более широкую область на круг 1 w 1 < 1, входит n указан� 
вый класс для более узкой области, и отображающие 
функции совпадают с точностью до множителя е;в толь4 
ко тогда, когда совпадают сами области. О 

Интересно отметить, что факт,  полученный в теоре4 
ме 1 . 2, был содержанием весьма нетривиальной теоре� 
мы 1 . 1  гл. IX о существовании конформного отображения. 
Оказывается, предположение о существовании конформ� 
ного отображения делает доказательство этого факта 
почти тривиальным. 

Интересно, что во многих экстремальных задачах тео� 
рии аналитических функций структура экстремальных 
функций тоже может быть описана с помощью тех или 
иных отображающих функций. Например (см. [ 10] ) : 

Пусть D яв.11Яется т-свяапой областью. Наибодьшее 
апачепие l j' (а) 1 в плассе фуппций, гмоморфпых в облас
ти D и удовлетворяющих условиям 

f (a) = O, l / (z) l � 1  {zE D ) ,  

достигается для фуппции w (z) , осуществляющей отобра� 
жепие области D па т раа попрытый едипичпый пруг. 

Экстремальным задачам посвящена большая литера4 
тура (главным образом, журнальные статьи) .  В боль� 
шинстве своем эти задачи относятся, скорее , к вариаци� 
ониому исчислению. 

§ 2. Принцип симметризации 

В применениях принципа гиперболической метрики 
часто приходится сталкиваться с вопросом, подобным еле� 
дующему: 

Пусть область D - это вся плоскость с разрезом по 
векоторой кривой, выходящей из начала. При какой фор� 
ме этой кривой значение величины р {z, D) будет наи4 
меньшим? 

В большинстве случаев на такие вопросы можно по
лучить ответ с помощью следующей теоремы, являющей� 
ся частным случаем так называемого припципа симмет
риаации. 
26 М. А, Евграфов 
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Т е о р е м  а 2 . 1 . Пусть область D тапова, что нд паж
дай опружпости l z l = р при р � r имеется хотя бы одна 
точпа, не принадлежащая области D. Тогда 

1 Р (z , D) � 
4 ( 1 z 1 + r) • 

Зпап равенства достигается тольпо для случая, -погда D -
это вся плоскость с разрезом по лучу ( -re;<p' -оое;�) , где <р = arg z. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Обозначим через D, плоскость 
с разрезом по лучу ( -r, -оо) . Ясно, что можно доказы
вать теорему только для случая, когда z = а >  О. Тогда 1 равенство р (а , D) = 4 (а + r) возможно лишь, когда D 

совпадает с D, ( тем же способом, что и в примере 3 § 1 ,  

легко убедиться, что р (а, Dr) = 4 (а� r) ) ·  
Заметим, что при исследовании возможности равепст· 

ва  мы можем не интересоваться случаем, когда D явля
ется частью D,. Действительно, тогда заведомо имеет 
место строгое неравенство ( см.  следствие теоремы 1 . 2 ) . 

Покажем, что для доказательства теоремы достаточно 
для любого а >  О построить функцию <р (z) со следующими 
свойствами. 

1 .  Функция <р (z) аналитична в области D. 
2 .  ,<р (Р) = О, i <p (z ) l � 1  (z E D) .  
3. Если D не является частью Dr, то 1 <р ' (а) 1 > 1 > 4 (a + r) • 
Действительно, по теореме 1 . 1  (с  учетом замечания 2 ) 

для функции <р (z) должно быть выполнено неравенство 
l <p ' (а) l p ( 0, G) � р (а , D) , 

где G - область, в которой лежат значения cp (z ) . В силу 
условия 2 в качестве G можно взять круг , l  ш 1 < 1 , а 

р (О, l w, l < 1 ) = 1 .  
Поэтому 

р (а, D) � 1 <р' (а) 1 ,  
и утверждение теоремы следует из условия 3, так как 
для области D, являющейся частью D,, вопрос уже ре
шен. Нам будет несколько удобнее строить функцию 
и (z) = ln \ IP (z) / · Заметим, что достаточно построить функ-z - а 
цию u (z} , обладающую следующими свойствами: 
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1 * . Функция и (z) гармонична в области D. 
2*.  и (z) ==:;; - In l z - a l (z e D) . 
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3*.  Если D не является частью D,, то и (а) � 
1 

� ln 
4 (а + r) • 

Действительно, пусть такая функция и (z) построена. 
Обозначим через w (z )  функцию, имеющую и (z) своей 
действительной частью, и положим 

qJ (z) = (z - а) е"'С• > . 

Эта функция обладает требуемыми свойствами. 'Условие 
1 * обеспечивает выполнение условия 1. Из условия 2* 
следует выполнение условия 2 (что qJ (а ) = О, очевидно ) .  
Из условия 3* следует выполнение условия 3, так как 
/ «р' (а) / =• еи Са> . 

При построении функции и (z) понадобится формула 
00 

Va s ln l �+ x l vd: = 2 In i 'V:Z + Va l , (2. 1 )  n а х х 
о 

которая справедлива при а > О и при любых z '(для 1'Z 
берется главное значение, т .  е .  Re l':Z;;;::. О ) . 

Для доказательства этой формулы напишем 

00 

= va s ln 1 t + i -vz 1 + ln 1 t - i vz 1 dt. 
n а+ t2 

- оо  

Посколы•у, вычисляя интегралы с помощью вычетов (см. 
формулу ( 3 . 7)  гл. VI ) , легко получаем 

00 00 
Vii S ln 1 t + t -vz 1 dt = Vii S ln 1 t - i Vz 1 dt = n а + t2 n а + t2 

-� - оо  
= In l Vz + 'Va ! , 

мы приходим к требуемой формуле . 
Особо отметим, что при отрицательных z формуJiа при

нимает более простой вид: 

26• 

"" Vii J ln 1 х - t 1 d:_ = ln (а + t) п; а +  :z 1/:z 
о 

(t > 0) . (2 .2) 
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Теперь перейдем к построению функции и (z) .  
По условию теоремы на каждой окружности l z l  = р 

при р ;;;;;. r найдется хотя бы одна точка Zp, не принадле
жащая области D. Обозначим 

Zp = -peiB (p) '  -л; � 8 (р )  :s:;; Л:, и положим 
00 _ "tГa+r s ln 1 s + (х + r) eiB(x+r) 1 dx 

и (z) - - n a + r + x у.Х ' о 
Убедимся, что эта функция удовлетворяет условиям 1 *-
3*. Интеграл для функции и (z)  равномерно сходится в 
любой конечной части плоскости, так что и (z )  непрерыв
на во всей плоскости. Подынтегральная функция являет
ся гармонической функцией параметра z во всей плоско
сти, за исключением точек 

z = - (x + r) e1e cx+т> (х > О) .  
Посколы\у эти точки не входят в область D, равномерная 
сходимость интеграла обеспечивает гармоничность функ
ции и (z) в области D. Тем самым условие 1 *  выполнено. 

Из очевидного неравенства 

получаем 
ln l z + (х + r) e1e c:r+•> 1 ;;;;. }n l x + r - l z l l 

00 

( ) 
.- _ V а + r s ln 1 х + r - 1  s 1 1 � и z � + + , ;-• n а_ r х у х о 

Согласно формуле {2 .2)  это дает нам и ·(zJ � -ln (a +  l z i J. :s=;; 
� -ln l z - a l , т .  е . условие 2* тоже выполнено. 

При любых положительных z и р имеем неравенство 

ln 1 z + peie 1 = + ln ((z + р)2 - 4zp sin2 {) = 
= l n (z + р) + -21 ln (1 - 4sp 2 sin2 6

2 
) � 

(s + р) 
� ln (z + р) -

2sp 2 sin2 
2
6 • (s + р) 

Из этого неравенства следуот, что 
ln 1 а + (х + r) eiB(x+r>l � 

.- 1  ( + + ) 2а (х + r) • 2 6 (х + r) � n а  х r - 2 Slll 2 • (a + x + r) 
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С помощью последнего неравенства и формулы _(2 . 1 ) по
лучаем 

и (а) � - 2 1n(2 Ya + r) + 
00 

+ 2а vas х + r • 2 е (х + r) dx -- SIП -- . л (а + х + r) 3 2 ух 
о 

Последний интеграл может обратиться в нуль только в 
случае, если функция е (х + r) почти всюду равна нулю. 
Но в этом случае весь луч ( -r, -оо ) обязан не содержать 
точек области D, т .  е .  область D является частью области 

1 Dr. Если же D не является частью Dr , то и (а) > ln 4 (а + r} o  
т .  е .  условие 3*  тоже выполнено. Теорема доказана. О 

В случае, когда приходится иметь дело с задачами, по
добными той, о которой мы говорили в начале параграфа, 
можно обобщать теорему с помощью Iюнформного отобра
жения. Однако при этом приходится отказаться от пред
положения, что точки, не принадлежащие D, могут и не 
образовывать связное множество.  О 

Имеется и более существенное обобщение теоремы 2 . 1 ,  
известное под названием принципа симметризации. Для 
его формулировки введем одно новое понятие. 

По области D образуем СUJ�t.М,етриаованную область 
D* следующим образом. 

Если окружность 1 z 1 = р пересекает область D по ду
гам, сумма длин которых равна е ( р ) , то эта окружность 
пересекает область D* по одной дуге длины е ( р )  с сере
диной в точке z = -р ( если окружность 1 z 1 =, р целиком 
лежит в D, то она целиком лежит и в D*, и наоборот) . 

Тогда имеет место нераве1-tство (см. [41 ] ) 
p (z, D) ;;::: p ( l z i , D* ) ( z E D) .  

Аналогичное неравенство устанавливается и для гар
монической меры, фигурирующей в проблеме Карлема
ла - Мию, которая обсуждалась в § 4 гл. VII I .  Этот ре
зультат (и многие другие ) также имеется в [41 ] . 

§ 3. Оценки однолистных в среднем функций 

В качестве примера применепил изложенных методов 
рассмотрим задачу о получении точных оценок для функ
ций, однолистных и голаморфных в _ единичном круге. 
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Многие из этих оценок справедливы и для более тироно
го класса функций, который называется классом фушщий, 
однолистных в среднем по окружности. Поэтому сначала 
мы определим этот класс и познакомимся с простейmими 
свойствами входящих в него функций. О 

Обозначим через п ( w, f) число нулей функции 
f (z ) -w (считаемых с нратностью) в круге l z l < 1 . 

Для однолистности функции f (z )  в круге l z l < 1 не
обходимо и достаточно, чтобы п ( w, /) � 1 для любых w. 

Функция f (z)  называется · одполистпой в средн,ем по 
опружпости в пруге l z l  < 1 ,  если при любом р > О  имеем 
неравенство *) 

J п (w, !) J dw 1 � 2:np . 
/w/=P 

Ясно, что функция, однолистная в нруге l z l < 1, яв
ляется и однолистной в среднем по окружности в этом 
круге . О 

Отметим два важных свойства функций, однолистных 
в среднем по окружности. 

С в о й с т в о 1. Пусть фуппция z (� )  попформтю ото
бражает едипичпый пруг па 'область, лежащую в едипич
пом пруге. Если фующия f (z ) одполистпа в средпем по 
оцужпости в цуге l z l  < 1 , то и фующия g ( � )  = f (z (� ) )  
тоже одполистпа в среднем по опружпости в пруге 
l �r l < 1 . 

Для доказательства этого свойства достаточно заме
тить, что п ( w, /) ?: п ( w, g) , так как каждое значение ш',  
принимаемое функцией g ( � )  в точке � =· � ' ,  фун:кция 
f (z )  принимает в точке z ' =· z (� ' ) . 

С в о й  с т в о 2. Пусть фуппция f (z ) голоморфпа в пру
ге l z l  < 1 и одполистпа в средпем по опружпости в этом 
пруге. Тогда существует число d = ·  d (!) , обладающее сле
дующим свойством: 

Для любого w, лежащего в пруге 1 w l  � d, имеем 
п ( w, /) =· 1 ,  а па любой опружности l w l  = р , p > d, най
дется значение Wp, для поторого п ( Wp, !) = О . 

*) Интегрируемость функции n ( w, f) по Лебегу доказать не
трудно, но при желании избежать интегрирования по Лебегу мож
но вместо этого интеграла рассматривать предел при r -+ 1 интегра
ла от функци;и n ( r, w, f) , где n ( r, w, f) - число нулей функции f(z) - w в круге l z l < r. Эта функция монотонна и имеет конечное число точек разрыва при любом r < 1 . 
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Пусть на окружности 1 w 1 = р нет точек, для Rоторых 
n ( w, 1) = 0. Это возможно лишь в случае, если n (w, /) = 1  
для всех w на этой окружности. Действительно, по тео
реме 1 . 1  rл. V множество точек, где n ( w, !) � 2, является 
открытым множеством. Это значит, что из наличия на 
окружности 1 w 1 = р одной точки этого множества следу
ет  существование целой дуги окружности, входящей в это 
множество .  Это привело бы к противоречию с условием 

J n (w, /} l dw l � 2лр, 
/w/ =P 

таR Rак n ( w, f) � 1 при всех w па окружности интегри
рования и n ( w, !) � 2 па пекоторой дуге этой ок
ружности. 

Таким образом, для всех р > О имеет место одна из 
двух возможностей: или n ( w, j) = 1 для всех w па окруж
ности 1 w 1 = р, или найдется точка Wp на окружности 
1 w 1 = р, для которой имеем n ( Wp, j) =· О . 

Теперь покажем, что если n ( w , f) = 1 для всех w па 
окружности 1 w 1 = ро ,  то n ( w, j) = 1 для всех w в круге 
1 w 1 � ро. Действительно, условие n ( w , f) = 1 ( 1 w 1 = ро) 
означает, что окружность l w l = ро является взаимно од
нозначным ()бразом векоторого множества L в круге 
l z l  < 1 при отображении w = j (z ) . Ясно, что множество 
L может быть лишь простой замкнутой кривой (в силу 
непрерывности обратного отображения ) . Поэтому, приме
нял принцип соответствия границ (см. теорему 1 .4 гл. V) , 
видим, что функция f (z )  взаимно однозначно и комформ
но отображает область, ограниченную кривой L, па Rруг 
l w l < ро. 

Теперь обозначим через d (j) верхнюю грань тех зна
чений р ,  для которых n ( w, f) = 1 при всех w из круга 
1 w 1 < р. Ясно, что d (f) < оо , так как в противном случае 
функция f (z ) взаимно однозначно и копформпо отобра
жала бы круг l z l < 1 па всю конечную плоскость, что 
невозможно .  Свойство доказано. О 

Оценки даются не для всех функций, rоломорфпых в 
круге l z l  < 1 и одполистпых в среднем по окружности 
в этом круге, а для некоторых подклассов этого класса 
функций. Один из подклассов - это функции, отличные 
от пуля в круге l z l  < 1 ,  другой - функции, нормирован
ные условиями j (O) = О, j' (0). =· 1 .  
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Те о р е м  а 3 . 1 .  Если фунпция f (z )  голаморфна в цу
ге l z l < 1 , однолистна в среднем по опружности и не об
ращается в нуль в этом пруге, то 

и 

1 /' (z) 1 :::;:: 4 
(3 1) 

f (z) -=:::: 1 - 1 z 12 • 

(� + : : :У � 1 � {�� 1 � (� + \ : 11)2 • (3 .2) 

Внап равенства в любом иа этих неравенств 
тигаться тольпо для фунпций вида 

может дос-

f (z) = А 1 + ze� 
' 

( ·е) 2 
1 - zetB 

где А - любое помплепсnое, а е - любое действитель
ное число. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Поскольку функция f (z) не об
ращается в нуль в круге l z l  < 1 ,  из свойства 2 следует, 
что d = d (/) = 0. Это значит, что значения функции f (z )  
лежат в области G, которая на каждой окружности 
1 ш 1 = р имеет хотя бы одну граничную или внешнюю 
точку. По теореме 1 . 1  имеем 

1 f' (z) 1 р (f (z) , G) � р (z, 1 z 1 < 1) = 1 2 , 
1 - l z l 

1 а по теореме 2. 1 р (ш, G) � 4 1 w 1 • В первом неравенстве 
знак равенства возможен лишь в случае, когда функция 
f (z )  конформно отображает круг l z l < 1 на область G, 
а во втором - когда область G является плоскостью с 
разрезом по лучу arg z = <р. Следовательно, 

1 /' (z) 1 :::;:: 
1 

4 1 f (z) 1 -=:::: 1 - 1  z 12 ' 
и знак равенства достигается толыю для функции f (z ) ,  
конформно отображающей круг 1 z 1 < 1 на плоскость ш с 
разрезом по пекоторому лучу arg z = <р. Это дает нам не
равенство ( 3. 1 )  . Неравенство ( 3 .2) получается из нера
венства (3 . 1 )  тем же путем, что и в примере 3 § 1 .  Тео
рема доказана. 

Т е о р е м  а 3.2. Пусть фуnпция f (z ) = z + a2z2 + . . . 
голоморфnа и одполистна в средnем по опружnости в 
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круге l z l < 1 .  Тогда l z t;g] � � � � : : :. (3 .3) 

Знак равенства воа.можен лишь для функций вида 

f (z) = ( 1 _ :ei8)2' 
где е - любое действительное число. 

Д о н а з  а т е л ь  с т в о .  Из свойства 2 следует, что 
фуннция f (z ) обращается в нуль не более одноrо раза, 
если она однолиства в среднем нруrе l z l < 1 .  

Обозначим через � ( z ) функцию, конформно отобра
жающую круr l z l  < 1 с разрезом по радиусу ( 0, 1 ) на круr 
1 � 1 < 1 ,  а через z (� ) - обратную к ней функцию. Рассмот
рим функцию 

g ( � ) = f {z (� ) ) .  
Поскольку функция f (z )  обращается в пуль толыю 

при z = О, а функция z (� )  отлична от пуля в круrе 1 � 1 < 
< 1 , функция g (� )  не обращается в нуль в круrе 1 � 1  < 
<1 . Rроме тоrо, функция g (� )  rоломорфна и однолиства 
в среднем в круrе 1 � 1  < 1 (по свойству 1 ) .  Применяя к 

l к ' ш l  4 функции g (� ) теорему 3. 1 ,  получаем 
g Ш � 1 _ 1  ь 12 • откуда 1 !' (z) l � 4 1 ь' (z) 1 - 4.  (z G ) 

f (z) ..._" 1 - 1 Ь (z) 12 - р 
' о ' 

rде через Go обозначен круr l z l  < 1 с разрезом по радиу
су (0, 1 ) . Величину p (z , Go) можно вычислить и непо
средственно, но проще воспользоваться равенством 

p ( w (z ) , G) l w' (z ) l = p (z , D) ,  
rде w ( z )  - функция, конформно отображающая область 1 
D на область G, и тем, что р (w, D0) = 4w (w > О) (Do -
плоскость с разрезом по отрицательной части действитель
ной оси) . Функция w (z) = ; ( z + +) - 1 копформно ото

бражает Go на Do. Поэтому 

р (z , G0) = р (w (z) , D0) 1 w' (z) 1 = 
=f r (+ (z + +) - 1 ,  Do) \ 1 - :2 1 
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1 f' (z) 1 1 - 1 z 1 2 ( 1 ( 1 ) ) f (z) � 2 1 z 12 р 2 z + z - 1 , Do • 
Замечая, что вместо функции z (� ) можно было бы взять 
функцию, отличающуюся от нее произвольпым множите
лем е; в , мы видим, что в последнем неравенетве можно 
заменить z на zе;в и взять минимум правой части по е. 
Это дает, что 

l 1; f;; l � 2 1 �z \: 1 2 P (+ ( I z l + 1 � 1) - 1 , по)• 
1 т .  е. поскольку p (w, D0) = 4w (w > 0), 1 !' (z) 1 :::;:::: ...!._ , 1  + 1 z 1 f (z) � 1 z 1 1 - 1  z 1 '  

Возможность равенства исследуется с помощью теоре
мы 3 . 1 .  Теорема доказана. О 

Приведем еще два неравенства, леrко вытекающие из 
теоремы 3.2. 

С л е д с т в и е . Пусть футщия f (z) = z + a2z2 +1 . . .  го
ломорфна и одтюлистна в сред�tе:м по опружности в пруге 
l z l  < 1 .  Тогда 

Действительно, запишем неравенство ( 3 .3) в виде 

1 !; (��) 1 � 1 � 1 ' � � : ; 1 ' 

(3 .4.) 

(3 .5) 

возьмем достаточно близкое к нулю число е ,  arg е = arg z, и проинтеrрируем это неравенство от е до z по отрезку 
радиуса, При достаточно малом е это даст, поскольку f ( e ) -+ О ( е -+ 0) , что 

ln / f (z) j ::;::: l ln j (z) - ln j (e) I ::;::: In l z l - ln J e l 1 (е} � � ( 1 - 1 z 1 ) 2  ( 1 - 1 е 1 )2 ' 
Отсюда находим 

ln / е 1 (z) / :::;:::: ln 1 z 1 - 2 ln ( 1  - 1 е 1 ) 1 (е) � (1 - 1 z 1 )2 
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и, переходя к пределу при е -+ О ,  сразу получаем нера
венство (3 .4) . 

Неравенство (3 .5 ) получаем перемножением нера
венств (3 .3 )  и (3 .4 ) . Случай равенства исследуется, Kai{ 
и n теореме 3.2, ссылкой на теорему 3. 1 .  

3 а м е ч  а н и е .  Полагая в неравенстве (3 .4 ) z -+  О, по
лучаем 

Это дает нам 
(3 . 6 )  

(3 .7 ) 
Можно получить также оценку для l j (z ) 1 снизу и 

нераnенство для величины d (f) . 
Т е о р е м  а 3.3 . Пусть фунтщия f (z ) = z + a2z2 + . . . го

.поморфиа и одпо.писТI-tа в среднем по опружпости в круге 
l z l  < 1 . Тогда 

и 
1 d (f) � т  

1 f (z) 1 � ( 1 � � � l ) 2 •  
Равепство возможпо лишь д.пя f ( ) 

z z = (1 - ze i8)2 . 

(3 .8) 

(3 .9) 

Д о к а з  а т е л ь с т в о. По определению величины 
d (f)  = d область G значений функции f (z) имеет хотя бы 
одну граничную или внешнюю точку на любой окруж
ности 1 w 1 = р, р *' d ( f) .  П римепял те же рассуждения, 
что и в теореме 3. 1 , получаем неравенство 

1 /' ( z) 1 4 
1 1 (z) 1 

+ 
d � 1 - 1 z J2 • 

Но f (O)  = О, f' (О) =·1 , так что, полагая z = О, находим 
1 d � 4 . Возможность равенства исследуется тем же путем, 

что и в теореме 3 . 1 .  
1 

Неравенство d (!) � Т согласно определению величи-
1 

ны d (f) означает, что любое значение w из круга 1 w l <Т 
принимается функцией f (z )  в круге l z l  < 1 ровно 
ОДИН раз. 

Неравенство (3.9) докажем почти тем же рассужде
нием, что и теорему 3.2. Возьмем какую-либо точку с 
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в круге l z l  < 1 и обозначим через z (� )  функцию, кон
формно отображающую круг 1 � 1 < 1 на круг 1 z 1 < 1 с 
разрезом по отрезку радиуса (с , fc-1 ) и переводящую точ

ку � = О в точку z = О. Эта функция, каi< петрудно про
верить, определяется из уравнения 

zгiiP � 
(1 - zгiФ)2 = а (с) (1 - �) 2' 

где ер = arg с, а (с) = 4 1  с 1 2 • 
( 1 + 1 с 1 )  

Рассмотрим функцию g (�) = tz<;(�J) . По свойству 1 
она однолиства в среднем по окружности в круге 1 � 1  < 1 ,  

1 g (O) = O, g' (0) = 1 .  Если l f (c) / < т• то функция g (� )  

н е  принимает значения f, ��� в круге 1 � 1 < 1 , так как 

значение f (с) ( / f (с) / < +) принимается функцией f (z ) 
только в точке с, а фующия z (� )  не обращается в с 
в круге 1 � 1  < 1 .  Но согласно перавеяству (3 .8 ) имеем 

d (g) ;;;:. 1/4. Значит, или / f (с) 1 �+ • или 1 f (с) 1 �+ 1 z' (О) 1 · 
Вычисляя z ' (О ) , приходим I< перавеяству ( 3.9 ) . 

Возможность равенства и в этом случае исследуется 
обычным образом. Теорема доказана. О 

Если предположить функцию не только однолистной 
в среднем, но и просто однолистной, то можпо получить 
оценку для ее  производной в круге 1 z 1 < 1 не только 
сверху, по и снизу. (Ясно, что для фующий, однолистных 
в среднем, не может быть нетривиальной оценки снизу 
модуля производной во всем круге ,  так как производпая 
может обращаться в нуль. ) 

Т е о р е м  а 3.4. Если фуп-,;ция f (z ) = z + a2z2 + . . . го
ломорфпа и одполистпа в -,;руге i z l  < 1, то 

и даже 
1 z f;(�j 1 � � + \ :  / • / ! ' (z) 1 � (/-� �� �3 (3 . 1 0) 

(3 . 1 1 ) z Равегtство достигается лишь для f (z) = ( · е)2 
• 1 - ze1 
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Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Рассмотрим функцию 

g (�) = f U: ��). 1 а 1 < 1 . 

Так как фующия z {�) = 1�: � конформно отображает 

круr 1 � 1 < 1 на себя, функция g (� )  rоломорфна и одно
листва в круrе 1 � 1  < 1. Применив неравенство (3 .7 ) к 
функции g (� '(о� (О) (эта функция однолистна, так как -

g (� )  однолистна ; одполистность в среднем при таком ире
образовании не сохраняется ) , получим l g " (О )  1 :;;,;;; 4 \ g ' (О ) \ .  
Но 

g' (0 ) = ( 1 - l a l 2 ) /' (a ) , 

g "  (0) = ( 1 - l a l 2 ) 2/ " (а ) - 2ii ( 1 - l a l 2 ) f' (a) . 

Следов а тельпо, 

1 ( 1 - l a l 2 ) f " (а ) - 2iif' (а ) 1 :;:;;; 4 1 !' (а ) 1 . 
1 а Умножая последнее неравенство на 1 f' (а) 1 1 _ 1 а 1 2 ' 

по-

лучаем ( 3. 1 1 )  . 
Полаrая а = ре;'�', можем переписать (3. 1 1 )  в виде 

Re ei<P - -- � е�<Р - -- � --
1 { f" (pei<P) } 2р 1 1 ·  f" (pei<P) 2р 1 4 

!' (pei<P) 1 - р2 '"""' f' (pei<P) 1 - р2 '"""' 1 - р2 ' 
откуда находим 

Поскольку 

Re {ei<P !" (ре�<Р) } � 2 2 - Р • f' (ре�<Р) :?' 1 - р2 

{ . t" (pei<P) } а а Re е�<Р 1, (pei(j)) = др Re {ln f' (pei<P)} = др ln 1 f' (pei<P) 1 , 
это перавеяство означает, что 

дд 
ln 1 !' (pei<P) 1 � 2 2 - Р2 • р 1 - р  

Интеrрируя полученное неравенство по р от пуля до 1 z 1 , 
получаем второе из неравенств ( 3 . 10 ) , а из неrо с по
мощью перавеяства (3 .4) леrко получаем остаюпееся не
равенство. 
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Все полученные неравенства могут обращаться в ра
венства лишь тогда, когда обращается в равенство нера
венство (3 .7 ) . Это происходит лишь для функций указан-
ного вида. Теорема доказана. О 

Теория одполистных функций - это глубоко разрабо
танная область теории аналитических функций. В ной 
созданы тонние вариационные методы. Мы здесь лишь 
слегка коснулись немногих простейших методов получе
ния неравенств. Для более основательного знакомства 
можно рекомендовать монографии [ 1 0, 4 1 ] . 

§ 4. Принцип длины и площади 

Изложим еще один метод получения оценок аналитИ
чесi\ИХ функций. С его помощью оценки получаются не
сколько более грубыми, но зато значительно более эффек
тивными. 

С принципом длины и площади мы уже сталкивались 
в § 6 гл. V при выводе неравенства Альфорса и Варшав
ского. Этот метод был использован при доказательстве 
оценок,· но его не выделяли как самостоятельный резуль
тат. Сейчас мы докажем этот принцип отдельно и в более 
общем виде . 

Прежде всего нужно договориться об ·обозначениях. 
Пусть дана функция f (z ) , голоморфпая в замкнутой 

области 15, и пусть G - образ области D при отображении 
w = f (z) . Функцию j (z ) не будем предполагать однолист
ной в области D, так что область G многократно покры
вается значениями функции j (z ) . Взаимно однозначным 
образом области D при отображении w = f (z )  будем счи
тать некоторую риманову поверхность S, расположенную 
над областью G. Эта риманова поверхность является 
частью римановой поверхности функции z ( � ) , обратной к 
функции f (z) .  Поэтому функция z (� ) однозначна на ри
мановой поверхности S и взаимно однозначно отображао1• 
ее  на область D. О 

При таком понимании отображения сохраняют силу 
формулы, выведенные в § 1 гл. V для взаимно однознач
ных конформных отображений : 

Если D'  с D, а S' - взаи.мпо одпозпачт-tый образ D' 
при отображепии w = f (z) , то 

А (S ' )  = J J 1 /' (z) [2 dx dy, А (D') = J J 1 z' (ш) 12 dи dv 
D' 81  
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(rде z = х + iy , w = и + iv, а через !1 (G) обозначена пло
щадь области G ) . 

Если С - r;,аr;,ая-то r;,ривая, лежащая в области D, 
а L - ее обраа при отображении w = f (z) , то 

f-t (L) = J / f' (z) l / dz j , f,t (C) = .f i z' (w) / / dw /  
С L 

(через f-t ( Г )  :мы обозначаем длину кривой Г ) . 
Т е о р е  :м а 4. 1 . Пусть фупr;,ция f (z ) грло:морфпа в 

аа:мr;,нутой области D. Обоапачи;м, череа Ар сово.".уппость 
r;,ривых, па .".оторых / f (z ) 1 = р, а череа .'А (р) - су:м:му их 
8лин. Ч ереа 81> обоаначи.м, сово/'i,упНОСТЬ образов /'i,ривЫХ 
Ар при отображении w = f (z ) , а череа е (р ) - су:м:му их 
8лин. 

00 

S л,2 (р) Тогаа е (р) dp ::;;; !1 (D). 
о 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Соrласно приведеиным выше 
формулам и:мее:м Л (р) = J 1 z' (w) 1 1 dw / . 

Эр 
По неравенству Буняковскоrо - Шварца 

[ J  FG dx у ::;;; S F2 dx S G2 dx. 
Полаrая F =· 1, G = / z ' (w )  1 ,  получаем 

или 

Но 
00 

Л2 (р) = { s 1 z' (w) 1 1  dw 1 }2 ::;;; е (р) s 1 z' (ш) 1 2 1 dw 1 
Эр Эр 

00 00 s �2(�) dp ::;;; s р dp s 1 z' (peii)J) 1 2 dcp. 
о о Эр 

J р dp J 1 z' (peii)J) 12 dcp = J J 1 z' (ш) 1 2 dи dv = !1 (D) , 
о Эр В 

и :мы пришли к утверждению теоремы. О 
Принцип длины и площади используется для оценок 

с помощью следующеrо неравенства, :мало отличающеrося 
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от неравенства Альфорса. Нам проще доказать это пера· 
вепство заново, чем связывать его с неравепством, дока· 
занным в других обозначениях и предположениях. 

Т е о р е м  а 4.2. Пусть фупrщия f (z) голоморфпа и от
лична от пуля в круге l z l < 1 . Обоапачи;м / f (O) 1 = А, 
I J (a) 1 = В. Тогда 

в S е��) � � (1n � � : : :  + n) . 
А 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Без ограничения общности мож
но считать О <  а < 1 и А < В. Рассмотрим функцию 

g (�) = f ( :� � � ) 
в прямоугольнике D, определяемом перавенетвами (ь = ln 1 + а) · 

1 - а 
n n - т < Rе � < Ь + 2, 

et - 1 
Петрудно проверить, что функция z = t конформпо 

е + 1 

отображает полосу 1 Im � 1 < � в круг l z l < 1 ,  а прямо

угольник D - в часть этого круга. Поэтому функция 8 (р ) ,  
построенная для прямоугольника D и функции g ( � ) , не 
иревосходит функции О (р ) , построенпой для круга l z l < 1 
и функции f (z) . Следовательно, по теореме 4. 1 имеем 

в S л? (Р) 
е (Р) dp � L1 (D) , 

А 
где функция .Л (р )  построена для прямоугольника D и 
функции g ( � ) , а О (р ) - для круга l z l < 1 и функции f (z) . 

Так как площадь прямоугольника D равна n ( Ь + n) , 
то мы получаем неравенство 

в 

S "л 2 (р) ( 1 + а  ) е (р) dp � n ln 1 _ а + n . 
А 

(4. 1) 

Оценим величипу Л ( р ) . Для этой цели заметим, что 
функция / g (� ) 1 принимает на отрезке (0,  Ь ) любое зна
чение р , заключенное между А и В. Пусть �Р - та точка 
отрезка (0, Ь ) ,  в которой / g ( �p) 1 = р .  Через точку �Р про-
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:ходит одна из кривых Ар. Она не может быть замкнутой 
кривой, лежащей в прямоугольнике D. Действительно, 
фуннция g ( � ) не обращается в нуль в прямоугольнике D. 
Поэтому, применяя принцип максимума модуля к функ
циям g (� )  и 1/g ( � )  в области, ограниченной какой-либо 
петлей этой замкнутой кривой, мы получили бы l g ( � )  1 == 
== р ,  что невозможно. Следовательно, выбранная нами 
кривая из совокупности Ар имеет концы на границе пря
моугольника D. Но расстояние от любой точки отрезка 
( 0, Ь ) до границы прямоугольника D не меньше n/2. 
Значит, длина выбранной кривой не меньше n,  т .  е .  
А (р ) ;;;:;: п . 

Поэтому неравенство ( 4 . 1 ) дает , что 
R 

�2 J edrP) �n (lн � + : + n) .  
А 

Теорема доказана. 
Ценою векоторого усложнения оценки можно было 

исследовать и случай, когда функция f (z )  обращается в 
нуль в круге 1 z 1 < 1 ,  но имеет конечное число нулей. Для 
получения оценки пришлось бы оценить, сколько вносят 
в интеграл те значения р, для которых точка SP отстоит 
от нулей функции g ( � )  меньше, чем на n.  

Рассмотрим один пример, который позволит сравнить 
оценки, полученные ранее, с оценками, получаемыми с 
помощью принципа длины и площади. 

П р и м е р  1 . Пусть функция f (z )  голаморфна и не об 
ращается в нуль в круге 1 z 1 < 1 .  Найдем оценку для 
1 / (z ) l ,  предположив, что 8 ( p ) � 2np при всех р > О . 

Теорема 4 .2  дает 

в\. _!!Е_ 1 � ..!_ (1n 1 + 1 z 1 ..L п) (А = 1 f (О) j , В = 1 f (z) 1 ) , . 2np """' n 1 - 1 z 1 ' 
А 

или j 1n 1 ; ��� \ \  � 2 ( ln � � : : \ + n) . 
Это означает, что ( \ 2 ( )2 

e-2n 1 - 1 z 1 } � 1 f (z) ll � e2n 1 + 1 z 1 1 + 1 z 1 ""'= f (О) ""'= 1 - 1 z 1 • 

(4 .2) 

(4 .3) 

Чтобы сравнить этот результат с полученными ранее, 
заметим, что условие 8 (р) � 2np (р > О) означает одно-
27 М. А. Евграфов 
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листность функции / (z )  в среднем по окружности в кру
ге l z l < 1 .  Действительно, величина n ( w, f ) - это число
нулей фуiшции / ( z ) - w в круге l z l < 1. Эту величину 
можно рассматривать как число листов римановой по
верхности S над точкой w. (Риманова поверхность S 
это взаимно однозначный образ круга 1 z 1 < 1 при ото
бражении w = f (z ) . )  Кривые еР есть не что иное, как 
дуги окружности l w l = р на римановой поверхности S. 
Каждая ТОЧI{а w окружности 1 w 1 = р входит в ер столько 
раз, сколько листов римановой поверхности S лежит над. 
точкой w, т .  е .  n ( w, f )  раз. Поэтому 

е (р) = .\ n (w, f) 1 dw l 
lw i =P 

И предположение е ( р ) � 2:n:p ОЗНачает ОДНОЛИСТПОСТЪ 
функции / (z ) в среднем по окружности в круrе l z l  < f. а 

Результат, полученный в примере, можно сравнить. 
с результатом теоремы 3. 1 , ноторый имеет вид ( 1 - 1 z 1 ) 2 1 f (z) 1 ( 1 + 1 z 1 )2 

1 + 1. z 1 � f (О) � 1 - 1 z 1 • 
Разница полученных оценок в множителе е2" .  Этот 

множитель не слишком близок к единице, но он не ме
няет порядок роста функции 1 / (z )  1 при l z l -+ 1. Таким 
образом, мы видим, что теорема 3 . 1  несколько точнее, но 
ее доказательство намного более сложно (в него следует 
включить и принцип симметризации ) . О 

Стоит заметить, что в некоторых случаях с помощью 
принципа длины и площади можпо получать и точные
оценки. Так, например, одно из наиболее простых дока
зательств неравенства l a2 l  � 2 для однолистных функций: 
получаетел с помощью принципа длины и площади ( он 
фигурирует под названием теоремы площадей) .  О 

Одной из наиболее важных черт принципа длины и 
площади является его общность. 

Приведем еще один пример использования принципа 
длины и площади для получения оценок функций, 
р-листных в среднем по площади в круге l z l < 1 .  

Функция f (z )  называется р-листной в средне.м по 
площади в круее l z l  < 1 ,  если при любом р > О  имеем 

.i S n (w, f) du dv � np1p . 
lwi<P 
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Здесь n ( w, j) ,  как и прежде,- число пулей функции 
j (z ) - w в круге l z l  < 1 .  

Легко проверить, что функция, р-листпая в среднем 
по окружности, является и р-листпой в среднем по пло
щади, по не наоборот . 

Т е о р е м  а 4.3 .  Пусть фу1ищия j (z ) годо.морфна, 
р-дистна в среднем по пдощади и не обращается в нудь 
в цуге l z l  < 1. Тогда 

1 1 -2np-2 ( 1 - 1 z 1 ) 2Р 1 f (z) 1 2np+2 ( 1 + 1 z 1 ) 2Р 
е 1 + 1 z 1 � t (О) � е 1 - 1 z 1 • 

Д о к а з а т е л ь  с т в о. По теореме 4.2 имеем 

1 в dp 1 1 + 1 z 1 � е (р) � n ( ln 1 - 1 z 1 + n ) , (А = 1 j (О) 1 , В = 1 j (z) 1 ) .  

Нам нужно оцепить интеграл, стоящий слева, используя 
условие р-листпости функции j (z ) в среднем по площади 
в круге 1 z 1 < 1 .  Это условие можно записать в виде 

р 
.\ е ( t) dt � np2p о 

или в виде 
(4.4) 

где 
р 

ер (р) = 1' re ( t) - 2ntp] dt . 
о 

х а Из очевидного неравепства - + - ;;;;:;:: 2 получаем пера-а х 
1 1 х - а  вепство х ;::: а- �и, полагая х = е ( t ) ,  а = 2ntp , при-

ходим к перавеяству 

_1 _  � -1 - - q>' (t)  
е ( t) ::::-- 2ntp (2ntp)2 • 

Из этого неравенства находим, считая для определенно
сти, ЧТО А < В: 

�7* 

в в S dp 1 в j' q>' (t) dt 
6 (р) ;;;;:;:: 2np l n A  - (2ntp)2 ' А А 
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Интегрируя по частям и используя (4.4) , получаем 
в 

\' _!!Е_ � _1_ ln _! <р (А) � _1_ ln ..! - _1 -J 8 (Р) ,;:;-- 2л:р А + (2nAp)2 ,;:;-- 2np А 4np • 
А 

Следовательно, \ In 1 j �� 1 \  � 2лр + { + 2р ln � � \ : \  , 
и теорема доназана. 

§ 5. Распределение значений целых 
и :иероморфных функций 

В предыдущих параграфах излагались методы полу
чения оценок для функций, голаморфных в данной об
ласти (главным образом в единичном круге ) , при тех 
или иных предположениях относительно распределения 
значений, принимаемых ими в этой области. Сейчас из
ложим неноторые результаты, связанные с распределе
нием значений фуннций, голаморфных или мераморфных 
во всей нонечной плоскости ( фуннции, голоморфвые во 
всей конечной плоскости, называются целыми фунн
циями) . Для этой цели придется сначала ввести некото
рые обозначения. 

Пусть функция F (z ) мераморфна во всей конечной 
плоскости. Через n ( r, � .  F) обозначим число нулей 
функции F (z) -� в нруге l z l  < r (наждый нуль счита
ется столько раз, какова его кратность ) .  Через n ( r, оо , F) 
обозначим число полюсов функции F (z ) в круге / z /  < r. 
Rроме того, введем обозначение 

r 

N (r , �, F) = s n (t , � . F) -; n (O, � , F) dt + n (O, � , F) In r . 
о 

Функция N ( r, � .  F) является пекоторой средней мерой 
того, наснолько часто функция F (z ) принимает значе
ние � в круге / z /  < r. 

Следующая функция является средней мерой того, 
насколько функция F (z )  близна н значению � на окруж
ности l z l  = r: 

т (r , �. F) = 2�r j ln+ / F !z� _ � l 1 dz l• 
\ Z \=T 

т (r , оо , F) = 2�r \ ln+ 1 F (z) 1 \ dz \ .  
lz l =r 
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Здесь ]n+ х = max Пn х, 0} . Функцию m (r, �. F) принято  
называть певапли1аивспой фупrщией приближепия. 

В дальнейшем будем для краткости вместо п (r, � .  F ) ,  
N( r, � .  F) и m (r, � .  F) писать п ( r, � ) , N (r, � ) и m ( r, � ) , 
если ясно, к какой функции относятся эти обозначе-
ния. о 

Ясно, что осредненные характеристики такого рода 
как N (r, � ) и m (r, � ) можно вводить с большой сте
пенью произвола. Смысл введения именно этих характе
ристик объясняется следующей теоремой. 

Т е о р е м а  5 . 1 .  Для любой фуппции f (z ) , .меро.морф
ной во всей попечпой плосrtости, при любо.м фипсирован
но.м � и при r -+ оо и.меет .место соотпошепие 

m (r, � ) + N (r, � ) = m (r, oo ) + N (r, оо ) + О { 1 ) . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  В § 2 гл. VI I I  доказана фор
мула Иенсена 

2�r S ln / f (z) 1 / dz 1 = 
i z l=r 

справедливая для любой функции, мераморфной в кру
ге l z l  � r и не имеющей в точке z = О ни нуля,  ни 
полюса. 

Суммы легко выражаются через функции N (r, О, f) 
и N ( r, оо, F) . Действительно, 

r r � r s r s n ( t ,  О) � ln та-/ = ln  Т dп (t , О) = t dt = N (r , О) \aki<r k О о 

(так как п (О, 0 ) = 0 ) , и аналогично 

r 
� r 5 n ( t ,  оо)  
._ Jn -/ b l = t dt = N (r , оо )  \ bk \<r k О 

(п (0, оо) = 0) .  

Поэтому, полагая f (z )  = F (z ) - � и замечая, что 

N (r, О, F - � ) = N (r, � . F ) , N (r, оо, F - � ) = N (r, оо, F) , 
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получаем из формулы Иенсена формулу 

2;r S ln 1 F (z) - � 1 1  dz 1 - ln 1 F (О) - � 1 = 
(z ( =r 

= N (r , �. F) - N (r , оо ,  F) . (5 . 1 )  

Эта формула остается справедливой и при F (O )  = t или 
F ( О )  = оо , тольно член ln 1 F (О )  - t 1 заменлетел несноль
но иной нонстантой, найти ноторую предоставляем чи
тателю. 

Заметим, что 

2;r s J n 1 F (z) - � 1 1 dz 1 = - 2;r s ln+ 1 F (z�- � 1 1 dz 1 + 
( z (=r ( z ( =r 

+ 2�r S ln+ 1 F (z) - � 1 1  dz 1 · 
( z ( =r 

Первое слагаемое равно -m (r, t ) ,  а для второго слагае
мого в силу очевидных неравенств 

ln+ l w i - In+ l t l - ln 2 � In+ l w - t l  � 
� In+ l w l + In+ Ш + ln 2  

можно написать 

1 2�r S In+ I F (z) - � l l dZ I - т (r, oo) � � In+ j � l + ln 2. 
\ z l=r 

Следовательно, 

2�r S ln 1 F (z) - � 1 1  dz 1 = т  (r , оо) - т (r , �) + О ( 1 ) . 
( z ( =r 

ПодстаВJiлл это соотношение в формулу ( 5. 1 ) ,  приходим 
н утверждению теоремы. 

Фуннцил 
T ( r) = T ( r, F) = т (r, oo ) + N (r, оо ) 

пазываетсл хараптеристичесr;,ой фунr;,цией или хараr;,те
ристипой мероморфной фунr;,ции F (z ) . Утверждение тео
ремы 5 . 1  может быть сформулировано в следующем виде: 

При .аюбом фипсированном t и при r -+ оо имеем 

m (r, � ) + N (r, � ) = T (r) + 0 ( 1 ) . (5 .2)  
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Доказанная теорема вскрывает интересную симмет

рию в распределении значений функции, мераморфной 
во всей конечной плоскости: 

Если 10а10ое-либо апачепие � припимается фуппцией 
F (z ) сравпительпо редпо (т. е .  функция N (r, � )  мала 
по сравнению с функцией Т ( r ) ) ,  то апачепия фуп10ции 
F (z ) должпы быть блиапи n апачепию � -

Простейшим проявлением этой закономерности явля
ется тот факт , что целая функция (т .  е .  не принимающая 
значения � = оо ) стремится к бесконечности по пекото
рому пути, ведущему в бесконечно удаленную точку. 

Эта закономерность хорошо наблюдается и на всех 
элементарных функциях :  скажем, функция е• не обра
щается в нуль; зато она равномерно стремится к нулю 
в целой полуплоскости Re z < О. О 

Интересно выяснить поведение функций m (r, � ) ,  
N ( r, � )  и Т ( r )  для рациональной функции F ( z )  . 

При z -+ оо рациональная функция стремится к пеко
торому пределу а. Если � :i= a, то m ( r, t ) = 0 ( 1 ) ,  а чис
ло нулей функции F (z ) - � равно степени рациональной 
функции, т. е. наибольшей из степеней числителя и 
знаменателя ( обозначим ее k) .  Поэтому 

T (r) = 0 (1 )  + N (r, �) = 
r 

= 0 (1)  + S n (t , �) -;- n (O, �) dt + п (O, �) ln r = lc 1n r + 0 (1 ) . 
о 

При � = а  число нулей F (z ) - � меньше k, и это ком
пенсируется тем, что функция m (r, � )  растет при r -+ 00 • 

Если F (z ) - целая функция, то рост характеристики 
Т ( r )  тесно связан с ростом максимума модуля F (z )  на 
окружности 1 z 1 = r, как показывает следующая теорема. 

Т е о р е м  а 5.2. Пусть F (z ) - целая фуппция и 
М ( r) = max 1 F (z) 1 ·  Тогда при любом О <  8 < 1 и при дo-

\ z \ =r 
статочпо больших r имеем 

� + � ln  М (8r) � Т (r) � ln М (r) .  

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для целой функции N (r, оо ) == 
Е: О, так что 

Т (r) = т (r , оо) = 2�r S ln+ 1 F (z) 1 1 dz 1 � In+ М (r) 
\z(-r 
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при достаточно больших r. Отсюда вытенает правое не
равенство. 

С другой стороны, In+ I F (z )  1 - субгармоничесная 
фуннция во всей нонечной плосности. Это значит, что 
она не пре восходит в нруге l z l < r гармоничесной фунн
ции, построенной по значениям In+ I F (z )  1 на границе 
этого нруга, т. е. на онружности 1 z 1 = r. Строя эту гар
моничесную фуннцию с помощью интеграла Пуассона, 
получаем 

2:ТС 
lн+ 1 F (peiЧJ) / � r2 - р2 f ln+ 1 F (reill>) 1 d'Ф � 

2:n: • r2 + р2 - 2rp cos ('Ф - q>) 
о 

2 2 r 
� r - р 

2 _21 \ In+ 1 F (reil\1) 1 d-ф. 
(r - р) :n; � 

о 

Отсюда легно находим 

2:ТС 
r +- Р ln М (р) �-21 \ In+ 1 F (reill>) / d'Ф = r Р :n; J 

о 

= 2�r S ln+ 1 F (z) 1 / dz 1 = Т (r) . 

l z l � r  
Полагая р = er, получаем левое неравенство. Теорема 
доказана. 

Снорость роста целой фуннции нак бы определяет 
степень сложности ее устройства.  Ха рантеристина Т ( r) 
играет примерно ту же роль для мераморфных функций. 
Следующая теорема аналогична т еореме Лиувилля ( см. 
§ 2 гл. IV) . 

Т е о р е м а  5 .3. Если 

. Т (r) l1m -1- � т, - n r  r-->oo 
(5 . 3) 

1 0  F (z ) - рациопа.льпая фушщия, степепи ne выше т. 
Д о н а з  а т е л ь  с т в о .  Заметим, что из условия ( 5 . 3 )  

вытенает , что фуннция F (z )  имеет не более т полюсов. 
Действительно, в противном случае мы имели бы 
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n ( r, оо ) ;;;:;: f.,t > т при r > r0 и 
r 

N (r , оо ) � .\ n ( t ,  оо ) -;- n (О , оо ) dt + n (0, оо ) ln r � 

� �-t ln r - 0 (1) , 

откуда следовало бы Т ( r) ;;;:;: f.-t ln r + О ( 1 )  , что противоре
чит неравенству ( 5 .3 ) . 

Теперь построим правильную ( степень числителя 
меньше степени знаменателя ) рациональную функцию 
G (z ) ,  имеющую те же полюсы, что и F (z ) ,  и те же глав� 
ные части в этих полюсах. Поскольку G (z ) -+ О при z 
-+ оо , то т ( r, оо,  G) = O  при достаточно больших r. Функ� 
ция H (z ) = F (z ) - G (z )  не имеет полюсов , и 

T ( r, Н) = m (r, оо,  Н) �  т (r, оо,  F) +  
+ т (r, оо, G) + ln 2 � T (r, F) + 0 ( 1 ) 

в силу очевидного неравенства 

In+ l a - Ь 1 � In+ l a l + In+ I Ь I  + ln 2. 

По теореме 5 .2  получаем, что для целой функции H (z)  
справедливо соотношение 

ll· m  l n  М (r, Н) < 
ln r 

00 ' М (r , Н) =  max / H (z) j ,  
Т -> 00  

т .  е .  

l . M (r, Н) О lffi = 
� rP 

i z i=r 

при пекотором р .  По теореме Лиувилля ( см. § 2 гл. IV) 
функция Н (z )  является многочленом. Следовательно, 
F (z ) - рациональная функция. Но мы видели, что для 
рациональной функции степени k имеет место соотноше� 
ни е Т ( r, F) = k In r + О ( 1 ) . Следовательно, F ( z ) - раци� 
нальная функция степени не выше т. Теорема дока-
зана .  О 

Простейшей величиной, характеризующей рост функ
ции Т ( r) , является число 

-1. ln Т ( r) 
р = lffi 

l 
' 

r->oo n r 

называемое порядr>ом мераморфпой фупr>ции. 
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функции в силу теоремы 5. 2  в определе
нместо величины T (r) можно брать 

В теории целых функций изучаются паиболее деталь
по функции конечного поряДI{а, т. е. такие ,  для которых 
о < р < 00 , 

Теория целых и мероморфпых функций ( особенпо 
теория целых функций) является одной из паиболее 
развитых областей теории аналитических функций, и бы
ло бы переальпо изложить здесь даже ее  основы. Для 
озпаномлепия с неноторыми вопросами теории целых 
фупнций можно обратиться к монографиям [8, 1 3, 
20] . о 

В этом и н следующем параграфах докажем два очень 
нрасивых результата, имеющих пепосредствеппое отно
шение к теории распределения значений. Для формули
ровни первого из этих результатов, носящего название 
теоремы Данжуа - Rарлемапа - Альфорса, понадобится 
понятие асимптотического значения целой фупнции. 

Чис.'Iо � называется асимптотичесr>им значением це
лой фунr>ции F (z ) , если существует такая нривая L, 
уходящая в бесконечность, что F ( z) -+ � при z -+ оо по 
кривой L. 

Т е о р е м  а 5 .4. Число различных асимптотичесr>их 
значепий целой фунr>ции порядr>а р ( отличных от беско
нечности ) не превосходит 2р. 

Д о н а з а т е л ь с т в о . Пусть функция F (z )  имеет n 
различных конечных асимптотичесних значений, и пусть 
L, ,  L2, . . .  , L .. - те нривые, по которым функция F (z )  
стремится к асимптотичесним значениям а , ,  а2,  . . . , an. 
Без ограничения общности можно считать, что кривые 
Lk выходят из точки z = О и не имеют других общих то
чек. Тогда вся плосность разбивается этими нривыми 
ровно па n различных областей D, ,  D2, . . .  , Dn. 

По теореме Линделефа ( см. следствие теоремы 4.3 
I'Л .  VI I I )  фуннция F (z ) не может быть ограничена ни в 
одной из областей Dk, тан нан она имеет различные пре
делы при z -+ оо по разным сторонам области Dk. 

Рост функции, ограниченной па границе беснонечпой 
области и не ограниченпой внутри этой области, может 
быть оценен снизу при помощи теоремы Фрагмепа -
Линделефа, доказанной нами в §  6 гл. VI I I  (теорема 6 . 1 ) .  
Применяя эту теорему н функции F (z )  в областпх 
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r S dt l n  ln М (r) � n 8'(t) + С 
1 /1. 

(k = 1 , 2, . . . , n) , 

rде е,.. ( t) - сумма длин дуr окружности 1 z 1 = r, попада
ющих в область D", а С - постоянная, не зависящая от r. 

Складывая эти неравенства, получаем 
r n 

n ln ln M (r) � n .f � 6
1
(t) dt +  С1. (5 .4) 

1 1 /1. 
Оценим сумму, стоящую под интегралом. По нера

венству Буняковекого - Шварца 

(� авЬв)2 � � а: · �  Ь� . 
Принимая во внимание, что 

n � е��. ( t) = 2nt ,  
1 

так как области D" в совокупности покрывают всю пло
скость, мы можем написать 

n � 1 п2 
Следовательно, � e-(t) � 2nt' 1 /1. 
неравенство ( 5 .4) , получаем 

Подставляя эту оценку в 

ln ln М (r) � ; ln r + С1 , 

откуда по определению порядка находим р � n/2. Теоре
ма доказана. 

Заметим, что доказанная теорема точна, как показы
вает пример функции 

z 

F (z) = S sin tm dt . tm n 
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Действительно, эта функция имеет порядок, равный т, 
что легко следует из неравенства 

1 F ( z) 1 � 1 z 1 elzlm . 

С другой стороны, при z, стремищемся к бесконечности 
по лучам arg z = :ns/m ( s = О, 1 , . . .  , 2m - 1 ) ,  функция 
F ( z ) имеет пределы, раnные 

nis 
т оо е  

as = S о 
:rtia 
т 1 Г ( 1 1) . n 

= е - - - s1n - . 
т т т 

Таким образом, функция F (z ) имеет 2m различных ко
нечных асимптотичесiшх значений:. 

Для формулиро!ши второго результата пона).J;обится: 
еще одно определение. 

Д ефепто.м значения � назовем число 

б (�) = б (�, F) = 1 - l im N (r, �) . 
r->oo Т (r) 

Ясно, что при всех значениях � имеем неравенство 

О �  б ( � ) � 1, так как О �  N(r, � )  � T (r) + 0 ( 1 ) . О 
Результат, который будет доказан в следующем пара

графе (вторая ословпая теорема неванлинновской т ео
рии распределения значений) ,  состоит в том, что сумка 
дефектов всех значений для мероморфной во всей конеч
ной плоскости функции не иревосходит двух. Этот ре
зультат обобщает, в частности, теорему Пикара ( см.  § 5 
гл. IX)  о том, что функция, мераморфная во  всей конеч
ной плоскости, принимает все значения, за исключени
ем, может быть, двух. 

Поучительно отметить, что соображения, наводящие 
на мысль о справедшшости этого результата, очень про
сты и убедительны. Приведем их сейчас для случая, коr
да F (z) - целая функция, чтобы можно было говорить 
лишь о сумме дефекто� конечных значений, так как для 
целой функции б ( оо )  = 1 .  

Если б (� ) > О, т о  эrо означает , что 
l . т (r , �) � ( 1- ) > О � T (r) = u "' ' 
Т-> оо 
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т. е .  функция F ( z )  довольно быстро стремится к значе
нию � при z, стремящемся к бесконечности в пекоторой 
части плоскости. Но если сама функция стремится к по
стоянной в пекоторой области, то  ее производпая долж
на D ;:)I' оЙ области стремиться к нулю примерно с той же 
скоростью. Это означает, что 

б (О, F') � � o (� , F) , (5 .5) 

где сумма берется по всем Iюнечным дефектным значе
ниям. По по определению дефекта имеем б {0, F' )  � 1 , 
т. е. су�.:ма дефектов по nсем конечным дефектным зна
чениям функции F (z )  не иревесходит единицы, а сумма 
всех дефектов не иревосходит двух. 

I� сожалению, это простое рассуждение оказалось 
очень нелегко обосновать. Хотя неравенство ( 5 . 5 )  и ока
залось сnра':.. едливым, но его доказателъст::зо потребовало 
больших усилий. Доказательство теоремы без этого не
ра:зеЕс� ; ;:;. даже проще. В поисках дон:азательства второй 
осно=н:оi1 теоремы Невашrинпы были найдены интерес
ные занономерности. 

§ 6. Теорема Неванлинны о дефектах 

Сначала займемся выяснением rеометрическоrо смыс
ла характеристики Т ( r )  мераморфной функции. Прежде 
всего напомним неiюторые с"'>едения о сфере Римана. 

Rаждой точке z = х + iy комплексной плоскости ста
вится в соответствие точка ( G ,  1'J ,  � )  сферы ' �2 + 1']2 + 
+ ( � - + )2 = ( ; у. Величины G , 1'J ,  � связаны с коорди

натами х, у точки плоскости равенствами 

( см. § 1 гл. I ) . Расстояние между точr{ами сферы Ри-
мана, отвечающими точкам z и w, равно 

\ w - z l 
k (z, w) = 

V V 
, 

1 + 1 z 1 2 1 + 1 w J 2 
1 k (z, оо) = -:-� fг===: 

v 1 + 1 z 1 2 
Следовательно, 

мана равен ds = элемент длины дуги на сфере Ри-
1 dz l 1 + 1 z 

1 2 
, а элемент площади равеп 

00 = dж dy • 
(1 + 1 z 1 2)2 

-
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Выражения 

S 1 dz J 
L 1 + 1 z J 2 t 

будем называть, соответственно, сферичеспой длипой 
привой L и сферичеспой площадью области D. 

Отметим одно важное свойство сферической метрики, 
легно провернемое непосредственным вычислением: 

Сферичеспал метрипа ипвариаптпа отпосительпо пре
обрааовапий вида 

1 + Zii 
W = -- . 

z - a  

( Эти иреобразования отвечают вращению сферы Ри
мана . )  [J 

Еще нам nонадобится одно обобщение формулы 
Иенсена: 

Л е м м а 1. Пусть фуппцил р ( � ) , � = 5 + i'Y] , пепре
рывпа во всей плоспости, за исплючепием попечпого чис
ла точеп, и удовлетворя-ет условия-м 

00 00 

Р (�) ;;;:: о , S S Р ( �) In+ 1 � 1 as а11 < оо, S J Р (�) as а11 = 1 . 
- оо  - 00  

Обоапачим 00 
И (w) = S J р Ш ln 1 w - � 1 ds d'YJ, - оо  

со 

V (r) = J J n (r, � ' F) p (�) ds d'YJ, 
-оо 

где F (z ) - пепоторал фуппцил, мераморфпал во всей по
печпой плоспости. Т о г да 

2�r S U (F (z)) J dz l = 
i z ! =r 

= U (F (O)) + s -v;x) dx - N (r, оо, F) . (6 . 1 ) 
о 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Воспользуемся формулой Иен
сена в том в:аде, к которому :мы привели ее в предыду-
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щем параграфе (см. формулу ( 5 . 1 ) )  

2�r S ln 1 F (z) - � / / dz / = 
l z l =r 

= ln / F (О) - � 1 + N (r, � ,  F) - N (r , оо , F) . 
·Умножим эту формулу на р ( � )  и проинтегрируем по  
всей плоскости. В силу условий на р ( � )  все  интегралы 
равномерно сходятся, так что перемена порядка инте
rрирования законна. Выполняя интегрирование по s , Т) 
и используя введенные обозначения, легко получаем ут
верждение леммы, если вспомнить, что при � + F (О )  

r 

N (r, �) = S п (;, �) dx. 
о 

З а м е ч а н и е  1 .  Если F (O ) = oo, то U (F (O ) ) ,  как и в 
обычной формуле Иенсена, приходится заменить пекото
рой другой постоянной. 

3 а м е ч а н и е 2. Функции V ( r)  можно придать до
вольно простой геометрический смысл. Для этой цели 
введем в комплексной плоскости некоторую метрику, за-
дав элемент длины равенством ds = Ур (� ) l d� l . Тогда 
р (� ) ds drJ - это элемент площади в этой метрике. Если 
обозначить через S, римапаву поверхность, являющуюся 
взаимно однозначным образом круга 1 z 1 < r при отобра
жении w = F ( z ) ,  то n ( r, � ) - это число листов римановой 
поверхности S, над точкой � - Поэтому V (r) есть не что 
иное, как площадь римаповой поверхности S, в нашей 
метрике. О 

Это соображение ( см. также § 4)  позволяет написать 
для функции V (r) еще одну формулу: 

V (r) = S S p (F (z)) / F' (z) /2 dx dy . (6 .2) 
lz l<r 

С помощью леммы 1 уже петрудно выяснить геомет
рический смысл функции T (r, F) - характеристики ме
роморфной во всей конечной плоскости функции F ( z ) . 

Для этой цели положим 

1 1 Р <�> = п (t + 1 � 1 2)1 
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Тогда функция V (r) будет равна сфериqеской площади 
римановой поверхности S,, деленной на :n: .  Сферическую 
площадь римановой поверхности S, мы будем обозначать. 
S (r ) . По лемме 1 имеем 

r -21 S и (F (z)) 1 dz / = и  (F (О)) + ...!_ S 8 (х) dx - N. (r, оо ) . :rtr :rt у 
i z l =r О 

Найдем функцию и ( w) . Согласно определению 

Внутренний интеграл вычисляется, например, с помощью 
формулы Иенсена 1 s { ln R 2:rtR ln / w - � 1 / d� 1 = 

I Ь I=R ln / W 1 
( / w /. <  R), 
( / w / � R) ,  

и вычисляя получающиеся интегралы, легко находим 
и ( w) = ln У 1  + 1 w l 2• 

Таким образом, мы пришли к формуле 

2�r S ln V1 + j F (z) /2 1 dz /  + N (r, оо ) = 
lz i=r 

r 

= ...!_ S 8 (х) dx + ln V 1 + / F (О) 1 2 (6.3) :rt х 
о 

(при F (О ) = оо формула исправляется обычным способом) . 
Из очевидного неравенства 

In+ l w l ::::;; ln У 1  + l w l 2 ::::;; In+ l w l + ln 2 

следует, что 

m (r, oo) � 2�r J ln Vt + / P (z) / 2 j dz l � m (r ,  оо) + ln 2 .  
lz l-r 
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r 

T (r) = m (r , oo) + N (r, oo) = _!_ S S (x) dx + 0 (1 ) . :rt х 
о 

Эта формула и дает искомый геометрический смысл ха
рактеристики мераморфной функции. О 

Величины 
r 

Т (r) = � S S ;х) dx, 
о о 1 5 

m (r, �) = - 2:rtr ln k (� , F (z)) t dz j ,  
\Z \= r 

где k (� , w) = 1 � - w 1 , называются, соответ-У 1 + 1 � 12 v 1 + 1 w 1 2 
ственно, сферичесrоой формой xaparoтepucтurou и сфери-
чеспой формой фунrоции приб.аижения. О 

Для сферичес:кой формы характеристи:ки справедливо 
соотношение несколько более точное, чем теорема 5 . 1 :  о о 

Т е о р е м а  6 . 1 .  m (r, � ) + N ( r, � ) = T (r) - ln k (� , F (O ) ) .  
Д о к а з  а т е л ь  с т в о . При � = оо утверждение теоре

мы совпадает с формулой ( 6 . 3 ) . Чтобы доказать это ут
верждение при любом �. рассмотрим функцию G (z) = 1 + [F (z) и применим формулу ( 6 . 3 ) . Это даст нам F (z) - � о о 

m (r, оо ,  G ) + N ( r, оо ,  G ) = T (r, G ) - ln k ( oo, G (O) ) . 
Ясно, что N (r, оо ,  G ) = N ( r, � .  F) , так как полюсы функ
ции G (z ) - это нули функции F (z ) - � .  Далее, мы отме-

чали, что иреобразование 1 + �w (вращение сферы Ри-w - � 
мана ) сохраняет сферическую метрику. Это значит, что 

k ( � , F (z ) ) = k ( oo , G (z ) )  

и что S (х, F) = S (х, G ) при всех х. Поэтому о о о о 
m (r, оо ,  G ) = m (r, � .  F) , T (r, G ) = T (r, F) , 

k ( oo ,  G (O ) ) = k (� , F (O ) ) , 

и теорема доказана. О 
28 М. А. Евграфов 
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Теперь перейдем к подготовне доназательства теоре
.мы Неванлинны о дефектах. Сначала докажем одну со
:вершенно элементарную лемму. 

Л е м м а 2. Пусть 1jJ (х ) - непрерывно дифференцируе
.мая, псубывающая фующия, положительная при х � а >  > О. При любом положительно.lft q неравенство 

ln 'Ф' (х ) < 2 ln 1jJ (х ) + q ln х 
справедливо для всех х ?о а, за исх:лючением, может 
-быть, J"Unожества Е, для которого r хч dx < оо . J Е 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Обозначим через Е то  множе
.ство ,  лежащее на луче х � а > О, для которого имеет ме
.сто обратное неравенство. Тогда при х Е Е имеем 'Ф' (х ) � 
� xq'tjJ2 (х)  и 

S q 
s 'IJ' (х) s 'IJ' (х) 1 х dx �  -2- dx �  -2 - dx � �( ) < оо . 1jJ (х) 

1jJ 
(х) '!' а Е Е а 

Лемма доказана. 
Еще понадобится неравенство 

ь 

{ ь 
b � a S l n cp (x) dx � ln Ь 1 a S cp (x) dx} , 

а а 
(6 .4) 

<Справедливое для любой функции ер ( х ) , неотрицатель
ной на отрезке (а, Ь ) .  Оно является непрерывным ана
логом неравенства 

(6 .5) 

(о среднем геометрическом и среднем арифметическом) 
:и легко получается из него предельным переходом. 

Основное значение для доказательства имеет следу
ющее неравенство :  

Л е м м а 3 .  Пусть выполнены условия леммы 1 .  Toг
fla в ее обозначениях 

2nr S ln I ,F'  (z) 1 1 dz 1 + 2�r .\ ln V р (F (z)) 1 dz 1 � 
J z l=r J z J =r 

:;:;::: 1 
l 

V' (r) """ Z n �. (6.6) 
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Д о R а з  а т е л ь  с т в о. Воспользуемся для V (r)  фор

мулой ( 6 .2 ) . Из нее легRо получаем, что 

V' (r) = 5 р (F (z)) 1 F' (z) 1 2 1 dz 1 ·  
l z i=r 

Поделим обе части этой формулы на 2л:r и воспользу
емся перавенетвам ( 6.4 ) . Это даст нам утверждение 
леммы. 

Т е о р е м  а 6 .2 .  Для любых � � .  �2, • • •  , � .. не равенств� 
n о о о � т  (r , �k) < 2 Т (r) + О ( ln Т (r) + ln r) 
1 

справедливо при всех r, аа ис10лючение:м, :может быть� 
:множества Е, для 10оторого J rq dr < оо при любо:м фип

Е 
сированном q > О.  

Д о R а з а т е л ь с т в о .  Идея доRазательства теоремы 
состоит в том, чтобы подходящим образом выбрать фунR
цию р ( � )  и воспользоваться перавенетвам ( 6. 6 ) . 

Заметим, что если фунRция р ( � )  выбрана таR, ЧТ() 
интеграл, представляющий фунRцию 

00 

P (w) = 5 5 ln k (w, �) p Щ d� d1J, - оо  
абсолютно сходится при всех w, то фунRция V (r) , по

строенная по выбранной фунRции р ( � ) , удовлетворяет 
неравенству 

r 5 v;x) dx < T (r) + 0 ( 1 ) . 
о 

(6 .7) 

Действительно, возьмем равенство, доRазанное в тео
реме 6. 1 ,  умножим его на р ( � ) и проинтегрируем по 

всей плос�ости. Вспоминая, что р ( � ) ;;;;:: О и что по опре-

делению m (r, � ) ;;:: О, а 

28* 

00 
s s р (�) d� d1J = i 
- оо  
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и 

s v ;х> dx = s 1 .r} n (х, �) р (�) d� dtj) d: . 
О О -оо 00 

= J J N (r, �) p (�) d� dt], 
- оо 

получаем согласно определению функции Р ( w)  нера
венство 

r S V ;х) dx � Т (r) - P (F (0)) . 
о 

Из этого неравенства вытекает неравенство ( 6. 7 )  , так 
как по условию I P ( w) 1 < оо .  

Теперь оценим с помощью неравенства ( 6 . 6 )  интеграл 

J (р, F) = 2�r \ ln V р (F (z)) 1 dz 1 .  
lzi=r 

Из леммы 2 имеем 
V' (r) ln "'2m:- � 2 ln V (r) + О ( ln r) 

и 
r 

ln  V (r) � 2 ln S V ;х) dx + О ( ln r) 
о 

Следовательно, обозначая через Е объединение множеств 
Et и Е2, имеем 

V' (r) 0 ln  -- = O (ln T (r) + ln (r)) r 

Далее, по формуле Иенсена 

(r ф Е) . 

2�r S ln 1 F' (z) 1 1 dz 1 = ln 1 F' (О) 1 + N (r, О, F') -
lzl =r 

( 6 . 8) 

- N (r, оо , F') � - N (r, оо , F') + 0 (1) 

{так как N ( r, О, F' ) � О) .  Но N ( r, оо , F' ) � 2N (r, оо , F) , 
поскольку F' (z ) имеет только те же полюсы, что и F (z) , 
а кратность их увеличивается не больше чем вдвое. 
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Следовательно, 

- 2�r S ln 1 F' (z) 1 1  dz 1 � 2N (r ,  со ,  F) + О  ( 1 ) . (6 .9) 
l z l=r 

Подставляем оценни ( 6.8 ) и ( 6 .9 ) в неравенство ( 6 . 6 ) : 

J (р , F) = 2�r S ln V р (F (z)) 1 dz 1 < 
l zl =r 

< 2N (r,  со) + O ( l n T (r) + ln r) (r ф Е) . (6 . 1 0) 
Теперь для завершения доказательства нам осталось 

'ТОЛЬКО выбрать ПОДХОДЯЩИМ обраЗОМ фуНКЦИЮ р (t ) , 
удовлетворяющую условиям 00 

Р Ш � О, . 1 S р (�) d� dч = 1 - 00  
и такую, чтобы интеграл для функции Р ( w ) абсолютно 
�ходился при всех w. 

Выбор таной функции р ( t )  не очези:ден. В первом 
варианте доказательства Неванлинна брал в качестве 
р ( t) плотность гиперболической метрики для плоскости 
t с выколотыми точками t 1 ,  t2, . . .  , tn· Лишь впослед
�твии Альфорс заметил, что можно в аять в качестве р ( t ) 
значительно более простую функцию с тем же поведе
НИВl\1 при t --+  t. и t --+ 00 • Следуя Альфорсу, мы воаьмем 
функцию р ( t ) , определяемую равенством 

ln УР (�) = n-1 [ n 
] = ln k (� , со) - � ln k (� ,  �8) - 2 ln - � ln k (� . �8) + С 

(для удобства обозначений положено tn = оо ,  что ни в 
какой мере не ограничивает общности) . Определенная 
этим равенством фующия р ( t) положительна и непре
рывна во всей плоскости, за исключением точек t . , в ок
рестности которых для функции р ( t ) имеют место асимп
тотические формулы 

Аг 
(�) "' � � - �. l�� (ln l � - �" 1 )' 

(�- �s) , s = 1 , 2 ,  . . .  , n - 1 ; 

An 
р (�) "' l � \ 2 (ln l � l ) ' (�- со) 
(А . - некоторые положительные постоянные ) . 
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Из этих асимптотических формул видно, ЧТQ интеграJI 
от р ( � )  по всей плоскости абсолютно сходится, как и 
интеграл, определяющий фующию Р ( w ) . Постоянную С 
выберем так, чтобы интеграл от функции р ( � )  по всей 
плоскости был равен 1 .  

Оценим интеграл J ( р ,  F) для выбранной нами функ
ции р ( � ) . Имеем J (p ,  F) = J1 - 2J2 + C, где 

J, � 2�, ,JJln k (F (,) , оо ) - � ln k (F И, ,,)} d, f  � 

n-1 

= - :n (r, оо ) + � � (r, �s� 
о 

в силу определения т ( r, � ) ,  а г n 

] J 2 = 2�r S ln l - � ln k (F (z) , �s) 1 dz 1 < 
l z l =r 1 

1 

< ln {- Z�r S i ln k (F (z) , �s) 1 dz 1 )  = 

l z l =r 1 

n о о 
= ln � т (r ,  �s) = О (ln Т (r)) 

] 

в силу неравенства ( 6 .4 ) . 
Следовательно, неравенство ( 6 . 1  О )  д.ает 

n-1 � :n (r, �s) - � (r, оо ) < 
1 

< 2N (r , оо ) + О ( ln Т (r) + ln г) (r ф Е). 

Прибавляя к обеим частям этого равенства величину о о о 
2т (r, оо ) и вспоминая, что т (r, oo ) + N (r, oo ) = T (r) + 
+ 0 ( 1 ) , а �n = оо,  получаем утверждение теоремы. О 

Из доказанной теоремы сразу получается теорема 
о дефектах. 

Действительно, можно считать, что F (z )  не являет
ся рациональной функцией, так как для рациональных 
функций все ясно и так. Поэтому в силу теореvы 5.3 о ln r = o (T (r) J 
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!\роме того, 

"Разделим обе части неравенства 
n 

l '  � (r, �) = lill о • 
� T (r, �) 

� ;,  (r ,  �8) < 2Т (r) + О ( ln  Т (r)) (r ф Е) 
1 
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ша Т ( r ) и перейдем н пределу при r -+ оо по какой-либо 
nоследовательности, не попадающей на множество Е. 
:.Это и означает, что 

Теорема 6.2 была венцом неванлинновской теории рас
.пределения значений, изложенной в его книге [26] . 
В дальнейшем эта теорема породила ряд проблем, на ко
"Торых многие математики свыше полувека оттачивали 
�вое аналитическое мастерство .  Одной из таких проблем 
.является вопрос о возможных множествах дефектов ме
роморфной функции. Более или менее завершенные ре
.зультаты в этом направлении были получены лишь в 
nоследнее время (после 1 970 г . ) . Мы сформулируем сей
-час некоторые из этих результатов, не приводя доказа
тельств (доказательства основаны на топких оценках из 
теории нвазиконформных отображений, которым не на
mлось места в этой книге ) .  

В приводимых ниже результатах предполагается, что 
F (z ) - мераморфная функция конечного порядка. Это 
предположение не  случайно. Дело в том, что понятие де
фекта для мераморфной функции бесконечного порядка 
не вполне корректно. На это обстоятельст:зо уi{азал 
львовский математик А. А. Гольдберг в приложении к 
русскому переводу книги I 4] еще в 1 960 г. Он построил 
nример мераморфной функции F (z ) бесконечного поряд
на, у которой множества дефектов функций F ( z ) и 
F ( z + 1 )  существенно различны. 

Т е о р е м  а 6.3. Для любой :меро:морфпой фующии 
F (z ) 1>оnечпого поряд1>а выполпяется условие 

� [ 6 (�)] 1/3 < 00 (6 .  t 1 '  
( су;м,.м,а берется п о  всем апачепия.м � ) .  
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Т е о р е м а  6.4. Если для мероморфтюй фуптщии F (z)  
хопечпого порядпа выполпяется условие 

� 6 (�) = 2 , (6 . 1 2) 
то дефепт 6 ( � ) отличен, от пуля лишь для попечпого 
числа апачепий � .  а все эти дефепты - рациопальпые 
числа. 

Оба эти результата были получены американским ма
тематиком Вейцманом (первый - в 1 972 г. , а второй 
в 1 969 г . ) . 

Т е о р е м  а 6 .5 .  Для любой последовательпости поло
жительпых чисел {61t} , k = 1, 2, . . .  , удовлетворяющей 
условиям 00 

(6 . 13) 

существует мероморфпая фуппция F (z ) попечпого по
ряд ха и последовательпость рааличпых апачепий {�1.} .  
обладающие свойствами 

и 
6 ( �,., F) = б,., 

6 (� .  F)__= О, 

k =  1 ,  2, . . .  , 

Этот результат был получен харьковским математи
ком А. Э .  Еременко в 1 985 г. 

Первое из условий ( 6 . 1 3 )  в теореме 6 .5 весьма суще
ственно. Случай, когда один из дефектов равен 1 ( на
пример, когда F (z ) - целая функция ) пока не исследо
ван до конца. Ереванский математик Н. У. Аракелян 
высказал гипотезу, что для целой функции F (z ) дефек
ты должны удовлетворять условию 

"' ( е )-1 
_ ln б (�) < оо , 

значительно более сильному, нежели ( 6 . 1 1 ) . 
Неванлинновская теория привела и к интересным 

многомерным обобщениям. Об этих обобщениях можно 
прочесть в книгах [5, 44] . 
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327 
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- аналитическая в данной об-

ласти 102 
- - на кривой 85 
- Вейерштрасса 390 
- выпуклая книзу 305 
- голоморфпая в бесконечно-

сти 52 
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- - в  точке 5 1  
- дифференцируемая 48 
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- непрерывная в точке 22 
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Эллиптические функции 384� 
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литической функции 88 
Эквивалентные контуры 2 1 9  

Якобиан отображения 1 7  
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