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Монография известного польского ученого В. Новацкого
представляет собой учебник повышенного типа по теории упру-
гости. От известных руководств по этому предмету книгу отли-
чает то, что автор положил в основу связанную задачу термо-
упругости, а классическую теорию упругости и теорию темпера-
турных напряжений изложил как ее частные случаи.

Большое место занимают в монографии динамические задачи,
в частности задачи о распространении волн.

Книга написана на высоком математическом уровне и пред-
назначена научным работникам и инженерам-конструкторам, за-
нимающимся проблемами деформируемого твердого тела и тео-
ретическими вопросами сопротивления материалов. Ее можно
использовать и как учебное пособие для студентов-механиков
университетов.
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ОТ ПЕРЕВОДЧИКА

Эта монография написана известным специалистом, вице-пре-
зидентом Польской Академии Наук Витольдом Новацким. Она
представляет собой расширенный университетский курс теории
упругости. Несмотря на достаточно высокий математический уро-
вень, книга является весьма доступной, ибо автор всякий раз
подробно разъясняет используемые понятия, которые выходят за
рамки втузовской программы. Поэтому книгу можно рекомендо-
вать для первого ознакомления с предметом. Вместе с тем основ-
ные разделы классической теории упругости освещены в ней на-
столько полно, что она может служить и справочным пособием
для специалистов-механиков и инженеров-прочнистов.

От известных книг монографию Новацкого отличает прежде
всего то, что автор положил в основу связанную задачу термо-
упругости, а классическую теорию упругости и теорию темпера-
турных напряжений изложил как ее частные случаи. Характерно
также, что автор уделил очень большое внимание динамическим
задачам теории упругости; впервые в книге такого рода приво-
дится математическое описание континуума Коссера. Моногра-
фия содержит и ряд оригинальных результатов, полученных ав-
тором (кручение бруса, имеющего трещины, распространение
термоупругих волн, несимметричная упругость и др.).

Следует отметить, что в книге отсутствуют некоторые раз-
делы, традиционно читающиеся в университетском курсе теории
упругости (например, методы решения задач, основанные на ва-
риационных принципах Лагранжа и Кастильяно, контактные за-
дачи теории упругости, теория конечных деформаций). Однако
на русском языке имеются монографии, в которых эти вопросы
хорошо освещены ' ) .

При переводе была использована наиболее употребительная
в отечественной литературе терминология. Исключение состав-

') См., например, Михлин С. Г., Вариационные методы в математической
физике, «Наука», М., 1970;

Галин Л. А., Контактные задачи теории упругости.Гостехиздат, М., 1953;
Новожилов В- В., Теория упругости, Судпромгиз, Л-, 1958-



От переводчика

ляют часто используемые автором термины «эластостатика» и
«эластокинетика», под которыми понимается соответственно ста-
тическая и динамическая задачи теории упругости.

При переводе были исправлены замеченные опечатки и неточ-
ности. Работа по переводу велась в постоянном контакте с авто-
ром, который специально для русского издания переработал
главу 5 и внес несколько изменений в другие главы, а также
прислал список опечаток и исправлений. За все это я приношу
автору свою глубокую благодарность.

Б. Победря



ПРЕДИСЛОВИЕ

Теория упругости занимается деформацией и движением уп-
ругого тела. Основы этой теории заложили математики и меха-
ники XIX века (Коши, Лагранж, Навье, Пуассон, Сен-Венан,
Кирхгоф, Бетти). Развиваемая главным образом математиками
как раздел математической физики, она приобрела в 20—30-е
годы нашего столетия неизменную, почти классическую форму.
В эти годы появились новые разделы механики деформируемых
тел: теория пластичности и реология. Этим разделам уделялось
наибольшее внимание.

Однако в последнее двадцатилетие наблюдается возрожде-
ние теории упругости, бурное развитие ряда ее разделов. При-
чину этого явления следует искать в значительном прогрессе, до-
стигнутом во многих областях техники, и прежде всего в хими-
ческой промышленности, ядерной физике и конструировании
летательных аппаратов.

Поскольку разного рода конструкции работают при все бо-
лее высоких температурах, усиленное внимание исследователей
привлекла теория температурных напряжений. В связи с этим
узкий дотоле раздел теории упругости получил существенное
развитие. Более того, возникла новая область, называемая тер-
моупругостью, которая представляет собой синтез классической
теории упругости и теории теплопроводности.

В последнем двадцатилетии развивалась также нелинейная
теория упругости — так называемая теория конечных деформа-
ций. В то же время мы являемся свидетелями возрождения тео-
рии несимметричной упругости: первые работы по этой теории
опубликованы братьями Коссера в 1910 г., но только сейчас она
нашла приложения к некоторым упругим средам.

В настоящей монографии автор хотел отразить указанные
тенденции развития теории упругости. Поэтому изложение пред-
мета несколько необычно. Исходным пунктом стала термоупру-
гость, опирающаяся на термодинамику необратимых процессов.
Только на этой основе излагаются классические разделы теории
упругости, такие, как эластостатика, эластокинетика, и новые
разделы — теория температурных напряжений и связанная
термоупругость.



8 Предисловие

Монография состоит из трех частей. В первой, содержащей
три главы, даются общие основы теории упругости, обсуждаются
деформированное и напряженное состояния и связь между этими
состояниями и температурой. Излагаются термодинамические
основы деформаций и выводятся общие дифференциальные урав-
нения термоупругости для анизотропной среды.

Вторая часть касается эластостатики изотропных тел и охва-
тывает пять глав. Материал, содержащийся в этой части, стал
уже классическим. Однако ввиду его большого практического
значения он излагается широко и подробно.

В этой части обсуждаются основные принципы и теоремы
эластостатики, методы решения ряда двумерных и трехмерных
задач и, наконец, приводится теория установившихся темпера-
турных напряжений и дисторсии.

Третья часть посвящена динамическим задачам теории уп-
ругости. В настоящей монографии эта часть занимает необычно
много места. Это объясняется стремительным развитием указан-
ного раздела в последние годы, главным образом в области
распространения упругих волн. В этой части представлены ос-
новные теоремы и методы классической эластокинетики, теории
неустановившихся температурных напряжений и связанной тер-
моупругости. В последней главе как бы синтезируется все изло-
женное в третьей части: она заключает в себе основы теории не-
симметричной термоупругости. Отсюда как частные случаи по-
лучаются остальные теории, рассмотренные в третьей части.

Основу этой монографии составили лекции для студентов от-
деления механики физико-математического факультета Варшав-
ского университета.

Я полагаю, что эта книга, возникшая в результате разра-
ботки и расширения указанных лекций, может заинтересовать
широкий круг читателей, прежде всего научных работников и
инженеров-конструкторов, занимающихся проблемами механики
деформируемого тела и теоретическими проблемами сопротивле-
ния материалов.

В. Новацкий



К РУССКОМУ ИЗДАНИЮ

Это издание лишь незначительно отличается от польского:
в нем переработана пятая глава и устранены некоторые недо-
четы.

Книга содержит существенно расширенный материал факуль-
тативных лекций, которые в течение ряда лет читались студен-
там отделения механики факультета математики и механики
Варшавского университета. Я стремился в ней обратить особое
внимание читателей на термодинамический подход к теории уп-
ругости, при котором температурные поля и поля деформаций
рассматриваются как единое целое. При таком подходе эласто-
статика и эластокинетика появляются как частные случаи общей
теории.

Я очень рад, что моя книга издается в Советском Союзе, и
надеюсь, что она найдет новых читателей.

Витольд Новацкий
Варшава, 16 мая 1974 г.





Часть I

ОБЩАЯ ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Глава 1

ДЕФОРМИРОВАННОЕ СОСТОЯНИЕ

1.1. Упругость. Сплошная среда

Опыт показывает, что твердое тело под влиянием внешних
воздействий изменяет свою форму. К внешним воздействиям от-
носятся поверхностные нагрузки, массовые силы, нагревание
или охлаждение тела. Если деформация тела не превышает не-
которых пределов, то при достаточно медленном снятии внеш-
них воздействий оно возвращается к своему первоначальному
состоянию. Если снять внешние воздействия мгновенно, то тело
совершает свободные колебания. Однако вследствие внешнего и
внутреннего сопротивления тело по истечении некоторого вре-
мени возвращается в состояние равновесия, принимая свою пер-
воначальную форму.

Такое свойство твердого тела называется упругостью.
При значительных деформациях снятие внешних воздействий

не приводит к полному исчезновению деформации. Сохраняется
некоторая остаточная деформация тела. Эти остаточные дефор-
мации называются пластическими.

Математическая теория упругости старается выяснить изме-
нения геометрического и механического состояния тела в про-
цессе его деформации. Речь идет об определении и оценке
геометрических величин, характеризующих деформации тела,
а также об оценке внутренних сил, называемых напряжениями,
которые возникают в процессе деформации.

Для анализа деформированного и напряженного состояний
применяются методы математической физики. Для этого опреде-
ляется понятие сплошной среды, ее плотности, рассматриваются
геометрические величины, описывающие изменения тела, вну-
тренние силы, их связь с внешними воздействиями. Соотношения
между внутренними силами и деформациями берутся из экспе-
римента. Поэтому теория упругости является феноменологиче-
ской теорией.
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В теории упругости пользуются теоретической, идеализиро-
ванной и упрощенной, моделью твердого тела в виде «мате-
риального континуума-» или «.материальной сплошной среды».
Пренебрегая молекулярной структурой тела, а стало быть, опу-
ская ряд реальных свойств твердого тела, мы принимаем модель
непрерывного размещения материи в пространстве. «Размазы-
вая» атомную и молекулярную структуру тела, мы рассматри-
ваем его как трехмерное евклидово пространство, точки кото-
рого совпадают с частицами тела.

Материальный континуум трактуется как непрерывная среда
в математическом смысле. Поэтому предполагается, что близкие
точки переходят после деформации также в близкие точки. Воз-
можность пояйления во время деформации трещин и пустот
в теле исключается.

Непрерывное распределение материи в некоторой области
тела можно охарактеризовать с помощью одной скалярной ве-
личины, а именно плотности. Эту величину мы определим сле-
дующим образом. Рассмотрим точку Р, окруженную замкнутой
поверхностью, охватывающей область с объемом AV. Содержа-
щуюся в этой области массу обозначим через ДМ. В силу пред-
положения о непрерывности среды, определим плотность р
в точке Р как предел отношения AM/AV при стремлении к нулю
объема &V:

, п ч ,. ДМ (Я) dM ...
р ( Р ) = lim A v =-W' ! )

о *v a v

Этот предел определяет р как функцию непрерывную и диффе-
ренцируемую в области, занятой телом.

Полная масса тела определяется формулой

М = J p dV. (2)
v

Если плотность постоянна в каждой точке тела, то М = pV.
Твердое тело, характеризующееся постоянной плотностью, назы-
вается однородным телом.

В настоящей монографии мы будем заниматься исключи-
тельно упругими телами. Под этим мы будем понимать такое
идеализированное твердое тело, которое после снятия внешних
воздействий возвращается к своему первоначальному положе-
нию и форме. При этом мы предполагаем, что существует только
одно состояние, характеризующееся отсутствием внутренних сил
и деформаций, к которому возвращается тело после снятия
внешних воздействий. Это состояние называется естественным
состоянием тела.

Главным предметом нашего изучения будет линейная теория
упругости. В этой теории предполагается, что деформации тела
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являются достаточно малыми, а феноменологические соотноше-
ния, связывающие деформированное и напряженное состояния
тела, являются линейными.

1.2. Деформация тела. Вектор перемещения

Рассмотрим упругое тело, которое в некоторый момент вре-
м е н и t = t0 занимало в евклидовом пространстве область В и
находилось в естественном состоянии.

Положение каждой точки этой области определяет радиус-
вектор г == (х\, х2, Хз) в декартовой системе координат Х\, х2, х3.
Вследствие приложенных к телу внешних воздействий (нагруз-
ка, нагревание и т. п.) оно в некоторый момент времени t займет

РИС. 1.1.

в евклидовом пространстве область В'. Точка Р области В пере-
местится в точку Р' области В'. Положение точки Р' описывается
в той же самой системе координат х\, х2, *з радиусом-вектором
г ' = ИиЪ, 1з)- Во время перемещения материальных точек тело,
вообще говоря, изменяет свою форму и объем (рис. 1.1). Соот-
ветствие между положением Р(хи х2, х3) материальной точки
в момент t = t0 н положением Р' ( | l f | 2 , |э) той же материальной
точки в момент t должно быть взаимно однозначным и гомео-
морфным. Это вытекает из предположения о непрерывности ма-
териальной среды. Соответствие между точками Р и Р' описы-
вается соотношениями

= li{xv x 2 , x 3 , f), i ==• 1, 2, 3 . (1)

Предположим, что функции \i принадлежат классу С1 (т. е. не-
прерывны и имеют непрерывные первые производные) и что пре-
образование (1) является неособенным. Тогда якобиан

= det
дх, (2)
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должен быть отличным от нуля, что позволяет получить соот-
ношения, обратные к (1):

*i = *i(Ei. h> ёз. t), ' = 1. 2- 3- О)
Из соотношений (1) — (3) можно извлечь несколько след-

ствий. Материальные точки, лежавшие до деформации на кривой
или поверхности, переходят после деформации в точки, лежащие
на некоторой кривой или поверхности. Материальные точки, ле-
жавшие до деформации внутри замкнутой поверхности, после
деформации также лежат внутри некоторой замкнутой поверх-
ности. Материальные элементы, составлявшие до деформации
границу тела, образуют ее и после деформации. Из рис. 1.1 вид-
но, что

~РР' = г' — г = и. (4)

Вектор и назовем перемещением точки Р, вызванным деформа-
цией тела. Соотношение (4) можно записать также в виде

Щ = Ь — xt, i=l, 2, 3. (5)
Отсюда

lt = xt + ui(xl,x2,x3,t). (6)

Формула (6) выражает зависимость (в каждый момент t) между
параметрами Х\, х2, х3 и | i , | 2 , |з- Каждой точке до деформации
соответствует только одна точка после деформации.

Формулы (6) можно также рассматривать как преобразова-
ние координат. Параметры Хи введенные как декартовы коорди-
наты до деформации, можно использовать как криволинейные
координаты для описания положения точек после деформации.

Предположим, что xl=x')1, X2 = X\ имеют постоянные значе-
ния. В этом случае система уравнений (6) будет определять кри-
вую, на которой лежат точки Р', до деформации лежавшие на
прямой, параллельной оси х3. Вообще мы утверждаем, что ко-
ординатные линии х\, х2, х3 в деформированной среде являются
линиями, на которых находятся точки, лежавшие до деформации
на прямых, параллельных осям декартовой системы координат.

Представленное здесь описание поля перемещений связано
с именем Лагранжа. Для описания деформации тела мы будем
пользоваться координатами xt материальной частицы (точки)
тела (в момент t = t0) как независимыми переменными.

Поле перемещений Ui(x\,x2, x3, t) в момент t выражаем через
положение (xi,x2yx3), занимаемое частицей в момент t = tQ. На-
ряду с описанием Лагранжа применяется другой способ, в кото-
ром в качестве независимых переменных принимаются коорди-
наты I,, относящиеся к положению материальной точки в мо-
мент t. Это описание, связанное с именем Эйлера, имеет вид

*/ = h ~ MEi, | 2 . 1з. 0. I = 1 , 2 , 3 . (7)
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Если в эти соотношения мы подставим £, = !?, Е2 = ^2' т 0 П0ЛУ-
чим из системы (7) систему трех уравнений, описывающую кри-
вую, на которой до деформации лежали точки Р, оказавшиеся
после деформации на прямой, параллельной оси х3.

Рассмотрим для примера двумерное движение

| , = х, ch t -f х2 sh t,

| 2 = xx sh t -\- x2 cht.

Перемещение иа (а = 1,2) можно выразить либо в координа-
тах ха, либо в координатах | а . Подставляя выражения (8)
в уравнения

«а = 1а — Ха, О = 1 , 2, (9)

получим вектор перемещения в координатах Лагранжа

x2(cht— 1). ( '

Если разрешить уравнения (8) относительно хи х2 и подставить
в (9), получим тот же самый вектор перемещения в координатах
Эйлера

Uj — ^ s h f + laO —chfl- ( 1 1 )

1.3. Тензор деформаций

Рассмотрим две бесконечно близкие точки недеформирован-
ного тела: точку Р с декартовыми координатами Xi и точку Q
с координатами xt + dxt. В результате деформации точка Р пе-
рейдет в положение Р' с координатами х{ -\- щ = | ь а точка Q
переместится в точку Q' с координатами xt + dxt + Щ + dut.
Здесь и — вектор перемещения, т. е. вектор с началом в точке Р
и концом в точке Р'.

Квадрат расстояния между точками Р и Q равен

\PQ? = dsl=*dx} + dx\ + dx\ = dxt dxr (1)

Квадрат расстояния между этими точками после деформации
выражается формулой

Q' F = ds2 = dl\ + d|2
2 + rf|! = dh dli- (2)

Примем описание деформации тела по Лагранжу, вводя в каче-
стве независимых переменных координаты ** материальной точки
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до деформации. Так как

h = h (xi, x2, x3, t), t = const,
то1)

dh^-^-dx,. (3)

Отсюда, согласно формуле (2), имеем

ds2 = db dli = -Ш-4^- dx, dxk. (4)

Образуя разность квадратов расстояний, находим, что

ds 2 — ds\ = ^ - -Щ- — Ь^ dxs dxk = 2ejk dxf dxk. (5)

Величины

описывают деформацию тела в первоначальных координатах.
Здесь 6jft — символ Кронекера, определенный следующим обра-
зом:

| 1 для j = k,

для \Фк.

Используя соотношение

и подставляя в (5)
д%,( ди{

= + 6

выразим величины е^ через производные вектора перемещения:

дх,

Формула (5) описывает изменение длины линейного эле-
мента ds0 после деформации. Величины е^ характеризуют это из*
менение; назовем их составляющими деформированного состоя-
ния. Величины е^ образуют тензор второго ранга, что вытекает

') Здесь мы используем соглашение о суммировании. Формула (3) озна-
чает, что
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из их определения (5) и закона преобразования при переходе
к другой системе координат.

Исследуем, как преобразуются e]h при переходе к другой си-
стеме координат. Обозначим через е«р составляющие деформи-
рованного состояния в прямоугольной системе х\. Предположим,
что система х\ повернута относительно системы xt, но обе си-
стемы координат имеют одно и то же начало. Оси системы коор-
динат х\ составляют с осями системы х{ углы, направляющие
косинусы которых представлены в следующей таблице:

<

4
4

«11

«21

«31

* 2

«12

«22

«32

*з

«13

«23

«33

Между координатами xt и х\ точки Р имеют место следующие
зависимости:

x i = аЦ •

дх,

" " dxf dx\
(8)

Направляющие косинусы удовлетворяют условиям ортогональ-
ности

(9)]к = 6ik.

Для определения соотношений, связывающих составляющие ед
и eip, используем факт независимости величины ds2 — ds^ от вы-
бора системы координат:

s2 - dsl = 2ejk dXj dxk = 2 < p dx'a (10)

Так как по формулам (8)

то, подставляя написанные выше выражения в (10), получим
следующие формулы преобразования:

е а е = а Л е / * - (Н)

Справедливы также и обратные соотношения

*аР = а Л ^ - (12)
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Величины еар, зависящие от декартовых координат•*,-, преобра-
зуются при переходе к другой декартовой системе координат по
правилу преобразования тензоров второго ранга. Поэтому вели-
чины £jft образуют тензор деформаций, причем этот тензор сим-
метричен:

elk = ekl, (13)

что вытекает из его определения формулой (6).
Тензор ejk, заданный формулой (6), был введен Грином и

Сен-Венаном. Назовем его тензором деформаций Грина. Выпол-
няя свертывание тензора eag, имеем из формулы (12)

еаа = ем,

откуда видно, что сумма диагональных элементов тензора дефор-
маций является инвариантом.

1.4. Изменение длины и направления линейного элемента

Составляющим е,Л тензора деформаций можно приписать не-
который механический смысл. Введем понятие относительного

удлинения (или сокращения) линейного элемента dso = PQ:

\P7Q'\-\PQ\ ds - ds0 . .
= = = Л \1)| PQ | ds°

Если XPQ — величина положительная, то мы имеем дело с отно-
сительным удлинением, если отрицательная — то с относитель-
ным сокращением линейного элемента.

Обозначим через Vi направляющие косинусы линейного эле-
мента:

dx.

' 3 T <>
"so

Подставляя полученные выше величины в выражение

ds2 — ds\ = 2ejk dxf dxkt

приходим к уравнению

( ) (3)

Предположим, что линейный элемент dso лежал до деформации
на прямой, параллельной оси Х\. Тогда dso = d\\, VJ = Ьц. Из
формулы (3) получим

(4)
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Из формулы (4) видно, что относительное удлинение линейного
элемента ds0 = d\x зависит от составляющей еи тензора дефор-
маций. Располагая линейный элемент dso сначала на прямой, па-
раллельной оси х2, а затем на прямой, параллельной оси х3, по-
лучим

Вектор ds0, переходя в результате деформации в новое поло-
жение ds, изменяет свои направляющие косинусы. Обозначим на-
правляющие косинусы вектора ds через v!(/ = 1, 2, 3). Принимая
во внимание, что

dx{ < d\t ( ди,

получим
ди. \ ds I ди

Учитывая определение (1), окончательно получим

Если элемент ds0 находился до деформации на прямой, парал-
лельной оси Х\, то Xj = 6ij. Согласно формуле (5), единичный
вектор, касательный к элементу ds, полученному из элемента ds,,,
может быть записан в виде

, . » _ 1 (1 • dui ди2 ди3\
~ 1 + Я„ Г "г" dxi ' dxi ' dxi I'

Если в точке Р известны производные перемещения ди{/дх, и ве-
личины v*, то система уравнений (5) может быть разрешена от-
носительно величин Vj. Однако при этом должно выполняться
условие однозначной разрешимости, хоторое требует, чтобы оп-
ределитель системы

был отличен от нуля. При описании изменения объема в резуль
, ди,

тате деформации тела мы покажем, что определитель -Н- + б,-,
axj

в самом деле отличен от нуля.
Рассмотрим линейный элемент P Q = d s ' в недеформирован-

ном состоянии. Его положение определяется координатами
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точек Р и Q. Направляющие косинусы этого элемента обозначим
через v]. Другой элемент ds^1 = PR, выходящий из точки Р, оп-
ределяется направляющими косинусами v}1. Угол между линей-
ными элементами ds\ и ds'1 обозначим через q>(1 П). Косинус
этого угла выражается по известной формуле

Вследствие деформации тела изменяется как длина, так и напра-
вление линейных элементов. Обозначая через v*1, v*11 направ-
ляющие косинусы линейных элементов, а через <р*, п угол ме-
жду ними после деформации, имеем

Преобразуем правую часть этого соотношения, используя фор-
мулу (5):

„Л,"

xPQ) (i + АР Л ) \н дхJ О дх

откуда
(1 + A,PQ) (1 + bPR) cos ф^ П | = cos<p(I- П1 + 2e/ftv)v''. (6)

Предположим, что элемент dsl

0 лежит на прямой, параллельной
оси Х\, а элемент dsl1 на прямой, параллельной оси х2. Тогда

XpQ = Alii

и из формулы (6) получим

COSffi* — 2 б "
l I l 2 ) (1 + Л ) ( 1 + ЯЛ„)(1 + Ям) /(1+2в„)(1+2е„)

Косинус угла qp(* 2) пропорционален компоненте е12 тензора де-
формаций. Если относительные удлинения ^ц, Х22 малы по срав-
нению с единицей, то изменение угла характеризуется исключи-
тельно компонентой е\2.

Итак, шесть составляющих тензора деформаций е^ вполне
характеризуют деформацию тела. Зная составляющие е^ в каж-
дой точке тела, можно определить в нем все измененные эле-
менты: KPQ, v*, ф*, П ).

Приравнивание нулю всех составляющих тензора е^ в каж-
дой точке тела означает, что

*PQ=O. v;=o, Ф;,, П ) =о;

это легко устанавливается из формул (3) — (6).
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Выполнение условий
еП = е22 = «33 = ^32 = «21 = «13 = О

свидетельствует об отсутствии деформации. В таком случае тело
может только перемещаться как недеформированное твердое
целое.

Из теоретической механики известно, что линейные соотно-
шения

U = U + Г X **» Г = (ДГр Х2 ^з) . VI

описывают движение тела как твердого целого, если величины
и0, и со,- постоянны. В этих соотношениях и°{ являются составляю-
щими вектора перемещения, а щ — составляющими вектора вра-
щения. Через г X о) обозначено векторное произведение вели-
чин г и и. Вычисляя

'ди, диь . d"i ди,\
dXj + dxt дхк)

для вектора и, заданного формулой (7), убеждаемся, что е ^ = 0.
Рассмотрим две близкие материальные точки, которые до де-

формации находились одна от другой на расстоянии ds0, а после
деформации на расстоянии ds. Связь между соответствующими
им векторами выражается формулой

Так как ut = lt — xit то

или
' ди, ди, ди,

ди

дх,

Эту формулу можно записать короче:

d\i = \ptj т" &ii ~Ь yij) dXj, (8)

где
1 / dut ди, dut dut

Величины уи образуют тензор вращения Лагранжа. Это назва-
ние связано с тем, что при отсутствии деформации (вц = 0) тело
может двигаться, совершая вращения. Величины y<j описывают
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только вращение тела, в то время как влияние смещения (транс-
ляции) тела как твердого целого было снято дифференцирова-
нием перемещений.

В случае когда ец = 0, величину Y«J МОЖНО трактовать как
оператор, который следует применить к элементу dxj, чтобы по-
вернуть его вокруг первоначального положения.

1.5. Деформированное состояние в координатах Эйлера

Рассмотрим две бесконечно близкие материальные точки Р
и Q недеформированного тела, которые после деформации пере-
местятся в точки Р' и Q'. Квадраты расстояний между точками Р
и Q, а также Р' и Q' даются формулами

\PQ? = dsl = dxidxl, \P7Q'f = ds'>- = d%ldll. (1)

В качестве независимых переменных возьмем координаты £,•
точки Р', применяя описание деформации по Эйлеру. Так как

Xi = xt (ii, | 2 ,1з, /), / = const,
то

dxt = ^dl,. (2)

Отсюда
дх, дх.

Разность квадратов расстояний равна

dsi _ dsi = (6/ft _ | f i £g.) dit dik = 2^ dl, dlk. (3)

Величины
dxt dxt \

* — a f 7 H 7 J (4)

описывают деформацию тела в эйлеровых координатах | { . Здесь
i\jh является симметричным тензором второго ранга. Тензор т)^
можно выразить через перемещения:

Щ (Ii, | 2,1з, t) = lt — Xi (1„ | 2 , |з» О-

Введенный здесь вектор перемещения м г(|) соответствует век-
тору Uj(x), заданному формулой (5) § 1.2. Составляющие этих
векторов связаны зависимостью ы , ( | ) = Ui(\). Так как

dxt dxt / <Э«,\/ ди

то
ди, duk ди, dut
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Тензор rijft был введен Коши для малых деформаций и Альманси
для конечных деформаций. Подставим в формулу (3) величины

_ ds - ds0 v « _ ^ k (РЛ

З д е с ь XPQ я в л я е т с я о т н о с и т е л ь н ы м у д л и н е н и е м л и н е й н о г о эле-
мента, a v* — н а п р а в л я ю щ и м и к о с и н у с а м и э л е м е н т а ds. И з ф о р -
мул (3) и (6) имеем

ds 2ds

Для элемента, который после деформации параллелен оси х\,
имеем

_ I ds 2ds \

" — M I S T ds + dsj-

Для малых деформаций выражение в скобках близко к единице.
Тогда т]ц можно интерпретировать как удлинение линейного эле-
мента, который после деформации параллелен оси Х[.

Подобные рассуждения приводят к интерпретации величин т̂ гг
и т]зз- Можно установить механический смысл величин т^* Цфк)
аналогично тому, как было сделано в § 1.4. Достаточно рассмо-
треть косинус угла cp(i, щ между двумя линейными элементами,
которые после деформации образуют прямой угол.

Рассмотрим окрестность двух материальных точек, первона-
чально разделенных расстоянием ds0, а после деформации от-
стоящих друг от друга на расстоянии ds. Подставим в выраже-
ние

дх.
dx' = ^ d h (8)

соотношение

Тогда выражение (8) приводится к виду

1 / ди, ди, ди,

или
dxi = {t>i, — T\ll — xti)dtt. (10)

Здесь
1 I ди, ди, ди, д
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является тензором вращения в описании Эйлера, ибо при т̂ - = О
(i,j = 1,2, 3) мы имеем ds0 = ds и тело может двигаться как
твердое целое. Из сравнения тензора деформаций Альманси х\у*
и тензора Грина ejk, где

дх„
dui dui\

dXj dxk)'

вытекает, что разница между этими тензорами исчезнет, если де-
формации будут достаточно малыми. В этом случае можно в вы-
ражениях для r\jh и ejh пренебречь нелинейными членами по
сравнению с линейными и затем считать, что

ди, ди.

Производные вектора перемещения по переменным xt и |* отли-
чаются только на величины высшего порядка малости.

1.6. Главные оси тензора деформаций

Каждый симметричный тензор может быть приведен в каж-
дой точке тела к главным осям. В каждой точке тела можно вы-
брать такие оси, в которых отличными от нуля останутся только
диагональные компоненты тензора ejft. Обозначая через е\, е%, е3

главные значения тензора деформаций, получим из формулы

ds dso = 2ejkdxjdxk (1)

следующее выражение:

ds2 = (1 + 2е,) dx] + (14- 2е2) dx\ + (1 + 2е3) dx$. (2)

Обозначая через A,* (i = 1, 2, 3) относительное сокращение в
направлении оси хи получим из формулы (2)

Х1 = У\+2е1 — 1. (3)

Из выражения (2) мы получили три независимые между собой
соотношения (3). Это означает, что деформацию тела можно
рассматривать как совокупность трех независимых относитель-
ных удлинений в трех взаимно перпендикулярных направлениях.
Длина dxt элемента, лежащего до деформации на главной оси xit

переходит после деформации в величину dx\ = Y\-\-2et dxt,
а относительное удлинение в направлении оси х,- принимает зна-
чение Xi по формуле (3).

Главные значения е,- тензора ejk, а также направляющие ко-
синусы главных осей определяются из следующих соображений,
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Выберем систему координат Х{, не совпадающую с главными
осями. В этой системе координат рассмотрим выражение (3)
§ 1.4:

( (4)

Здесь KPQ — относительное удлинение линейного элемента dso =

= PQ, a Vj — направляющие косинусы этого элемента. Добавим
к уравнению (4) соотношение

VfVf = 1. (5)

Будем искать экстремальные значения функции

F = ejkvlvk—evivi, (6)

где е является множителем Лагранжа. Из условий существова-
ния экстремума

J ^ - = 0, * = 1,2,3, (7)

получим систему уравнений

(8)

Поскольку величины v* не могут, согласно выражению (5), одно-
временно равняться нулю, определитель системы должен быть
равен нулю:

\ei!-6i!e\ = 0. (9)

Решение этого векового уравнения сводится к решению алге-
браического уравнения

е з_/ 1 е 2 + / 2 е _ / з = 0 ( ( 1 0 )

где
Л =«11 +«22+ «33-

/о = «11

«21 «22

«22

«32

«23

«33

«11

«31

«13

«33

{ _

з —

«И «12 «13

«21 «22 «23

«31 «32 «33

(И)

Обозначим через е ь е2, ег три корня уравнения (8) и упорядочим
их таким способом, чтобы е\ > е2 > еъ. В тензорной алгебре до-
казывается, что для симметричного тензора второго ранга корни
векового уравнения (10) являются действительными. Эти корни
не зависят от изменения системы координат xt. Коэффициен-
ты It являются инвариантами, поскольку они как коэффициен-
ты уравнения (10) являются элементарными симметрическими
функциями корней е, (главных значений тензора деформаций)
и однозначно выражаются через эти корни
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Подставляя е ь е2, е3 поочередно в уравнения (8), получим,
пользуясь соотношением (5), три набора направляющих косину-
сов v̂ 1^ v{?]

t v{?\ Эти направляющие косинусы определяют три
оси, называемые главными осями.

Покажем, что направляющие косинусы v\k)

f соответствую-
щие разным корням eh, относятся ко взаимно перпендикулярным
прямым. Если v(

(.
u связан с корнем еи a v̂ 2) — с корнем е2, то из

уравнения (8) имеем

Умножим первое соотношение на v1;21, а второе на

Левые части этих уравнений идентичны ввиду симметрии тен-
зора etj. Вычитая одно уравнение из другого, имеем

(е, —e a)vi I )vi2 ) = 0.

Поскольку е{ Ф е2, то v\uvf> = 0, откуда и следует ортогональ-
ность главных осей.

Вернемся к алгебраическому уравнению (10), которое можно
представить в эквивалентном виде

(е — е1)(е-е2){е — е3) = 0, (12)
или

е3 — («1 + е2 + е3) е2 + (е,е2 + е2е3 + е3е,)е + ехе2еь = 0. (12а)

Итак, имеем второй набор инвариантов

"2F

h = e{e2ez = - ^

Здесь йцк — тензор Леви-Чивиты, т. е. антисимметричный тензор
со следующими свойствами. Если два индекса равны, то ещ = 0.
Если ijk является четной перестановкой чисел 1, 2, 3, то e,-,ft = 1.
Если ijk является нечетной перестановкой чисел 1, 2, 3, то e{jk =
= — 1 . Например,

£112 = €331 = = £222 = = 0>

£123 = = €231 "= = €312 = = 1 > €213 = = £132 = = €321 = = — 1 •

Правые части соотношений (13), выраженные через составляю-
щие тензора е^, соответствуют соотношениям (11).
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1.7. Изменение объема тела

Рассмотрим бесконечно малый параллелепипед с ребрами,
параллельными осям ХГ прямоугольной системы координат.
Проекции его ребер на оси координат xt выражаются формулами

на ось хх:

на ось хг\

на ось х3:
ди3

dxu

dxu
ди3 dx2,

Применяя известную из аналитической геометрии формулу, по
которой объем параллелепипеда выражается через его ребра,
получим

Д1/* = £>ДК, &V = dxldx2dx3, (2)
где

ди,
дх,

= 1 + Л° Ф О (3)

па — — ^ 1.

Рассмотрим квадрат определителя £>:

(4)

После простых преобразований величину D2 удается выразить
через компоненты тензора деформаций е{у.

Г)2 | s I п | /с\
и — I °Ц "Г *е11 \- \°)

Вычисляя последний определитель, получим

где /* — инварианты, определяемые формулами (11) из § 1.6.
Выражая инварианты It через главные значения тензора дефор-
маций, получим

D2 = 1 + 2 (е, + е2 + е3) + 4 (е,е2

Далее,

Д° = 2ех
2е3) - (6)
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Обозначая через A,j (i = 1,2,3) относительные удлинения вдоль
главных осей, где

получим из формулы (6)

Л° = (1 +A,,)(1 + Я,2)(1 + Лз)— 1. (7)

Окончательно изменение объема параллелепипеда характери-
зуется формулой

^ 1 = д = 1 + Д 0 = ( 1 + я , ) ( 1 + Я 2)(1+Я 3). (8)

Относительное изменение объема получим из формулы

Эту величину назовем дилатацией. Если относительные удлине-
ния малы по сравнению с единицей, то дилатация является сум-
мой главных удлинений:

АУ*-ДК „ , „ , .
(9)

1.8. Бесконечно малая деформация

Упругие тела, все размеры которых соизмеримы между со-
бой, работают, как правило, в области малых деформаций.
Исключением является мягкая резина, а также некоторые поли*
меры. Поэтому классическая теория упругости основывается на
предположении, что деформации настолько малы, что их можно
трактовать как бесконечно малые. Это предположение считают
справедливым и при проектировании конструкций, в которых
один из размеров значительно меньше остальных. В инженерных
конструкциях и машинах делают ограничения не только на де-
формации, но и на прогибы, считая их очень малыми.

В настоящей монографии мы ограничимся изучением малых
деформаций. Будем заниматься линейной теорией упругости.

Будем предполагать, что составляющие вектора перемещения
малы по сравнению с каждым размером деформируемого тела,
а первые производные перемещений по координатам малы по
сравнению с единицей. Произведениями и квадратами первых
производных перемещений будем пренебрегать по сравнению
с первыми производными.

Используя высказанные выше предположения, характерные
для линейной теории упругости, опустим в выражении

1 / dUj duk ди[ dUi \
е1Ь — ~2 \~д% + ~dxj + ~dxj ~dx^J ( '
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нелинейный член. Принимая для тензора малых деформаций обо-
значение Sjh, получим

г \ ахк axf j (2)

откуда
ди\ ди2

е п — Лг. ' е22 —
ди3

1 / dui , ди2

дх2 ' "м дх3 •

1 / ди2 , ди3 \ „ 1 / ди3
Ь12 2 \ дх2 ' ал

В § 1.4 мы рассматривали выражение

1 2 \ дх, ^ дх3 ) '

(3)

описывающее относительное удлинение XPQ = (ds — dso)/dsQ ли-
нейного элемента ds0. Относительное удлинение элемента ds0,
который перед деформацией лежал на прямой, параллельной
оси х\, мы подсчитывали по фор-
муле

- 1 . (4)

В случае малых деформаций за-
меним в\\ на 8ц. А так как ЕЦ
является малой величиной по
сравнению с единицей, то первый
член в правой части уравнения
(4) можно разложить в ряд Тей-
лора. Сохраняя только линейные
члены,получим

R'

РИС. 1.2.

Аналогично А,22 » егг, -̂зз ~ езз- Диагональные компоненты тен-
зора деформаций гц совпадают с относительными удлинениями
линейного элемента.

Рассмотрим теперь соотношение (6) § 1.4:

11) = со8ф(1> „, + 2e/ikvJv». (5)

Для малых деформаций можно пренебречь членами %PQ и А,РП

по сравнению с единицей. Заменяя, далее, ejk на zih в уравне-
нии (5), получим

cos ф*, „, = cos <p(Ii П ) + 2e/ftv'v». (6)

Допустим, что направление I совпадает с осью х\, направление
II — с осью х?.. Тогда ф(1_ 2> = л/2, а ф*, 9) является углом между
элементами P'Q' и P'R' (рис. 1.2) после деформации. Из.
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формулы (6) имеем

cos qp*i. 2) = sin (-| фи. 2)) = 2е12. (7)

Так как -?—qp'i, -D — малый угол, то его синус можно заменить

углом в радианах, а именно

~2 ф(*1. 2) = Р(1.2) = 2 в 1 2 .

Величину ei2 можно трактовать как половину угла скашивания
о п •
Р(1, 2) =~2 ФИ.2).

В § 1.6 были указаны главные значения тензора деформаций
и инварианты деформированного состояния. Во всех встречав-
шихся там уравнениях в случае малых деформаций следует за-
менить вц на ец.

В § 1.7 мы обсуждали изменение объема тела при деформи-
ровании. Для малых деформаций дилатация тела принимает вид

A ^ A F = e n + e22 + e33, (8)
или

AV*-AV дик

Дилатация равна дивергенции вектора перемещения.

1.9. Разложение вектора перемещения

Покажем, что общее перемещение деформируемого тела
удается в достаточно малой окрестности каждой его точки вы-
разить через смещение и поворот тела как твердого целого и
через удлинение (либо сокращение) в трех взаимно перпендику-
лярных направлениях.

Доказательство этой теоремы, данное Гельмгольцем ' ) , мы
приводим ниже.

Представим себе достаточно малую окрестность (объема AV)
начала координат О и лежащую в этой окрестности точку Р
с координатами xt. В результате деформации тела точка Р пере-
ходит в точку Р' с координатами £,-, а начало координат О в точ-
ку О' с координатами If (рис. 1.3).

Разложим функцию |,- = %{(х\,х2,х3) в ряд Тейлора в рас-
сматриваемой области, содержащей точку Р'\

') Helmholtz H., Uber Integrate der hydrodynamischen Gleichungen, welche
den Wirbelbewegungen enlsprechen, Crelles /., 55, № 25 (1858),
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Ограничиваясь малой окрестностью начала координат О, допу-
стим, что x-j являются бесконечно малыми при конечных значе-
ниях величин l°lt (dli/dXj)o В выражении (1) можно исклю-
чить члены высших порядков малости, так что останется

(2)

В бесконечно малой трехмерной окрестности точки Р' ее ко-
ординаты li являются линейными функциями переменных Х{. Со-
ответствие между множествами (£,) и (я,-), определяемое фор-

«У

0

У / /

РИС. 1.3.

мулой (2), называется аффинным преобразованием. В случае
малых деформаций, которые мы рассматриваем, величины |? и

являются также очень малыми. Заметим, что вели-
чины |J выражают для всех точек рассматриваемой области
(объема AV) одинаковое параллельное смещение — трансляцию.
В дальнейшем мы будем рассматривать выражение

(3)

которое получим из формулы (2), принимая во внимание соот-
ношение

«! = &<-*». (4)

Уравнению (3) можно еще придать вид

(5)
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Из рисунка 1.3 видно, что вектор перемещения и можно соста-
вить из трех частей: из перемещения и0, перемещения и, связан-
ного с поворотом, и перемещения и, связанного с ЧИСТОЙ дефор-
мацией. Имеем, далее,

I
Характерной чертой перемещения и, связанного с поворотом
тела как твердого целого, является неизменность длины вектора
ОР = А при деформировании тела. Квадрат длины вектора А
выражается формулой

Подставляя в эту формулу квадрат длины вектора А' = A -f- 6A,
пренебрегая квадратичными членами в 6А по сравнению с ли-
нейными, получим

А6А = AfiAi- (7)

Выразим соотношение (3) через составляющие вектора А. Так
как

At = xi, А[ = At + 6Ai = li — ft,
TO

/j / (|?) (8)

Отсюда вытекает, что
6At = аиА,.

Уравнение (7) принимает вид

А6А = a^AiA,. (9)

Распишем правую часть этого уравнения:

АбА = i4ian -f- A'ldyi -f- A]a.n + A\ A2 (ai2 -j- a2i) +

+ А2Аг (a23 + a32) + A,A\ (^з + a3l). (10)

Поскольку при повороте тела как твердого целого приращение

6А вектора А = ОР должно равняться нулю, то для At Ф 0 по-
лучим из формулы (10) следующие зависимости:

ац = -ац. (11)
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Таким образом,
1 1 1 / ди, ди,

и« = 7 К - М * / = 7 Ы г " ~ ~

Здесь мы ввели кососимметричный тензор вращения
Из сравнения с (6) видно, что остается

x t ^ дх, )0

(13)

2Покажем, что вектор и связан с ЧИСТОЙ деформацией тела.
Для анализа этого типа деформации воспользуемся тензорной
поверхностью

и • г = f (xt) = etfXiXi = гпх\ + £22x1 + еззлгз +
(14)

называемой поверхностью чистой деформации. Отнесем эту по-
верхность к ее главным осям х\. Тогда

e v'2 .1 , p v'2 i о y'2 /1 КЧ
11 T̂  2 2 "T" 13 • V /

где еь ег, ез являются главными деформациями, т. е. главными
удлинениями в направлении осей х\. Векторную функцию щ
можно представить как

' \*П /1 л\
Ы, = =BljXj, (16)

а в главных осях
2 t а/(*;)
« i = j — L = s,ix'i (не суммировать по /).2 " Л /

2
Составляющие и\ являются проекциями вектора и на направ-
ления главных осей. Таким образом доказано, что последняя
часть перемещения состоит из трех удлинений (либо сокраще-
ний) в направлении взаимно перпендикулярных главных осей
поверхности деформации.

Суммируя, получаем

и1 = и] + Ut -f- Ui = И? +

где «о — трансляция, щ — поворот элемента как твердого це-
2

лого. Величины ut определяют перемещение, связанное с чистой
Деформацией.
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Соотношение (17) можно представить в векторном виде
2

u = u° + a>Xr + u, т ̂  (хи х2, х3), (18)
где <о — вектор с компонентами

СО, =s — (023 = (032 = у (<?2М3 — д3«2)>

©2 = —(031 = 0)13 = у (5 3«i — <3iM3), (19)

з з — со12 = ш21 = у ( д ^ — д2щ)

(здесь di=d/dxi).

1.10. Однородная деформация

Вернемся к рассмотренному в предыдущем параграфе соот^
ношению

[ (̂ )J/. (1)
Если величины £?, (dujdxjjo не зависят от выбора начала си-
стемы координат Xi при неизменных направлениях этих осей, то
соотношения (1) справедливы для всего пространства. В таком
случае мы имеем дело с линейным перемещением и однородной
деформацией. Если определитель системы (1) отличен от нуля,
то эти уравнения можно разрешить относительно координат пер-
воначального состояния:

xi = а] + bi,li, / , / = 1 , 2 , 3 . (2)

Из уравнений (1) и (2) можно вывести несколько интересных
следствий, касающихся однородной деформации.

1. Точки, лежащие до деформации на плоскости

Ao + Atxt = 0, / = 1 , 2 , 3 , (3)

после деформации также лежат на некоторой плоскости. Это ры-
текает из подстановки формулы (2) в (3), что приводит к урав-
нению плоскости

fl,S, + Bo*=O, / = 1 , 2 , 3 . (4)

2. Прямые, как пересечение двух плоскостей, переходят при
деформации также в прямые.

3. Параллельные плоскости переходят в параллельные пло-
скости, ибо каждая не бесконечно удаленная точка переходит
в не бесконечно удаленную точку, а деформация является взаим-
но однозначным преобразованием. Параллельные прямые пере-
ходят в параллельные прямые, параллелограммы в параллело-
граммы.
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4. Если точки перед деформацией лежат на поверхности вто-
рого порядка

Лоо + AijXtX, = 0, (5)

то после деформации они также будут находиться на поверхно-
сти второго порядка. Это вытекает из подстановки формулы (2)
в (5), что приводит к уравнению

В | D £ £ . Л /А\
00 "Т* *•* I i 51 э / ~"~~ " * v̂ /

Эллипсоид преобразуется в эллипсоид и не может преобразо-
ваться в одно- либо двуполостный гиперболоид. Это вытекает из
того, что перемещения и деформации должны быть конечными,
ибо бесконечные перемещения и деформации не имеют физиче-
ского смысла.

Рассмотрим сложение линейных перемещений и деформаций
(не обязательно однородных) Представим связь между коорди-
натами Xi и I,- в виде

(7)

Здесь в целях исключения трансляции система координат сме-
щена на величину |° из соотношения (1).

Сообщим сплошной среде перемещение, определяемое значе-
ниями a'th Для перемещения I получим тогда соотношение

!; = (в|/ + аМ*/. (8)

Совершим теперь перемещение II, характеризуемое зависи-
мостями

6Г-(*!/ + ««) 6/. (Q)

Подставляя формулу (8) в (9), получим

17 = (в,/ + Я (б/* + a'ik) *ь = (*«* + "Ik + <и + а'ца';к) хк. (10)

Совершая составную деформацию в обратном порядке, получим

Перемещения I и II можно реализовать одним перемещением

l'l = (bik + alk)xk. (12)

Из сравнения выражений (10) и (12) имеем
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Для малых деформаций можно исключить члены а'ца"к и а"ца'1к>

так что
aik = a'ik + a"ik. ( 1 4 )

Только в этом случае очередность составляющих деформаций
не влияет на результирующую. Вообще же можно сказать, что
очень малые линейные перемещения и вызванные ими деформа-
ции перестановочны. Из этого свойства вытекает, что перемеще-
ние можно разложить на поворот и чистую деформацию.

Закон суперпозиции, определенный формулой (14), справед-
лив в рамках теории бесконечно малых деформаций для произ-
вольных, не обязательно однородных, деформаций.

1.11. Уравнения совместности

Тензор деформаций вц определяет деформированное состоя-
ние в каждой точке Xi тела. До сих пор мы требовали (§ 1.2 и
1.7), чтобы составляющие и,- удовлетворяли условию

* * - (1)

а перемещения щ были класса С1.
Возникает вопрос: могут ли функции вц быть выбраны произ-

вольно, если выполняются условия (1)?
На этот вопрос следует ответить отрицательно, и вот почему.

Для вычисления составляющих вектора перемещения и мы поль-
зуемся соотношениями

1 / ди, ди \
Ц ^ (2)

В нашем распоряжении имеется шесть уравнений (2), из кото-
рых нужно найти три составляющие вектора и. Совершенно оче-
видно, что из уравнений (2) мы не получим однозначного опре-
деления щ для произвольно выбранных функций Bij. Следует
ожидать, что функции вц обязаны удовлетворять дополнитель-
ным условиям.

В общем случае деформации изменяются по координатам и
времени. Поэтому различные элементы тела деформируются
по-разному. Если бы эти деформации происходили независимо,
то продеформированные элементы объема не могли бы приле-
гать друг к другу и образовывать после деформации сплошную
среду.

Дополнительные ограничения, так называемые условия
сплошности или совместности, наложенные на деформации, были
сформулированы Сен-Венаном.
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Рассмотрим односвязную область В, в которой деформации
являются непрерывными функциями вместе со своими первыми
и вторыми производными. Поэтому перемещения должны быть
непрерывными функциями класса С3. Обозначим через «"(•*?),
/ , / = 1 , 2 , 3 , перемещения, а через со°, [х]\— вращения в точке
Р°(х°) области В. Предположим, что м° и а>°И известны. Опре-
делим перемещения »/(*/) в точке Р' (*;)> также принадлежа-
щей области В. Для однозначного определения перемещений
применим способ, предложенный Чезаро ' ) .

Выразим перемещение ul {x'i) с помощью следующего инте-
грала:

"/ ft) = «? W) + J dut - «о (*?) + { ^ Л 4 . (3)
Р« р. *

Разобьем выражение «j, ь на две части

/в
Тогда

р' р'

ul \ t ) = х ui \xi) "г" J e/* * "̂~ J atk k' ^
po p»

Интегрирование по частям последнего интеграла дает

po

Принимая во внимание легко проверяемое тождество

<o/fc, i = &ii,k — eft/, /,

получим из формулы (5)
Р'

У \ '/ / \ i) "r* V ft — A/ /* "•" lr n { '
pi

где

/r = ejr + (̂ ft ~ -̂ ft) (8r/, ft 8ftr, /) = = 8/r + eikietsm \X'k ~ Xk) ers, m.

(7)

') Сезйго Е., Sulle formole del Volterra fondamentali nella teoria delle
distorsloni elastiche, Rediconto dell' Accademia della Scienza Fisiche e Mate-
matiche (Societa Reale di Napoli), 1906, pp. 311
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Перемещение «/(**) будет однозначным, если интеграл в урав-
нении (6) не будет зависеть от пути интегрирования. Интегриро-
вание можно вести по разным путям. Выберем в качестве пути
интегрирования замкнутую кривую с, идущую от точки Р° к
точке Р' и возвращающуюся из Р' в Р°. Если тело занимает одно-
связную область, то кривую с можно трактовать как границу
поверхности 2, расположенной внутри тела. К интегралу в урав-
нении (6) можно применить теорему Стокса

| Ulr dxr = J «pnr Ujr. „я, dZ, (8)
с S

где пр — составляющая нормали к поверхности Б. Так как кри-
волинейный интеграл по контуру с, согласно постулированной
однозначности перемещений, равен нулю, то из формулы (8) вы-
текает, что в рассматриваемом объеме должны выполняться
условия

ePnrUir,n = 0. (9)

Выполняя записанную уравнением (9) операцию, имеем
€pnr[£jr, л — ejnltlsm£rs, га + ejkl^lsm (x'k — Xk) ers, mn] = 0. (9a)

Принимая во внимание тождество

выражение (9а) можно записать в виде
ерпг [й/г.п — (вг/, „ — Ъгп, /)] + *lkl(x'k — Xk) ^pnr^lsmBrs,mn = 0. (10)

Первый член тождественно равен нулю. Достаточным условием
равенства нулю второго члена для каждого (я* — Xk) является

В этом уравнении имеются только два свободных индекса: р и /.
Ввиду симметричности тензора деформаций в системе (11)
имеется только шесть независимых уравнений. Эти уравнения
называются условиями совместности.

Расписывая уравнения (11), получим следующие зависи-
мости:

дгезз + д\е
в и = д, (— д,е2 3 + д 3е 1 2
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где

\дх( дх_

Легко проверить, подставляя е г / =-g-("*,/ + " м ) в (12), что эти

уравнения будут удовлетворяться тождественно. Подчеркнем
еще раз, что наше рассмотрение годится только для односвяз-
ного тела.

Случай многосвязного тела будет рассмотрен в гл. 8.



Глава 2

НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ

2.1. Внешние воздействия. Внутренние силы.
Напряженное состояние

В недеформированном теле распределение частиц соответ-
ствует его состоянию теплового равновесия. Каждый мысленно
выделенный объем тела находится в состоянии механического
равновесия. Главный вектор и главный момент всех сил, дей-
ствующих на выделенный объем, равны нулю.

Продеформируем теперь рассматриваемое тело, вводя внеш-
ние воздействия. К этим воздействиям отнесем прежде всего
массовые силы, действующие на элемент объема тела, а также
поверхностные силы, действующие на ограничивающую тело по-
верхность.

Обозначим через XdV массовую силу, которая действует на
элементарный объем dV. Здесь X — массовая сила, отнесенная
к единице объема; это вектор, точкой приложения которого яв-
ляется произвольная точка элемента dV. Вообще говоря, массо-
вая сила зависит от координат и времени: Х = Х( | ,/) ' ) . По-
верхностную силу, действующую на бесконечно малый элемент
riA0 поверхности Ао, ограничивающей тело (рис. 2.1), определим
как qdA0. Здесь q — вектор, являющийся функцией перемен-
ных |,- и времени t:

q ^ q ( s , О-

Заметим, что деформацию тела могут вызвать и другие при-
чины, такие, как неравномерное нагревание тела, процессы за-
твердевания и т. п.

Каждый элемент тела в процессе деформации не только со-
вершает собственное движение как твердое целое, но и подвер-
гается изменению объема и формы. Распределение частиц ме-

') Все величины, связанные с деформацией тела, будем рассматривать
в координатах точки после деформации, т. е. в ОПИСАНИИ Эйлера.
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няется, и в теле возникают внутренние силы, противодействую-
щие деформированию. Эти силы называются напряжениями. Они
представляют собой взаимодействия между частицами, силы
близкодействия. Радиус их действия очень мал, порядка меж-
молекулярного расстояния.

Теория упругости является макроскопической теорией. Рас-
сматриваемые в ней расстояния велики по сравнению с межмо-
лекулярными. Поэтому можно считать, что радиус действия меж-
молекулярных сил равен нулю. Следовательно, если мысленно
выделить в деформированном теле область V, ограниченную по-
верхностью А (рис. 2.1), то действие внутренних сил на частицы,
находящиеся вне области V, прояв-
ляется непосредственно через по-
верхность А. Рассмотрим поверх-
ностный элемент dA, касающийся
поверхности А в точке %^А. Обо-
значим через п нормаль к поверхно-
сти А в этой точке. На рассматри-
ваемый элемент действует сила dP,
равнодействующая внутренних сил,
распределенных по элементу dA. Ве-
личина

7Л==~НЛ С1)

РИС. 2.1.
называется напряжением в точке | .
Индекс п означает, что напряжение
относится к элементу dA с нор-
малью п. На поверхности А получим непрерывное поле напряже-
ний р("), изменяющееся в зависимости от положения точки | е Л .
Напряжения р'п> являются результатом действия части I упру-
гого тела на часть II (рис. 2.1). Очевидно, что часть II воздей-
ствует на часть I упругого тела такими же напряжениями р<">
противоположного направления.

Вектор р<п) можно разложить на две составляющие: состав-
ляющую по направлению нормали и составляющую, лежащую
в плоскости элемента dA. Первую из них обозначим через о, вто-
рую через т. Величину нормального напряжения сг = |<х| опре-
деляет формула

o = pfnu (2)

Величина касательного напряжения определяется формулой

T = ( | p ( n ) P - a 2 ) " / ' . (3)
Будем считать нормальное напряжение положительным, если его
направление совпадает с положительным направлением внешней
нормали элемента dA,
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Напряженным состоянием в точке | назовем систему напря-
жений, возникающих на всех элементах dk, содержащих точку §.
При этом если элемент поверхности меняется так, что лежащая
на нем точка | не изменяется, то вектор р изменится, т. е. из-
менится его длина, направление в пространстве, а также угол
между ним и вектором нормали п этого элемента.

Введем прямоугольную декартову систему координат | ь | 2 , Ез
и рассмотрим элемент йА\ = dl,2dt,z, ортогональный к оси gi
(рис. 2.2). Обозначим через р(1) относящееся к этому элементу
напряжение, а через an, an, cri3 его составляющие. Напряже-
ние оц является нормальным напряжением, параллельным

оси | i , напряжение о^ — ка-
сательным напряжением,
действующим в плоскости
dA\ и направленным по оси
|г, напряжение ai3 — каса-
тельным напряжением, дей-
ствующим в плоскости эле-
мента dA\ и направленным
по оси |3- Условимся, что в
обозначениях первый индекс
относится к направлению
нормали к элементу dA\,
а второй — к направлению,
в котором действует напря-
жение. Таким образом,
р(1) = (an, Oi2, G\z) является
вектором с тремя состав-
ляющими. Вектор рО и его

три составляющие показаны на рис. 2.2. Рассмотрим теперь эле-
мент dA2 = dlidls, проходящий через точку § и направленный
ортогонально к оси |2- На этот элемент действует вектор р<2) с со-
ставляющими O2U о22, СТ23- Аналогично на элемент dA3 = d%idl2

действует напряжение р<3) с составляющими а3ь а32, азз-
Покажем, далее, что напряженное состояние в точке | харак-

теризуется девятью компонентами, образующими тензор напря-
жений:

CT12 ff1

Рис. 2.2.

СТ31

( 4 )

Рассмотрим равнодействующую сил, действующих на мыслен-
но выделенную область V (рис. 2.1). Обозначим эту силу через

YdV. (5)



2.1. Внешние воздействия. Внутренние силы 43

Здесь F обозначает силу, отнесенную к единице объема тела.
Выражение (5) следует трактовать также как сумму сил, дей-
ствующих на область V со стороны окружающей ее части тела,
что вытекает из принципа равенства действия и противодей-
ствия. Из последних уравнений вытекает, что эти силы дей-
ствуют на выделенную часть V по ограничивающей ее поверх-
ности А. Равнодействующую Г FdV следует выразить через ин-

v
т е г р а л п о п о в е р х н о с т и А. О д н а к о J F t d V ( i = I , 2 , 3 ) м о ж н о в ы -

v
разить через поверхностный интеграл только в том случае, когда
вектор Fi является дивергенцией некоторой функции — тензора
второго ранга, т. е. когда

Равнодействующую внутренних сил запишем как

Воспользовавшись теоремой Гаусса — Остроградского, приведем
формулу (7) к виду

JFiClV = f^dV=l aj^dA = \atidA,. (S)
V V A A

Здесь rij — компоненты единичного вектора нормали п к поверх-
ности А, т. е. направляющие косинусы этого вектора. Предполо-
жим, что вектор п направлен вовне области V, ограниченной по-
верхностью А. Через dAj обозначены компоненты вектора эле-
мента поверхности d\.

Заметим еще, что дифференцирование в формуле (6) должно
производиться по координатам |* деформированного тела. То же
самое относится к интегрированию в формулах (7) и (8).

Так как F,- являются компонентами вектора, то и подинтег-
ральные выражения в поверхностных интегралах являются ком-
понентами вектора. Запишем это с помощью вектора р<") сле-
дующим образом:

J <г/(Я/ dA = J оп dAf = { р<"> dA. (9)
А А А

Тензор CTj,- называется тензором напряжений. Величина оцйА}

является 1-й компонентой силы, действующей на поверхностный
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элемент dA. Из формулы (9) получаем, в силу произвольности
выбранной области, основное соотношение.

I), б е А (10)

Вектор р(") по данному выше определению (1) является векто-
ром напряжения, действующим на элемент dA с нормалью п.
Если в какой-либо точке | тела известны компоненты напряжен-
ного состояния оц, то из (10) можно вычислить вектор напря-
жения р<">. Если в точке | мы будем по-разному направлять эле-

мент dA, то при тех же ком-
понентах Оц получим раз-
личные значения р[п) и раз-
личные направления этого
вектора.

Выведем соотношение
(10) еще раз более нагляд-
ным способом, рассматри-
вая деформацию тетраэдра,
показанного на рис. 2.3. Че-
рез п обозначим нормаль
элемента ABC с площадью
dA, через пи п2, nz — на-
правляющие косинусы нор-
мали п и, наконец, через
р(п)— разыскиваемый вектор
напряжения на элементе
ABC. Векторы напряжений

Р(1), Р(2), р(3), действующие на грани ОСВ (с площадью dAx),
О АС (с площадью dA2), OAB (с площадью dA3), считаем из-
вестными.

Спроектируем теперь все действующие на тетраэдр силы на
ось | ь Проекция массовой силы равна (Х\ -{- ei)dV, где dV =

= -g- h dA — объем тетраэдра, h — расстояние элемента dA от

точки О. Здесь Х\ — массовая сила, действующая в точке О,
a ei — бесконечно малая величина, появляющаяся ввиду непре-
рывности массовой силы ' ) . К этой проекции массовых сил сле-
дует добавить проекцию силы, действующей на элемент dA. Она
имеет величину {р\ + r\i)dA, где через р\ обозначена проекция
вектора р<п> на направление \\t а через т|i — бесконечно малая
величина. В отрицательном направлении оси \\ действуют силы

-f- x\2\)dA2, (оз\ + t\3\)dA3, где аи, о2\, оз\ —

РИС. 2.3.

') Если бы тело находилось в движении, следовало бы добавить силы
Даламбера put. Эти силы, умноженные на ЧзЬс1А, не даюг при h-*-0, так же
как и массовые силы, дополнительных членов в уравнении (а).
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напряжения в точке О, а т)ц, 1121. Лз1 —бесконечно малые вели-
чины, характеризующие возрастание напряжений и возникающие
ввиду непрерывности этих напряжений. Сумма проекций сил,
действующих на элемент в направлении оси | ь дает

№ + е,) -§- dA + (Pl + л,) dA - (а,, + тщ) dAt —

— (<*21 + Л21) dA2 — (аг31 + Пи) dA3 = 0.

Выполняя предельный переход h —• 0 и используя зависимость
Л4, = tiidA, получим из последнего уравнения окончательный
результат

+ + alinl. (a)

Проектируя действующие на тетраэдр силы на ось £2, а затем на
ось £з, получим два других аналогичных (а) выражения:

(б)

Формулы (а) и (б) можно записать одной формулой (10).
Вернемся к силам F и вычислим их моменты относительно ко-

ординатных осей. Момент, действующий на элемент объема,
имеет вид eahljFhdV. Мысленно суммируя по выделенному
объему V, получим

М,= $ *tt&iFkdV, i,j,k=\, 2 , 3 . (11)
v

Выражая компоненты Fk через напряжения согласно фор-
муле (6), получим

= J . i dV.

Преобразуя этот интеграл в сумму поверхностного и объемного,
приходим к следующему результату:

Mi = J [iljk (ijOlk), I £*/fci
V
f f j / l f

— J €iikljQikni dA — J
A V

A V '

Момент Mf можно трактовать как сумму моментов, действую-
щих на область V со стороны окружающей ее среды. Эти мо-
менты действуют на V через поверхность А. Так же как и
в случае сил Fh результирующий момент Mt следует выразить
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поверхностным интегралом. Это условие будет выполнено, если
объемный интеграл в формуле (12) будет равен нулю:

V = 0. (13)

Это уравнение должно выполняться для произвольной области V.
Отсюда условие

= О (14)

должно выполняться локально, т. е. в каждой точке тела. Умно-
жим уравнение (14) на е*™ и воспользуемся тождеством

В результате получим соотношения

<*rs = Osn S, Г =1,2,3, (15)

на основании которых утверждается, что тензор напряжений яв-
ляется симметричным тензором. Возвращаясь к интегралу (12)
и принимая во внимание (13), убеждаемся, что

Mt = \\,&,Рк dV = \ ellkpkl, dA. (16)

Установим еще связь тензора напряжений с нагрузками q, задан-
ными на границе тела Ло. Нагрузка, действующая на элемент
dA0, равна qdA0. В состоянии равновесия эта сила должна урав-
новешиваться силой с компонентами OjitijdAo, действующей на
тот же элемент изнутри области. Поэтому

ql{x) = ajl(\)nl(\), х<=Л0. (17)

.Если на поверхности тела заданы нагрузки q, то уравнения (17)
играют роль граничных условий задачи.

2.2. Преобразование компонент тензора напряжений

Пусть в одной прямоугольной системе координат ХГ тензор
напряжений имеет компоненты оц, а в другой системе ху — ком-
поненты aYp. Пусть система координат я,- повернута относительно
системы ху, но обе системы имеют одно начало. Оси системы rY

образуют с осями системы х{ углы, косинусы которых обозначим
через aYJ- и будем брать из таблицы, помещенной в § 1.3.

Между координатами х{ и ху точки Р существует следующая
связь:

(1)
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Направляющие косинусы удовлетворяют следующим условиям
ортогональности:

Выразим компоненты aYp через atj. Поместим в начале коорди-
нат поверхностный элемент d\ так, чтобы его нормаль п совпа-
дала с осью хт

Вектор напряжения рМ, действующий на этот элемент, разло-
жим на составляющие р[уК Согласно формуле (10) предыду-
щего параграфа, имеем

С другой стороны, проектируя вектор р<?> на ось х$, получим на-
пряжения aYp, причем

<\e=M vV (4)
Подставляя выражение (3) в (4), получим

стур = а^а^ог/, = а у <ар /а г /. (5)

Легко проверить, что справедливы обратные соотношения

Выполняя свертывание тензора aYp, получим

a Y Y = aylaylatj = ЬцОц =— аП, (7)

или
Oil + <̂ 22 + СГЗЗ = <Тп + 022 + СТ33.

Сумма нормальных напряжений является инвариантом, не зави-
сящим от поворота системы координат.

Поместим в точке Р тела поверхностный элемент dA. Пусть
на этот элемент с нормалью п действует вектор напряжения р<п>.
Поместим в той же точке элемент dA' с нормалью п'. На этот
элемент действует вектор напряжения р(п'>.

В системе координат xit к которой отнесены компоненты ац
тензора напряжений и направляющие косинусы нормалей п и
п', имеем

В силу симметрии тензора правые части этих уравнений совпа-
дают. Отсюда вытекает соотношение

п(л) .
(8)
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Проекция вектора р ( п ' ' на нормаль п равна проекции вектора р<">
на нормаль п'. Из этой формулы можно получить формулу пре-
образования (5).

2.3. Главные нормальные напряжения.
Инварианты напряженного состояния

Рассмотрим поверхностный элемент dA в точке Р упругого
тела. Через щ обозначим компоненты нормали к dA, через р<п> —
вектор напряжения, действующий на этот элемент. Нормальное
напряжение о — проекция вектора р(™> на направление нор-
мали — выражается формулой

o = p{n>-n = pinl = ojinjni. (1)

Разыщем такие площадки, содержащие точку Р, на которых
нормальное напряжение, действующее на элемент dA, прини-
мает экстремальные значения. Так как направляющие косинусы
нормали связаны зависимостью

\, (2)

то будем искать экстремум функции

F = а — Хщщ (3)

с дополнительным условием (2) (здесь К — множитель Лагран*
жа). Составляя уравнения

^ - = 0, / = 1,2,3, (4)

получим однородную систему уравнений

(а
/
,-Яб

</
)«

/
 = 0. (5)

Умножая это уравнение на nt и используя условие (2), получим
X = оцП]П{, т. е. К = а.

Далее следует рассмотреть систему уравнений

( a / i - a 6 i / ) / z / = 0 . (6)

Так как, согласно (2), величины щ не могут одновременно об-
ращаться в нуль, то определитель системы должен быть равен
нулю:

| СТ// — cr6f/ | = 0. (7)

Решение этого векового уравнения приводит к алгебраическому
уравнению

а3 -1^-\-12а-1, = 0, (8)
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где
^11 ^12 ^22 ^23 ^11 ^13

021 ^22

О И 0Г[2

031 °32

Обозначим через 0,- (I = 1, 2, 3) три корня уравнения (8) и упо-
рядочим их так, чтобы 0i >• 02 > 0з- Эти корни являются дей-
ствительными и не зависят от системы координат. Точно так же
величины /j являются инвариантами, ибо, будучи элементарными
симметрическими функциями корней Oi как коэффициенты урав-
нения (8), они однозначно выражаются через эти корни. Пооче-
редно подставляя oi, 02, 03 в уравнения (6), приходим, пользуясь
соотношением (2), к трем системам направляющих косинусов
п\и, n{f\ nfK Эти направляющие косинусы определяют три оси,
называемые главными осями напряжений, или три главные пло-
щадки.

Точно так же, как в § 1.6, доказывается, что направления n\k),
соответствующие различным корням аи, взаимно ортогональны.

Определим напряжения, действующие на главных площад-
ках. Так как pi = оцП}, то из уравнения (6) вытекает

(9)

(10)

Поэтому
а]{п, — ощ = (о Ц — бцо) n, = pi — ant = 0.

= oni.

На каждой главной площадке действует только нормальное на-
пряжение, равное соответствующему главному нормальному на*
пряжению Oi.

Так как напряжения изменяются в зависимости от точки
(а в случае движения еще и от времени), то в каждой точке
тела существуют три взаимно ортогональные главные площадки,
на которых нормальные напряжения принимают экстремальные
значения, а касательные напряжения равны нулю. Напряженное
состояние полностью определяется главными напряжениями и
ориентацией главных площадок. Вместо шести составляющих
тензора оц здесь мы имеем дело с тремя главными напряже-
ниями 01, 02, 0з и тремя единичными нормальными векторами
п'Д nf\ nfK

Вернемся к алгебраическому уравнению (8), которое можно
представить в эквивалентной форме

(И)(а — 0!) (0 — 02) (0 — 03) = О,
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ИЛИ

а 3 — о2 (ст, -f ог2 + ст3) — о ( а ^ + а2сг3 + аг3сг,) —

Отсюда получаем другую запись инвариантов:

0. (12)

2.4. Поверхность напряжений

Рассмотрим поверхностный элемент dk с нормалью п. Пусть
на этот элемент действует вектор напряжения р. Поместим на-
чало координат в точке Р е dk поверхностного элемента и рас-

смотрим нормальное напряжение а
(рис. 2.4):

о = р . п = сг/гл/лг. (1)

Свяжем это нормальное напряжение
с квадратичной формой

2Q (*,, х2, х3) = a,lxlxl. (2)

Пусть г S3 (х\, х2, х3)— вектор, нормаль-
ный к рассматриваемому поверхност-
ному элементу, т. е. направленный по
нормали п. Обозначая через xt коорди-
наты конца вектора г, получим

РИС. 2.4. ( 3 )

Здесь г = | г | — длина вектора г. Подставляя выражение (3)
в (2) и сравнивая с уравнением (1), получим

2Q(xu х2, х3) = аг2. (4)

Так как ни длина вектора г, ни величина напряжения а не зави-
сят от выбора системы координат, то и функция (4) не должна
изменяться при замене координат. Если координаты конца век-
тора г в системе координат х\ обозначить х\, х'2, х'з, то в силу
инвариантности этого вектора и величины о имеем

i, х2, х3) = Q {х'и хг, х'з). (5)

Прин-имая во внимание (2), убеждаемся, что

(6)

Свойство инвариантности (5) квадратичной формы Q показы-
вает, что напряжения а,ч образуют симметричный тензор второго
ранга. Длину вектора г можно считать произвольной. Выберем
ее так, чтобы or2 = ± k2

t где k2 — произвольная постоянная, от-
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личная от нуля. Знак при k2 выберем в зависимости от знака ст.
Если напряжения сжимающие, то при k2 берем знак минус.

При таких условиях поверхность, описываемая концом век-
тора г, задается уравнением

2Q(xux2,x3)=±k2, (7)
или

оцх,х, = ± k\ (8)

Поверхность, задаваемая уравнением (8), является центральной
поверхностью второго порядка с центром в начале координат. Ее
называют поверхностью напряжений или поверхностью Коши
(квадрикой).

С помощью этой поверхности, построенной в точке Р для за-
данного тензора сг̂ - и постоянной k, можно найти вектор напря-
жения р.

Из формул (2) и (3) имеем

rpl. (9)

Производные по х{ функции Й пропорциональны компонентам
вектора р. Из формулы (9) видно, что вектор р параллелен нор-
мали п' в точке Н поверхности напряжений (рис. 2.4). Вектор р
ортогонален плоскости, касательной к поверхности Коши в точ-
ке Н. Для определения вектора р вычислим нормальное напря-
жение о = ± k2/r2. Эту величину, отмеренную на прямой РН,
спроектируем на прямую PS, перпендикулярную к касательной

плоскости поверхности Коши. Вектор г = РН ортогонален каса-
тельной плоскости только в том случае, когда нормаль п колли-
неарна одной из главных осей поверхности Коши. В этом част-
ьом случае векторы р и о совпадают, так что

Pt — anl = a&,,nI. (10)

Поскольку pi = Oji/ij, уравнения (10) переходят в

(И)

т. е. в систему уравнений, с которой мы имели дело в предыду-
щем параграфе при вычислении главных напряжений.

Предположим, что система координат совпадает с главными
осями поверхности Коши. Так как в этом случае оц = 8цОц), где
через аи) (/ = 1,2,3) обозначены главные нормальные напря-
жения, то из (8) получим

a/tXjX, = аи)6{,Х/Х1 = ± k2,
или

o1xJ + <ra^ + a,x§-±*«. (12)
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Если главные напряжения положительны (растяжение), то урав-
нение

otf + o^ + o^k2 О3)
описывает трехосный эллипсоид. Для отрицательных нормаль-
ных напряжений (oi < 0, о2 < 0, а3 < 0) поверхность Коши яв-

ляется также эллипсоидом, уравнение
которого

охх\ + о2х
2 + аъх\ = — k2. (14)

Если одно из главных напряжений от-
рицательно (например, в\ > 0, аг > 0,
0з < 0 ) , то уравнение поверхности
Коши принимает один из двух видов

— t.2 (15)

либо

в зависимости от ориентации поверх-
ностного элемента в точке Р.

Уравнение (15) определяет одно-
полостный, (16)—двуполостный ги-

перболоид, разделенные асимптотическим конусом (рис. 2.5)
0 3 ^ = 0. (17)

РИС. 2.5.

Если нормаль п к элементу dA в точке Р пересекает однополост-
ный гиперболоид, то нормальное напряжение а = k2/r2 положи-
тельно. Если конец вектора г находится на поверхности двупо-
лостного гиперболоида, то нормальное напряжение а = —k2/r2

является отрицательным. Если же конец вектора г находится на
поверхности асимптотического конуса (17), то нормальное на-
пряжение равно нулю.

2.5. Экстремальные значения касательных напряжений

Рассмотрим в точке Р тела поверхностный элемент dA. Обо-
значим через п нормаль к этому элементу, через р — вектор на-
пряжения, действующий на dA.

Разложим вектор напряжения на составляющую в нормаль-
ном направлении и касательную составляющую, лежащую в пло-
скости dA. Величины нормального напряжения о и касатель-
ного т выражают формулы

(1)
(2)
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Примем за начало координат точку Р, а координатные оси
выберем совпадающими с главными осями напряжений. Пред-
положим, что нормаль п поверхностного элемента не совпадает
ни с одной из главных осей. Так как напряженное состояние опи-
сывается формулами

где а,, а2, °з — главные напряжения, то

Pi =О\Щ, ?2 = <*чпг< Рз =

Из формул (1) и (2) имеем

а = 0,«2 + а 2 ^ + а 3^, (3)

К этим соотношениям следует добавить зависимость

Из формул (3) и (4) немедленно следует, что касательные на-
пряжения равны нулю в следующих случаях:

« , = ± 1 , л2 = п3 = 0; п , = 0 , пг—±\, я 3 = 0;

щ = я 2 = 0, щ= ± 1 ;

это подтверждает предыдущие рассуждения относительно отсут-
ствия касательных напряжений на главных площадках.

Отыщем площадки, на которых касательные напряжения при-
нимают экстремальные значения. Исключим из уравнений (3) и
(4) величины а и п\. Тогда касательное напряжение выразится
формулой

+ стз — [(о\ — а3) п\ + ((т2 — аз) гй + а3]
2. (7)

Приравнивая нулю производные по П\ и п2 функции (7), имеем

Hi [а] — а\ — 2 [(а, — а3) я? + (ст2 — а3) я ! + сз] (<TI — а3)} = 0, (8)

«2 {ог2 — аз — 2 f(cri — а3) п\ -\- (а2 — а3) п2 + аз] (аг — а3)} = 0. (9)

Предположим, что о\ > аг > аз. Тогда уравнение (8) можно со-
кратить на О\ — а3, а уравнение (9) на аг — а3. Останется си-
стема уравнений

п\ (ai 4-̂ 3 — 2 [(ст, — a
3
) л? + (а

2
 — а

3
) nl -f а

3
]} = 0,

п% {а
2
 -f аз — 2 [(ai — а

3
) m -\- (аг — а

3
) nl + а

3
]} = 0



54 Гл. 2. Напряженное состояние

и уравнение (5). Указанной системе уравнений удовлетворяют
шесть наборов значений n\k\ х р и первые соответствуют набо-
рам (6), остальные три имеют вид

/z,=0, n2 = ± V - = n3, (lla)

(П6)

Для первого набора значений (На) получим из формулы (7)

Ti 2 I 2 / ~ 1 2

Аналогично, взяв значения (116) и (Пв), получим

Для определения касательных напряжений следует так подо-
брать величины tj, чтобы главные касательные напряжения удо-
влетворяли условию

т , + т 2 + т3 = 0. (14)

Это условие вытекает из (ti + тг + т з ) 2 = 0. Оно будет выведено
в § 2.6.

Из соотношений (12), (13) и (14) получим

м — 2 ' 2 2 ' 3 2 '

Итак, существуют три площадки, наклоненные под углом 45°
к главным площадкам, на которых касательные напряжения при-
нимают максимальные значения, данные формулами (15).

Полученные результаты хорошо иллюстрирует придуманная
Мором геометрическая интерпретация (рис. 2.6).

Разрешая уравнения (3), (4) и (5) относительно п], п\, п\,
получим следующие зависимости:

„2 _

2
2 = (a, - a,) (a, -

_ _ T8 4- (g — gi) (g
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Из этих соотношений при о\ > а% > аз вытекают следующие
неравенства:

т2 + (а-(т 2 )(а — а 3 ) > 0 , (17а)

т2 + (<т-<Хз)(<т-<т>)<0, (176)

x' + fa —ог,)(<г — < т 2 ) > 0 . (17в)

В плоскости ох неравенство (17а) определяет внешность окруж-
ности k\ с центром на оси о. Эта окружность пересекает ось а
в точках стг и аз. Неравенство (17в) определяет внешность ок-
ружности &з с центром на оси а; эта окружность пересекает ось а
в точках ел и <Т2. Наконец, неравенство (176) представляет вну-
тренность окружности k2, которая пересекает ось о в точках а\

Ajz

РИС. 2.6.

и 0з- Поскольку требуется одновременное выполнение неравенстз
(17), то значения касательных т и нормальных а напряжений
обязаны лежать в области, заштрихованной на рис. 2.6. Наиболь-
шее касательное напряжение дается ординатой АО':

Соответствующее_этому значению нормальное напряжение а вы-
ражает отрезок 00', причем

а_г_ Qj + аз

Подставляя (18) и (19) в соотношения (16), получим

(19)

л, = п3 = ± , п2 = О,
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2.6. Разложение тензора напряжений на шаровой тензор
и девиатор

Представим напряжения ац в виде

Oil = т// + •§• 0<A/i ст0 = okk. (1)

В этом выражении хц является девиатором напряжений, а

— or06f/ — шаровым тензором. Компоненты этих тензоров запи-

саны ниже в виде матриц
1

а =

±оп О

О 4

О

О

0 о 4-<

—з-(Т 0

а21

о12

1

Напряжение уб;усто представляет собой среднее нормальное на-

пряжение, или гидростатическое напряжение. Поверхностью

Коши напряжений -о-ст0б^ является шар. Каждая проходящая
через точку Р ось поверхности Коши, совпадающая с диаметром
шара, является главной осью. Произведем свертывание тен-
зора ац в уравнении (1). Получим

/1 = Тм + т22 + Тзз = 0. (2)

Первый инвариант /i девиатора хц равен нулю. Вычислим глав-
ные значения тензора хц, поступая аналогично тому, как это де-
лалось в § 1.6. Главные значения т* подсчитываем из уравнения

| Т | / _ в 4 / Т | = 0. (3)

Из алгебраического уравнения

т 3 - / 2 т - / 3 = 0 (4)

вычислим корни, являющиеся главными касательными напряже-
ниями Ti (i = 1, 2, 3). В уравнении (4) мы ввели следующие обо-
значения:

2 ( j aftS) =

Инварианты /2, /3 даются выражениями, аналогичными выраже-
ниям (11) § 1.6. Представим уравнение (2) в главных осях:

+ т2 + т3 = 0. (5)
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Это уравнение означает, что общее напряженное состояние
можно составить из всестороннего растяжения и второго напря-
женного состояния Х\, х2, тз, для которого справедливо соотно-
шение (5). Если обозначить х\ = а, т3 = Ъ, то х2 =—(а + Ь).
Главные напряжения п, х2, тз можно разложить на следующие
два напряженных состояния:

т' = а, х'2 = — а, Тз = 0,

Каждое из этих состояний на площадках, повернутых относи-
тельно главных на угол 45°, является чистым сдвигом без нор-
мальных напряжений.

2.7. Плоское напряженное состояние

Рассмотрим частный случай общего напряженного состояния,
а именно так называемое плоское напряженное состояние. Если
тонкая пластинка нагружена силами, приложенными на ее гра-
нице, параллельными плоскости пластинки (в качестве которой
выбираем плоскость Х\Х2) и равномерно распределенными по ее
толщине, то напряжения азз» озь Озг равны нулю на обеих по-
верхностях пластинки. Считая, что эти напряжения равны нулю
по всей толщине пластинки, получим напряженное состояние, ха-
рактеризующееся величинами а ар, а, р = 1, 2. Такое состояние
называется плоским напряженным состоянием. Подробно это
состояние мы обсудим в гл. 4. Предположим, что напряжение <тар
и нагрузки в виде вектора р ^=(р\,р2, 0) не изменяются по тол-
щине пластинки и являются только функциями Х\, х2. Состав-
ляющие вектора р даются формулами

р, = a,, cos (п, *,) -f (т2, cos (п, х2),

р2 = СГ,2 COS (П, *, ) - f CT22 COS (П, Х2), (1 )

Поверхностные элементы, на которых действуют напряжения
O22, o"i2, ортогональны плоскости Х\Х2, а их нормали и = (п\, п2,0)
лежат в плоскости Х\Х2.

В дальнейших выкладках понадобятся формулы преобразо-
вания для напряжений при переходе от напряжений сгц, а22, а\2

в системе координат хи х2, х3 к напряжениям о'и, о'22, оЬ в си-
стеме х\, х'о, х'з, повернутой вокруг оси *3-

Из формул преобразования

ffap = П1аПЯаЦ> «Ja = "зр = °- «, Р = 1, 2, 3, (2)
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Получим
(Ти = an cos2 8 + аи sin2 9 + 2а12 sin 9 cos Э,
аи = сгп sin2 8 -f- 022 cos2 9 — 2<ri2 sin 8 cos 0, (3)
CTI2 = (<T22 — an) sin 8 cos 8 -f-ai2(cos28 — sin2 8).

Здесь через 0 обозначаем угол между осями х\ и х\. Форму-
лам (3) можно придать несколько иной вид:

а'и = g " + g " + £ L L _ £ » COS 28 + a12sin29,

a22 - g " + g " - g " ~ g " cos 28 - a12 sin 28, (4)

ab = °22 ~ g " sin 28 + a12 cos 20.

Из этих формул легко получить свойство инвариантности суммы
напряжений

an -+- а'22 = an + агг. (5)

Используя соотношение em = cos 28 -f-1 sin 20, получим из (4)

a22 — а'и + 2/a{2 = (a22 — a,, + 2/a12) e2'6. (6)

Пусть оси x\, x-2 являются главными осями. Тогда a n = a i ,
022 = 02, ab = 0. Из третьей формулы (4) получим

tg 20 = 2<т'2 . (7)

Уравнение (7) имеет бесконечное число корней. Нас интересует
только первый положительный корень 0о, а также следующий
0о + я/2. Подставляя 80 в первую из формул (4), получим глав-
ное напряжение а ь подставляя 80 + л/2 во вторую формулу (4),
найдем аг. Значения о\, а2 являются также корнями уравне-
ния (8) § 2.3. Это уравнение в рассматриваемом случае плоского
напряженного состояния примет вид

а3 - (а п + а22) а2 + (опа22 - а2

2) а = 0, (8)
откуда

} (а + °^ ± / f ^ 2 ^ ) 2 ^ <̂  0 (9)
Предположим теперь, что главными осями являются оси хи л;2.
Так как для этих осей ац = аь а2г = а2> ai2 = 0, то из фор-
мул (4) вытекает, что

о'п=^{о1 + а2) + j (a, — a2) cos 28,

022 = у (а, + а2) - у К - Ъ) cos 20, (10)

а{2 = у fai — o2) sin 20.
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Из последней формулы видим, что максимальным абсолютным
значением касательного напряжения является

Рассмотрим три частных случая.
а. Пусть <Ti = — G2. Тогда из формул (10) получим

аи = 0 1 cos 29, 022 = — ffi cos 20, 0i2 = 0i sin 20. (12)

Максимальное значение касательного напряжения дается фор-
мулой

I 0.21 = 1 on |.

Это значение получается для 0 = л/4. Из двух первых фор-
мул (12) видно, что для 0 = л/4 мы имеем аи = 0 , 022 = 0.

В плоскости, в которой возникают максимальные касатель-
ные напряжения, нормальные напряжения равны нулю. Такое
напряженное состояние называется чистым сдвигом.

б. Пусть 0ц = 022 = 0ь 012 = 0. Тогда из формулы (4) по-
лучим

0П=022 = 0Ь 012 = 0.

Здесь мы имеем дело с всесторонним растяжением (сжатием).
в. Наконец, пусть 0ц = а\, 022 = 0, 012 = 0. Формула (4)

значительно упрощается. Получаем соотношения

0 n = - ^ - ( l + cos20), CT^2==-|-(i_cos20), 0b = -2- sin 20.

Такое состояние называется одноосным напряженным состоя-
нием. Наибольшее значение касательного напряжения получим
при 6 = я/4, а именно стЬ = ori/2. Нормальное напряжение
в этом сечении равно а\\ = 0i/2.

2.8. Уравнения неразрывности

Рассмотрим материальную частицу, которая в момент t = О
находилась в точке с координатами (хи х2, Хз) в прямоугольной
декартовой системе координат. По прошествии времени t эта ча-
стица переместится в другую точку с координатами (gi, \2, h) от-
носительно той же самой системы координат. Зависимость

h = ti(xux2,x3,t), / = 1 , 2 , 3 , (1)

описывает конфигурацию тела в разные моменты времени t.
Функции li должны быть непрерывными однозначными функ-
циями с отличным от нуля якобианом.



60 Гл. 2. Напряженное состояние

Рассмотрим скорость и ускорение материальной частицы,
траектория которой задана соотношениями (1). В описании Ла-
гранжа имеем

»,(х,*) = - | - | | ( х , / ) , (2)

vi(x,t) = -^b(x,t) = -lrvt(x,t). (3)

В этих выражениях дифференцирование по времени произво-
дится при постоянных значениях х s (х\, х2, х3).

В описании Эйлера в качестве независимых переменных при-
нимаются координаты | и время t. В этом описании движение
тела представляется векторным полем иг-(£ь Ъ, 5з, 0 . связанным
с мгновенным положением материальной частицы. Для вычис-
ления ускорения материальной частицы рассмотрим эту частицу
в двух близких положениях. Частица, в момент t занимающая
положение £г-, перемещается так, что в следующий момент t -\- dt
она занимает положение £,- + vtdt.

Ускорение и*(|, /) можно представить как разность скоро-
стей

Разлагая первый член правой части этого уравнения в ряд Тей-
лора и ограничиваясь величинами первого порядка малости по
dt, имеем

. ч̂ Dv,(l,t) д dvt(l,.t)

Первый член правой части уравнения (5) описывает изменение
во времени функции v{ при постоянном | , т. е. при неизменном
положении в пространстве, а не для одной и той же материаль-
ной частицы. Чтобы подсчитать изменение скорости и,- данной
частицы, нужно в течение некоторого времени проследить за ее

d{l, t)
движением. К величине требуется добавить член

const
dvi

у,—-L как вклад движения частицы в мгновенное поле скоро-

стей. Производная t),(|, t) называется местной производной или
dv,

материальной производной. Член vt -щ- называется конвектив-

ной производной.
Подобное рассуждение можно повторить для любой другой

характеристики материальной среды, например для ее плотности
или температуры. Вообще имеемDG(i,t)

~ Dt ~Dt ~ dt
| , t) __ за (х, t)

{= const
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К местной производной относятся все обычные правила диффе-
ренцирования, обычные формулы производной от суммы, раз-
ности, произведения. Имеем

D Dv{ Dw,

D / ч °Wk . D°{ /„ч

В дальнейших выкладках, касающихся уравнений неразрывно-
сти и уравнений движения, будут встречаться материальные про-
изводные интеграла

J . (8)

Функция F(%,t) означает здесь функцию некоторого свойства
среды в точке \ в момент t в односвязной области V. Если об-
ласть интегрирования V не изменяется при движении, то для
функций F(%,t) и dF(%,t)/dt, непрерывных в V при всех значе-
ниях t, имеем

| j J i q j L f l - r f 7 . (9)

Однако если область интегрирования изменяется со временем t,
то в правой части уравнения должен появиться дополнительный
член.

Рассмотрим поверхность А, ограничивающую тело в некото-
рый момент t. Проследим за поверхностным элементом ДЛ
с внешней нормалью п. Рассмотрим точку g,- во временном ин-
тервале (t, t+At) на элементе АЛ. Перемещение точки g,- в этом
временном интервале равно и,Д/, а его проекция на п равна
VitiiAt. Приращение объема рассматриваемой области выра-
жается поэтому формулой

Умножая выражение (10) на F(%,t) и суммируя по поверхно-
сти Л, получим

А

Переходя к пределу, имеем

А
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Поэтому для области, находящейся в движении, получим сле-
дующее выражение местной производной:

•§r^F(l,t)dV(^=\ (s)+ J F(%, t)niVidA®, (12)

ИЛИ

или, наконец,
(13)

(и)

Обозначим через р( | , t) плотность тела в момент t в точке | , че-
рез ро(х) плотность в точке х в момент t = 0. Соотношение ме-
жду этими функциями устанавливается из принципа сохранения
массы, который гласит, что масса тела не изменяется во время
движения. Поэтому справедливо соотношение

М = J р (|, 0 = J Po (x) dx3.

Переходя от координат %Г К координатам хи имеем

с, dx2 dx3,дх,

(15)

(16)

где дх,
— якобиан преобразования (1). Из сравнения соот-

ношений (15) и (16), а также из утверждения, что соотноше-
ние (15) справедливо для произвольной области, выделенной
в теле, получим локальную зависимость

I = P(I. t) дх

Поскольку преобразование (1) взаимно однозначно,

дх,

«Б/

(17)

(18)

Рассмотрим первое из уравнений (15)

(19)
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Принцип сохранения массы требует, чтобы DM/Dt = 0. Исполь-
зуя формулу (14), имеем

% W=0- (20)

Соотношение (20) справедливо для произвольной области тела.
Если подинтегральное выражение непрерывно, то из соотноше-
ния (20) получим локальное соотношение

-££. + Р _ £ ^ . = О , (21)

или

^Е. + -д|-(ро/) = 0. (22)

Уравнение (21) или (22) называется уравнением неразрывности.
В статических задачах это уравнение удовлетворяется тожде-
ственно, и тогда Vj = 0 и dp/dt = 0.

Заметим, что уравнения (17) и (18), а также (21) и (22) вы-
ражают одно и то же — принцип сохранения массы. Уравнения
(17) и (18) называются материальными уравнениями неразрыв-
ности, а уравнения (21) и (22) —местными уравнениями нераз-
рывности. Первые из этих уравнений чаще применяются в меха-
нике твердого тела, вторые — в механике жидкости и газа.

2.9. Уравнения движения

Уравнения движения мы получим из двух основных законов
механики: закона изменения количества движения и закона из-
менения момента количества движения. Составляющие коли-
чества движения тела в момент t выражаются формулой

= /р(1)о,(&. t)dV(t), / = 1 , 2 , 3 . (1)

Закон изменения количества движения в описании Эйлера, т. е.
в координатах £,-, имеет вид

Dt
(2)

Изменение количества движения во времени равно главному
вектору сил, действующих на область V. Этот главный вектор
равен интегралу массовых сил Xt по объему тела, а также
интегралу поверхностных сил по поверхности тела. Выражая
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вектор напряжения р\п~> через компоненты тензора напряже-
ний Oij и применяя теорему Гаусса — Остроградского, имеем

otintdA = | (Xt + ^L)dV. (3)
V A V

Дифференцируя формулу (1), имеем

Здесь мы использовали формулу (13) предыдущего параграфа.
Закон изменения количества движения (2) был применен к
произвольной области V тела. Если подинтегральное выражение
непрерывно, то, в силу произвольности выбранной области, урав«
нение (4) приводит к локальному соотношению

Уравнение (5) допускает значительное упрощение благодаря
уравнению неразрывности

Учитывая формулу (6), приводим (5) к виду

n Dtii — у л да>1 п\

Р * + p ( 7 )

Эта формула представляет собой локальную запись закона из-
менения количества движения.

Закон изменения момента количества движения имеет вид

^Г (8)

где

\ (9)

и
Mt = J b,kl,XkdV + J eitktlPkdA. (10)

V A

Уравнение (8) гласит, что изменение во времени момента коли-
чества движения равно моменту массовых сил, действующих
в области V, а также поверхностных сил, действующих на по-
верхности А, ограничивающей область V. Подставляя уравне-
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ния (9) и (10) в (8) и преобразуя поверхностный интеграл
в объемный, представим уравнение (8) в виде

-§Г \§Г \ J ̂  (И)
V V

или

[ ^ ] = 0. (12)
Так как это уравнение справедливо для произвольной области V,
то справедливо локальное соотношение

е11к [%, -If (9vk) + -^ (\fivhvt) - l,Xk - (l,otk\,] = 0. (13)

Учитывая, что

преобразуем уравнение (13) к виду

д д да,и!
( ) + ( ) У t \ = 0. (14)

Выражение в квадратных скобках равно нулю в силу уравнения
движения (5). В уравнении (14) остается

=O, (15)

откуда вытекает, что тензор ajh является симметричным тензо-
ром: Ojh = Oh,. Это подтверждает результат, полученный в § 2.1
другим путем.

При выводе уравнений движения мы использовали описание
Эйлера, принимая в качестве независимых переменных коорди-
наты It и время t.

Структура полученных уравнений достаточно проста (урав-
нения (7) и (15)), несравненно проще, чем в описании Ла-
гранжа. Однако описание Эйлера в некоторых отношениях не-
удобно. В задачах нелинейной теории упругости, как правило,
известны первоначальные положения точек и разыскиваются
поля перемещений, вызванные деформацией тела. Граничные ус-
ловия в виде заданных нагрузок или перемещений также просто
выражаются в координатах xt. Неудобством является и то, что
дифференцирование в уравнениях (7) производится относитель-
но переменных \и содержащих разыскиваемые величины — пере-
мещения.

Из уравнений движения в описании Эйлера легко перейти
к уравнениям движения линейной теории упругости, в которой
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рассматриваются малые деформации и малые скорости переме-
щений. Линеаризуем прежде всего выражение для тензора де-
формаций. Пренебрежем в тензоре Альманси

нелинейным членом. Так как при малых деформациях производ-
ные по переменным xt и | t будут различаться на величины выс-
шего порядка малости, для тензора деформаций примем выра-
жение

-+P-Y (17)
к, ах, I

Переходя к уравнениям движения (7), заметим, что при малых
деформациях и малых скоростях перемещений нелинейные члены
в местных производных пренебрежимы по сравнению с мате-
риальными производными. Таким образом,

Dv. д д
—i- = _ vt (|, t) = -^ v{ (x, /). (18)

Уравнения движения (7) запишем в рамках линейной теории
упругости в виде

**/<<**> , у ( х л ^ п

а ' " ^ ж ' < > /iQ^
д *т~ Л{[Х) 1)ж=р ^Tj . V*»'/

В случае независимости внешних воздействий от времени урав-
нения (19) переходят в уравнения равновесия

*^ г" Лг (X) == U. l^U)



Глава 3

ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ
ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

3.1. Основные понятия и законы термодинамики

Законы, связывающие напряженное состояние с деформиро-
ванным, можно искать на основе термодинамических уравнений
и, в частности, на основе законов термодинамики необратимых
процессов. Для этого следует вспомнить основные понятия и за-
коны феноменологической термодинамики ' ) .

При исследованиях физического явления в качестве объекта
исследования выделяется материальное тело, состоящее из боль-
шого числа частиц, которые образуют физическую систему.
Остальную часть, не принадлежащую системе, называют окру-
жающей средой. Система воздействует на окружающую среду,
и обратно, окружающая среда воздействует на систему. Если
воздействие окружающей среды на систему является очень сла-
бым, то мы имеем дело с обособленной, изолированной системой.
Если нет обмена массы с окружающей средой, то мы имеем дело
с замкнутой системой. В дальнейшем будем рассматривать
только замкнутые системы.

Состояние термодинамической системы характеризуется мак-
роскопическими величинами, называемыми параметрами или пе-
ременными состояния. Эти величины разделяются на внешние и
внутренние параметры. Внешними параметрами называются ве-
личины, описывающие свойства окружающей среды, влияющие
на состояние системы. Это будут внешние силы, действующие на
систему, напряженности полей, источники которых находятся
в окружающей среде. Внутренними параметрами, описывающими
состояние в каждой точке в каждый момент времени внутри си-
стемы, являются такие величины, как плотность, давление, хими-
ческий состав, температура.

') Werle J., Termodynamika fenomenologiczna, PWN, Warszawa, 1957.
[См. также Путилов К. А., Термодинамика, «Наука», М., 1971, — Прим. перев.)
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Система называется однородной, если все внутренние пара-
метры состояния не зависят от положения точки.

Если некоторый параметр состояния удается выразить как
однозначную функцию остальных параметров, то такая функцио-
нальная зависимость называется уравнением состояния, а пере-
менная, описанная этим уравнением,— функцией состояния.
Если параметры состояния не зависят от времени, то система на-
ходится в состоянии термодинамического равновесия. Доказы-
вается, что система, находящаяся в термодинамическом равнове-
сии, находится одновременно и в равновесии механическом, хи-
мическом и тепловом. Механическое равновесие означает, что
между системой и окружающей средой нет неуравновешенных
сил. Химическое равновесие характеризует постоянство массы и
химического состава. Тепловое равновесие объясняется введе-
нием новой переменной состояния — температуры.

Характер теплового равновесия связан со свойствами стенок,
отделяющих систему от окружающей среды и разграничиваю-
щих отдельные части системы. Адиабатические стенки не допу-
скают изменения состояния за счет притока тепла. Изменение
равновесного состояния может быть вызвано только макроскопи-
ческой работой внешних сил дальнодействия (например, сил тя-
жести), а также перемещением стенок. Диатермические стенки
допускают теплообмен между частями системы.

Понятие температуры можно ввести на основе следующего
экспериментального факта. Соединим два теплоизолированных
тела 1 и 2 с помощью диатермической стенки с телом 3. После
установления равновесия отделим тело 3 от тел 1 и 2, которые
соединим между собой диатермической стенкой. Говорят, что
тела 1 и 2 находятся в тепловом равновесии, если значения
параметров при соприкосновении тел 1 и 2 остаются постоян-
ными. Этот результат формулируется в виде принципа транзи-
тивности (называемого также нулевым законом термодина-
мики), который гласит, что если два тела находятся в тепловом
равновесии с третьим телом, то они находятся в равновесии ме-
жду собой. Из принципа транзитивности вытекает, что для
каждого тела существует взаимно однозначная функция 0~ неза-
висимых параметров состояния, называемая эмпирической тем-
пературой. Равные значения этой функции характеризуют тела,
находящиеся во взаимном тепловом равновесии.

Переход от одного состояния к другому называется термо-
динамическим процессом. В этом процессе все параметры со-
стояния являются функциями времени.

Если скорость изменения состояния системы во времени
очень мала, так что система непрерывным образом переходит
через последовательные равновесные состояния, то такое из-
менение состояния называется квазистатическим процессом.
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Быстрое изменение состояния приводит к неустановившимся
процессам.

Термодинамический процесс может быть обратимым или нз-
обратимым. Обратимый процесс происходит тогда, когда воз*
можно возвращение к начальному состоянию системы и окру-
жающей среды. Процесс, который не удовлетворяет этим усло-
виям, является необратимым процессом. В принципе мы имеем
дело с необратимыми процессами; обратимый процесс является
идеализацией реального процесса.

Если система с адиабатическими стенками переводится из
начального состояния I в некоторое конечное состояние II, при-
чем меняется способ перехода от одного состояния к другому, то
утверждается, что внешняя работа, необходимая для перевода
из состояния I в состояние II, не зависит от способа перехода.
Этот важный результат формулируется в виде первого закона
термодинамики, который гласит, что для перевода адиабати-
чески изолированной системы из состояния I в состояние II тре-
буется одно и то же количество внешней работы, не зависящее
от способа перехода. Поэтому существует взаимно однозначная
функция состояния °U, называемая внутренней энергией системы,
приращение которой равно работе, производимой над системой:

(1)

Напомним, что формула (1) справедлива для адиабатиче-
ского процесса. В общем случав произвольных процессов работа
будет зависеть от способа перехода от состояния I к состоя-
нию II. Это связано с обменом тепла между системой и окру-
жающей средой, так называемым теплообменом. Обозначая че-
рез Q тепло, отобранное от окружающей среды, представим пер-
вый закон термодинамики в виде

Q = ^ ( I I ) — <U{\)— J dL = № — L. (2)
i

Здесь Щ является внутренней энергией для неадиабатического
процесса. Для адиабатического процесса Q = 0 и уравнение (2)
переходит в (1).

Из уравнения (2), которое представим в виде

Ш^Ь+Q, (2а)

вытекает, что внутренняя энергия может измениться как за счет
производимой работы L, так и за счет подвода тепла Q.

Второй закон термодинамики для однородной системы
формулируется следующим споообом. Вводятся две новые
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однозначные функции состояния, абсолютная температура и эн-
тропия 91. Абсолютная температура Т является неотрицательной
функцией эмпирической температуры £7". Предположим, что эн-
тропия системы равна сумме энтропии частей этой системы.

Приращение энтропии можно представить как

d9* = de9> + d&>. (3)

В необратимом процессе изменение энтропии складывается из
обмена энтропии с окружающей средой ded* и дополнительного
приращения энтропии d^. Если через Q обозначить тепло, ото-
бранное от окружающей среды, то

й# = Ц-. (4)

Приращение энтропии d^ должно удовлетворять неравенству

(5)

Неравенство относится к необратимому процессу, равенство —
к обратимому. Дополнительное приращение dit? может быть
истолковано как производство энтропии в системе.

3.2. Закон сохранения энергии для деформированного тела

Предположим, что тело в момент t ~ 0 находится в есте-
ственном состоянии, т. е. в состоянии, в котором перемещения,
деформации и напряжения равны нулю, а температура равна не-
которому постоянному значению То. Если это тело нагрузить
внешними силами, т. е. массовыми и поверхностными силами, то
в нем возникнет не только поле перемещений и, но также темпе-
ратурное поле, отличное от То. Эти поля будут функциями поло-
жения х, а также времени /. Аналогично, нагревание поверхно-
сти тела и возникновение источников тепла вызовут два выше-
указанных поля. В каждом случае деформация тела связана с
изменением содержащегося в теле тепла, с возмущением темпе*
ратурного поля.

Поле перемещений и температурное поле взаимодействуют
между собой; они взаимосвязаны. Эта связанность исчезает, как
мы увидим позднее, только для стационарных тепловых потоков
и для статических нагрузок.

Тепловой поток, возникающий в процессе деформации, реа-
лизуется путем теплопроводности. Это самопроизвольный, необ-
ратимый процесс, который невозможно повернуть вспять. Всякие
попытки провести этот процесс в обратном направлении требуют
изменений в окружающей среде. В результате необратимости
термодинамического процесса в теле возникает диссипация
энергии.



$.2. Закон сохранения энергии 71

При выводе соотношений между напряжениями, деформация-
ми и температурой ограничимся рамками линейной теории упру-
гости, т. е. будем рассматривать только малые деформации. Эти
соотношения, называемые также определяющими уравнениями,
мы найдем при помощи законов термодинамики необратимых
процессов ' ) .

Прежде чем перейти к составлению полного баланса энергии,
рассмотрим его частный вид: закон сохранения механической
энергии. Предположим сначала, что тело не отбирает тепла от
окружающей среды, т. е. рассматривается адиабатический про-
цесс.

Умножим уравнение движения (уравнения (19) § 2.9) на
Vi = и, и проинтегрируем по области V тела:

a/£., + J r i - p o , ) O | d K = 0 . (1)

Через vt обозначим компоненты вектора скорости материальной
частицы. Уравнение (1) можно переписать в виде

J [(Рця{). i — OjtVi,, — ViXi — pvtvt] dV = 0. (2)

Применяя теорему Гаусса — Остроградского, имеем

J (PfiVi),,dV = J ацП/VidA = J p,o,dA, (3)
V

где Pi = ацЩ — вектор напряжения на поверхности А. Прини-
мая во внимание формулу (3), приведем уравнение (2) к виду

J X,vt dV + J. ptvt dA=\ aJtvt,, dV + p J vtttdV. (4)
V A V V

Преобразуем первый интеграл в правой части уравнения (4):

J a,iv,. jdV = J ojt (ёг/ + ©,/) dV = J оцЪц dV. (5)
V V

Здесь мы использовали тот факт, что тензор напряжений од и
тензор деформаций ец симметричны, в то время как тензор
вращения кососимметричен. Выражение а^ыц равно нулю.

') Де Гроот С, Мазур П., Неравновесная термодинамика, «Мир», М.,
1964.

Gumiiiski К., Termodynamika procesow nieodwracalnych, PWN, Warszawa,
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Принимая во внимание (5), уравнение (4) запишем в виде

J X,vt dV + J PiVl dA = p J vivl dV + j ОЦЬЦ dV. (6)
V

J j
V A V V

Левая часть этого уравнения выражает механическую мощность

&=\ XiVidV + j P{VidA, (7)
V А

равную сумме мощности массовых сил, действующих внутри об-
ласти V, и мощности поверхностных сил на А.

Первый член правой части уравнения (6) выражает измене-
ние кинетической энергии. Обозначая через Ж кинетическую
энергию

Ж = j р { viVi dV, имеем ~ = р J v,vt dV. (8)
V V

Последний член правой части уравнения (6) запишем в виде

у. (9)

v

Закон сохранения механической энергии запишем так:
2 = ±{Х + <Ы). (10)

Уравнение (10), будучи следствием уравнения (1) предыдущего
пункта, справедливо для адиабатического процесса. Правая
часть уравнения (10) представляет собой изменение полной энер-
гии системы, состоящей из кинетической энергии Ж и внутрен-
ней энергии Щ.

Для произвольного термодинамического процесса уравне-
ние (10) следует расширить путем включения в первый закон
термодинамики тепла Q, отбираемого от окружающей среды:

-$-(<«/ + #•) = # + $. (11)

Немеханическая мощность Q, означающая приращение количе-
ства тепла во времени, вызвана тепловым, потоком q через по-
верхность А. Через элемент поверхности dA с нормалью л про-
текает количество тепла —q^idA. Приток через поверхность
тела равен

br=-\qinidA = -\qi,idV. (12)
А V

В уравнении (11) величина & выражается формулой (7), Ж —
формулой (8), a Q — формулой (12).
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Вводя внутреннюю энергию U, отнесенную к«динице объема:

(13)
v

представим закон сохранения энергии (11) в виде

J (pvivt + 0) dV = j Xtvt dV + J p,v{ dA-j qti t dV, (14)
V

откуда

= j(Xt- pvt) vt dV + J Р / 0 / ЙЛ - J <?,, f dV. (15)

Заменяя поверхностный интеграл на объемный с помощью соот-
ношения (3), получим, принимая во внимание уравнения дви-
жения

следующее уравнение:

Q. (16)

Уравнение (16) можно вывести для каждой произвольной обла-
сти V тела. Поэтому справедливо локальное соотношение

— qi,t. (17)

3.3. Баланс энтропии

Принцип сохранения энергии для реальных материалов огра-
ничен вторым законом термодинамики, в котором в качестве
функций состояния выступают энтропия 9* и абсолютная тем-
пература Т.

Энтропия, так же как и внутренняя энергия, является одно-
значной функцией внутреннего состояния термодинамической си-
стемы. Энтропия не зависит от пути, по которому происходит
термодинамическое изменение, ее производная является абсо-
лютной производной. Энтропия связана с приращением количе-
ства тепла следующей зависимостью:

T-w = -divq = -qi$i. (1)

Здесь через S обозначена энтропия, отнесенная к единице
объема.
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Рассмотрим тело V, ограниченное поверхностью А. Тогда ин-
теграл

% • - ! % « — 1 ¥ « <2>
v

означает скорость изменения энтропии в области V, вызванного
притоком тепла.

Приведем формулу (2) к такому виду, чтобы в правой части
выделить поверхностный и объемный интегралы. Поскольку

имеем

В уравнении

j l^A-l^iLav (5)

первый член правой части выражает увеличение (либо умень-
шение) энтропии во времени, вызванное притоком тепла через
поверхность А. Этот интеграл выражает поэтому скорость об-
мена энтропии с окружающей средой. Второй из интегралов пра-
вой части уравнения (5) имеет характер источника энтропии; он
описывает скорость производства энтропии. Аналогично уравне-
нению (3) § 3.1 имеем

d9> de9> , й г 9 >
~df = ~dT + ~aT' W

где
T

/1 V

В силу постулата термодинамики необратимых процессов дол-
жны выполняться условия

dt̂
>0, -J^-dK>0, (8)

что справедливо также для неоднородной системы.
Обмен энтропии с окружающей средой может быть либо по-

ложительным, либо отрицательным в зависимости от направле-
ния притока тепла. Поэтому первый интеграл в формулах (7) не
может быть принят в качестве критерия необратимости состоя-
ния. Это свойство состояния определяется неравенством (8).



3.3. Баланс энтропии 75

Уравнение (1), принимая во внимание (3), можно предста-
вить в виде

+е, е>о. (9)

Исключим из закона сохранения энергии

U = a,iiti — qt.t (10)

и из баланса энтропии

S - - ^ 1 01)

величину qi},- = div q. В результате получим следующее выра-
жение для внутренней энергии:

U = <!,&,+ TS. (12)

Из четырех параметров состояния еу, оц, Т и S независимыми
являются только два. Пусть внутренняя энергия U будет функ-
цией деформаций е^ и энтропии S, т. е. U == £/(е,;-, 5) . В даль-
нейших выкладках удобнее будет трактовать U как функцию де-
вяти компонент тензора деформаций еу и энтропии S. Так опре-
деленная U должна удовлетворять тождеству

dU dU

ввиду симметрии тензора е^.
С другой стороны, имеем

Сравнивая выражения (12) и (13) и принимая во внимание, что
функции ац, Т не зависят явно от величин ii}, S, получим сле-
дующие зависимости:

dU dU q,T ,
ff/'=^7> Т=ж> е+^-=о. (И)

Соотношения (14) позволят нам установить определяющие
уравнения, выражающие зависимости между тензором напряже*
ний, тензором деформаций и энтропией.

Условие (9)

е = - ^ - > о (15)

будет использовано для вывода закона теплопроводности Фурье.
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3.4. Закон теплопроводности Фурье

В твердом теле передача тепла реализуется путем теплопро-
водности, понимаемой как приток энергии от части тела с более
высокой температурой к части с температурой более низкой. Для
передачи тепла необходима разность температур, а точнее, как
мы убедимся ниже, термодинамической силой в этом случае яв-
ляется градиент температуры. Процесс теплопроводности яв-
ляется самопроизвольным и необратимым, а потому связанным
с производством энтропии.

Уравнения теплопроводности выводятся из локальной фор-
мулы притока энтропии. Его определяет уравнение (1) предыду-
щего параграфа

TS*= — qt. £ = - d i v q . (1)

К этому закону следует добавить неравенство

e = - ^ i > o , (2)

утверждающее, что в необратимом процессе интенсивность источ-
ника энтропии является величиной строго положительной. Урав-
нение (2) можно представить в виде

e = qtF,, / = 1 , 2 , 3 . (3)

Источник энтропии связан с причинами необратимого процесса,
с интенсивными величинами') Fiy которые называются термо-
динамическими силами.

Из сравнения выражений (2) и (3) вытекает, что

(4)

Это означает, что термодинамической силой, вызывающей при-
ток тепла и производство энтропии, является градиент темпера-
туры. С другой стороны, между составляющими <?» вектора теп-
лового потока и термодинамическими силами существует функ-
циональная зависимость

qi = qi{F,,F2,F3). (5)

Анализ механизма необратимого процесса показывает, что ха-
рактер зависимости (5) чрезвычайно сложен и в общем случае,

') Параметры состояния делятся на экстенсивные, т. е. пропорциональные
массе системы, и интенсивные — не зависящие от массы.
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как правило, нелинеен. Для медленного термодинамического про-
цесса зависимость (5) можно приблизить линейной зависимостью

qi=Li,F,, I, / = 1 , 2 , 3 . (6)

В этих соотношениях отсутствуют постоянные члены. Эти члены
должны равняться нулю, так как в состоянии равновесия нуле-
вым значениям сил Ft должны соответствовать нулевые значения
потоков <7г- Уравнения (6) носят название феноменологических
уравнений. В силу постулата Онзагера, величины L,j образуют
симметричную матрицу. Подставляя выражение (6) в (3), полу-
чим

e^W^X). (7)

Так как силы независимы, а источник энтропии — величина по-
ложительная, то из формулы (7) вытекают следующие ограни-
чения ') на коэффициенты L^:

Lu>0, (8)

LkkLu > - j (L,k + Lk,)
2, j , k = l, 2, 3 (не суммировать).

Подставляя выражения (4) в (7) и вводя обозначения
Lij/T2 = "Kij, получим неравенство

@ = ^T,iT,l>0. (9)

Наконец, сравнивая выражения (9) и (2), убеждаемся, что ком-
поненты вектора теплового потока должны удовлетворять зави-
симости

qt*=-b,T,,. (10)

Это закон теплопроводности Фурье для анизотропного упругого
тела. Компоненты тензора Хц можно при небольших изменениях
температуры (относительно естественного состояния) тракто-
вать как величины постоянные, не зависящие от температуры.
В силу постулата Онзагера, величины Хц также образуют сим-
метричный тензор. Так как Я,,,- = Ьц1Т2, на величины Кц следует
наложить такие же ограничения, как и на коэффициенты L{j (со-
отношения (8)).

Подставляя выражение (10) в (1), получим зависимость при-
ращения энтропии от температуры

TS = KtlT,tl. (11)

Это соотношение мы используем в § 3.8 при выводе дифферен-
циального уравнения притока тепла.

') Де Гроот С, Мазур П., loc. cit., стр. 71.
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3.5. Свободная энергия.
Первая форма записи определяющих уравнений

В исследовании термодинамических процессов важное зна-
чение имеет новая термодинамическая функция — свободная
энергия, определяемая соотношением

F = U — ST. (1)

Свободная энергия, так же как и внутренняя энергия, является
функцией состояния. При бесконечно малом изменении состоя-
ния упругого тела dF является полным дифференциалом. В каче-
стве независимых параметров состояния выберем гц и S, т. е.
положим U = U(sn,S). Тогда из

dU = otidet, + TdS (2)
получаем

dF = а л dei, — S dT. (3)

Отсюда видно, что свободная энергия является функцией пере-
менных ejj и Т, т. е. F == F(zij, T). Так как dF — полный диффе-
ренциал, то справедливы соотношения

W „ dF с ,л\

Знание свободной энергии позволяет связать тензор напряжений
с тензором деформаций и температурой.

Разложим выражение свободной энергии в ряд Тейлора по
отношению к естественному состоянию, т. е. состоянию, в кото-
ром ец = 0 и Т = То (через Т = То обозначим абсолютную тем-
пературу состояния, в котором как деформации, так и напряже-
ния равны нулю):

d.F(0, Го) , dF (0, То) , т т . ,ац-\ f U—T) +

(5)

a»f(o,r,) л a»f(o, г,)

Постоянная величина F(0, To) представляет собой свободную
энергию естественного состояния; будем считать ее равной нулю.

Величина dF(0,T0)/dT = —S(0, Го) равна нулю как энтро*
пия естественного состояния. Используя соотношение (4), имеем

д Р \ — ^ ( 0 , Го) , 3*F(0.T0) . • d*F (О, Г„)
a e a * oeoi°ll IT uaU

Q = T — T0.
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Величина 8 является приращением температуры по сравнению
с температурой естественного состояния То. В дальнейшем в со-
ответствии с принятым предположением о малости деформаций
будем считать, что \Q/T0\ •< 1.

Мы получили линейное соотношение для малых деформаций.
В этом уравнении следует положить dF(0, Т0)/де^ = О, так как
для естественного состояния напряжения и деформации равны
нулю. В написанное выше соотношение не может входить по-
стоянный член.

Введем обозначения
d*F (О, Го) _ , a v (О, Тр) _ .

децдгк1 ~ '"' де{,дТ ~~ р "-

В соотношении (5) пренебрежем всеми степенями деформа-
ций выше второй. Все члены, зависящие только от температуры,
соберем в один член F0{Q). Таким образом, рассмотрим соотно-
шение

F(V т) = Т сГ/«8'/е« - Р«Л/9 + ^о(в)- (6)
Используем теперь соотношение (4), принимая во внимание вы-
ражение для свободной энергии (6). Получим

Соотношения (7) и (8) являются искомыми определяющими
уравнениями. Первое из них называется соотношением Дюга-
меля — Неймана. Нам остается определить второй член в соот-
ношении (8).

Так как 5 = S(eij, T), то

-0~-] представляет собой меру количества тепла,

образованного в единице объема тела при изменении темпера-
туры и при постоянной деформации. Эту величину обозначим че-
рез се. Она называется также теплоемкостью при постоянной де-
формации. С другой стороны, принимая во внимание (8), имеем

,—?^-dT, (10)
откуда

dT*



80 Гл. 3. Термодинамические основы теории упругости

Интегрируя дважды это уравнение и учитывая, что постоянные
интегрирования равны нулю, так как для естественного состоя-
ния S = 0, F = 0, найдем

г г
Fo(B) = - )dT\^*L, (12)

Го Т„

откуда

- ^ - = с е Ш ^ - . (12а)

Таким образом, формула для энтропии принимает вид

е = г-г0. (13)

Мы ввели некоторое ограничение на возрастание температуры,
предположив, что Т не сильно превышает Го, так что изменение
температуры 6 удовлетворяет неравенству |Э/Г0|<С 1. Разлагая

( в \
1 + ^—) в ряд и сохраняя в нем только первый член,

' о /
получим следующие формулы для свободной энергии и энтро-
пии:

^ с А в М в И 9 2

c e ^ - . (15)

В выражении свободной энергии первый член правой части но-
сит чисто деформационный характер, третий член — характер
чисто тепловой. Второй же член носит смешанный характер. Он
выражает взаимодействие поля деформаций и поля температур.

В уравнениях Дюгамеля — Неймана (7) величины с\.ы иг-
рают роль механических материальных констант, а величины р,;,
как мы увидим позже, связаны и с механическими, и с темпера-
турными константами тела. Если в уравнении (7) положить
etj = 0, то остается оц = PijB. Величины p,j играют роль темпе-
ратурных напряжений и образуют, как и оц, симметричный тен-
зор. Индекс Т при величинах с\,ы означает, что механические
материальные константы, называемые упругими постоянными1),
относятся к изотермическому состоянию.

Покажем теперь, что величины cT

t.kl образуют тензор четвер-
того ранга. Для доказательства достаточно приравнять выраже-

•) В оригинале «коэффициентами податливости». Однако в отечественной
литературе коэффициентами податливости обычно называют величины, обрат-
ные к cjj^i- — Прим. перев
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ния свободной энергии (скалярной величины) в двух системах
координат. В декартовой системе координат л;,- имеем

F = Т ^

В системе координат х\, имеющей то же начало, что и си-
стема xit но повернутой относительно х{, имеем

Используем известные формулы преобразования для тензора де-
формаций (формулы (12) § 1.3)

Подставляя эти выражения в уравнение (16) и приравнивая (16)
и (17), получим следующие зависимости:

C7jkl = aiaa,pa*Ya/6C£|5Y8' ft/ = a«aa/pPap- (19)

Как известно, формулы (19) описывают преобразования тензо*
ров четвертого и второго рангов.

Тензор с\т имеет 81 компоненту, тензор $ц— 9 компонент.
Число независимых компонент будет значительно меньше, если
учесть, что тензор оц является симметричным. Меняя местами
в уравнении (7) индексы i и /, получим

С другой стороны, симметричность тензора еы = гт приводит
к зависимости

^ « = ^ № . (21)

Таким образом, мы сократили число независимых компонент тен-
зора cT

ljkl до 36, а тензора р,;- до 6. Дальнейшее сокращение
числа компонент тензора cj,kl получим из термодинамических
уравнений. Так как dF является полным дифференциалом, то

d2F d2F даи до,,,
и л и -k-1L = T^-- ( 2 2 )

дгк1 дг
дгчдгы деыдеч дгк1 1;

Это соотношение приводит к зависимости
сцы = С1иг (23)

Благодаря соотношению (23) тензор cj,k[ сводится к 21 взаимно
независимой компоненте.

Обратим внимание на уравнение (15) для энтропии. Вто-
рой член правой части этого уравнения носит чисто тепловой
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характер, в то время как первый член характеризует связанность
поля деформаций с полем температур. Так как энтропия яв-
ляется скалярной величиной, то член $цгц в уравнении (15) дол-
жен быть также инвариантом.

Рассмотрим еще частный случай термодинамического про-
цесса, а именно так называемый изотермический процесс. Этот
процесс возникает, когда обмен тепла с окружающей средой
происходит в теле при постоянной температуре То (9 = 0). В этом
случае получим

= с (24)

Правая часть первого из уравнений (24) представляет собой ра-
боту деформации, произведенную при изотермических условиях.
Обозначим ее через WT.

3.6. Термодинамический потенциал Гиббса.
Вторая форма записи определяющих уравнений

В термодинамике важную роль играет термодинамический
потенциал Гиббса, который, будучи функцией состояния, выра-
жается формулой

G = F — ajieij. (1)

Поэтому
dG = dF — Вц doij — atj deljt

откуда, принимая во внимание формулу (3) § 3.5, получим

dG = — eijdaij — SdT. (2)

Так как dG является полным дифференциалом, т. е. G =
= G(on, 7"), то

Отсюда

Р

 dG

Разложим потенциал G(oa,T) в окрестности естественного со-
стояния в ряд Тейлора. Поступая аналогично тому, как в случае
свободной энергии, получим
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Мы ограничимся рассмотрением малых деформаций. Используя
формулы (3), получим

eii = sI,vakt + anQ> (5)

1 ^ . (6)

Рассмотрим сначала выражение (5). Коэффициенты s[.kl назы-
ваются коэффициентами податливости изометрического состоя-
ния. Так как потенциал Гиббса является скаляром, то функ-
ция G инвариантна относительно изменения системы координат.
Величины sT.jkl образуют тензор четвертого ранга. Здесь спра-
ведливы свойства симметрии, аналогичные свойствам тензора
cjjkl. Поэтому имеем

"ijkl "likl' uilkl "tllk1 ЛЦЫ akltr V/

Величины atj образуют симметричный тензор второго ранга,
что легко проверить при помощи выражения (5), принимая во
внимание симметрию тензора гц. Если в выражении (5) считать
напряжения аы равными нулю, то получим

е", = а«/в. (8)

Последняя формула выражает деформацию, вызванную из-
менением температуры в элементарном объеме dV тела, сво-
бодном на поверхности от напряжений. Величины ац образуют
тензор теплового расширения тела.

Выражение (5) можно трактовать как решение уравнений
Дюгамеля — Неймана

°i, = cTi,kfiu-$iP (9)

относительно деформаций. Отсюда вытекает, что

Р|/ = а*1сГ/«. sTnkicliii=l> <**/= М«/*г (10)

Очевидно, что величины pjj зависят как от механических, так и
тепловых свойств тела.

Придадим функции G другой вид, учитывая, что G =
— F — otjEij. Принимая во внимание формулу (6) § 3.5 и фор-
мулу (9) этого параграфа, получим

Выражая деформации через напряжения по формуле (5) и учи-
тывая третью из формул (10), найдем, что

- G = Т sJtuWki + °t,atfi + J P« a4 0 a - ^о (в). (12)
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Из сравнения формул (4) и (12) вытекает, что

G ( e ) F ( e ) +

Подставляя выражение (13) в (6), получим следующее выра-
жение для энтропии:

Так как

ОТ ~ с*1П т0

в соответствии с формулой (12а) пункта 3.5, то

т

С другой стороны, трактуя S как функцию напряжений и темпе-
ратуры, имеем

(3 П \

-=f\ называется теплоемкостью са при постоянном
напряжении. Из формулы (14) получим

Так как

ТО
(18)

Для малых изменений температуры относительно То будем счи-
тать, что 16/7*01 ;̂ 1. Разлагая 1п(Г/Г0) в ряд относительно при-
ращения температуры 9 и сохраняя только один член разложе-
ния, получим для энтропии следующее приближение:

S^atlatl + ca-~. (19)

И здесь мы различаем чисто тепловой член и член, возникающий
от взаимодействия поля деформаций и поля температур.

Рассмотрим частный случай изотермического процесса. Для
0 = 0 имеем
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Обозначим правую часть первого из уравнений через Wh. Это
так называемая дополнительная работа. Для изотермического
процесса она равна потенциалу Гиббса с обратным знаком.

3.7. Внутренняя энергия.
Третья форма записи определяющих уравнений

Рассмотрим внутреннюю энергию U = U(EH,S). Разлагая ее
относительно естественного состояния в ряд Тейлора, получим
следующее выражение:

f ^ V V ^ + ̂ W (D
В этом разложении мы сохранили только первую и вторую сте-
пени деформаций; Uo является функцией только энтропии 5. Так
как

dU=(%r)s

 de«+Ш.dS" a« dei> ~TdS> (2)

то
fS (3)

* j ' S

dUo

В выражении (1) cfjk[ являются адиабатическими коэффициен-
тами жесткости анизотропного тела, так что для S = 0 имеем

U =Ycbi4eiieki' ^ а о с н о в е т е х ж е самых рассуждений, которые
мы применили к свободной энергии, убедимся, что справедливы
следующие соотношения симметрии:

Lijkt СЦЫ> btjkl Ь1\Ш СЦМ — СШ1> Vll—VH' \°>

Соотношение (3) дает зависимость между компонентами тен-
зора напряжений, тензора деформаций и энтропией.

Найдем еще зависимости, связывающие величины cf/kl и cj.k[,
а также величины p,-j и Ьц, предполагая, что |Э/Г0|<С 1. Под-
ставляя температуру 8, определяемую формулой (15) § 3.5:

в соотношения Дюгамеля — Неймана
ац=ясТцыък1 — Pi/9» (7)

получим зависимости
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Из сравнения соотношений (3) и (8) находим, что

Рассмотрим еще частный случай адиабатического состояния.
Для S = 0 имеем

Здесь внутренняя энергия равна работе деформации Ws с коэф-
фициентами cs

ijkl, отнесенными к адиабатическому состоянию

U = WS. (11)

Из формулы (6) при S = 0 получим формулу для температуры
в адиабатическом состоянии

Q = -T-hi*tt- (12)

При рассуждениях, проведенных в последних трех парагра-
фах, мы получили следующую связь между напряжениями, де-
формациями и температурой (или энтропией):

au = cUi4i — OiA О 5 )

Соотношения Дюгамеля — Неймана (13) мы нашли, используя
свободную энергию, соотношения (14)—путем использования
потенциала Гиббса, наконец, соотношения (15) —путем исполь-
зования в качестве функции состояния внутренней энергии.

К этим соотношениям следует добавить выражение для эн-
тропии. В предположении, что |Э/Г0| <С 1, имеем

S = P,ye,, +ce±, (16)
или

cajr;. (17)

3.8. Уравнение притока тепла

Рассмотрим выражение для энтропии

C e l n ^ . (1)

Дифференцируя последнее соотношение по времени и умножая
его на Т, получим

TS~Th,Bt,+cj. (2)
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Это уравнение сравним с полученным ранее уравнением (11)
§ 3.4

TS*=k
t
,T,

tl
. (3)

В результате получим нелинейное дифференциальное уравнение

О. (4)

Здесь нелинейность проявляется в третьем члене уравнения:
— fitjTiij. Если, однако, в выражении Т = То[\ +(Э/Г0)] при-
мем, как это мы делали ранее, допущение |6/Т0|<С 1, то после
линеаризации получим линейное уравнение

XiA,, —с,е — Г о Р ^ ^ о . (5)

Если в теле действуют источники тепла, то в уравнении (3) сле-
дует учесть влияние этих источников:

TS = -qt,, + w = btlT.ll + w. (6)

Здесь через w обозначено количество тепла, возникающее в еди-
ницу времени в единице объема1)- Уравнение притока тепла,
в которое входят источники тепла, имеет вид

Яч/в,!, — cj — T$ileij = -w. (7)

Здесь член —TofiuBij отражает влияние связанности поля де-
формаций и поля температур.

К уравнению притока тепла (7) следует добавить граничные
и начальные условия. Граничные условия могут быть выбраны
в нескольких видах. Так, граничные условия, выражающие дей-
ствие окружающей среды на тело, могут быть представлены на
поверхности А следующими альтернативами.

1. На Л задана температура 8 как функция положения и
времени

е = А(х, t), х б / 1 , t>0. (8)

2. На поверхности А задан градиент температуры дв/дп как
функция положения и времени

е.„ = Л(х, *), хеД />0, е,„=|Ь). (9)

') Величина w называется источником тепла. — Прим. перев.
2) Наряду с обозначением дв/dxi = 8, ( для производных по декартовым

координатам будем использовать обозначения дв/ап = 9, „ для производной

по нормали к поверхности А. Заметим, что ^ - — = п / ^ — .
г дп ' dxj
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3. Задана функция

(x,/) = /(x, t), Х Е Д t>0, (10)

где a — постоянная величина.
Условие 2 соответствует тепловому потоку через поверх-

ность А. Случай 0, „ = 0 соответствует тепловой изоляции на по-
верхности, ограничивающей тело. Наконец, условие 3 отвечает
свободному теплообмену на поверхности А. Могут, наконец,
встретиться случаи смешанных граничных тепловых условий,
когда на разных частях поверхности А заданы разные граничные
условия.

Начальные условия отражают распределение температуры
в начальный момент t — 0 как функцию положения

в(х, 0) = /(х), х е У , * = 0. (11)

Уравнение (7) связано с уравнениями для перемещений, ко-
торые мы выведем в § 3.9. Там тоже будут даны граничные и
начальные условия для перемещений, которые связаны с чле-
ном —bijfiijTo в уравнении (7).

Заметим, наконец, что в случае установившегося притока
тепла из уравнения (7) исчезают частные производные по вре-
мени. Температурное поле становится независимым от поля пе-
ремещений, а распределение температуры описывается эллипти-
ческим дифференциальным уравнением, что гарантируется усло-
виями (8) § 3.4

hfi.n = -w- (12)
Граничное условие для этого уравнения может принимать один
из трех упомянутых выше видов, разумеется не зависящих от
времени.

3.9. Основные дифференциальные уравнения термоупругости

Знание определяющих уравнений, выведенных в § 3.5, позво-
ляет выразить уравнения движения через перемещения и темпе-
ратуру. Если в уравнения движения

oii,l + Xi=pui, alj = ali, i, / = 1, 2, 3, (I)

подставить соотношения Дюгамеля — Неймана

и затем выразить деформации через перемещения, то в резуль-
тате получим систему трех уравнений

Т с К i + "/. *). / + xi = Pfli + Р*/в. /•
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В этих уравнениях фигурируют три составляющие вектора пе-
ремещения и температура. Замкнутую систему уравнений тер-
моупругости получим, присоединяя к уравнениям (3) уравнение
притока тепла

Л,ув. „ — се0 — T&tiBt! = - w. (4)

Уравнения (3) и (4) являются связанными. Действие массовых
сил и внешних нагрузок вызывает в теле как поле перемещений,
так и температурное поле. Точно так же действие источников
тепла и нагревание (либо охлаждение) поверхности тела связаны
с возникновением температурного поля и поля перемещений.

К уравнениям (3) и (4) следует добавить начальные и гра-
ничные условия. В качестве начальных условий принимается рас-
пределение перемещений, их скоростей и. распределение темпе-
ратуры в некоторый начальный момент, например в момент
t = tQ:

щ{х, /о) = Ых), ut(x,to)=*gt(x), в(х,/о) = А(х), x s V . (5)

В качестве граничных условий принимаются заданные переме-
щения Щ = ИГ{Х, t) на поверхности А, ограничивающей тело,
либо нагрузки pt = о,ч(х, t)rij(\), х e А. Могут также встре-
титься смешанные граничные условия — нагрузки на части по-
верхности Аа и перемещения на части Аи, причем А = Aa-\-Av.
Для уравнения (4) граничным условием будет либо заданная
температура 6(х, t), х е А, либо тепловой поток <7,га, = — ^ / n i 0 > t

на поверхности А.
Основные уравнения термоупругости можно выразить также

через перемещения и энтропию. Если в уравнения (1) подста-
вим соотношения (3) § 3.7

а деформации выразим через перемещения, то в результате по-
лучим уравнения

Т CU К , i + «,, ft), , + Xl = pui + btjSt,. (7)

Исключая температуру из уравнения притока тепла (4) и вос-
пользовавшись выражением для энтропии

7 7 9 ' (8)

получим четвертое уравнение

^Us, Ч ~ cts — hfikflki, ii = r̂ ~ • (9)
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К уравнениям (7) и (9) следует добавить граничные и началь-
ные условия, выраженные через перемещения и энтропию.

Уравнения термоупругости (3) и (4), а также (7) и (9) от-
носятся к динамическим задачам. Однако если причины, вызы-
вающие движение тела, изменяются во времени очень медленно,
то в уравнениях (3) и (7) можно пренебречь инерционными чле-
нами, трактуя задачу как квазистатическую. В этом частном слу-
чае получим следующую систему уравнений:

KtlQ, и — с её — Т&Игч = - w. (11)

Последняя система уравнений является связанной. В случае
квазистатической задачи отпадают начальные условия для пе-
ремещений. Остается только начальное условие Q(x,to) = h(\).

Если величины, вызывающие деформацию и температуру, из-
меняются достаточно медленно от нуля до своих конечных зна-
чений и остаются в таком состоянии, то мы имеем дело при
t —• оо с установившимся процессом, со статической задачей. Пе-
ремещение и температура становятся не зависящими от времени
и являются функциями только положения. В уравнении (11) ис-
чезают производные по времени. В этом случае имеем несвязан-
ную систему уравнений

л»,е. „ = -»» . (13)
Решая уравнение (13), получаем распределение температуры
в теле. Известную уже функцию 8 подставляем в правую часть
уравнений (12).

3.10. Дифференциальные уравнения классической
эластостатики и эластокинетики

Рассмотрим частный случай действия только внешних сил на
рассматриваемое тело. Предположим, что нагрузки возрастают
достаточно медленно до своих конечных значений и находятся
в этом конечном состоянии достаточно долго. При возрастании
нагрузок одновременно возникает температурное поле. Однако
при постоянных нагрузках и по прошествии продолжительного
времени можно принять, что тело находится в изотермическом
состоянии, благодаря обмену тепла с окружающей средой. До-
пущение изотермического состояния для статических задач ле-
жит в основе классической эластостатики. Это предположение
позволяет значительно упростить дифференциальные уравнения.
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Прежде всего в предположении 0 = 0 отпадает уравнение при-
тока тепла, а также тепловые члены в правой части уравнений
для перемещений. В результате остается система уравнений

Из выражения свободной энергии (формула (14) § 3.5) выпа-
дают члены, содержащие температуру, и остается

F cW WT (2)
Свободная энергия равна в этом случае собственной работе де-
формации WT, а ее дифференциал имеет вид

^ l (3)

где
an = cWkf (4)

Точно так же для термодинамического потенциала Гиббса полу-
чим

TUV (б)
И

^ (6)

Величина WK, называемая «дополнительной работой», равна по-
тенциалу Гиббса с обратным знаком.

Перейдем теперь к динамическим задачам и введем некото-
рое ограничение. Предположим, что единственными причинами,
вызывающими движение тела, являются внешние нагрузки. По-
ложим далее, что внутри тела отсутствуют источники тепла. При
быстро меняющихся во времени нагрузках обмен тепла за счет
теплопроводности происходит очень медленно и термодинамиче-
ский процесс близок к адиабатическому процессу.

Принятие в классической эластокинетике предположения, что
термодинамический процесс является адиабатическим, приводит
к значительному упрощению уравнений. Считая далее, что $ = 0,
S = const, получим из уравнения (15) § 3.5

e = - - g - M < / . (7)

Интегрируя последнее уравнение в предположении, что ъц = 0
для 8 = 0, получим зависимость

ff» (8)



92 Гл. 3. Термодинамические основы теории упругости

Это уравнение заменяет уравнение притока тепла и связывает
температуру с деформацией тела в адиабатическом процессе.
Подставляя теперь температуру 0 из уравнения (8) в уравне-
ния движения (3) § 3.9, получим уравнение

Т с%ы ("ft. / + Ч ft), i + xi = Р"< • (9)
Здесь

-ст
— с- с

— с

являются упругими постоянными для адиабатического состояния
(ср. с формулой (9) § 3.7).

Решая уравнения (9), получим перемещения щ. С их по-
мощью вычислим деформацию егз- и подсчитаем температуру Э
по формуле (8).

Для адиабатического процесса при S = 0 выражение вну-
тренней энергии принимает вид

Внутренняя энергия равна здесь работе деформации №s, при-
чем

dU = J^deii=-^-deil = aildeil. (11)

3.11. Случай температурных напряжений

Во многих случаях мы разыскиваем решение для тел, под-
вергнутых только действию источника тепла и нагреванию по
поверхности.

Уравнения, описывающие деформацию и температуру в теле,
имеют вид

Т cJ,ki К i + ui.k\i = Pui + W.,> (1)

Л|у6. {, - се6 = - w + Говуёг/. (2)

Эксперимент показывает, что эффект связанности в уравне-
ниях (1) и (2) незначителен ' ) , поэтому мы не сделаем большой
ошибки, если пренебрежем в уравнении (2) членом Т^фц.
Тогда получим упрощенную систему уравнении

у сТ1,ы К i + «/. *). / = (>ui + Pi,e,;, (з)

hfi,u-c£ = -w. (4)

') Учет связанности мы обсудим подробнее в § 12.6.
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Уравнение (4) не зависит от уравнения (3). Решаем сначала уп-
рощенное уравнение притока тепла (4) при заданных начальном
и граничном условиях. После этого известную функцию 8 под-
ставляем в уравнение (3). Решение этих уравнений дает пере-
мещения ы,-. В квазистатических задачах после отбрасывания
инерционных членов имеем систему уравнений

Tc?/«Ki + «'.*b = W./' (5)
XllQ>4 — с8ё = — w. (6)

В уравнениях (5) время играет роль параметра.
Если тепловой процесс является установившимся, то в урав-

нениях (5) и (6) отбрасываем временные производные, получая
систему уравнений

Т с Л « К / + ил*)./вР</8./' (7)

я / у е. „ = -w. (8)
Система уравнений (7) и (8) идентична системе уравнений, най-
денной для установившихся задач термоупругости (см. уравне-
ния (12) и (13) § 3.9 для Xi — 0).

3.12. Материальные константы анизотропного упругого тела

Рассмотрим определяющие уравнения термоупругости
aH = cWki — ̂ nQ' i, U k, 1 = \,2,Ъ. (1)

Как было установлено в § 3.5, cT

ijkl является тензором четвер-
того ранга, a p*j — тензором второго ранга. В дальнейших рас-
суждениях индекс Т при коэффициентах cT

ljkl будем опускать.
Тензоры с^ы и pi;- удовлетворяют следующим условиям сим-
метрии:

ci/kt~Ciikh Ctjki — Ciiik, Cijki^Ckuii P;/==P/«- (2)

С учетом этих условий имеем, например,

°Ч = = C t/U e l l "f" С//22е22 + С//33С33 +

+ 2с / / 2 3е 2 3 + 2c i / 3 1e 3 1 + 2c i / 1 2e 1 2 — p i y9. (3)

Предположим, что 8 = 0 и еп = е, в то время как остальные
компоненты тензора деформаций равны нулю. Тогда

<*и = схтг. (4)

Полученные напряжения соответствуют одноосному растяжению
тела в направлении оси хх.
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Допустим теперь, что 8 = 0 и егг = е, в то время как осталь-
ные компоненты тензора деформации равны нулю. Тогда из фор-
мулы (3) получим

Отсюда видно, что при одном и том же типе растяжения (сжа-
тия) и при одном и том же значении деформации получаем раз-
личные значения напряжений, если Спи ф сгггг- Отсюда выте-
кает, что линейное соотношение (3) справедливо для анизотроп-
ного тела, характеризующегося тем, что его упругие свойства за-
висят от направления.

Преобразование коэффициентов сцы, p,j при замене системы
координат приведено в § 3.5 (формулы (19)). Обозначая мате-
риальные константы в системе координат xt через capY 6, pap,
а в системе координат х[ через c'ijkl, $'ljt получим следующие
формулы преобразований:

Kl = tliani$af (7)

Здесь через nia, ... обозначены косинусы углов между осями х\
и осями ха, как указывает следующая таблица:

(8)

Коэффициенты Cijki, Pi; с учетом соотношений симметрии (2)
представим в виде матриц:

С 1 П 1 С1122 С1133 С П 2 3 С1131 С1112

С2222 С2233 С2223 С2231 ^2212

* 1

Х2

г'
Х3

Х\

пн

«21

«31

Хг

«12

«22

«32

х3

«13

«23

«33

С3323

С2323

С3331

С2331

С3131

С3312

С2312

С3112

С1212

Pl2 Pl3

Р22 Р2З

Эзз

(9)

Здесь выписаны только верхние части матриц; нижние части
симметричны верхним относительно главной диагонали.

Покажем сначала, что упругие постоянные обладают цен-
тральной симметрией. Преобразование относительно центра сим-
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метрии (инверсия) заключается в переводе точки (xi,x2, x3)
в положение (—Х\, —х2, —лг3). При преобразовании системы
координат относительно центра симметрии коэффициенты nia,
я;р, . . . принимают значения —б, а, — 6jp, . . . . Из формулы (6)
получим

/ А А А А •> г (](W
Cljkl °(а°/3°*у /6CoPv6 Cilkf Vlu/

Отсюда видно, что при инверсии упругие постоянные не изме-
няются. Аналогичный результат получим для коэффициентов

Матрицы (9) содержат 21 независимый коэффициент СЦЫ И 6 не-
зависимых коэффициентов (3,j. Это число констант соответствует
триклинной кристаллической системе. Значительное уменьшение
числа независимых материальных констант получим в кристал-
лах, имеющих двукратную ось симметрии. Говорят, что кристалл
имеет ось симметрии «-го порядка, если свободная энергия и
напряжения не изменяются после каждого поворота этой оси на
угол 2л/п. В случае двукратной оси симметрии после каждого
поворота системы координат на угол 180° относительно этой оси
число отличных от нуля постоянных в повернутой системе коор-
динат должно оставаться тем же самым.

Допустим, что двукратной осью является ось *3- При пово-
роте системы координат х\ относительно двукратной оси х% на
180° получим для х'3 = х3, х\ = — х[, х'2=

лицу коэффициентов:
х2 следующую таб-

х>2

Х\

- 1

0

0

х2

0

- 1

0

Хз

0

0

1

Для вычисления коэффициентов с\,ы,
мулами (6) и (7); например

воспользуемся фор-

С1!32 ~ = = ~ С

1132»
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Поступая так далее, получаем

е1122**С1122" С1133™С1133' С 112з""* С П23'

-' - - -' г / -
2223" 223Г"2233'

''зззз^зззз' '•ззгз"

С113Г С 1 П 2 =

223Г 2212 2212»

3323' ЗЗЗГ

С2312 •—с,2312'

=~с„3112 "3112»

с' = с
1212 1212»

" l 2 Pl2> Pl3 Pl3»

P22 = = г22' Р2З = = Р2З1

P/ n
33 = Рзз-

(13)

Если анизотропное упругое тело обладает свойством симметрии
относительно двукратной оси симметрии, то коэффициенты с\,м

и Pj7 в повернутой системе должны совпадать с коэффициен-
тами Cijhi и p,j в неподвижной системе координат. Опуская в со-
отношениях (12) и (13) штрихи, убеждаемся, что шесть коэффи-
циентов должны равняться нулю:

С И 2 3 — С 1131 : Сдам — СооЯ1 —-2223 2231 — С3331 { ••С2312 — С 3 ц 2 — О,

В матрицах (9) остается 13 коэффициентов
циента p,j- Матрицы (9) принимают вид

и 4 коэффи-

С 1 Ш С1122 С1133

С2222 С22:3

С3333

0

0

0

С2323

0

0

0

С2331

С3131

С 1П2

С2212

С3312

0

0

С1212

P l l Pl2

Р22

0

0

Рзз

(14)

Тринадцать коэффициентов Сцы. и четыре коэффициента р<;- со-
ответствуют кристаллам моноклинной системы.

Теперь предположим, что двукратной осью симметрии яв-
ляется ось Х\ (т. е. х\ = Х\, х'2 = — х2, х'3 = — х3). В этом случае
на основании аналогичных выкладок получаем следующие ма-



3.12. Материальные константы 97

трицы коэффициентов:
С И 2 2 С П З З С1123

С2222 С2233 С2223

С3333 С3323

С2323

0
0

0

0

C313I

0
0

0

0
С3112

С1212

•

Ри О О

022 023

Рзз

(15)

Если предположить, что анизотропное тело имеет две взаимно
ортогональные двукратные оси симметрии, например ось х\ и
ось х3, то постоянные сцы и P,j должны одновременно удовлетво-
рять схемам (14) и (15). А это возможно только тогда, когда

СП12 = С2212~С3312 = С2331 = 0>

С1123 = ^2223 = С3323 = С3112 = 0> Pl2 = 023 = = О-

Получаем следующие матрицы коэффициентов:

'МП
С1122

^2222

С1133

^2233

С3333

0
0

0

^2323

0
0

0

0

^3131

0
0

0

0

0
С1212

P.I 0
022

0
0

Рзз
(16)

Такая система характеризуется 9 постоянными с^ы и 3 постоян-
ными р̂ - и называется ортотропнои системой. Этот случай соот-
ветствует ромбическому типу кристаллов. Можно показать, что
существование трех двукратных осей симметрии не приводит
к дальнейшему сокращению числа постоянных cijki и &ц.

Рассмотрим далее случай, когда анизотропное тело характе-
ризуется осью симметрии четвертого порядка. В таком теле уп-
ругие свойства повторяются при повороте системы координат
относительно оси симметрии на 2л/4 = 90°. Если за ось симме-
трии четвертого порядка примем ось дг3, то х3 = х'3, х{ — — x'2t

х2 = х\, а коэффициенты nia даются следующей таблицей:

х'2

Х\

0

- 1

0

хг

1

0

0

0

0

1
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Вычисляя коэффициенты c'.jkl и р,. в системе координат х'{
по формулам (6) и (7) ; получим следующие соотношения:

С2222=

= С2222' С1122 С22П С1133 С2233' С1123 С2213* С1131 С22Э2" С1112 С2221>

~С1113' С2231=С1132' С2212=~С1121'

2323 1313' 2331 1332' 2312 1321»

„(17)

— Р21' Pl3 = P23>

Р-зз = Рзз-

Свойство симметрии требует, чтобы в обеих системах координат
xt и х\ значения постоянных были одинаковыми. Поэтому
можно опустить штрихи в соотношениях (17). Используя соотжь
шения (2), приходим к выводу, что

С1Ш ==С2222> С1133 = С2233> С2323 = = С3113> С1П2== — С2212>

а остальные отличные от нуля составляющие суть

С
3333>

 С
1122>

 С
1212> РзЗ'

Таким образом получаем следующие матрицы коэффициентов:

Ри 0 р13

Рп Pis 1- (18)

Рзз

С1122

С Ш 1

С1133

С1133

сзззз

0
0
0

С2323

0
0
0

0
С2323

С1112

С 1 П 2

0

0

0
С1212

Здесь мы имеем 7 независимых коэффициентов с^ы и 3 коэффи-
циента p,-j. Если осью симметрии четвертого порядка является
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Рн Pi 2
Р22

О

Pl2
Рзз

(19)

ось х2 = х2, то получаем матрицы

1111 С1122 С1133 О С П 3 1 О

^2222 ^1122 " 0 "

С1111 0 — С П 3 1 О

С1212 О О

C3i3i О

С1212

Если тело характеризуется двумя взаимно ортогональными
осями симметрии четвертого порядка и этими осями являются,
например, оси х2 и хъ, то между элементами матриц (18) и (19)
должны существовать следующие соотношения:

С
1111

 = С
2222

 = С
3333>

 С
1122

 = С
1133>

 С
2323

 = С
3131

 = = С
1212>

Таким образом мы получаем матрицы

пп
С1122 1122

1Ш

0
0
0
С1212

0
0
0
0
С1212

0
0
0
0
0
С1212

|Рп 0
Рп

0
0
р..

( 2 0 )

в которые входят три независимые составляющие тензора ^
и одна тензора p,j. Случай трех взаимно ортогональных осей
симметрии четвертого порядка не приводит к дальнейшему со-
кращению числа постоянных.

Рассмотрим еще гексагональную систему анизотропного тела
(кристалла). В этой системе потребуем, чтобы упругие свойства
тела были неизменными при следующем преобразовании коор-
динат:
x[ = xl cosft + jc2sinft, x'2 = — х{ sin ft -\-x2 cosd, x3 = x'v (21)

т. е. чтобы они не зависели от поворота системы координат во-
круг оси х3. Коэффициенты nia указаны в таблице

/
«1

/
*2

/
*3

Х\

C O S *

— sin в

0

Xi

s in*

cos*

0

Хз

0

0

1
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Определение коэффициентов c'ijk[ и р ^ при помощи формул
преобразования (6) и (7) затруднительно. Поэтому сокращение
числа коэффициентов проведем другим путем. Будем исходить
из преобразования деформаций

<l=ni*nifaf ( 2 2 )

Из формул (22) найдем поочередно

е'п = е п cos2 ft + 2 е , 2

 s i n * c o s * + е

2 2 s i n 2 *> езз = езз>
е22 = е и sin2'в' — 2 e 1 2 s i n f t c o s f t + e2 2cos2ft,

(23)
е23 = — е1 3 sin ft + е2 3 cos ft, е31 = e1 3cosft -f е23 sin ft, v ;

ei2 — (e22 — e n ) sin § cos Ъ + e | 2 (cos2 Ъ — sin2 ft).

Компонеты тензора напряжений а[, в системе координат

х\, х'2, х'ъ преобразуются по тем же правилам, что и деформа-

ции ЕЦ:

°И= П1аПЦ>ааГ (24)

Для а' получим формулы, аналогичные формулам (23).

Рассмотрим соотношение о'^= аъг, которое, будучи выра-
жено через деформации, примет вид

С3311е11 " Ь С3322Е22 ~Ь С3333633 "• 2Сзз2з
823 •" 2с з з 3 1 е з1 г ^Cm2Bl2 ЭзЗ® = =

3833 + 2стъг2Ъ+2c333ie3i+2c33i2ei2—Рззб- (25)

Если в левую часть уравнения (25) мы подставим г'ц по фор-
муле (23), а затем опустим штрихи при cljkl, то получим
следующее уравнение:

вц [te»22 — Сззп) sin2 ft — 2c33i2 sin ft cos ft] +
+ 822[(сззи — c 3 3 2 2)sin 2ft + 2c 3 3 1 2sinftcosft] +

2e32[(cosft—l)c3323 + C3331sinft] + 2e3|[(cosft —l)c3 3 3 1—C332 3sinft]4-
+ 2e,2 [(сзз,, — с3з22) sin ft cos ft — 2сзз,2 sin2 ft] = 0. (26)

Приравнивая нулю коэффициенты при е и , е2 2 и е,2, получаем
соотношения

(c33i i — Сз?.22) s in 2 ft ± 2c33i2 sin ft cos ft = 0,

(C33ii — c 3 3 2 8 ) sin ft cos ft — 2 c 3 3 | 2 s i n 2 f t = 0,

которые должны выполняться для произвольного угла ft. По-
этому

С3311 = С3322' с 3 3 1 2 = 0 ' (б)
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Если приравняем нулю коэффициенты при ей и егз, то получим

С3323 = С3331 = 0- ( в )

Произведем такие же вычисления для ff'3=a13, принимая во
внимание формулу (24), где a'l3 = а ! 3 cos ft -j- а23 sin О. Прирав-
нивая нулю коэффициенты при еп, получим

С1322 — С 1 3 П = С1Э12 —С2311 = 0 - (г)1322 13П

Приравнивание нулю коэффициентов при егг приводит к соот-
ношениям (г), а коэффициентов при ei2 — к соотношениям

С1113 — — ^1223 — 0- (д)

Наконец, приравнивание нулю коэффициентов при езз приводит
к соотношениям (в), а при ei3 — к равенству

^2313 = 0 . (е)

Приравнивание напряжений <тп и а'и приводит к дальнейшим
соотношениям

2222'£|П2 — С 3312— " I С3311 — С 3322 ' С1111 — С

с \ 2 \ 2 = ~2 \ с 1\П C221l)> С ] 2 2 2 = = : 0 -

Наконец, из равенства а'23 = ст23 получаем

С 2 3 2 3 = С1313-

Матрица коэффициентов cijkt принимает следующий вид:

'ПИ

( ж )

С1122 СПЗЗ
С11П СПЗЗ

С3333

0
0
0
С1313

0
0
0
0
С1313

0
0
0
0
0

1
!j-\CliU — C 22Il)

(27)

Упругое тело, обладающее гексагональной симметрией, опреде-
ляется пятью независимыми коэффициентами.

Величины р^ для гексагональной симметрии найдем из фор-
мулы (7). Эта формула имеет такую же структуру, что и фор-
мула (24). Поэтому достаточно в этой формуле заменить o'(J
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и оц на р ^ и р { / . Аналогично формулам (23) имеем

Эп == Рп c o s 8 * + 2Э,а sin О cos » + Р̂ в sin2 О = р и ,

р22 = Р,, sin2 ft — 2р1 2 sin ft cos ft + pffl cos2 ft = p2 2,

Pi2 = (P22 — P,,)sinftcosft + P1 2(cos2ft — sin2 ft),

Так как эти формулы должны удовлетворяться независимо от
значения ft, то

Рп—Ргг» Pi2 = Эгз = Рз1 = 0-

В случае гексагональной симметрии появляются только две не-
зависимые составляющие тензора р -̂. Ниже представлена ма-
трица тензора pfJ-:

м 0 0

Р.. 0
Рзз

(28)

Рассмотрим тело, которое характеризуется гексагональной
симметрией относительно двух взаимно ортогональных осей.
Тогда имеет место схема (27), с той лишь разницей, что появ-
ляются дополнительные соотношения

С1313 —"jj" (С1П1 СП22)> С3333 ~ CUU< С3311 = СП22> РзЗ = Р п '

Вводя постоянные 1)

1 , ч
= - о " ( С 1 1 1 1 — С 1 1 2 2 ) . — С

1122>

получаем следующие матрицы материальных констант:

+ 2ц X X 0 0 0

Х + 2ц X 0 0 0

X 4- 2ц 0 0 0
0 0

ц 0

Y 0 0

Y 0

Y

(29)

Требование, чтобы тело имело гексагональную симметрию от-
носительно трех взаимно ортогональных осей, не приводит
к дальнейшему сокращению числа коэффициентов.

') Постоянные X и ц называются коэффициентами (или постоянными)
Ламе. —Прим. перев.
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Используя матрицы (29), представим выражение для сво-
бодной энергии в виде

1 с
F = ~2 ci)kfiij4i — Рг/е(ув — -ф^ б2.

После простых вычислений получаем

F = цеигч + 4- ekkenn - Y ee, f t - ^ - б2. (30)

Дифференцируя частным образом свободную энергию по дефор-
мациям, получим уравнение Дюгамеля — Неймана

<Г|/= 2|ie,y + (Ал** — у&)6ц. (31)

Для энтропии получим следующую формулу:

-^Q. (32)

Заметим, что формулы (30) — (32) справедливы для изотропного
тела, т. е. такого, в котором упругие свойства одинаковы во всех
направлениях.

Потребуем, чтобы коэффициенты с,да и p,j принимали одни
и те же значения в каждой системе координат. Этому требова-
нию удовлетворим, взяв c apY 6

 B в и Д е общего изотропного тензора
четвертого ранга, а коэффициенты рар в виде изотропного тен-
зора ') второго ранга. Поэтому, полагая

, Pap = убар. (33)

где X, Ь, с, у являются постоянными величинами, получаем из
формул преобразования (6) и (7) следующие зависимости:

с'цы = Mtfikl + bbikbjt + c6tfilk = сцы, р„ = ybir (34)

Подставляя зависимость (34) в соотношения (1), найдем, что

Учитывая симметрию тензора деформаций (ец = е я ) , получим
окончательно

olt =• 2це,; + (Ял** — Y6) ЪЦ, 2Ц = Ъ + с. (35)

Отсюда видно, что соотношения (35) и (31) идентичны.
В случае изотропии остаются только две механические ма-

териальные постоянные X, ц. Величина у, как мы увидим позже,
связана с величинами А, и ц, а также с коэффициентом тепло-
вого расширения а (.

') Изотропный тензор второго ранга является шаровым тензором (см.
стр. 56). — Прим. перев.
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Аналогичные рассуждения можно провести по отношению
к коэффициентам cfjkl и •61

i/, входящим в выражение внутрен-
ней энергии

U = Т cUfiuh, ~ V//S + о̂ (S), (36)
и по отношению к коэффициентам sLkl и atj, входящим в вы-
ражение потенциала Гиббса

~G=\ sJmallOkl + а„ог„9 + Go (9). (37)

Коэффициенты cf/kl и sj/kl преобразуются таким же образом,
как и коэффициенты cT

ijkl. Полная аналогия существует также
между коэффициентами O,-j, а.ц и коэффициентами ^.

Займемся еще изотропным телом. Из выражения (37) полу-
чим

+ а^- (38)щ; = * = *
Для изотропного тела соотношения (38) имеют структуру, ана-
логичную зависимостям (35):

е„ = 21x4/ + (АЛг** + а,9) б//( (39)
где ц/, Я' являются пока неопределенными величинами, а ац =
= a(6,j, где at — коэффициент линейного расширения. Это по-
следнее утверждение вытекает из следующих рассуждений. Если
рассмотреть бесконечно малый элемент тела, свободный от на-
пряжений на поверхности и подвергающийся температурному
воздействию, то его деформация примет вид

в ^ - о ^ . (40)

Соотношение (40) указывает на известное свойство изотропного
тела, которое при нагревании может изменять только объем, но
не форму.

Величины ц', %' можно определить, разрешая систему урав-
нений (35) относительно деформаций

1 А. У&1/
b + 9гЧ = Ж °" ~ 2ц (ЗЛ + 2ц) °kkb" + 2ц + ЗЛ

и сравнивая с системой уравнений (39). Из этого сравнения вы-
текает, что

/ !_ , / _ Я _ у
~" 4ц ' Л ~ '

!_
4ц ' Л ~ 2ц (ЗЛ + 2ц) ' ' 2ц + ЗЯ '

Таким образом мы определили величины jx', К', а также вели-
чину у = (2ц + ЗЯ) at.



Часть II

ЭЛАСТОСТАТИКА

Глава 4

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ
И ОБЩИЕ ТЕОРЕМЫ ЭЛАСТОСТАТИКИ

4.1. Связь между напряженным
и деформированным состояниями

Во второй части монографии мы будем заниматься состоя-
нием равновесия упругого деформированного тела — эластоста-
тикой. Мы предполагаем, что нагрузки, приложенные к телу,
возрастают очень медленно от нулевых значений до своих окон-
чательных значений и остаются в этом конечном состоянии без
изменений. Допустим, что тепло, выделяемое в процессе этого
медленного деформирования, отводится так, что термодинамиче-
ский процесс можно считать изометрическим (Т = О, Т = То =
= const). Мы исключаем возникновение в теле источников тепла
и нагревание поверхности тела. Предполагаем поэтому, что 9 =
= Т — Го = 0 в каждой точке тела. Предполагаем, далее, что
в теле отсутствуют начальные деформации, вызванные усадкой
или набуханием материала, откладывая рассмотрение этих во-
просов до дальнейших глав. Наконец, предполагаем, что во
время деформации тела на его поверхности не возникает допол-
нительных связей, опорных реакций. Этим предположениям от-
вечает так называемое упругое тело Клапейрона.

Вернемся к термодинамическим соотношениям, упомянутым
в § 3.5. Предположение изотермичности процесса деформации
приводит к тому, что свободная энергия F не зависит от возрас-
тания температуры в.

Формула (24) § 3.5 определяет равенство свободной энер-
гии F работе деформации W

F - У — i C f / i A / e w . (1)

Поскольку дифференциал свободной энергии является полным
дифференциалом как для неустановившихся, так и для устано-
вившихся процессов, то из формулы (1) вытекает, что диффе-
ренциал работы деформации в рамках эластостатики также
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является полным дифференциалом. А именно

^ ^f-deu (2)

п _ dF _ dW ,„,

откуда
ац = cJjki4r (4)

Для изотропного тела, согласно формуле (34) § 3.12,

Подставляя изотропный тензор (5) в соотношения (1) и (4), по-
лучим

^ (6)

•or,, = 2цге(7 + Vbifikk- (7)

В дальнейших выкладках мы будем опускать индекс Т при
коэффициентах Ламе, помня о том, что в эластостатике мы
имеем дело с коэффициентами X, ц при изотермическом состоя-
нии. Свободная энергия и работа деформации являются поло-
жительно определенными квадратичными формами аргумен-
тов e,ij. Свободная энергия и работа деформации являются ска-
лярами, поэтому и правая часть уравнения (6) является скаля-
ром. С другой стороны, известно, что с помощью тензора e,j
можно образовать два инварианта второго порядка, а именно ин-
варианты 8tj8jj и BuZjj. Так как свободная энергия является по-
ложительно определенной квадратичной формой, то ц > 0,
Я. + 7з (х > 0.

Уравнения (7) представляют собой линейные соотношения
между напряжениями и деформациями; они называются обоб-
щенными соотношениями Гука. Произведем свертывание в соот-
ношениях (7):

(2 ) . (8)

Мы получили связь между двумя инвариантами: суммой нор-
мальных напряжений и дилатацией. Коэффициентом пропорцио-
нальности является величина 3/С = ЗА, + 2(х ' ) .

Подставляя енч из (8) в формулу (7) и разрешая соотноше-
ния Гука относительно деформаций, получаем формулу

г % (9)

') Величина К нааывается модулем всестороннего растяжения или сжа-
гия. — П-рим. перев.
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где
, 1

•* 4ц • " 2ц (ЗЛ, + 2ц) •

Установим физический смысл величин К, ц. Я.
Рассмотрим простейший частный случай, а именно односвяз-

ное тело V, в котором действуют только сжимающие нормаль-
ные напряжения оц = — рдц, р > 0, р = const. Такое напря-
женное состояние удовлетворяет уравнениям равновесия ац,, = О,
а на границе тела А приводит к нагрузкам

Отсюда видно, что рассматриваемое напряженное состояние со-
ответствует всестороннему равномерному сжатию тела поверх-
ностными силами—р. Подставляя
зависимость оц = —Ьцр в соотно- хз'
шение (9), убеждаемся, что

Совершая в последнем соотношении
операцию свертывания, получаем

/С = Я, + - | ц . (10) РИС. 4.1.

Мы получили простую связь между давлением и дилатацией. Ве-
личина К является положительной, так как X + 2/з Ц > 0, и
всестороннее сжатие упругого тела может вызвать только умень-
шение его объема.

Рассмотрим далее элемент в виде параллелепипеда квадрат-
ного сечения. Пусть ось параллелепипеда направлена по оси х?
(рис. 4.1). Пусть этот элемент изменяет свою форму под дей-
ствием касательной силы Р, равномерно распределенной по
грани DC в направлении оси х2. Изменение формы сечения ABCD
характеризуется углом ф.

Назовем жесткостью сечения отношение

При описанном типе деформация единственной отличной от нуля
деформацией является е2з = ф/2. Так как отличным от нуля на-
пряжением является только 023 = Р (где Р относим к единице
поверхности), то
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Из формулы (7) видим, что в рассматриваемом частном случае
п = ц. Поэтому коэффициент Ламе ц можно отождествить
с жесткостью. Величина ц называется модулем сдвига. Кроме
постоянных Ламе ^ и К вводятся коэффициенты £ И У , первый из
которых называется модулем Юнга, а второй — коэффициентом
Пуассона.

Рассмотрим одноосное напряженное состояние. Допустим,
что тензор напряжений a,j характеризуется только одной вели-
чиной, а именно нормальным напряжением оц. Из соотноше-
ний (7) вытекает, что

аи = 2 ц е и -)- Хеысу 0 = 2[хе22 + Ае^, 0 = 2це 3 3 + ^kk>

Разрешая последние уравнения относительно деформаций, имеем

_ Д + ц ^_ _ х

Коэффициенты пропорциональности в этих уравнениях обозна-
чим через 1/£ и v. Тогда

-~-, 8 2 2 = е з з = — v e u . (12)

Отсюда видно, что

Модуль Юнга Е имеет размерность напряжения (кГ/см2),
фициент Пуассона v является безразмерной величиной, что вы-
текает непосредственно из соотношений (12). Из уравнений (12)
видим, что при одноосном напряженном состоянии 0ц пропор-
ционально деформации ецу а коэффициентом пропорционально-
сти является модуль упругости Е. Убедимся далее, что растяже-
ние объемного элемента в направлении оси Х\ сопровождается
его сужением (сжатием) в направлении осей х2 и х3. Мерой этого
сужения, зависящей от материала, является коэффициент Пуас-
сона v. Из формул (13) и (10) получаем

— ( l + v ) ( l — 2 v ) ' ^ 2 ( l + v ) ' х — ' З г 3(1 — 2 v ) '

Так как А > О, К > 0, то и 1 — 2v ^ 0. Это означает, что
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Случай v = 1/2 соответствует несжимаемому телу. Учитывая со-
отношения (14), получаем из уравнений (7) следующие зависи-
мости:

°Н = ТТ7 (е'7 + 1 - 2v V * * ) ' ( 1 5 )

j (16)

В дальнейших выкладках мы будем пользоваться в основном со-
отношениями (7) и (9), однако не раз нам придется воспользо-
ваться и соотношениями (15), (16).

Соотношениям, связывающим напряженное и деформирован-
ное состояния, можно придать и другой вид. К обеим частям со-
отношений (7) прибавим шаровой тензор —-д-б^ог^. Используя
зависимость (8), получаем

Вводя девиаторы

ь ° = 2ц [гч — "з Ь^ы). (17)

формулу (17) можно записать в виде

sij==2neij, skk = 0. (18)

Эта зависимость вместе с уравнением

okk = ZK4k (19)

заменяет соотношения (7).

Шаровой тензор—~o^4 a k k представляет изотропное напря-

женное состояние, соответствующее равномерному сжатию (или

растяжению). Величина -j^iiekk является средней объемной де-

формацией. Девиаторы s,j, ец характеризуют изменение формы.
Об этом свидетельствует коэффициент пропорциональности 2 ц.
Соотношение (19) характеризует изменение объема тела. Заме-
тим, что shh = 0, ehh = 0. Подставляя соотношения £</=•= е^ +

1

+~з" biiekk B выражение свободной энергии, после простых пре-
образований получим формулу

-4eL. (20)
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Таким образом свободная энергия разделяется на две части:
часть

Fa = Wa = -у ekk,

характеризующую энергию чисто объемной деформации, и часть

которую мы определим как энергию чистого изменения формы.
Вводя постоянные Е, v, получаем

Wb = - g ^ - [ ( а п — а 2 2 ) 2 + (ст22 —

+ Ч<+°Ь + О), (22)
или

{ Кв е ) 2 + (е2 — езз)2 + (е33 — ец)2] +( ) ¥ Кв» ~~ е

+ 2(е2

2 + е*3, + е?2)}. ( 2 3 )

Если напряженное и деформированное состояния выражаются
через главные напряжения и деформации, то в формулах, вы-
веденных в этом параграфе, следует отбросить члены о,; и ец,
для которых i ф j . Представленные тут линейные соотношения
между напряженным и деформированным состояниями являются
обобщением давно известного экспериментального закона. За-
кон упругости, определяющий зависимость между напряжением
и деформацией в одноосном напряженном состоянии, установил
Роберт Гук в 1676 г. Многочисленные опыты с удлинением пру-
жин, стержней и с изгибом балок привели его к формулировке
закона упругости в форме лапидарного утверждения: «ut tensio
sic vis»1). Это означает, что деформация пропорциональна на-
грузке, которая ее вызвала.

Мы видим, что закон Гука соответствует первому соотноше-
нию системы (12). Уравнения (7) являются обобщением закона
Гука на трехмерное напряженное состояние. Интересно, что эти
соотношения были получены из термодинамических уравнений
без обращения к закону упругости, а только из постулата, что
напряжения являются линейными функциями деформаций.

Дадим еще один, уже элементарный способ вывода соотноше-
ний Гука из соотношений (12).

Выделим элемент объема в виде параллелепипеда, такого,
что его оси совпадают с главными осями напряжений. Как из-

') Каково удлинение, такова сила (лат.). — Прим. перев,
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вестно, эти оси одновременно являются и главными осями удли-
нений. На выбранный таким образом элемент действуют главные
напряжения oi, оц, аш- Если на элемент действует только на-
пряжение oi, то главные удлинения, вызванные этим состоянием,
определяются формулами (12):

Если на элемент действуют главные напряжения ац, то

Наконец, если на элемент параллелепипеда действуют главные
напряжения ощ, то

е, = е„ = — v - £ - , е ш = — .

Суммируя одновременное действие напряжений а%, сгц, ощ, по-
лучим следующие главные деформации:

ei = - j [сп — v (ац + (Гш)],

en = -j [(on — v (CTI + <тш)1.

еш = - j [a m — v (ar -f (Гц)],

или, короче,

ea^^loAl + ^-vid + On + Om)}, <x = I, II, I II . (24)

Как мы уже показали, тензоры деформаций и напряжений свя-
заны со своими главными значениями следующими формулами
преобразования:

гч = eanianja, a,,=aantanla, a = I, II, III , / , / = 1 , 2 , 3 . (25)

Здесь мы переходим от главных осей хг, хц, Хт к осям Х\, х2, х3.
Умножая (24) на nianja и учитывая соотношения (25) и то, что

Rij = -£" [(1 + v) ач — v6(/CTftft],

(26)
ffftft = Ol + °П + fflll = O\l + Of22 + СГ33.

Обобщенный закон Гука относится к абсолютно упругим те-
лам, а именно к таким, в которых при разгрузке исчезают де-
формации. Однако реальные упругие материалы подчиняются
закону Гука только в некоторой области.
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При значительных напряжениях для ряда конструкционных
материалов (сталь, алюминий) наблюдается существенное от-
клонение от этого закона. Некоторые материалы (бетон, камень,
кожа) вообще не подчиняются закону Гука, и для них связи ме-
жду напряжением и деформацией в одноосном напряженном со-
стоянии являются нелинейными.

Проследим за экспериментом, который проводится при испы-
тании на растяжение образца, имеющего круговое сечение. Этот
образец помещается в захватах машины. Нижний захват во
время эксперимента остается неподвижным, а верхний подни-
мается вверх с помощью поршня. Образец так помещен в за-
хватах, что во время его растяжения на некотором отдалении от
захватов наблюдается равномерное распределение напряжений

по сечению образца. Тем са-
мым реализуется одноосное
напряженное состояние, опи-
санное формулами (12). Из-
меняя нагрузку Р, замеряем
одновременно приращение А/
длины образца. При равно-
мерном распределении на-
пряжений оц = Р/А, где
А — площадь сечения образца,
а ЕЦ = Д///, где I — первона-
чальная длина образца. На
рис. 4.2 представлена диэграм-

' 4'2' ма аи, ец для малоуглероди-
стой стали.

При возрастании нагрузки от нуля до некоторого значения
а1,?1 деформации возрастают пропорционально напряжениям. На-
пряжение в точке а называется пределом пропорциональности.
До этого предела деформации являются полностью упругими,
при уменьшении нагрузки до нуля деформации исчезают. До пре-
дела пропорциональности сохраняет свою силу закон Гука. При
дальнейшем увеличении напряжений диаграмма аи, ец откло-
няется от прямой линии, после снятия нагрузки сохраняются
остаточные деформации. Доходим до точки Ь, после прохождения
которой деформации начинают быстро возрастать даже при не-
значительном увеличении напряжений. Точка Ъ называется пре-
делом текучести. Говорят, что после прохождения предела теку-
чести материал течет. Это течение продолжается до точки с,
после которой деформации возрастают с ростом напряжений. Это
явление называется упрочнением материала. При дальнейшем
увеличении нагрузки происходит разрыв материала (точка d на
диаграмме аи, ец). Он вызывается сильным сужением образца,
возникает так называемая шейка.
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В линейной теории упругости рассматривается только та
часть О-а диаграммы, где напряжения пропорциональны дефор-
мациям. Практическое значение теории упругости обусловлено
тем, что в инженерных конструкциях, машинах, летательных ап-
паратах и т. д. допускается только напряжение ниже напряже-
ния о*",'. Вообще говоря, в конструкциях исключается возникно-
вение остаточных деформаций. В некоторых конструкциях (на-
пример, в стальных конструкциях мостов и сооружений)
ограничиваются и упругие прогибы, так что допустимые напря-
жения лежат значительно ниже предела пропорциональности.
Подробное обсуждение экспериментальной стороны рассмотрен-
ного здесь явления читатель найдет в учебниках по сопротивле-
нию материалов, например в первом томе книги Губера (Ни-
ber M. Т., Stereomechanika techniczna, PZWS, Warszawa, 1951)').

4.2. Уравнения эластостатики в перемещениях

Для установления основных уравнений эластостатики можно
идти двумя путями. Либо за исходную точку выбрать уравнения
равновесия, выражая их через перемещения, либо исходить из
уравнений совместности, выражая их через напряжения.

Займемся сначала уравнениями в перемещениях. Если в диф-
ференциальные уравнения равновесия

ot,,, + Xt = 0, x e f , (1)

подставим соотношения, связывающие тензоры напряжений и
деформаций

+ Щ1е, e = ukik, ст/г = а(/> х е К . Л , (2)

а деформации выразим через производные перемещений

ъц = ~2 ("'. / + "/.*)> хе=К, А, (3)

то в результате получим уравнения в перемещениях. Так как

°П, j = И («/. t + ui, i). i + Щеш i = \iUj, Ц + 1ХЩ, И + Хеш h

то уравнения (1) принимают вид

,, „ + (Я + ц) и,, „ + X, = 0, /, / = 1, 2, 3. (4)

Это дифференциальные уравнения Навье. Они образуют систему
трех уравнений в частных производных второго порядка эллип-
тического типа. Уравнения (4) должны выполняться в каждой
точке x e F .

') См. также Ильюшин А. А., Ленский В. С, Сопротивление материалов
Физматгиз, М., 1959. — Прим. перев.
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Уравнения (4) можно представить в векторном виде

piV2u + (Я, + ц) grad div u + X = 0, (5)

где и — вектор перемещения, X — вектор массовых сил. Так как

V2u = grad div u — rot rot u,

то уравнению (5) можно придать вид

(А, + 2р.) grad div u — ц rot rotu + Х = 0. (6)

Для решения задачи следует добавить еще граничные усло-
вия на поверхности А, ограничивающей тело V. В эластостатике
мы имеем дело с тремя основными краевыми задачами. Первая
состоит в нахождении распределения перемещений и напряже-
ний внутри упругого тела, находящегося в равновесии, если вну-
три тела известны массовые силы, а на границе заданы переме-
щения. Вторая основная краевая задача заключается в опреде-
лении перемещений и напряжений внутри тела при заданных
массовых силах внутри тела и заданных нагрузках на его по-
верхности. Наконец, третья основная краевая задача заклю-
чается в определении функций щ и Oij внутри тела при задан-
ных массовых силах и заданных перемещениях на части гра-
ницы Аи и нагрузках на части границы Аа. Очевидно, Аи +
+ Аа = А.

Граничные условия для первой краевой задачи записываются
в виде

н,(х) = Ых). х е / 1 . (7)

Здесь функции /,(х) заданы, т. е. известно распределение пере-
мещений на А.

Во второй основной краевой задаче имеем следующие гранич-
ные условия:

pi(\) = ali{x)nl(x), хе=Л. (8а)

Здесь Oji — напряжения, а щ — направляющие косинусы внеш-
ней единичной нормали поверхности А. Краевые условия (8а)
следует задать в функциях перемещений. Учитывая (2) и (3),
получаем

pi = n(«,,/ + « M )n / + *.«ft,ftni. (86)
Заметим, что правую часть уравнений (86) можно представить
также через нормальные производные перемещений и через ком-
поненты тензора Wij и дилатацию е. Преобразуем (86) к виду

Pi = 2\1Щ, ftij + \i (uh t — щ, j) n, + Xeni7 (8B)
или

ди,
+ 2 + k (8 r)
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В е р н е м с я к у р а в н е н и я м в п е р е м е щ е н и я х ( 4 ) . П р и м е н и м к у р а в -
нению (6) о п е р а ц и ю д и в е р г е н ц и и . В р е з у л ь т а т е получим у р а в -
нение

* <9>

Если поле массовых сил является потенциальным, т. е. суще-
ствует потенциал ср, так что ^ = ф,,-, то уравнение (9) прини-
мает вид

Правая часть уравнения (10) равна нулю, если вектор X яв-
ляется постоянным либо если функция ф гармоническая. В этих
случаях уравнение (10) переходит в уравнение

V2e = 0. (11)

Дилатация удовлетворяет уравнению Лапласа, т. е. является
гармонической функцией. Инвариант ouh также является гармо-
нической функцией, ибо, свертывая соотношения (2), имеем
ohh = (ЗА, + 2\i)e. Допустим, что массовые силы равны нулю,
и применим к уравнению (5) операцию rot. Учитывая, что
rot grad e = 0, получим

V2(rotu) = 0,
или

V2(o = 0, (12)
так как

G) ot

Отсюда видно, что составляющие вектора угла поворота мг =

= Y€ijkUk. j являются гармоническими функциями.

Предположим, что массовые силы обладают гармоническим
потенциалом, а перемещения являются функциями класса С4.
Применяя к уравнениям в перемещениях (4) оператор Лапласа,
получаем

nV<W/-f-(* + n)V4< = 0. (13)

Учитывая соотношение (11), приводим уравнение (13) к виду

V4«, = 0. (14)

При принятых предположениях перемещения удовлетворяют бн-
гармоническому уравнению.

Вернемся к граничным условиям. Первый тип граничных ус-
ловий (7) аналогичен условиям в краевой задаче Дирихле
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теории потенциала. В ней требуется, чтобы функция w удовле-
творяла гармоническому уравнению

\2w = 0, xe=F, (15)

в области V в предположении, что на границе А задана функ-
ция

w = f(x), х е Л . (16)

Эта аналогия становится более ясной, если предположить отсут-
ствие массовых сил. В этом случае систему уравнений (4) можно
привести к виду, аналогичному (15):

= 0, (17)

где е = «л, л — гармоническая функция.
Во второй основной краевой задаче теории потенциала разы-

скивается функция ш, удовлетворяющая уравнению (15) в обла-
сти V в предположении, что на А задано граничное условие

• ^ = g(x), X E A (18)

Во второй краевой задаче эластостатики мы имеем дело с гра-
ничными условиями (8а). Это условие, учитывая (8г), можно
представить в виде

~Ш = Ж to ~~ ken> ~

Если каким-нибудь путем удастся определить дилатацию е и
функции со,; на границе, то условие (19) будет аналогичным
условию Неймана (18). В задаче Неймана требуется, чтобы ин-
теграл от функции dw/dn по поверхности А был равен нулю.
В эластостатике требуется, чтобы нагрузки, действующие на
тело, удовлетворяли общим уравнениям равновесия тела V как
абсолютно твердого целого.

Уравнения в перемещениях (4) являются линейными диффе-
ренциальными уравнениями. Ввиду линейного характера урав-
нений (4) имеет место принцип суперпозиции. Поэтому, если
массовые силы Х\1) вызывают перемещения и[1), а массовые
силы Xf) — перемещения u{f\ то массовые силы Xt = Х[[) -f- Xf*
вызывают перемещения м ; — «'/'+ ufK
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4.3. Дифференциальные уравнения совместности

В § 1.11 были введены условия совместности
е<7, ы + 4i, it — eik, ц — в//, ik = 0. (1)

Из обсуждения этих условий вытекало, что из общего числа 81
уравнения только 6 являются независимыми; получим их, произ-
водя свертывание по индексам k и /:

Ъ%1 + е, и — e i4, jk — zjki ik = 0, e = skk. (2)

Систему этих уравнений можно значительно упростить, исполь-
зуя уравнения равновесия

ом.к + Х, = 0. (3)

Подставляя в уравнения (3) напряжения <т,-ь как функции де-
формаций

oki = 2цеА( + ЯЛ«е, (4)
получим

-в«.* = ^ - е * + - ^ Г ^ . (5)

Точно так же заменой индексов находим

(6)
Дифференцируя уравнение (5) по Xj и (6) по xit а затем под-
ставляя в уравнение (2), получим систему шести дифференци-
альных уравнений простой структуры

A ± . (7)

Если массовые силы постоянны, то эти уравнения однородны.
Выполняя свертывание в уравнениях (7), получим уравнение

V 2 e = - T T 2 ^ M . (8)

Если массовые силы обладают гармоническим потенциалом, то
дилатация е удовлетворяет уравнению Лапласа

V2e = 0, (9)

т. е. является гармонической функцией.
Так как дилатация е пропорциональна инварианту напряжен-

ного состояния 0^, то и Ohh является гармонической функцией.
Применим теперь к уравнению (7) оператор Лапласа. Пред-

полагая, что массовые силы постоянны, и учитывая уравнения
(9), получим

V4e,y=O. (Ю)
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В этом частном случае деформации вц являются бигармониче-
скими функциями. Точно так же и напряжения о>,- являются би-
гармоническими функциями, что вытекает из соотношений (4).

4.4. Уравнения Бельтрами — Мичелла в напряжениях

Уравнения эластостатики в перемещениях, выведенные в § 4.2,
удобны в тех случаях, когда на границе А тела V заданы пере-
мещения. В случае заданных на границе нагрузок граничные
условия требуется выразить через перемещения. Мы видели, что
в этом случае граничные условия выражаются линейными функ-
циями от производных перемещений.

Поэтому в случае заданных на границе нагрузок удобнее при-
менить другой способ, основанный на введении такой системы
дифференциальных уравнений, в которой в качестве неизвест-
ных функций выступают напряжения. Так как тензор напряже-
ний определяется шестью составляющими, то мы должны полу-
чить систему шести дифференциальных уравнений.

Эти уравнения, называемые уравнениями в напряжениях,
были введены Бельтрами ') в 1892 г. для случая отсутствия мас-
совых сил, а в 1899 г. другим путем были получены Мичеллом 2)
при учете действия массовых сил.

Решение системы уравнений

<!„.,+ *, = О (1)

с граничными условиями
pi = aiinl (2)

не единственно. Так как в систему трех уравнений (1) входит
шесть составляющих тензора ац, то можно найти бесконечное
число решений, удовлетворяющих уравнениям (1) и усло-
виям (2). Мы должны найти остальные уравнения. Мы получим
их, если примем во внимание тот факт, что деформации ец, свя-
занные с напряжениями а^ линейным законом Гука, не могут
быть произвольными функциями, а обязаны удовлетворять
дополнительным условиям — уравнениям совместности. Таких
уравнений шесть (формулы (2) §4.3):

V2eil + e,ti — Bik.ik — s,k,tk = 0, e = ekk. (З)

Если в эти уравнения подставим деформации вц как функции
напряжений а,>

вИ = 2\и'аИ + K'bijS, s = akk, (4)

') Beltrami E., Osservationi sulla Nota precedente (del socio Morera),
Rend. Lincei, 1, № 5 (1892), 141.

2) Michell J. H., On the Direct Determination of Stress in an Elastic Solid,
with Applications to the Theory of Plates, Proc. London Math. Soc, 31 (1899—
1900), 100.
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то получим систему шести уравнений в напряжениях

+ Ц^~ s.n + ^r 6,yV*S - ц' (<jkl, lk + akl, ,„) = 0. (5)

Подставляя в уравнения (5) зависимости

2 , _ J _ . , _ Я
** 2ц ' 2ц (ЗЯ + 2ц)

и используя уравнения равновесия (1), получим систему урав-
нений

+ Щ£ *• ч ~ whir 6'/y2s + x'.i + x>. * - °-
Используя уравнения равновесия (1), мы привели систему урав-
нений (1) и (5) к системе шести дифференциальных уравне-
ний (6). Дальнейшее упрощение уравнений (6) получим следую-
щим способом. Подвергнем уравнения (6) свертыванию. Оно
приводит к соотношению

Исключая с помощью соотношения (7) величину V2s из уравне-
ний (6), приходим к окончательному виду уравнений в напря-
жениях

+ № + ^ ) в ^

К этим уравнениям следует добавить уравнения равновесия (1)
и граничные условия (2). Для определения шести составляю-
щих напряженного состояния имеем систему девяти уравнений:
шесть дифференциальных уравнений второго порядка (8) и три
уравнения первого порядка (1).

Рассмотрим частные случаи. Если массовые силы обладают
потенциалом

0, (9)

то уравнения (8) принимают вид

На основе уравнений (7) утверждаем, что

V2s = 0 (11)
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Инвариант напряженного состояния s = on + 022 + 0зз является
гармонической функцией. Если к уравнениям (10) применить
оператор Лапласа, то

Напряжения a,j являются бигармоническими функциями. Ана-
логичный результат справедлив для постоянных массовых сил.

Уравнения Бельтрами — Мичелла можно вывести и другим
путем, принимая за исходную позицию уравнения в перемеще-
ниях. Такой способ обоснован тем, что в этих уравнениях урав-
нения совместности удовлетворяются тождественно1). Продиф-
ференцируем уравнения в перемещениях

+ (* + ,!) в. , + *, = <) (13)

по Xj. Тогда получим уравнение

|iV*«M + ( Л + !!)«.„ + * , . , = <). (14)

Поменяв местами индексы

HV2u/ i l + (A,+ | i ) e . / l + ^ / l l = 0 (15)

и сложив уравнения (14) и (15), получим

Vhll + ke,tj + ±(Xl,l + X,,i) = 0. (16)

Если в эти уравнения подставить соотношения (4), то после про-
стых преобразований придем к системе уравнений

s- ч

совпадающей с системой уравнений (6).

4.5. Принцип виртуальных работ.
Теорема о минимуме потенциальной энергии

Пусть тело V находится в равновесии под действием массо-
вых сил Xit поверхностных сил /?,- и перемещений, заданных на
поверхности тела. Пусть нагрузки р{ заданы на поверхности Аа,
а перемещения щ на поверхности Аи, причем А = Аа + Аи, где
А — поверхность тела V. Под действием этих факторов в теле
возникают перемещения ut, деформации е,-3- и напряжения оц.

Дадим теперь перемещениям щ виртуальные приращения 8щ.
Предполагаем, что вариации бы,- являются непрерывными функ-
циями класса С3, величинами достаточно малыми, соизмеримыми
с допустимыми перемещениями в линейной теории упругости.

l) Ignaczak J., Direct Determination of Stresses from the Stress Equations
of Motion in Elasticity, Arch Mech. Stos., 11, № 5 (1959).
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Величины 6н,- являются произвольными, но согласованными с ус-
ловиями, ограничивающими деформацию тела. Это означает, что
на поверхности Аи, на которой заданы перемещения и,-, следует
ПОЛОЖИТЬ 8Щ = 0.

Работу массовых и поверхностных сил на виртуальных пере-
мещениях назовем виртуальной работой внутренних сил и опре-
делим с помощью следующей суммы интегралов:

Ы= | Xt6utdV+ J ptdu,dA. (1)
V А

Заметив, что р,- = оцП], можем преобразовать второй из инте-
гралов в объемный интеграл

или

Ы = J (X, + оц,,) 6ut dV + j ot, 6u,,, dV. (2)
V V

Первый из интегралов исчезает, поскольку

о,1ш1 + Х, = 0
(это уравнение равновесия тела). С другой стороны,

бы/, / = бе(/ + 6со4/

Так как тензор оц симметричен, а тензор иц, антисимметричен,
выражение Оц6(йц равно нулю. Поэтому из уравнений (1) и (2)
имеем

J Xt 6щ dV+ J Pi 6ut dA = ^ ot, 6e(/ dV. (3)
V A V

Правая часть этого уравнения представляет собой виртуальную
работу внутренних сил, т. е. работу напряжений на виртуальных
деформациях.

Уравнение (3) выражает следующий весьма общий факт:
виртуальная работа внутренних сил тела, находящегося в рав-
новесии, равна работе напряжений на соответствующих вирту-
альных деформациях. Уравнение (3), называемое «принципом
виртуальных работ», справедливо как для упругих, так и для
неупругих тел.

При проведении выкладок до сих пор не были использованы
соотношения, связывающие напряженное состояние с деформи-
рованным.
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Свяжем правую часть уравнения (3) с работой деформа-
ции Wt, определенной в § 4.1, где

^ е = це, / е / у +- |-е**е п л . (4)

Так как, согласно формуле (3) § 4.1,

ТО
J ач бе/7 dV = J - ^ *«*/ dV = б J We dV = 6 Г е . (6)

Уравнения виртуальной работы (3), учитывая (6), приводим
к виду

ЬЖг — j Xt Ьщ dV + J p t 6ut dA. (7)

V A
Так как мы предположили, что на Аи заданы перемещения (т. е.
8tii = 0 на Аи), то уравнение (7) упростится:

6 F e = J Xt Ьщ dV + J Pi Ьщ dA. (8)
v Aa

Массовые и поверхностные силы не варьируются. Поэтому спра-
ведливы соотношения

^,б«, = 6 ( а д , pibui = 6(piui). (9)

Следовательно, мы можем в правой части уравнения (8) вы-
нести знак вариации за интеграл и получить

е - \ XiUldV- jPiutdA]=0. (10)
v Аа J

Величину в квадратных скобках обозначим через

n e = F e — J XtutdV— J ptutdA (11)
v Aa

и назовем потенциальной энергией системы. Уравнению (10)
можно придать вид

6Пе = 0. (12)

Функционал П8 принимает экстремальное значение.
Покажем, что функционал ГЦ достигает минимума. С этой

целью сравним потенциальную энергию ГЦ для поля переме-
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щений щ и потенциальную энергию Щ для поля перемещений
Ui -+- Ьщ. Предполагаем, как и ранее, что Ьщ = О на поверхно-
сти Аи. Поэтому имеем

Ш - Пе = J [ Wt (е„ + ве„) - We &,)] dV -
v

- { X,ЬщdV — j ptЬи, dA. (13)

Разложим функцию We (eij + 6гц) в ряд Тейлора, обрывая этот
ряд на величинах второго порядка:

if if kl

откуда, учитывая формулу (5), имеем
1 dot i

We (е„ + to,,) - We (e(y) = а„ 6е„ + т -Q^^I, ^ki- (14)

Подставляя формулу (14) в (13) и обозначая через R интеграл

V
представим уравнение (13) в виде

IU — ПЕ = Г an бе» dV — f Xt Ьщ dV — \ pt Ьщ dA + R. (15)
J J J
V V Aa

Это уравнение значительно упрощается, если учесть принцип
виртуальных работ (3):

у Ы

Подинтегральное выражение преобразуем следующим образом:

1 da,, 1 д
^ < ; н у ^ „) be{j bekl

= j (2ц 6ei; + Яб<у бе) 6eiy = ц бе<; 6e<y -f g

Это выражение представляет собой работу деформации при ее
увеличении на 6е,;-; в силу неравенств ц > ОД > 0 оно является
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величиной положительной. Поэтому

(17)

что гарантирует существование абсолютного минимума для
функции Пе.

Можно сформулировать следующее утверждение. Из всех пе-
ремещений, удовлетворяющих заданным граничным условиям,
только перемещения, отвечающие состоянию равновесия, дают
минимальное значение потенциальной энергии.

В частном случае отсутствия массовых сил и при заданных
перемещениях на всей поверхности А уравнение (10) перехо-
дит в

6 F e = 0. (18)

Функционал Же достигает минимума.
С помощью теоремы о минимуме потенциальной энергии

можно сформулировать ряд частных утверждений, касающихся
вида дифференциальных уравнений в перемещениях и связанных
с ними естественных граничных условий для задач об изгибе ба-
лок, мембран, плит, оболочек, для кручения бруса, плоского на-
пряженного состояния в пластинках и т. д.

Остановимся еще на обратной теореме, гласящей, что если
потенциальная энергия достигает абсолютного минимума для
некоторого поля перемещений м,-, удовлетворяющего граничным
условиям щ = fi на Аи, то это поле должно удовлетворять гра-
ничным условиям Pi = Ojitij на Аа и уравнениям равновесия
внутри тела.

Доказательство этой теоремы дадим по Сокольникову (см.
список литературы). Предположим, что функции щ + Ьщ при-
надлежат классу С3 и таковы, что

Ш — П е = J ог,у eef/<*7 — J X,6utdV — Jp,6«,A4 + / ? > 0 .
V V A

Преобразуя первый из этих интегралов, получим

Ш - Пе = - J {а„,, + Xt) Ьщ dV + J (оцп, — Pi)Ьщ dA + R>0.
V А

Заметим, что на Аи выполняется условие Ьщ = 0. В силу произ-
вольности вариаций би,- их можно выбрать равными нулю и на
Аа- Тогда останется неравенство

- J (19)
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Так как R — величина положительная, а Ьщ — произвольная,
то должно быть

в каждой точке тела. Предположим теперь, что какое-нибудь из
уравнений (19), например первое, не удовлетворяется в некото-
рой точке Р е F, т. е.

°7i, / + х\ > О В точке Р. (20)

Окружим точку Р сферой малого радиуса а и выберем диг сле-
дующим способом:

_ | k2 {а2 — г2У при г2 < a2, k2 > 0,
' ~ 1 0 при г2^а2, (21)

Подставляя значения (21) в неравенство (19), получим

- J (<T/i. / + * , ) k2 {а2 - г2)* dV + R>Q. (22)

Но, учитывая формулу (20), убеждаемся, что интеграл в нера-
венстве (22) можно представить как k2M, где М — положитель-
ная величина, не зависящая от k2. Поэтому

— k2M + R > 0. (23)

Величина

R = J WE (бе/у)dV = J (ц бег/ 6е„ + A 6 6 f t f t 6е„„) dV
v v

зависит от квадратов деформаций, а именно от квадратов про-
изводных виртуальных перемещений б«,. Учитывая формулы (21),
убеждаемся, что R2 — k*N, где N > 0. Выбирая k достаточно ма-
лым, можно удовлетворить неравенству k2M > R, что противо-
речит неравенству (23), а поэтому противоречит предположе-
нию (20). Следовательно, в каждой точке тела должны выпол-
няться условия равновесия а;г-,;- -{- Xi — 0.

4.6. Вторая форма теоремы о минимуме
потенциальной энергии

Рассмотрим поле перемещений иг и соответствующие ему де-
формации Eij и напряжения оц, возникающие в теле в процессе
его деформирования. Напряжения удовлетворяют уравнениям
равновесия

<*ц.1 + Х, = 0, (1)



126 Гл. 4. Дифференциальные уравнения и общие теоремы эластостатики

а также граничным условиям

Pi = oltn, на Аа, (2)

щ = f{ на Аи, А = Аа + Аи.

Обозначим через и] второе поле перемещений. От этого поля
потребуем только, чтобы на Аи были выполнены кинематические
граничные условия

«; = /, на Аи. (3)

Перемещениям и] соответствуют деформации е'ц и напряже-
ния at/, причем напряжения а*ц не обязаны удовлетворять урав-
нениям равновесия.

Умножим уравнение (1) на разность и] — ui и проинтегри-
руем по области V:

| an. i (ul - Ul) dV + J X, {ui - щ) dV = 0. (4)
V V

Проведем в уравнении (4) следующие преобразования:

J [alt ( ^ - и,)], i dV - J аИ (и! - и,)., dV + J Xt (и? - и,) dV = 0 ,
V
откуда

5
V

Поскольку как поле перемещений и,-, так и н* удовлетворяют ки-
нематическим граничным условиям на Аи, разность и\ — щ на
Аи равна нулю.

Из уравнения (5) получаем

J х, (и] - щ) dv + 1 Pt (и; - ut) dA = j о„ p t l - Btl)dv. (6)
V Aa V

Обозначим через Ж& работу деформации, связанную с полем пе-
ремещений иг:

(^, j ) (7)
v

а через Ж*г работу деформации, соответствующую полю и\:

Г к = J (vitifl'i, + ~ eke») dV. (8)
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Как Жг, так и Ж1 являются положительно определенными.
Точно так же и функция

r.(ei/-e,,) =
= J [ц (в], - вч) {г'ц - е„) + A (e;fc _ zkk) (*'„ - е,,)] d F > О (9)

v

является положительно определенной. Связывая между собой
выражения (6), (7) и (8), найдем

Г е (е;, - гц) = Жг — Жг—\ (el, — в„) au dV > 0.
V

Отсюда вытекает, что

Последнее неравенство сопоставим с уравнением (5). В резуль*
тате получим

W\ - J Xtu\dV- J PiutdA > F e - | Z i H / d K - J р | И | А4. (11)
A

В левой части имеем потенциальную энергию для поля пере-
мещений u't, в правой части — для поля ы,-. Поэтому неравен-
ство (11) можно представить в виде

Из этого неравенства вытекает, что потенциальная энергия для
поля перемещений uu которая удовлетворяет условиям равнове-
сия и заданным граничным условиям, меньше, чем потенциаль-
ная энергия поля и), которая удовлетворяет только кинематиче-
ским граничным условиям на Аи. Неравенство (12) совместно
с уравнением 6Пе = 0 приводит к следующему утверждению: из
всех полей перемещений, удовлетворяющих заданным кинемати-
ческим условиям на Аи, только то поле, которое удовлетворяет
одновременно и граничным условиям (2) и условиям равновесия,
приводит потенциальную энергию к абсолютному минимуму.

4.7. Теорема Кастильяно о минимуме дополнительной энергии

Рассмотрим упругое тело, занимающее область объема V,
ограниченную поверхностью А. Это тело деформируется под дей-
ствием массовых сил Xit поверхностных нагрузок pt на поверх-
ности Ао и заданных перемещений щ на Л„. Разумеется, А =»

А + А
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Деформирование тела описывается полем перемещений и{ а
соответствующими ему деформациями ец и напряжениями оц.
В состоянии равновесия напряжения а,.,- должны удовлетворять
уравнениям

a / f > , + * , = (), x e F , (1)

и граничным условиям

pl = olini, хенЛ а,

А
и.

Пусть теперь напряжения оц получают вариации бац. Вели-
чины бац трактуем как непрерывные функции класса С2, беско-
нечно малые произвольные взаимно независимые величины.

От напряжений оц + бац и нагрузок р^ + bpi потребуем,
чтобы они были статически допустимыми. Это означает, что
внутри области V должны удовлетворяться уравнения равнове-
сия

оц.1 + 6оц.1 + Х1 = 0, хб=К, (3)

а на Ао граничные условия

Pi + bpi = (о Ц + 6оц) п,. (4)

Величины бац и 6pi на Аи являются произвольными.
Вычитая из (3) уравнение (1), получим уравнения равнове-

сия

6ali,, = 0> х е У . (5)

Точно так же, вычитая из (4) граничные условия (2), имеем

6^ = 6а^П/, х е ^ &<*11 произвольны на Аа. (6)

Величины 6aij не обязаны удовлетворять уравнениям совмест-
ности Бельтрами — Мичелла.

Уравнение (5) утверждает, что каждый элементарный объем
должен находиться в состоянии равновесия под действием вир-
туальных напряжений бац, если вариации 6Oij являются стати-
чески допустимыми величинами. Предположим дополнительно,
что вариации 6pt принимают нулевые значения на той части по-
верхности, на которой заданы нагрузки р*. При таком предполо-
жении граничное условие (6) примет вид

baitnt = Q, х е Д . (7)
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В дальнейших выкладках будем опираться на вариацию работы
деформации Wa при увеличении напряжений а,;- на вариа-
ции бац:

bWQ = J [Wo (а„ + totJ) - Wa (о,,)] dV. (8)
v

Разлагая Wa(oij + Ьоц) в ряд Тейлора, получим

= Wa (а„ + totJ) - Wa (о„) =

б Т + Т доч двы

Ограничиваясь вторым членом разложения и учитывая, что

имеем, используя закон Гука,

tot, 6aki =

Принимая во внимание формулы (9) и (10), вариацию работы
деформации (8) можно представить в виде

ll6al,dV + RQ, Ro = J Wa(tot,)dV > 0. (Па)
v

Следует заметить, что №а(Ьац) является положительно опре*
деленной квадратичной формой.

Так как

Вц 6а{, = (ult, — со,/) tot, — щ, j tot,,

то выражение (Па) удается привести к виду

ЬЖа =\щ,, ЬаИ dV + Ro = J (и, tot,). idV — j to,t. ,щ dV + Ro.
V V V

Второй интеграл в правой части равен нулю в силу условий рав<
новесия (5). Выполняя в первом интеграле преобразование
Гаусса — Остроградского, получим
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Использование граничного условия на Ао (уравнение (7)) при-
водит к уравнению

$ A + RQ. (Пб)

Т а к к а к п е р е м е щ е н и я на Аи не изменяются, то щЬрх — ( / )
и уравнение (116) м о ж н о представить, о т б р а с ы в а я величину выс-
шего п о р я д к а Ro, в виде

и

* У « - PiUidA = 0. (12)
А.,

Функция в квадратных скобках называется дополнительной
энергией и обозначается через Пст. Тогда

6Па = 0. (13)

Дополнительная энергия в силу положительности второй вариа-
ции (Ro > 0) достигает абсолютного минимума. Смысл уравне-
ния (13) можно выразить следующим способом.

Дополнительная энергия достигает абсолютного минимума,
если тензор ац удовлетворяет уравнениям равновесия, а вариа-
ции 8оц уравнениям (5), (6) и (7). Если нагрузки р{ действуют
на всей поверхности А, то в квадратных скобках (12) исчезает
поверхностный интеграл и остается

б Г а = 0. (14)

Функционал Жа принимает минимальное значение. Теорема, об-
ратная к теореме Кастильяно и гласящая, что если П а есть абсо-
лютный минимум, то тензор напряжения должен удовлетворять
заданным граничным условиям и уравнениям совместности Сен-
Венана, была доказана Саусвеллом (см. список литературы).
Для линейно упругих тел эта обратная теорема приводит в ре*
зультате к уравнениям в напряжениях Бельтрами — Мичелла.

4.8. Вторая форма теоремы Кастильяно
о минимуме дополнительной энергии

Пусть тело V деформируется под действием внешних сил и
перемещений, заданных на его границе А. Напряжения ац
должны удовлетворять уравнениям равновесия

o,,,, + Xt=0, x e F , (1)

и граничным условиям

Pi = ajini, х е Л а ,

u = f xe4
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Деформации щ удовлетворяют условиям совместности Сен-Ве-
нана. Обозначим через atj другое возникающее в теле напряжен-
ное состояние, не совпадающее с состоянием оц. Потребуем,
чтобы тензора^ удовлетворял уравнениям равновесия

^ , , + ̂  = 0, х е К , (3)

и граничным условиям на Ло

Pi = &iiif, x 6= Аа. (4)

Обозначим работу деформации, связанную с состояниями оц и
d{J, соответственно через Жа и Wa:

( ц / / ^ ) (6)
V

Построим положительно определенное выражение

= { [и' (Ь, - ач) (д„ - ач) + ̂  (dkk - akkf\ dV > 0. (7)
v

Учитывая выражения (5) и (6), приходим к следующему нера-
венству:

Га(*i/ ~*'/) = Ж0-Жа-\ (дч -оч)е„ dV > 0.
V

Отсюда

П - Г о > j(dij-atl)eijdV>0. (8)
v

Преобразуем правую часть неравенства (8) следующим образом:

J (°7/ — <*ц) в// dV = J (б-;/ — а / у ) щ, i dV =
V V

= J [(*i/ - <*</) «/]. / ̂  - J (^/ - <Ti/). / и, dV. (9)

В силу уравнений равновесия (1) и (3), второй интеграл в пра-
вой части уравнения (9) обращается в нуль. После преобразо-
вания оставшегося интеграла в поверхностный имеем

J (6ii—
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Учитывая формулу (8), окончательно получаем

Pi-pdutdA. (10)
Аи

Тут мы воспользовались тем фактом, что тензоры Ъц и Oij удо-
влетворяют граничным условиям на Аа: на Аа имеем р,- — р,- = 0.

Неравенство (10) можно представить в виде

Жа- \р1и1йА>Жа- jp,utdA. (11)
Аи Аи

Правая часть этого неравенства представляет собой дополни-
тельную энергию П„ в обозначениях, использованных в § 4.7.
Энергия П а относится к напряженному состоянию ац, удовле-
творяющему уравнению равновесия (1), граничным условиям
(2) и условиям совместности. Вводя дополнительную энергию

Аи

неравенству (11) можно придать следующий вид:

(12)

Если тело нагружается по всей поверхности, то в неравенстве
(11) исчезают поверхностные интегралы и остается

Жа>Жа. (13)

Это неравенство показывает, что дополнительная работа дефор-
мации Жа для поля напряжений, удовлетворяющего уравнениям
равновесия (1), граничным условиям (2) и уравнениям совмест-
ности, меньше дополнительной работы деформации Жа любого
другого поля напряжений, которое удовлетворяет только урав-
нениям равновесия и граничным условиям в напряжениях.

4.9. Вариационная теорема Рейсснера1)

Рассмотрим упругое тело, находящееся в равновесии под дей-
ствием внешних нагрузок. Рассмотрим функционал У, завися-

•) Reissner E., On a Variational Theorem in Elasticity, 1. Math. Phys., 29
(1950), 90—95.

См. также статью Рейсснера в сборнике: Problems of Continuum Mecha-
nics, Philadelphia, 1961, стр. 370—381.

Reissner E., Proceedings of Symposia in Applied Mathematics, v. 8, New
York, 1968, pp, 1-6.
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щий от е^, и{, оц, такой, что

V = J [W, (е„) - Х1Щ] dV-\ а„ [е{, - i (и,,, + и,. ,)] <*У -
V V

- f р> £ Ж4. (1)
4

Здесь We = цег/е^ + -5- вккепп является работой деформации, от-
несенной к единице объема. Проварьируем функционал 3, счи-
тая виртуальные приращения бе,-,-, бы,-, Ьоц взаимно независи-
мыми. Внутри тела изменяются e»j, u,-, оц. На поверхности Аа, на
которой действуют нагрузки, варьируются перемещения, а на по-
верхности Аи — напряжения. Функции Х1У и], р\ являются за-
данными. Условие того, чтобы Sf принимало стационарное зна-
чение, состоит в равенстве нулю первой вариации функционал
ла Э'. Поэтому имеем

Ъ9 = 0 = J { |pLбе, , - Xt ЬЩ -6о„ [etl -j(u,., + и,.,)] -

tei, — j (бы,,; + 6«/. г)] } dV —

— J 6aijnj (ut — и]) dA— J p\ bux dA. (2)
Au

Учитывая, что

у J atj (but,, + бы/, t)dV = j Pi but dA— j ajU, Ьщ dV,
V

получаему

b2f = 0 = J { № - or,,) 6e/y - (ajtt, + Xt) 6u, -

— 6alt [еЧ —§-(«*./ + «/.<)] Jdy —
6utdA- \ 6Pi(ut-i$dA. (3)

Принимая во внимание независимость вариаций 6ejj, бы,-, бо^, из
формулы (3) получаем уравнения Эйлера вариационной задачи:

i.i +

x e Au.
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Они являются основными уравнениями и условиями эластоста-
тики.

Рейсснер дал еще другую формулировку вариационной тео-
ремы с использованием дополнительной работы №а(оц), взяв
функционал в виде

*i = I {<Jt,*t,-Wo- Xtut)dV - \p\utdA- \Pi(u.-u^dA.(5)
v \ \

Вычисляя первую вариацию и приравнивая ее нулю, получаем

6^1 = J (ач 6е{, + e,i Ьач — ^~ 6а{, — Х{ 6и,) dV —

- | р* 6Ul dA — J bpt (и, — «;) dA = 0. (6)

Мы здесь положили, как и ранее, 6р* = 0 на Аа и 6м! = 0 на Аи.
Учитывая, что

J оц 6еИ dV = J [(<г„ 6щ\ / — oit,, бы,] dV =
V V

— j Pt би/ <*Л — J ajU, flu, rfV, (7)

приводим уравнение (6) к виду

63Гг = 0 = J Г(е/у - Ц 2 - ) ба,/ - (а / 4 . 7 + ^ ) бы,] dK +

+ J (р, - Р^ б«, dA - J 6р. (И< - ut) dA. (8)

Из этого уравнения вытекают следующие уравнения Эйлера
вариационной задачи:

а / М + Х, = 0, X G F ,

Р ^ = Р ; , х€=л а,

н, = ы*, х е Лц.

Вариационная теорема Рейсснера может найти применение
при выводе дифференциальных уравнений теории мембран, плит
и оболочек. Применение этой теоремы к выводу основных урав-
нений и условий для плит средней толщины читатель найдет
в цитированных на стр. 132 работах Рейсснера.
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4.10. Единственность решения
дифференциальных уравнений эластостатики

Требуется доказать, что если уравнения эластостатики имеют
решение, то это решение единственно.

Доказательство теоремы единственности было дано Кирхго-
фом при двух ограничительных предположениях, а именно для
односвязного тела и при отсутствии начальных деформаций. При
этих предположениях единственность решения доказывается до-
статочно просто.

Для доказательства предположим, что решение не един-
ственно и что существуют такие два различные поля перемеще-
ний и\, u'l, которые удовлетворяют уравнениям в перемещениях
и заданным граничным условиям.

Пусть поле перемещений и\ удовлетворяет уравнениям

(X + n)e:t + Xi=0 (1)

с граничными условиями
pi = a'llnl на Аа, u't = ft на Аи, (2)

а поле перемещений и" — системе уравнений

ц?2ы7 + (>. + ix)e':t + Xl = 0 (3)

и граничным условиям

Pi = a"ini н а Ао> u" = fi н а К- (4>

Введем обозначения

Вычитая почленно уравнение (3) из (1), а также (4) из (2),
убеждаемся, что перемещения й{ удовлетворяют однородной си-
стеме уравнений в перемещениях

, , = 0 ( (5)

а также граничным условиям

pi = Q на Аф ui=fi = O на Аа. (6)

Уравнения (5) относятся к телу V, внутри которого отсут-
ствуют массовые силы (Xt = 0) и на поверхности А которого
заданы однородные граничные условия (/3< = 0 на Аа, ut = 0
на Аи). Следует показать, что внутри тела исчезают деформа-
ции и напряжения. С этой целью рассмотрим работу дефор-
мации

J J ( | L ) F . (7)
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Принимая во внимание закон Гука, выражение (7) можно пред-
ставить также в виде

v

Преобразуем выражение (8). Учитывая, что

имеем

^j ^j (9)
л

Сравнение формул >(7) и (9) дает

Применим последнее соотношение для поля перемещений й,- и
связанного с ним деформированного ё,;- и напряженного dij со-
стояний. Получим

S ( ) V = O, (11)

так как правая часть уравнения (10) равна нулю в силу одно-
родности граничных условий (р = 0 на Аа, й{ = 0 на Аи) и от-
сутствия массовых сил (ЯГ = 0).

Так как ц > 0, I > 0, то уравнение (11) приводит к зави-
симости

е// = 0 или г'ц = е'!1. (12)

Отсюда следует единственность деформаций. Из закона Гука
вытекает, что а̂ - = 0, а, следовательно, напряжения един-
ственны. Так как все компоненты деформированного состояния
равны нулю, перемещения и\ и и" могут различаться только на
линейный член, описывающий движение тела как твердого це-
лого:

и\ = и'! + линейный член. (13)

Последнее соотношение вытекает из интегрирования уравнений
i,i = 0.
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Если на А (либо на части этой поверхности) заданы переме-
щения, то u'i = иг, если на А заданы только нагрузки, то дефор-
мацию сопровождает движение тела как твердого целого, опи-
сываемое соотношениями (13).

4.11. Теорема взаимности

Пусть на упругое тело действуют две системы причин и след-
ствий. К причинам первой системы отнесем действия массовых
сил Хи поверхностных нагрузок р{ на Аа и перемещений ы,- на Аи.
Эти причины в качестве следствий вызывают: поле перемеще-
ний щ и связанные с ним деформации е̂ - и напряжения ац. Обо-
значим причины символом / = {Xit p{, ut}, а следствия — симво-
лом С = {«,}. В этой системе должны быть выполнены уравне-
ния равновесия

и граничные условия

ut = ft, х е Л „ . ^ '

Вторую систему причин и следствий отметим штрихами:
1' = \Х\,р\, u't), C' = [u'l}. И эта система должна удовлетворять
уравнениям равновесия

о'ц,1+ Xi = 0, x e V , (3)

и граничным условиям

P'i — a'nni> х е 4т»

u' = f', x e i ( 4 )

Умножим уравнение (1) на и\ уравнение (3) на щ. Вычтем по-
членно результаты этого умножения и проинтегрируем по
объему V:

J {Xiu'i — X',ui) dV + J (an, ,u'i — a'n, tut) dV = 0. (5)
V V

Учитывая, что

Ojl, jU'l = (OjiU'i), j — OjiUi, j ,
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после применения преобразования Остроградского — Гаусса при-
водим уравнение (5) к следующему виду:

J (Xiu't - X'tut) dV + J (они! - o'jiUt) n, dA =
V A

*=l{oii*t,,-o',tm,i)dV. (6)
V

Используя соотношения

'i, j = ail {е'ц + a'ij) =

приводим уравнение (6) к виду

J (X^-X'^dV + J (prt-tu,) dA=\ (o^-a'^dV. (7)
A

Правая часть этого уравнения равна нулю. Для проверки этого
факта достаточно умножить соотношение

на г'ц и вычесть из соотношения

а'ц = 2\хг'ц

умноженного на eij. В результате получим локальное соотно-
шение

= 0. (8)

Из найденного таким образом уравнения

J X^dV + J ptu't dA = j X\ut dV + j p\Ui dA (9)
V A

видим, что работа, выполненная в упругом теле первой системой
причин на следствиях второй системы, равна работе, выполнен-
ной второй системой причин на следствиях первой системы. Та-
ково содержание теоремы взаимности Бетти.

Теореме взаимности можно придать еще другой вид. Умно-
жим уравнение (1) на и\ и проинтегрируем по объему V:

J Xtu'idV + $ o,i. luidV = 0.
V V

Выполняя те же преобразования, что и раньше, имеем

J Xri
у
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Учитывая (8), получаем второй вариант теоремы взаимности:

J Xtu't dV + j Piu\ dA = \ ztjtflt dV. (10)
V A V

Справедливо также уравнение

J XfadV + J p'tut dA=\ t'tlotjdV. (11)
V A V

Наконец, из соотношения (8), проинтегрированного по объему
тела, получаем третий вариант теоремы взаимности:

V. (12)

Теорема о взаимности работ является одной из наиболее ин-
тересных теорем теории упругости. Эту теорему можно исполь-
зовать для конструирования методов интегрирования уравнений
эластостатики в перемещениях.

Ниже мы приводим несколько простых применений теоремы
Бетти.

Предположим, что перемещения и[ в ограниченном теле
объема V даются линейными соотношениями

где ait bt — произвольные постоянные. Легко проверить диффе-
ренцированием, что деформации ъ'ц равны нулю. Так как де-
формации связаны с напряжениями законом Гука, то ст|; = 0.
Но поле перемещений и\ обязано удовлетворять уравнениям рав-
новесия (3). Из этих уравнений вытекает, что составляющие мас-
совых сил X'i должны быть равны нулю. Перемещения и\ опи-
сывают перемещение тела как твердого целого. Из уравне-
ний (10) получаем для произвольного поля перемещений щ, вы-
званного системой причин / = {Xit pit щ);.

{ai-\-iiikXjbk) dV -f- \ pi (a,- -f- (ijkXjbk)dA = 0 . (13)
v A

В силу предположения о произвольности коэффициентов ait bt

уравнение (13) приводится к системе уравнений

Pi dA = 0,

(14)
J iijkXjXk dV -f J (ijkxjpkdA = 0.
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Первое из этих уравнений связывает проекции массовых и по-
верхностных сил, действующих на тело в направлении оси х(,
второе является уравнением моментов относительно оси xt. Эти
уравнения выражают равновесие тела; главный вектор и глав-
ный момент внешних сил равны нулю.

Возьмем перемещения и\ в виде

bij==bji, (15)

где величины Ьц являются постоянными. Дифференцируя фор-
мулы (15), получим

И

o'n = 2\ibii + Xbi!bkk. (16)

Для того чтобы удовлетворялись уравнения равновесия (3), сле-
дует положить Х\ = 0. Подставляя (15) и (16) в уравнения (10),
имеем

| Xtbtlx, dV + J PibilXt dA = J (2ц&,/в// + lbkk4k)dV. (17)
V A V

Будем считать, что стп = 1, а остальные напряжения ai/ равны
нулю. Такое состояние соответствует одноосному растяжению
тела. В этом случае, как легко получить из формулы (16),

. А + \i 1 h t v . , , _
°11~ ц(ЗЯ + 2ц) Т' °22 — »зз— — - J . «иг — &23 — O31—U.

Учитывая последние соотношения и формулу (17), получим

Ы = у J «и dV = -^г ( J (*,*, - vХ2х2 - vXsX3) dV +

J (Pi*i - vp2^2 — v/>j*3) dA \. (18)
)

Через [еп] здесь обозначено среднее значение деформации в уп-
ругом теле объема V.

Для определения среднего значения деформации ei2 будем
считать, что а ' 2 = 1 , а остальные напряжения о'ц равны нулю.
Из закона Гука (16) сразу вытекает, что единственным отлич-
ным от нуля коэффициентом является Ь12 = 1/(2ц). Подставляя
это значение в уравнение (17), находим

[*n\ = y- J RudV =

{ I l } (19)
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Рассмотрим еще случай, когда а\\ = вж = (Тзз = 1 и а Ь =
= а5з = а з 1 = 0 . Из соотношений Гука (16) находим

1 2
Ь\\ = Ь2 2 = &33 = "з^". &12 = &23 = &31 = 0. /С = Я + - д Ц .

Подставляя эти значения в уравнение (17), найдем среднее зна-
чение дилатации, выраженное формулой

dV + 1 p i * d A ) •
А )

Интеграл Г ekk dV = [%k] V представляет собой приращение
v

объема тела.
Доказанная теорема взаимности остается справедливой и

для неограниченного тела. Предположим, что массовые силы

действуют в конечной области, так что интегралы J | Xt \dV,
v

Г | X'i \dV ограничены. В этом случае требуется, чтобы напряже-
v
ния и деформации на бесконечности обращались в нуль. Гранич-
ные условия, строго говоря, перестают существовать, и уравне-
ние (9) принимает вид

J XlU'idV= J X'tUtdV. (21)

Теорема о взаимности работ выведена здесь для общего трех-
мерного напряженного состояния. Однако отсюда нетрудно по-
лучить теорему взаимности, справедливую для плоского дефор-
мированного или напряженного состояний, а также для одноос-
ного напряженного состояния.

4.12. Тензор перемещений Грина. Теорема Максвелла

Рассмотрим тело V, защемленное ') по поверхности Аи и сво-
бодное от нагрузок на поверхности Аа. Вся поверхность тела А
состоит из Аа и Аи-

Пусть в точке | е V действует единичная сосредоточенная
сила, направленная параллельно оси лгд. Эту силу трактуем как
следующее распределение массовых сил:

(1)

') На поверхности Аи полагаем и ( х ) = 0,
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Это выражение следует рассматривать в сочетании с интегралом

V(x) = 6ik. (2)

Выражение (1) означает, что составляющая, направленная па-
раллельно оси Xk, отлична от нуля. Об этом свидетельствует ко-
эффициент 6,fe. Символ Дирака означает, что сосредоточенная
сила равна нулю для х ф | , а в точке | принимает бесконечное
значение. Однако интеграл от массовых сил по объему V равен
единице (формула (2)) 1).

Определенная таким образом единичная сосредоточенная
сила вызывает в теле V поле перемещений, которое обозначим
через U\k) (х, | ) . Индекс i обозначает составляющие вектора пе-
ремещения U(ft>(x, §). Индекс k указывает причину перемещений,
а именно сосредоточенную силу, направленную параллельно
оси xh. Символ х обозначает текущую точку, символ | — место
приложения силы.

Перемещения U{k) получаем путем решения системы уравне-
ний

цУ2и\к) + (Я, + ц ) 1/к)ц + 6 i f t 6 ( х - I) = 0 , i, n k = \ , 2 , 3 , ( 3 )

с граничными условиями

U{k) (х, | ) = 0 на Аи, х е Аи, (4)

Через p[k) обозначим функцию на Ао

Рр (Х, I) = ц (U\k) + U*\) п, + М/<*>,я,. (6)

Решив уравнения (3) для Л = 1, получим вектор

Для k — 2 получаем вектор U<2), для k = 3 — вектор U<3). Со-
ставляющие этих векторов представим в виде матрицы

£/,'> С/,21 (/(,3)

(7)

') Подробнее об определении дельта-функции см., например, в книге:
Гельфанд И. М., Шилов Г. Е., Обобщенные функции и действия над ними,
Физматгиз, М., 1958. — Прим. перев.
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Функции U[k) называются фундаментальными решениями урав-
нений эластостатики или функциями перемещений Грина. Пока-
жем, что эти функции образуют симметричный тензор.

Рассмотрим две системы сил: силу Xt = б(х — 1)6;Й, дей-
ствующую в точке | , направленную параллельно оси xk и вызы-
вающую поле перемещений и\к}(х, | ) , и сосредоточенную силу
Х{ = 6(х — 1')(>ц, приложенную в точке §', направленную парал-
лельно оси Xj и вызывающую поле перемещений ^ ' ( х , £')• При-
меним к обеим силам теорему взаимности

Xtu'i dV + J Piu[ dA = j X\ui dV+ j р\иг dA. (8)
V A V A

Поверхностные интегралы в этом уравнении исчезают в силу
граничных условий (4) и (5) для функций U[k)(\, | ) и анало-
гичных условий для функций и[п (х, !')• Из уравнения (8) по-
лучаем

J 6 (х - 1 ) Ь1ки
{Р (х, Г) dV (х) = J б (х - Г) &iMk) (x, | ) dV (x). (9)

V V
Используем известное свойство функции Дирака

и приведем уравнение (9) к виду

£#'(&. r) = uf(Z, I). (Ю)

Уравнение (10) выражает теорему Максвелла о взаимности ра-
бот для сосредоточенных сил. Очевидно, эта теорема является
частным случаем общей теоремы Бетти. Единичная сосредото-
ченная сила, действующая в точке 1 параллельно оси xh, вызы-
вает в точке | ' перемещение U(ft) (! ' . !)• проекцию которого на
ось Xj обозначим через f//ft)(i', | ) . В то же время единичная со-
средоточенная сила, действующая в точке §' и параллельная
оси Xj, вызывает в точке 1 перемещение UW>(§, %'), проекцию ко-
торого на ось xh обозначим через C/j/1 (|, !')• Эти проекции пред-
ставлены на рис. 4.3. Равенство этих проекций и составляет со-
держание уравнения (10). Если силы, действующие в точках |
и | ' , параллельны (например, направлены по оси хк), то

с/ИГ. I) = £/!*'(g, Г).
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что свидетельствует о симметрии тензора перемещений Грина.
Из уравнения (10) вытекает, что матрицу (7) можно предста-
вить в виде

(11)

Симметричный тензор второго ранга мы привыкли обозначать
двумя индексами внизу; таким образом, тензор перемещений
следовало бы обозначать Ujh = Ukj.

и?
UP
и?
и?

uil)

ul2)

vf

РИС. 4.3.

Однако удобнее в дальнейшем сохранить принятые обозначе-
ния С//*' и U{1\ ибо эти обозначения более выразительны. Ниж-
ний индекс относится к составляющей перемещения, верхний ха-
рактеризует причину, которая вызывает перемещение. Позже мы
убедимся (в § 5.7), что тензор перемещений в точке приложения
сосредоточенной силы имеет особенность. В § 5.7 мы дадим вы-
ражение для тензора перемещений в неограниченной области.

4.13. Формулы Сомильяны

В теории потенциала рассматривается такой вид решения,
в котором искомая функция и в произвольной точке х выра-
жается через поверхностные интегралы, куда входят заданные
граничные условия.

Решим уравнение Пуассона
у 2 м Iх\ __ Y (х\ v ^ у /1\
V U \Л.) Л\Л-1, Я. t = V , (I)

с заданными граничными условиями типа Дирихле или Неймана
на поверхности А. Затем рассмотрим другое уравнение Пуассона

v и ул.) л ул.), л. с= у , у&)

в той же самой области с условиями и' = f или ди'/дп = g'
на А. Умножим уравнение (1) на и', а уравнение (2) на и. Вы-
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чтем один результат из другого и проинтегрируем по объему V.
Получим уравнение

J {Хи' — Г и) dV = J (и' V2u — « W ) dV. (3)
V V

В правой части этого уравнения совершим преобразование
Гаусса — Остроградского

l ( ^ ^ ) . (4)

Это известная теорема из теории потенциала, аналогичная тео-
реме Бетти для эластостатики.

Будем считать, что решение и' относится к неограниченной
области Vac и является решением уравнения

VV(x, g) = 6 ( x - g ) , | e 7 , x e t (5)

Подставляя X' = б(х — %) в уравнение (4), получаем

u(Q=l X(x)u'(x,l)dV(x) +
V

+ j [и (х) ̂ ^ - - «' (х, | ) -*£*•] ^ (х), если IS К. (6)

" ( | ) = 0, е с л и ^ е У ^ — К.

Решением уравнения (5) является функция

" ' (х> ® = - -щ-. /? = [(*! - Si) (*I - Ъ)]Чг, (7)

где ^ — расстояние между точками х и | . Из формулы (6) —
основной формулы теории потенциала — можно определить
функцию м(х), если известны функция Х(х) и функции и(х) и
ди(х)/дп на границе А.

Возникает вопрос: нет ли аналогичной теоремы в эластоста-
тике? На этот вопрос ответил Сомильяна, построив при помощи
тензора перемещений Грина Ut

k)(x, | ) решение системы урав-
нений

^% + (А + ц) eti + Xt = 0, x e V , (8)

с заданными граничными условиями.
Отправной точкой наших рассуждений является теорема

взаимности Бетти

J (XX - * > , ) dV + f (/>,«; - p'tut) dA = 0. (9)
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Пусть искомая функция ut удовлетворяет системе уравнений (8)
с заданными на А граничными условиями. Функцию и\ выби-
раем следующим способом. В точке § неограниченной области К»
помещаем сосредоточенную силу X'i=6(x— §) 6;ь направлен-
ную параллельно оси xk. Пусть § принадлежит также и подобла-
сти V. Сосредоточенная сила XI вызывает поле перемещений
щ =U\k)(х, | ) , которое удовлетворяет уравнению

—6)б,» = 0, i, U Л = 1, 2, 3, (10)

с нулевыми значениями перемещений на бесконечности. Опре-
делим соответствующие перемещениям U[k){x, | ) напряжения
°[к)(х, | ) и с их помощью образуем вектор напряжения

р<*> (х, | ) = |х (£/<*>, + £/<*>) nt + Up*,. (11)

Подставляя u'i = U{

i

k) и p'i=p[k) в уравнение (9), получим после
простых преобразований следующее соотношение:

и* (S) = | [Р, (х) С/}*» (х, I) - р<*» (х, | ) и, (х)] ЙЛ (х) +
А
+ jXi(x)U(

i

k)(x,l)dV(x). (12)
v

Эта формула, выведенная Сомильяной ' ) , находится в полной
аналогии с формулой (6) теории потенциала. Отсюда видно, что,
зная распределение массовых сил Xit а также перемещения
щ(х) и нагрузки /?,-(х) на А, можно из формулы (12) определить
перемещение uh в точке 1 е V. Если точка | лежит вне области V,
то «j(|) = 0, | е У» — У. Поменяв местами точки х и | , приво-
дим формулу (12) к виду

и*(х) = J [Р, (I) и<» (I, х) - р<*> (|, х) и,

C/(

ft" (I, x) dV (1), x, | e V. (13)

Здесь мы воспользовались зависимостью Максвелла

иТ](х, l) = U(i\l, x). (14)

') Somigliana С, Nuovo Cim. (3), 17—18 (1885).
Somigliana С, Nuovo Cim., 19—20 (1886).
Somigliana С, Sulle Equazioni della Elasticita, Ann. Mat. (2), 17 (1889),

37—64.
Somigliana C, Nuovo Cim. (3), 36 (1894), 1.
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Заметим, что при отсутствии массовых сил уравнение (13) можно
дифференцировать произвольное число раз по *,. Отсюда выте-
кает, что решения uh являются в этом случае аналитическими
функциями координат, поэтому в окрестности произвольной
точки х е Уих можно разложить в ряд по координатам.

Формулы Сомильяны (13) имеют только теоретическое зна-
чение, ибо на границе А могут быть заданы либо перемещения
Ш = fi, либо нагрузки pi = оцП], но каждый из этих типов гра-
ничных условий отдельно.

4.14. Функции Грина ')

Вернемся снова к теории потенциала и рассмотрим краевую
задачу Дирихле. Решим уравнение Пуассона

) = X(x), х е У , (1)

в области V при заданной на границе А функции ы(х)

ы(х) = /(х), х е = А (2)

Для решения уравнения (1) воспользуемся функцией Грина
G (х, | ) , имеющей особенность в точке \ и удовлетворяющей
уравнению

V2G(x, |) = 6 ( х - | ) , х ,1<=У, (3)

с однородным граничным условием

С(х, 6) = 0, хе=Л. (4)

Умножим уравнение (1) на G, а уравнение (3) на и. Результаты
вычтем почленно и проинтегрируем по области V:

J [(X (х) G (х, I) - б (х - 1 ) и (х)] dV (x) = J (GWu - «V2C) dV. (5)
V V

Из этого уравнения получим

- J [о <». 9 ̂  " « « т ] ^ (*)• (6)

') Volterra V., Lauiicella G., Pisa Ann. sc. norm., 7 (1895), 1.
Lauricella G., Roma Ace. Line. Rend. (5), 2 (1893), 298; Nuovo Cim., 35

(1893), 141, 177, Pisa Ann. sc. norm., 7 (1894), 40.
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Граничное условие (4) значительно упрощает уравнение (6).
Функция ы(|), | е V, дается формулой

и (I) = J X (х) G (х, | ) dV (х) + f и (х) а о ^ ' 6 ) <*Л (х). (7)
V А

Функция Я(х) в области V и функция ы ( х ) = / ( х ) на поверх-
ности А являются заданными функциями. Отсюда видно, что
знание функции Грина G(x, | ) позволяет вычислить функцию
н(х) по формуле (7). Функцию Грина G(x, |) можно предста-
вить в виде двух слагаемых

(8)

Здесь — 1/(4я/?) является решением с особенностью для неогра-
ниченного пространства, v(x, |)—регулярным решением, вы-
бранным так, чтобы на поверхности А было и ( х , | ) = 1/(4я/?),

Покажем, что решение первой краевой задачи эластостатики
при использовании функции Грина приводит к формулам, ана-
логичным формуле (7).

Рассмотрим упругое тело V, находящееся в равновесии под
действием массовых сил Х{ при заданных на поверхности А пере-
мещениях. Требуется определить перемещения щ(х), X G F , ко-
торые должны удовлетворять уравнениям

ц)е., + * , = 0, х е У , (9)

с граничными условиями

ul = fi(x), хе=Л. (10)

Введем вспомогательный тензор перемещений U\k)(x, | ) , удовле-
творяющий системе уравнений

ц?2и[к) + (Я. + и) Ofti + б (х - 1 ) blk = 0, х , 6 е К , (11)

с однородными граничными условиями

ЭД*Чх, 6) = 0, Х Е Д | S 7 . (12)

Функция С/1*' (х, | ) означает здесь составляющую перемещения
точки х е У , параллельную оси *,-, вызванную силой Х$ =
= б ( х — ! ) 6 ( Ь приложенной в точке | и направленной параллель-
но оси Xk. Перемещение 0[k) {х, 1) относится к упругому телу,
жестко закрепленному на поверхности А, о чем свидетельствует
граничное условие (12).
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Теперь применим теорему взаимности Бетти

\ (Xtu
f

t-Xf

tut)dV + j (ptu
f

l-p'lu,)dA = 0. (13)
V А

Подставляя в это уравнение ui=U{) и Xi = 6(\ — | ) б ^ , полу-
чим следующую формулу:

uk (I) =\ Xt (x) t/<*> (х, 1) dV (х) - J /)<*> (х, 1) ut (x) <*Л (х), (14а)
V А

k, l=\, 2, 3.

Здесь p[k)(x, §) обозначает реакцию а^'(х> ЮЯ/М на поверх,

ности А, выраженную с помощью функции Utk), а именно

РЛк) (х. I) = ̂  № ' / + Щ\)", + А-я '̂* .̂ (15)
Формула (На) дает решение поставленной задачи, выражая пе-
ремещение ы,(х) при заданных в перемещениях граничных ус-
ловиях. В формуле (14а) массовые силы и перемещения на А
известны. Тензор перемещений 0\к) (х, §) считается здесь также
известным; это результат решения системы дифференциальных
уравнений (11) с однородными граничными условиями. Функ-
ции 0[к) являются функциями Грина для первой краевой задачи
эластостатики.

Уравнения (14а) аналогичны уравнению (7) теории потен-
циала. Эта аналогия будет более ясной, если, учитывая фор-
мулу (8г) § 4.2, мы представим формулу (15) в виде

х, |) = 2ц

Следует добавить, что функции D[ ) можно представить в виде

где UT — решение с особенностью для неограниченного упру-
гого пространства (тензор перемещений, рассмотренный в §4.13),
а и[к) (х, | ) является регулярной функцией, выбранной так,
чтобы на поверхности А выполнялось условие (12), т. е. чтобы
и\к) = — ll\k) на А. Заменяя х на | , уравнению (14а) можно при-
дать вид

ик (х) =\xt (|) £/»> (х, I) dV g) - | p»> (x, | ) ut (I) dA (1). (146)
V A

Займемся второй основной краевой задачей эластостатики,
в которой на поверхности А тела V заданы нагрузки /?< = оцПу
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Отыщем решение системы уравнений

liVn, + (А,+ ц)е, , + *, = (), х е У , (16)

с граничными условиями

XGA (17)

Так как тело под действием нагрузок р,- в результате деформиро-
вания может вращаться как твердое целое, то дополнительно
предположим, что тело закреплено в точке г\ =(ц\, т)2> Цз), Ц ̂  V,
другими словами, что в точке i\ равны нулю перемещения и со-
ставляющие вектора поворота.

Для определения тензора премещений ОТ (х, £) допустим,
что тело V свободно от нагрузок на Л и закреплено в точке г\.
Только в этом случае сосредоточенная сила X't = 6{x — Е)6(*.
находится в равновесии с реакциями в точке г\.

Решая систему уравнений

k -l)bik = 0, | , x e F , (18)

с граничными условиями

й*> = &»(х, g)n t(х) = 0, х е Д ? е К , (19)

и условиями закрепления в точке х\

Й й ) (Л- I) = 0, ^ (Л. 1) = 0, т,, % е V, (20)

о
находим функции Грина Щ (х, | ) . Эти функции в дальнейших
рассуждениях будем считать известными.

Напишем уравнения взаимности Бетти для полей перемеще-

ний щ и U\k):

J [Xi (x) U{

{

k) (х, | ) - б (х - 1 ) blkUi (x)] dV (x) +
v

+ J [pt (x) LJW (х, | ) - pV) (x, | ) и, (х)] dA (x) = 0. (21)
А

В поверхностном интеграле в силу граничных условий (19) сле-
о

дует исключить член p[k)(x, g)u,(x). В формуле (21) мы исклю-
чили работу сосредоточенных сил и моментов в точке х\, ибо пе-
ремещения и повороты в обеих системах в уравнении Бетти
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в точке т) равны нулю. Из уравнения (21) вытекает следующая
формула:

uh (6) = J Xt (x) U[» (x, I) dV (x) +\Pi (x) *}<*> (x, I) dA (x), (22)

или
f ° Г °
J I k J r{ k '
V A

Эта формула дает решение второй основной краевой задачи
эластостатики с помощью функций Грина Щ\

Остается рассмотреть еще третью краевую задачу, в которой
на А„ заданы нагрузки ри а на Аи — перемещения и*. Поле пе-
ремещений ы,- должно удовлетворять дифференциальным урав-
нениям

г (Я, + ц) е. t + Xt = 0 (24)

с граничными условиями

щ — fi на Аи, Р1 = ацп, на Аа, А = Аи + Аа. (25)

Введем тензор перемещений Грина D[k) (х, | ) как решение си-
стемы уравнений

цУ2й{,к) + (% + v)Ufn + б (х - 1 ) 61к = 0, x J e K , (26)

с граничными условиями

U\h)(x, g) = 0 на Аи, х е Л „ 6 е 7 , (27)

^ ' ( х , |)п/.(х) = 0 на Ао, х е Л а , | е / . (28)

Применяя теорему взаимности Бетти к полям перемещений ut и
U?\ имеем

+ J (P^i f t ) — Pi*1";) ^^ = 0. (29)

Au

^
Принимая во внимание равенство нулю перемещений U[k> на
Аи и p[k) на Аа (в силу принятых граничных условий (27) и
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(28)) и полагая Х{ = Ь(х.—1)6^, получим из уравнения (29)
выражение

i = j Xt (x) #<*> (x, 1) dV (x) + j Pi (x) tfi*1 (x, £) dA (x) -

- j W4x.l)ut(x)dA(x). (30)

Меняя местами переменные х и | , имеем

и*(х) = f X, (I) № (x, 1) dV (I) + f p. (|) Dp (x, I) с?Л (|) -
y Ao

- [W^DuSDdAd). (31)

Решение представленных в этом параграфе краевых задач
было получено при помощи построенных соответствующим обра-
зом функций перемещений Грина. Очевидно, центр тяжести ре-
шения лежит в определении функции Грина. Эти функции
удается вычислить для некоторых простых систем, например для
мембран и плит. Однако в трехмерном случае задача определе-
ния функции Грина для ограниченных областей наталкивается
на большие трудности.

4.15. Приведение смешанной краевой задачи
к системе интегральных уравнений первого рода ')

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений эласто-
статики

И^и, + (Я,+ ц)е. , + *, = (), х е У , (1)

со смешанными граничными условиями

pi = alln}, х е Л С 1 (2)
ft = щ, х е Аи, А = Аи + Аа. (3)

J) Nowacki W., On Certain Boundary Problems of the Theory of Elasti-
city, Bull. Acad. Polon. Set., Cl. IV, 3, № 4 (1955).

Nowacki W., Formulation of a Boundary Problem of the Theory of Elasti-
city with Mixed Boundary Condition, Dull. Acad. Polon. Sci., Ser. Sci. Techn.,
10, № 2 (1962), 71—78.
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В предыдущем параграфе было дано решение этой смешанной
задачи при помощи функции Грина. Однако определение функ-
ций Грина, удовлетворяющих дифференциальным уравнениям
со смешанными граничными условиями (p[k) = 0 на Аа и U\k) = 0
на Л и ) . может натолкнуться на значительные трудности мате-
матического характера.

Ниже мы приведем другой способ решения этой задачи, осно-
ванный на использовании простейшей системы, так называемой
«основной системы», в которой функции Грина удовлетворяют
однородным граничным условиям.

Заметим, что на Аа мы знаем нагрузки, в то время, как пе-
ремещения «i являются неизвестными функциями. Аналогично
на Аи мы знаем перемещения, а неизвестными функциями яв-
ляются опорные реакции pt = а^щ. Поэтому в качестве неиз-
вестных функций задачи можно выбрать как перемещения щ на
Аа, так и реакции pt на Аи. Ниже мы представим второй вариант
решения, принимая в качестве неизвестных функций опорные
реакции pt = Rt на Аи.

В качестве основной системы выберем тело V, свободное от
нагрузок на Л и закрепленное в произвольной точке t j eV. Пусть
в точке | определенной таким образом основной системы дей-
ствует сосредоточенная сила X'i = b(x — i)6,t, направленная па-
раллельно оси JCfc. Действие этой силы вызывает поле перемеще-
ний 0\к}(\, | ) , которое должно удовлетворять системе диффе-
ренциальных уравнений

nV2Uft) + (X + ц) fe + б (х - 1 ) б,* = 0 (4)

с граничными условиями

0. (5)

Для удобства будем обозначать точки внутри области V через х
и %, а точки, лежащие на границе А области V, через у и ц. По-
требуем дополнительно, чтобы в точке г\ было 0[к) = 0 и со;*' = 0.
В дальнейших выкладках будем считать, что тензор перемеще-

о
ний щ (х, | ) удалось вычислить в основной системе. Пусть те-
перь в основной системе на тело V действуют массовые силы Xit

нагрузки р{ на поверхности Аа и неизвестные реакции Rt(y)
на Аи- Реакции /?,-(у) выберем так, чтобы на Аи выполнялось
условие и{ = ft.
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Применяя теорему Бетти к перемещениям ы,- и 0\к\ получим
следующие уравнения:

J [Xt (x) */<*> (х, I) - б (х - 1 ) blkut (x)] dV (x) +
V

+ J \Pt (У) Uf (У, I) ~ If (У. I) «,- (У)] dA (у) +

+ J [Pt (У) ̂ ' (У. I) ~ Pf (У. S) и,- (У)] <*Л (у) = 0. (6)
Аи

Интеграл, выражающий работу сил и моментов на перемещениях
и поворотах точки т\, равен нулю. Из уравнения (6), принимая во
внимание граничные условия (5), получим

Ч (I) = и\ {%) + | Rt (у) U?} (у, | ) <М (у). (7)
и

Здесь через и\ обозначено выражение

и» (I) = J Z(. (x) f/<*) (x, I) dV (x) + J Pi (y) &<*» (y, | ) ЙЛ (y), (8)
Au

x,
Это выражение представляет собой искомое перемещение в пред-
положении, что в системе действуют только массовые силы и по-
верхностные силы рг на Аа.

Заменяя в V независимые переменные х на | , представим
выражение (7) в виде

ик (х) = и* (х) + j Rt (у) к] (х, у) dA (у), х е У , У Е Л Г (9)
Аи

В этом функциональном соотношении неизвестными функциями
являются перемещения ый(х) и реакции /?,-(у). Неизвестные
функции /?,(у) найдем, используя граничные условия (3), со*
гласно которым «Ду') = ft (у') на Л„.

Переходя поэтому от точки x e l ^ K точке у' е Л„, получаем
из формулы (9)

МУ') = «°*(У')+ | ^ ( У ) Й ) ( У / , y)dA(y), k = l, 2, 3. (10)
Аии

Мы получили систему трех интегральных уравнений первого
рода, в которых неизвестными функциями являются реакции
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Ri(y). Из системы уравнений (10) находим функции Ri(y), а из
функционального уравнения (9) — перемещения ыь(х).

Изложенный здесь способ можно обобщить на случаи, когда
на нескольких частях поверхности А заданы перемещения, а на
остальных — нагрузки. Указанный способ остается пригодным,
если поверхность Аи в уравнениях (9) и (10) вырождается в
кривую или в точку.

В представленном здесь методе центр тяжести лежит на ре-
шении системы уравнений (10), т. е. интегральных уравнений
первого рода, теория которых развита еще не так хорошо, как
теория интегральных уравнений Фредгольма второго рода.

4.16. Теорема Клапейрона о работе деформации

Рассмотрим упругое тело, находящееся в состоянии равнове-
сия под действием массовых сил и поверхностных нагрузок,
а также заданных на границе перемещений. К нагрузкам отне-
сем также опорные реакции, а именно силы р, = ацп^ на тех
частях поверхности, на которых заданы перемещения. Предпо-
лагаем, что рассматриваемая система подчиняется закону Гука,
что во время деформации не возникнут новые опорные реакции
(новые точки подкрепления), а также, что при е, ;-= 0, ац = 0
тело находится в естественном состоянии. Такое тело называется
телом Клапейрона.

Докажем справедливость следующей теоремы, известной как
теорема Клапейрона.

Работа деформации Ж упругой системы, находящейся в рав-
новесии, равна половине работы внутренних- сил на перемеще-
ниях в точках их приложения. Эту теорему мы получим, преоб-
разуя интеграл

W = J W dV = { (це | / в < / + 4е к к в п ) dV. (1)
v v

Так как

J (цв|/8*/ + }ewe,,)d7 = { [ (2цв„ -f Mt,Ekk)eti dV,
V V

то
r=4j4e;/dl/. (2)

v
Так как

т. е. Oij&ij = 0, то
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ИЛИ

у I (pifiii), jdV — j J Ojt.jtiidV. (3)
V V

Преобразуя первый интеграл в поверхностный и используя урав-
нение равновесия

O/t,l + Х{ = 0 (4)

во втором интеграле выражения (3), получим

V = H. (5)

Таким образом, теорема Клапейрона доказана. Через Н мы обо-
значили действительную работу внешних сил.

Теорема Клапейрона может быть использована при доказа-
тельстве теоремы взаимности Бетти; такой способ делает более
ясным механический смысл выкладок.

Пусть на тело V действуют массовые силы Xt и поверхност-
ные силы pi, причем возрастание этих сил происходит медленно
от нуля до их конечных значений. Под действием этих сил воз-
растают перемещения, принимая окончательные значения ы;. Так
как перемещения возрастают линейно по отношению к силам, то
работа внешних сил равна

1„ = у \ PiUidA + ^j XiUidV. (6)
А V

Произведем суперпозицию перемещений и\, вызванных дей-
ствием сил Х\ и р\. В течение этой второй деформации силы Х{,
Ри которые уже достигли своих окончательных значений, произ-
водят работу

\

Внешние силы Х\, р'{ второй системы нагрузок производят
работу

Складывая работы, произведенные указанными двумя систе-
мами сил, имеем

L = Ln + L22 + J Piu't dA+j Xtu't dV. (7)
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Пусть сначала на упругое тело действуют внешние силы Х\, р\,
а затем силы Х{, pim Работа внешних сил принимает вид

L=L22 + Ln + jpfadA+lxfadV. (8)

Так как работа деформации не зависит от очередности прило-
жения нагрузок, то справедливо соотношение

J p,«; dA + J XlU\ dV=j p'lUi dA+j X\ut dV, (9)

вытекающее из сравнения уравнений (7) и (8). Уравнение (9)
представляет собой теорему взаимности, установленную другим,
более формальным путем в § 4.11.

В § 4.6 была сформулирована вторая форма теоремы о мини-
муме потенциальной энергии:

Г ; — J ptu]dA— J Xrf dV >WU— \piuidA—\ XiUi dV. (10)
A

Здесь Wz — работа деформации, связанная с таким полем пе-
ремещений щ, которое удовлетворяет уравнениям в перемеще-
ниях, а также граничным условиям р{ = ацщ на Аа и ut = fi
на Аи, работа же Ж\ относится к полю перемещений и], которое
удовлетворяет только граничным условиям u*l=fl на Аи.

В § 4.8 было дано неравенство, связанное с теоремой о ми-
нимуме дополнительной работы:

>W0- J р,щdA. (11)
А«

Здесь Жо — работа деформации, относящаяся к полю напряже-
ний оц, которое удовлетворяет уравнениям равновесия, уравне-
ниям совместности и граничным условиям pt = ацп$ на Аа и
условиям щ = fi на Л„. В то же время Жа — это работа дефор-
мации, относящаяся к напряженному состоянию aih которое
удовлетворяет уравнениям равновесия и граничным условиям
pi = a,ln, на Аа.

Благодаря соотношению (5) можно эти неравенства связать
между собой. Учитывая, что

±j A = Aa + Aa, (12)
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получаем следующие соотношения:

Же— $ ptutdA—\ XtutdV =
Аа

= ±П piUidA- J Plut dA- J XtUi<dV), (13)
\AU Aa V J

— J ptu,dA = ~-j( / PiUtdA— \ PiUtdA- J XlUidV\ (14)о
A

Сопоставляя соотношения (10) и (11), а также (13) и (14), по-
лучим следующее интересное неравенство:

Ж\- \pluidA-\xiu.dV>

dA- \ piUi dA-j X{ut dv\ > | piUidA -Го. (15)
jA U A 0 v j A U

4.17. Теорема Кастильяно о частной производной
работы деформации

Пусть тело V находится в равновесии под действием внеш-
них-сил Qi, Q2 Qm и опорных реакций Ru R2, • • •, Rh- К ре-
акциям мы относим только гиперстатические опорные реакции,
а именно те, которые нельзя подсчитать из условий равновесия
тела, трактуемого как твердое целое. Пусть указанные внешние
силы и опорные реакции приложены к поверхности тела. Пусть
это тело является телом Клапейрона: во время деформирования
не возникают новые реакции.

В дальнейших выкладках не будем различать силы Q\, ...
..., Qm и опорные реакции. Введем для них общие обозначения
Ри Р2, . . . , Рг, где г = m + k. Обозначим через б ь б2, . . . , бг

проекции смещения точек приложения сил Ри ..., Рг на направ-
ления линий их действия.

На основе принципа суперпозиции имеем

6t = h,P,, I, j=l, 2 г. (1)

Поэтому смещение точки i зависит от Pi, Р2, . . . , Р г. Через pjj
обозначим смещение точки / в направлении силы Р,-, вызванное
действием сосредоточенной силы Р, = 1.

Если сила Pi возрастает от нуля до своего полного значения,

то работа, выполненная ею, принимает значение -^ Pfii. Для со-
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средоточенных сил получим

Я = уЛ6|=4М^- (2)
Работа внешних сил, по теореме Кастильяно равная работе де-
формации, является квадратичной функцией сил Ри Р2, . . . , Рг-
Трактуя силы как независимые переменные, имеем

В силу теоремы взаимности $ц = р;*. Поэтому

Это и есть теорема Кастильяно о частной производной работы
деформации. Она утверждает, что частная производная работы
деформации по силе Pi равна смещению точки i в направлении
действия этой силы.

Если предположить, что опоры сконструированы так, что не
допускают смещения в направлении действия опорных реакций,
то из формулы (4) вытекает, что

-Ц- = 0, / = 1 , 2 к. (5)

Уравнений этого типа получим столько, сколько независимых
опорных реакций. Из соотношения (2) видно, что уравнения (5)
образуют систему k неоднородных линейных уравнений, в кото-
рых неизвестными являются опорные реакции R\, . . . , /?>,. Урав-
нения (5), будучи следствием общего уравнения (4), составляют
содержание теоремы Менабри о наименьшей работе деформации.

Уравнения (4) и (5) имеют важное значение в статической
строительной механике, статике балок, рам, арок и ферм. Чи-
тателей, заинтересовавшихся этими теоремами, мы отсылаем
к работе Новацкого1), в которой также дано краткое доказа-
тельство утверждения, что соотношения (5) приводят к мини-
муму работы деформации.

4.18. Теоремы существования решения
дифференциальных уравнений эластостатики

До сих пор мы молчаливо предполагали, что решение задач
эластостатики существует. Проблема существования решения яв-
ляется одной из труднейших задач каждой теории. Доказатель-
ство этой теоремы в эластостатике требует использования боль-

Nowacki W., Mechanika budowli, t. 1, wyd. 2, PWN, Warszawa, 1964.
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шого числа вспомогательных математических средств, главным
образом из области теории потенциала и теории линейных инте-
гральных уравнений. Проблемой существования решения диф-
ференциальных уравнений эластостатики занимались многие из-
вестные математики: Фредгольм'), Лауричелла 2 ) , братья Кос-
сера 3), Корн4), Лихтенштейн5) и Г. Вейль6).

Общая идея доказательства теоремы существования решения
состоит в преобразовании системы дифференциальных уравне-
ний эластостатики в систему линейных интегральных уравнений
второго рода и исследовании существования решения этих урав-
нений.

Иной дорогой пошли братья Коссера, используя метод раз-
ложения решения уравнений эластостатики в ряды по «собствен-
ным функциям». Этот путь является одновременно новым мето-
дом решения дифференциальных уравнений эластостатики.

Ниже мы подробно изложим доказательство Лихтенштейна
теоремы о существовании решения. Это доказательство является
достаточно компактным и, видимо, наиболее простым. Затем мы
кратко обсудим теорему братьев Коссера.

1. Доказательство Лихтенштейна. Рассмотрим первую крае-
вую задачу эластостатики. Требуется доказать, что существует
решение системы уравнений

V * U | + &;., = 0, x e = F , k=l+-, (1)

с граничными условиями

И| = £/|(У), у е А (2)

Известно, что при отсутствии массовых сил дилатация е является
гармонической функцией и удовлетворяет уравнению

V2e = 0. (3)

») Fredholm I., Solution d'un probleme fondamentale de la theorie de
l'easticite, Arkiv for Matematik, Astronomi och Fysik, 2 (1906), 3—8.

2 ) Lauricella G., Atti Reale Accad. Lincei, Rendiconti, Classe di scienze
fisiche, mathematiche e naturali, 15, ser. 5 (1906), 426—432; 16, ser. 5 (1907),
373

' 3 ) Cosserat E., Cosserat F., С R. Acad. ScL, 126 (1898), 1089; 127 (1899),
415; 133 (1901), 145, 271, 326, 361, 382.

4 ) K.orn A., Sur les equations de l'elasticite, Annales de I'ecole normale
superieure, 24, ser. 3 (1907), 9—75.

5 ) Lichtenstein L., Ober die erste Randwertaufgabe der Elastizitatstheorie,
Mathematische ZeUschrift, 20 (1924), 21—28.

e ) Weyl H., Das asymptotische Verteilungsgesetz der Eigenschwingungen
eines beliebig gestalteten elastischen Korpers, Rend, Circ. Mat, Palermo. 39
(1915), 1-49.
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В связи с этим систему уравнений (1) удается представить
в виде гармонических уравнений

) 0. (4)

Функции Ui + Yxie являются гармоническими.

Предполагаем, что функции ut имеют в области V непрерыв-
ные производные третьего порядка, а на поверхности А — непре-
рывные производные первого порядка.

Обозначим через G(x, | ) функцию Грина для уравнения Ла-
пласа замкнутой области. Функция G должна удовлетворять
уравнению

V2G (х, I) = 4яб (х - 1 ) , V2 = -±- -£-, (5)
с граничным условием

G(y, | ) = 0, У Е А (5а)

Введем обозначение Vi = Ui-{-'-„ xte и воспользуемся теоремой

Гаусса — Остроградского

J (v^G-G\*vt)dV-](vt¥L-G%L)dA. (6)
V А

Учитывая формулы (4), (5) и (5а), имеем

4л J б (х - 6) [ В | (х) + | xte (x)] dV (x) =
v

= J [«i(У) + 4 Vfi(У)] Ё£^г1 dA(У)' У е Л> х> б е К,

или после замены 5 на х и использования условия (2)

(7)

В выражении dG/dn дифференцирование по нормали относится
к переменным г/<. Первый член правой части уравнения (7)

(8a)

можно трактовать как решение уравнения Лапласа
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с граничным условием

Vt = U,(y), y e Л. (8в)

Применим теперь преобразование (6) к уравнениям (3) и (5),
принимая во внимание граничное условие (5а):

4л J е (х) 6 (х - 1 ) dV (х) = J е (у) д0{* l) dA (у).
V А

Отсюда после замены \ на х имеем

Исключая из уравнений (7) и (9) величины тг-^е и учитывая

(8а), имеем

щ (х) = Vt (х) + JL J (yf - X j) e (у) ™jfcA dA (у). (10)

Функции Vi(x) имеют в У + Л непрерывные частные производ-
ные первого порядка. Из уравнений (10) находим

А ' (И)

Преобразуем эти уравнения, принимая во внимание соотноше-
ние (9):

^ ^ l ^ ^ - d A ( y ) . ( 1 2 )

Обозначим через р расстояние между точкой x e F и точкой
у е Л ; p = [{xt — yt){xt — yt)\'*. Учитывая, что

dG дО х, - у,
c o s a i - _ . = 1 - , cosa, ^ — ,

или
. dG dG

W X ) р

преобразуем уравнение (12) к виду
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Перейдем теперь от точки х е У к точке у е Л . Этот переход

требует исследования поведения функции р , , . Лихтенштейн

для этой цели использует рассуждения Леви •).
Поместим в точке у е Л вспомогательную систему коорди-

нат а,- так, чтобы ось ст3 была направлена по отрицательной нор-
мали к Л, а оси ai, 02 были касательными к линиям кривизны
в этой точке. Уравнение поверхности А можно в окрестности
точки у выразить в виде ряда

а з ~ 2~(( a C T + аа1) + ьза1)

Величины <х\ и а2 обозначают главные значения кривизны
в точке у. Согласно Леви,

Функция Q(a,\) имеет в окрестности точки у частные производ-
ные первого порядка. Эти производные при сближении точки х
с точкой у стремятся к бесконечности как 1/р. Для

дЮ (а, х)
у др даа

получается выражение

др дп рЗ i Vi V > ) - ~ дп \р) 1^ ' '

где Qi — ограниченная функция.
Рассмотрим теперь выражение

при переходе от точки Х Е ^ К точке у' е А. На основе известной
теоремы теории потенциала найдем при таком переходе следую-
щие уравнения:

Р (у') = 2пе (у') - j - L ^ e (у) dA (у),
А (16)

д
') Levy P., Ada Math,, 42 (1919), 207—267.
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Вернемся к уравнению (13) и совершим переход от точки х е У
к точке у ' е Л . При этом мы получим следующее интегральное
уравнение:

= -3TW Л (У'> ~ 4п(ц++ 5ц) J Р' W5ц)

Ядро интегрального уравнения (17)—функция р/ , при

у'—*у стремится к бесконечности как 1/р. Отсюда получаем, что
уравнение (17) является интегральным уравнением Фредгольма
второго рода с ядром, имеющим слабую особенность. Поэтому
к уравнению (17) можно применить общие методы теории ин-
тегральных уравнений Фредгольма второго рода, а также тео-
рему о существовании решения интегрального уравнения этого
типа.

Требуется показать, что интегральное уравнение (17) имеет
решение для каждой функции Л(х). Пусть е{у')— решение урав-
нения (17), а е(х) определяется формулой (13). Докажем сна-
чала, что е(х) является потенциальной и регулярной функцией
в V, т. е. что е(х) удовлетворяет уравнению (3). Так как

V2A(x) = 0 (18)

в силу уравнения (86) и соотношения (11), то остается пока-
зать, что функция

удовлетворяет в V уравнению Лапласа V2M = 0.
Обозначим через "^(х) регулярную и потенциальную в V

функцию, непрерывную в V -\- А. Предположим, что эта функция
принимает на Л'значения е(у). Тогда

xtW (х) = - 1 - J -^ G (у, х) xt e (у) dA (у). (20)
А

Но

V2 [ д : ^ (х)] = 2 ^ - , поскольку V 2^ = 0. (21)
ОХ»

Применяя к функциям xf¥ и G преобразование (6), получим

' А

(22)
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Учитывая формулу (20), получим из (22)

v A (23)

Напишем выражение

N = irI:iG^^4rldvm' (24)

' V '
которое, принимая во внимание формулу (23), приведем к виду

р -£шеN=i J
А

Применяя к выражению (24) оператор Лапласа, находим

— — v2 [Git X)
 dW { l ) dV (I) —

* »

) = 0. (26)

Из формул (25) и (26) вытекает, что тогда и V2M = 0. Так как
V 2 W(x)=0 и V 2 M(x)=0, то из уравнения (13) вытекает, что
V2e = 0, что и требовалось доказать.

Пусть щ{\)—функции, описываемые уравнением (10). Из
уравнений (10) и (11) вытекает, что е = «,,<. Так как уравне-
ния (10) и (3), а также соотношение е = и,, г приводят к урав-
нениям (7), то щ являются решениями задачи.

Мы доказали, что интегральное уравнение (17) имеет реше-
ние. Если бы уравнение (17) не имело решения, то существовало
бы решение однородного уравнения, которое получится, если
в уравнении (17) положить Л = 0. Это означало бы, что суще-
ствует нетривиальное решение уравнений эластостатики (1) при
нулевых перемещениях на границе, а это невозможно.

2. Доказательство Коссера. Рассмотрим сначала вспомога-
тельную задачу. Решим систему уравнений

\-ke,t = Q (27)

при однородных граничных условиях на поверхности Л.
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Разыщем такие значения величины k, трактуемой как пара-
метр, для которых уравнения (27) имеют решение, равное нулю
на границе А. Можно найти бесконечно много таких значений k,
составляющих последовательность ku k2, ... . Каждому значе-
нию ka соответствует собственная функция «(

г

а) и е(а) = ufy,
а = 1 , 2, 3, . . . .

Братья Коссера показали, что все собственные значения ka

являются действительными и лежат в промежутке от —с» до

1 и поэтому соответствуют значениям k = 1 -\ , меньшим еди-
ницы, что при К, у. > 0 невозможно. Эти значения не соответ-
ствуют поэтому реальным упругим постоянным.

Покажем, что дилатации е<а\ . . . , е<Р> удовлетворяют усло-
виям ортогональности

a^p. (28)
v

С этой целью рассмотрим два различных параметра ka и k$ и
соответствующие им функции ufK u\&K Эти функции должны
удовлетворять уравнениям

0, (29)
/ ^ j 0. (30)

Умножая первое уравнение на uf\ второе на и'."', вычитая по-
членно результаты и интегрируя по области V, получим следую-
щее соотношение:
J (ufWuf — «(«)V2«</i) dV + J [katifey — АрИ^еЭД dV = 0. (31)
V V

З а м е ч а н и е . В формуле (31) не следует суммировать ни
по I, ни по а, ни по pi

Используя теорему Гаусса — Остроградского, имеем

j 1«Р ~ t ~ "la) -sJ- ) d A + 1 *- [Wft. i ~ e(a)e(P)ldV ~
A

°- (32)

Поверхностный интеграл исчезает, так как собственные функции
принимают нулевые значения на границе. Преобразуя далее
(32), имеем

ka J ufWa\ dA — kpj ufe^\ dA = (ka — ftp) J e<a>e<P> dV. (33)
A A V
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И здесь поверхностные интегралы исчезают на основе тех же со-
ображений. Так как предполагалось, что ka ф £р для а ф р, то
получается соотношение ортогональности

0, аф£. (34)
v

В дальнейших выкладках будем считать функции е(а\ е®) норми-
рованными так, что

Je«Ve>dl/ = 6op. (35)
v

Приступая к решению уравнений в перемещениях

У2ы, + /ге,, = 0 (36)

с граничными условиями и,-= £Л(х), х е Л, будем искать ре-
шение ы,- в следующем виде:

Пусть функции Vi(x) удовлетворяют уравнениям Лапласа

V%(x) = 0, x e V , (38)

с граничными условиями

Vt(x') = Ut(x'), x ' e A (39)

Сразу видно, что уравнение (37) удовлетворяет граничным усло-
виям на А, ибо и(,а) = 0 на Л и Vt(x) принимает на А значе-
ния С/,(х).

С целью определения коэффициентов аа разложения функции
«Г(Х) в ряд подставим выражение (37) в систему уравнений
в перемещениях (36). Таким образом получаем систему урав-
нений

^j-e,{ = 0 , (40)

Первый член этого уравнения исчезает в силу формулы (38).
Далее, учитывая уравнения (29), после преобразований прихо-
дим к уравнению

* , - S f l e < " V « O . (41)
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Эти уравнения интегрируем по хс

со
«(х). (42)

а=1

Умножим уравнение (42) на е^(х) и проинтегрируем по об-
ласти V. Учитывая условия ортогональности, получим

A e = afl. (43)
V a=l

Таким образом определены коэффициенты ар, входящие в урав-
нение (37).

Для полного доказательства существования решения следует
показать, что ряд (42) сходится и действительно представляет
функцию Ф(х) = Vit i').

4.19. Уравнения эластостатики в ортогональных
криволинейных системах координат

До сих пор мы использовали прямоугольную декартову си-
стему координат. Однако оказывается, что во многих задачах
теории упругости удобнее пользоваться ортогональными криво-
линейными системами. Так, в осесимметричных задачах удобнее
пользоваться полярной или цилиндрической системами коорди-
нат. В задачах, связанных с деформированным состоянием шара,
оказывается удобной сферическая система координат, и т. д.

Рассмотрим три функции a* (i = 1, 2, 3), связанные с декар-
товыми координатами зависимостями:

а{ = а1(хи х2, х3). (1)

Предположим, что а* являются произвольными линейно незави-
симыми однозначными функциями координат хи дифференци-

') В доказательстве, данном самими Коссера, имеется ошибка. Исправ-
ленное доказательство теоремы существования методом Коссера дано
С. Г. Михлиным.

Михлин С. Г., О функциях Коссера, Сб. Проблемы математического ана-
лиза. Краевые задачи и интегральные уравнения, Изд-во ЛГУ, 1966,
стр. 59—69.

См. также
Михлин С. Г., Дальнейшее исследование функций Коссера, Вестник ЛГУ,

№ 7 (1967), 96-102.
Мазья В. Г., Михлин С. Г., О спектре Коссера уравнений теории упру-

гости, Вестник ЛГУ, № 13 (1967), 58—65.
Михлин С. Г., Некоторые свойства спектра Коссера пространственных и

плоских задач теории упругости, Вестник ЛГУ, № 7 (1970), 31—45.
Победря Б. Е., О разрешимости задач теории упругости контактного

типа, ПММ, вып. 4 (1969), 760—763. — Прим. перев.
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руемыми относительно этих переменных. Уравнение (1) опреде-
ляет преобразование координат. Это преобразование будет обра-

тимым, если якобиан
да{ отличен от нуля. Тогда

= xl(ai, a2, а3). (2)

Тройки чисел щ определяют точки в трехмерном евклидовом
пространстве. Соотношение а,- = const является уравнением по-
Еерхности. Для i = 1, 2, 3 имеем три семейства поверхностей.
Точка пересечения этих трех поверхностей однозначно опреде-
ляет точку х в пространстве. На рис. 4.4 представлены поверх-

РИС. 4.4.

ности а,- и координатные кривые af. Предположим, что система
координат а, является ортогональной.

В прямоугольной декартовой системе координат квадрат эле-
мента длины ds выражается формулой

з
ds2 = 2 dx]. (3)

Исследуем, какое значение примет ds2 при переходе к ортого-
нальной криволинейной системе. Так как ')

з

^rdalt (4)

то

ds2 dx. dx.S dx. dx.
(5)

') Ввиду возможной неоднозначности чтения формул мы здесь отказа-
лись от правила суммирования.
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ds2= 2

ИЛИ

где

да, да, '

Это основная квадратичная форма в евклидовом пространстве.
Симметричный тензор второго ранга gij, называемый метриче-
ским тензором, характеризуется матрицей

\\gil\\

g\l g\2 gl3

g2\ g22 &23

g3\ g32 #33

Можно показать, что определитель этой матрицы \gij\ положи-
телен. Квадратичная форма (5) является положительно опреде-
ленной независимо от того, какие действительные значения при-
нимают дифференциалы dai. Для криволинейных ортогональных
координат метрический тензор имеет только составляющие, ле-
жащие на главной диагонали, а определитель матрицы прини-
мает значение \gu\ = gng22gzz-

Величины gu можно интерпретировать следующим образом.
Рассмотрим точку (а\, а2, а3) и перейдем вдоль координатной

кривой ai к точке (ai + da\, a2, a 3 ) . Расстояние между этими
точками обозначим через ds\. Из формулы (5) при da2= daz= 0
имеем

Это расстояние между двумя точками, параметры которых отли-
чаются на dai. Проекции элемента dsi на оси Х\, Х2, х3 выразим
формулой

dxk

dxk = -j£- da^ k=l, 2, 3.

Направляющие косинусы элемента dsi в системе координат
примут вид

dxk
dxk 1, 2, 3.

Так как

то
= Vg ds2 = V g22 da2, ds3 = Y £зз da3, (7)

ds2 = ds\ 4- ds\ -f- ds\ = gn da] + g22 da\ + g33 daj =

•• hi dai -f hi dai -{-hi day (8)
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Рассмотрим две близкие точки деформированного тела:
точку Р с координатами а; и точку Q с координатами аг- -+- da,-.
В результате деформации тела эти точки переходят в У и Q'.
Координаты точки Р' обозначим через оц -+- £,-, точки Q' — че-
рез оц + da,i + U + dli.

Если up (P = 1,2, 3) обозначают составляющие перемещения
точки Р в направлениях ai, a2, аз, то, согласно формулам (7),

Ui = hili, ы2 = /г2|2, ы3 = Лз1з, hi = Vgi{- (9)

Рассмотрим линейный элемент PQ = ds, который после де-
формации переходит в ds'= P'Q''. В криволинейной системе ко-
ординат

з
ds2 = h\ do? + h\ da\ + Л§ da\ = 2 Л? da?

и

(ds')2 = 2 Л2 (a, + | „ a2 + S2, a3 + 1 3 ) (da, + d^f. (10)

Разложим Л2 (a, Ц-Ер a

2 + £г> а з И— ё3)
 в РЯД Тейлора в окрест-

ности точки а ь а2, а3:

*?(ар а2' аз) + S(W") E/ + • • • •
1 'V0

)

В этом разложении сохраним только линейные члены, считая
приращения |3- бесконечно малыми величинами.

Имеем далее
з д1

(da, + dg,)2= da2 + 2 da, d£, + d£f « ^a? + 2 S Ж " dai d a ' '

Подставляя последние соотношения в (10) и пренебрегая чле-
нами, содержащими произведения |^ и д%^дщ, окончательно по-
лучаем

( ^ ' ) 2 = S SJGi/da^, (11)
где

(

Рассмотрим линейный элемент ds\ длиной ds\ = h\da\. После
деформации его длина изменится и составит ds\ = YGndal.
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Рассмотрим нормальную деформацию в направлении, касатель-
ном к координатной линии а\. Имеем

е„
dsx — rfs,

ds,
= у 1 +

Итак, нормальная деформация в направлении, касательном к ко-
ординатной линии cci, равна

Gu-h] dlt
e" = J A? da,

Учитывая формулу (9), окончатель-
но получаем

е = (
d a , V А,

РИС. 4.5.

2h] ft да, h,
(13a)

Перейдем к вычислению деформаций ец для i Ф /. Рассмотрим
криволинейный треугольник PQR в недеформированном состоя-
нии (рис. 4.5). После деформации этот треугольник переходит
в P'Q'R', причем

P'Q' = VG7idau P'R' =

R'Q' • - G22 da\ — 2G | 2da, da2.

Угол ф*1 2 ) между сторонами P'Q' и Я'/?' после деформации най-
дем из теоремы косинусов

R'Q" = p ' Q ' 2 + p'R'2 - 2P'Q' • P'R' cos <pf,. 2).

Отсюда для малых деформаций

cos Ф;,_ = cos ( | - p12) = sin p i 2 ~ p i 2 = £ " .

t .
Вводя обозначение eJ2 = -̂ - p ! 2 и учитывая, что у G , ^ » Лд/г2,

получим
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Обобщая наши рассуждения на деформации гц, имеем, учиты-
вая формулы (9) и (12),

или

е»/ 2 AfA 2hjh

1. Цилиндрическая система координат (г, в, г). Декартова си-
стема координат и цилиндрическая система координат связаны
следующими соотношениями:

x{ = r cos 0, jc2 = /"sin9, x3 — z,

0^Г<ОО, О^0^2я, 0O<2<OO,

из которых вытекает, что

ds2 = dx\ + dx\ -f dx\ = dr2 + r2 dQ2 + dz2.

Согласно формуле (5), имеем
/j2 — rt — 1 /?2 — re — f-2 /j2 —, *y — 1

" I 611 '> " 2 622 ' ' " 3 633 1ш

Вводим следующие обозначения:

ы, = иг, «2 = «е. «з = «г,
6] 1 = = 8 Г Г > 622 = = 6gg, 833 = = 8 г 2 ,
е12 = = егв> Е23 = = eGz> e31 = E " 8 zr-

Из формул (13а) и (14а) получим следующие соотношения ме-
жду деформациями и перемещениями:

_диг

~~dF
_ J _

e e ~

див , 1 3u2

~дТ + Т ~ЬТ

Напряженное состояние описываем в криволинейной системе ко-
ординат таким же способом, что и в декартовой системе. Напря-
жения, действующие ортогонально к искривленным граням эле-
мента, обозначим через огг, сгее, 0«> касательные напряжения —
через arz, are, ввг- Направления векторов этих напряжений пока-
заны на рис. 4.6.
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Связь между напряжениями и деформациями дается форму-
лами

а„ = 2цегг + Хе, схев = 2цеее + Яе, azz = 2цег2 + Хе,

огв = 2цггв, а е г = 2цее г ) а2Г = 2цегг, (16)

е = e r r -f- е е в -f- ezz.

Если мы имеем дело с осесимметричным деформированным со-
стоянием тела относительно оси г, то деформации не зависят от
угла 8. В этом случае «в = 0 и еге = е2е = 0. Если, кроме того,
деформации не зависят от г, то «в = иг = 0, е22 = 0, еге = 0,
еГ2 = 0, ев2 = 0.

2. Сферическая система координат (/?, Ф, q>). В этой системе
(рис. 4.7)

х2 = R sin d sin ф, х3 = RcosQ,

0 < г < о о , 0 < ф < 2 я , 0

Так как

ds2 = dx\ + dx\ + Ле| = dR2 + /?2 sin2

TO

Л? — * ц = 1. Al = g2 2 = /?2sin2ft, hl = g33 = R2.

Вводя обозначения щ = uR, щ = иф, «3 = "в и

е п = = 8 л л > е22 = еф<р> езз = е м , 823 = 8,^, е 3 1 = е в Л , е 1 2 = е Л ф ,

получим из формул (13а) и (14а) следующие формулы для
деформаций:

duR

> i? a» ^ /? •
_ W I duR и ди9\

2 Vflsinfl дц> R ^~ dR Г

_ 1 / 1 du9 uv

— T ^ ~Ж ~ ~R~ C t g *
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Напряжения связаны с деформациями следующими зависимо-
стями:

(Тфф = 2цефф + Яе, а^
(18)

В частном случае, когда деформированное состояние характери-
зуется центральной симметрией, деформации становятся функ-
циями только переменной R. Поэтому

duR uR
&RR = ~bW' e<fv — eoe = ~R~ • е«Ф — 8<pfl = еш ~ °-

Из уравнений (18) вытекает, что в этом частном случае

<*RR = 2ц.еЛЛ + Я,е, а ф ф = а о т = 2цеф ф + Яе,

оЛф = стФв = (Гад = 0, « = е ^ + 2ефф==-^- + 2 - i .

Остается дать уравнения равновесия в ортогональных кри-
волинейных координатах. Эти уравнения получим общим спосо-
бом, применяя теорему о минимуме потенциальной энергии. Эга
теорема, записанная в прямоугольной системе координат, имеет
вид

з з
=\42lXt6uldV+ j^ptbutdA. (20)

V i=l Ад f = l

Предположим, что на всей поверхности тела заданы перемеще-
ния. В этом случае по предположению, что вариация би, равна
нулю на поверхности А, на которой были заданы перемещения,
исчезает поверхностный интеграл в уравнении (20). Так как

V 1=\

то из уравнения (20) имеем

( зз

1=1 /=! i=\

Перейдем к криволинейной системе координат аг-. В этой
системе массовые силы Х{(щ) действуют в направлении коорди-
натных линий а* на вариациях перемещений
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Для вариации деформаций имеем следующие выражения, кото-
рые выводятся из формул (13а) и (14а):

(22)

Учитывая еще, что

dV = dxx dx2 dx3 — g da{ da2 da3, dxt = ht da{,
где

g = (gug22g33)'' = hxh2hz,

уравнения (21) представим в ортогональной системе координат
в следующем виде:

( з з з з \

2 go и бен + 2 S ^И 6гИ - S 2Xihl b l i da> ̂ «2^3=0, (23)
t=-l 1=1 /=1 i=\ 1

i Ф U

Подставляя формулы (22) в (23), получаем
f V I

V i=i\ y

d h l

- Xighi 6h da, da2 da3 = 0. (24)

Члены, содержащие первые производные вариации б£,-, проинте-
грируем по частям по формуле

a)=\f 6U cos (n, a,) dA (a) - J JL Щ, dV (a)
k

V k

и используем предположение, что 6£, = 0 на поверхности А. Та-
ким способом преобразуем уравнение (24) к виду

Г d ( ) '4
о

S i ( ^ г ) = ° - (25)

Так как вариация б^ произвольна, выражение в квадратных
скобках должно обращаться в нуль. Таким образом мы полу-
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чили уравнения равновесия

2 ( « ^ ) _а (26)

В цилиндрической системе координат (г, 0, г) из уравнений
(26) получим следующие уравнения равновесия:

, дагг . агг — аде • v п

дв + dz "+" ~^ hA r —U,

(27)

dazz ^^ orz

Если напряжения в уравнениях равновесия выразить через
деформации, а эти последние через перемещения, то получим
уравнения в перемещениях в цилиндрической системе координат:

(28)

Здесь

В сферической системе координат (R, •&, ф) из (26) находим
следующую систему уравнений равновесия:

dR ^ Л s i n *

"• R s i n * ~dq> ' ~R



4.19. Уравнения эластостатики в криволинейных координатах 179

Учитывая формулы (17) и (18), из уравнений (29) получим
следующие уравнения в перемещениях:

2 Г 1 3 1 <Эиф

c o s *

~

где

! d



Глава 5

ПРОСТРАНСТВЕННЫЕ ЗАДАЧИ ЭЛАСТОСТАТИКИ

5.1. Частные решения. Метод Треффца1)

В настоящей главе мы будем рассматривать важнейшие ме-
тоды решения уравнений эластостатики в перемещениях

i + (l + ii)u1,ji + Xi = O, / , / = 1 , 2 , 3 . (1)

Среди решений системы уравнений (1) важное значение имеют
частные решения, т. е. решения, которые удовлетворяют системе
уравнений в перемещениях, но не удовлетворяют граничным ус-
ловиям или удовлетворяют только некоторым из них. Из част-
ных решений uj можно составить общее решение в виде либо ко-
нечного, либо бесконечного ряда ы,- = 2 а^Ш, причем коэффи-

v
циенты a v следует выбрать так, чтобы были выполнены все гра-
ничные условия.

Среди частных решений системы уравнений (1) особого вни-
мания заслуживают так называемые фундаментальные решения,
отвечающие действию сосредоточенных сил в неограниченном
упругом пространстве. При помощи этих фундаментальных ре-
шений можно найти решения для ограниченной области, приме-
няя формулы Сомильяны и Грина (§ 4.13 и 4.14).

Возвращаясь к уравнениям (1), заметим, что при отсутствии
массовых сил дилатация е = uiti является гармонической функ-
цией. Это легко доказывается дифференцированием уравнений
(1) по Xt с последующим свертыванием. Тогда имеем

Ui.ui + ku^ju — O, £ = ! + — .

откуда
V2e = 0. (2)

1) Треффц Е., см. список литературы.
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Применяя к формуле (1) оператор Лапласа и принимая во вни-
мание соотношение (2), получим при Х{ = О

= 0 (3)

Составляющие вектора перемещения удовлетворяют бигармони-
ческому уравнению, т. е. являются бигармоническими функ-
циями. Разыскивая частные решения уравнений (3), восполь-
зуемся теоремой Альманси ' ) , которая гласит, что каждая функ-
ция вида

удовлетворяет бигармоническому уравнению, если функции ф и
v|) являются гармоническими в рассматриваемой области.

Рассмотрим функцию / = ф + х^ и проверим, является ли
она бигармонической, если ф, if — гармонические функции.

Используя тождество

V2(uv) = uV2v + vV2u + 2vitu,,, (a)

убеждаемся, что

= 0.

Проверим теперь справедливость обратной теоремы, которая
утверждает, что для каждой функции /, бигармонической в V,
существуют функции ф и if, такие, что

Для доказательства этой теоремы следует убедиться в существо-
вании функции, удовлетворяющей двум условиям

^ = 0, V 2 (/-*i*) = 0. (б)

Второму из этих условий, учитывая формулу (а), придадим вид

n = V 2 M ) = 2if,,. (в)

Уравнению (в) удовлетворяют частные решения

i, *» *з) —^ J

Здесь х\ — произвольная точка области V. Так как

= V2 gX = ' \/2y2^ _ о,

•) Almansi E., Sull'integrazione dell'equazione differenziale VZ n« = 0,
Ann. Mat., Ill, № 2 (1899).
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то функция У2ф зависит только от переменных х2, х3, т. е.

Щ = v {х2, х3).

Определим теперь функцию \|з так, чтобы

V2$ = {д\ + dl) | = - v (x2, * 3 ) .
и положим _

г|> = й + ̂ . (г)
Легко проверить, что выражение (г) удовлетворяет обоим усло-
виям (б). При проверке второго из условий (б) нужно иметь
в виду, что функция ip не зависит от переменной Х\.

Если в выражении

функции ф и ч]) являются гармоническими, то функция / является
бигармонической. Это легко проверить, используя тождество (а).
Имеем

= 6г|>

8У2г|з + 4R dRS/2ty = 0.

Легко можно доказать и обратную теорему, гласящую, что для
каждой функции /, бигармонической в области V, существуют
гармонические функции ф и i|>, такие, что f = <р + #2т|>-

Выбор частных решений уравнений (3) зависит до некоторой
степени от формы тела. Например, в случае упругого полупро-
странства Хз ̂  0 Треффц (см. список литературы) выбрал для
перемещений щ следующий вид:

0, / = l , 2, 3. (4)

Удобство этого выбора в том, что на границе х3 = 0 заданные
перемещения равны функции ф*. Поэтому можно простым спо-
собом определить функцию ф*, решая уравнение Лапласа

= 0, * ~ 1 , 2, 3, (5)

с граничным условием

ф/(*1, х2, 0)=Ul(xl, x2), (6)

где Ut — заданное перемещение.
Функции ф,- и Xi связаны между собой. Их связывает система

уравнений в перемещениях (1). Подставляя формулы (4) в (1),
находим соотношение

L«*0. (7)

Мы значительно упростим это соотношение, если примем, что
X» = *!>,<> причем г|з также является гармонической функцией. Это
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приводит соотношение (7) к виду

Проинтегрируем это уравнение по хи а постоянную интегрирова-
ния возьмем равной нулю. Тогда

4 > . з = * - я + з̂ ц Ф*-* и л и * . 3 e — з1Г47ф*-*- ( 8>

Если на границе упругого полупространства дгз ̂  0 заданы пе-
ремещения Ui(X[,x2), то следует идти таким путем. Решая урав-
нения Лапласа (5) с граничными условиями (6), находим функ-
ции ер*. Из этих функций образуем дивергенцию (величину q>h,h)
и подставим в правую часть уравнения (8). После интегрирова-
ния этого уравнения получаем функцию \|>. Зная функции <р и ф,
можно определить поле перемещений

и* = Ф* + *з*. *. (9)
В задачах, касающихся действия сосредоточенных сил в не-

ограниченном упругом пространстве, деформации шара и ци-
линдра, удобно принять следующее предположение относительно
составляющих вектора перемещения:

и< = Ф| + (Я а -а ' )+. ! , (Ю)
где а — постоянная. Подставляя соотношение (10) в уравнения
в перемещениях (1), приходим к уравнению

2ф. | + 4£.1 + * ( ф * . * + 2 0 , | = 0, (11)
где

Интегрируя уравнение (11) по х{ и приравнивая постоянные ин-
тегрирования нулю, получим обыкновенное дифференциальное
уравнение

Это уравнение интегрируем по радиусу R:

R

J
I—2v

Постоянную интегрирования С следует выбрать таким образом,
чтобы \|з была гармонической функцией. Если начало координат
является регулярной точкой рассматриваемой области, то еле»
дует положить С = 0, а интегрирование начинать от нуля.
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Удобство такого способа построения частных решений со-
стоит в том, что решение задачи частично сводится к решению
известных граничных задач теории потенциала. Применение ме-
тода Треффца мы продемонстрируем в § 5.7, 5.9 и 5.10.

5.2. Представление Папковича— Нейбера

Весьма интересное представление решения уравнений в пере-
мещениях предложил Папкович1). Аналогичное представление,
найденное другим путем, дал Нейбер 2 ) .

Представление Папковича — Нейбера часто применяется при
решении трехмерных задач эластостатики.

Выразим перемещение и через скалярную функцию ф и век-
торную функцию if в виде

u = A grad (ф + R • i|>) + ВЦ. (1)

Здесь R является радиусом-вектором R s(x b x2,х 3 ) , а А и В по-
стоянными, которые выберем в дальнейшем так, чтобы функ-
ции ф и if удовлетворяли как можно более простым и хорошо из-
вестным дифференциальным уравнениям.

Подставим это выражение для и в уравнения в перемещениях

Учитывая, что

divw=AV2q> + AR-S/2ty + (2A + B)div\t>, (3)

приводим формулу (2) к виду

+ R • V2t] + [(I + k)(2A + B) - B J g r a d di

Постоянные А и В выбираем так, чтобы выражение во вторых
квадратных скобках равнялось нулю. Если дополнительно поло-
жить А = 1, то

') Папкович П. Ф., Изв. АН СССР, серия физ.-мат. (1932), 1425—1435.
Papkovich P. F., Solution generale des equations differentielles fondamen-

tales de l'elasticite, exprimee par trois fonctiones harmoniques, C. R. Acad.
Sci., Paris, 195 (1932), 513—515.

2) Neuber H., Ein neuer Ansatz zur Losung raumlicher Probleme der
plastizitatstheorie, ZAMM, 14, № 4 (1934).

Нейбер Г., Концентрация напряжений, Гостехиздат, М., 1947,
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Уравнение (4) будет удовлетворено, если ф и if будут удовле-
творять системе уравнений

0, (5)

0 . (6)

После исключения из уравнения (5) члена V2if получим окон-
чательно систему уравнений

4(1 - v ) V ^ + - * - * = ( ) , (7)

A = = 0 . (8)

Мы получили достаточно простой вид уравнений для функций ф
и if. Мы видим, что при отсутствии массовых сил функции ф и
if являются гармоническими.

Определение поля перемещений основано на решении неод-
нородных уравнений (7) и (8) при учете заданных условий на
границе тела. Очевидно, граничные условия будут выражены че-
рез функции ф и if. Зная теперь функции ф и if, определим поле
перемещений из формулы (1). Мы получим

u = gradfa + R-if) — 4 ( 1 — v)if, (9)
или

(9a)

В частном случае отсутствия массовых сил имеем

div u = е = div [grad (ф + R • if) — 4 (1 — v) if] = — 2 (1 — 2v) div if

Дилатация является гармонической функцией согласно уравне-
нию (2) § 5.1. Вектор угла поворота w примет вид

w = -2" rot u== — 2(1 —v) rot if;

поэтому
У2© = - 2 (1 — v) rot V2if = 0.

Вектор со также удовлетворяет уравнению Лапласа, Т. е. ЯЁ-
ляется гармоническим вектором.

Для напряжений ац получаем следующие формулы:

аЦ = 2ц [Ф, „ - 2 (1 - v
где
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Укажем другой путь вывода решения Папковича — Нейбера,
принимая за исходную позицию представление Гельмгольца

u = A grad Ф + В rot V. (11)

Из векторного анализа известно, что такое представление век-
тора возможно всегда; это есть не что иное, как выражение его
в виде суммы градиента некоторого скаляра и ротора некоторого
вектора. Для определения вектора W следует добавить к (11)
условие

divY = 0. (12)

Подставляя формулу (11) в систему уравнений в перемещениях

V2u + ftgraddivu = O, ^ l + ^ - j - L , (13)

получим уравнение

2Л (1 — v) V2 grad Ф + В (1 — 2v) V2 rot Y = 0.

Полагая Л = —(1 — 2v) и В = 2(1—v), получим уравнение
Лапласа

V2 (grad Ф — rot V) = 0. (14)

Выражение в скобках является гармонической векторной функ-
цией. Обозначим ее через

2Ц = ёта<1Ф — rot Т . (15)

После выполнения в уравнении (15) операции дивергенции по-
лучим уравнение Пуассона

У*Ф = 2 div •, (16)

решением которого является функция

Ф-=Ф + 11-1>, (17)

где ф — произвольная гармоническая функция.
Если подставить (17) в (11) и учесть соотношение (15), то

получим уже найденное выше представление поля перемещений
через четыре гармонические функции

u = gradfa + R-ip) — 4 ( 1 — v)ip. (18)

Соотношения (14) и (15) мы используем при установлении связи
решения Папковича — Нейбера с решением Галеркина, которое
будет обсуждаться в следующем параграфе.

Как мы уже упоминали, метод Папковича — Нейбера часто
используется при решении трехмерных задач. Интересно и то,
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что он применяется также к решению двумерных задач, где его
вид аналогичен. Для решения многих задач достаточно трех
функций г|з,-. Так, в случае действия сосредоточенной силы в не-
ограниченном упругом пространстве мы полагаем ф = 0, а функ-
ции y\>i определяем из уравнения (8). Для решения задачи об
упругом полупространстве, нагруженном перпендикулярно к гра-
нице, достаточно трех функций: <р и if = (фь фг, 0).

Возникает вопрос, является ли решение, найденное при по-
мощи только трех функций Папковича — Нейбера, полным. На
эту тему возникла обширная дискуссия и накопилась уже об-
ширная литература ' ) . Две теоремы, касающиеся этой проблемы,
сформулировал Слободянский. В первой утверждается, что
функцию ф можно без ограничения общности принять равной
нулю, если рассматриваемая область является ограниченной и
односвязной или если она является внешностью некоторой замк-
нутой поверхности. Во второй теореме утверждается, что без
ограничения общности одну из функций tyi всегда можно поло-
жить равной нулю.

Вторая теорема была подтверждена Юбенксом и Стернбер-
гом, однако с некоторыми ограничениями относительно геометри-
ческих свойств поверхности. Эти авторы доказали, кроме того,
что первая из теорем Слободянского не справедлива в случае,
если величина 4v является целым числом.

Исследуем теперь соотношения между функциями Треффца
§ 5.1 и функциями Папковича — Нейбера. В § 5.1 мы приняли
для упругого полупространства следующие соотношения:

и, = а, + х3Р./. i=\, 2, 3, (19)

где функции аи р являются гармоническими 2 ) . Заметим, что со-
отношениям (19) можно придать вид

u = grad fop) — 4(1 —v)4>, (20)
где

— 4 ( 1 — v)i|> = (a,, a2, a3 —p).

') Слободянский М. Г., ПММ, 18 (1954), 54—78.
Сокольников И., см. список литературы.
Eubanks R. A., Sternberg E., On the Completeness of the Boussinesq —

Papkovich Stress Functions, 7. Rat. Mech. Anal., 5 (1956), 735 [русский пере-
вод: сб. Механика, № 6 (46) (1957)].

Gurtin M. E., On Helmholtz's Theorem and the Completeness of the Pap-
kovich — Neuber Stress Functions for Infinite Domain, Arch. Rat. Mech. Anal,,
9 (1962), 225.

2) Составляющая а< вектора a является гармонической функцией в
прямоугольной системе координат. Составляющие этого вектора в других
системах координат не обязаны быть гармоническими функциями (см., на*
Пример, § 5.9).
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Подставляя (20) в однородные уравнения эластостатики в пе-
ремещениях, находим, что

р 3 = div яр. (21)

Таким образом, производная функции Треффца р, взятая по х3,
связана с дивергенцией векторной функции Папковича — Ней-
бера ф.

Поэтому возможен следующий путь. Решением однородного
уравнения (8) находим функцию ib, а интегрированием уравне-
ния (21)—функцию р. Таким способом находим поле перемеще-
ний по формуле (19).

5.3. Представление Галеркина')

Очень интересное представление поля перемещений через три
функции (которые при отсутствии массовых сил являются би-
гармоническими) дал Галеркин. При выводе этих уравнений мы
будем пользоваться способом, указанным Моисилом2), в кото-
ром применяется простой формализм, пригодный для решения
систем дифференциальных уравнений.

Представим уравнения эластостатики

(1)— = 0, 6 =

в сокращенной операторной записи

где

(2)

Далее выразим перемещения щ с помощью векторной функции
следующим образом:

Xi

Хг

Хз

^ 1 2

^-22

^-32

Ь 1 3

^-23

^ 3 3

, «2 = •̂23
3̂3

«3 =

Итак, для составляющей щ получим выражение

М[ = = (^22^33 ^32-^2з) Xl — (^-12^33 ^13^3г) Х2 "Г

+ (LnL23 - L22L13) Х з = (1

^-12 Xl

^-22 Х2

^32 Хз

(3)

') Qalerkin В. G., Contribution a la solution generate du probleme de la
theorie de l'elasticite dans le cas de trois dimensions, C. R. Acad. ScL, 190
(1930), 1047—1048; 193 (1931), 568—571.

a) Moisil G. C, Asupra sistemelor de ecuatii cu derivate partiale lineare
si cu coeficient constanti, Bull. Sci. Acad. RPR, ser. A, 1 (1949).
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Если выражения (3) подставить в уравнения (2), то получим
систему трех уравнений

•t-п i-12 -̂13

'"2\ '-"i.2 '-"IZ ^ i - = 0 , / = 1 , 2 , 3 .
n

(4)

После выполнения соответствующих операций получим из урав-
нений (4) систему уравнений

Вводя три новые функции F{ = V2Xi, получим следующие соот-
ношения для перемещений:

или
u = (l -f- ^) V2F — fcgraddivF.

(6)

(6a)

Уравнения (5) приводятся к неоднородной системе уравнений

Xl = 0, (7)

X = 0. (7a)
или

Вектор F называется вектором Галеркина. Функция Галеркина
позволяет первоначальную систему эллиптических уравнений (1)
свести к трем уравнениям простой структуры, которые при Х = 0
становятся бигармоническими уравнениями. Однако за простоту
уравнений (7) приходится расплачиваться более сложным ви-
дом граничных условий. Если на поверхности, ограничивающей
тело, заданы перемещения, то в граничных условиях в соответ-
ствии с формулами (6) появляются вторые производные функ-
ции Fi. В случае заданных на границе нагрузок имеем в гранич-
ных условиях третьи производные функции Галеркина. Это вы-
текает из формул

Pi = t>t,Xe,

где

Путем подстановки убеждаемся, что напряжения (8) удовлетво-
ряют тождественно (с учетом соотношений (7)) уравнениям
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в напряжениях

+ s № + ^ ) 4 6 ^ (9)

вытекающим из уравнений совместности.
Решение Галеркина с успехом применяется для определения

поля перемещений, вызванного в упругом пространстве дей-
ствием массовых сил. Эта задача здесь упрощена, поскольку
остается только найти частные решения уравнений (7) в пред-
положении, что Fi обращаются в нуль на бесконечности.

Решение Галеркина применяется также при определении де-
формации упругого полупространства, упругого слоя и толстых
плит. В этих случаях берется либо одна, либо две функции Га-
леркина— сколько потребуется.

Известно, что в односвязной области каждую бигармониче-
скую функцию можно выразить двумя гармоническими функ-
циями. Таким образом, в решении Галеркина, в которое входят
три бигармонические функции, мы имеем дело с шестью гармо-
ническими функциями. Однако из шести гармонических функций
в решении Галеркина две функции зависят от остальных.

Ниже мы дадим другой, более наглядный способ получения
функций и уравнений Галеркина.

Если вектор перемещения мы представим по Гельмгольцу в
виде

u = —(I —2v)grad<D + 2 ( l — v ) r o t Y , divY = 0, (10)

то после подстановки формулы (10) в однородные уравнения
в перемещениях (1) получим уравнение Лапласа

V2(grad0> — rot4 r)==0. (11)

В это уравнение входят четыре функции: Ф и ^¥{, но они свя-
заны зависимостью div4p = 0. Независимыми являются только
три гармонические функции, которые обозначим через Гь Гг, Г3.
Выберем их так, чтобы

O = divr, tp^rotr. (12)

Подставляя выражения (12) в (11), приходим к бигармониче-
скому уравнению

Если выражение (12) подставим в (10), то получим

u = graddivT —2(1—v)V 2 r. (14)

Отсюда видно, что подстановка Г = —kF приводит соотношение
(14) к (6а).
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Нам остается связать функцию Галеркина с функциями Пап-
ковича — Нейбера1). Используем утверждение, что V2F яв-
ляется гармонической векторной функцией. Положим

2i|\ (15)

где ф — векторная функция Папковича — Нейбера. Выполним
в уравнении (15) операцию дивергенции

F) = 2divi|>. (16)

Сравним полученное соотношение (16) с соотношением (16)
§5.2

2 2 (17)

где я|>, ф — функции Папковича — Нейбера.
Из сравнения уравнений (16) и (17) вытекает соотношение

= <D = (p + R-i|\ (18)

связывающее функцию Галеркина с функциями Папковича—-
Нейбера.

5.4. Осесимметричное распределение напряжений.
Функция Лява 2)

Во многих задачах эластостатики мы встречаемся с дефор-
мациями, симметричными относительно некоторой оси. Осесим-
метричное распределение деформаций и напряжений, как пра-
вило, возникает в телах вращения, нагруженных осесимметрич-
ным образом, а именно в цилиндрах кругового сечения, в тол-
стых круглых плитах и вращающихся дисках. Часто приходится
также иметь дело с осесимметричным состоянием деформации
в упругом пространстве, полупространстве, в неограниченном
слое и в шаре. Вообще говоря, в этих задачах удобнее будет
применять цилиндрическую систему координат (г, ф, г). В силу
осесимметричного распределения деформаций и напряжений, пе-
ремещения, деформации и напряжения не будут зависеть от
угла ф, т. е. и = (иг, 0, иг).

Деформированное состояние характеризуется соотноше-
ниями

«г
г

^ '

l ) Mindlin R. D., Note on the Galerkin and Papkovich Stress Functions,
Bull. Amer. Math. Soc, 42 (1936), 373—376.

! ) Ляв А., см. список литературы.
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а напряженное состояние — зависимостями

агг = 2цегг + Хе, очч = 2цефф + Яе,

аГф = 0, агф = 0, (2)

Если в уравнения равновесия

ефф + егг.

д°гг . dvrz , Orr — Офф n

Л- f Oz f r

дг dz r

подставим соотношения (2), а деформации выразим через пе-
ремещения, то в результате получим систему двух уравнений в
перемещениях:

°2 де

Здесь мы ввели следующие обозначения:

у2__£ L_LJl-i-_£_ y2_^,2 L e — J-JL(r,
дг2 г дг ' дг2 ' г2 ' г дгу

Мы предположили, что действие массовых сил ограничивается
действием вертикальной составляющей X = (О, О, Xz).

Введем функции и, w, такие, что

— — =

Учитывая тождество

и интегрируя первое уравнение (4) по г, приходим к системе двух
уравнений

Эту систему можно записать в операторном виде

Luuu + Luww=0,

Lwu" + Lwww + j ± = 0.



5.4. Функция Лява 193

Введем функцию %{r,z), связанную с функциями v, w зависи-
мостями

v =
0

w — L w u %

откуда получим

du
и Iz. / v — _ _

дгдг '
(6)

Подставляя (6) в уравнения (5), убеждаемся, что первое
из них удовлетворяется тождественно, а второе приводит к
уравнению

k
Хг~ (7)

Если Хг = 0, то х является бигармоническои функцией.
Способ введения функции % указывает на то, что она яв-

ляется частным случаем вектора Галеркина. А именно, прини-
мая вектор Галеркина F в виде F в= (О, О, F3) и переходя к ци-
линдрической системе координат, получаем соотношения (6) и
уравнение (7). Функция х называется функцией Лява.

Подставим соотношения (6) в определяющие уравнения (2),
выражая напряжения через функцию х- Получим следующие
формулы:

1

2JTa~
1

2ц °rr

1
2 ц СТФ<Р

1

д
~ дг

д
~~дг

д
дг
а

дг* \'

i3L
дг

дг v—
- l

2k

Вернемся к уравнениям в перемещениях (4) и, положив
i = 0, запишем их в несколько иной форме:

(4')
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Подставим в уравнения (4') соотношения Гельмгольца

иг = — (1 — 2v)-r 2(1 —v)-3—,

(9)

полученные из формулы (10) § 5.3, записанной в цилиндрической
системе координат (здесь W = Ч^ — единственная отличная от
нуля компонента вектора W).

После простых преобразований (4') принимают вид

(10)

Положим

ф — % • *-•&• (»)

Это позволяет удовлетворить первому из уравнений (10). Под-
ставляя зависимости (11) во второе из уравнений (10), получим
для функции х бигармоническое уравнение

V2V2x = 0. (12)

Если соотношения (И) подставим в формулы Гельмгольца (9),
то найдем простое представление перемещений через функцию х-
Соотношения

S S (60

идентичны формулам (6).
Функции Лява допускают различные применения. Путь, по

которому следует идти при использовании этого метода, таков.
Сначала выражаем граничные условия в перемещениях или на-
пряжениях через функцию %. Далее решаем бигармоническое
уравнение (12) с учетом заданных граничных условий. Зная те-
перь функцию х, находим перемещения по формулам (9) и на-
пряжения по формулам (8). При решении уравнения (12) часто
используется характерное для осесимметрических задач инте-
гральное преобразование Ханкеля либо, если область огра-
ниченная (цилиндр, толстая плита), конечное преобразование
Ханкеля.

Неудобство метода Лява заключается в том, что в гранич-
ных условиях при заданных перемещениях появляются вторые,
а в случае заданных на границе нагрузок — третьи производные
функции х-
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Рассмотрим теперь уравнения в напряжениях

+ -jq-7 s. tj = О, s = on+on + O33. (13)

Переходя в этих уравнениях от декартовых координат к цилин-
дрическим и принимая во внимание независимость напряжений
от угла ф, получим систему уравнений

1 1 ds

TV.7 IF

Г2 1 . 1 52S ^

V огг - -js- агг + j - ^ -g^ = 0,

Если в эти уравнения подставить соотношения (8), то ока-
жется, что уравнения в напряжениях удовлетворяются тожде-
ственно.

5.5. Осесимметричное распределение напряжений.
Функции Буссинеска1)

Неудобством метода Лява является то, что напряжения по-
лучаются троекратным дифференцированием функции х- Зна-
чительно более удобным является путь, выбранный Буссинеском.
Исходной точкой и здесь является представление Гельмгольца

ч дФ о / 1 , dW

Подставляя эти соотношения в уравнения в перемещениях, по-
лучим

(3)

•) Boussinesq J. V., Application des potentiels i l'etude d'fequilibre et du
mouvement des solides elastiques, Qauthier-Viltars, Paris, 1885, p. 63.

Marguerre K., Ansatze zur Losung der Qrundgleichungen der Elastisitats-
theorie, ZAMM, 35, № 6/7 (1955).
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Выберем функции Ф и ¥ так, чтобы

+ 0 (4)

Уравнение (3) представляет собой уравнение Лапласа. Функ-
ция \|з

является гармонической. Если из уравнений (4) и (5) исклю-
чим W, то получим уравнение

2 ^ , (6)

общее решение которого имеет вид

Ф = гф + Ф, (7)

где ф — гармоническая функция.
Если мы выразим функцию Ч* через функции ф и г|з и подста-

вим Ф и 4е в уравнения (1), то получим следующие соотно-
шения:

иг = ^г, и , — | | _ 4 ( l - v ) i | ) , Ф = Ф + гг|>. (8)

Именно такое представление перемещений через гармониче-
ские функции предложил Буссинеск. Если соотношения (8) под-
ставим в формулы для напряжений (формулы (2) § 5.4), то по-
лучим следующие выражения:

1 1 <ЭФ

а

^ a r z = ^l-2(l-v)^, (9)

Функции Буссинеска можно вывести из функций Папкови-
ча — Нейбера. А именно, если в представлении перемещений че-
рез функции Папковича — Нейбера

«| = *̂ (Ф + ДСуфу) — 4 (1 — v) Ч>1 (Ю)

положить -ф! = -ф2 = 0, фз = Ф, то получим

)—4(1—V)I|». (11)
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Переходя к цилиндрической системе координат в предположе-
нии, что ф = ф(г, z), ф==ф(л, г), г = х3, получим из (11) сле-
дующие соотношения:

иг = 4£-, Иг = ^ _ 4 ( 1 - ^ , Ф = Ф + гф, (12)

тождественные соотношениям (8). Итак, функции Буссинеска со-
ставляют частный случай функций Папковича — Нейбера.

Нетрудно также показать связь между функцией Лява и
функциями Буссинеска1). Функция Лява х является бигармони-
ческой функцией. Поэтому функция vp

V2

x = 2i|) (13)

является гармонической функцией. Дифференцирование урав-
нения (13) по z дает

Сравнивая формулы (14) и (6), находим, что

| | (15)

Эта формула описывает связь между функцией Лява и потен-
циальными функциями Буссинеска.

5.6. Потенциал упругого перемещения

Представление составляющих поля перемещений через че-
тыре гармонические функции в виде

и* =" Ф.(+ (*/*/).« — 4 0 — v ) * * (1)
является весьма общим. Оно используется при сложных формах
тел и при неоднородных граничных условиях. В настоящем па-
раграфе мы сосредоточим внимание на простейшей форме со-
отношения (1), когда перемещение выражается через един-
ственную функцию ф. Тогда

и* = Ф.|. (2)

Функция ф, введенная впервые Ламе 2 ), называется потенциа-
лом упругого перемещения (англ. elastic displacement potential,
нем. elastischer Verschiebungspotential).

') К. Marguerre, loc. cit. стр. 195.
2) Lame G., Lemons sur la theorie mathematique de l'elasticite des corps

solides, Mallet-Bachelier, Paris, 1852.
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С помощью функции ф найдено много простых решений
эластостатики, представляющих собой либо окончательный вид
решения уравнения в перемещениях (например, в неограничен-
ной области), либо частные решения, которые удовлетворяют
уравнениям и части граничных условий.

Рассмотрим сначала действие массовых сил в неограничен-
ном упругом пространстве. Предположим, что массовые силы
обладают потенциалом д (так что Х{ — рФ, г) и действуют в
ограниченной области V.

Уравнения в перемещениях имеют в этом случае вид

V2Ui + ke,t + ±O.{ = 0, k=\+±. (3)

Если в уравнения (3) подставить перемещение ии выраженное
через потенциал ф, а полученное уравнение проинтегрировать
по Хи то в результате получим уравнение Пуассона

Частное решение этого уравнения

Ф1Х) J ...
(5J

является окончательным решением для неограниченного упру-
гого тела. Знание функции ф позволяет вычислить перемещения,
деформации и напряжения по формулам

Если тело ограничено, то к решению u'i=cpil следует добавить
решение и" однородной системы уравнений в перемещениях,
а и" выразить через новые функции ф" и ty" по формуле (1).
Перемещения и" следует выбрать так, чтобы выполнялись
заданные на границе тела условия.

Вернемся к уравнению (4) и предположим, что в теле от-
сутствуют массовые силы. Уравнение (4) переходит в уравне-
ние Лапласа

0; (7)
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Ф становится гармонической функцией, а формулы (6) перехо-
дят в

Можно дать ряд частных решений, удовлетворяющих уравнению
Лапласа. К примеру, такими функциями являются

/Г1, In у , 1п(Я + х3), ^з'пг, в, *3e, (9)

где # = (х\ + х\ + xl)'1', л = (xj + 4)Vj> a 0 является одной из
координат в цилиндрической системе координат (r,Q,z).

Рассмотрим некоторые из этих гармонических функций. Так,
потенциал

С
Ф

является частным решением уравнения

Отсюда видно, что функция ф связана с задачей деформирова-
ния, характеризующейся центральной симметрией. Определим
в сферической системе координат (/?,•©, 8) перемещения, дефор-
мации и напряжения как функции только радиуса R:

3 Ф С duR 2С uR С
= -dW = ~~R^> B^==~dR'=sW 8<» = eee = -^- = = ~""R r >

4(*С 2цС
= — ^ j - , ^ = ^ 9 = £ 3 - .

Если к последнему напряженному состоянию добавить всесто-

роннее равномерное растяжение aRR = a w = am = 2\xD, то

суперпозицией этих двух состояний будут напряжения

-^3- + DJ, ав в = СТее=2ц^--£Г). (а)

Такое напряженное состояние возникает в сплошном или полом
шаре под действием равномерного нагружения его радиальным
давлением. В случае полого шара внутреннего радиуса а и на-
ружного b при постоянном радиальном давлении ра на поверх-
ности R = а и при постоянном давлении рь на поверхности
R = b подсчитываем постоянные С и D в соотношениях (а) из
граничных условий

CRR (а) = — ра, aRR {b) = — p b .

В случае сплошного шара С = 0, ибо перемещение uR в центре
шара должно равняться нулю. В этом случае в шаре возникает
состояние равномерного давления сгЯя = аее = сгм = —рь.
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Рассмотрим, далее, потенциал ф = С In (г/с). Это выражение
является частным решением (с особенностью) уравнения

Функция ф==С1п(г/с) связана с осесимметричным деформиро-
ванным состоянием тела, не зависящим от угла 8 и перемен-
ной z. Для этого деформированного состояния имеем

дер С Л диг С
ur — -dF = — < "e = H2 = U> ггг = -д? = - 7 5 " .

Если к последнему состоянию добавить равномерное растяже-
ние Огг = огее = 2jxD, то в результате получим

£ ) (б)

Напряженное состояние (б) возникает в бесконечной толсто-
стенной трубе под действием равномерного давления на вну-
тренней г = а и внешней г = b поверхностях. Если ра — давле-
ние на поверхности г = а, а рь — давление на поверхности
г = Ь, то постоянные С и D находятся из граничных условий

Огг (О) = —Pa, Orr(b) = — Pb-

Если мы имеем дело со сплошным цилиндром кругового сече-
ния, то С = 0, ибо перемещение иг на оси цилиндра должно
равняться нулю. В цилиндре в этом случае возникает состоя-
ние давления атт = аее = —Рь-

Рассмотрим потенциал ф=С0, удовлетворяющий уравнению
Лапласа в цилиндрических координатах. Этому потенциалу отве-
чает следующее состояние перемещений, деформаций и напря-
жений:

да> п (Эф „ I dip С

8 _1&__Лв. + 1 ^
r e — 2 V <Эг г ^ г дв

dz

(в)

а г г = 0, огее = 0, а г г = 0, сгГ2 = О,

д* I Ф

дг ае \ г
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Потенциал ф = CQ вызывает в теле только перемещения «е и
напряжения атв- Такое напряженное состояние можно реали-
зовать в бесконечной толстостенной трубе, нагруженной на
внешней и внутренней поверхностях касательными напряже-
ниями агч>. Эти напряжения уравновешиваются моментом ±2пС,
направленным вдоль оси трубы.

Наконец, рассмотрим гармоническую функцию1)

известную под названием решения Буссинеска второго рода. На-
пряжения оц выражаются в прямоугольной системе координат
формулами

х1 + х2 х2х +
а22 = 2рС [ R3 ̂  +

 З

хз) - R2 {R I ч.з)2 J , аз, = - 2 ц С - ^ . (г)
1 х

Заметим, что в плоскости х3 = 0 напряжения а3з равны нулю
всюду, кроме начала координат. Это решение имеет особен-
ность порядка 1/R2 в начале координат и на отрицательной
оси х3. Выделим вокруг начала координат полусферу, ограни-
ченную плоскостью х3 = 0. На границе этой полусферы получим
следующие составляющие вектора сил pt = вцщ (tij =

(Д)

Мы считаем здесь, что нормаль направлена внутрь сферы.
В дальнейших выкладках удобнее оперировать в цилиндри-

ческой системе координат, ибо функция у = C\n(R + z) харак-
теризуется осевой симметрией относительно оси z = x3. Имеем

„ д*Ф 2y.Cz _ 2цС _ 2ц 5ф 2цС
агг — ̂  дг2 — Rb R(R + Z ) , °вв — — -gT—

Рассмотрим выражение

9 _а̂ф_ 2ц cz „ ,э2ф
' — ̂  дг2 — R* ' °гг — 4* -gpfc ^з

г 4 Ф = Щ ^ 1 _ ( ж )

См работу Вестергарда в списке литературы.
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которому можно приписать определенный механический смысл.
Вырежем из тела геометрическую фигуру вращения, которая
возникает в результате враще-
ния дуги АВ вокруг оси г
(рис. 5.1). Горизонтальные
силы, действующие на поверх-
ность вращения, имеют нуле-
вую равнодействующую. На
боковой поверхности фигуры
вращения напряжения azz и агг

сводятся к вертикальной равно-
действующей Q, направленной

по оси г. Ее значение, отнесенное к элементу ds дуги АВ, равно

Так как
1 д

ибо У2ф = 0,
1

2ц "« ~ дгдг~~ г дг \ дг ) '

то из формулы (з) получим

Интегрируя вдоль дуги АВ, получаем вертикальную равнодей-
ствующую сил, действующих на боковой поверхности фигуры
вращения:

[*f\B (И)
Вырежем теперь из тела фигуру вращения, симметричную от-
носительно оси г, представленную на рис. 5.2. Так как напря-
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жение az2 равно нулю на всей плоскости г = 0, за исключением
начала координат, то, не изменяя напряженного состояния,
можно произвести разрез до начала координат, показанный на
рис. 5.2. Вдоль оси —z сделан цилиндрический вырез малого

радиуса г = а от z = 0~ до z == —оо. Вычислим значения г~^

в эыделенных точках кривой 1-6 и подсчитаем разность значе-

ний г-^- по формуле (и).

Равнодействующая сил, действующих на нижнюю часть фи-
гуры (образованную вращением дуги 1-2 вокруг оси г), с уче-
том формул (з) и (и) составит

Qt_2 = 4яц (С — 0) = 4лцС.

Аналогично подсчитываем равнодействующие

Q56 = 4яц (С — 2С) = — 4щхС.

Эти силы, за исключением равнодействующей Qs-e, действуют
в направлении оси —z. Очевидно, что эти силы в равновесии
не находятся. Для сохранения равновесия на дне кругового от-
верстия следует приложить силу Р = 4яцС, направленную по
оси +z.

Рассмотрим теперь напряжения в некотором отдалении от
дна отверстия, т. е. для г > а. В выражениях для агг и аее в
формулах (е) будет доминировать член (R + z)R в знаменателе.
Для r/z <C 1 имеем

так что

Эта формула идентична формуле, которая получается в случае
бесконечной области с цилиндрическим вырезом, внутри кото-
рого действует давление р = 4лцС/а2. Поэтому можно считать,
что потенциал ф = C\n(R + z) обусловливает напряженное со-
стояние, возникающее в неограниченном пространстве с цилин-
дрическим вырезом очень малого диаметра, простирающимся от
z — 0 до z = —с» и наполненным жидкостью, оказывающей на
стенки гидростатическое давление.

Представленное здесь решение может быть использовано для
построения решений в случае более сложных типов нагружений.
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Функцию ф = \n(R + z) мы используем в § 5.14 в задаче о дей-
ствии на упругое полупространство г^-0 сосредоточенной силы,
направленной по оси +г.

5.7. Действие массовых сил в неограниченном теле.
Решение Кельвина

Пусть в неограниченном упругом теле действуют массовые
силы Xi(\), распределенные в ограниченной области V. Дей-
ствие этих сил вызывает деформацию тела, убывающую по мере
удаления от области V и принимающую на бесконечности нуле-<
вое значение. Рассмотрим систему уравнений

цУ2ы,Ч-(Л + ц ) е , + Хг = 0, x^Vm, (1)

в предположении, что ut = 0 на бесконечности.
Будем разыскивать частное решение этой системы уравне-

ний в форме, данной Кельвином ' ) :

«< = Ф,* + «//А./ (2)
или

u = grad ф + rot тр. (2а)

Точно так же поступаем с полем массовых сил, разлагая его
на потенциальную часть и соленоидальную часть:

X = р (grad Ф + rot x). (3)

Подставляя (2а) и (3) в уравнения в перемещениях (1), ко-
торые удобнее представить в виде векторного уравнения

(k + 2ц) grad div u — ц rot rot u -f X = 0,

получим следующую систему уравнений Пуассона:

TTj7 = 0 ( 4 )

f- = 0. (5)
Решение этих уравнений в неограниченном пространстве имеет
вид

•) Thomson W., Cambridge and Dublin Math. /., 3 (1848).
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Здесь R = [(xi — h)(x{ —14)]'/» — расстояние между точками х
и | . Функции О и х в уравнениях (6) и (7) следует выразить
через распределения массовых сил X. Из соотношения (3) имеем

Для определения функций § и ц теперь имеются уравнения

р\Ч = Х{,{, pV*x, = - €„»** , , . (8)

Решение первого из этих уравнений Пуассона имеет вид

или

Преобразуя первый интеграл с помощью теоремы Гаусса —
Остроградского в интеграл по поверхности, настолько удален*
ной, что массовые силы можно считать равными нулю, имеем

V

Учитывая, что

получим для функции О(х) следующую формулу:

9 Г ' 1 =

 a Г ' 1
U ( x , i )J ax, L л (x. 6) J

Решая аналогичным способом второе из уравнений (8), при-
ходим к формуле

tW = --^l^(l)Xgradx[J^lj]dV(l), (10)

или

— 1й|Г J e'/*^/«)
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Зная функции О и %, можем определить функции <р и i|)j по фор-
мулам (6) и (7).

Рассмотрим частный случай, а именно действие сосредото-
ченной силы, приложенной к началу координат и направленной
по оси х3. Сосредоточенную силу можно трактовать как распре-
деление массовых сил, определенных формулой

(11)

где б(х) —функция Дирака.
Подставляя формулу (11) в формулу (9), получим

dV® = ~

Здесь R(\, 0) = (XiXi)'1'. Величину R(\,0) будем обозначать че-
рез R. Подставляя выражение (11) в формулы (10), получим

— _!_
~ 44яр ш dxk

откуда

4яр дх2 \ R

Можно было бы теперь подставить найденные функции •& и х<
в формулы (6) и (7) и проинтегрировать. Однако удобнее ре-
шить непосредственно уравнения (4) и (5). Представим урав-
нение (4) в виде

*з п

или
Г V ~\

О * Г79 / А 3 I ^ Л 3

, ибо V2 {-%- ) = — -5г-
Отсюда видно, что частным решением этого уравнения является
функция

1 X

t

Аналогичным способом решаем уравнение (5), получая в резуль-
тате функции
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После подстановки выражений (12) и (13) в соотношения (2)
получим')

, , . _ k + v / * Л . * + Зц 6,
R3 ^ Я + ц R

Здесь «J31 — составляющие перемещения, вызванного действием
сосредоточенной силы, направленной по оси х3 и приложенной
в начале координат. Формулам (14) можно придать несколько
иной вид:

ы<3> = л [ в - ^ - - ( # Ь з ] , (14а)
где

Л = * + У- о _ 2 (Я + 2ц)
л 8яц(Я + 2ц) ' Я + ц *

Напряжения и дилатация, соответствующие определенным фор-
мулой (14а) перемещениям, даются формулами

Вычислим теперь величины pt = a,jnj на сфере с центром в на-
чале координат. Предполагая, что нормаль направлена внутрь
сферы («j = —XjlR), получим

ц 1 з ц 2 3 ц Ъх\
Pi

Исследуем, будет ли вырезанный из тела шар находиться в рав-
новесии. Равновесие сохранится, если будут выполнены условия
равновесия

ldA = O, J p2dA = 0, lPidA-l=0. (17)

') Решение типа (14) часто называют элементарным решением первою
рода. — Прим. перев.
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Подставляя формулы (16) в (17) и интегрируя по поверхности
шара г = а, убедимся, что условия равновесия выполнены.

Обозначим через £//'(х, %) перемещение, вызванное дей-
ствием сосредоточенной силы, направленной параллельно оси
Xj и приложенной в точке | . По аналогии с формулой (14) най-
дем, что

где

Функции [/'/'(х, | ) образуют описанный в § 4.13 тензор пере-
мещений Грина, входящий в формулы Сомильяны. Этот тензор
симметричен

£//>(х, | ) e t / < " ( g , Х ) , (19)

что вытекает из теоремы взаимности Бетти (§ 4.11).
Составляющие тензора перемещений имеют в точке § осо-

бенность порядка 1/R, а их значения уменьшаются с ростом R.
Если в точке % действует массовая сила Xi(i,)dV(%), то пе-

ремещения, вызванные ею в точке х, определяются формулой

и, =• [Xi (I) C/i" (х, | ) + Х2 (|) Ц\2) (х, | ) + Х3 (I) С/13) (х, |)] dV (1) =

Интегрируя по области V, в которой действуют массовые силы,
получим следующую формулу:

;)£//> (х, l)dV(%), (20)
v

или

щ (х) = J X, (1) и[Р (g, x) dV (l). (20а)
v

Для определения поля перемещений, вызванного массовыми си-
лами, и, в частности, сосредоточенными силами, можно приме-
нить либо метод Папковича — Нейбера, либо метод Галеркина.
Получение окончательных формул здесь является более про-
стым, чем по методу Кельвина. В методе Папковича — Нейбера
вектор перемещения выражается через потенциальную функ-
цию ф и векторную функцию if:

;- i |>) — 4 ( 1 — v ) i | > . (21)
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Естественно положить ф = 0, а функцию if определить из урав-«
нения Пуассона (уравнения (8) § 5.2)

4(l_v)V4 = y. (22)

Если сила действует в направлении оси х3, т. е. ХГ = б,з6(х), то
следует положить i|)i = ty — 0, а функцию -ф3 определить из урав-
нения

Решением этого уравнения является функция

Подставляя ф = \J?i = фг = 0 и г|>з из формулы (23) в соотно-
шение (21), получим формулу

согласующуюся с формулой (14).
В методе Галеркина в уравнения

( 2 4 )

следует подставить X, = 6,3S(x) и Fi = F2 = 0. Остается толь-
ко одно уравнение

решение которого

Перемещения найдем по формулам (6) § 5.3. В этом случае
для Fi = F2 = 0

и, = - ftd,^. з, «2 = - W a . з. «з = (1 + k) V2F3 - kd3F3t з,

Подставляя в эти уравнения F3 из формулы (25), получим пос-
ле простых преобразований

«<> =

что согласуется с формулой (14а).
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5.8. Решения с особенностью высшего порядка

Из элементарных решений, рассмотренных в предыдущем
параграфе, можно сконструировать другие решения, имеющие
особенность более высокого порядка.

Рассмотрим действие двух сил, одна из которых интенсив-
ности P/h приложена в начале координат и направлена по оси
Xi, а вторая той же интенсивности, но противоположно направ-
ленная приложена в точке (gi = —h, 0, 0). Если через и\1] обозна-
чим поле перемещений, вызванное действием этих двух сил, то
по принципу суперпозиции получим

"1" - Т М' К ' *2. *з) ~Щ" (*i + Л; х2, *,)], (1)

где U\l) выражено формулой (18) § 5.7. Переходя к пределу по h,
получаем поле перемещений

для так называемой двойной силы Р без момента.
Если в начале координат три двойные силы интенсивности Р

направлены по трем осям прямоугольной системы координат,
то вызванное ими поле перемещений находим из формулы

(dU[l) dU[2) ди[3)\ ,„

" ' ™ ~ Р Гаг- + ST- + "57- = - PU I' (3)

Подставляя в формулу (3) соотношение (18) § 5.7, получим

В | в _ РЛ (в ̂  - (*).„) = ~

л о _ 2 (Я + 2ц) Н

Л 8яц (Я + 2ц) * ° ~ Я + И '

Эта особенность описывает так называемый центр дилатации1).
Вычислим напряжения, связанные с полем перемещений (4).
Так как в этом случае е = «*, * = 0, то

ati = 2цв„ = ц (В<>, + В /. |) •= - 2 п ( Д . ад (!)_ ц . (5)

Выделим вокруг начала координат шар радиуса R и введем со-
ставляющие силы Pi на его поверхности:

/ 1 2 3 ( 6 )

') Далее автор использует также термин центр давления. В отечественной
литературе эту особенность чаще называют центром расширения — сжатия. —
Прим. перев.
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Проектируя р на направление нормали, получим

( 7 )IPl = P<"< = - „ / + 2 , 0 - Ж '

Мы положили здесь tii = xJR, так как нормаль направлена вне
шара. Если вырезать шар малого радиуса с центром в начале
координат, то на границу тела будет действовать равномерное
давление р, обратно пропорциональное кубу радиуса. Заметим

. , AnRzp п

еще, что величина N = —^-й- не зависит от радиуса д.
Другой тип особенности найдем, если в начале координат

приложим силу интенсивности M/(2h), направленную по оси х2,
а в точке (|i = —h, О, 0) — силу M/(2h), действующую в отрица-
тельном направлении оси х2. Обозначим поле перемещений, вы-
званное действием этих сил, через ufK Тогда

При ft, стремящемся к нулю, имеем

м

Особенность (8) соответствует действию «двойной силы с мо-
ментом». Пусть теперь в начале координат действует сила
M/(2h) в положительном направлении оси xi, а в точке
(0,12 = К 0) действует сила Mj(2h) в отрицательном направле-
нии оси Х\. При /i->0 получим

М
л(П — _ ()

2 дх2 ' W

Суперпозицию полей (8) и (9) можно трактовать как поле пе-
ремещений, вызванное действием сосредоточенного момента ин-
тенсивности М. Особенность

принимает с учетом формулы (18) § 5.7 следующий вид 1):

_ М

или

') Особенность типа (11) носит название центра вращения. — Прим.
перев.
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Заметим, что «з = 0 и что е = щг i = 0. Вызванная действием
сосредоточенного момента М дилатация равна нулю, элементы
объема тела испытывают только изменение формы.

Предположим теперь, что центры давления ') равномерно
распределены вдоль отрицательной полуоси х3 от х3 = О до
х3 = —оо 2 ) . Если центр давления находится в точке (0, 0,—g3),
то перемещения задаются формулами

±к (12)
где

Интегрируя (12) вдоль отрицательной полуоси х3, получим
оо оо оо

Щ=ЬХХ J - ^ з " , U2 = LX2^ - ^ 3 - , M3 = C J ^ з — d g 3 -

О 0 0

В результате указанного интегрирования получим 3)

«в—Б". 03)

или

Мы получили рассмотренную ранее (в § 5.6) особенность Бус-
синеска второго рода.

5.9. Упругое полупространство. Первая краевая задача

Рассмотрим упругое полупространство лгз^-0, на границе ко-
торого Хг = 0 заданы перемещения. Первая краевая задача за-
ключается в решении в области х3 > 0 системы уравнений в пе-
ремещениях

V2 + £e.i = O, х 3 > 0 , (1)

с граничными условиями
и,(дг„ *2, 0) = Ul(xl, x2). (2)

Начнем с представления решения при помощи гармонических
функций. Положим

«* = *зФ,* + Фг. (3)

') См. примечание на стр. 210. — Прим. перев.
2) Такая комбинация называется линией центров расширения — сжатия. —

Прим. перев.
8) Решение типа (13) называется элементарным решением второго

рода. — Прим. перев.
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где ер* и \|з — гармонические функции, связанные между собой
зависимостью (формула (8) § 5.1)

^.3 = —3Zrw(Pk.k- (4)

Из соотношений (2) и (3) видим, что на границе х3 = О

М*1, х2, 0) = Ut(xi, *2) = Ф<(*1. Х2> 0)-

Функции ф*(х) найдем поэтому, решая гармонические урав-
нения

х) = 0, Хз>0, (5)

с граничными условиями
<Pi(*i, x2, 0) = £/,(*„ х2). (6)

Предположим теперь, что функции <р,- на бесконечности равны
нулю. Зная функции ф,-, образуем дивергенцию фл, н и проинте-
грируем уравнение (4) по х3. Нужно использовать еще условие,
что на бесконечности г|)-+0, и требование, чтобы функция ф
была гармонической. Последней задачей будет определение пе-
ремещений по формуле (3).

Для определения функций ф и гр удобнее всего применить
интегральное преобразование Фурье. Это преобразование опре-
деляется следующим образом1):

Фг(сс„ <х2) *з) = - 2 ^ J J <Pi(*u *2> Х з ) е ' ( а ' * ' + а л 1 < / * , й Г * 2 , (7)
— ОО —ОО

а его обращение дается формулой

= -^ J J ф,(а1 5 а2, х3) е~1 «*.*.+«л> da, da2. (8)х2, ^
— 00 — ОО

В дальнейших выкладках будем использовать трансформанты
производной функции ф

1
2я

Г

J— ОО

ОО

сJ—oo

oo (9)

2я J

—oo —.oo
Приступаем к решению уравнения (5). Это уравнение умножим
н а еМвд+ол) и проинтегрируем по плоскости Х\Х2. Используя

') Снеддон И., Преобразования Фурье, ИЛ, М., 1955.
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соотношения (7) —(9), приводим уравнения (5) к обыкновен-
ным уравнениям

rf*3

Применение преобразования Фурье к граничным условиям (6)
дает

q),((Zi, а2, 0) = Ui(al, ct2), (11)
где

оо оо
0t (а„ а2) = ~ j J Ut (*„ х2) e

l <«.*.
— oo —oo

Здесь следует предположить, что величина
ОО ОО

J J \Ut{xu x2)\dxldx2

— oo —oo
ограничена. Решение уравнений (10) с учетом граничных усло-
вий (11) и требования, чтобы на бесконечности функции ф* об-
ращались в нуль, приводит к функции

фПа,, а2) x3) = Ul(ai, а2)<?"**>. (12)

Функция \|з является гармонической. После интегрального пре-
образования Фурье уравнение Лапласа V2^ = 0 переходит в
обыкновенное дифференциальное уравнение

Y4 = 0, (13)

решение которого, стремящееся к нулю на бесконечности, имеет
вид

•ф(а[, а2, х3) = В(аи а2) e-v**. (14)

Функции ф; и а|э связаны между собой уравнением (4). При-
меняя к этому уравнению преобразование Фурье, получаем

В соотношение (15) подставим (12) и (14) и подсчитаем вели-
чину В (аи «г) — функцию параметров преобразования ai и а2:

В(а„ а2) = — у ( 3 _ 4 v ) [fa1f71(a1) a2)+/a2t/2(ai, a2)+Yf/3(ai. a2)]. (16)
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Выполняя обратные преобразования Фурье в соотношениях (12)
и (14), получим

q>i{xu х2, х3) =
оо оо

~ 2JT J J ^' ("'• °2 ) е х р I"" Y*3"~'
•— оо —со

ОО ОО

—00 —00
X ехр [— Y*3 — ' (a^! + а2л;2)] da, da?. (18)

Итак, поставленная задача решена, ибо знание гармонических
функций <р* и г|) позволяет получить перемещения по форму-
ле (3).

5.10. Упругое полупространство. Вторая краевая задача

Более сложной является вторая краевая задача, когда на
границе х3 = 0 заданы нагрузки Pi(x\,x2). Нужно решить си-
стему уравнений

+ keii = 0, * 3 > O , (1)

с граничными условиями

а 3, (Л:,, Х2, 0) = — р, (хи х2),

1, х2, О) = — р2(хи х2), (2)

и х2, 0) = — рз(*i> х2).

Мы считаем здесь, что нагрузки действуют в положительном
направлении осей координат.

Сначала представим решение, используя гармонические
функции ер* и vfi, связанные с перемещениями зависимостями

- (3)

Функции (fi и г|э связаны между собой уравнением

. з = — з - 4v ф * - k '

Выразим граничное условие (2) через перемещения. Заметив,
что
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получаем в плоскости х3 = 0 следующие соотношения:

= —-̂ f-, (5)

Введем три новые вспомогательные функции: гармонические
функции Qj, удовлетворяющие уравнению Лапласа

V«Q, = 0, * 3 > 0 , (6)

с граничными условиями

|iQi(*i, x2, 0) = — Pi(Xl, х2), х3 = 0. (7)

В плоскости Хз = 0 получаются соотношения

(8)

В обеих частях соотношений (8) стоят гармонические функции.
Но если на границе некоторой области гармонические функции
равны (ибо они равны функциям Pi(xux2)), то они тождествен-
но совпадают во всей области. Соотношения (8) поэтому спра-
ведливы и для х3 > 0.

Считая, что соотношения (8) имеют место для всего полу-
пространства, применим к ним следующие операции. Продиф-
ференцируем первое из уравнений (8) по хи второе по х2, а
третье по х3 и сложим между собой почленно. Принимая во
внимание, что W2^ = 0, V2\|> = 0, получим следующее уравнение:

ФА.АЗ + О—4v) ^,33 = ^ . *, (9)

или, учитывая (4),

Ф.зз= ~\ &k. k. (10)

Итак, мы имеем все элементы решения. Решим сначала урав-
нение Лапласа (6) с граничными условиями (7). Из решений Q<
образуем дивергенцию Qs, h, которая входит в правую часть
уравнения (10). Функции \|> получим, интегрируя уравнения (10).

Фигурирующие в решении постоянные интегрирования при-
равняем нулю, ибо на бесконечности должно быть я|з ̂ = 0» ч|?, 3 =
= 0. Для определения величин (pi используем соотношения (8),
справедливые для полупространства х% !> 0. Интегрированием
получим из последнего уравнения системы (8) функцию ф3,
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из второго уравнения функцию ф2, а из первого уравнения
функцию ф1. Знание функций ф< и гр позволяет определить и пе-
ремещения по формулам (3).

Для решения второй краевой задачи можно непосредствен-
но использовать введенное преобразование Фурье. Так, реше-
ние преобразованного уравнения Лапласа (6) можно предста-
вить в виде

оо оо

Q,(a,, a2, *3) = —

Здесь

Pi (<*i. az) = "2Й" J J Pd*\> x2)el^^+^x^dx{dx2.

— 00 —OO

При этом предполагаем, что интеграл

оо

J \ Pi(xt, x2)\dx{dx2

оо оо

— оо •—оо

является ограниченной величиной. В решении (11) предпола-
гаем, что на бесконечности Qj-»O.

Так как функции т|з и фг гармонические, то их можно пред-
ставить в аналогичном (11) виде:

da, x3) = B(au oj)e-v*., (12)

Ф,(а„ ог, х3) = С{(аи щ)е-ч*\ (13)

Здесь мы учли условия на бесконечности чр —»• 0, фг--+0. Вели-
чины В, d являются функциями параметров а ь а 2 . Величину
В(а.и ос2) определяем из уравнения (10). Учитывая (11), имеем

К уравнениям (8), справедливым для хг ^ 0, применим пре-
образование Фурье:
К ур ()
образование Фурье

1, з

Фг, з — г'а2Фз — г'аг'Ф = иг» (15)
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П о д с т а в и в в эти у р а в н е н и я соотношения (11) , (12) и (14), при-
ведем их к системе алгебраических уравнений

( 1 6 )

Решая эту систему уравнений, находим величины C t (ai ,a 2 ) . На-
конец, применив обратные преобразования Фурье к функциям
ф, •ф, получим формулы

Ф/(*1> Х2< Хз) =

оо оо

1я J I C ^ a " a 2 ) e x P [ — Y*3 — i(a{xi-{-a2x2)]dalda2, (17)

— ОО —00

J ^
—оо —оо

X ехр [— ух3 — i {щхх + а2лг2)] day da2. (18)

Зная теперь функции ф* и г|}, вычислим перемещения по форму-
ле (3). Представленный здесь способ решения является весьма
общим; он содержит в себе много частных случаев. Так, если
в плоскости х3 = 0 действует только вертикальная нагрузка
(направленная по оси дг3). то р\ = р2 = 0, а поэтому Qi = Q 2 = 0 ,

В=—5—Рз- Это означает значительное упрощение решения.

Ниже мы дадим другой способ решения, применимый, од-
нако, исключительно для вертикальных нагрузок. Для решения
этой краевой задачи используем представление перемещений
с помощью функций Папковича — Нейбера

и, =- Ф., + (ДСу̂ ),)., — 4(1 — v) * „ (19)

в котором выберем функции ф и ^ следующим образом:

<p = ( l _ 2 v ) X , г|>, = 6 < з Ц -

Очевидно, % является гармонической функцией; поэтому

«I = *зХ, 31 + (1 — 2v) х. i — (3 — 4v) б/3Х,г.
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Подставляя формулу (20) в соотношения между напряжениями
и деформациями, выражаем напряжения через функцию /:

сгп = 2(i [*зХ. „з + (1 — 2v) х, и — 2vx, 3 3 ] ,

or22 = 2ц [хзх. 223 + (1 — 2 v) X. 22 — 2vx, 33].

сгзз = 2ц [Х3%, ззз — X. ззЬ (21)

ст23 = 2цл;3х, 2зз. <*3i = 2И*зХ, 133.

ог,2 = 2(л [*зХ. 123 + (1 — 2v) х, i2].

Из формул (21) видно, что для х3 = 0 при конечных значениях
ПрОИЗВОДНЫХ Х.223, X, 133 И Х.ЗЗЗ

<Тз2 = 0. огз1 = 0 , схзз = — 2 ц ( х . зз)^=о- ( 2 2 )

Если в плоскости х3 = 0 задана нагрузка — р3(х\, х2), то функ-
цию х получим путем решения уравнения Лапласа

0 (23)
с граничным условием

= Рз(хи х2).

Разумеется, мы предполагаем, что на бесконечности %-+0- Если
к уравнению (23) и граничным условиям применить преобразо-
вание Фурье, то получим

X (а,, а2, *3) = - ^ ^ - е-*, Y - (а? + Ц)*. (24)

Применяя к формуле (24) обратное преобразование Фурье, по-
лучим

Х(х„ х2> х3) =

ОС ОО
L J j№ii |Lexp[~Y*3-/(a,*, + a8*«)]rfa1rfa2. (25)
ц J J a, + at4яи
г —ОО —ОО

Иногда удобнее будет пользоваться цилиндрической системой
координат (г, ф, z). Ниже мы дадим функции перемещения и
формулы для перемещений и напряжений в этой системе коор-
динат. Перемещения выражаются формулами

<26>
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Для напряжений получим следующие выражения:

(27)

2z d 3

X z d*% (1 - 2v)
I* [ r Qf З ф 3 z Г2

Мы видим, что при конечных значениях функций

дг дг2 ' г dq> dz2

в плоскости 2 = 0 имеем o r z = 0, аф2 = 0. Если заданы верти-
кальные нагрузки рг(г,ц>), то следует решить уравнение Ла-
пласа

1 д2 . д2 \ , , л / о о ч

+ )х('- Ф г ) 0 (28)

с граничным условием

(0) 8 о . (29)

Значительное упрощение написанных выше формул получим в
случае деформации, характеризующейся осевой симметрией от-
носительно оси z. Такое состояние возникнет, когда pz=== pz(r).
В этом частном случае перемещения и напряжения становятся
не зависящими от переменной ф.

В этом случае удобнее использовать интегральное преобра-
зование Ханкеля для решения уравнения (29). Это преобразо-
вание определяется соотношениями1)

GO
% (а, г) = J х {г, z) r Jo (ar) dr,

(30)
X{r,z)=\j х(а, 2)а/0(аг) da.

о

Здесь J0(ar)—функция Бесселя первого рода нулевого поряд-
ка. Применяя к уравнению (28) (в котором <Э2х/дф2 = 0) пре-<

') И. Снеддон, loc. cit. стр. 213,
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образование Ханкеля и учитывая, что

00

J (-а^ + Т-аЬ)^' z)h(ar)dr = -a*%(a), (31)

в чем можно убедиться интегрированием по частям, приводим
уравнение (28) к обыкновенному дифференциальному уравнению

Решением этого уравнения (в предположении, что на беско-
нечности х~*0) является функция

Величину А (а) найдем из граничного условия (29). Применяя
к этому условию преобразование Ханкеля, имеем

где

Рг(а)= J pz(r)rJ0(ar)dr.
о

Так как

то

Если к формулам (26) и (27) применить преобразование Хан-
келя и подставить %, то получим после выполнения обратного
преобразования Ханкеля следующие формулы1):

оо
«г = - ГЦ- J (1 - 2v - ею) рг (а) е~аЧ, (or) da,

(33)
и* = 2JT J [ 2 ( l - v ) + a 2 ] P ' W e ~ a Z j ° ( a r ) r f a

») Terezawa K., /. Coll. Sci. Imp. Univ. Tokyo, 37, № 7 (1916).
Эти формулы были выведены Тередзавой другим путем с использова-

нием функции Лява.



222 Гл. 5. Пространственные задачи эластостатики

И
оо

агг = — J а{1 +az)pz (а) е~аЧ0 (аг) da,
о

00
алг = — J а (1 — аг) рг (а) е" а г / 0 (аг) da —

a, (34)

сю
оФФ = - 2 (1 + v) J арг (а) е- а г / 0 (or) da — (а„ + огг),

о
оо

а г г = — z J а 2 р г (а) е~ а г /, (аг) da.

о

Рассмотрим еще раз действие вертикальной нагрузки
Рз(х:,х2), используя при этом функции Галеркина. Для решения
этой задачи достаточно всего одной функции Галеркина /^ = F.
Используя формулы (6) и (8) § 5.3, получим следующие выра-
жения для перемещений и напряжений:

± , F^F2 = 0, F3 = F, (35)

<*ц = T ^ W to (vfi,; V
2 - dtd,) + (1 - v) V2 (63id, + ЬЪ1дг)] F. (36)

Задача сводится к решению бигармонического уравнения

0 (37)

в упругом полупространстве при заданных граничных условиях

<т31 (хи х2, 0) = 0, а32 (хи х2, 0) = О,

стзз (хк Х2> 0) = — Pi (хи х2).

Применяя для решения бигармонического уравнения интеграль-
ное преобразование Фурье, приведем уравнение (37) к виду

7 7 ^ 0' Y = («r + aDV% (39)
ах3 ах3

где

оо оо
F К о,, х3) = -^ J J F (х„ *2, *з) в' 'a'*-+°« rfx, dx2. (40)— 00 —ОО
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Так как на бесконечности F—>0, то решением уравнения (39)
является функция

-v*>. (41)

Величины А, В находим из граничных условий (38). Здесь мы
имеем три граничных условия и только две постоянные инте-
грирования. Расписывая два первых граничных условия (38),
получим уравнения

После применения к ним преобразования Фурье убеждаемся,
что остается одно общее условие

= O = 0. ( 4 2 )

Поэтому постоянные А к В определим из соотношения (42) и
третьего граничного условия (38).

Если вертикальная нагрузка зависит только от переменной
г, то можно воспользоваться способом Лява, решая бигармо-
ническое уравнение

(43)

с граничными условиями
стгг (г, 0) = -рг (г), агг (г, 0) = 0. (44)

При решении уравнения (43) обычно используют преобразо-
вание Ханкеля. Получим решение в виде

оо
X (Г, г) = J (А + azB) е~аЧ0 (or) da, (45)

о

причем постоянные А, В определим из граничных условий.
Представленное здесь общее решение, использующее функ-

ции Папковича — Нейбера, Галеркина и Лява, в принципе мож-
но применить и для краевой задачи, в которой на плоскости
Хз — 0 задано вертикальное перемещение и нулевые напряжения
<Хз1 и а32- Функция Буссинеска, упомянутая в § 5.5, также может
пригодиться для решения приведенных в § 5.9 и 5.10 краевых
задач.

5.11. Задача Буссинеска

Под названием «задача Буссинеска» мы понимаем следую-
щую задачу. Упругое полупространство *з ̂  0 нагружено в на-
чале координат сосредоточенной силой рз(х\, дсг) = P6(XI)O(JC 2),
направленной по оси х3. Эта задача является частным случаем
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задачи, рассмотренной в § 5.10. В проделанных там выкладках
нам следует теперь положить рх = р2 = 0, р3 = РЬ{х\)Ь(х2) =
= —<?зз(*ь *2, 0). Так как нагрузки симметричны относительно
плоскостей ххх3 и х2х3, то при решении задачи Буссинеска удоб-
нее применить косинус-преобразование Фурье

оо оо

f(au а2, х3) = — J J f(xu x2,
о о

(1)
f {хи х2, х3) = — J J f (au a 2, x3) cos с^лг, cos a2x2 dax da2.

о о

Применяя метод, указанный в § 5.10, согласно которому пере-
мещения выражаются через потенциальные функции q>,- и $>'•

Щ = ХзФ.1 + %, (2)

прежде всего следует решить уравнение Лапласа

V2Q3(*.,*2. ^з) = 0 (3)

с граничным условием

цЙ3 (*i. х2, 0) = — р3 (дс„ х2). (4)

После применения к уравнению (3) косинус-преобразования
Фурье получим обыкновенное дифференциальное уравнение

решение которого

О3 = — Р з ^ ' а 2 е-У*\ (5)

В случае сосредоточенной силы р3(хи х2) = РЬ(х{)Ь{х2) имеем

оо оо
Рз(а1( а2) = — б (Xi) cos а^ ! dxx 6(x2)cosa2x2dx2 —

о о
оо оо

Р Г Г
Л̂ J J

— ОО —ОО
Поэтому
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После выполнения обратного преобразования Фурье получим

ОО ОО /* о о
Q3 = ^ j - f f e"* 3 1 + < l 2 cos a,*, cos 02*2^0,^02- (7)

о о

Рассмотрим интеграл

°° °° - х , | ' о ? + а «

г С

I = cos а ^ dal
J

X + «I

где Ko,(a.\r) — функция Бесселя от мнимого аргумента третьего
рода нулевого порядка (так называемая функция Макдональ-

Да) 1 ) .

r = (4 + xl)\ * = (г*+ *?)'/..
Мы видим, что

д1

Используем теперь уравнение (10) предыдущего параграфа

- 3 - = - ^ ( Й м + Й2.2 + Йз.з). (9)
ох3 2

Так как р\ = 0, р2 = 0, то Qi = 0, Q2 = 0, и поэтому в правой

части уравнения (9) останется только член — < г ^ з , 3 - Выражая

функцию гр с помощью интеграла Фурье

•ф = — Г Г В (аи а2) е~*3 °1+а2 cos a^ cos а2*2 do-i da3,

о о
получим из уравнения (9), принимая во внимание (7), следую-
щее соотношение:

^ 7 = L = r . (ю)

') См. Бейтмен Г., Эрдейи А., Таблицы интегральных преобразований,
Т. 1, «Наука», М., 1969, стр. 26, 59. — Прим, перев.



226 ?л- &• Пространственные задачи эластостатики

Итак,

-х3 V
= - ^ . (11)

Удобнее всего определить функции (pi из уравнений (8) преды-
дущего параграфа, справедливых для х3 ̂  0:

Из последнего уравнения (12) имеем

Фз.з—-2--(1—^)ф,з-

Интегрируя по хз, находим

Постоянная интегрирования равна нулю, ибо на бесконечности
фз = 0. Из второго уравнения (12) найдем, что

Ф2.з — — (Фз.2

Интегрируя по Хз, получим

(l-2v)P х,
"~ 4яц R(R +

Наконец, из первого уравнения (12) получаем

(l-2v)P xi
ф. = - - - . ' г- .

4яц R(R + x3)

Остается определить перемещение по формулам (2):

(13)

В плоскости х3 — 0 перемещения принимают значения

Зная перемещения, можно определить напряжения по формулам
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Таким образом, получаем
on г „2

= — — — ' i = 1 2 3

ЗР "

x2

2(2R+x3)

3 P f .У1-У2ДСЗ 1 .. 0 ^ Xix2 2R + x 3

Мы видим, что напряжения CT3J ( / = 1,2,3) не зависят от упру-
гих констант.

В сферической системе координат (R, О, ф) получим следую-
щие формулы для перемещений и напряжений:

(14)
( 1 — 2v)P cos2 ft _ ( 1 — 2 v ) P sin ft cos ft

2я# 2 1 + cos ft ' a « e ~ 2я/?2 1 + cos ft '

( 1 — 2 v ) P cos2 ft —sin2 ft

1 + cos ft *

Действие сосредоточенной силы /?з(лсь*2) = ^S(A;I)6(X2) В на-
чале координат в упругом полупространстве дс3 ^ 0 вызывает
осесимметричное относительно оси дез поле деформаций. Поэто-
му удобно эту задачу решать в цилиндрических координатах.
Используя функции Папковича — Нейбера ф и тр,-:

«/ = Ф, i + (*/*/). < — 4 (1 — v) ф,
в предположении, что

<P = (l-2v)x, • в я(0, О,-IJ-).

мы получили в предыдущем параграфе следующие формулы
(формулы (33) § 5.10):

и, = - ajr J (1 ~ 2v - ей) рг (a) e-"Jl (ar) da,

(15)
u* = i I [2 ̂  - v ) + a 2 l «̂ (a) e"az/o ( a r > d a '
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где
оо

Р г ( а ) = | pz(r)rJ0(ar)dr.

Для сосредоточенной силы pz{r) = P6(r)/(2nr), приложенной в
начале координат (г, ф, г), получим

*.<«>=•£-.
Подставляя pz(a.) в формулы (15) и выполняя указанные опе-
рации, получим следующие формулы для перемещений:

Решение задачи Буссинеска можно найти другим способом:
путем суперпозиции двух простых решений.

Так как точка приложения сосредоточенной силы является
особой точкой, то будем рассматривать полупространство х3 ^ О
с вырезом в виде полушара с центром в начале координат.
Будем разыскивать такое решение, в котором равнодействую-
щая сил, действующих на поверхности полушара, равна сосре-
доточенной силе Р. На остальной части границы х3 = 0 тре-
буем, ЧТОбы O31 = СТз2 = (Тзз = 0.

Вспомним, что сосредоточенная сила, действующая в направ-
лении оси х3 в неограниченном пространстве и приложенная в
начале координат, дает в плоскости х3 = 0 (исключая начало
координат) (Тзз = 0. Это видно из формулы (15) § 5.7.

Поэтому в качестве первой части решения задачи Буссинеска
рассмотрим действие сосредоточенной силы в неограниченном
пространстве. Для такого состояния перемещения и'{ выра-
жаются формулами (14) § 5.7. Эти формулы напишем в виде

Величину D определим из дальнейших рассуждений. В плоско-
сти х3 = 0 (за исключением начала координат) имеем сле-
дующие величины напряжений:

, _ 2 ц д DXl , 2 ц 2 Dx2 , _ п

° Г a = B ' Z ~ r а u
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На поверхности полушара действует вектор нагрузки р' с ком-
понентами

. (19)

Равнодействующая этих нагрузок, направленная по оси х3, при-
нимает значение

4 ^ w - ( 2 0 )

В качестве второй части решения возьмем перемещение и",
возникающее от потенциала q> = С \n{R + *з), рассмотренного
в § 5.6. Эти перемещения выражаются формулами

"Г = Ф. 1 — R { R + *,) ' и " = R(R + x3) ' и" = Т' ^

В плоскости х3 = 0 (за исключением начала координат) на-
пряжения о"3 исчезают. Из формул (г) § 5.6 найдем для х3 = О

о£ = - 2 ц С - £ , а£ = - 2 ц С | Ь а̂ '3 = 0. (22)

Компоненты главного вектора нагрузки р " принимают вид

_// п., СХ\ ,г п Схг // 2\iC

P 2И ) Р 2 ^ Р W

Следует еще вычислить равнодействующие нагрузок, приложен-
ных к полушару. Легко показать, что эта равнодействующая
направлена по оси х3 и принимает значение

4лцС. (24)

Сюда следует добавить оба частных решения. Мы видим, что
условие а33 = <*щ + <*"3 = 0 выполняется при х3 = 0. Два осталь-
ных граничных условия

О 3 1 = ^ 3 1 + С Т з ' 1 = ° . 032 = <Т32 + ( Т 3 2 = = 0 П Р И *3 = 0

приводят к зависимости

Следует еще связать величины С, D с сосредоточенной силой.
Мы здесь используем условие, что равнодействующая всех сил,
приложенных к полушару, должна быть равна силе Р. Учитывая
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(20) и (24), имеем

Из соотношений (25) и (26) найдем, что

Р = 4nD.u ^ + 4пцС. (26)

" ~ 4яц ' ° ~ 4я (Я + ц) *

Добавляя перемещения, вызванные обоими состояниями, по-
лучим следующие формулы:

х'х* I х *'

Я / v v •• v

( Л 2-^3 М"

Йо "'" —Т ' — I " _̂о™ " ' " '

_ _Р_ /_4 , Я + 2ц J_\

совпадающие с выведенными ранее формулами (13). В част-
ности, в плоскости хъ = 0 получим следующие перемещения:

1 2 Ы _1 ' ^ ' " з — 1
г '

где г = {х\-\- лф'/а — радиус в цилиндрической системе координат.

Вернемся к уравнениям (27) и выразим перемещение иг в
цилиндрической системе координат (г, 0, z):

Перемещение ит не зависит от угла 0.
В сферической системе координат (R, О, ср), учитывая, что

г =•» /? cos й, г =* R sin •&, находим окончательно ')

Отсюда вытекает, что перемещение ит принимает положитель-
ное или отрицательное значение в зависимости от того, яв-
ляется ли выражение

COS2 •& + COS ft jj-qp

меньшим или большим нуля.

') Лурье А И., Пространственные задачи теории упругости, Гостехиздат,
М-, 1955.



5.12. Формулы Герца 231

Перемещения ия будут положительными, если точки, в ко-
торых мы изучаем эти перемещения, лежат внутри конуса

cos2 do + cos *0 — т г - = °-

Для X=\i, v== -j получаем Ф0 = 68°30'.

5.12. Формулы Герца1)

Пусть в плоскости хъ = 0, ограничивающей упругое полу-
пространство, действует нормальная нагрузка рз = р (хi, х2).

Предположим, что интеграл j Г \р(х\, х2) \dx\dx2 ограничен.

Для определения перемещений, вызванных этой нагрузкой, вос-
пользуемся решением задачи Буссинеска для сосредоточенной
силы, помещенной в точке £ =з ( | ь | 2 , 0), трактуя его как функ-
цию Грина. Используем формулы (13) предыдущего параграфа,
записывая их для Р = 1 одной формулой

. (1)

где

расстояние между точками х и | .
Интегрируя по области Г в плоскости Хз жш 0, на которой

действует нагрузка, получим

г г

X { - ^ I J - + О - 2v) In [/? (x, g) + x3]} rfg, d^2. (2)

Введем функции

Q W = J J PKI. b)MR(x. l) +Jtslfli <<b. (3)

Функция Ф(х) является потенциалом простого слоя с плот-
ностью, равной р(хих2). Она удовлетворяет вне области Г

') Hertz H., Ober die Beruhrung fester elastischer Кбгрег, /. reine und
angewandte Mathematik {Crelle),92 (1882).
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уравнению Лапласа, является непрерывной функцией всюду, за
исключением области Г, и стремится к нулю при /?->оо. Произ-
водная функции Ф(х) по направлению нормали к области Г
испытывает конечный разрыв. При переходе от точки х к точке
(хи х2,0) со стороны положительных значений х3 получим

дФ ( —2пр(хих2) внутри Г,

дх3 J C j-»+o~l 0 вне Г.

Функция Q(x) является в полупространстве х3 > 0 гармониче-
ской функцией. При R —> оо эта функция неограниченно воз-
растает. Производные Q(x) по координатам в области х3 > 0
при R —*• оо стремятся к нулю.

Соотношение (2) можно представить с помощью функций Q
и Ф в следующем виде:

^ r 1 ^ (6)
откуда

(7)

1 - у , 1 дФ

Из формул (7) определяем дилатацию
,. 1 — 2v дФ

e d l v u

Вычислим компоненты напряженного состояния

х3 < Э 2 Ф * 3 a j i

" ы 2я <9х,<Эхз' 2 3 2 я дх2 дх» '
I / оФ о*Ф \ \**/

0 3 3 ~ 2я [дх3

 Хз дх\)'
Так как

и, (10)

то, учитывая (9), имеем

/ 1 1 Ч] i ^ n T . (И)

Из формул (9) находим, что при х3 = 0

о3, = 0, а32 = 0, а33 = ^ г ( - | | ) . (12)
4П \ OXt lXi+ + 0
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Из формулы (5) вытекает, что

—Р(Х1,Х2) внутри Г,
Ц + о ( Q в н е г_ (13)

Вводя новую функцию

можно представить перемещения (7) в более короткой записи

« < ^ + 1 ^ з Ф . (15)

Эти формулы введены Герцем и применялись им к контактным
задачам. Значения перемещений в плоскости х3 = О даются
формулами

1 - 2у дп (*,, х2, 0) „ . 9

Определение напряженного и деформированного состояния в
упругом полупространстве, нагруженном на границе * 3 = 0
перпендикулярно ограничивающей его плоскости, было предме-
том целого ряда исследований. Так, Буссинеск1) рассматривал
действие нагрузки р, равномерно распределенной по круговой
области Г перпендикулярно к плоскости л:3 = 0. Той же зада-
чей, хотя и другим путем, занимался Тередзава2). Затем Ляв 3 )
очень подробно и тщательно рассмотрел действие нормальной
нагрузки, распределенной по прямоугольной и круговой области
на плоскости *з = 0. Он рассматривал не только постоянные, но
и линейно меняющиеся нагрузки. Много интересных резуль-
татов по этой проблеме получили Губер4) и Фукс5). Подроб-
ное обсуждение изложенной в настоящем параграфе задачи
читатель найдет в монографии Лурье (см. примечание на
стр. 230).

') J. Boussinesq, loc. cit. стр. 195.
2) К. Terezawa, loc. cit. стр. 221.
s) Love A. E. H., The Stress Produced in on Semi-infinite Solid by Pressu-

re of Part of the Boundary, Phil. Trans. Roy. Soc. London, ser. A, 228 (1929),
372.

4) Huber M. Т., Zur Theorie Beriihrung fester elastischer Кбгрег, Ann.
Physik, 14 (1904), 153.

B) Fuchs S., Physik. Zeits>:hr., 14 (1913), 1282.



234 Гл. 5. Пространственные задачи эластостатики

5.13. Задача Черрути

Задача, носящая имя Черрути, относится к случаю нагру-
жения поверхности хъ = 0, ограничивающей упругое полупро-
странство х3 ^ 0, касательными нагрузками. Предположим, что
касательные нагрузки направлены по оси х\. Тогда граничные
условия имеют вид

0)= — p1(xlx2) в32(х[Хъ,0) = 0,

Для решения этой задачи применим представление Трефф-
ца, упомянутое в § 5.10. И здесь мы выразим перемещения че-
рез гармонические функции ф;, г|к

щ = ф ( + лг3ф, {. (2)

Имеют место соотношения

d2ty = 0, (3)
2(3,ф3 + 2(1 — v ) a 3 * = = 0 .

Здесь мы положили Я2 = Й3 = 0, ибо р2 = р3 = 0. Для опре-
деления функции Qi служит уравнение Лапласа

= 0 (4)
с граничным условием

]iQl(x1,x2,0) = — p1(x1,x2). (5)

Между функциями Q\ и v|) существует зависимость, выражае-
мая соотношением (10) § 5.10. В нашем частном случае имеем

ац> = —5-а,Ц. (6)

Ход решения таков. Решаем уравнение (4) с граничным
условием (5). Зная функцию Яь определим функцию г£ из урав-
нения (6), а затем функцию ф3 из третьего уравнения (3), функ-
цию ф2 из второго уравнения (3) и функцию ф1 из первого. Под-
ставляя функции фь \|з в соотношение (8), заканчиваем реше-
ние задачи.

Для решения этой задачи применим синус- и косинус-пре-
образования Фурье.

Предположим, что нагрузка Р\{х\,х2) симметрична по пе-
ременным х\, х2, а поэтому ее можно представить двойным коси-
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нус-преобразованием Фурье:

оо оо
Pi{xu х2) = — J J pi{au a2) c o s а ^ , cosa 2 x 2 da, da2, (7')

о о
где

оо оо
Pi (а,, а2) = — J J p{Xi, x2) cos a,*, cos a2x2 dxx dx2. (7")

Точно так же и функцию Qi, учитывая граничное условие (5),
выразим двойным косинус-интегралом Фурье

сю оо
2
2 С С ""

Q! (хи х2, х3) = — J J fi, (a,, a 2 ) x3) cos a ^ ! cos a2Ar2 da! da2. (8)
о о

Путем решения уравнения Лапласа (4) с учетом граничного
условия (5) и условия, что fii —»-0 при!х^ + дс| + лг|| —>0,получим

оо оо
Q, (хи х2, х3) — ( I Pi (сч, а2)е~х'у cos щхх cosa 2x; 2daida i t (9)

ЦП J Jо о
= (a?+ <фЧ

В дальнейшем мы ограничимся рассмотрением действия со-
средоточенной силы р\(х\, х2) = Ph(xi)8(x2), приложенной в
начале координат и направленной по оси х\. Учитывая, что

р

Pi{au a2) = -5— (это вытекает из формулы (7")). имеем

— 2^--^-. (10)
о о

Используя уравнение (6), заметим, что функцию \JJ нужно
выразить с помощью смешанного преобразования Фурье

00 ОО
= — [ [ В(аи а2)е~х'у s i n a ^ , cosa2x2dcti da2, (11)

ЭХ J Jо о
где

Ра,
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Функцию 1|з легко вычислить. Замечая, что

00 ОО
д^ = ~2^Г J / a ' e

v '
 s i n ai*i c o s «2-̂ 2 da, da2 =

о о
oo

= l k \ «^(a.rjslna.rfa,-^-^-. (12)
о

где
r = {*\ + x§\ R = (xl + xl + x*)\

получим после интегрирования по х3

Из третьего уравнения (3) имеем

_P(l-2v)

Из первых двух уравнений (3) найдем

ОО ОО
-. Pv Г f e ' - ^

^ 2 = -^jrJ J
о о

oo oo
oo oo / о \

р Г Г f v a M
= ~ " t f j r J J e ~ X s V I ! ^ " / c o s a i * ' c o s

о оо о

Используя интеграл (12) и интегралы

oo oo
J J —n—n c o s
a o

1/ J - 1 -—a,a 2 sin a^, si
о о

можно вычислить функции ф, и ф2. Мы получим

]

' (

(R + х3) •
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Подставляя функции <ft, г|> в соотношения (2), имеем

х2х2

/Г

В сферических координатах (/?, Ф, ср) получим следующие вы-
ражения для перемещений:

Р sin ф Г 1 | 1 /1 п \ 1 1

" ф — Sil^~ [Т + Т I* ~~ Z v ; 1 + cos d J •

Пусть теперь в начале координат действует сосредоточенная
сила Р с компонентами Pi, Р2, Рз, направленными по соответ-
ствующим осям координат. Складывая перемещения (13) § 5.11
для Рз с перемещениями, вызванными действием силы Pi (фор-
мулы (16) настоящего параграфа), и с перемещениями, вы-
званными действием силы Р 2, получим следующие формулы!

R = (x2 + x2 + x2)\ (18)

Если в области Г на плоскости * 3 = 0 действуют нагрузки р а
^(риР2,Рз), то вызванные ими перемещения находим, при-
меняя принцип суперпозиции. Так, например, перемещение
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U\{\) выражается формулой

(х) - Ц { Pl
г

Л (Si.

5.14. Задача Миндлина

Задача Миндлина является обобщением задач Буссинеска
и Черрути. Она заключается в определении поля перемещений,
вызванного произвольно направленной силой Р, приложенной
в точке | упругого полупространства. Плоскость х3 = 0 свободна
от напряжений. Рассмотрим сначала частный случай, когда в
точке (О, О, А) действует сосредоточенная сила Pi = 1 в поло-
жительном направлении оси х3. Решение этой задачи можно
разбить на два этапа. Сначала рассмотрим действие в неогра-
ниченном пространстве двух противоположно направленных
сил: силы Р\ = + 1 в точке (0, 0,/г) и силы Pi = —1 в точке
(0,0,—h). Соответствующее этой нагрузке поле перемещений
обозначим через и°{, а напряжений через ао

и.
Здесь мы воспользуемся формулами (14) § 5.7. Применяя

принцип суперпозиции, получим перемещения uf.

Здесь

Л
л 8яц (X + 2ц) ' D X + ц •

Определяя поле напряжений сРц, заметим, что в плоскости х3 = 0
отлично от нуля только напряжение

0 3 3 4«(l-v)V Rl + Rl)'
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Второй этап решения состоит в определении поля перемещений
и\, вызванного действием нагрузки р3 (-̂ i» -^г)=== — азз (-"-l' -"-г» *̂ )
в плоскости х% = О упругого полупространства. Однако это уже
известная задача, обсуждавшаяся в § 5.11 и 5.12. Следует вы-
числить функции

Р(1ь £г)d\i d%i

= J J P (Ei, Ы In (# ' + x3) d|, d%2, Ц - = Ф, (3)

Функция Ф гармоническая в области дс3 > 0 и удовлетворяет
граничному условию

Рассмотрим гармоническую функцию1)

где С и D — постоянные. Для * 3 = 0 имеем

с/, х Q)- *_ \ С , D П ЗА'
i > ( X l , X 2 , U ) — 2 ( l _

Полагая D = —Л, С = 2(1 — v), получаем соотношение
1

S(je,,*2, 0) = -

Так как в обеих частях уравнения находятся гармонические
функции, то соотношение (6) справедливо для полупростран-
ства х3 > 0. Интегрируя по х3, имеем

Теперь уже легко найти вторую гармоническую функцию

') А. И. Лурье, loc. cit. стр. 230.
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Зная функции Ф(х) и Q(x), определяем по формулам (6)
§ 5.12 перемещения и\. Окончательно искомые перемещения
даются формулами1)

\ l 2 ) 2яц ^ 4яц дх3 '

Здесь ur = щ cos 8 + u2 sin 0.
Как перемещения, так и напряжения имеют особенность в

точке (0,0, Л); решение и\ является регулярной функцией.
Пусть теперь в точке (0, 0, К) полупространства *з > 0 дей-

ствует сила Pi = 1, направленная по оси Х\. И здесь целесо-
образно будет составить решение из двух частей.

Первая часть относится к двум сосредоточенным силам,
действующим в неограниченном упругом пространстве, причем
обе они параллельны оси х\. Первая из них действует в точке
(0,0, ft), вторая — в точке (0,0,—ft). Складывая решения u°t

в неограниченном пространстве, убеждаемся, что в плоскости
х3 = 0 мы имеем а ^ , = а ^ 2 = 0. Отличным от нуля останется
только нормальное напряжение

К напряженному состоянию а°{, следует добавить напряжение
a'tj, выбранное так, чтобы в плоскости х3 = 0 было

o°3l+o'3i=Q, o°32+<4 = 0, а«з+с4 = 0. (10)

Следует решить, как и в предыдущем случае, задачу Бусси-
неска. Так как

дФ 1

^ Rl\'
т о

дФ
дх* х,-* + о

') А. И. Лурье, loc. cit. стр.. 230.
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Так как в обе части уравнения входят гармонические функции,
то последнее соотношение справедливо в области х3 :> 0. Ин-
тегрируя по х3, находим

^ ] . (12)

Так как дп/дх3 = Ф, то

+ Л1п(Я2 + * 3 + А)}. (13)

Перемещения ui можно определить по формулам (8) § 5.12.
При h -> 0 мы снова получим решения задач Буссинеска и Чер-
рути для сосредоточенной силы.

Следует добавить, что поле перемещений и\ можно найти и
другими способами. Так, в случае действия сосредоточенной
силы в точке (0, 0, h) по оси х3 для определения поля и\ можно
применить функцию Буссинеска (§ 5.5) или функцию Лява
(§ 5.4). Эта задача характеризуется осевой симметрией отно-
сительно оси х3. Во второй задаче перемещения и\ можно опре-
делить, используя функции Папковича.

Миндлин решил поставленную им задачу весьма оригиналь-
ным способом путем суперпозиции в неограниченном простран-
стве нескольких соответственно выбранных решений с особен-
ностями. Подробности этого подхода читатель найдет в трех
его работах1) и в монографии Вестергарда (см. список лите-
ратуры).

5.15. Упругое полупространство.
Решение Тередзавы 2) и Снеддона3)

Рассмотрим упругое полупространство г ^ 0, находящееся
под действием осесимметричной нагрузки. Решение этой задачи
было дано Тередзавой с использованием функции Лява. Тре-
буется решить бигармоническое уравнение

V2V2X(r,z) = 0 (1)

с соответствующими граничными условиями в плоскости 2 = 0.
Предположим, что интеграл от нагрузки на плоскости z = 0

ограничен. В этом случае перемещения и напряжения на бес-

<) Mindlin R. D., С. R. Acad. Sci., 201 (1935), 536—537.
Mindlin R. D., Force a t a Point in the Interior of a Semi-infinite Solid,

Physics, 7, № 5 (1936), 195—202.
Mindlin R. D., Cheng D. H., /. Appl. Phys., 21 (1951) [русский перевод:

сб. Механика, № 4 (14) (1952)].
2) К. Terezawa, loc. cit. стр. 221.
3 ) Sneddon I. N., Lockett F. J., On the Steady State Thermoelastic Pro-

blem for the Half-space and for the Thick Plate, Quart. Appl. Math., 18 (1960).
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конечности (т. е. при (г, г) -* оо) будут стремиться к нулю, и
к уравнению (1) можно применить преобразование Ханкеля.
Это преобразование определяется соотношениями

оо оо
X (а, г) = J % (г, z) rJa (ar) dr, % (r, z) = J % (a, z) a/0 (ar) da. (2)

о о

Умножим уравнение (1) на rJo(ar) и проинтегрируем по г от
О до се:

r, z)rJo(ar)dr = O. (3)
о

Заметив, что
оо

J [S» + T17) * (r> z) rJ° (ar)dr = ~ а^ (a> z ) '
о

сводим уравнение (З) к обыкновенному дифференциальному
уравнению для преобразованной функции

2) = 0. (4)

Решение этого уравнения имеет вид

X(a, z) = (A + azB) e~a* + (С + Daz) e a z . (5a)

Так как на бесконечности напряжения и перемещения должны
исчезать, следует положить С = D = 0. Поэтому

X (a, z) = (А + azB) e ~а*. (56)

Подставляя
оо

/(г, z) = J х (a, z) a/0 (ar) cfa
о

в формулы для перемещений (формулы (6) § 5.4)

ъ — ъгк- и*—-S- + 20-v)v2x, (6)
получим следующие выражения:

(7)

uz = J [(1 - 2v) -g- - 2 (1 - v) a2x] a/0 (ar) da.
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Аналогично выражая напряжения (формулы (8) § 5.4)

(8)

00
через интеграл Ханкеля %(r, z) = ) х(а> z)aJ0(ar)da, получим

о
следующие соотношения:

оо

^-стгг= J [(l-v)-g--a2(2-v)-|-]

(9)

Входящие в выражение для % и в производные этой функции
постоянные А, В следует определить из граничных условий.

Сначала рассмотрим случай вертикальных нагрузок

огг{г,0) = -р(г), <хгг(г,О) = О. (10)

Из второго граничного условия, которое можно представить
в виде

получим
A = 2vB.

Таким образом находим трансформанту
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и следующие формулы для напряжений:
оо

о„ = 2ц J В (а) а3е-« [(1 - аг) /0 (or) + (2v - 1 + аг) - ^ - ] da,
О

афф = 2ц f В (а) а3е~^ f2v/0 (аг) - (2v - 1 + аг) ±£Ц da,
J L от j ( и )

оо

агг = 2ц J В (а) а 3 е" а г (1 + аг) /0 (аг) da,
о

оо
агг = 2цг J В (а) а4е-° г/, (аг) da.

о
Из первого граничного условия (10), принимая во внимание
первую из формул (9) и выражение

00
Р(г)— J р (а) а/0 (аг) da,

о
получим

где
оо

р(а) = j p(r)rJ0(ar)dr.
о

Отсюда вычисляем величину В (а), а именно

Подставляя В (а) в формулы (11), после указанного интегри-
рования получим искомые напряжения.

Пусть в плоскости 2 = 0 задано следующее распределение
нагрузок:

где ^ >• 0 — постоянная. Это нагрузка кольцевого типа со зна-
чением р(0) = 2 / 5 в начале координат и р(<х>) = 0 на беско-
нечности. Так как

то

B ( a ) r _ d + «£)
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После подстановки В (а) в формулы (11) и вычисления несоб-
ственных интегралов получим следующие выражения для на-
пряжений:

(12)

- 2v

где * _ [ r * + (
Пусть теперь задана нагрузка

(О, г > О,

т. е. нагрузка интенсивности Р/(па?) распределена по кругу
радиуса а, так что Р является полной нагрузкой, действующей
на упругое полупространство. Тогда

оо

Р ( а ) = Ш J rJJ °
о

Подставляя р(а) в формулу для В (а), а затем в формулы (11),
получим напряжения в виде несобственных интегралов. Однако
вычисление этих интегралов вызывает значительные трудности,
так что рассмотрим только случай сосредоточенных сил ин-
тенсивности Р. Тогда

p ( )

Подставляя В (а) в формулы (11), получим после интегриро-
вания следующие выражения:

Р 3z3 P Згг2

п = —

•[w+3--k]-
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Эти формулы выражают напряжения в цилиндрических коор-
динатах и соответствуют ранее найденным выражениям в § 5.11
для задачи Буссинеска.

Подставляя Л и В в формулы для перемещений (7), по-
лучим

«,--Ч—^-т-d-2v)[l ж — т \ ) ,
4яц I (г2 + г2)/г v '[r r(r2 + z 2 ) ' ' \ j

' _ _ г 1 _ 2 i _ v L _ ] О4)
-2 + 2г)Уз (r2 + 22)'/2 J"

На границе 2 = 0 перемещения принимают следующие зна-
чения:

Мы видим, что при приближении к точке приложения сосредо-
точенной силы перемещения неограниченно возрастают. С дру-
гой стороны, сосредоточенная сила не имеет физического смыс-
ла. Действие сосредоточенной силы можно рассматривать как
предельный случай действия нагрузки, равномерно распреде-
ленной на малой поверхности границы.

Примем распределение нагрузок

где Р означает полную нагрузку. Это нагрузка кольцевого типа,
непрерывно распределенная на поверхности z = 0, которая при
возрастании параметра £ характеризует действие сосредоточен-
ной силы. Имеем

е

Подставляя эти выражения в формулы (7) и (11), получим

и Р

] 1 * / '

^ Р

2

(С + г)2)7' + U ^ [г« + (г ]
(16)
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При 2 = 0 находим
P ( l - v ) 1

и, —•
2яц (л2 •

Р t
Огг = — •

2я (г2 + Са) '*

Мы видим, что перемещения uz остаются конечными в начале
координат для £ ф 0.

Рассмотрим далее случай, когда на поверхности 2 = 0 дей-
ствуют только касательные силы, т. е. когда

огг = (г, 0) = 0, агг (г, 0) = - g (r). (17)

Из первого граничного условия получим

А = — В(\ — 2v).

В этом случае напряжения выражаются через интегралы

о„ = 2ц J В (а) а3е-« [(2 - аг) /0 (аг) + (2v - 2 + аг) ±£Ц da,
о
оо

афф = 2^ j В (а) а3е-« [2v/0 (аг) - (2v - 2 + аг) ^ 1 ] da,

( 1 8 )

агг = 2цг J 5 (а) а4е- а г/0 (аг) da,
а

оо
аГ2 = - 2ц J В (а) а 3 е~ а г (1 — аг) /, (аг) da.

Предположим, что осесимметричная касательная нагрузка
имеет вид

Огг (Г, 0) = — g(r)= ^—ЗГ. С > 0 .

Применяя к второму уравнению (17) преобразование Ханкеля,
т. е. умножая его на rJi(ar) и интегрируя по г от 0 до с», по-
лучим

т. е.
ОО ОО

ё (а) = J g (r) rjx (аг) dr = J ^ S /, (аг) dr = £e-«C.
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Подставляя В (а) = £е-°£/(2ца2) в формулы (18), находим на-
пряжения в замкнутом виде

г

дг Z дг* +г[>1 V)\dz Ч r dr
д*~Х -Q/I \4dR

Достаточно общий метод решения задачи об упругом полу-
пространстве дал Снеддон1). Он основан на интегральном пре-
образовании Фурье по двум переменным, примененном к урав-
нениям в перемещениях, и приведении полученных уравнений
к системе обыкновенных дифференциальных уравнений.

Если к системе уравнений в перемещениях

V2Ui + ke,, = 0, i = l, 2, 3, (20)

применить интегральное преобразование Фурье, определяемое
соотношениями

(а„ oj , х3) = -^ J J щ (хи х2, х3) е< («i«.+<w«J dxx dx2,
- о с - = 0 ( 2 1 )

оо оо

АГ.2. *з) = -gS" J J "' («!• «2' ^з) е-' <°
— ОО —00

то получим систему обыкновенных дифференциальных уравне-
ний с независимой переменной х%

(D2 — а2) й, — k (а2й, + а,а2й2 + m,£>u3) = О,

(D2 — а2) й2 — k (а2а,й, + а2й2 + w2Du3) = 0, (22)

(D2 — а2) й3 — kiD (oiU! + O2U2 + '^«з) = 0.
Здесь

Нетрудно проверить, что решением этой системы уравнений яв-
ляются функции

«1 = (А[ + сиРяз) е~ах> -\- (А{ + а\Р'х3) еах>,
й2 = (А, + а2Рл:з) e-aJC3 + № + а.2Р'х3) еах>, (23)
из = (Аз — iaPx3) e~ax> + (Аз

') I. N. Sneddon, F. J. Lockett, loc. cit. стр. 241.
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Здесь Ai, A'i (t' = l, 2, 3) — произвольные постоянные, а вели-
чины/5, Р' задаются выражениями

Р = — а (k + 2) ( M i + a2A2 — iaA3),

Р' = а ( Д 2 ) (а!Л{ + а2Л2 + /аЛ$).

Для упругого полупространства при исчезающих на бесконеч-
ности перемещениях и напряжениях в соотношениях (23) и
(24) следует положить

A'i=0 и Р' = 0.

Применим преобразование к напряжениям

СГ13 = Ц («|. 3 + «3, l). <*23 = ^ («2, 3 + «3. 2).

ст33 = 2ц«3. з + * ("к 1 + и2,2 + «з, з).

Тогда получим

а13 = ц (/)«, —/а^з), $23 = МФ«2 — ̂ а2п3).

+ Я (Du3 — iafii — /а2й2).

Подставляя формулы (23) в (25) и учитывая, что А'1 = 0, Р'*= О,
получим следующие зависимости:

ог13 = ц [— аЛг —
52з = И [— аЛ2 — 2аа2Р^3 + а2Р — /а2Л3] в~ах>,
5зз = Ц [ - / (k — 1) (а,Л, + а 2 Р* 3 + а2Л2) +

 ( 2 6 )

+ (k + 1) ( - аЛ3 - /аР + ш2Рл:3)] е-™>.

Если в плоскости д:3 «= 0 действуют нагрузки

<*3i = Pi (хг, х2), а 3 2 = р2 {хл, х2), сг3 3 = р3 (*i> х2),

то для определения постоянных Л ь Л2, Л3 получим из системы
(26) систему линейных уравнений

ц ( - аЛ, + а,Р —/а,Лз) = Ри
li ( - аЛ2 + а2Р — /а2 Л3) =* р2, (27)
! * [ - / ( А - 1)(аЛ + а2Л2) + (1 + k) ( - а Л 3 - / а Р ) ] = р3.

Зная постоянные Л ь Л2, Л3 и Р, из формул (23) получим транс-
форманты перемещений, а из формул (26) — трансформанты
напряжений. Остается выполнить обратное преобразование
Фурье.
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В частном случае вертикальной нагрузки (р\ = 0, р2 = 0,
рз ф 0) из уравнений (27) получим

л =JE*°±- л —ЛЬЕ*- л — Рз О + k)

Так, например, для трансформанты перемещения ы3 в плоско-
сти Хз = 0 получим

й _ л - frd + ft)«з —А 3 —

Перемещение и3{хи х2,0) получим в виде несобственного ин-
теграла

^o^-il i J
О̂О —00

5.16. Формулы Бетти для дилатации
и составляющих вектора вращения

Рассмотрим находящееся в равновесии тело V. Пусть в
этом теле действуют массовые силы, а на ограничивающей его
поверхности А заданы неоднородные граничные условия. В точ-
ке | этого тела следует определить дилатацию е(1), | е ^ . Для
решения этой задачи используем теорему взаимности Бетти

J Х\щ dV + J piui dA= \ Xm'i dV + J pm't dA. (1)
V

Массовые силы Хи нагрузки р, и перемещения н4 относятся к
деформированному телу V. В то же время система со штрихами
пусть относится к неограниченной области, в точке | которой
находится единичный центр дилатации. Его действие вызывает
в области V перемещения и\, а на поверхности А — составляю-
щие вектора напряжения o'jini=-p'i. Действие центра дилатации
мы подробно обсуждали в § 5.8. Там поле перемещений \х\ было
выражено формулой

, 1 а/?"' ,9v
' ~ 4я(Л + 2ц) дх1 ' W

где

Я = [(*,-Si) (*«-!«)]*.

Так как дилатация е' = и\, i равна нулю, то составляющие век-
тора напряжения на поверхности А принимают вид

Р* —И(и1./ + им)л/. (3)
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Подставляя

Здесь

формулу (2) в (3),

цп, д ад—
2я (Я + 2ц) дх, дх,

д д iп, -*— = nfli -\-
OXj

получим

2я (Я. + 2ц)

_ д

д

дп
ад-'
дх,

является производной по нормали к поверхности А.
Представим себе центр дилатации в точке | в виде трех двой-

ных сил (без момента), направленных параллельно осям систе-
мы координат. В соответствии с рассуждениями § 5.8 двойные
силы можно выразить с помощью массовых сил следующим
образом:

Л —^-«(ж-Э. (5)

Подставляя Х\ в уравнение (1) получим

\ Xtu'idV + l рША. (6)

Преобразуем левую часть уравнения (6), интегрируя по ча-
стям и применяя теорему Гаусса — Остроградского:

Поверхностный интеграл равен нулю, ибо %фА, а объемный
интеграл в правой части последнего уравнения дает дилатацию
в точке | со знаком минус. Подставляя в правую часть уравне-
ния (6) соотношения (2) и (4), окончательно получим

- 4л (к + 2ц) е Ш = J Xt (х) и] (х, §) dV (x) +
v

+ j [Pt (х) и? (х, I) - pi (Х, | ) и, (х)] dA (x). (7)
А

Здесь мы ввели обозначения

„О
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Формула (7) была выведена Бетти. Она позволяет определить
дилатацию в точке | по известным функциям Ui и р\ на поверх-
ности А. Эту формулу можно получить и другим способом, а
именно путем соответствующего преобразования формул Со-
мильяны (формулы (12) § 4.13). Для перемещений uh{\) мы
получили там следующее соотношение:

uk{%)=\xt{x)U\k){x,l)dV{x) +
v

+ J \ P l (х) L/[k> (х, &) - /><*> (х, I) u, (x) | dA (x). (8)
А

Функция U\k) (х, £) является составляющей тензора перемеще-
ний Грина. Она выражает перемещение в точке х в направле-
нии, параллельном оси хи вызванное действием сосредоточен-
ной силы, приложенной в точке | и направленной параллельно
оси Xh- Эта функция относится к неограниченной упругой об-
ласти и выражается формулой (§ 5.7, формула (18))

U\k) (х, ! ) = А [В -^ - ( / ? ) . , * ] , (9)
где

(X + 2ц) ' ° — Z X + ц '

Вычислим дивергенцию обеих частей равенства (8). Таким об-
разом мы получим формулу для дилатации

е (I) = J X, (х) -~ U\kXx, I) dV (x) +

+ j [pi (x) -— iffXx, I) - ut (x) -^р\к) (х, ?)] dA (x). (10)
A

Учитывая, что
dU[k) Г dR~l д д dR

A [ B

. , n dR'1 д д dR ]_ 1
dxk dxk dx{ J 4я (Л + 2ц)

2ц д ад"1

без труда устанавливаем, что уравнение (10) переходит в урав-
нение (7). Перейдем к вычислению составляющих вектора вра-
щения а>{ = у «t/feWft, / в точке | е У.

Предположим, что в точке | неограниченного пространства
действует единичный сосредоточенный момент, направленный
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параллельно оси хз- Этот момент в соответствии с рассужде-
ниями § 5.8 вызывает следующее поле перемещений:

^ з,/ (/?-')./• (И)

Здесь мы имеем дело с векторным полем

Поле перемещений и\ характеризуется нулевой дилатацией, т. е.

Составляющие вектора напряжения р на поверхности А
определяем по формуле

р. = alini = ц (и\ f + и), t) nr (13)

В результате вычислений получим следующие составляющие:
, 1 Г д д , д I д д \\ D-i

д д . д ( д д \1 n _ i

д I д д \\ n-i

Массовые силы, выражающие действие сосредоточенного мо-
мента, можно определить так:

Л = -4-^-б(х-|), ^ = 1^-б(х-|), Л = 0. (15)
Подставляя формулы (12), (14) и (15) в уравнения взаимно-
сти (1), получим после простых преобразований

v

+

J [ * i ( х ) ^ - - ВД-^£-1 dV (x)
v 2 '

^ ( ^ ^ ) ( х ) . (16)
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Здесь
и2 дщ

Это формула Бетти для составляющей ИЗ вектора вращения.
Формулы для составляющих coi и ш2 получим из формулы (16)
циклической перестановкой индексов 1, 2, 3.

Формулу (16) можно также вывести непосредственно из
формулы Сомильяны. Для этого следует формулу (8) выпи-
сать для k = 1, а затем для k = 2, полученные формулы про-
дифференцировать и вычесть одну из другой по схеме (17). Чи-
татель может убедиться, что при помощи формул (9) после ряда
преобразований получается уравнение (16).

5.17. Метод Бетти интегрирования дифференциальных
уравнений эластостатики')

Рассмотрим однородные уравнения эластостатики

V2 + ^ 0 * 1 + GK (1)

Так как дилатация е в отсутствие массовых сил является гар-
монической функцией, уравнения (1) можно привести к виду

V2(«« + - | ^ ) = 0. (2)

Поэтому щ = — -к ех{ является частным решением уравнений

Навье (1).

а. Рассмотрим сначала уравнения в перемещениях

V 2 a < = _ ke, и х е= V, (3)

с граничными условиями
« г=С/ г(х), хе=Л. (4)

Если бы дилатация была известна в каждой точке Х Е V, то по
известной правой части уравнения (3) мы бы решили уравнение
Пуассона с граничными условиями (4). Функцию е мы можем
определить из формулы Бетти (уравнение (7) предыдущего па-
раграфа)

е® = - W J T T 1 1 р ( Х ) "'(Х' 1)~
где

дп дх{ '

«) Betti E., Teoria della elasticity, // Nuovo Cimento, ser. 2, 6—10 (1872).
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Эта формула позволяет определить дилатацию е, когда на по-
верхности А заданы не только перемещения ии но и нагрузки
р{. Для исключения функций pt нужно решить следующую вспо-
могательную задачу.

Рассмотрим систему уравнений Навье

+ ke'i = 0 (6)

с граничными условиями
и] = и\ на А. (7)

Применим к функциям ы, и и] теорему взаимности

J p'iul dA= \ ptu] dA, p\ = o]inr

А А

Это уравнение ввиду условия (7) можно представить в виде

\ р\и^А= \ Piu\dA. (8)
А А

Исключая из уравнений (5) и (8) величину p£«J, получим сле-
дующую формулу для дилатации:

W-WidA. (9)
А

В подинтегральном выражении известны функция р] — р°{ и
функция Ui как заданное граничное условие на А. Очевидно,
чтобы знать р*, требуется решить систему уравнений (6) с
граничными условиями (7). В силу характера перемещений
(«J = di^~') ( решение этой системы уравнений является более
простым, нежели решение системы уравнений (3) с гранич-
ными условиями (4).

Зная теперь дилатацию в каждой точке области V, мы мо-
жем путем решения уравнения Пуассона с учетом граничных
условий (4) определить поле перемещений «{.

б. Рассмотрим далее уравнения в перемещениях

V2H,-f-&e, г = 0, х е У , (10)

с граничными условиями (формула (8г) § 4.2)
ди.

Pi = ojlnl = 2ц -^- + Ken, + 2(10),,^. (11)

Это условие можно представить в виде
dut 1

хеЛ. (12)
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Если бы дилатация е и составляющие тензора вращения <оц
были известны, то решение уравнений (10) сводилось бы к ре-
шению системы уравнений Пуассона с граничными условиями
типа Неймана (условия ди{/дп = fi) .

Решим первую часть задачи, а именно определим дилата-
цию. Воспользуемся формулой (5). В этой формуле известными
являются функции pi на А, а неизвестными функции и, на А.

С целью исключения перемещений «; рассмотрим следую-
щую задачу. Решим систему уравнений

V2«" -f ke\\ = 0

с граничными условиями

p{' = p1 н а А.

(13)

(14)

Применяя теорему взаимности к перемещениям и{ и ы", полу-
чим уравнение

J p"utdA = \prfdA.

Учитывая граничное условие (14), приводим последнее уравне-
ние к виду

\fPfrdA~\ptfdA. (15)
А А

Исключая из формул (5) и (15) функцию pj«p окончательно
получим формулу

!PKU°)dA (16)

Из этой формулы по известным функциям р{ и и" — u°t можно
определить дилатацию в области V и на поверхности А. Опре-
деление е на поверхности А необходимо, ибо эта функция вхо-
дит в граничные условия (12). Для решения уравнений Пуас-
сона (10) с условиями (11)

следует еще найти составляющие тензора вращения <оц, входя-
щие в граничные условия (12).

Мы объясним здесь порядок действия для определения толь-
ко одной составляющей вращения, а именно функции шз = ©21-
Используем формулу (16) предыдущего параграфа, исключая
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из нее массовые силы и записывая сокращенно

8яцсо3Ш= f(p,«;-p;«*)A4- (17)
А

Функции и\ и р\ имеют те же самые значения, что и в § 5.16.
Следует еще из уравнения (17) исключить перемещения «,-.
Здесь возникает некоторая трудность, основанная на том, что
нагрузки р\ на А не образуют самоуравновешивающейся си-
стемы сил. Для выполнения условий равновесия следует вве-
сти в произвольной точке | второй центр вращения, в котором
приложен момент с вектором, параллельным оси лг3, но направ-
ленным противоположно. Обозначим поле перемещений, вы-
званное действием этого сосредоточенного единичного момента,
через »̂ :

»' = - 1 (ЯГ1

' dXl ' Г
(

8яц I дх2

где

В результате получим

8njx [соз (6) ~ «з (I)] = J [р, («; - п\) - (р; - p't) ut\ dA. (18)
А

Для исключения перемещений щ решим еще систему уравне-
ний Навье

V2U, + £е,, = 0 (19)

с граничными условиями

Pi = P',-Pr (20)

Применяя к полям перемещений ц; и #* теорему взаимности,
получим

J f>iUidA= J PiutdA.
А А

В силу граничного условия (20)

j(pf

l-p\)uidA^ J pAdA.
А А

Таким образом, формула (18) для составляющей со3 вектора
вращения примет вид

- щ (I)] = / pt («; - «; - й,) dA. (21)



268 1*л- 5- Пространственные задачи эластостатики

Аналогично можно определить остальные составляющие тен-
зора вращения. Тогда легко найти правую часть граничного
условия (12).

Нам остается решить систему уравнений Пуассона V2"t =
= —ke t i с граничными условиями (12) типа Неймана. Во всех
рассуждениях здесь предполагается, что решение вспомогатель-
ных задач является более простым, чем решение основных
задач.

Ниже мы дадим применение метода Бетти к решению задачи
об упругом полупространстве1). Предположим, что в плоско-
сти х3 = 0, ограничивающей упругое полупространство, заданы
перемещения «г- Определим сначала дилатацию в точке % по
формуле (9):

4я (X + 2ц) <?(£)=/ J" [р».(х, 1) - р\ (х, Щ и, (х) dxx dxr (22)

А

В этой формуле

n dR~l „ о dR~l n I д l

' dxt ' ^i ^ дп \ дх.

где
R2 = (*, - ii)2 + {хг - W2 + (*з - У 2 .

Так как границей упругого тела здесь является плоскость
Хг = 0, то, в силу

П, = C O S ( n , ATj) = 0, rt2 = COS (П, Х2) = 0, n3 = COS (П, X3) = — 1,

имеем

Нагрузки

P'i = a'nni = I* К ,

принимают вид

Выберем точку %' как зеркальное отражение точки | . Квадрат
расстояния точки §'гз (li, | 2 , — U) от точки х =з (хих2, х3) обо-
значим через

Р2 = (JC, - Е,)2 + (*2 - 12)2 + (*3 + Ез)2-

') Cerruti V., Mem. jis. mat. Accad. Lincei, Roma (1882).
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Для определения дилатации е при заданных на границе пере-
мещениях ищем такое поле перемещений и*, которое в плоско-
сти х3 = 0 сводится к

Легко убедиться путем подстановки в уравнения (6), что ре-
шением этих уравнений, удовлетворяющим заданным гранич-
ным условиям, являются функции

Л + Зц Хз дХ1 дх3 '
л + ц a»p-i
Л + Зц * 3 5л;2 й^, • (26)

а*|

Знание перемещений и\ позволяет определить функции р* по
формулам (24):

л + Зц djc, д*з '

^ ^ ' (27)

2 ^
Р з ^ X + Зц 3̂ 2

В плоскости Хз = 0 соотношения (23) можно представить в виде

Здесь мы использовали зависимости ^?(х, | ) = р ( х , | ) при х3 =
= 0. Из сравнения формул (27) и (28) вытекает пропорцио-
нальность величин р\ и pi В плоскости лг3 = 0:

(xl,x2,0). (29)

Последнее соотношение позволяет значительно упростить фор-
мулу для дилатации (22). Получаем

Учитывая, что dR~xjdxi = — dR~xldll, соотношению (30а) мож-
но придать несколько иной вид, а именно

ц д Г д
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Введем новые функции

^^dxxdx2, / = 1 , 2 , 3 ,

, dL2 , dL3

придавая уравнению (306) следующий вид:

е ^ ~ Я(Л + Зц) 3|, •

Функции Lj(|) являются гармоническими, т. е.

VLt ®=Ц и, (х) V» [^1^] Л, rfx, = 0, V» = ̂  Ж '

Функции L t ( | ) представляют собой потенциалы простого слоя.
Здесь Ui(\)—плотности слоя. Воспользуемся теоремой о нор-
мальной производной потенциала простого слоя. Устремляя
точку | к пределу | 3 = 0, получим

im -2g. = _2n« ((£i . 62. 0). (32)

Функция Ф( | ) как сумма производных функций Li также яв-
ляется гармонической функцией по переменным \\, |г- |з-

Нам остается решить систему уравнений (1) или (2).
В уравнении (2) дилатация известна, является гармонической
функцией, заданной уравнением (31). Записывая уравнение в
переменных \\, 1,2, |з . имеем

V'2 [«,(&) + ±e(l)tt] = 0, * = 1 + £ . (33)
или

Последнему уравнению, в силу гармоничности функции Ф, мож-
но придать вид

^[«'©-ЖЙП5ГЬ^]-О. (34)
Функции

+ Ь t дФ

являются гармоническими в области | 3 > 0. На границе | 3 = 0
они принимают значения

«pifo. Е>. о)=«,(б„ g,. о)—-sTjiisv^S"' ( 3 5 )
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Из теории функций известно, что гармонические функции, удов-
летворяющие одним и тем же граничным условиям, совпадают
во всей области. Поэтому

Отсюда вытекает, что

„ т * ^ г | ц + Я t дФ .

Переходя к координатам хи имеем

„ (v\ _ \ dLt , ц + Я. (ЭФ

Порядок действия для определения перемещений таков. Задан-
ные функции перемещений иг на границе х$ = 0 подставляем в
формулы для функций Li. Далее образуем функцию Ф, а пере-
мещения определяем по формулам (38).

5.18. Упругий слой

Упругая среда, ограниченная двумя параллельными плоско-
стями, называется упругим слоем. Обозначим толщину слоя
через 2h. Поместим начало координат в срединной плоскости
слоя так, чтобы срединная плоскость совпадала с координат-
ной плоскостью х3 = 0.

Определение напряженного состояния в слое сводится к ре-
шению системы уравнений

|iV»«i + (a. + |i)e.* + * i = O (1)

в области | лгз | < h.
К системе уравнений следует добавить граничные условия.

Их можно выразить в перемещениях, в нагрузках, либо при-
дать им характер смешанных граничных условий.

Предположим, что массовые силы в слое равны нулю, а гра-<
ница слоя находится под действием нагрузок р. Пусть на гра-
нице лг3 = h заданы нагрузки

сг31 =
2)>

а на границе х3 = —h — нагрузки

x3 = - h: a3l = <r3- (JC, , x2), a32 = a3i (xx, хг), o33 = o£ (xt, x2). (3)

Здесь функции а^(х{, х2), о ^ ^ , л:2), . . . являются заданными
функциями точек границы.
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Указанную выше краевую задачу удается разделить на две
более простые краевые задачи. Введем величины

<?1=-2-К~"(Тз7)» ?2 = l ( 4 - ^ ) . </з = т ( о з з + ай)«

s. = у К + ап)> S2 = Т К + аз1). S3 = Т К - *з~з):
следует решить отдельно две краевые задачи, а именно:

a) z = ± Л: ст31 = ± <7i> <*32 = ± ?2. ^зз = ?з»

б ) 2 = ± Л : 0Г3 1=51 ( ff32
 = s2> азз=±5з-

Задача а) характеризуется симметричной относительно плоско-
сти х3 = 0 нагрузкой, краевая задача б)—антисимметричной
относительно этой плоскости нагрузкой. В случае краевой за-
дачи а) перемещения и\ и «2 являются четными функциями, а
Из — нечетной функцией по переменной хъ. В срединной плоско-
сти х3 = 0 имеем

^ L = 0, -JSL-O. «3 = 0. (4)

Срединная плоскость будет растягиваться или сжиматься.
В краевой задаче б) перемещения и\ и и2 являются нечет-

ными функциями, а «з — четной функцией переменной х3. В сре-
динной плоскости

« 1 = 0 , «2 = 0, -gg- = O. (5)

Срединная плоскость будет изгибаться.
Решение задачи об упругом слое формально не вызывает

больших трудностей. Сюда можно применить методы, использо-
ванные для решения задачи об упругом полупространстве, вво-
дя функции Папковича — Нейбера, Галеркина и т. д.

В дальнейшем займемся граничными условиями типа а).
Сначала рассмотрим влияние осесимметричных нагрузок, дей-
ствующих нормально к границе. Задачу этого типа решим про-
стейшим способом, применяя метод Лява. Следует решить би-
гармоническое уравнение

2) = 0 (6)

с граничными условиями

z=±h: azz = -p(r), azr = 0. (7)

Напряжения ozz и azr выражены через функцию %. Согласно
формулам (10) § 5.4, представим граничные условия (7) в виде
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Предположим, что интеграл от нагрузки р(г) на плоскости
z = ±Л ограничен. В этом случае напряжения и перемещения
будут стремиться к нулю при г—>оо, а для решения уравнения
(6) можно применить преобразования Ханкеля. Это преобразо-
вание определяется соотношениями

оо оо
X(а, 2) = J X (г, г) rJ0 (аг) dr, %(r, z) = J % (а, z) а/0 (аг) rfo. (8)

о о

Применение интегрального преобразования к бигармоническо-
му уравнению (6) приводит к обыкновенному дифференциаль-
ному уравнению

( ^ ) х ( < * > * ) = о <9>
с решением

х(а, z) = A shaz + fiot2cha2'T- Cch az -f Z)azsha2. (10)

Подставляя %(a, z) в соотношения (9) и (10) § 5.4, выразим
перемещения и напряжения в виде интегралов Ханкеля. Соот-
ветствующие формулы были даны в § 5.15.

Рассматриваемые здесь нагрузки симметричны относительно
плоскости 2 = 0. Напряжение azz является четной функцией, а
перемещение иг — нечетной функцией переменной 2. Из фор-
мул (6) и (8) §5.15 вытекает, что функция % должна быть не-
четной относительно переменной z.

В соотношении (10) следует положить С = 0, D = 0. По-
этому

%(a, z) = Ashaz-\-Bazchaz. (11)

Коэффициенты А, В, будучи функциями параметра а, опреде-
ляются из граничных условий. С этой целью выразим нагрузку
р{г) через интеграл Ханкеля

оо оо
Р (г) = { Р (а) а/0 (аг) da, р (а) = J р (г) г/„ (аг) dr. (12)

о а

Применяя интегральное преобразование к граничным условиям
(7), получим систему уравнений



264 Гл- 5. Пространственные задачи эластостатики

Из этих уравнений находим величины Л и В. Таким способом
определяется функция % (ее, z). Применение к формулам (7)
и (9) § 5.15 обратного преобразования приводит к определению
перемещений и напряжений. Они выражаются в виде несоб-
ственных интегралов. Взятие этих интегралов вызывает, вообще
говоря, значительные трудности и требует обращения к чис-
ленным методам.

В § 5.15 мы изложили метод Снеддона для упругого полу-
пространства. Незначительная модификация позволяет приме-
нить его к решению задачи об упругом слое.

В § 5.15 к уравнениям в перемещениях было применено
интегральное преобразование относительно переменных Х\ и х2.
Была получена система трех уравнений (уравнения (22) § 5.15),
которые можно записать сокращенно одним уравнением

(D2 — a2)ul — kaia,ut = 0, / , / = 1 , 2 , 3 , (14)
где

Решением этой системы уравнений являются функции

uj = (Aj -f Я'су^) ch ax3 + (Л, + Pafx3) sh ах3, / = 1 , 2,

fi8 - (А, + iaP'x,) sh ax3 + (A'3 + iaPx3) ch ax3,
 ( 1 5 )

где

P' = а ( Д 2 ) (а.Л; + а 2 ^ + iaA'3),

P = a(fe + 2) (°>Л' + a*A* + iaAJ' k =

Преобразуя напряжения ai3, агз и азз, получим следующие вы-
ражения:

— т,Л 3 + Ра{) sh ax3 -f 2Paa^ 3 ch ax3 +

+ (аА\ — /ai Лз + Р'щ) ch ax3 + 2P'aa,JC3 sh ax3,

-^- = (аА2 — 1"а2Л3 + Ра2) sh ал:3 + 2Раа2х3 ch ax3 +

(а Лг — гагЛз + Р'аг) ch а^з + 2P'aa2Jf3

 s h а^з. (17)

, + Л2а2) ch ал;3 + Ра2л:3 sh ax3] +

+ (1 + £) [Л3а ch ах3 + гаРсЬ ад:3 -f ia?x3P sh ax3] —

— i (k — 1) [(Л;а, + Л^а2) sh ал:3 + P'cAt3 ch ад:3] +

+ (1 + k) [A'3a sh ax3 -f iaP' sh ax3 -f /а^зР' ch ал;3].
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Предположим, что заданы одинаковые граничные условия в
плоскостях x3 = h n x3 = —h, симметричные относительно пло-
скости х3:

°31=Pl(Xu Х2), О32 = Р2(Х1, Х2), ОГ33 = Р з ( * 1 . Х2). (18)

В силу таких нагрузок напряжения о3\, Оз2 являются нечет-
ными, а напряжения сзз — четными относительно переменной х3.
Величины А\ (t = l, 2, 3) и Р' равны нулю. Поэтому доста-
точно решить систему уравнений

(аЛ[ — ialA3 + Рщ) sh ah -f 2Раа1Л ch ah = — ,

(аЛ2 — ia2A3 + Pa2) sh ah -f- 2Paa2h ch ah = — ,

— i(k— 1) [(Л1а1 + Л2а2) ch а/г + Pa2h sh а/г] +

+ (1 + k) [(A3a + iaP) ch аЛ + ш2ЛР sh ah] = ^-.

Из уравнений (19) при помощи соотношений (16) можно опре-
делить постоянные Л, (i = 1, 2, 3), а из формул (15) и (17)
трансформанты перемещений и напряжений.

В случае антисимметричных относительно плоскости х3 = О
нагрузок обращаются в нуль величины Аи Р и отличными от
нуля остаются величины А\ и Р'.

Применение обратного интегрального преобразования Фурье
завершает решение задачи.

5.19. Бесконечный и конечный цилиндр

Рассмотрим бесконечный цилиндр, нагруженный по боковой
поверхности. Пусть ось z совпадает с осью цилиндра, а на-
грузка на боковой поверхности зависит только от перемен-
ной 2. В таком случае мы имеем дело с осесимметричным на-
гружением.

Для решения этой задачи воспользуемся функциями Папко-
вича — Нейбера. В прямоугольной системе координат они имеют
вид

-i|)) — 4 ( 1 — v)f, (1)

где функции ф и \|)j являются гармоническими.
В случае цилиндра удобнее воспользоваться представлением

формулы (1) в цилиндрических координатах (r,Q,z). Обозна-
чим составляющие вектора я|з в этих координатах через
•ф = (т|>г, \|)в, r|;z). Заметим, что

•ф, = ifv cos 0 — -фе sin 0,

t(3? = iJv sin 0 + Чз? cos 0.
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Отсюда вытекает следующая зависимость:

e. (26)

Так как функции г̂ ц, г]?2 гармонические, а функции \|v и \рв в
осесимметричной задаче зависят только от переменных г, z, то
функции ojve'9, \|зее'9 являются гармоническими. Поэтому имеем
уравнения

= 0. (3)

Скалярное произведение в (1) примет вид

что легко проверить, используя соотношение (2а).
Итак, составляющие вектора перемещения (иг, щ, иг) можно

выразить в следующем виде:

(4)

В случае осесимметричного напряженного состояния, которое
мы здесь будем рассматривать, «е = 0, а следовательно, и гре =
= 0. При определении частных решений задачи будем исполь-
зовать функции ф и ipr, полагая грг s 0.

Функции i|)r и ф должны удовлетворять уравнениям

Введем новые обозначения — безразмерные координаты

где а — радиус цилиндра. Таким образом получим уравнения

д 2 ^ , 1 « Э ф I . , д 2 Ф п i и. icf\

-д*+7Ж--^*г+1ф = 0, фг^ф, (5)
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Выполним в этих уравнениях преобразование Фурье, опреде-
ляемое соотношениями

о
—оо

(7)

I +(* Р)е-'К<*Р и т. д.

Тем самым сведем систему уравнений (5'), (6') к системе обык-
новенных дифференциальных уравнений

Решениями этих уравнений являются функции

(И)

Здесь /n(P*) =i~nJn(ifix) — модифицированная функция Бесселя
первого рода от аргумента PJC, а Ао(Р*) и /(i(px) —модифициро-
ванные функции Бесселя третьего рода (так называемые функ-
ции Макдональда) нулевого и первого порядка соответственно.

Решения (10), (11) справедливы для общего случая пусто-
телого цилиндра. Для сплошного цилиндра следует положить
А2 = В2 = 0, ибо функции Ki($x) и Ко($х) неограниченно воз-
растают при х-*0.

Подставим функции ф и фо в формулы для перемещений (4).
Полагая if2 = 0, получим

Применим к этим соотношениям преобразование Фурье

«г х, -Фо ^ v̂  х - dx , ^

йг (х, р) = — /р (фо -f- лсф).

В эти формулы входят первые производные функций ф и ф0 по х.
При использовании решений (10), (11) необходимо помнить о
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соотношениях

а/о (р*) „г in \ al\ (рх) пт /Q \ I f /о„\

—j-x vl\\?Xh —л— = Р Ы Р * ) — — i\\px)>

пХ (XX X

Остается выразить трансформанты напряжений через функ-
ции ф0 и ijp. Воспользуемся формулами для напряжений в осе-
симметричной задаче

диг , v \ / диг

._ диг . иг

r + дг •

Применяя к этим соотношениям преобразование Фурье и ис-
пользуя формулы (13) и уравнения (8), (9), получим

- ^ = - ф [ ^ ' (х) - (1 - 2v)

Рассмотрим частный случай осесимметричной деформации
сплошного цилиндра. Пусть при х = 1

агг(1Л) = -р(0, огг ( 1 , 0 = 0. (16)

На боковой поверхности цилиндра действует только нормаль-
ная нагрузка, изменяющаяся в направлении оси £. Предполо-

жим, что интеграл J | p (£ ) |d£ ограничен.
—оо

Так как мы имеем дело со сплошным цилиндром, то примем,
что

Применим к граничным условиям (16) преобразование Фурье
и используем первое и четвертое соотношения (15) и (17).
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В результате получим систему уравнений

A t [(3 - 2 v) р/0 (р) - (4 (1 - v) + Р2) /, (Р)] +

А [Р/о (Р) - 2 (1 - v) /, (Р)] + В,р/, (р) = 0.
Отсюда

л _ р (Р) а/. (Р) о р(Р)а /в(р)-2(1-у)р"'Л(Р)
Л ' ~ 2цД(Р) ' °1~ 2ц Д(р)

А (Р) = Р2 [II (Р) - 1 ] (Р)] - 2 (1 - v) /? (Р),
оо

Р(Р) = Т7= J p(S)eWdg.

' —00
Зная постоянные Аи А2, можно найти напряжения и перемеще-
ния. Итак,

ОО

(18)

иг{х, С) = г р = J ]5(р)/И(дс, P)e-Wrfp,
где

+ р/0 (Р) /, (Рдс) - Рл:/, (Р) /О ( Р А : ) ] , ( 1 д )

Рассмотрим преобразование
0D

P(P) = - L J P(oe'Pcd£=s,
—оо

оо оо
= ТШ J p (S) cos pg dg + - ^ J p (0 sin К <«. (20)

Отсюда видно, что функция /э(р) является комплексной, в
то время как нарузка /?(£) является по предположению дей-
ствительной.
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Если функция /?(£) четна [р(£) = р(—£)], то второй интеграл
в (20) равен нулю. Поэтому для четной функции р{%) = р$(£)
имеем

оо
j&,(P)=y= J Л(£)созК</£. (21)

Если функция р(О = Ра(О нечетна [р<г(£) = — ра{— £)], то
в (20) исчезает первый интеграл и остается

(22)pa(p) = L

Подставляя

в формулы (18) и учитывая (19) и известное соотношение

e-'Pt = cosP£ —isinPfc,

получим для случая нагрузки, симметричной относительно пло-
скости £ = 0, следующие выражения:

и, {х, 0 = y L - Re \ ps (р) С/ (*, р) (cos % -1 sin К) ^Р =

оо
= у | J j5, (P)tf(*. Р) cos

о

ы2 (х, 0 = y L Re U J р, (Р) К (х, Р) (cos PC—/ sin К) dp
I —00

J = (23)

Если нагрузка антисимметрична относительно плоскости £ = О,
имеем

. «>

«Л*. £) = ) / I J ^«(P)t/(*. P) sin р^р,

«Л*. £) = - у -| J j9.(P)V(*, p) cos К dp.
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Аналогично исследуется касательная нагрузка q(t,), действую-
щая на боковой поверхности. Граничные условия принимают вид

х=\: о г г (1, 0 = 0, <т„(1, 0 = - 7 ( 0 - (25)

Рассмотрим далее конечный цилиндр длиной 2L. Пусть пло-
скость Z, = 0 проходит через середину его высоты. На боковой
поверхности цилиндра действует нормальная нагрузка р(£).

Решение поставленной здесь задачи составим из двух частей:
решения и'г, и'г для бесконечного цилиндра и дополнительного
решения, интегрально удовлетворяющего граничным условиям
на концах цилиндра.

Пусть на боковой поверхности бесконечного цилиндра дей-
ствует периодическая нагрузка

оо

Эту задачу решим, применяя конечное косинус-преобразование.
Не вдаваясь в подробности выкладок, дадим сразу конечный
результат:

со

t 2 (» v ) 7 . (Р*)Л (М) + Р*/о(Р*)

- Р**Л (р*) /о (Р**)] cos U, (27)

-P*/o(P*)/o(P**)]sinP*£, pft = ^ . (28)

Здесь иРг представляет собой радиальное перемещение для бес-
конечного цилиндра, вызванное постоянной нагрузкой —р0.

Легко заметить из уравнения (28), что u'z{x, ± /) = 0. В силу
формул (15) убеждаемся, что a'rz(x, ± / ) = 0.

Решение (27), (28) является точным решением для конеч-
ного цилиндра длиной 21, закрепленного на торцах t, = ±/.
В этих плоскостях исчезают осевое перемещение и касательное
напряжение:

и'г(х, ±/) = 0, a'rz(x, ± 0 = 0. (29)

Нормальное напряжение a'zz (x, ± /) отлично от нуля.
Если конечный цилиндр на торцах £ = ± / должен быть

свободным от напряжений, то к напряжениям а'(, следует доба-
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вить напряжения a"jt такие, чтобы в плоскостях £ = ± / было

Решение этой задачи достаточно сложно и приводит к беско-
нечной системе уравнений1). Для решения этой задачи можно
применить также «класс однородных решений», используя соб-
ственные функции однородной задачи2).

Однако можно ограничиться приближенным решением, осно-
ванным на выборе напряженного состояния а", в виде одноос-
ного напряженного состояния в цилиндре. Если через Z обо-
значить равнодействующую напряжений а'гг, т. е. положить

а 1

Z = 2л J a'z/ dr — 2яа2 J а'ггх dx,

то напряженное состояние а," сводится к нормальному напря-
жению

<£ = - !&—cons t (31)

во всем цилиндре.
Это предположение в силу принципа Сен-Венана (о котором

речь пойдет в § 5.22) справедливо для сечений £ = const, уда-
ленных от границы 1,= ±1. Представленное здесь решение,
основанное на суперпозиции состояний a'tj и а", из формулы
(31), будет тем ближе к действительности, чем больше отноше-
ние Ца = I.

Читателю предлагается обратить внимание на несколько ра-
бот, относящихся к задаче о цилиндре3). Особенно интересна
обширная работа Файлона, содержащая много числовых дан-
ных и графиков. Следует упомянуть также и польские работы.
Работа Олесяка4) посвящена интересной контактной задаче,

') Kaliski S., The Dynamic Non-steady Axially Symmetric Problem of a
Cylinder, Arch. Mech. Stos., X, № 6 (1958).

2) А. И. Лурье, loc. cit. стр. 230.
3) Filon L. N. G., On the Elastic Equilibrium of Circular Cylinder under

Certain Practical Systems of Loads, Phil. Trans. Roy. Soc. London, ser. A
198 (1902).

Прокопов В. К., Осесимметрическая задача теории упругости для изо-
тропного цилиндра, Тр. Ленинградского политехнического института, № 2,
1950.

Tranter С. J., Craggs J. W., Phil. Mag., ser. 7, 36 (1945).
4) Olesiak Z., Stan naprezeri i odksztaken w rurze lub walcu, wspolpracu-

j^cych z pierscieniami lub tarczami kolowymi, Arch. Budowy Maszyn, IV, № 2
(1957).
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работы Соколовского ') и Игначака 2) касаются температурных
напряжений в неограниченном цилиндре. Эту задачу удается
разбить на две задачи: в первой из них определяются напряже-
ния с помощью так называемого термоупругого потенциала пе-
ремещения, а во второй рассматривается давление на неограни-
ченный цилиндр. Для нас более интересной является вторая
задача. В обеих работах применяется интегральное преобразо-
вание Фурье, а отправной точкой является бигармоническое
уравнение V2V2x(r, z) = 0.

5.20. Задача о шаре. Метод решения

Прежде чем приступать к обсуждению решения краевой за-
дачи о шаре, приведем вкратце важнейшие сведения о шаровых
функциях3).

Исследуем однородный полином п-й степени

U = У. а ха>ха^ха> (])

где
а * d"Un

а ' а 2 а з а,!а 2 !а 3 ! dx^dx^dxf '
Коэффициенты аа1а2а3 можно выбрать так, чтобы функция Un

была гармонической, т. е. чтобы удовлетворялось уравнение Ла-
пласа V2Un = 0.

Заметим, что гармонический полином вида (1) имеет 2/г + 1
независимых коэффициентов. Функцию Un можно представить
в виде

^ 2 ^ ,

где as — постоянные, £/|f' — полиномы п-й степени от переменных
х\, х2, х3. Однородные гармонические полиномы называются ша-
ровыми функциями. Максимальное число линейно независимых
шаровых функций степени п равно 2 п + 1. Введем сферические
координаты (R, О, ф), связанные с переменными Х\, х2, х% соотно-
шениями

х1 =/? sin d cos ер, лг2 = /?зт'в'5тф, хл = Rcosft.
0<R<<x> 0<&<я ' 0<ф<2я

') Sokolowski M., Some Plane Problems with Boundary Conditions in
Terms of Displacement, Arch. Mech. Stos., 9, № 4 (1957).

2) Ignaczak J., Thermal Stresses in a Long Cylinder Heated in a Disconti-
nuous Manner over the Lateral Surface, Arch. Mech. Stos., 10, № 1 (1958).

3) Lense J., Kugelfunktionen, Qeest und Portig, Leipzig, 1950.
Тихонов А. Н., Самарский А. А., Уравнения математической физики,

изд. 4, «Наука», М., 1972.
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Гармонический полином (1) примет вид

*/„ = # % , ( * , Ф). (2)

где Yni®, Ф) — полиномы, в которые входят степени выражений
cos Ф, sin •&, cos ф, sin ф. Для гармонического полинома степени п
также имеем 2п + 1 линейно независимых функций У„(Ф, ф). Та-
кие функции называются поверхностными шаровыми или сфери-
ческими. Подставляя полином (2) в уравнение Лапласа

получим дифференциальное уравнение

Ищем однозначное и ограниченное решение уравнения (4). Функ-
ция Yn(®, ф) должна удовлетворять условиям

У„«>, Ф + 2я) = У„(д, ф), | Yn(О, ф) | < оо, | У„(я, Ф) | < оо. (5)

Решение уравнения (4) ищем методом разделения переменных

М * . Ф) = ЧГ

В(*)Ф„(Ф). (6)

Подставляя формулу (6) в (4), получим систему обыкновенных
уравнений

Ф£ + <*Ф„ = О, (7)

(8)

Функция Ф п должна удовлетворять первому из условий (5); по-
этому ДОЛЖНО быть Фп(ф + 2 я ) = Фп(ф). А ЭТО ВОЗМОЖНО ТОЛЬ-
КО для значения а = ш2, где пг — целое число, m ^п. Итак,

Ф1Г" = Anm cos т ф + Впт sin mq>. (9)

Вводим новую переменную p = cos/&. Применяя обозначение
р (

п

т ) (р) = хУп (д), приводим уравнение (8) к виду

ЭТО уравнение имеет два линейно независимых решения. Для
наших целей принимается во внимание непрерывное решение
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в отрезке \р\ ̂  1, ограниченное в точках •& = 0 и О = п. Таким
решением является функция

P{nm>(p) = ( l ~ p T ' 2 ^ £ ) - . (И)
где

2 » п | ^

Число различных сферических функций Kj,m| (Ф) порядка п со-
ставляет 2/г-f- 1. Комбинация этих 2п-\- 1 сферических функций

Yn (О, Ф) = 2 (А,и cos т Ф + Bnm sin /»ф) Я ^ ' (cos О) (13)
0
(

т=0
является также сферической функцией.

Функции РТ = Рп (cos •&) называются зональными.
Сферические функции, отвечающие различным значениям

X = п(п + 1), попарно ортогональны на сфере 2:
2Л Я

J сГф J К,(Ф, Ф ) К / ( § , ф) sin •&<** = О, если \Ф'и (14)
о о

Сферические функции имеют норму
2я я _ . . . . .

О О

где е0 = 2, &k = 1 для /г > 0.
Функции f(d, ф) с непрерывными производными второго по-

рядка можно разложить в ряд по сферическим функциям
оо п

f (•&, ф) = 2 2 (Апт cos т ф + Впт sin /пф) PjT* (cos •&) =
n=0 m=0

со

= 2к („ т )(^. Ф)- (is)
п=0

Коэффициенты Фурье А„т, Впт определяются формулами
2л я

~ (cos •ft) cos отш siif f / <*. ф) р{™] (
J J
о о

A — .
д и (17)2л я

Г f f (*, <р) Р ^ т ) (cos 0) sin т ф sin ft dd 4ф

где
! для т = 0,

е т = М ' для т > 0 .
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Предположим, что однородный гармонический полином Un

можно представить в виде

n(f>, Ф). (18)

Подставляя формулу (18) в (3), получим для функции F(R)
следующее дифференциальное уравнение (Эйлера):

R?F" + 2RF' — n(n+l)F = 0, F' = -~. (19)

Предположим, что функция F(R) имеет вид F{R) = Ra. Из урав-
нения (19) находим, что

о(о+ 1) — п(п + 1) = 0,

откуда получаются два значения: о = я и а = - ( п + 1 ) ,
Функцию Un можно выразить в двух формах:

Un = RnYn{fi, Ф ) , Un = R-{n+nYn(O, Ф ) . (20)

Первое решение соответствует внутренней задаче, второе —
внешней задаче о шаре.

Общее решение уравнения Лапласа V2U = 0 для шара ра-
диуса а можно представить как

о©

U{R, Ф, в) = 2 ( т Г м * Ф) (21)
л=»1

для внутренней задачи и

U(R, Ф, ^) = S ( T ) М Ъ Ф) (22)

для внешней задачи.
Функции Yn(ft, 0) = Р(п](cos•&), не зависящие от переменной

Ф, являются зональными функциями. Они выражаются форму-
лой (12). Их называют также полиномами Лежандра. Имеем

1 з
Рз (Р) = \ (5р3 - Зр), Р'з (р) = 4 (5р2 - 1),
^4 (Р) = j (35Р4 - ЗОр2 + 3), Р'4 (р) = 4 (7 Р З _ Зр)

На рис. 5.3 представлены графики полиномов Лежандра.
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Полиномы Лежандра образуют ортогональную систему с

нормой Nm = 2m + t :

о,
2

-1 [ 2т + 1 '

Функцию f(p), определенную на отрезке —

Ро

если шф п,

если пг=п.
(24)

и удо-

влетворяющую условиям Дирихле1), можно разложить в ряд
по полиномам Лежандра:

(25)

где
I

= Щ± jf{p)pn{p)dp.
- 1

Три последовательных полинома Лежандра связаны между со-
бой следующей рекуррентной зависимостью:

(л + \)Ра+1 (р) -(2я + \)РРп (р) + пРп_х (р) = 0. (26)

') Мы требуем, чтобы функция }(р) была на отрезке —1 г£ р < 1 непре-
рывна и монотонна и имела конечное число разрывов. Если функция f(p)
в точке разрыва ро ограничена, то должны существовать правые и левые
пределы:

A) и \\mf(pa-h), Л>0.
ft->0 А->о
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Справедливы также соотношения

K+i (Р) - К-х (Р) = (2л + 1) Рп (р),
P'n+l(p)-pP'n(p) = (n+l)Pn(p),

(P

2-l)P'n(p)=n[pPn(p)-Pn_i].

Перейдем теперь к задаче о шаре. Здесь мы будем рассмат-
ривать две задачи. Первая, в которой мы будем исследовать
напряженное состояние внутри упругого шара под действием
нагрузок (либо перемещений), распределенных на поверхности
R = Ro, называется внутренней задачей о шаре. Вторая, внеш-
няя задача о шаре относится к неограниченному упругому про-
странству с шаровой полостью радиуса R = Ro. В этой задаче
изучается напряженное состояние в точках (R, ф, •&), R > Ro,
вызванное действием нагрузок и перемещений, приложенных
к границе R — Ro- Ограничимся рассмотрением осесимметрич-
ной деформации тела относительно оси г. Вектор перемещения
и характеризуется двумя отличными от нуля составляющими
и = (ыя, 0, uz), а величины uR, uz не зависят от угла ср. В сфери-
ческой системе координат напряженное состояние описывается
величинами ORR, aw, аФФ, аде-

Для решения обеих задач, внутренней и внешней, исполь-
зуем функции перемещения Буссинеска. Для решения осесим-
метричной задачи, как мы убедились в § 5.5, достаточно двух
гармонических функций % и if». Перемещения иг, иг в цилиндри-
ческих координатах были связаны в упомянутой точке с функ«
циями if> и х следующими зависимостями:

и 4 ( l v ) + + | | - . Ф = Х + гф. (28)

При переходе от цилиндрической системы (г, ф, z) к сферической
(R, ф, •&) найдем выражения для перемещений uR и ц в:

В дальнейшем будет удобнее разделить перемещения «я и нв

на две части: одну, связанную с функцией х. а другую — с функ-
цией г|э:
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где
p = cosft, /3 = sin ft.

Рассмотрим гармонические функции

Хп = Я-^)Рп{р)> ф в = = / г - ( я + . » Р я ( р ) > л = 0 , 1, 2 (31)

Эти функции непрерывны и конечны вне шара радиуса R = Ro

и стремятся к нулю при R—*oo. Следовательно, они годятся для
решения внешней задачи. Подставим их в соотношения (30). То-
гда получим две системы решений [А„] и [Еп]:

и?» = p [ ± (R~nPn (p)) - 4 (1 - v) /Г"""/», (p)} -

rt(p)-(3-4v)Pn(p)L

Формулы (32) и (33) разнородны. Нам бы хотелось, чтобы
и{^ и «(J> были пропорциональны Рп(р), в то время как из
формул (33) видно, что м̂> пропорционально рРп(р). Желатель-
но потребовать также, чтобы tty и и$} были пропорциональны
рР'п (р). Эта разнородность формул (32) и (33) оказывается
помехой при решении краевой задачи. Поэтому граничную на-
грузку удается представить только в виде бесконечного ряда по
полиномам Рп (р) или рР'п (р). Чтобы устранить разнородность
формул для перемещений, воспользуемся тем фактом, что линей-
ная комбинация решений [Ап] и [£„] вида an[v4n_i] + [Еп] также
является решением уравнений эластостатики в перемещениях.

Воспользуемся рекуррентным соотношением (26) и исклю-
чим величину Рп(р) в выражении и{%>. Имеем

„(2) = _ [п + 4 (1 - v)] JL-— [{П + 1) Р„ + 1 + ПРП_{].

Далее изменим индекс в решении [Ап\.

Построим теперь решение ап[Ап-\] + [Еп] и выберем постоянные
ап так, чтобы в это решение входил только коэффициент
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p-c»+i)pn+1 (р) Потребуем поэтому, чтобы

- а„«/Г ( л + 1 )Рп_ 1 (р) - - з ^ р - [« + 4 ( 1 - v)] /г- ( я + 1 ) Р в _, (р) = 0.

Отсюда получим

Пусть новое решение как комбинация частных решений [Л„_1]
и [Еп] имеет вид

[В„] = (2/г + 1) (а„ [Л,_,]+ [£„]) =

= (2n+l)lEn] — [n + i{l—v)][An-l]. (34)
Новая формула для перемещения и$ примет вид

[Вп\: иц = — (п -\- 1)[п -\- 4 ( 1 — vjj/с Pn+i(p). \6о)

Таким образом мы исключили коэффициент р из и1^ в формуле
(30). Используя формулу (34), найдем для ы^2) следующее вы-
ражение:

,Л2> А Г > - ( / > + 1 ) ( / О „ I 1 \ П 4(1 V)|P +

-v)]p;_,}. (36)

Эту формулу удается значительно упростить, используя рекур-
рентные формулы (26) и (27). Продифференцируем формулу
(26) по р:

(2п + 1) (рР'п + Рп) = (л + 1) Р'п+1 + пР'п-и

Подставим последнее соотношение в (36); получим

(37а)

Следует воспользоваться еще вторым соотношением системы (27)

Мы видим, что введение этой зависимости в формулу (37) при-
водит к тому, что функция ы̂ > становится пропорциональной
р ' .

[Я«_,]: и^ = -рЯ-(п+Ц(п + ^-3)Р'п+Лр)- (376)

Аналогично и решения [А„], [Вп-{\ образуют две последователь-
ности линейно независимых решений. С их помощью можно удо-
влетворить граничным условиям, выраженным в перемещениях
или напряжениях.
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Общее решение внешней задачи будем искать в виде суммы
частных решений

2
п=0

(38)

где

Здесь ап и Ьп — коэффициенты, которые определяются из гра-
ничных условий.

Запишем составляющие решений [А'п] и [B^_i]. Учитывая
формулы (32) и заменяя в формулах (35) и (376) п на п — 1,
получаем следующие формулы:

[An]:
uW=-an(n+l)R -{n+2) Pn(p),

= bnn (n + 3 - 4v) R~nPn (p),

= -bnpR-n[n-A(\-v)]P'n (p).

(39)

(40)

Следует дать еще выражение для напряжений как функций
переменных R и •&. Для этой цели воспользуемся формулами
(17) § 4.19 для деформаций. В этих формулах исключим члены,
в которые входят производные по переменной ср:

duR

~Ъ~Ж' R '
1 Г 1 дис

(41)

е = s i n

Эти соотношения нужно подставить в формулы для напряжений

у ^ - в), стЛф = 0, (42)

авф = 0.

> = 2ц



282 Гл. 5. Пространственные задачи эластостатики

Подставляя соотношения (39) и (40) в (41), а затем в (42), по-
лучим следующие формулы для п-х составляющих напряжен-
ного состояния:

[An]:

= 2цап (п + 1) (я + 2) R-{tl+3)Pn (р),

= -2ца„ [(п + \fPn (р) - рР'п (р)] R~tfl+3),

= -2»ап [(л + 1) Л, (Р) + рР^ (р)] R-[n+3),
(43)

Й? = -2ц6„ п (и2 + 3/1 - 2v) nR-{n+l)Pn (p),

% = 2^й„ {л (я2 - 2я - 1 + 2v) Pn (р) —

== 2iibn {(л + 3 — 4«v - 2v) Pn (p) +
[в;]:

= -2ц6„(« 2 - 2 + 2v) R-in+l)pP'n (p).

Для дилатации получим следующую формулу:

e = -2(l—2v)(2n—l)nbnR-{n+l)Pn(p).

(44)

(45)

Для каждого п имеем по два решения с постоянными ап и Ьп.
П "(1) "(2)

Покажем теперь, что напряжения aij = ai/ + o\j при n = 0 и
« ^ 2 образуют на поверхности шара произвольного радиуса
Ro уравновешивающуюся систему нагрузок. Проектируя силы
на направление оси z, имеем для «-го решения

2л я2л я

Z= { dq> | (oRR cos •& — oRij sin ft) $ sin ft rfft

(46)
- l

Так как напряжение a
S R
 пропорционально Р

п
(р), а напряже-

ние а
Л 0
 пропорционально рР'

п
(р), то в формуле (46) появятся
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следующие интегралы:

J pPn(p)dp= J Pl(p)Pn(p)dp,

l i l

- J p2P'n(p)dp= \(P

2—l)P'n(p)dp= J-^-sin*d/> =
- i - i - i

= J n (pPn — Pn^) dp = n J P, (p) Pn (p) dp — n\P0 (p) Pn-i (p) dp.
- I - 1 - I

Эти интегралы в силу ортогональности подинтегральных функ-
п

ций для п = 0 и л ^ 2 равны нулю. Поэтому Z = 0 для л = 0
и л > 2 . Легко проверить, что уравнения равновесия для сил,
действующих на произвольной поверхности R = RQ в направле-
нии Х\ и х2, и уравнения моментов относительно осей х\, х2, х3

удовлетворяются. Это следует из независимости напряженного
п

состояния от переменной ср. Поэтому напряжения о{, для п = 0
и я ^ 2 образуют уравновешивающуюся систему сил.

Рассмотрим теперь случай п = 1. В силу формул (39) и (43)
i 1

UR = — 2й[/? c o s * , tift = — ciiR s in* ,
/|t 4 (П (П с г*—4

а^# = 6ца,/?~4

i
Легко проверить, что Z ( 1 ) = 0 .

Из формул (40) и (44) получим

lif = 4 ( 1 — v)&,/r'cos*, й ( о 2 )

, (б)

= 2ц (1 - 2v) M " 2 sin «, а(Д = i ^ .

Из формулы (46) вычисляем

Z<2> = — 16(1 — v)n6,. (в)

Эта величина не зависит от радиуса. Величина bi пропорцио-

нальна равнодействующей напряжений Оц, распределенных по

поверхности сферической полости.
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Перейдем к внутренней задаче о шаре. В качестве частного
решения выберем гармонические функции

p). (47)

Эти функции внутри шара R <. Ro непрерывны и ограничены,
так же как их производные по R и Ф.

Воспользуемся теперь тем фактом, что полиномы Лежандра
удовлетворяют следующей зависимости:

Эту зависимость легко проверить, убедившись, что дифференци-
альное уравнение

не изменяется при замене л на —(п + 1).
Чтобы отыскать решения внутренней задачи, соответствую-

щие решениям (39), (40), (43) и (44), следует заменить
— ( r t + 1 ) в этих формулах на п. Таким образом получим сле-
дующие формулы:

[С'п\:

> = dn (п + 1) (п - 2 + 4v) Rn+lPn (p),

] = - dn (п + 5 - 4v) tfn
; (P),

?"-2 [п2Р„ (р) - рР'п (р)],

2 [пРп (р) - рР'п (/>)],

% = - 2цс„ (п - 1) Rn-2pP'n (p),

n (n+l)(n2 — n-2 — 2v) RnPn (p),

- 2ndnR
n [(я + 1) (и2 + 4п + 2 + 2v) Pn (р)

(48)

(49)

(50)

[Dn\. (51)

= 2ndnR
n [(п + 1) (п - 2 — 2v - 4nv) Pn (p) —

- 2ц^„ (л2 + 2/1 - 1 + 2v) tf"Pi (р) ̂ ,



5.21. Внутренняя и внешняя задача о шаре 285

Общее решение [S] краевой задачи представим в виде

[ S ] = 2 ([С'п] + [£>;]). (52)

Легко проверить, что во внутренней задаче равнодействую-
щая напряжений, распределенных по произвольному шару
R < R° (R0 — радиус шара), равна нулю для я = 0 и п > 2. Это
вытекает из формулы (46), если принять во внимание зависи-
мости (50) и (51).

Рассмотрим случай п = 0. Получим

uR = -2d0(l — 2v)R, ыв = 0,
0 0 0 0 0 * '
<*RR=:o4llf = ow= — 4\id0(l+v), oRt = 0, Z = 0.

Здесь мы имеем дело с центральной симметрией деформаций
и напряжений.

Для п = 1 получаем два типа решений. Первый относится
к решению [С*]:

ы(4' == Ci cos ft, t$ = —
1 i ' i ' i ' i
RR 0<H> = 0<P<P = <JtfO = 0.

Это решение соответствует вращению тела как твердого целого.
Второй тип решений дается системой [D*]:

(e)

v) R cos •&,

$ 1 + v) R sin Ф.
i i

Из формулы (46) видно, что Z ( 2 ) = Z = 0.

5.21. Внутренняя и внешняя задача о шаре

Рассмотрим упругое полупространство R > Ro, лежащее вне
сферической полости радиуса R = Ro. Пусть на границе R = Ro

упругого полупространства заданы нагрузки

ORR (RO, V = s (О), ам {Ro, Q) = q (*). (1)
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Разложим правые части этих граничных условий в ряд по поли-
номам Лежандра:

л=0 л=1 п=1

Коэффициенты этих разложений подсчитаем по формулам

(3)
j
О

Общее решение [S] внешней задачи представим в виде

[ ] { H , ] } , (4)
л=0

где решения, соответствующие системам [А*п] и [Bn_i], пред-
ставлены формулами (39), (40), (43) и (44) предыдущего па-
раграфа.

Первое условие системы (1) с помощью соотношений (2) и
(4) можно записать следующим способом:

2ц 2 к (п + 1) (и + 2) /?о"("+3) - М (я2 + Зп - 2v) /?0-"l+1>]Pn(p)=
п=0

Отсюда

а„ (« + 1) (п + 2) - Ьпп (п2 + Зл - 2v) ̂  = -|- #|f+3). (5)

Второе из граничных условий (1) приводит к уравнению

а р(п+3)

^ r - . (6)

Определитель этой системы уравнений

отличен от нуля для каждого п.
Для п = 0 получаем а0 = $0#Ь/(4ц.). Перемещения и напря-

жения, относящиеся к п = 0, получим по формулам (39), (40),
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(43) и (44) предыдущего параграфа. Имеем

Я sR

Деформации и напряжения обладают центральной симметрией.
Эти функции уменьшаются с расстоянием, стремясь при R—*oo
к нулю. Решение (а) соответствует граничным условиям

°RR(RO, Q) = S0, aR«(R0, •&) = <7о = О.

Перейдем к внутренней задаче, которую будем решать при
условиях (1) на поверхности шара радиуса Ro. Нагрузки s(-&)
и д(Ф) разложим в ряд по полиномам Лежандра, согласно фор-
мулам (2). Общее решение [S] задачи представим в виде

{ [ ] [ £ > ; ] } , (7)
/t=0

где частные решения, соответствующие системам [С*п] и [D*n],
относятся к внутренней задаче и представляются формулами
(48) — (51) предыдущего параграфа. Первое граничное условие

) № ) ( р )

запишем в виде
оо

2ц Il[cnn(n—l)Rt2 +
п=1

+ dn (п + 1) (п2 - п - 2 - 2v) RS] Рп (р) = S «ПР„ (р).

Отсюда вытекает система уравнений

cnn(n-l)RS-2 + dn(n+l)(n*-n-2-2v)R2 = ̂ . (8)

Второе граничное условие

n=I

приводит к системе уравнений

сп(п- 1)/?о~2 + dn(n2 + 2 я - 1 + 2v)/?on = -g-. (9)

Определитель этой системы уравнений

отличен от нуля д л я /г = 2, 3 . . . .
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Внутренняя задача имеет решение, если система нагрузок,
действующая на границе R = Ro, находится в равновесии. По-
этому потребуем, чтобы равнодействующая внешних нагрузок

я
Z = 2nRl j[s (ft) cos ft — q (ft) sin ft] sin ft db (10)

о

была равна нулю. Подставляя в формулу (10) разложения
функций s(ft) и q{ft) в ряд по полиномам Лежандра, имеем

оо я

Z = 2я#о ^ J [snPn (cos ft) cos ft — qn •—- sin ft] sin ft dft =
n = 0 0

oo 1

= 2nRl ^ J \snpPn (p) - nqn [pPn (p) - />„_, (p)]] dp. (11)
n=0 -1

В силу ортогональности полиномов Лежандра в ряде (11)
остается только член, соответствующий п = 1:

Z = 2nR2

0 J [ s l P

2 - (/, (р2 - 1)] rfp =
- i

Уравнения равновесия шара будут удовлетворяться только то-
гда, когда

s, + 2<7, = 0. (12)

Рассмотрим радиальное нагружение шара s(ft) = s0, g(ft) = 0.
Для п = 0 имеем

uR = -2(l—2v)d0R, щ = 0,
0 0 0 0

v) = а ф ф = авв,

Величину с(0 подсчитаем из условия aRR(Ro, ft) = «о- Получим

. s0 ° 1 - 2v n ° „
d = ~ " = ^ S " ° U

0 0 0
<*як = so = const, афф = CTW = s0.

Мы имеем дело с всесторонним растяжением шара.
Рассмотрим случай граничных условий

s(ft) = sicosft, q (•&) = — <7,sinft.

Он соответствует выбору из рядов (2) члена п = 1. Этому слу-
чаю отвечают формулы (д) и (е) предыдущего параграфа. Си-
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стема (д) относится к вращению тела как твердого целого. Си-
стема (е) связана с нагрузкой s(#) = sicosft.

Из условия ORR(RO, О) = Si cos d определяем коэффициент d\
в формуле (е). Имеем

' Иб° s' + 2<7'=°-
Рассмотрим пустотелый шар с внутренним радиусом R\ и на-
ружным Ro- Пусть на внешней и внутренней поверхностях шара
заданы нагрузки

oM(Ro, *) = «(#).

» О) = *'(<»,

Правые части уравнений (13) разложим в ряды по полиномам
Лежандра:

ОО 00
s ( в ) = 2 snpn (p), q (в) = - 2 ^ Р ; (Р),

":° "г1 (н)
? (*) = 2 <Р„ (Р). <?* W = - 2 Ц\РР'П (Р),

причем коэффициенты этого разложения найдем по формулам
(3). В общее решение задачи о пустотелом шаре должны вхо-
дить типы решений, соответствующие внутренней и внешней за-
дачам.

Например, напряжение авд представим в виде

= 2ц 2 [ая(п + 2)R~{n+3) -bn(n*-2 + 2v) R
n=l

-cn(n- 1 ) R n ~ 2 - d n ( n 2 + 2n-l + 2v) Rn]РР'Пip). (15)

Напряжение ая« складывается из частных решений, выражен-
ных формулами (43), (44), (50) и (51) предыдущего пара-
графа.

Внешние нагрузки, действующие на пустотелый шар, дол-
жны образовывать систему, находящуюся в равновесии. По-
этому должно быть

Zj == 2nRl | [s (ft) cos d — q (0) sin b] sin Ь db —
о

2Я

— 2nR] J [s* («) cos * — q* (0) sin d] sin Ф d# = 0. (16)
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Подставляя (14) в эту формулу, получим в результате условие
равновесия

Рассмотрим случай, когда ряды (14) состоят из одного первого
члена:

Здесь мы имеем дело с постоянной радиальной нагрузкой,
поэтому напряженное и деформированное состояния обладают
центральной симметрией. Граничные условия (18) приводятся
к уравнениям

2aoRo3 — 2rfo(l + v) = ^ - ,

решение которых имеет вид
S0 - 5дУ _

п° 4ц(1 +v) (1 — р3) ' 9 ~
п°~~ 4 ц 1 - р 3 > п° 4ц(1 +v) (1 — р3) '

Перемещения и напряжения выражаются формулами

uR = -a0R~2 — 2 ( 1 — 2v)d0R, U f l = 0,

<*RR = 4f* UoR~3 — (1 + v) d0], aM = 0,

<т<ю = orw = - 2ц [a0R-3 + 2 (1 + v) d0].
Рассмотрим случай, когда нагрузка на пустотелый шар выра-
жается соотношениями

R = R0: s{f>) = slcosb, q(ft) = — ?,sind,
n=\.

В решение этой задачи входят три постоянные: ait bit d\. По-
стоянной С\ в нашей задаче нет, ибо для п = 1 функции, пред-
ставленные формулами (50) предыдущего параграфа, равны
нулю. Из граничных условий (19) найдем

6aiRo* — 2bi (2 — v) Rf2 — 4<i, (1 + v) Ro = s,/2n,

3ai/?o~4 — bi (1 — 2v) Ro2 + 2d, (1 + v) Ro = <7,/2ц,

6 / ? " 4 — 2 й ( 2 — ) R ~ 2 — 4 d ( \ 4 - ) R = - " n
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Если принять во внимание условие равновесия (17), то соответ-
ствующий определитель будет отличен от нуля и решение си-
стемы будет иметь вид

I ^ ^12ц о - р«

р = ЗДо>

f

X [si - «!p4 - g j ^ j - (1 - P2) (s,

Эти коэффициенты значительно упрощаются, если

«, + 2 ^ = 0, < + 2<7; = О, (22)

т. е. если отдельные нагрузки, распределенные на сфере R == Ro

и на R = R\, находятся в равновесии.
Для нагрузок из формул (14) нужно рассмотреть последо-

вательно случаи п = 0, п = 1 и л 5 » 2 . Для п ^ 2 получим из
граничных условий (13) систему четырех уравнений, в которую
входят постоянные ап, ..., dn- Определитель этой системы урав-
нений отличен от нуля. Знание коэффициентов а„, . . . , dn по-
зволяет представить перемещения и напряжения в виде беско-
нечных рядов. Например, напряжение а д о дано в виде ряда (15).

До сих пор мы рассматривали решения однородной системы
уравнений эластостатики в перемещениях. Теперь обратим вни-
мание на неоднородные уравнения, учитывая влияние массовых
сил на деформацию тела. В этом случае мы имеем дело с систе-
мой уравнений

ц)и / , / | + ^ , = 0. (23)

Рассмотрим массовые силы, обладающие потенциалом:
Xi = О, Г. Принимая частное решение неоднородных уравнений
(23) в виде

И| = Ф. | . (24)

приходим к уравнению Пуассона для функции Ф:

( 2 5 >

Частным решением этого уравнения является функция
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где /?(х, |)—расстояние между точками х и | , а интегрирова-
ние производится по неограниченному упругому пространству.
Зная функцию Ф, определяем напряжения по формуле

о'ц = 2цег/ + Ще, е = \2Ф. (27)
Отсюда

^ - 6 / / . (28)

Подсчитаем напряжения о'ц на поверхности шара R = /?о- Эти
напряжения отличны от нуля. Поэтому к напряжениям <х?/ сле-
дует добавить напряжения a'lj, такие, чтобы были выполнены
граничные условия задачи.

Рассмотрим два частных случая: первый, когда массовые
силы являются функциями только переменной R, и второй, ко-
гда распределение массовых сил является осесимметричным от-
носительно оси z. В первом случае уравнение (25) примет вид

I 2 d

dR*+ R dR
или

1 d Гп 2^Ф]
R* dR [K dR]

Решением этого уравнения является функция

R R

\ % - \ т ^ d R -
о о

Зная функцию <b(R), определяем перемещения и напряжения
по формулам

Напряженное состояние а'{. является центрально-симметрич-
ным. К напряжениям a'{j следует добавить напряжения а"р

также обладающие центральной симметрией и выбранные так,
чтобы на поверхности шара R — Ro было
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В случае осесимметричного относительно оси z распределе-
ния массовых сил разложим функцию •& в ряд по зональным
функциям

0 = 2 <*„#"/>„(?). (32)

Для функции Ф примем ряд

Ф=ЬЛ(Р). (зз)

Решение уравнения (25) принимает вид

п=1

Перемещения определяются по формулам

п (" + 2 )

dR ~ 2 (Я + 2ц)
п=1

ап

"У Р 1 >

у
" « ~~ 2 (Я + 2ц) ^ 2/г + 3 ^ Р dp '

Зная перемещения, вычисляем напряжения a'RR, а'^, а^ф, ст^-
Если поверхность шара должна быть свободной от напряжений,
то к напряжениям a'tl следует добавить напряжения <т"у. По-
требуем, чтобы на поверхности шара R = Ro удовлетворялись
граничные условия

Следует решить внутреннюю краевую задачу, для которой на
поверхности R = Ro должны удовлетворяться условия

5 (Ro, Ь) = - о ^ (/?0, О),

Внутреннюю задачу решаем по схеме, указанной выше (фор-
мулы (7), (8), (9) и т.д.).

Существует обширная научная литература, касающаяся за-
дачи о шаре. Много проблем, связанных с осесимметричным
напряженным состоянием в полном шаре, читатель найдет в
работах Галеркина ' ) , Лурье2), Стернберга, Юбенкса и Садов-

J) Галеркин Б. Г., Равновесие упругой сферической оболочки, ПММ, 6
(1942), 487.

2) Лурье А. И., Равновесие упругой симметрично напряженной сфериче-
ской оболочки, ПММ, 7 (1943), 393.
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ского1). Задачей о концентрации напряжений в окрестности
сферической полости занимались Саусвелл2) и Лармор 3). Ин-
тересный случай действия сосредоточенных сил на упругий шар
был рассмотрен в работе Стернберга и Розенталя 4) и в рабо-
тах Вебера5) и Фикеры6). Подробное обсуждение осесиммет-
ричной задачи о шаре читатель найдет в главе VI известной
монографии Лурье 7). Здесь интересным является общее реше«
ние задачи при помощи функций перемещения Папковича.

В настоящей монографии мы не обсуждаем общей задачи,
в которой напряжённое состояние зависит не только от перемен-
ных г, г, но также и от переменной ф. Решение этой задачи было
начато еще Ламе, который разложил напряжения в двойные
ряды по шаровым функциям Лежандра Р^Г'(cos ft) и тригоно-
метрическим функциям cosmqp, sin/Пф. Дальнейшее развитие
этой задачи принадлежит Томсону8) и Тедоне и Сомильяне9).
Читателям, желающим ближе познакомиться с этой общей про-
блемой, советуем изучить главу VIII упомянутой монографии
Лурье. Этот автор при решении задачи о шаре пользуется че-
тырьмя функциями перемещений Папковича. Правильный выбор
четвертой функции позволяет упростить вычисления и предста-
вить решения в наиболее простом виде.

5.22. Принцип Сен-Венана

Решение дифференциальных уравнений эластостатики (как
в перемещениях, так и в напряжениях) наталкивается, вообще
говоря, на значительные трудности в связи со сложностью гра-
ничных условий. Возникает вопрос, не приводит ли модифика-

' ) Sternberg E., Eubanks R. A., Sadowsky H., On the Axisymmetric Pro-
blem of Elasticity for a Region, Bounded by Two Concentric Spheres, Con-
gress Appl. Mech. USA, 1953.

2 ) Southwell R. V., On the Concentration of Stresses in the Neighbour-
hood of a Small Spherical Flaw, Phil. Mag., ser. 7, 1 (1926), 71.

3 ) Larmor A., The Influence of Flaws and Air-cavities on the Strength of
Materials, Phil. Mag., ser. 5, 33 (1892), 70.

4 ) Sternberg E., Rosenthal F., The Elastic Sphere under Concentrated
Loads, /. Appl. Mech., 10, № 4 (1952), 413 [русский перевод: сб. Механика,
№ 1 (23) (1954)].

6 ) Weber С, Kugel mit normal gerichteten Einzelkraften, ZAMM, 32, № 6
(1952), 186.

6 ) Fichera G., Sul calcolo delle deformazione, dotate si simmetria, di una
stratosierico elastica, Atti dell Accademia Nazionale del Lincei, Classe di
Scienze Fisiche, Matematiche e natural, ser. 8, 6 (1949), 583.

7 ) А. И. Лурье, loc. cit. стр. 230.
8 ) Thomson W., Dynamical Problems Regarding Elastic Spheroidal Shells

and Spheroids of Incompressible Liquid, Math, and Phys. Papers, vol.3, 1890, 351.
8 ) Tedone O., Somigliana C , Sopra l'equilibrio di un corpo elastico iso-

tropo limitato da una о due superfici sferidi, Ann. Scuola Nom. Sup. di Pisa,
Sc, Fis, e Mat, Ser., 1 (1887), 100.
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ция граничных условий с целью их упрощения к значительным
изменениям точных решений.

Некоторый свет на эту проблему проливает так называемый
принцип Сен-Венана, сформулированный интуитивно, но под-
твержденный во многих частных случаях.

Рассмотрим тело, на части поверхности которого, малой по
сравнению со всей поверхностью, действуют как-то распределен-
ные нагрузки. Пусть на той же самой малой поверхности дей-
ствует другое распределение нагрузок, статически эквивалент-
ное первому. Статическая эквивалентность понимается здесь

\p=JpiA

РИС. 5.4.

в смысле совпадения главного вектора и главного момента для
двух распределений нагрузок. Принцип Сен-Венана гласит, что
деформации и напряжения, вызванные этими распределениями
нагрузок, мало отличаются в точках, достаточно удаленных от
области приложения нагрузок (рис. 5.4).

Этот принцип Сен-Венан применил для приближенного ре-
шения задачи о кручении и изгибе простых брусьев. В задаче
о кручении бруса (подробно рассматриваемой в гл. 7) он заме-
нил действие сосредоточенного крутящего момента в концевых
сечениях бруса некоторым частным непрерывным распределе-
нием касательных напряжений, дающих в качестве суммарного
момента, приложенного на концах бруса, тот же крутящий мо-
мент.

Так сформулированный принцип Сен-Венана, называемый
также принципом «статически эквивалентных нагрузок», до
сих пор недостаточно теоретически обоснован. В то же время
дано общее обоснование для суженного принципа Сен-Венана
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в формулировке Лява 1 ) : «Если силы, действующие на малую
часть поверхности тела, эквивалентны нулевой силе и нулевому
моменту, то напряжения уменьшаются с удалением от места при-
ложения нагрузки и пренебрежимы на расстояниях, значитель-
ных по сравнению с линейным размером нагруженной части
тела». Этот принцип был подтвержден теоретическими исследо-
ваниями, выполненными Занабони2).

Рассмотрим тело (рис. 5.5,а), нагруженное системой сил Р,
находящихся в равновесии, т. е. в предположении, что главный
вектор и главный момент этих нагрузок равны нулю. Эти на-
грузки действуют на малую (по сравнению со всем телом) часть
поверхности тела, содержащуюся в шаре В радиуса е. Предпо-
ложим, что тело свободно, не имеет никаких поверхностных
опор по линиям или точкам. Рассмотрим два различных и не
пересекающихся сечения Л' и А", лежащих вне области В, при-
чем сечение А" более удалено от области В, чем сечение А'
(рис. 5.5,а,б). Под влиянием нагрузки Р тело деформируется,
в нем возникает некоторое напряженное состояние. В сечении
А' возникает некоторое распределение напряжений, сил взаимо-
действия R' (рис. 5.5,а). Аналогично в сечении А" распределе-
ние сил взаимодействия обозначим через R" (рис. 5.5,6). Ме-
рой величины сил R' будет энергия деформации, вызванная си-
лами R' в обеих частях тела (т. е. в части С\ и С2 + Сз, соглас-
но рис. 5.5,в). Имеем

=\ W(a\f)dV, (1)

где а1 '̂» — напряжение, вызванное действием сил R' в теле
С\ + ( С 2 + С3). Аналогично для сил R", действующих в сечении
А" на тело (С\ -\- С 2 ) + С3, имеем

(2)

Величины WR> И WR», представляющие собой упругую энергию,
работу деформации, являются положительно определенными
функциями.

Принцип Сен-Венана при помощи энергии деформации (1)
и (2) Занабони3) представил в виде следующего утверждения.

' ) Л я в А., см. список литературы.
2 ) Zanaboni О., Dimostrazione generate del principo del de Saint-Venant,

Atti Accad. Lincei, Roma, 25 (1937), 117.
3) Zanaboni O., Valutazione dell errore massimo cui da luago l'applicazi-

one de principio del de Saint-Venant in un solido isotropo, Atti Accad. Lincei,
Roma, 25 (1937), 595,
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Если А' и А"— два сечения тела, лежащие вне области В, и
А" лежит дальше от области В, чем сечение А', то в случае дей-
ствия самоуравновешивающихся нагрузок Р, находящихся в
шаре В радиуса е, всегда

(3)

Для доказательства этого утверждения Занабони рассматри-
вает следующую лемму.

Пусть самоуравновешивающиеся нагрузки Р действуют на
тело С\ (рис. 5.6,а). Обозначим работу деформации в этом теле

г 1 1

v

V л

- А ) /?' Сг+£з )

А"

с
сг+с3

РИС. 5.5. РИС. 5.6.

через Ж\. Пусть при действии системы сил Р на тело С\ + С%
(рис. 5.6,6) возникает упругая энергия Ж\+2- Требуется дока-
зать, что

Жх > Г 1 + 2 . (4)

Работу деформации Ж\+2 можно выразить как сумму частных
работ

Wi+2 = УУ\-\- Жт + "WfQ + WRP. (5)

Нагрузим сначала тело С], определив работу Ж\. Но концевая
плоскость А' тела С\ деформировалась. Связывая С\ с С2, мож-
но нагрузить тело С\ и С2 распределением внутренних сил R
(рис. 5.6, в). За счет этих сил в теле С\ возникает упругая энер-
гия WR\, а в теле С2 — энергия ЖЯ2. Очевидно, силы R выбраны
так, чтобы в сечении А' = А" перемещения и напряжения были
непрерывны. Энергии Жщ, WR2 соответствуют телу С\ и телу С2,
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свободному от нагрузок. Так как на С\ действует и нагрузка Р,
то к Жт следует добавить работу ЖИР, Т. е. работу нагрузок Р
на деформациях, вызванных распределением/? в сечении А'=А".

Полученное таким способом выражение (5) равно работе де-
формации тел С\ и С2, которые вначале были «спаяны», а затем
нагружены силами Р.

Применим теперь к выражению (5) принцип минимума до-
полнительной работы, придавая виртуальные приращения си-
лам /?. Рассмотрим частную вариацию, при которой силы R1 по-
лучают приращения в отношении 1 :(1 + е), где е является по-
ложительной или отрицательной величиной. Таким образом мы
получим

К** - У, + 0 + «)2 r«i + (1 + <)2 и%2 + (1 +«) * V (6)

Так как нагрузки Р не варьируются, то энергия Ж\ не изме-
няется, а энергия ЖЯР возрастает до (1 + е)2РИр ввиду возра-
стания деформаций до 1 + 6, вызванного приращением сил R
до (l + e)R. Работа деформации Wm увеличивается до (1 + е)25Рд1
в связи с возрастанием как нагрузок, так и перемещений до
(1 + е). Аналогично Жт заменяется на (1 + е)2Жя2-

Вычитая формулу (5) из (6), имеем

Д Г 1 + 2 = € (2Г Л 1 + 2Жт + ЖRP) + <* (У Д 1 + WR2). (7)

Так как работа деформации W\+t при варьировании напряжен-
ного состояния должна быть минимальной, то ДЗ^+г > 0. Это
неравенство будет удовлетворено, если

г " R2-T" RP~V- (о)

Подставляя формулу (8) в (5), получим

^ 1 + 2 = Г,-( }Г К 1 + Г Л 2 ) . (9)

Так как работы деформации Жт и Жт положительны, то из
формулы (9) сразу вытекает лемма.

Вернемся к упругому телу, состоящему из трех частей: С\,
С2, С3, и находящемуся под действием нагрузки Р (рис. 5.5,а).
Это тело можно трактовать как соединение тела С\ с телом
С2 + С3, либо как тело С\ + С2, соединенное с телом С3. В пер-
вом случае имеем

Я 1 +(2+3) — ЯГ\ \0R'\ + Я R' (2+3)),

а во втором

==Ж\ (Жц\ + ЖR2\ WR" (1 +2)
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Из равенства работ деформации

получим

Так как Ж'д! и WR2 являются положительными величинами, то

ц»3, (Ю)
или

Г , > Г 1 + 2 . (11)
Теорема Занабони имеет довольно общий характер, однако

она не дает информации о характере уменьшения отдельных
составляющих тензора напряжений при удалении от области
внешних нагрузок.

Подобными рассуждениями пользовался Васютыньский при
доказательстве ряда теорем о сопротивлении формоизменению1)
и о влиянии местного упрочнения системы2).

Поведение напряжений с удалением от области нагрузки
исследовал Буссинеск на примере упругого полупространства
*з ^ 0, нагруженного силами, перпендикулярными к плоскости
*з = 0 и действующими в области малого круга радиуса е.
Результат его исследования таков. На расстоянии /?о от начала
координат напряжения имеют порядок P/Ro, если главный век-
тор сил имеет порядок Р. Однако если главный вектор равен
нулю, то напряжения имеют порядок (e/Ro){P/Ro). Наконец,
если и главный вектор, и главный момент равны нулю, то
напряжения имеют порядок {t/Ro)2(P/Ro)- Этот результат мы
можем легко подтвердить, исследуя среднее напряжение д =

*= "з" (ап 4- 2̂2 + ог3з)> вызванное вертикальными нагрузками в за^
даче Буссинеска.

Из § 5.12 известно, что

где

R (х, | ) = [(*, - 1 , ) 2 + (х2 - 1 2 ) 2 + xl]l'>.
') Wasiutynski Z., О ksztaltowaniu wytrzymalokiowym, cz. I, II, III,

Akad. Nauk Techn., Warszawa, 1939.
г) Wasiutynski Z., A Theorem on the Concentration of Local Reinforcement

Effect of a Structure, Bull, Acad, Polon, Sci., Ser. Sci. Techn,, 17, № 3 (1969),
187.
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Итак, среднее напряжение а принимает вид

(Т (X) ' • — I I —•'••' •' •' • -

Предположим теперь, что нагрузка складывается из п сосредо-
точенных сил Р*г приложенных в точках (|^, |£, 0) внутри кру-
га радиуса е и направленных по оси х3.

Подставляя в выражение (14) величину

получим в результате суперпозиции нагрузок следующую фор-
мулу:

-/ ч.._

Разложим функцию а(х, | v ) в ряд Тейлора по | р Q в окрест-
ности точки х:

а (х, |Т) = а (х) + (г£Л I] + (-^г) 1г + • • • • (1 6)

В результате получим выражение

Если теперь принять, что расстояния | р Q имеют порядок е|р
п

(т. е. (|^)2 + (1г)2 ^ е2)> т о становится ясным, что для
О

среднее напряжение имеет порядок P/Ro. Если главный вектор
п

сил 2 Рз равен нулю, то отпадает первый член правой ча-
v=l

сти уравнения (17), а среднее напряжение а имеет порядок

(е//?0) (P//?J). Если 2 P 3

V r = 0 и величины S g*P,v, 2 1 ^ равны

нулю, то мы имеем дело с нагрузкой при нулевых главном век-
торе и главном моменте. Среднее напряжение а имеет порядок
(E/R0)

2(P/RI). Мизес1) показал, что результат Буссинеска нельзя

•) von Mises R., On Saint-Venants Principle, Bull. Amer. Math. Soc, 51.
№ 8 (1945).
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обобщить на случай сил, действующих в плоскости хз = 0, огра-
ничивающей упругое полупространство.

Если в начале координат действует горизонтальная сила Рг
по оси хг, то среднее значение напряжения в точке х дается фор-
мулой

( 1 + У 2 , R0 = tf + xl + xj)\ (18)

Если в круге радиуса е действуют п сосредоточенных сил, на-
правленных параллельно оси х2, то

5(х) = -
О + У ) у

(19)

Разлагая правую часть в ряд Тейлора по g}1, Q, имеем

Зя/^а (x)

1 + V
• = хп

I gVpV
5 22 T

(20)
\=\

Мизес рассмотрел четыре случая, представленные на рис. 5.7.
Среднее напряжение а в случае действия нагрузок (распреде-

РИС. 5.7.

ленных по кругу радиуса е) с главным вектором P=
v=l

имеет порядок P/Ro. Для нагрузок на рис. 5.7, б с нулевым глав-
ным вектором получаем напряжение порядка (е/#0) (я//?о). Тот же
самый порядок напряжения получаем для случая рис. 5.7, в, в
котором обращается в нуль как главный вектор, так и главный
момент. Наконец, для случая, соответствующего рис. 5.7, г, на-
пряжение а имеет порядок (e/Ro)2(P/Roh
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Обратим внимание на случай, представленный на рис. 5.7, в.
Хотя главный вектор и главный момент сил равны нулю, напря-
жения не имеют порядок (elRo)

2(PIRo), как то имело место в слу-
чае вертикальных сил, рассмотренных Буссинеском. Этот при-
мер показывает, что принцип Сен-Венана, сформулированный в
начале настоящего параграфа, требует новой, более общей фор-
мулировки.

Такое более общее представление принципа Сен-Венана при-
надлежит Стернбергу'). Отсылая заинтересованных читателей
к его работе, добавим, что он рассмотрел, между прочим, прин-
цип Сен-Венана для многосвязных и бесконечных областей. Вни-
мания заслуживает также работа Ноулса и Стернберга 2 ) , отно-
сящаяся к этому принципу.

•) Sternberg E., On Saint-Venant's Principle, Ouart. Appl. Math., 11, № 4
(1954) [русский перевод: сб. Механика, № 2 (30) (1955)].

2) Knowles J. К., Sternberg E., On Saint-Venant's Principle and the Tor-
sion of Solids of Revolution, Arch. Rat. Mech. Anal, 22, № 2 (1966),



Глава в

ДВУМЕРНЫЕ ЗАДАЧИ ЭЛАСТОСТАТИКИ

6.1. Напряженное состояние,
зависящее только от двух переменных х{ и х2

Рассмотрим частный класс тензоров напряжений и дефор-
маций, а именно такой, в котором составляющие тензора не ме-
няются в направлении одной из осей декартовой системы коор-
динат. Если этой осью будет ось Хз, то напряжения ац и де-
формации e,j будут функциями независимых переменных Х\ и х2.

В уравнениях равновесия, связанных с таким напряженным
состоянием, исчезнут частные производные по х3. Уравнения
равновесия упростятся и примут вид

^ 1 3 + ^ 2 3 = 0. (2)

Два первых уравнения будут выполнены, если мы введем функ-
цию напряжений F, связанную с напряжениями следующими
зависимостями:

60pF.vY. a. P = l . 2. (3)

Подставляя формулу (3) в (1), убеждаемся, что

Функция F называется функцией напряжений Эри; она играет
важную роль при решении двумерных задач.

Третье уравнение равновесия, уравнение (2), будет удовле-
творено, если мы введем новую функцию \jj, связанную с напря-
жениями ai3 и О2з зависимостями

<Ti3 = «ЭД), стаз = — д,ф. (4)

Кроме уравнений равновесия, должны выполняться еще уравне-
ния совместности в напряжениях, т. е. так называемые уравне-
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ния Бельтрами — Мичелла. Они образуют систему шести диффе-
ренциальных уравнений

У2Оц + ТТТа^Ч = 0' '> /. * = 1. 2, 3. (5)

Эти уравнения существенно упрощаются ввиду независимости
напряжений от переменной х3. Уравнения (5) примут вид

? 3 3

Va = 0 ( 6 )

v l ° 1 3 и >

Здесь s = an + аи + стзз, а V2 = ^ + <3| и a , p = l , 2 . Первые
четыре уравнения связаны с функцией Эри F, два последние —
с функцией напряжения \|з. Подставляя формулы (4) в третье
и четвертое уравнения системы (6), получаем

Из этих уравнений сразу следует, что функция у\> должна удо-
влетворять уравнению Пуассона

(д1 + д1)у = с, (7)

где с является постоянной величиной.
Напряженное состояние, которое определяется составляю-

щими аи и СТ23, возникает при кручении брусьев. Этой задачей
мы займемся подробнее в гл. 7. В гл. 6 мы будем заниматься
только напряженным состоянием, связанным с функцией Эри.
Для этого в дальнейшем мы будем рассматривать два первых
уравнения системы (6), предполагая, что 013 s= 0, о23 == 0 во
всем упругом пространстве.

Свертывая индексы в первом уравнении системы (6)

+ Т Т 7 5 . а р = 0, а , р = 1 , 2, (8)

получим
(2 + v)Vf(a11+or22) = O,

или
v ? K + °22)=0. (9)

а это показывает, что в теле, на которое не действуют массо-
вые силы, двумерный лапласиан от суммы нормальных напря-
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жений аи и а22 равен нулю. Так как из формулы (3) вытекает,
что стп + o^ = S\F, то соотношение (9) примет вид

V?V?F = 0. (10)

Функция Эри должна удовлетворять бигармоническому урав-
нению. Итак, для определения функции F мы получаем простой
и хорошо исследованный тип дифференциального уравнения —
бигармоническое уравнение. Мы знаем, что бигармоническую
функцию можно составить из решений гармонического уравне-
ния. Поэтому для решения уравнения (10) можно воспользо-
ваться теорией потенциала.

Рассмотрим выражение V^cr .̂ При помощи зависимостей
(3) и (9) получим

V? [ " F,<# + баЗ К + <У] =

Подставляя найденную зависимость в уравнение (8) и принимая
во внимание обозначение s = aii + <*22 + <*зз, приходим к урав-
нению

Интегрирование этого уравнения приводит к соотношению

о33 — v (огп + аю) = ао + а^хх + а2х2,

где а0, щ, а2 — постоянные. В правую часть соотношения (11)
входит линейный член, который сооветствует чистому изгибу.
В дальнейшем положим этот член равным нулю, откладывая
рассмотрение изгиба до гл. 7.

При таком ограничении имеем

<7зз — v(or,, + <r22) = 0. (Па)

С другой стороны, справедлива формула

езз = -g- [<*зз — v (оги + а22)]. (12)

Из уравнений (Па) и (12) видно, что е3з = 0. Кроме того, мы
приняли, что в рассматриваемом упругом теле о\з = 0, стгз = 0.
Отсюда вытекает, что е^ = 0 и егз = 0. Итак, мы имеем дело
с таким деформированным состоянием, в котором

е/3 = 0, / = 1 , 2, 3. (13)

Такое деформированное состояние называется плоским деформи-
рованным состоянием. Заметим, что исчезновение деформаций
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ej3 U = 1, 2, 3) связано с исчезновением только двух состав-
ляющих тензора напряжений, а именно аи и о2з- Величина азз
выражается через сумму нормальных напряжений аи и а22 (фор-
мула (Па)) и, вообще говоря, отлична от нуля. Выражая
On + <*22 через функцию Эри, получим соотношение

03 3 = vV2/4 (14)

Центр тяжести при решении задач о плоском деформированном
состоянии лежит в решении бигармонического уравнения (10)
с граничными условиями, выраженными через производные
функции F. Знание этой функции позволяет определить напряже-
ния по формулам (3).

Из закона Гука определяем деформации еар (а, Р = 1, 2), a
из них интегрированием — перемещения иа (а = 1,2).

6.2. Плоское деформированное состояние

Плоское деформированное состояние характеризуется дефор-
мациями eap(*i, х2) (а, р = 1 , 2 ) при нулевых деформациях
ej3 ( / = 1,2,3). Отсюда вытекает, что перемещения также дол-
жны быть функциями только хи х2. Составляющие вектора пе-
ремещений даются формулами

и а = "а(*1> х2), а = 1 , 2 , M3 = const. (1)

Обратно, если считать справедливыми формулы (1), то получим

еар = -2-(Иа,р + «р,а). а = 1 . 2, (2)

е / 3 ==0, / = 1, 2, 3. (3)

Связи между напряжениями и деформациями при учете соот-
ношений (3) примут вид

<тар = 2це а р + Ябаре, е = ы а > а , а, 0 = 1 , 2 , (4)

а33 = Ке, <т13 = 0, (Т23 = О. (4а)

Так как е ар зависят только от х\, х2, то и а а р зависят от этих
переменных. Сложим нормальные напряжения оц и а22. В ре-
зультате получим

ц)е. (5)

Исключая из уравнений (4а) и (5) величину е, найдем следую-
щую связь между нормальными напряжениями:

<*зз — v (<хп + а22) = 0, v = 2 ( ц + л) ' ^
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Если на тело будут действовать массовые силы, то два первых
уравнения равновесия примут вид

V . е + Х« = °> *« = *а (xi, х2), а, р = 1, 2. (7)

Третье уравнение равновесия

д2а23

превратится в тождество, ибо Х3 должна равняться нулю (суще-
ствование этой составляющей массовых сил вызвало бы напря-
жения и деформации, зависящие от х3, что противоречит при-
нятым допущениям), напряжения аи и а23 равны нулю, а сгзз не
зависит от х3.

Если теперь напряжения выразим через деформации, а де-
формации через перемещения, то в результате получим систему
двух уравнений в перемещениях:

( 9 )

е = д{щ-\-д2и2, а = 1 , 2.

Определенное соотношениями (1) — (9) плоское деформирован-
ное состояние имеет простую механическую интерпретацию.
Именно в таком состоянии будет находиться бесконечно длин-
ный упругий цилиндр (рис. 6.1), нагруженный по боковой по-
верхности силами р = (ри р2, 0), в предположении, что состав-
ляющие р\, р2 не зависят от х3. При таком типе нагрузки произ-
вольное сечение цилиндра х3 = const после деформации не изме-
нит своего положения, так что справедливы условия ы3 = 0,
езз = 0. В сечении цилиндра Хз = const действует равнодействую-
щая сила N = \ Стзз dA, где А — площадь сечения цилиндра.

А
В таком деформированном состоянии находится бесконечный

цилиндр, свободный от нагрузок на боковой поверхности и на-
ходящийся под действием массовых сил X == (Х\, Х2, 0), не зави-
сящих от переменной х3. К уравнениям в перемещениях (9),
описывающим деформированное состояние цилиндра, следует
добавить граничные условия. Эти условия принимают вид

Pa = <VnP' «. P = 1 . 2 . хе=Л, (10)

если на боковой поверхности цилиндра заданы нагрузки ра, и

«a = /aW, Х е Л , (11)

если на границе цилиндра заданы перемещения.
Возможны также смешанные граничные условия, например

типа (10) на Si и типа (11) на s2, где через Si и s2 обозначены
части контура сечения цилиндра.
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Итак, мы имеем два пути для исследования плоского дефор-
мированного состояния: решение уравнений в перемещениях
(9) с условиями (10) или (11), либо решение уравнений в на-
пряжениях, которые сводятся к бигармоническому уравнению
для функции Эри. Первый путь удобен, когда граничные усло-
вия заданы в перемещениях, второй — когда они заданы в на-
пряжениях.

в
—Т--

/У

\
ds

Л

*к|\

X,

/г,

)

X,

РИС. 6.2.

Мы займемся подробно вторым путем. К бигармоническому
уравнению для функции Эри

v№ = 0 (12)

следует добавить граничные условия. Рассмотрим бесконечный
цилиндр, нагруженный по боковой поверхности поверхностными
силами р = (рь Р2, 0) (рис. 6.2). Граничные условия (10) сле-
дует выразить через функцию F. Мы получим

P a = W = - / \ a P " e + " a V ^ « . P = 1 > 2 ( (13)

или после расписывания

Pi = "№ - п2д,д/. Р2 = ~ nidAF + W -

Так как

п, = cos (n, Xi) = -^-, «2 == cos (п, х2) = — -£-,
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ТО

*=-w-f--^—-km
Проинтегрируем уравнения (14) на границе s, начиная от про-
извольно выбранной точки А:

d2F-(d2F)0 = f plds = Pl(s),

г (15)
a,F - (d,f)o = - J p2 rfs = - Р 2 (s).

Для цилиндра в односвязной области можно пренебречь посто-
янными величинами (d\F)0 и (d2F)0. Эти величины не влияют на
значения напряжений. На основании формулы (15) убеждаемся,
что вдоль ненагруженной границы d\F и d2F являются постоян-
ными величинами.

Функции P\(s), /^(s) трактуем как главные векторы нагру-
зок pi, P2, действующих на участок границы, ограниченный двумя
произвольно выбранными точками Л и Б.

Формулы (15) можно трактовать как первый вид граничных
условий для бигармонического уравнения (12).

Другой, более удобный вид получим на основе следующих
рассуждений. Определим функцию F, используя соотношения
(15):

в в
F=\ (d,Fdxx + d2Fdx2) = J (P, dx2 — P2dx{).

Проинтегрируем по частям. Тогда

\В

А — | Р 2 х , fA

в

— J (xtdPi — Xi dP2). (16)

Принимая во внимание, что Ра= \ pads, преобразуем уравне-

ние (16) к окончательному виду

в в
F^JP1(

X2- xa) ds+ \р2 (*, - х\) ds - g (s), (16a)
А А

Последняя формула допускает следующую механическую ин-
терпретацию. Функцию F на границе s можно трактовать как
момент сил ра, действующих на границе s между точками А и В,
относительно вертикальной оси, проходящей через концевую
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точку В. Второе граничное условие получим из выражения для
производной функции F по нормали (рис. 6.2):

дп dxi i ' дх2

 i ds l ds 2

Подставляя в это выражение соотношения (15), получим

Правая часть этого уравнения известна; она определяется задан-
ными на границе нагрузками, а также формой границы.

Уравнения (16) и (17) представляют собой второй вид гра-
ничных условий, связанных с бигармоническим уравнением
(12):

F = g(s), j ^ = F,n = h(s). (18)

После решения бигармонического уравнения (12) с условиями
(15) или (18) определяем напряжения по формулам

Оар = — F. ар + Sopf, YY> Of P = l i 2,

Для определения деформаций еар воспользуемся формулами

e a p = ^ - K p —v6ap(CT11 + ff22)], а, р = 1 , 2. (20)

Эти формулы получим из решения уравнений (4) и (4а) от*
носительно деформаций. Подставляя формулы (19) в (20),
получим выражения для деформаций через производные функ-
ции F:

Нам остается определить составляющие вектора перемещения,
исходя из деформаций:

=2е12. (22)

После интегрирования двух первых уравнений, принимая во
внимание формулы (21), получим

Здесь fi(*2) и /2(^1) играют роль произвольных функций, кото-
рые нужно определить из граничных условий задачи, учитывая
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дополнительное условие, вытекающее из третьей формулы (22):

дги2 + д2щ = - ^ = - 1 д№. (24)

Рассмотрим теперь плоское деформированное состояние с учетом
массовых сил Ха (а = 1,2), которые обладают потенциалом Ф:

*а=-Ф.а. (25)
Уравнениям равновесия

мы удовлетворим, выражая напряжения а ар через функцию Эри
F и функцию Ф следующим образом:

(Тар = - F, ар + бар/7, w + барФ. (27)

Подставляя в уравнения Бельтрами — Мичелла

+ T + V S-a^ = ~ (Ха. 3 + Xd. a) ~ T^V 6«3^Y. V

зависимость (25), получим следующую систему уравнений:

Умножая первое из этих уравнений на бар и учитывая второе
из уравнений (29), получим для суммы нормальных напряже-
ний следующее соотношение:

Но из соотношений (27) вытекает, что аи + агг = V?/7 + 2Ф.
Подставляя эту зависимость в (30), находим следующее неод-
нородное уравнение для определения функции F:

Правая часть этого уравнения равна нулю, когда Ф является
гармонической функцией, например тогда, когда массовые силы
линейны по Х\ и х2. С уравнением (31) мы встретимся в гл. 8
при обсуждении двумерных задач термоупругости, где исполь-
зуется так называемая аналогия массовых сил для определения
температурных напряжений.
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Задачу о плоском деформированном состоянии можно решать
также в перемещениях. Исходным пунктом являются тогда урав-
нения в перемещениях (9). Поступая точно так же, как в § 5.3,
представим уравнение (9) в операторном виде

(32)

где
= 1 + ^ , а, Р = 1 , 2 .

Выразим перемещения иа с помощью векторной функции X:
= (Xi> Хг> 0) следующим образом:

Xi

Х2

^ 1 2

'-"11
, «2 =

i-21

Xl

Х2

откуда

«2 — -

(33)

(34)

Если подставить формулы (34) в (32), то получим систему урав-
нений

(X + 2ц) V?Vfta + * а = 0, а = 1, 2. (35)

Соотношения (34) и уравнения (35) можно представить в век-
торном виде

и = (1 + k) V?X — k grad div X, (36)

(37)

где
2> 0). * = (Xi, X2. 0), X = (XU X2, 0).

Вектор х является двумерным вектором Галеркина. Его введе-
ние сводит систему эллиптических уравнений (32) к системе
двух неоднородных бигармонических уравнений (35).

Зная функции %а, определяем напряжения по формулам

Ct "**""" II 1 i • Д7) V | П V 1 О V 1 "™~~ О f/ (/ V I VO \ {J V I I ^ f i l
об 1 —• 2v L 1V В о о^З/ Q В уА/у I ц^ 1 Y"Yj' /

а, р = 1 , 2.

Величину (Тзз получим из формулы

(39)
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В случае тел простой формы, таких, как упругое полупростран-
ство или упругий слой, для определения поля перемещений до-
статочно только одной функции. Если xi = 0. Х2 = Х- т о

Напряжения а ар даются формулами

д (40)

(41)

2hpds

РИС. 6.3.

6.3. Плоское напряженное состояние

Рассмотрим конечный цилиндр, характеризующийся тем, что
его высота мала по сравнению с размерами его сечения. Такой
цилиндр называется диском. Пусть ось цилиндра параллельна
оси х3, а боковая поверхность
нагружена поверхностными си-
лами р\, р2, распределенными
симметрично относительно средин-
ной плоскости х3 = 0 (рис. 6.3).
Пусть на диск действуют массо-
вые силы X = (Хи Х2, 0), также
распределенные симметрично от-
носительно плоскости Хг = 0.

Плоскости х3 = ±Л свобод-
ны от нагрузок. Под действием
нагрузок в диске возникает трех-
осное напряженное состояние,
в которое входят все составляю-
щие напряженного состояния ац (i, j = 1, 2, 3) как функции пере»
менных х\, х2, х3.

Рассмотрим третье уравнение равновесия

и перейдем в этом уравнении к пределу при Хз->+Л и при
Хз->—h. Так как на границе х3 = ±h

<т13 [хи х2, ± И) = 0, ст23 (xi, х2, ± И) = 0, а 3 3 (хи х2, ± Л) = 0, (2)

то на этой границе исчезают также производные напряжений
аш и сг2з по переменным *i и х2. Из уравнения (1) при х3 = ±Л
останется соотношение

I <?з°зз и = ± л ^ 0 .

Итак, на границе х3 = ± h исчезают как напряжение ст33, так
и его производная по х3. Поэтому не будет большой ошибкой
принять, что в тонких дисках напряжение озз является малым
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по отношению к напряжениям а ар (а, р = 1,2). Итак, допустим,
что азз = 0 в каждой точке диска. Это упрощение будет тем бо-
лее оправданно, чем меньше толщина диска по сравнению с ос-
тальными линейными размерами.

Займемся остальными уравнениями равновесия:

diOla + d2o2a + d3o3a + Xa = Q, a = l , 2 . (3)

Проинтегрируем последнее уравнение по толщине диска

/ д2в2а + д3а3а + ха) dxa = 0. (4)
h

Заметим, что
л

J д3сг3а dx3 = сг3а (*i. х2, ± Л), а = 1, 2. (5)
- л

Последний интеграл равен нулю в силу предположений (2), со-
гласно которым отсутствуют нагрузки в плоскостях х3 = ± А.
Таким образом, уравнение (4) можно представить как

<V.e + z a = °> <*. Р = 1 . 2 , (6)
где величины

h h

1 Г I f
а Ра = ~2/Г J a(Sad*3> Z a = l F J Хайхъ

- f t - f t

являются средними значениями напряжений a a p и массовых сил
Ха по толщине диска. Таким образом, мы получили систему
двух уравнений равновесия, в которой средние значения напря-
жений и массовых сил зависят только от переменных Х\ и х2.

Заметим, кроме того, что при симметричных относительно
плоскости х3 = 0 поверхностных силах pi, p2 и массовых силах
Хи Х2 напряжения ai3 и (Тгз являются антисимметричными отно-
сительно этой плоскости, так что

h

а

-Л
Итак, в тонком диске толщиной 2h, малой по отношению к ос-
тальным линейным размерам, напряженное состояние прибли-
женно описывается тензором

(7)
"1.

0

*

0

0

0

0
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Такое состояние называется обобщенным плоским напряжен-
ным состоянием.

Из условия ст*3 = 0 (/ = 1, 2, 3) вытекает, что ')

и что

Из условия (9) найдем, что

Бзз — а з " з — я, + 2ц о» о — е11 • е22-

Если теперь подставить е*3 в соотношения Гука

(8)

(9)

то получим
(10)

Мы видим, что деформированное состояние е* связанное с
обобщенным плоским напряженным состоянием, описывается
тензором

*,, 8* О

«И 622 О

О 0 8^

(И)

Подставим соотношение (10) в уравнения равновесия (6), ис-
пользуя одновременно зависимости

* 1 / • i • \
(12)

В результате получим уравнения в перемещениях

a, (13)

К этим уравнениям следует добавить граничные условия. На
границе могут быть заданы либо средние перемещения

ua = Ua(x1,x2), a = l , 2 , х<=Л, (14)

') Очевидно, здесь еар обозначает средние (по толщине) значения де-
формаций.
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либо нагрузки

Ра = *ра( Х Ч( Х )> Х € Е Л ' О. § = 1 . 2 , (15)
где

А
1

-ft
Выполним теперь свертывание в уравнениях (13). В резуль-
тате получим уравнение

V + AY. V

Но из уравнений (10) найдем, что

Исключая из (16) и (17) величину «у, v = «п + 822, приходим
к следующей связи между суммой нормальных напряжений и
дивергенцией массовых сил:

Вводя функцию Эри F* для обобщенного плоского напряжен-
ного состояния

(19)

приводим уравнение (18) к виду

* ¥ ) K . 4 = 0- (20)
Если в диске отсутствуют массовые силы, то функция Эри F*
становится бигармонической функцией. Если массовые силы об-
ладают потенциалом (Х* = —Ф_ а ) ( уравнение (20) примет вид

г*— ЗА, + 2ц
—

Как легко было заметить, дифференциальные уравнения для
плоского деформированного состояния и обобщенного плоского
напряженного состояния (при наличии массовых сил) разли-
чаются только коэффициентами. Можно также легко показать,
что в случае обобщенного плоского напряженного состояния
получаются те же граничные условия, что и для плоского де-
формированного состояния. На границе s диска имеем

F = g(s), ^T = h(s), (22)
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причем функции g(s) и h(s) даются формулами (16а) и (17)
§ 6.2, где вместо р\, р% нужно подставить величины р\ и р\%

В дальнейших выкладках, касающихся дисков, будем обо-
значать напряжения и деформации символами аар, еар, памятуя
о том, что здесь речь идет о средних значениях напряжений и
деформаций по толщине диска.

Разрешая уравнение (10) относительно деформаций, имеем

eaf} = -£-[(l + v ) a a p — vs6ap], s = <Tn+022, a, P = 1 , 2 , (23)

J (24)
Учитывая, что

в„ = d,u, = -g- (<ru — va22), e22 = d2u2 = T(a22 — van),

получим после интегрирования

Ещ = J (a,, — va22) d^i + f, {x2),

Eu2= J (a22 — vffu)cfj(;2 + /2(A;1).

Подставляя формулы (25) в соотношения

получим

J (52<?п — vd2a22) dx, + J (a,a22 — vd^ii) dx2

или

J d2an dxl + J d,<r22 C?J;2 — v J

— v J (a^gi + d2a22) dx{ + d2fi + dj2 = 2ol2.

Но подчеркнутые выражения совпадают с левыми частями урав-
нений равновесия, т. е. равны нулю. Условие (26) примет вид

J д2оп dxx + J д^га dx2 + d2fx + dj2 = 2a12. (27)

Выражая напряжения через функцию Эри, получим

J dlFdxi + J d\F dx2 + d2f\ + dih + 2did2F = 0. (28)

Если мы знаем функцию Эри F, то перемещения определим по
формулам (25), а функции flt f2 — из граничных условий, учи-



318 Г*- & Двумерные задачи зластостатики

тывая зависимость (28). Часто уравнение (28) удаегся пред-
ставить в виде

d2h (x2) + dj2 (Xl) = G, (x2) + G2 (*,). (29)

В этом частном случае мы можем сразу определить функции
f[ и f2, а именно

fi (x2) ={G, (X2) dx2 +Е(иЧ- (о°х2),
J (30)

M * l ) = J G2 (Х{) dXx + Е (U°2 + C0°*l).

В последних формулах и^ и и\ обозначают перемещения, а
ш° — угол поворота диска как твердого целого.

В случае тонкого тела с прямолинейными параллельными
границами (полоса, полуполоса, прямоугольная пластинка)
функция F является суммой частных решений типа

\ sin алг1 / * 1 sin P*

{sin ахг J ' I. sin $x2 J

В этих частных случаях мы имеем уравнение

difi + a , f 2 = o .

Решения (30) примут здесь вид

Величины ы̂ , и ,̂ со0 надо определить из граничных условий
задачи.

В некоторых случаях в цилиндрическом теле может возник-
нуть напряженное состояние оц(хи х2, х3), i, / = 1, 2, 3, харак-
теризующееся тем, что три составляющие тензора напряжений,
а именно Oj3, равны нулю. С таким напряженным состоянием
мы встречаемся, например, в задачах об установившихся тем-
пературных напряжениях, возникающих в полупространстве и в
упругом слое (формулы (25) § 8.4). Такое напряженное состоя-
ние называется плоским напряженным состоянием. Для этого
состояния остаются справедливыми формулы (7) —(30) настоя-
щего параграфа. Однако следует помнить, что средние значения
напряжений в обобщенном плоском напряженном состоянии за-
висят от переменных х\, х2, в то время как составляющие напря-
жений и перемещений в плоском напряженном состоянии зави-
сят от переменных Х\, х2, х3.
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6.4. Упругое полупространство,
находящееся в плоском деформированном состоянии

Рассмотрим упругое полупространство х\ ^ 0, нагруженное
на границе Х\ = О силами, зависящими только от переменной х2.
В полупространстве будет осуществляться плоское деформиро-
ванное состояние; напряжения, деформации и перемещения не
будут зависеть от переменной х3.

Эту задачу удается решить непосредственно, без введения
функции Эри 1). Исходным пунктом здесь будут уравнения рав-
новесия и уравнения геометрической неразрывности, выражен-
ные в напряжениях. Первые два уравнения в предположении,
что Х\ = Х2 = 0 , имеют вид

д,сги + д2<х21 = 0, (1)

дри + д2а22 = 0. (2)

Уравнение неразрывности

д\в22 + dhn = 2did2ei2 (3)

запишем, используя соотношения (20) § 6.2, так:
д?[с22 — v(<ru + ст22)] + dl[ou — v((T,, + ог22)] = 2<Э,а2сг12- (4)

К уравнениям (1), (2) и (4) применим однократное преобразо-
вание Фурье, определенное соотношениями

оо
f (*i> а) = -?==• J f (х„ х2) elax> dx2,

(5)
f (xlt x2) = -^==- \ f (*„ a) e-"«» da.

Умножим уравнения (1), (2), (4), на е1аХг и проинтегрируем
по х2 от — оо до + оо. Вводя обозначение D = d/dxi, приводим
уравнения (1), (2), (4) к системе обыкновенных дифференци-
альных уравнений:

Dan— /aa12 = 0,
Dai2 — iaa22 = 0, (6)

— a2 [a u — v (of,, + a22)] + D2 [a22 — v (5,, + 922)] = — 2iaDal2.

Исключим из этой системы уравнений величины сгаг и д{2. В ре-
зультате получим обыкновенное дифференциальное уравнение
четвертого порядка

(D'-a^frn-O. (7)

Аналогичные уравнения получаем для д12 и 522.

') И. Н. Снеддон, Д. С. Берри, см. список литературы.
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Предположим, что на границе х\ = 0 действует вертикаль-
ная нагрузка р(х2) в положительном направлении оси Х\. Счи-

оо
таем при этом, что интеграл \\ p(x2)\dx2 ограничен. После

— оо
применения к граничным условиям

(ти (0, х2) = — р (х2), <т,2 (0, х2) = О
интегрального преобразования Фурье имеем

5 П (0, а) = - р (а), а12 (0, а) — 0, (8)
где

Решение уравнения (7) с учетом того, что при I я ^ - | - * | I-> оо
напряжения должны исчезать, имеет вид

М * , , а) = (Л + Я*,)е-1«К (9)

Из первого уравнения системы (6) находим

iaa12(xu а) = е-И"[Я — {A + XlB)a]. (10)

Постоянные А, В определяем из граничных условий (8): А =
. = — р(а), В = Аа. Поэтому

Э п ^ - Ж О + а х О в - К * ! * - , (11)
5,2 = — /j5(a)ax,e-le'*'. (12)

Из второго уравнения системы (6) получим

djB=. — p ( a ) ( l — адс,)е-'а'*«. (13)

Применяя к 5П, 512, оп обратное преобразование Фурье по
формуле (5), находим

оо
ои(х„ х2) = --~

*
-}==- Jj5(a)(l-ow,)e-l«l*.-'«*</a, (14)

— оо
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Разобьем функцию р(х2) на симметричную р8(х2) и антисиммет-
ричную ра(х2) относительно оси Х\ части. Тогда

p(a) = Ps(a) + ipa(a), (15)
где

оо
Рз («О = -у— J Л ^ c o s а*2 dxf

"Г (16)

= -у= J ^а (Х

Подставляя формулу (15) в формулы (14) и принимая во вни-
мание тот факт, что напряжения являются действительными ве-
личинами, получаем следующие формулы для напряжений:

оо

а „ = — —т= J (I +axx)e
оо

(17)
00

— *' f — f a 1 JC, Г—

Рассмотрим частный случай, когда в начале координат дей-
ствует единичная сосредоточенная сила (рис. 6.4)

(18)
1 Г,/= ^W J * ( ^

Подставляя формулы (18) в (17) и выполняя указанное инте-
грирование, находим

оо 5
1 /• 2 JC

g " = ~ т J (J + "*•> е"аХ| c o s а^ da = ~ т г̂ 2 -Л»у •
J " 1*1 + Х2)2 x,x

• cos ал:2 da =— —-L f n
О Я (Л1 -г л2)

оо 2

а1 2 = —-^- [ ае- а х - sin ax2 da =* , 2 ' 2 л х{ > 0.
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Напряжения ац и 022 сжимающие и симметричны относительно
оси Х2, напряжение аи антисимметрично относительно этой оси.

РИС. 6.4.

В полярной системе координат (г, 0) получим следующие фор-
мулы для напряжений:

2 2

( Х ц = — — cos3 9, а 2 2 = — — cos 9 sin2 9,

o 1 2 = — — cos2 9 sin 9

(20)

<*rr = — ^rr cos 9, a e 6 = 0, агв — 0. (21)

Здесь ап — O\, аее = o2 — главные напряжения. Максимальное
значение касательного напряжения подсчитывается по формуле

. — cose. (22)

Линии главных напряжений определяются семейством лучей и
концентрических окружностей. Для г = const напряжение ап

изменяется по косинусоиде, принимая при 0 = 0 наименьшее зна-
чение, а на границе полупространства нулевое значение. На-
пряжение вгг имеет в начале координат особенность порядка
Mr.

Пусть теперь сосредоточенная сила, перпендикулярная к гра-
нице Х\ = 0, действует в точке Х\ = 0, х^ = \ч. В этом случае
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напряжения принимают вид
2

а*п(хи х2; 0,12) =
я

г Л м - 2

u x2, О, Ы _ - _

2]2 ,
— s2) J

*' (* г ~ (23)

7*2 (х\, х2; 0, | 2 ) =
l{x2-h)

Функции (23) можно трактовать как функции Грина для за-
дачи о полупространстве, нагруженном силами, перпендикуляр-
ными к границе.

РИС. 6.5.

Если на границе х\ = 0 действует нагрузка р = Ро = const
на отрезке — а ^ х\ ^ + а (рис. 6.5), то

а

огп (*,, л;2) = J poo'i (Jfi, A:2; 0.

- -££• [2 (в2 - 9.) - sin 292 + sin 202], (24)

где

. sin9,=—^—, sin02 .

cos 9, = -^-, cos 92 = ~ , г, 2 = \х\ + (х2 HF a)2]'1'.

Для остальных напряжений находим

<т22 = - -Ц- [2 (92 — 9 :) — sin 292 + sin 29,],

<*i2 = — -^ (cos 29, — cos 292).
(25)
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Для точек, лежащих внутри отрезка {—а, +а),

сг,, ( 0 , х2) = — ро, ог22 (0, х2) = — р0, а12 (О, х2) = 0.

Для точек, лежащих справа и слева от точек (0, а), (О, — а ) ,
напряжения на оси х2 равны нулю.

Рассмотрим далее действие касательных сил s(x2), прило-
женных на границе х\ = 0. В этом случае имеем граничные
условия

(Т„(0, л;2) = 0, а12 (0, х2) = - s (х2). (26)

Здесь мы предположили, что нагрузка s(x2)>0 действует в
положительном направлении оси х2.

Применим к граничным условиям (26) преобразование
Фурье

дп(0, а) = 0, 012(O,a) = - s ( a ) , (27)
где

00
s(a) = ^=r J s(x2)el°*>dx2.

Из соотношений (9) и (10) для Х\ = 0 получим А = О, В =
= — t s ( a ) a . Итак, из формул (6) и (9) имеем

оо
вп = --!ф= \ s(a) ae-l°!*•-««>da,

— 00
оо

<т22 = - _ i = r J (2 - оде,) s (а) е-1аI *. - '«*, rfa, (28)
' —оо

оо
0,, = - - — J s(a)(l— a^)e-l al*.-'^rfa.

—оо

Нагрузку s(x2) разделим на симметричную ss(x2) и антисиммет-
ричную sa(x2) части. Тогда

s(a) = ss(a) + isa(a), (29)
где

оо
ss (a) = y=r | ss (x2) cos ал:2 rf^2,

sa (a) = ^—. J s a (x2) sin a*2
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Подставив формулу (29) в формулы (28) и взяв действитель-
ные части интегралов (так как напряжения являются действи-
тельными величинами), получим

СО
сгп = - / = = " J [«в ( о ) c o s ах2 — ss (a) sin ах2] ае~'«'АГ- da,

»оо

—•.
к 2л

оо
хг— — - р = - J [sa{a)s\nax2-\-ss{a)

da, (30)

*da.

Рассмотрим частный случай действия единичной сосредоточен-
ной силы, касательной к границе, приложенной в начале коор-

РИС. 6.6. РИС. 6.7.

динат и направленной по оси х2 (рис. 6.6). Нормальные напря-
жения аи, СГ22 будут тогда антисимметричными, а напряжение
Oi2 — симметричным относительно оси Х\. Нагрузка на границе
х\ = 0 примет вид

= 6(* 2), sa(x2) = 0.

Учитывая, что

c o s a*2 d * 2 =
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получим из формул (30) следующие выражения для напря-
жений:

оо 2
Х\Х2X, Г г Х\

м = ае-ах> sin ах2 da = -т-»

о 3
- ( < ? * 2 ^ , (31)

оо о

1 f 1 * 1 * 2

сг12 = — — I (1 — а х х ) e - a X i c o s a x 2 d a = v~2 Щш

О П \Xl+ Х2)

Заметим, что напряжение Огг в начале координат имеет особен-
ность, ибо при *i = 0 имеем а2г(О, х2) — —2/(n*2).

В полярной системе координат имеем (рис. 6.7)

о о

~ — cos20sin0, (Т22 = ~ -^r sin3 8,

aI2 = — — cos 6 sin2 9

гт

arr = ~ •£?sin э . ^ее = 0, <т,е = 0. (32)

Как видно из этих формул, a r r и оее суть главные напряжения.
Мы имеем дело с радиальным распределением напряжений. При
заданном 8 напряжение a r r обратно пропорционально г и имеет
особенность в начале координат. Для заданного г величина о
изменяется с синусом угла 8, принимая экстремальные значения
при 9 = ±л/2 и нулевое значение при 8 = 0.

Рассмотрим случай, когда граница упругого полупростран-
ства Х\ ̂  0 нагружена силами, изменяющимися периодически
в направлении оси х2. Ограничимся рассмотрением нагрузок,
перпендикулярных к границе.

Выразим напряжения a ap (a, p = 1, 2) с помощью бесконеч-
ных рядов в комплексной форме:

-'ап\ а„ = ^ . (33)

Подставляя формулу (33) в уравнения (1), (2) и (4), получим
систему обыкновенных дифференциальных уравнений

(34)

2/an



6.4. Упругое полупространство в плоском деформированном состоянии 32?

Исключение функций д^1 и d\f приводит к дифференциальному
уравнению

(D*-aiyd\f = 0. (35)

Аналогичные уравнения получим для функций a2f и d[f.
Представим вертикальную нагрузку р(х2), действующую в

плоскости Х\ = 0 в отрицательном направлении оси хи с по-
мощью ряда

S ' ' {±j(h)eia»l>dt2. (36)

Величины aft1 и a\f, удовлетворяющие уравнениям (34) и (35),
имеют вид

ffft'(*i, an) = (An + XiBn)e-\an\xi,
(37)

iano
{$(xi, an) = е~\ a« I *« [5„ - (Л„ + ххВп)ап).

Из граничных условий

сг„ (0, xj) = p (xj), a12 (0, х2) = 0, (38)

которые Можно представить в виде

определим постоянные Л„, Вп: Ап = рп, Вп = апАп. Поэтому

or,, = Re 2 p^(l + anXl)e-\a"\x^tan\
П=—oo

a22 = Re 2 Р<Л)(I — а„х,) e"I e« 1 *."'»-*., (39)
П=—oo

a,2 = R e ( ^ 2 Р

Ы)

Разделяя р(х2) на симметричную ps(x2) и антисимметричную
Pa(,x2) части:
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из формул (39) получим следующие выражения для напря-
жений:

оп= 5 (1 + апХ1)е-\ап\

ina^), (40)

cos а я * 2 - pl"> sin

Здесь

c o s a«
a

2. P^1 = i J Pa Ы sin an^2 dx2.

Рассмотрим полупространство x\ ^ 0, представленное на
рис. 6.8 и нагруженное симметрично относительно оси Х\. На-

Тг
РИС. 6.8.

грузка уравновешена реакциями опор ри причем из уравнений
равновесия для нагрузок вытекает, что

а — с

В рассматриваемом случае р(

а

га) = 0 и
/ а—с а \

, > 2 / Г , Г , \
р 1 " ' = -75- p cos апх2 ах2 — р{ cos anX2 ахг =

М о , J '

р'°»=0.

ля
а
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Напряжения получим по формулам (40), подставляя вместо р(^
выражение (41) и р(

а

п) = 0. Полученные формулы

схц = — Ц- 5] ̂ ~- (1 + а„х,) е~а«*' sin а„с cos anx2,

оо
а 2 2 = £-^ п (1 — a n *i)e~ a "* ' s ina n ccosа„* 2 , (42)

а12 = - i^L 2 (_ 1)" e-«n*, s i n „яС s i n

удается представить в замкнутом виде1). Входящие в формулу
(42) коэффициенты

sin anc cos а„хг — у (sin nnl2 — sin nnt,x),

sin апс sin а„лг2 = — 2~(

выразим с помощью суммы и разности двух выражений и ис-
пользуем соотношения

„-ляп sin

г (С) = 2а (~ 1 У e"mtT1 s i n ""£ = -
n=l

оо

(^*| ^ | 1 ) л—ПЯХ\ р/\с

2 (ch ntj + cos л£) '

е -ял _|_ c o s п£

+ cosn£) '

1 а

На рис. 6.8 представлены графики напряжения а22 в сечениях
х2 = 0 и х2 = За.

Интересный способ решения задачи об упругом полупро-
странстве дал Пейн 2). Этот метод, называемый методом деист»

') Girkmann К., Flachentragwerke, Springer, Wien, 1948.
2) Payne L. E., Technical Note BN-66, 1965, University of Maryland.
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вительных потенциалов, основан на разложении функции Эри
на потенциальные функции действительной переменной:

F s s = x , - * . ! § • . ( 4 3 )

Функции х а ( « = 1.2) являются гармоническими, удовлетво-
ряющими уравнению Лапласа V2Xa = 0- Здесь мы имеем анало-
гию с решением задачи об упругом полупространстве при по-
мощи метода Треффца, когда бигармоническую функцию «i
представляют в виде Ui = ф, + X\%ti.

Подставляя формулу (43) в выражения для напряжений

C T a p = - < W + 6aPVfF, (44)
находим

= ^ , - 2 ( 9 2 x 2 - ^ ^ 2 , (45)

Последние соотношения значительно упростятся, если ввести
две новые гармонические функции

<Pa = d,xa, a = l , 2. (46)

Подставив их в формулы (45), получим
а п — —

(4 7)

Рассмотрим граничные условия в плоскости Х\ = 0, огра-
ничивающей упругое полупространство. Если на границе заданы
касательные нагрузки 0\2 = —s(x2), то из первого уравнения
(47), согласно условию оц(0, х2) = 0, получаем ср, = 0. В этом
случае единственной неизвестной функцией будет функция <рг,
так как ф] = 0 во всей области. Если на границе Х\ = 0 задаем
граничные условия 0ц(О, х2) = — р(х2), <Ti2(0, Х2) = 0, ТО, как
вытекает из третьего уравнения системы (47), граничное усло-
вие (ii2(0, *2) = 0 будет удовлетворено в предположении, что
ф!(0, х2) = фг(0, х2), т.е. ф! = фг во всей области.

Рассмотрим более подробно именно этот случай. Так как
ф1 = Фа = ф. упростим соотношения (47):

(48)
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Из первой зависимости (48) получим

РЫ-**%**- (49)

Учитывая, что функция <?1ф = ф также является гармонической
функцией, мы должны решить уравнение

У?ф = 0 (50)

с граничным условием ф(0, х2) — р(х2).
Зная функцию ф, а тем самым функцию <?1ф, определим на-

пряжения аар по формулам (48). Применяя технику интеграль-
ного преобразования Фурье, находим решение уравнения Ла-
пласа (50) с граничным условием ф(0, х2) = р(х2) в виде

ОО
ф = — — = ——=• й ( а ) е х р [ — а х , — i a x 2 ] d a , (51)

—ОО
где

р (а) = -Х= | р (JC2) e
iax> dxv

Если функция р(х2) является четной, то

ф = у — j P (а) е~ах' cos ax2 da, /3 (а) = у — J p (x2) cos ax2 dx2.
о о

Для нечетной функции р(х2) имеем

—• \ р (а) е~ад :' sin адс2 rfa, р (а) = 1/ — р {х2) sin aA;2 dx2.

0 0
Метод Пейна позволяет также достаточно простым способом

решить несколько задач со смешанными граничными условиями.
Решение такого типа задач читатель найдет в цитированной
выше работе Пейна.

В пространственных задачах теории упругости с успехом ис-
пользуются функции Папковича — Нейбера. Эти функции ши-
роко применяются и в двумерных задачах теории упругости.

Вектор перемещения
u = gradfa- f r -Ф) — 4(1 — у)ф (52)

выражается через три функции: скалярную ф и векторную
ф = (фь ф2, 0). Расписывая уравнение (52) по компонентам
вектора, имеем

U[ = 5 [ ф -J- <Э[ (jCjiJ)! -|- Я2Ф2) — 4 ( 1 — v) ф[, ( 5 3 )

иг = <?2ф -j- д2 (Xi'^l -f- х 2ф 2) — 4 ( 1 — v) ф 2 . (54)
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Рассмотрим упругое полупространство Xi ^ 0 с заданными на
границе перемещениями

Щ (0, ь) = /, (ха), и2 (0, х2) = U (*2). (55)

Для решения этой задачи достаточно двух функций. Удобно
(из-за наличия границы х\ = 0) положить г|>2 = 0. Тогда

«1 = 5,ф — хг|э-f-д^ф, ifi = Ч>. (56)

"г — <52ф + *1<Э2г|), (57)

где х = 3—4v. Граничные условия (55) принимают вид

(58)

Функции ф, \|з являются гармоническими в области JCI ^ 0, т. е.
они должны удовлетворять уравнениям

Vfo = 0, Vii|3 = 0 (59)

с граничными условиями (58) и условиями ф->0, ф - * 0 при
х\-\- х\-+оо. Применяя к решению задачи интегральное преоб-
разование Фурье, представим функции ф и ф в виде интегралов

1 °°

Из граничных условий (58), к которым применено преобразова-
ние Лапласа:

- а Л ( а ) - х В ( а ) = М а ) , - wB (a) = f 2 (a), (61)

найдем величины Л (а) , В (а). Тем самым становятся извест-
ными функции ф и »|з из формул (60). Зная функции ф, ф, опре-
деляем перемещения по формулам (56).

Представленные здесь способы решения удается без труда
обобщить на задачи об упругом слое, нагруженном по границе
силами, зависящими от переменной %ч-

Рассмотрим, например, упругий слой (в плоском напряжен-
ном состоянии это будет пластинка) шириной 2а, не ограничен-
ный в положительном и отрицательном направлении оси дгг.
Предположим, что на границе х\ = ± а действует сжимающая
нагрузка р(х2), распределенная симметрично относительно оси
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Xi (рис. 6.9). Предположим, далее, что о\2 = 0 на границе
Х\ = ± о , т. е. отсутствуют касательные напряжения.

Используя метод интегральных преобразований Фурье, при-
меним его к системе уравнений (6) и (7). Однако решение урав-
нения (7) в случае упругого слоя несет больше информации.
А именно получаем

5ц (*i, a) = (Af + *,fi') е-«> + ( С (62a)

или

Оц (хи а) = A ch а*! + Вах1 sh a*[ + С sh са, + Далг, ch ал:,. (626)

Из двух первых уравнений системы (6) определяем трансфор-
манты напряжений a^, cr̂ - Постоянные интегрирования

хг

РИС. 6.9.

А, ..., D определяем из граничных условий, двух на границе
*i = а и двух на границе Х\ = — а. Рассматриваемый здесь
частный случай нагрузок (рис. 6.9) приводит к значительным
упрощениям. Так как оц является симметричной функцией от-
носительно плоскости Xi = 0, то в выражение (626) не могут
входить антисимметричные функции. Поэтому С = О, D = 0. По-
стоянные А, В определим из граничных условий аи(а, х2) =
= —р(х2) и oi2(a, x2) = 0.

Решение представленной на рис. 6.9 задачи сводится к вы-
числению интеграла

= _ 2 1 / Л — Г ~( \ (sh Л + Л ch Я) ch g*i — о
11 V л ) Р^а' 2A, + sh2A

— a^i sh

где
% = аа,

Р (а) = у — J P (x2) cos ax2 dx2.

(63)
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Эту задачу можно также решить при помощи функции Эри.
В силу симметрии нагрузки относительно плоскости х2 = 0 при-
меним к уравнению

M 0 (64)

косинус-преобразование Фурье, определяемое соотношениями

. °°

^(д:,, а) = | / — J F(xu x2)cosax2dx2,

_ I (65)
F(xu x2) = y -§• J £(*,, a)

Уравнение (64) переходит в обыкновенное дифференциальное
уравнение четвертого порядка

(D2 — a2)2F = 0, (66)

решение которого имеет вид

F = A ch aJCi + Ва*1 sh a^! + С sh a*! + ^a^i ch ax{. (67)

По формулам

fr, a, p = 1, 2,
получим напряжения в виде интегралов Фурье. В силу симмет*
рии напряжений сгц и оы относительно плоскости х2 = 0 поло-
жим С = D = 0. Получим

о

<*22= У 4 " J ^ 1 ^ + 2 В ) C h a X l + В а Л ; 1 S h K J Cll C 0 S аЛГ2 da> ( 6 8 )
о
а>

— Г а2 [(А + В) sh a*! + fict*! ch ал:, ] sin ax2 da.
о

Постоянные А, В определяются из граничных условий
а ц ( ± а , х2)= — р(х2), Oi2{±a, х2) = 0. В результате, напри-
мер, для оц получается выражение (63).

Задача об упругом полупространстве и упругом слое играет
важную роль во многих областях техники. Так, в строительной
механике мы имеем дело с нагрузкой, действующей со стороны
фундамента на грунт, который с некоторым приближением
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может трактоваться как упругое тело (плотный песок, скальная
порода).

С пластинами в виде балок-стенок, подкрепленных и нагру-
женных в своей плоскости либо нагрузками, либо собственным
весом, мы встречаемся, например, в башенных конструкциях.
Действие сосредоточенных сил на полосу встречается в мосто-
вых конструкциях (передача сил с проезжей части на опоры) и
летательных аппаратах.

Этим задачам посвящена обширная литература. Подробное
обсуждение этих задач читатель найдет в указанных ниже ра-
ботах 1) и монографии Гиркмана2), а их техническое примене-
ние, например, в работе Новацкого и Домбровского3).

6.5. Функция напряжений Эри в полярных координатах

Во многих пластинках, особенно круглых и кольцевых и в
пластинках в форме клина, бывает удобнее представлять реше-
ния в полярных координатах. Поэтому дадим основные соотно-
шения и уравнения для плоского напряженного состояния в этих
координатах.

Нормальные напряжения обозначим через <т„. и аее, каса«
тельные напряжения через о>е (рис. 6.10), деформации соответ-
ственно через ггг, еее, егв, а перемещения через ит, щ.

Зависимости между деформациями и перемещениями имеют
вид4)

диг
е " W1

1 диа и
еее — , до т^ г • \ч

39 + дг

') Bay H., Uber den Spannungszustand in hohen Tragern und die Beweh-
rung von Eisenbetonwanden, Disser., Stuttgart, 1931.

Bay H., Der wandartige Trager auf unendlich vielen Stutzen, Ing.-Arch.,
3 (1932), 435.

Craemer H., Spannungen in durchlaufenden Scheiben bei Vollbelastung
samtlicher Felder, Beton u. Eisen, 4 (1933).

Seewald F., Die Spannungen und Formanderungen von Balken mit recht-
eckigem Querschnitt, Abh. a. d. Aerodyn. Inst. a. d. Techn. Hochschule Aachen,
7 (1927).

2) F. Girkmann, loc. cit. стр. 329.
') Nowacki W., Dabrowski R., Silosy, metody obliczen i konstrukcja, Bu-

downictwo i Architektura, Warszawa, 1955.
*) Эти формулы получим из формул для цилиндрической системы коорди-

нат (§ 4.19, формула (15)), отбросив составляющую перемещения ы, и произ-
водные по г.
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Связь между деформациями и напряжениями для плоского на-
пряженного состояния устанавливается формулами

Е ,
ve9e).

_ V 2 (eee (2)

2це г 9 .

Н а к о н е ц , у р а в н е н и я р а в н о в е с и я сводятся к двум у р а в н е н и я м 1 ) :

дг ^ г
(3)

г аЬ ' дг г ' °

Эти уравнения будут тождественно удовлетворены, если напря-

РИС. 6.10.

жения выразим через функцию Эри следующим образом:
1 d*F
г* <Э62 '

1 dF

<>ее!

дг* '
1 dF

г3 <эе

(4)

К этим у р а в н е н и я м и с о о т н о ш е н и я м следует д о б а в и т ь у р а в н е н и е
совместности. Это уравнение, к а к мы з н а е м , приводится к виду

') Эти формулы найдем из формул (27) § 4.19, приравнивая нулю соста-
вляющие напряжения по оси г и производные по координате ?.
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V? (аи -\- <722) = 0. Так как сумма нормальных напряжений яв-
ляется инвариантом, то справедливо уравнение

+ О = 0. (5)

Подставляя формулы (4) в формулу (5), найдем для функции F
бигармоническое уравнение в полярных координатах:

+ т ^ + т^ш) F^r' е)=°- < 6>
Рассмотрим вначале частный случай, а именно круглую пла-

стинку или кольцевую пластинку, нагруженную осесимметрич-
ным способом. В этом случае напряжения, деформации и функ-
ция F не будут зависеть от угла 9. Уравнение (6) упростится:

Общим решением этого уравнения является функция

F = A\nr + Br2\nr + Cr2 + D. (8)

Из соотношений (4) получим следующие формулы для напряже-
ний:

Перемещения ит, и$ могут быть функциями г и б . Это легко про-
верить, определяя величины иг из первого уравнения системы
(1) и первого уравнения системы (2). Получим

Проинтегрируем последнее уравнение по г:

+ f(e). (io)
Здесь f(Q) является произвольной функцией переменной 8.

Из соотношения
_ 1 1 див иг

определяем функцию
диа 4Вг
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После интегрирования этого уравнения по 8 получим
в

«e = i § i -J/(e)de + /1(r)> (ID
о

где /i (г) — функция только г. Подставим иг и ые в третье из со-
отношений (1). Так как аг6 = 0, то и еге = 0. В результате по-
лучим уравнение

dU (r) 1 f м _ n1 f

о
Умножая это уравнение на г, убеждаемся, что первые два члена
зависят только от 0, остальные два от г. Поэтому

в
МШ. л. f f (9) dQ = а г dfl ( r ) f (г) =

о
где а — произвольная постоянная.

Решением этих двух уравнений являются функции

Подставляя эти функции в уравнения (10) и (11), получаем

asin0 + Ycos8, (12)

(13)

В формулы для перемещений входят постоянные А, В, С, а, р, v-
Мы определим их из граничных условий.

Исследуем две простые задачи. Рассмотрим кольцевую пла-
стинку, в которой через а обозначим внутренний радиус, через
b — внешний радиус. Пусть на границе г = а пластинки дей-
ствует нагрузка ра, на границе г = Ь — нагрузка ръ.

Вид функции вгт в формуле (9) показывает, что из гранич-
ных условий

Orr\r-a=— Pay ^rr\r-b=:~Pb (14)

можно определить только две из трех постоянных А, В, С.
Из формулы (13) видим, что член 4Вгв/Е не является одно-

значной величиной. Он равен нулю для 0 = 0, но после обхода
по замкнутому контуру, помещенному внутри кольцевой пла-
стинки, возрастает на величину 8лгВ/Е. Такая неоднозначность
физически невозможна, так что следует принять В = 0. Остает-
ся выражение

V = ^ + 2C, (15)
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из которого с учетом граничных условий (14) определяем по-
стоянные Л и С. Окончательно получим известное решение Ламе

огг = —
~ РЬ

Ь2 — а2

ра-рь
I-

^ b2 - а!

Prfl2 ~< (16)
б2-а2

В случае неограниченной пластинки с круговым отверстием
(Ь—•«>, рь = 0) получаем из формул м

(16) М(/

= — — = — п = 0 (17)

В случае сплошной круговой пластин-
ки (при а->0, ра = 0) получаем состоя-
ние всестороннего сжатия

= 0Гее = — рь, = 0. (18)
РИС. 6.11

Рассмотрим далее представленную на рис. 6.11 пластинку,
нагруженную моментами М. Граничные условия записываются
следующим образом:

ь ь
а„ (а) = 0, агг (Ь) = 0, J <тве dr = 0, j аввг dr = M. (19)

а а

Первые два условия показывают, что границы г = а и г = b
свободны от нагрузок. Третье условие выражает обращение в
Нуль главного вектора напряжений в произвольном сечении
0 = const. Наконец, последнее условие указывает на то, что
действие напряжений уравновешивается изгибающим моментом.
Подставляя формулы (9) в (19), получим следующую систему
уравнений:

(20)
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Подставляя функцию F (8) в выражения

I dF\b I dF \b

\ ОГ la \ дг Ja'

убеждаемся, что эти выражения с учетом двух первых уравне-
ний (20) равны нулю. Остается уравнение

М = — (F)b

a = — A In -j — В (Ь21п Ъ — a2 In а) — С (Ь2 — а2). (21)

Из первого и второго уравнений (20) и уравнения (21) опреде-
ляем постоянные А, В и С. Подставляя их в формулы (9), полу-
чим после простых преобразований следующие формулы:

где

Перемещения «г, «е определим по формулам (12) и (13). Вхо-
дящие в них три постоянные а, р, \ вычислим, используя три до-
полнительных условия.

Потребуем, чтобы точка Р с координатами [г = (а-\-Ь)/2,
0 = 0] была жестко закреплена. Поэтому примем, что

ы г(#. 0) = 0, щ(Я,0) = 0, ( ^ | - 0 , * = ^ . (23)

Эти три условия дают

vWlnfl-B(l+v)/? +

Y = 0,
 ( 2 3 a )

Так как р = 0, то и a = 0. Из трех постоянных a, p, у отличной
от нуля остается только величина \. Определим ее из первого
уравнения системы (23а).

Вернемся к уравнению (6), в котором функция Эри зависит
от обеих переменных г и 0. Общее решение этого уравнения
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было дано Мичеллом в виде

F = a In г + Р/-2 + yr2 In г + 6г29 + еб +

+ -у- б sin 9 + (а,г + V 3 + air"1 + Mr In r) cos 9 +

br
+ 4J- 9 cos 9 + (Clr + c^r3 + el/-1 + dir In r) sin 9

cos n9

d'nr-n+2) sinn9.

n=2

(24)
n=2

Первые три члена функции F соответствуют осесимметричному
напряженному состоянию. Выбирая со-
ответствующим образом члены, завися-
щие от г и 9, можно найти несколько
частных решений.

Рассмотрим функцию

= 0. (25)

Из формул (4) получим
1С

Orr = — cos 9, ст9е = 0,

Здесь мы имеем дело с радиальным
пределением напряжений. Такое состоя-
ние возникает в клине с границей
9 = ±сс под действием сосредоточенной
силы, приложенной в вершине клина в РИС. 6.12.
направлении оси симметрии (рис. 6.12).
Постоянную С выбираем таким образом, чтобы было выполнено
условие равновесия

1Л
Р+ J arr r cos 9 dQ = 0.

Из этого уравнения получим

Поэтому

<г„ = —

2а + sin 2а '

Ч.Р cos 9
(2а + sin 2а) г '

(26)
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Для а = л/2 получим
2Я

гг пг '

Этот случай соответствует полубесконечной пластинке.

РИС. 6.13. РИС. 6.14.

Легко можно убедиться, что функция

F = CrQ cos 9
и напряжения

1С
а „ = - — s i n 9 , <ree = O, огге = 0, (27)

соответствуют нагружению пластинки, показанному на рис. 6.13.
Из условий равновесия

а

Р + J arrr sin 6 dQ — 0
—а

определим постоянную

С =
2а — sin 2а '

Отсюда
2/> sin 9

°гг ~~п (2а — sin 2а) г '

Рассмотрим сплошную круговую пластинку, находящуюся под
действием периодической нагрузки p(Q) (рис. 6.14). Эту на-
грузку разложим в ряд Фурье в окрестности L = 2я:

__ (28)
п=1
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где
2я

а„ =— [ p(9)cosft8rf8, я = 0, 1, 2

<*>
Ьп = - j J р (0) sin иб dQ, n—\, 2, 3, . . . .

о

Гак как силы, действующие на пластинку, должны находиться
в равновесии, то должны быть выполнены условия

2я 2я

J p(0)cos0d0 = O, J p (6) sin 0 сШ = 0. (30)
о о

Сравнивая уравнения (29) и (30), убеждаемся, что ai = 0, b\ =
= 0. Первый член ряда (28) ао/2 соответствует нагрузке, равно-
мерно распределенной по границе пластинки. Этому члену отве-
чают напряжения о°гг = о1в = а012. Соответствующая этим на-
пряжениям функция Эри примет значение F0 = а0г

2/4.
Отсюда видно, что нагрузке (28) соответствует функция Эри

F = Ц- + 2 (АпГя + Cnrn+>) cos пВ + ^ № + С^+2) sin «в.

Постоянные Ап, А'„, Сп, С'„ определим из граничных условий

о„(а, е) = р(9), агв{а, 6) = 0. (32)

Получим
— _ п + I 2 о л/ Я+ 1 „2/v

6
2an(l+n) '

6.6. Задача о трещине

Задача о трещине имеет важное значение в теории разруше-
ния хрупких тел. Первым занялся этой задачей Гриффите'),
исследуя разрушение стекла. Этот автор объяснял разрушение
хрупких тел существованием в теле трещин, которые увеличи-

') Griffith A. A., The Phenomene of Rupture and Flow in Solids, Phil.
Trans. Roy. Soc, A, 221 (1920), 1£3.

Griffith A. A., The Theory of Rupture, Proc, 1st. Int. Cong. Appl. Mech.,
Deft 1924, Technische Brekhandel Wettmann.
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ваются под действием растягивающих сил. Внезапное раскры-
тие трещины и разрушение наступят тогда, когда растягивающие
силы возрастут до такого значения, при котором энергия де-
формации трещин будет больше, чем энергия, необходимая для
возникновения новых свободных трещин.

Задача о трещине в тонкой пластинке была рассмотрена
в последнее десятилетие многими авторами, причем, как пра-
вило, они пользовались методом двойственных интегральных
уравнений. Обширный обзор этих задач и методов их решения
читатель найдет в двух работах Снеддона1).

Рассмотрим неограниченное пространство с трещиной длиной
2с в направлении оси х2, не ограниченной в направлении оси х3

(рис. 6.15). В большинстве задач мы интересуемся случаем,

РИС. 6.15.

когда поверхность трещины свободна от напряжений, а на бес-
конечности действуют растягивающие напряжения. В плоскости
Х\ = О имеем граничное условие

<Тц = <т12 == 0 при — c ^ x 2 * S ^ c , (a)

а на бесконечности

(Т12-*О, ог22-*0, ап=р0 при \х\ + х\\-+<х>. (б)

Используя принцип суперпозиции, можно упомянутую выше за-
дачу заменить двумя следующими:

< Т ц = — Р о > < T i 2 = 0 П р И Х , = 0 , — ^ 2 ^
и (в)

(Тп->0, ст22->0, <г12—>0 при \х] + лс| | —»• оо.

Так как задача является симметричной относительно плоскости
Х\ = 0, можно ограничиться рассмотрением упругого полупро-

') Sneddon I. N., Crack Problems in the Mathematical Theory of Elasticity,
North Carolina State College, Report NERD-125/1, 1961.

Sneddon I. N., Mixed Boundary Value Problems in Potential Theory,
North-Holland Publishing Company, Amsterdam, 1966.
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странства, в котором должны выполняться граничные условия

оп(0, х2) = — ро, 1*2 К с, (1)

ol2(0, х2) = 0, — оо<дг 2<оо, (2)

щ(0,х2) = 0, | * 2 | > С . (3)

Ниже мы приведем способ решения задачи о трещине, дан-
ный Снеддоном >) и основанный на сведении задачи к решению
двойственных интегральных уравнений.

В § 6.4 был представлен метод решения задачи об упругом
полупространстве при помощи интегрального преобразования
Фурье. В предположении, что ai2(0, х2) = 0 и что ац(0, х2) =
= —р{х2), там были получены следующие формулы:

,, = - — = f p (a) (1 + ax,) e-«*.-<a* da,

= - y = J p ( a ) ( l -

= - -^r • J p (a) a e-»* ' -

а) = - ^ = - J P(x2)e'«*>dx

(4)

Здесь

является трансформантой нагрузки р{х2) =—ац(0,х2) на оси
ЛГ1 = 0. Следует заметить, что функция р(х2) задана только на
отрезке \х2\ ^ с, где р(х2) — р0.

В дальнейшем нам потребуются формулы для перемещения.
Перемещение и\ фигурирует в граничном условии (3). Выпол-
няя интегральные преобразования Фурье над соотношениями

е22 = д2ы2 = 2 ^ Iff22 — v (an + о22)],

ei2 = у (̂ 2«i + д,ы2) = ~ ,

получим
— 2цт« 2 = a22 — v (a,, + a22),

') И. Н. Снеддон, loc. cit. стр. 213.
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Из этих уравнений, учитывая формулы (11) — (13) § 6.4, после
выполнения обратного преобразования Фурье находим

(7)

= -т- L- J -^-[1—2v —

Предположим, что функция ро(*2) симметрична относительно
плоскости JC2 = 0. Симметричной относительно этой плоскости
будет также функция р(х2). Трактуя р(а) как трансформанту
четной функции, получим из формул (4)

Оп = 1 ~ у ~~п / Р ("И 1 + а * ' ) e~aXl c o s aJC2 ^a»
о

/

- oo

— J p (a) (1 — a^i) e~a*' cos ax2 da,

' oo (8)
a 1 2 = — Xy T/ — J j5 (a) a e ~ a X i sin a x 2 da,

о
. °°

P (a) = у -§• J p (x2) cos ал;2 da.
о

В последних формулах a = | a | .
Перемещения выражаются формулами

О)
= - v V i I "^l! ~2v ~aA:i1 е~а*'sin aXi da>

0
Используя граничные условия (1) — (3), получим систему двух
интегральных уравнений:

/Т Г
1 / — I p(a)cosа*2da = pQ(х2), | * 2 | < е , (Ю)

о
оо
Г р (а) ^ , р. - | (\ \\
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Вводя обозначения

« = 7 • ** = СТЬ Р ( т ) = р1/1/> ( р ) >

и выражая cos z через функцию Бесселя дробного порядка

COS 2 = ^ — J /_1/2(Z),

приводим систему интегральных уравнений (10) , (11) к виду

(12)

(13)

Решая эту систему уравнений, получим функцию р''!Р(р) =
= /5(а). Знание этой функции позволяет вычислить напряже-
ния и перемещения по формулам (8) и (9).

Система интегральных уравнений (12) и (13) является част-
ным случаем общей системы уравнений

(14)

\х\>1,

исследованной Басбриджем') . Решением системы уравнений
(14) является функция

f{x) =^pLL\x^nj ( д ) J y^(l-y2f

1 1

+ J « 1 +41-« 2 ) W 2 d« J g{uy){xyf+m h+y+w{xy)dy\. (15)
о о j

Это решение имеет смысл при следующих ограничениях: функ-
ция g(y) должна быть интегрируемой на отрезке | г / | ^ 1 ,

») Busbridge L, W., Ргос. London Math. Soc, 44 (1938), 115.
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а величина р должна удовлетворять неравенствам

Р > — 2 , — Л — 1 < Р — -£<Х-\-\.

Используя формулу (15), в которой для системы интегральных
уравнений (12) и (13) следует положить р = 1, X = —'/г, полу-
чим

I о
1 1 л

+ р J и'Н 1 - «2)'/г du I g(иу)уЩ (ру) dy\. (16)
о о J

В частном случае р0 = const, т. е. при постоянном давлении в
трещине, получим

р (а) = рос у -g- Jx (ac). (17)

Подставляя формулу (17) в формулу (8) и группируя члены
соответствующим образом, получим

оо
•q-(crn + а22) = — рос e~ax'Jx(ac) cosax2da,

о
оо

~2 fe — ffn) = РйСХх \ ae-ax*Jx (ac) cos ax2 da, (18)
о

оо
т12 = — росхх | ae~axJx (ac) sin ax2 da.

Из этих уравнений получим
оо

"2 (<*22 — ^П) + '̂ 12 = PoCXi J a e - a z / , (ac) da, (19)
о

где
z = xx

Заметив, что

00
J ae~azJx (ac)da = c(c2 + z2)"7 ' = с(rxr2)~'hе~3

о
где

г—/c = r1e'9 ', z-\-ic
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и взяв соответственно действительную и мнимую части выраже-
ния (19), получим

р0

 т-[-~)hcos9cos[-§-(6, + 92)],
(20)

На рис. 6.16 представлены граничные условия, а также радиусы

ffn*-Po ir ,-01

РИС. 6.16.

г, г ь г2 и углы 6, 01, 62. Первую формулу системы (18) можно
записать в виде

n + сг22) = — рйс Re J е - а г / , (ас)

откуда

(22)

Легко проверить, что для х\ == 0 и \х2\ ^ с выполняется усло-
вие <7ц = а2г = —ро, о\2 = 0 и что для \х2\ > с имеем

х2 — 1 . (23)

Прогиб «i(0,jr2) на отрезке |лг2| ^ с выражается функцией

и, (0 г \ = ~ v п (г2 Х2\Ч* О&\
и\ \ui Л2/ — „ "о ч 2) ' \ ^ * /

Граница трещины переходит в эллипс, так как из формулы (24)
получаем уравнение

v ^ Г * . /Л . . \ Т - 1 . .

'=—£-р°с-
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6.7. Задача о штампе

Рассмотрим действие силы Р на упругое полупространство
посредством абсолютно жесткого штампа (рис. 6.17). Этот
штамп не ограничен в направлении оси ± х 3 , а нагрузка Р не
зависит от переменной х3.

В плоскости Xi = 0 появится перемещение щ(0,х2), харак-
теризуемое тем, что на отрезке \х2\ ^ с оно принимает постоян-
ное значение. При |лг2| > с перемещение и\(0, х2) является не-
известной функцией. Предположим, что между штампом и по-

РИС. 6.17.

лупространством нет трения, так что напряжение ai2(0, x2) рав-
но нулю. Вертикальная нагрузка р(х2) = — ац(0, х2) действует
только на отрезке \х2\ ^ с. Мы имеем дело со смешанной зада-
чей с граничными условиями

«1 (0, х2) = const, U 2 | < c , (1)

0ц(О, х2) = 0, \х2\> с, (2)
1̂2 (0, х2) = 0, — о о < * 2 < о о . (3)

Задача, как мы скоро увидим, сводится к определению сил р(х2)
на отрезке \х2\ ^ с, сил взаимодействия штампа и упругого по-
лупространства. Для определения напряжений и перемещения
в упругом полупространстве воспользуемся принципом супер-
позиции. Эти величины определяются следующими формулами:

Х2)= J
—с

х2)= I

0.

1. Х2>

(4)

(5)
а, Р = 1 , 2.
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Здесь Стар — напряжения, вызванные в точке {х\,х2) упругого
полупространства действием сосредоточенной силы, направлен-
ной перпендикулярно к границе и помещенной в точке (О, Ъ,2).
Это не что иное, как функция Грина, рассмотренная в § 6.4
(формулы (23)). Через и*а обозначим перемещения, связанные
с напряжениями Стар. Использование граничного условия (1)
приводит к следующему интегральному уравнению первого рода:

с

J р ( у и\ (0, х2; О, у d\2 = const. (6)
—с

После определения из этого уравнения неизвестной функции
р(12) мы можем найти величины a ag и иа по формулам (4)
и (5).

Используя формулы (23) § 6.4, имеем далее

2 „з f" P (Ь) d%t_ 2 з Г

— —£- J—£- J JT~

Нам остается определить перемещение «*(*,, А;2; 0, | 2 ) . Для этой
цели используем формулу (9) § 6.6, несколько модифицируя ее
с тем, чтобы найти поверхность, симметричную относительно пло-
скости х2 = |г. Тогда имеем

1 /'"2" Г
«I = -27Г К ^ J ^ ( a ) [ 2 ( 1 - v

оо
Так как в точке х2 = £2 действует сила единичной интенсивно-
сти, то

Отсюда

Ч (а) — у -£ J б(^2 —12) cosа(л;2 —12) da = j у -|-
о

и
00

м*==~2пя" I ^ ^ — v ) + a*il^-£—cosa(jf2 — |2)cfa + «J. (9)
а
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Интеграл в формуле (9) при х\ — О является расходящимся. По-
этому будем рассматривать относительное перемещение и] по
отношению к прямой, проходящей через две произвольно вы-
бранные точки границы, например (0, | 2 — Ь), (О, | 2 + Ь). Пред-
положим, что в этих точках перемещение и\ равно нулю. Тогда
имеем

о

Подставляя и\, вычисленное по формуле (10), в (9), находим

u\(xv х2; 0, 62) =

*?+(*2-Е2)
2j

Подставляя формулу (11) в интегральное уравнение (6), имеем
с

J р(|2)1п|л:2 — |2 |d£2 = const. (12)

Решение этого уравнения дал Садовский ' ) :

с

c2-xi
(13)

Из формулы (13) видим, что напряжение ац(0,л;2) = — р { 2 ) ,
\х2\ ^ с, неограниченно возрастает, когда | * 2 | —* с. Этот ре-
зультат относится к гипотетическому телу с неограниченной
упругостью. В реальном упругом теле вблизи точек (0, ±с) по-
являются пластические зоны. В точках, удаленных от области
приложения штампа, напряжения а ар, определенные по форму-
лам (7), незначительно отличаются от напряжений, которые воз-
никают там в действительности.

Решение интегрального уравнения (6), несмотря на кажу-
щуюся его простоту, наталкивается на значительные трудности
математического характера. Отсылая читателя, интересующегося
теорией интегральных уравнений, к замечательной монографии

J) Sadowsky M., Zweidimensionale Probleme der Elastizitatstheorie,
ZAMM, 8, № 2 (1928), 107.
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Шмейдлера1), ограничимся здесь проверкой результата (13)
способом, предложенным Снеддоном2). Заметим, что

-x^dx2 = P. (14)

Выражая р(х2) через интеграл Фурье, имеем
оо С

- I \ -ш / 2 f t \ J , / 2 Р Г cos ах2 dx2 ,, - ч

Р ( а ) = у — J p{x2)cosax2dx2 = y — — J л/-^—2- 05)
О О У с ~ Х2

С другой стороны, известно, что

Г f (с2 — х1)~''г при | * 2 | < с ,
\ J0{ac)cosax2da = \K 2) ' г ' (16)

J I 0 при | д : 2 | > с„ l 0 при | * 2 | > с .

Выполняя обратное преобразование Фурье, приходим к соотно-
шению

с
2 Г cos ax2 dx2 , , .
" J т/Т^~2 = / о ( а ° ) -

Из сравнения формул (15) и (17) видим, что

0(ас). (18)

Подставляя формулу (18) в формулы (8) § 6.6 (которые и здесь
остаются справедливыми), получим

оо
2Р Г

<*п + ^22 = ^- J Л) (ас) e~ax> cos ax2 da,

° - (19)
ff22 — оц + 2/а12 = Щ±- J а/0 (ас) в " а г da,

о
г +

Последние интегралы можно представить в замкнутом виде. По-
лучим

4 i + ог12 = - Ц- Re | J е-«Чй (ас) da 1 -= -Ц- Re [с« + г 2 ]" 7 ' ,

Ч Scbmeidler W., Integralgleichungen mit Anwendungen in der Physlk
und TechnlK, Qeest tind Postig, Leipzig, 1950.

s) И. Н. Снеддон, loc. cit. стр. 213.
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Вводя обозначения

z = ге1в, z — ic = г,еШ1, г + ic = r2e
l\

где г, гь г2, 0, 9,, 82 показаны на рис. 6.16, находим оконча-
тельные формулы для напряжений

Pr2 cos 6

Из формулы (9) § 6.6 находим, что

/ о ( а с ) s i n

о
т. е.

О при | * 2 K I c ,
ЯО-v) , , ^ (23)

~ _.. Л .2 _2V/, П р и | ДСа I > С.

откуда видно, что граничное условие (1) удовлетворено.
В настоящем параграфе мы дали решение простейшей кон-

тактной задачи. Несколько более сложных контактных задач чи-
татель найдет в обстоятельных монографиях Галина ') и Штеер-
мана 2 ). Много задач с использованием интегральных преобра-
зований различного типа было решено Уфляндом3).

Контактные задачи решаются различными методами, прежде
всего с использованием теории потенциала и методов теории
функций комплексной переменной. Применение этих последних
методов читатель найдет в монографии Мусхелишвили и в книге
Грина и Зерны (см. список литературы).

Представленный тут способ решения задачи о штампе яв-
ляется частным случаем общего метода, изложенного для про-
странственных задач в § 4.15.

Рассмотрим пластинку, нагруженную на границе и жестко
закрепленную на частях границы I и m (рис. 6.18). Обозначая
через ип и us составляющие вектора перемещения в нормальном

1 ) Галин Л . А., Контактные задачи теории упругости, Гостехиздат, М.,
1953.

2 ) Штеерман Л . И., Контактные задачи теории упругости, Гостехиздат,
М., 1949.

3) Уфлянд Я. С , Интегральнце преобразования в задачах теории упру-
гости, Изд-во АН СССР, М . - Л . , 1963.
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и касательном к границе направлениях, имеем ы„ = 0, иа = О
на границе /, m пластинки. Под влиянием нагрузки в пластинке
возникнут напряжения, а вдоль границы m граничные силы: ре-
акции p(Q) и s(Q), которые будут функциями положения точки
Q на границе т. Примем их в качестве неизвестных функций
нашей задачи.

Будем считать основной системой ненагруженную пластинку,
жестко закрепленную вдоль части границы / (рис. 6.18, б). Пусть
на эту основную систему действует сначала внешняя нагрузка.
Обозначим составляющие перемещения, вызванные этой нагруз*
кой, через и°({Р), i = l , 2.

a 5 в

Пусть на основную систему действует единичная сосредото-
ченная сила p(Q) = In- Это состояние мы понимаем как дей-
ствие единичной сосредоточенной силы, нормальной к границе
и приложенной в точке Q границы т пластинки. Под действием
этого нагружения в пластинке возникнут перемещения; точка Р
получит перемещение с составляющими U\n\ i=l, 2. Состав-
ляющие U\n) (Я, Q) являются функциями как положения точки Р
внутри пластинки, так и положения точки Q на ее границе. Они
являются функциями Грина для состояния p(Q) = 1„, удовле-
творяющими в основной системе уравнениям равновесия и всем
граничным условиям (рис. 6.18,6).

Аналогично через U\S)(P, Q), / = 1 , 2, обозначим составляю-
щие перемещения точки Р, вызванного действием сосредоточен-
ной касательной силы s(Q) = ls, приложенной в точке Q гра-
ницы т (рис. 6.18, в).

Предположим, что функции U\S)(P, Q) и U\n)(P, Q) можно
определить в основной системе из дифференциальных уравнений
теории упругости.
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Вернемся к пластинке, представленной на рис. 6.18, а. Со-
ставляющие перемещения и,(Я), t = 1, 2, в точке Р пластинки
можно выразить в следующем интегральном виде:

и, (Р) = и? (Р) + J P (Q) &? (Р, Q) dsQ+ J s (Q) [/</> (Р, Q) dsQ. (24)
(m) (m)

Рассмотрим случай жесткого закрепления границы m пластинки.
Потребуем, чтобы на границе m составляющие перемещения щ

РИС. 6.20.

были равны нулю. Это условие мы реализуем, переходя из точки
Р к точке Q' границы т. Из системы уравнений (24) находим,
что

и? (Q0 + J P(Q) Щп) (Q'> Q) dsQ+ js (Q) £/'•> (Qf, Q) dsQ = 0, (25)
(m) (m)

/ = 1 , 2.

Мы получили систему двух интегральных уравнений первого
рода. Решение этой системы уравнений дает неизвестные функ-
ции p(Q') и s(Q'). После подстановки этих функций в инте-
гральное выражение (24) получим составляющие перемещения
упругой пластинки, представленной на рис. 6.18, а. Заметим, что
ядра интегральных уравнений (25) симметричны, как вытекает
из теоремы взаимности Бетти.

Проведенные выше рассуждения можно обобщить на случаи,
когда пластинка закреплена на большем числе линейных опор.

Эти рассуждения справедливы также для пластинки, пред-
ставленной на рис. 6.19, в которой по дуге т перемещения рав-
ны нулю.

Вернемся еще раз к рассмотренной в этом параграфе задаче
о штампе. Уравнение (25), выписанное для границы х\ = 0 уп-
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ругого полупространства Х\ > 0, имеет вид
с

J р (|2) £/\«> (0, *2; 0, у rfg2 = const. (26)
—с

Так как массовые силы и граничные нагрузки вне отрезка
\х2\ ^ с отсутствуют, то и](хх, х2) = 0. Далее, положим в фор-
муле (25) s(Q) = 0 в силу предположения, что касательные си-
лы в плоскости Xi = 0 отсутствуют. Очевидно, уравнение (26)
идентично уравнению (12). В случае полупространства, нагру-
женного двумя штампами, получим систему двух интегральных
уравнений, в которых неизвестными функциями являются pi (|2)
и р2(Ь) —опорные реакции под штампами (рис. 6.20).

6.8. Применение функций комплексной переменной

При решении двумерных задач теории упругости большую
услугу окажет нам метод функций комплексной переменной.
Этот метод, примененный Колосовым1), был существенно рас-
ширен и обогащен Мусхелишвили2) и его школой. В настоящем
параграфе мы кратко изложим основы этого метода и его при-
менений, отсылая читателей, желающих познакомиться с ними
более подробно, к монографии Мусхелишвили и книге Бабушки,
Ректориса и Вычихло (см. список литературы).

Введем несколько новых понятий, таких, как комплексное пе-
ремещение, главный комплексный вектор сил, главный момент
и т. д. Мы будем рассматривать только плоское деформирован-
ное состояние. Перенесение данных здесь понятий и методов
решения на плоское напряженное состояние не составит ника-
кого труда. В плоском деформированном состоянии закон Гука
имеет вид

ач = 2цеар + КеЬ^, e = e u + ei22, а, р = 1 , 2,

<*зз = he, <Ti3 = 0, < т 2 з = 0-

Выразим теперь левую часть уравнения (1) через функцию Эри:

(2)

') Колосов Г. В., Sur les problems d'elasticite k deux dimensions,
С R. Acad. Sci., 146 (1908), 522.

Колосов Г. В., Z. Mat. Phys., 62 (1914), 384.
г) Мусхелишвили H. И., Recherches sur des problemes aux limites relatifs

k l'equation biharmonique et aux equations de l'elasticite a deux dimensions,
Math. Ann., 107 (1932), 282.

Мусхелишвили Н. И., см. список литературы.
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Заметив, что

( f f + g > ^ i + a 2 2 = V2F, V? = <

приводим уравнение (1) к виду

,+5T3A_V?F,

2 +jj^S/tF, (3)

Разрешая уравнения (3) относительно дхЩ и д2и2, получим

После интегрирования уравнений (4) приходим к следующим
выражениям для перемещений:

+ ft, (JCJ),

= — 02F + «^ + h ( x )

Здесь fei(Ar2) и k2{x\) — произвольные функции и

Воспользуемся, наконец, последним уравнением системы (3).
Подставляя в это уравнение щ и и2 из формул (5), получим со*
отношение

щ (а2Л, + dxh2) + d2fc, + d{k2 = 0. (6)

Вводим величину щ + ш2, называемую комплексным векто-
ром перемещения. Тогда, учитывая формулу (5), имеем

2ц (и, + ш2) = - {dxF + id2F) + и, (Л, + ih2) + k{ + ik2,
i = V~\. { )

Граничные условия также можно представить в комплексном
виде. Пусть граница описывается параметрическими уравне-
ниями

Xi = Xi(s), x2 = x2{s),

где s — длина дуги, отсчитываемая от некоторой точки л
(рис. 6.2). Составляющие вектора нагрузки р = (рь/?2>0), дей-
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ствующего на границе s, связаны с функцией Эри соотно-
шениями , .

Интегрируя р\ и р2 по дуге s от А до В и обозначая результи-
рующие нагрузок через Ри Яг, получим

Р , = I plds = (d2F)B

A, P 2 = J p 2 ^ = ( - 5 , F ) * . (9)
АВ АВ

Из этих результирующих образуем так называемый комплекс-
ный главный вектор сил

+ / Я 2 = {(p1 + /p2)rfs = -/(<V? + /<y^. (10)

Введем также понятие главного момента, выраженного форму-
лой

М = j (х{р2 — x2Pl)ds.

АВ

Задача плоского деформированного состояния решается для
двух основных типов граничных условий. Если заданы переме-
щения, то используем граничные условия в виде (7), если за-
даны нагрузки, — выписанное для границы условие (10).

Рассмотрим односвязную область S с границей с0 и восполь-
зуемся справедливой для этой области теоремой Гурса, утвер-
ждающей, что бигармоническая функция в односвязной области
может быть представлена с помощью двух голоморфных функ-
ций ') ф(г) и x(z) в виде

F = Re[z(f>(z) + %(z)], 2 = * , + i * 2 , z = Xi—ix2. (11)

Здесь Re[ ] обозначает действительную часть комплексной функ-
ции, а г — величину, сопряженную к г. Справедливость теоремы
(11) доказывается следующим образом. Предположим, что в об-
ласти 5 существует голоморфная функция

TI(Z) = Q , ( * I , x2) + iQ2{xu x2). (12)

Полагая Q1(xl, *2) = VfF, имеем

? (13)

') Если функция комплексной переменной f(z) имеет в каждой точке об-
ласти производную, то такая функция называется голоморфной (регулярной).
Если f(z) — /1 + 1/2 голоморфна в области S, то функции fi(Xi,Xz), /2(^1.^2)
являются гармоническими функциями и удовлетворяют условиям Коши —
Римана difi = dzf2, di/2 = — д2/ь



360 Гл. 6. Двумерные задачи эластостатики

Функция Q, гармонична, т. е. Vfvff = V?Q,=0. Введем функ-
цию ф(г), голоморфную в 5 и такую, что

г

Ф ( 2 ) = = t
 ~A J Л (Z) ̂ г = ф] + *̂Ф2- (14)

Из формулы (14) сразу вытекает, что

Нетрудно показать, что функцию F можно представить в виде

<7. (16)

где q является гармонической функцией. Для того чтобы дока-
зать это, установим сначала справедливость уравнения

ЩР-х^-х&^Ь, (17)
или

V\F - 2 (<51Ф, + <Э2ф2) - *,Vfa - x2Vft2 = 0.

Так как функции ф1 и ф2 гармонические, то остается уравнение

У^-2(<Э 1 ф 1 + д2ф2) = 0. (18)

Из уравнения (15) имеем

Функция ф как гармоническая функция должна удовлетворять
условиям Коши — Римана

а1ф, = 52ф2 = т Р 1 , а,ф2 = — d2cpl=-jQ2.

Поэтому

Так как V?F = Qi, то уравнение (18) тождественно удовлетво-
ряется. Тем самым выполняется соотношение (16), если только q
является гармонической функцией. Трактуя q как действитель-
ную часть комплексной функции %(г) в области S и учитывая,
что

Re [гф (г)] — Re [(л;, — ix2) (Ф, + /ф2)] — j (2ф + гф) = х^ + л:2ф2,

формулу (16) можно представить в виде

]. (19)
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Функция F однозначно определяется двумя голоморфными функ-
циями ф(г) и х( 2)- Эти функции, так же как и F, будем назы-
вать функциями напряжений либо комплексными потенциалами.

С помощью функций ф(г) и x(z) можно выразить напряже-
ния и граничные условия задачи.

Для определения напряжений исходим из следующих соот-
ношений:

ог22 - <ти + 2ш | 2 = d\F — d\F — 2id,d2F. (20)

Подставляя формулу (19) в правую часть этих соотношений, по-
лучим

ог„ + ех22 = 2 [Ф' (z) + №)] = 4 Re fo' (г)],
or22 — <т„ + 2ш12 = 2 [ГФ" + %"],

откуда после разделения второго из уравнений на действитель-
ную и мнимую части вытекает, что

а,, - а,, = 2 Re W + %"], <т12 = Im [Г Ф " + х"].

Вводя для упрощения записи обозначения

представим напряжения в окончательном виде
a u = Re[2<D — гФ'— W],
<T22 = Re[20 + 2Q' + n (21)
<т12 = Im [ Г Ф ' + ¥ ] .

Комплексный вектор перемещения, учитывая формулу (7), мож-
но выразить как

' 4 ^ - (22)

Остается определить функции k\ и k%. Используем для этой
цели соотношение (6). Так как d2h\ + d\hi = (32ф1 + diq>2, то

d2ki + dxk2 — 0.

Этим уравнениям удовлетворяют функции

где С, ai, a2 — произвольные действительные постоянные.
Таким образом, уравнение (22) принимает вид

= щ (г) - ztfjz) - T(z) + 2ц (a + /Cz), (23)
где

a = a! -f 'O2-
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В дальнейшем последний член правой части уравнения (23) бу-
дем включать в предыдущие члены. Поэтому, не умаляя общ-
ности, принимаем, что

2ц (и, + ш2) = щ {г) - щ' (г) —1|> (г), (24)

Зная функции ф и г|з, по формуле (23) можно определить состав-
ляющие вектора перемещений в произвольной точке тела с точ-
ностью до линейного члена. Равенство (24) играет на границе
роль граничного условия в перемещениях.

Аналогично с помощью функций ф и г|з можно выразить глав-
ный вектор сил

Р = Р,+ 1Рг = - 1 (д{Р + id2F)B

A = { ( P l + ip2) ds =
АВ

= - i [Ф (г) + ztf(z) + Ш& (25)

В дальнейшем часто вместо вектора Pi + t'P2 будем вводить вы-
ражение

f is) = i J (P, + /ft) ds = U[(s) + /fg (s) = [Ф + гф' + ф]*. (26)

Если кривая С является границей, то выражения (25) и (26)
представляют собой граничные условия задачи в нагрузках.

Следует рассмотреть еще одну задачу, которая будет иметь
важное значение при определении единственности решения. Если
в рассматриваемой односвязной области дана функция F и тем
самым потенциалы ф(г) и %{z), то напряжения определяются
однозначно функциями F по формулам (2) и функциями ф(г) и
•ф(г) по формулам (21). Однако возникает вопрос, однозначно
ли определены функции F, ф(г), г|з(г) при заданных напряже-
ниях оар. Чтобы ответить на этот вопрос, надо исследовать со-
отношения (20а). Предположим, что эти соотношения удовле-
творяются двумя парами функций ф<!>, гр'1' и ф(2>, г|з(2). Вводя обо-
значения ft = фО — ф<2>, р = грО — \|)<2>, получим из формул
(20а) следующие условия:

4Re[ft'(z)] = 0, 2[гГ'(г) + р'(г)] = 0. (27)

Из первого условия вытекает, что

a, V'(z) = 0, (a)

где С — действительная постоянная, а а — комплексная постоян-
ная.
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Поставляя О"(г) = 0 во второе условие (27), получим

p'(z) = 0, p(z) = p\ (б)

где р — комплексная постоянная.
Отсюда делаем вывод, что при заданных напряжениях стар

функция ф(г) определена с точностью до линейного члена а +
+ iCz, а функция \|з (z) — с точностью до постоянной р.

Рассмотрим случай, когда в односвязной области 5 заданы
перемещения. Спрашивается, до какой степени функции qp(z) и
i|)(z) определяются перемещениями. Рассматривая, как и ранее,
две пары функций ф, гр» получим из формулы (24)

2ц (и, + iu2) = wp<" — гф'(1> — ф<" = ХФ(2> — ;гф'<2> — $2\

откуда
xfl — гЬ' — р = 0. (28)

Условие однозначности перемещений влечет за собой однознач-
ность напряжений. Поэтому можно воспользоваться соотноше^
ниями (а) и (б). Подставляя их в формулу (28), имеем

Так как последнее уравнение должно удовлетворяться для ка-
ждого значения z, то должно быть

С = 0, ха = р. (в)

Отметим, что произвол в определении функций ф и г|з является
меньшим, чем при заданных напряжениях. Функция ф опреде-
лена с точностью до постоянной а, функция i|) — с точностью до
величины р, причем а и р зависимы между собой: fi = xa или
Р = ха.

Поэтому если заданы напряжения, а начало координат нахо-
дится в S, то функции ф(г) и гр (z) будут определены одно-
значно, когда постоянные С, а, р выбраны так, чтобы выполня-
лись условия

Ф(0) = 0, 1т[Ф '(0)] = 0, г|>(0) = 0. (29)

Если задано поле перемещений, то следует положить С = 0, а
а выбрать так, чтобы выполнялось условие ф'(0) = 0. Так как
Р = ха.то тем самым определено и значение р. В односвязной
области 5 функции ф(г) и гр (г) будут определены однозначно,
если их представить в виде степенных рядов:

оо оо
Ф {г) = 2 anz

n, ф (г) = 2 bnz\ (30)
n=Q л=0

Для каждого из членов рядов (30) главный вектор сил Pi + iP2
и главный момент равны нулю, так как после полного обхода
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контура с0 члены zn принимают свои начальные значения. Нуле-
вое значение главного вектора нагрузок и главного момента сви-
детельствует о выполнении условий равновесия для внешних на-
грузок.

При применении метода комплексных потенциалов сущест-
венная трудность заключается в нахождении функций <р(г) и
i|)(2)> которые требуется выбрать так, чтобы удовлетворялись
граничные условия. Для этого следует установить непосредст-
венную зависимость ф, ij) от граничных условий. Подробнее эту
задачу мы обсудим в § 6.11.

Другой (хотя и не универсальный) способ заключается в вы-
боре функций ф и if в виде многочленов и определений соот-
ветствующих им напряжений и перемещений.

6.9. Вид комплексных потенциалов
для многосвязных областей

Рассмотрим плоскую многосвязную область, представленную
на рис. 6.21. Обозначим через ch (k = 1, 2 m) внутренние
граничные контуры, через с0 — внешний контур. Обозначим че-
рез zft произвольные точки, лежащие внутри контуров ck. Эти

точки принадлежат областям, не вхо-
дящим в состав рассматриваемой
(пг + 1)-связной области 5.

Может оказаться, что в многосвяз-
ной области (так же как и в односвяз-
ной) перемещения и напряжения
удается выразить однозначно через
комплексные потенциалы q>(z) и i|)(z),
не связывая их с функцией Эри, а не-
посредственно используя уравнения
равновесия и уравнение совместности

= 1. 2,
РИС. 6.21.

В предположении, что напряжения с ар (а, р = 1, 2) являются
непрерывными функциями вместе со вторыми производными и
удовлетворяют уравнениям (1), справедливо следующее утвер-
ждение.

Функции а а0 в (т -f- 1)-связной области можно выразить од-
нозначно через комплексные потенциалы в виде

= 2 2 Ak\n(z — (2)

(3)
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причем

+ 4 R [ ' ] (4)

я (5)
В выражениях (2) и (3) Ah являются действительными постоян-
ными, Yfe. Yft — комплексными величинами. Как величины Ah, так
и разности Y/, — y'k

 н е зависят от положения точек Zh, а только
от функций оар. Функции ф0 и ф0 являются голоморфными функ-
циями.

Мы не приводим здесь сложного доказательства этого утвер-
ждения. Читатель найдет его в книге Бабушки, Ректориса и Вы-
чихло (см. список литературы).

Из требования однозначности напряжений и перемещений
следуют дополнительные условия, определяющие постоянные Ah,
Yft. Yft-

Рассмотрим комплексный главный вектор сил

для дуги, соединяющей точки А и В внутри области S. Для
плексного вектора перемещения в области S справедлива фор-
мула

Jb (7)

Совершим обход контура ch, исходя из точки z и перемещаясь по
часовой стрелке. После обхода контура выражение (7) изменится
на величину

Условие однозначности перемещения будет выполнено для ка-
ждого значения z, если

Yft = 0, k=\, 2 m. (8)

Соотношение (6) справедливо и для предельного случая, когда

дуга АВ является замкнутой кривой cft. Интегрируя формулу
(6) вдоль дуги в направлении по часовой стрелке и требуя одно-
значности выражения (6), получим

= \ {P ¥гк))ds = -i[-

= - 2 я ( у А - й ) , Л = 1,2 я. (9)

Из соотношений (8) и (9) определяем значения Y* И Y ^ Под-
ставляя эти значения и Ah = 0 в формулы (2) и (3), получим
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следующие выражения для голоморфных функций q>(z) и ip(z):

P\k' + iP{2])\n(z-zk), (10)

(11)
m

Г2я(Г+х)

Если задано поле напряжений сгар, то функция <p(z) определена
с точностью до члена Ciz + а, а функция \|з (z) — до члена р, где
С — действительная, а а, р — комплексные постоянные.

Если заданы перемещения, то функция ф определена с точ-
ностью до члена а, функция ^ с точностью до члена р, причем
эти величины связаны соотношением ха = р.

В приложениях мы часто встречаемся с неограниченной об-
ластью с вырезами по контурам С\, Сч ст. Для такой обла-
сти, в которой контур с0 простирается до бесконечности, выби-
раем окружность с д с центром в начале координат и таким ра-
диусом R, чтобы в ней содержались все внутренние контуры с1(

с2 ст. Пусть на границах ch (& = 1, 2 т) действуют
нагрузки, которые дают главные векторы М*1 + iP^\ Тогда для
части плоскости, лежащей вне круга cR, т. е. для | z | > / ? , или
для всех z в окрестности бесконечно удаленной точки, справед-
ливо соотношение

2 (p[k) + /р»2*>) In (z - zk) = (Р, + iP2) In г + Ф ' (г),

где

Рх + /P,

а ф*(г) является голоморфной функцией в окрестности беско-
нечно удаленной функции. Здесь

т

Ф* (*) = S (P\k) + iP*') In (z - zk) - (P, + iP2) In 2 =

а функция In (1 — — ) , очевидно, является голоморфной в ок-

рестности бесконечно удаленной точки.
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Потенциалы q>(z) и г|з(г), данные соотношениями (10) и (11),
можно представить для неограниченной области в виде

Согласно теореме Лорана, функции <р5, \|>£ можно представить
в окрестности бесконечно удаленной точки (т. е. вне круга cR)
в виде рядов

«Й(2)= 2 anz
n, ф П г ) = 2 М " . (14)

П = — °° П= — оо

Следует потребовать еще, чтобы на бесконечности напряжения
были ограничены. Рассматривая это ограничение, будем исхо-
дить из формул (4) и (5) для напряжений. Подставляя фор-
мулы (12) и (14) в формулу (4), получим

Из условия ограниченности <тц + агг для произвольно больших
значений z вытекает, что

ап = ап = 0 для я = 2,3, (а)

Подставляя (13) и (14) в формулу (5) и требуя, чтобы выраже-
ние 022 — 0и + 2/(Ti2 было ограничено в окрестности бесконечно
удаленной точки, приходим к выводу, что условию ограничен-
ности не удовлетворяет ряд

Поэтому должно быть

Ьп = О, я > 2 . (б)

Принимая во внимание полученные соотношения (а) и (б), мож-
но представить функции ф(г) и гр(г) в окрестности бесконечно
удаленной точки следующими выражениями:

P t l n z + Tz + Фо (*). (15)

(16)
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Здесь r = ai, Y' — bl являются комплексными величинами, а

— голоморфными функциями на бесконечности. Постоянным Г и
Г' можно приписать определенный физический смысл. Так как
Ф'(оо) = Г, то

litn (a,, + a22) = 4 Re [<p' (с»)] = 4 Re (Г).
Z->oo

Дважды дифференцируя функцию qp(z) и замечая, что fq/'(z)->
—* 0 [ибо ф(г) есть величина порядка 0(1/г2)], получим из фор-
мулы (5)

lim (ст22 — or,, + 2tc12) = 2Г'.
Z->oo

Вводя обозначения Г = В + iC, V = В' -\- iC, имеем

<Т11(оо) + (Х22(оо) = 4В, ог22(оо) — сги(оо) = 2Я', ог12(оо) = С'.

Поэтому

ап(оо) = 2В — В', (Т22(оо)==2В + В' ( ог,2(оо) = С'. (17)

Величину С — мнимую часть Г — можно выразить через враще-
ние со тела на бесконечности. Поэтому имеем

ш — -§- (d,tts - д2в,) = ^ ^ (Ф' — ф').

Подставляя в последнее выражение функцию ф из формулы
(15) и переходя к пределу при г—* сю, получим

„1~,\— ' + * Г Г— 2ttQ>(°0)
Ш ( О О ) = = - ^ Г С С -

Заметим, что условие ограниченности напряжений на бесконеч-
ности не означает, что ограничены и перемещения. Подставляя
(15) и (16) в комплексный вектор перемещения (8), получим

щ + 1иг) = - * 2

( У + ' У (In z + In z)
+ (хГ-Г)г-Рг + О(1). (19)

Здесь через 0(1) обозначены те величины, которые остаются
ограниченными при произвольно возрастающей г. Из выраже-
ния (19) мы видим, что напряжений и перемещения одновре-
менно ограничены на бесконечности, если Г = Г' = 0 и если
комплексный главный вектор нагрузок Р\ + iP% равен нулю.
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6.10. Конформное отображение на единичный круг

Пусть задана функция z = со(£), голоморфная в области
комплексной плоскости £. Здесь z = Х\ -\- ix2, £ = | i + *1г- Функ-
ция z = (й(£) ставит в соответствие каждой точке £ области 5*
некоторую точку z области 5 в комплексной плоскости г. Пусть
область 5 является совокупностью всех точек г, соответствую-
щих точкам £ области S*. При этом предполагаем, что каждая
точка z области S отвечает только одной точке области 5*. Та-
кое отображение называется взаимно однозначным отображе-
нием области S на область S*. Если с* — некоторая кривая в об-
ласти S* и точка £ пробегает эту кривую, то соответствующая ей
точка z пробегает некоторую кривую с области S (рис. 6.22).

РИС. 6.22.

Рассмотрим точки £ и £ + dt, на кривой с* и поставим им в со-
ответствие точки z и z + dz на кривой с в области 5. Обозначим

соответственно дуги на этих кривых через АВ = As и А*В* =
= As* и устремим к пределу отношение As/As* при Д£, стремя-
щемся к нулю. Тогда

lim
As

= lim
Az dz

(1)

Соотношения (1) вытекают из того факта, что отношение длин
дуг имеет тот же предел, что и отношение соответствующих им
хорд. Так как z = ш(£) является голоморфной функцией, то ве-
личины dz/d£ принимают только одно значение независимо от
способа стремления А£ к нулю. Требуется дополнительно пред-
положить, что о/(£) ф 0. Аргумент величины dz/dt, определяет
ориентацию As относительно элемента As*. Аргумент комплекс-
ной величины As* измеряется углом а*, заключенным между
As* и осью | i , соответственно аргумент величины As — углом а.
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В силу теоремы о вычитании аргументов при делении имеем

^ | . (2)

В пределе при Д£ -+ 0 векторы Д£ и Лг переходят в векторы, ка-
сательные к кривым с* и с, a arg(dz/d£,) = а*— а является уг-
лом поворота элемента дуги ds по отношению к ds*. Отсюда
видно, что угол между касательными к двум произвольным кри-
вым си с2, проходящим через произвольную точку области S, ра-
вен углу между касательными к двум соответствующим кри-
вым с*, с\ в соответствующей точке преобразованной области.
Поэтому

Ct2 Ctl = = Ct2 — Ol.

Такое взаимно однозначное отображение области S на область
S*, сохраняющее углы, называется конформным.

В дальнейшем мы ограничимся отображениями ограниченной
или неограниченной области S на область S* — единичный круг
|£| ^ 1 с помощью аналитической функции

z = <»(£). (3)

Требуется предположить, что (о'(^) не обращается в нуль внутри
области |£| ^ 1. Чтобы функция со'(£) не принимала нулевых
значений, достаточно предположить, что контур с0 области 5
имеет непрерывно изменяющуюся кривизну.

Будем рассматривать два основных случая.

а. Если область S ограничена, а точка г = 0 находится вну-
три области, то функцию z = со(£) можно выразить с помощью
степенного ряда

Z = < D ( £ ) = S * » S " . I £ I < 1 , (4)

считая, что точке z = 0 комплексной плоскости z соответствует
точка i = 0 комплексной плоскости £.

б. Если область S не ограничена, то, предполагая, что точка
2 = 0 является внешней, представим функцию z = &)(£) в виде

! fenr, | С | < 1 , (5)
n=0

считая, что точке z = оо соответствует точка £ = 0.

Преобразуем основные выражения для главного вектора и
комплексного вектора перемещения из области 5 на область S*.
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Речь идет о

f(*) =

формулах

g{z) — 2n(ui+iu2) =

Введем обозначения

,—p2)c?s = q

Хф (z) — 2ф' (

р(г) + 2ф'(г)

;)]-•!(£),

+ *(г), (6)

(7)

Учитывая,что

получаем в области S* следующие формулы:

^ | - Ф П Г ) + Ф Г ( Г ) . (8)

= | 1 Ф^) - Ш- О)

Выражая переменную £ в полярной системе координат £ = ре'*,
приводим комплексные векторы (6) и (7) на границе |£| = 1 к
следующему виду:

/?(*) = Ф,(а) + = 1 | - ф > ) + ̂ Ш на |£ |=1, (10)

х ф 1 (а)-4=гФ»-Ч>,(о) на | £ |=1 . (11)
<в (а)

Здесь а = e i e — значение £ на границе единичного круга, F(ft),
G(§)—функции нагрузок и перемещений на той же границе.
Уравнение (11) представляет собой граничное условие первой
основной краевой задачи теории упругости, уравнение (10) — гра-
ничное условие второй основной задачи. Условия (10) и (11)
можно представить одной формулой

« P l (a) + -==-q>f(or) + i|>1(c). (12)

Полагая a = l , H = F, получим уравнение (10); полагая а =
= —х, Н = —G, получим граничное условие (11).

Отображая область S на единичный круг 5*, удобно выра-
зить Z, в полярных координатах t, = pe i 0. Окружностям р =
= const и лучам Ь = const в комплексной плоскости £ соответ-
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ствуют на плоскости г замкнутые кривые р = const вокруг на-
чала координат и кривые •& = const, проходящие через начало
координат (рис. 6.23) и оканчивающиеся на контуре са, соответ-
ствующем кривой р = 1.

Величины р, •& можно трактовать как криволинейные коорди»
наты точки (хих2) в плоскости z. Величины х\, х2 связаны с ве-
личинами р, •& следующим соотношением:

* 1 + / * 2 = <о(£) = а>(рв'0). (13)

Соотношение со (£) = е£ определяет в плоскости z семейство ор-
тогональных линий р = const, Ь = const, которому в плоскости
% соответствует семейство окружностей и радиальных прямых.

РИС. 6.23.

Рассмотрим произвольную точку z0 плоскости г. Проведем
через эту точку кривые

р = const, Ф = const.

Обозначим через (р) касательную к кривой Ф = const и через
{•&) — касательную к кривой р = const.

Рассмотрим комплексный вектор А в точке г0; его составляю»
щие, параллельные осям Х\ и х2, обозначим через Ai и А2

(рис. 6.24). Составляющую, касательную к кривой ф = const,
обозначим через Ар, а составляющую, касательную к кривой
р = const, через А$. Между этими составляющими имеется сле-
дующая связь:

Лр = Ах cos а + 4 2 sina, Ло = — А{ sin a + /l2cosa, (14)
или

Лр + /Лв = е~1а (Л, + г'Л2); (14а)

a — угол между касательной к кривой О = const в точке z и
ОСЬЮ Х\.

Следует определить величину еЧа с помощью отображающей
функции z = co(£). Рассмотрим в системе (р, •&) две точки: г и
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z-\-dz. В комплексной плоскости % приращение dZ, для точки £
откладывается в радиальном направлении. Поэтому имеем

dz = eia\ dz |, dt, = <

Из этих соотношений находим, что
in dz со' (£) dZ,

е =TdzT== |co'(S)l|rfEI =

Так как £ = ре'*, то

M _J__co^L
— p | » ' ( 5 ) I '

I«'(5)I

/ (0
P I со' (?) I

Подставляя е- ' а в соотношение (На), получим

(15)

(16)

(17)

(18)

Это соотношение можно использовать для преобразования век-

y3=corist

РИС. 6.24.

тора перемещения u = («i, и2, 0) в координатах хи х2 к поляр-
ным координатам (р, О):

Ир + /и« = в- '«(и,+/и 2 ), (19)
или

«Р + '•«* = ~ - [ £ § (« + '«) =

2цр | » ' (С)

В дальнейшем важную роль будут играть формулы преобразова-
ния для напряжений. Локальное преобразование составляющих
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напряженного состояния от системы прямоугольных координат
к системе криволинейных ортогональных координат описывается
следующими формулами:

'РР : <ти cos2 a + (Т22 sin2 а -\- <Уц sin 2а,
) — оп sin2 а -f а 2 2 cos2 а — а1 2 sin 2а, (20)

= ~2 (<*22 — On) s in 2а + а 1 2 cos 2а.

Легко проверить, что справедливы вытекающие из формул (20)
зависимости

(21)

РИС. 6.25

Учитывая формулы (20а) § 6.8, уравнения (21) можно записать
в виде

<т<» - *РР + 2 ^ Р * = 2е2 'а W (г) + * ' (г)].
Наконец, вводя соотношение

и обозначения
|co'(S)l2 Р2 «'(5)»'(С) Р2 »'

мы можем представить уравнения (22) в иной форме:

<трр + <%, = 4 Re [Ф, «)] = 2 [Ф, (£) + ф^)],

а« ~ ^ р + 2/арв = - ^ = . [^Г) Ф', (0 + со' (?) V

Нам остается еще выразить нагрузки, действующие на границе
рассматриваемой области, в системе (р, д) (рис. 6.25). Раскла-
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дывая вектор нагрузки р == (pi, р2, 0). действующий на границе
р = 1 в комплексной плоскости г, на составляющие р as (рр, p f l l 0),
представим граничное условие для нагрузок в виде

2 (рр — ipt)Ct = 2 (а р р — ш Д . . =

= fan + ст22) - e 2 i a (ofa - а„ + 2/cr18). (24)

Вводя комплексные потенциалы Oi(S) и Чг(^), получаем на гра-
нице области следующие граничные условия:

РР - 1рь = Ф1 (or) + Ф Т Н - ' 5 % [ « ^ Ф '

где <т = е'*, 151=1.

6.11. Решение для конечной односвязной области

Рассмотрим конечную односвязную область S, ограниченную
замкнутым контуром с0. Эту область отобразим с помощью
функции z = co(^) на область S* — единичный круг |£ | ^ 1,
границу которого обозначим через у.

В рассматриваемом случае функции qpi(£) и \JJI(£) МОЖНО
представить с помощью функций, голоморфных внутри круга

Ш 1
( p

ФИО = S «о»?""1. I 5 K 1 -

Решение задачи основано на определении комплексных постоян-
ных ап, Рп из заданных граничных условий. Обе краевые зада-
чи— в перемещениях и в напряжениях — рассмотрим одновре-
менно, выражая их одной записью (уравнение (12) § 6.10):

(2)

Разложим функции #(а), о (а)До' (а) в комплексные ряды Фурье:

Н(о)= S Л„ е ' « *= S Л„а", (3)

2л
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Подставим функции (1), (3), (4) в граничные условия (2). Учи-
тывая условие 1) ф(0) = 0, а поэтому и <pi(£)£=0 = а 0 = 0, и
принимая во внимание, что а = e~ i0 = t r 1 , приходим к уравне-
нию

a 2 а„а"+ 2 cmom 2 паЛо-»+! + 2 р„а"« = 2 Апо\ (5)
П=1 т = — о о п=»1 П=0 п=—оо

Перемножая между собой ряды во втором члене левой части
этого уравнения в предположении, что ряд q̂  (о) абсолютно схо-
дится, получим уравнение ~

2 (аа„+ 2 /"атст+„_1)е'«* + (р„+ 2 mamcm_n

n-0 W m=\ I \ т=1

= 2 Л,е-'»». (6)
П=—оо

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях величины
einQf приходим к системе уравнений

оо
а а п + 2 fnamcm+n_i = Ап, п = 1, 2,3, . . . , (7)

т=\
оо

р п + 2 татст_п-1=А_„, п = 0,1,2 (8)

После определения величин а„ из уравнений (7) подставляем их
в уравнения (8) и последовательно определяем величины р„.
Таким образом, основная часть задачи — определение голоморф-
ных функций ф! (I), ijji (g) — выполнена.

Заметим, однако, что в случае граничного условия (2) в на-
грузках (т. е. когда а = 1, Н(о) = F(o)) функция ф1(£) не бу-
дет определяться однозначно. Поэтому из рассмотрения урав-
нений (7) при а = 1 вытекает, что без дополнительного усло-
вия

определить мнимые части величины ai не удастся.
Для обеспечения существования решения должны быть вы-

полнены условия равновесия тела. Эти условия будут выпол-
нены, если

{ (Pi + Ф2) ds = О, J (х{р2 — хм) ds = 0. (б)

4) См. первое соотношение системы (29) § 6.8.
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Так как

S0
то приращение функции F(s) — fi(s) + if2(s) при обходе гра-
ницы равно нулю. Отсюда следует, что F(o) = /i(O) + '/2 ('в') —
функция однозначная.

Второе из условий (б) запишем как

J {xip
2
 — х

2
р

{
) ds = — J [f, (s) dx

1
 + f

2
 (s) dx

2
] = 0.

Co Co
После интегрирования по частям имеем

l*i/i is) + x2f2 (s)]Cn - J [f, (s) dxx + /2 (s) rf*2] = 0.
On

В силу однозначности выражения в квадратных скобках в левой
части остается только интеграл. Представим его в виде

Re /J [f, (5) de, + f2 (s) ^ 2 ] I — Re I J If t (s) + //2 (s)] dz J -

= R

Уравнение

налагает ограничения на коэффициенты Ап ряда (3).
В случае первой краевой задачи, когда на границе заданы

перемещения, для определения функций q>i(£) и i|>i(£) достаточно
условия ф] (0) = 0.

Особенно просто преобразуются уравнения (7) и (8) для
круговой области 5. Функция (о(£), отображающая круг 5 ра-
диуса R на область S* — единичный круг |£| ^ 1, имеет осо-
бенно простой вид:

z = со (&) = /?£. (9)

В этом случав со (a)/<i/ {а) = а = е'*, а коэфициенты %, за ис-
ключением Ci = 1, равны нулю. Система уравнений (/) и (8)
существенно упрощается. После простых преобразований полу-
чаем уравнения

аа1 + й, = Л„
, (Ю)
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Рассмотрим вторую краевую задачу (а = 1, Н(а) = F(a)).
Мы имеем

«1 + 01 = Л .
а» = Л,, л > 2 , (11)
Рп=^А_п — {п + 2)Ап+2, и = 0, 1,2

В силу того что тело как целое находится в равновесии, должны
быть выполнены условия

2nR 2nR 2nR

= O, J p2ds = 0, J p e d s = O

или
2я

J ( p p cos ft — p f l s in 0) d d = 0,

° 2n (12)

= 0> J

Здесь через /7Р, рц обозначены составляющие нагрузки в направ-
лении локальных базисных векторов (р) и (•&).

Из первого уравнения системы (11) видно, что А\ является
действительной величиной, так как а.\ + ai — величина действи-
тельная. Покажем, что это условие следует также из уравнений
(12). Из формулы (3) имеем

2л

о
Интегрируя по частям, находим, что

2л 2л

2л

В силу третьего уравнения системы (12) имеем
2л

о
Итак, А\ — величина действительная. Нам остается еще опреде-
лить мнимую часть комплексной величины а\. Из условия
Im[<pJ(0)/u/(0)]==Im ((!,)== 0 видим, что мнимая часть величины
ai равна нулю. Из первого уравнения системы (11) получаем
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сы = AJ2. Поэтому

п=2 п=1

Учитывая формулу (9), окончательно имеем

i(E) = ?(z) = -^z + j 4 , ( {
п=2

Таким образом задача решена только при условии, что ряды для
ф(г), i|)(z), (f'(z) абсолютно и равномерно сходятся на окруж-
ности \z\ = R.

Оказывается, что эти требования выполнены, если первые
производные составляющих рр и р$ удовлетворяют условиям
Дирихле на границе круга. Рассмотрим случай, когда отобра-
жающая функция является многочленом m-й степени:

<O(£) = 2 Y * £ * , ЪФО, утф0. (13)

Обозначим через <»(£) многочлен, коэффициенты которого яв-
ляются сопряженными к коэффициентам многочлена (13):

й(9 = 2у/ (13а)
£ 1

Так как функции ц>'(£)фО при |£ | -^ 1, то функция ю'(1/(;) яв-
ляется регулярной функцией и отлична от нуля при | £ | ^ 1.

Функция -?(1»л регулярна при | ? | ^ 1 и имеет на беско-

нечности полюс /z-ro порядка.

Разлагая функцию Й ? А ^ в ряд Лорана в окрестности бес-

конечно удаленной точки,получим
оо

»(С) __„ *»_!_,. ^ - i i ' -»• '•CO + 5 J C - * S ~ * - (14)

Подставляя в последнюю формулу t, = ст, получаем

^ ^ с„а" + с».^"-1 + ... + с,а + с0 -f
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Так как
to (а) «в (о) <в (а)

ё'(\/а) ~~ ш'(а) ~~ о / Й '
то

k=0 k=\

Если подставить формулу (15) в уравнения (7) и (8), то полу-
чится (при ch = 0, где й > п + 1) следующая система уравнений:

m=\

я-1

аа2 + 2

a,cn = ^ n , (16)

= Лй при k~^n-\-\,

Р * = - 2 m a m c m _ f t _ , + Л _ ь & = 0,1,2
m = l

Можно показать, что ряды q>i(£)> ^pi(C) будут удовлетворять ус-
ловиям задачи, если функции /i и /г из выражения Z7 = /i + //2
достаточно регулярны, например если они имеют вторые произ-
водные по Ь, удовлетворяющие условиям Дирихле.

Рассматриваемый здесь случай имеет важное практическое
значение, во-первых, потому, что сводит задачу к решению ко-
нечной системы уравнений, во-вторых, потому, что точный вид
границы можно аппроксимировать представлением функции
о)(£) в виде многочлена, причем точность приближения будет
тем большей, чем большее число членов этого многочлена учи-
тывается при вычислениях.

6.12. Решение для бесконечной области

Для бесконечной области, ограниченной кривой с0, функцию,
отображающую область 5 на единичный круг 5*, можно пред-
ставить формулой

00
2»£в, Ш<1. (1)

Точку 2 = 0 рассматриваем как внешнюю точку. Точке z = с»
соответствует точка £ = 0. Сумма в (1) представляет собой ре-
гулярную функцию.
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Функции ф(г) и ty(z) для бесконечной области, ограничен-
ной кривой с0, даются формулами (15) и (16) § 6.10:

l n г

причем

C/ = <y,2(oo), C = -f^-.

Величина С связана с вращением ю(оо) тела на бесконечности.
Подставим z = ш(£) из формулы (1) в формулы (2) и (3).

После простых преобразований получим

In £ + (5 + /С) | + Ф° (С), (4)

y ln S + (В' + 1 С ) f + *° ®. (5)

где ф°(?), ^ ° (0—новые однозначные аналитические функции
в области |£| ^ 1.

Рассмотрим краевую задачу, в которой на с0 заданы на-
грузки, а на бесконечности имеет место напряженное состояние
сгц(оо), 022(°°) и (Xi2(oo) в предположении, что й»(оо) = 0. Под-
ставим формулы (4) и (5) в граничное условие

(6)

В результате получим новую форму граничного условия:

q)P(a) + ^ - i 7 > ) + ^ j = Fo(o), (7)

где

со'(a) L 2я(1+ч)

Если на границе отсутствуют нагрузки (Pi = 0, Я2 = 0), то
функция Fo(a) однозначно определена на границе. Однако легко
показать, что функция Fo(a) будет однозначной на границе, если
главный вектор нагрузок P\-\-iPi не обращается на границе
в нуль. При движении точки а по единичной окружности | £ | = 1
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величина F(a) получает приращение i(Px -\-iP2), когда о обхо-
дит полный круг, в то время как In а получает приращение 2ni.
Таким образом, два первых члена правой части уравнения (8)
сокращаются и функция Fo становится однозначной.

Если границей бесконечной области является окружность, то

г = и (с) = —, - = ^ = = . (9)

Здесь а — радиус окружности. Граничное условие (7) с учетом
(9) принимает вид

Ф° (а) - р - Фо (о) + °̂ W = о̂ (а), (10)

где

Разложим функции ф°(£) и t|)°(t) в бесконечные ряды

Ф°(0 = Еч»£" , Ч>° (С) = S P»S*. (12)
l \

1=\

' ^ 2а функцию F (а) ' ^ 2 In а в ряд Фурье

оо -1
(13)

Подставим формулы (12) и (13) в граничное условие (10):

а„е-г '«+2)
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Сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях о = е'*, на-
ходим следующую систему уравнений, служащую для определе-
ления величин ап и р„:

i (Р, + iPt)

при

Ро — ^ 2

р1 = Л _ 1 - Р 1 +

2 ' Р г -2аВ, (15)

а _ л р ' + ' рд д .
Р2 — л _ 2 2 -г- 2 я ( 1

Pn = Л_„ — (n -f 2) an- 2 — P ' 2 ^ 2 для n > 3 .

В найденном таким образом общем решении содержится целый
ряд частных случаев. Если В = В' = С = 0, то система урав-
нений (15) относится к бесконечному телу с круговым вырезом,
на границе которого отличен от нуля главный вектор Pi + iP2-
Если Pi + iP2 = 0, то мы имеем дело с действием самоуравно-
вешивающейся нагрузки на границе \z\ = а. Наконец, если
Ап = 0 (что соответствует F(o) = 0 ) и Pi + iP2 = 0, а вели-
чины В, В', С отличны от нуля, то мы имеем дело с концентра-
цией напряжений вокруг выреза (граница которого свободна от
нагрузок), вызванной действием напряжений оц(оо), а22(°о) и
ст12(оо) на бесконечности.

Рассмотрим этот последний случай более подробно. Предпо-
ложим, что тело равномерно растягивается в направлении оси
xi. Тогда

о гп(0 0) = Р, ст22(оо) = 0, ог12(оо) = 0. (16)

В уравнениях (15) следует положить

Решая уравнения (15), получим

ах = Ц-, а„ = 0 для п

Ро = О, P, = --f-. P2 = 0,

Рл = 0 для п > 3.
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Функции <р°(£) и г|э°(£) получим по формулам (12):

Ф°(С)=-^-£, Ф°(£) - ^ ( С —5я),

а функции q>i(£), i|>i(£) по формулам (4) и (5):

Учитывая формулу (9), имеем

Напряжение определяем из формулы (22) § 6.10.
В полярной системе координат (р, #) имеем

] (17)

V—5"(H-f-^) sin », 4-f.

На границе p == а исчезают напряжения ор р и ар^. Напряжение
а<ц) дается формулой

и принимает наибольшее значение при О = я/2 и О = Зя/2.
В случае всестороннего растяжения тела, т. е. для

путем суперпозиций напряжений получим следующие выраже-
ния:

+-^"). (18)

Рассмотрим далее действие сосредоточенных сил в бесконеч-
ном теле. Распределение напряжений, вызванных действием
сосредоточенных сил, получим, рассматривая следующую вспо-
могательную задачу.

Пусть на границе бесконечной области, ограниченной окруж-
ноотью г *= а, действуют постоянные нагрузки

Ру _ Р2
Р[ = 2па ' Р2 ~ 2па '
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Равнодействующей нагрузок pi + Ф2 является величина Pi +
+ iP%. Если положить ац(оо) = 0, а22(°°) = 0. 012(00) = 0, то
из формулы (11) получим

Но

поэтому

Функции ф°(£) и г|)°(£) выразим с помощью бесконечных рядов
(12). Подставляя их в уравнения (10), мы видим, что

а„ = 0 для л = 1 , 2 , . . . ,

поэтому

tfP©-0, V <&-££+£)?• (19)

Из уравнений (4) и (5) получим

+»Ю— 2я(1+к)

Учитывая, что z*=afc, получим

z2 "•" 2я(1+х) а*

Для определения напряжений требуются величины q>' (2), ф" (г)
и V(2):

Ф ( г ) = = - 2 я ( 1 + х ) 7 - ф (z>~ 2я(1+х) I 3 " 1

V W — 2я(1+х) z "" я(1+х) г3 •

Напряжения, вызванные действием сосредоточенной силы Pi +
-f- 1P2 в начале координат z = 0, получим устремлением радиуса
а к нулю, однако при таком росте нагрузок pi + tp2> чтобы их
равнодействующая была постоянной и равнялась величине
Pi + iPi.
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Функции Ф' (2) , ф"(г), i|/(z), необходимые для определения
напряжений, вызванных действием сосредоточенной силы
Pi -j- 1P2, получим, подставляя в формулы (20) а = 0. Напря-
жение оар (а, р = 1, 2) определим по формулам (21) § 6.8.

В полярной системе координат (г, 6) имеем

2|i)

cos 6 + Рг sin 9), (21)

6.13. Определение комплексных потенциалов
и вывод интегрального уравнения

Сначала рассмотрим односвязную область S, ограниченную
кривой с. Эту область отобразим на единичный круг |£| <; 1 с
помощью функции z = ш(£)- Предположим, что точке 2 = 0 со-
ответствует точка £ = 0, а функция ш(£) голоморфна в единич-
ном круге k, причем ю(0) = 0.

Как мы уже знаем из § 6.10, граничные условия для первой
и второй краевых задач задаются на границе единичного круга
(т. е. в точках £ = о = eif>) одним уравнением

(1)

Для второй краевой задачи, согласно обозначениям § 6.10,

а = 1 , Я(а)«/>(0)=-М<>) + *М<>),

для первой

а = - х , # (а) ~ - 0 (<т) = * - [

Предполагая, что главный вектор сил равен нулю на границе
круга k, функции F(a) и G(a) мы трактуем как однозначные
функции. В дальнейшем мы будем пользоваться уравнением, со-
пряженным к уравнению (1), а именно уравнением

я

Умножим уравнения (1) и (2) на -^т g _ £ , где £е&, и про-

интегрируем их вдоль границы у единичного круга. Получим
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систему уравнений

2я/ J a - S 2я/ J ©'(а) ( а - ? ) 2яг J а - С

а г Ф , ( Р ) 1 г Ш7а) Ф1(а) 1 /• Ф, (q)

V V Y (4)

где
_ 1 Г HJa)da_ Я / « _ 1 С Л

Предполагая, что функции ф[ (£), ф, (£) аналитически продолжены
на у. и учитывая, что

1 С ф! (о) da __ /-.v 1 Г i|>i (0) do" . ,«.ч /[»\

v у

и 1 )

^ ^ - Ш , (6)
Y

приводим уравнения (3) и (4) к виду

. <в(а) ф{(а)

J 57(5) (а-С) ̂  + Ч>.(О)=Л(£), (7)

Уравнение (7) является интегродифференциальным уравнением.
В дальнейшем мы преобразуем его в интегральное уравнение
Фредгольма второго рода. Уравнение (8) будет использовано
(после предварительного определения функции qpi (£)) для вы-
числения комплексного потенциала tyiit,). Используя соотношение

г <p{(g) da _ Ф1 (0) ^

') Это необходимое и достаточное условие, чтобы функции i|>i(a) и (fi(a)
были на у непрерывным продолжением функций ФИО и (£)
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преобразуем уравнение (7) к виду

О + %Щ)=А($. (10)

В это уравнение входит член /Ссо (?), в котором постоянная вели-
чина К связана со значением ф{ (0), пока не известным. Для ис-
ключения члена /Ссо(£) разобьем функцию q>i(£) на две части:

Ф 1 Й ) — ^ Ч - ч ^ в ) . (И)

Подставляя формулу (11) в (10) и учитывая, что

1 Г е> (о) — <в (£) , ,-.\ /

Y
упрощаем уравнение (10):

(.2)

Последнее уравнение дифференцируем по £ и устремляем £ к
точке у на границе круга, предполагая при этом существование
непрерывного продолжения функции ф'°(£). В результате полу-
чим интегральное уравнение Фредгольма второго рода

а' (а) да0 \ а —

где

(13)

V

Уравнение (13) можно сокращенно записать так:

<ХФ'° (ог„) + - ^ J К (о. «о) ? > ) da = Л' (<т0), (14)
v

где через К(а, а0) обозначено ядро интегрального уравнения

— ш(а0)—(о—К (а а)= 1 д (®(а)~ ( o ( a o ) \ _
ш ( а ) (Эст0 \ а — Сто / ( в — ст0)

2 ш (а)

После определения функции Ф'°(СГ0) ИЗ интегрального уравнения
(14) возвращаемся к уравнению (12), из которого вычисляем
функцию ф°(£). Постоянная i^ (0), входящая в это уравнение,
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определяется из условия ф°(0) = 0 (которое в силу формулы (11)
равносильно условию q>i(0) = 0).

Нам остается определить функцию (pi(£) из соотношения
(11). Но входящая в это соотношение величина К не известна.
Из уравнения (11) вытекает, что

»'(О) + Ф'°(О). (16)

С другой стороны,

пНО) ' со'(О) '

Исключая из формул (16) и (17) величину Ф[(0), получим

и л и^ + и л и K + &
а со'(0) а со'(О)

Во второй краевой задаче а = —х, так что уравнение (18)
принимает вид

К _ УЩ
-л со'(О) '

из которого однозначным образом можно определить величину
К- В первой краевой задаче а = 1, а величина К + К является
действительной. Имеем тогда

Соотношение (19) будет выполнено только в случае, когда
ср{ (0)/©' (0) — действительная величина. Поэтому получаем до-
полнительное условие

Ш ) ° . да

которое мы используем для определения величины К. Можно
показать, что условие (20) будет выполнено, если главный мо-
мент равен нулю. После определения функции Ф[(£) МОЖНО при-
ступить к определению функции tyi(£) из уравнения (8).

Рассмотрим далее неограниченную область S с вырезом.
Отображающая функция со (£) имеет вид

<o(£) = f + ©„(£),

где соо(£) является голоморфной функцией в единичном круге,
а со(0) = оо. Рассматривая бесконечную область, потребуем.
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чтобы начало координат 2 = 0 лежало вне области 5. Как мы
знаем из § 6.12, функции комплексного потенциала для беско-
нечной области имеют вид

1п е + ( в+* с> т+ы ®»
if In l + ( s ' + / c / ) I + * ° ( ? ) - (22)

В этих соотношениях функции <р0, ^о являются голоморфными
функциями, допускающими непрерывное продолжение на гра-
ницу у- Постоянные В, В', С связаны с напряжениями Став(°°)
в окрестности бесконечно удаленной точки, С — с вращением
ш(оо) тела на бесконечности. Значение С примем равным нулю.
Если подставить формулы (21) и (22) в уравнение (1) для вто-
рой краевой задачи [а = 1, Н(а) = F(a)], то получим следую-
щее граничное условие:

где

о'(а)

(23)

(24)

Применяя преобразование, аналогичное тому, которое мы вы-
полнили над уравнениями (1) и (2), получим следующие урав-
нения для определения функций ф0 и \|)0:

ш (а) Фо (а)

1 f FB (a) da
2ST J o-C '

~ 2 J » / J a - ; 2m- J со' (a) ( a - S ) d < 7 '
V Y

После решения этой системы уравнений, зная уже функции ф0

и фо, находим из соотношений (21) и (22) искомые функции
Ф1 (S) и <|>i(£)- В случае первой краевой задачи [а = —к,Н(а) =
=•—G(a)] следует при отличном от нуля главном векторе и
ограниченных напряжениях aap(oo) подставить в уравнение (1),

(С) и <М£). определенные формулами (21) и (22), что приве-
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дет к уравнению
а (а)<р0 (а) - -Щ- $ (а) - % (а) = GQ (о), (27)

а далее аналогично поступить с функциональными уравнениями
(25) и (26). Вернемся к уравнению (25), которое следует све-
сти к интегральному уравнению Фредгольма второго рода. Ис-*
пользуя соотношение

г Фо(о) da q>0(0)

j 5П7)(0-б) " W " °*
получим из уравнения (25)

| ^ 7 a - 1 ) - (29)
Но Д"о = О, так как со' (0) == оо. Итак,

(30)

С другой стороны, учитывая, что

находим

со (<т) — о (£) _ <в0 (а) — ю 0 (g) £_

Так как

— Г-^4=4—= о,
2я» J со' (0) а

v
что вытекает из формулы (28) при £ = 0, то преобразуем урав
нение (30) к виду

, 1

Дифференцируя последнее уравнение по ^ и устремляя £ к точке
во на окружности у. приходим к интегральному уравнению

^ Ы + da = A'Q(a0), (33)
v

где

' Г f o ( g ) r f g

-дйГ J ( о - а . ) * -
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Можно доказать, что уравнение (32) при любой правой части
имеет только одно решение. Подставляя Фд(«т0) в уравнение (25),
получим функцию q>o(?). Постоянная г|>о(О), входящая в это урав-
нение, выбирается так, чтобы было выполнено условие фо(О) = 0.
Функцию г|)о(?) определяем из соотношения (26).

6.14. Решение интегрального уравнения

Рассмотрим уравнение (10) § 6.13

«Р. «> + Ш I ЩЗНа - с) ТО ** + *» (0 + Ш - * (£). (1)

Дифференцируя это уравнение по £ и устремляя точку £ к
точке 0о на единичной окружности у, получим интегральное
уравнение

а ф ; Ы + ' J J _ Г«-<«>-(« В )1 Щ а а + ^ ( а о ) в л . ( а о ) .

(2)
Можно показать, что ядро

со (а) да0

Г °> (g) ~ м (go) 1

L сг — а0 Jявляется вырожденным, когда функция ю(£) измерима. Под-
ставим ш(^) = р(^)/?(?), где р(^) и <7(?)—многочлены, в выра-
жение

со (а) — а (а0) __ p(a)q (р0) — р (а0) q (a) ...
о — Сто (а — сто) <7 (о) q (сто) ' ^ '

Числитель в выражении (3) равен нулю при а = а0, поэтому
можно разделить его на а — оо- Частное (3) является многочле-
ном от переменных а, оо, и его можно представить в виде

fc-1

Таким образом, ядро уравнения (1) удается записать как

1 д г <о (о) — Д> (сто) I у gfe^ d Г ffo 1
[ J L J
г <о (о) — Д> (сто) I
[ а — а0 Jа'(а) дао[ а — а0 J д Я (о) <*' (ст) йст0 L 9 (ст0) J

). (5)



6.14. Решение интегрального уравнения 393

Из теории интегральных уравнений известно, что решение ин-
тегрального уравнения (1) допускает представление в замкну-
том виде, если только ядро К (о, оо) является вырожденным.

Особенно легко можно решить краевую задачу, в которой
отображающей функцией является многочлен

ffl(S)=2jcfc£*, c,=£0, спф0. (6)

Учитывая, что Ci не может равняться нулю, предполагаем, что
ш'(0)=£0. Отправным пунктом дальнейших рассуждений будет
уравнение (7) § 6.13. Рассматривая вторую краевую задачу
[а = 1, Н(о) = F(a)], исходим из уравнения

и'(а) (а—:
У

где da

Покажем, что интеграл в уравнении (7) является многочленом
п-й степени в круге k. Функцию со'(а) можно трактовать как
непрерывное продолжение голоморфной функции вне Y, а имен*

но функции ю'(1/£). Итак, ©(ог)/а>'(о) рассматриваем как ана-
литическое продолжение функции

«(С) д ctt,+ ... +сп£
п _^^п Д | + ... +cnt,

n~1 (8)

г| + 2 с , Г ' + ••• +псп?-п e,C"-'+ .. . +псп

Функция (8) на бесконечности имеет полюс п-то порядка.
После выполнения алгебраических операций, в основном де-

ления, можно выбрать такие постоянные bo, b\, .,., b-н, чтобы

Так как ©'(С) =й_0_для_|Е|<1, a ©'(1/g) ^ 0 для | g | > l , то
выражение в>' (£)/&' (1/&) представляет аналитическую функцию
для всех значений |^ | ^ 1, за исключением g = оо, где имеется
полюс п-го порядка. Выражаем q>i (£) с помощью ряда

оо
. (Ю)
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Тогда

Ф И 9 = - J S &»*£*-', 1 С 1 < 1 , (11)
А 1

Учитывая формулу (12), запишем выражение <Pi(l/£)
'(l/C)

в виде

«'(I/O U
где

! (4-)=Ко + кх1 + к2? + ... + Knln + % (0, (13)

причем х(С) является голоморфной функцией вне \, непрерывно
продолженной на у. Величины Ки связаны с коэффициентами аи
и Oft следующими соотношениями:

К\ = « Л + 2а2£>2 + • • • + папЬп,
п— \)ап_хЬа,_хЬа,

(И)
АГ„ = афп-

Здесь мы не дали выражение для /Со, ибо в дальнейшем эта
величина нам не потребуется.

Подставим теперь формулу (13) в уравнение (7) и совер-
шим в выражении (13) переход от точки £ к точке а на окруж-
ности у- Учитывая, что

I 1 г jtMrfo.
^ 2ш J а - £ •

v
получим уравнение

= А®. (15)
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Так как для 5 е А в силу теоремы Коши

л = 1

Y
то уравнение (15) принимает вид

Так как коэффициенты ал, входящие в решение ф1 (£) (формула
(10)), не известны, то и коэффициенты К}, как видно из формул
(14), являются неизвестными величинами. Для их определения
разложим функцию Л(£) в ряд Тейлора в точке £ = 0 и под-
ставим в формулу (16) выражение (10). Учитывая, что

где

. _ 1 r F(o)do

V

получим уравнение (16) в виде

... (18)
Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях £, полу-
чим следующую систему линейных уравнений:

(19)

Так как величины а& являются комплексными, то систему урав-
нений (19) можно разбить на систему 2п уравнений, в которую
будут входить действительные и мнимые части величин а* =

Однозначность решения системы уравнений (19) будет обес«
печена, если будет выполнено условие

Im
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Из этого условия определим мнимую часть величины ai. Усло-
вие ф! (0) = 0 было уже учтено в выражении (10). После опре-
деления величин a.k можно определить величины К], Кг, • • •
..., Кп и величину /Со~Ь ^i (0) = Л0. Таким образом функция
Ф1 (g) определена в круге у.

Зная функцию (pi(£), можно определить второй комплексный
потенциал по формуле (8) § 6.13:

1 г F (о) do 1 /"to (о) ф| (о) do
ibi (£) = • (201
V l Vb/ 2m' J <j — £ 2яг J a>' (a) (a — E) ' y '

Последний из интегралов можно найти в конечном виде. Вхо-

дящую в уравнение (20) функцию ®,^, ф, (а) можно тракто-

вать^ как непрерывное аналитическое продолжение функции

-̂7-/Тг ф| (£)» которая является голоморфной внутри у (за исклю-
чением нулевой точки, в которой она имеет полюс). Тогда имеем

^ § - Ф; (?) - KJTH + ... + J?,r' + X* (0. IS Ki , (21)

где

п-0

Для t, e k, применяя формулу Коши, получим

1 г & (1/д) ф) (а) 1 г Ф (а) ф[ (a) da

2яГ J «'(а) о —£ 2я/ J ш' (а) а — £ ~
•v v

~ 2ш- J ^ Л п Ь Т ••• "ТАЛ -» CT_j i- 2 n i- J 7 ^ Т а с Г ~ Х ^ g <

я
Интеграл, содержащий ряд 2 KiV1, равен нулю, так как

п

' представляет собой граничное значение голоморфной

функции вне единичного круга.
Подставляя формулу (22) в (20), получим следующую фор

мулу;

<23>
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Так как

то

W < «) + S */Г'. (24)
V /=1

Займемся теперь решением краевой задачи для неограниченной
области. Будем исходить из функционального уравнения (25)
§ 6.13:

^ » +ША0®, (25)
ш' (а) (а - О

где
- _ 1 Г Fo (a) da

v
Уравнению (25) можно придать также вид

*°(g) + ̂ 7 J Ш7-1 W)do + %W) = *oО- (26)
Так же как и для ограниченной области, можно показать, что
если

то функцию со (£)/сэ' (1/0 можно представить суммой многочлена
степени п — 2 и бесконечного ряда:

^ „ 2 + +
»' (1/5) £

оо
Для |S | = 1 при фо(Й = 2 а ^ * найдем, что

* i

У Й_*Г\ (27)

= Dn_2a"-2 + ... + Dxa + Do + f ] Z)_fta-*, (28)

где
D, = axbx + 2a2&2 + ... + (« — 2) 5„_2&„_2,

(29)
£>„_3 = а!&„_3 + 2аф„_2,
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Вычислим далее интеграл, входящий в уравнение (26):

J_ г Mo)-MS) ш d o J^ ^
2m J со' (а) (а - £) ^2m J со' (а) (а - £) ^

Подставляя формулу (30) в уравнение (26), находим

Фо (О + 2 Д*£* + Ы0) = А, (С). (31)
fc=0

Подставляя сюда фо(£) и A0(Z), разложенные в ряд Тейлора, и
приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях величины £,
получим систему п — 2 линейных уравнений, в которую входят
коэффициенты а& и Dh. Исключая Dh из этой системы при по-
мощи соотношений (29), получим систему уравнений, из кото-
рой уже можно определить постоянные а&.

Рассмотрим простой пример, относящийся к бесконечной об-
ласти S, ограниченной эллипсом с уравнением

, 2 2

„2 1 " 2 1 #

а, а 2

Функция, отображающая область S на единичный круг, имеет
вид

В функциональное уравнение

. «в' (а) (а -
(32)

подставим величину

v = i

в которой устремим t, к точке а на окружности у. Так как при
£ = а ряд содержит только отрицательные степени о, то первый
из интегралов в уравнении (32) отпадает. Остается уравнение
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Величину iJ>o(O) определим из условия фо(О) = О. Окончательно
имеем

!пг=ъ1Г<>Юаа. (34)
v

Функцию %(0 находим из уравнения

= 2 s r J - 5 — ; -2ST J •STM'IF^-£
V V

Так как ряд

v=l

содержит только положительные степени а, то

Y

Если в формуле (36) положить т = О, то она будет справед-
лива для бесконечной области 5, ограниченной окружностью.



Глава 7

КРУЧЕНИЕ И ИЗГИБ ПРЯМОГО БРУСА

7.1. Задача Сен-Венана

Рассмотрим прямой брус в виде длинного цилиндра с осью
х3- Пусть этот брус свободен от нагрузок на боковой поверх-
ности, и пусть на его конце (основании цилиндра) действуют
нагрузки. Предположим, что ось бруса х3 совпадает с его сре-
динной осью, т. е. с прямой, проходящей через центры тяжести
сечений бруса. Сразу же добавим, что мы будем заниматься
брусом с постоянным сечением (рис. 7.1).

В наших рассуждениях мы не будем учитывать влияния
массовых сил. Итак, основные дифференциальные уравнения:
уравнения равновесия

«Л./-О (1)
и уравнения Бельтрами — Мичелла

v 4 + -np7 s .</ = °. s==akk, / , / = 1 , 2 , 3 , (2)

будут однородными уравнениями. Граничные условия

Pi = ojinl (3)

должны быть однородными на боковой поверхности цилиндра.
Определение напряженного состояния в брусе, вызванного

действием приложенных к его основанию сил, имеет большое
практическое значение; достаточно упомянуть механизмы, лета-
тельные аппараты, строительные конструкции. В этих конструк-
циях брус часто является основным элементом. Это может быть
как одиночный брус (например, мостовая балка), так и система
брусьев (рама или ферма). Точное определение напряженного
состояния в брусе наталкивается на большие трудности мате-
матического характера. Даже и теперь, после векового развития
теории упругости, мы располагаем лишь незначительным числом
точных решений, относящихся к довольно простым видам нагру-
жения бруса. Для преодоления математических трудностей Сен-
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Венан предложил полуобратный метод (англ. semi-inverse).
В этом методе априори налагаются некоторые ограничения на
перемещения и напряжения, а затем определяются дальнейшие
ограничения на эти величины так, чтобы были выполнены урав-
нения теории упругости.

7/

РИС. 7.1.

При рассмотрении задачи о деформации бруса мы полагаем,
следуя Сен-Венану, что в брусе имеет место упрощенное напря-
женное состояние. А именно предполагаем, что напряжения
оц> 022, 012 равны нулю. Итак, мы априори считаем, что напря-
женное состояние описывается матрицей

0 0 ст13

0 ff23 • (4)

Нужно исследовать, какими должны быть силы, действующие
на концах бруса, в предположении, что составляющие напря-
женного состояния (4) удовлетворяют дифференциальным урав-
нениям теории упругости и граничным условиям.

Легко проверить, используя уравнения (3), что при напря-
женном состоянии (4) боковая поверхность цилиндра будет
свободна от нагрузок. Нагрузки, действующие на основание ци-
линдра х3 = /, обозначим через qt (i = 1, 2, 3). Пусть эта система
нагрузок сводится к главному вектору Р и главному моменту М
(рис 7.1). Составляющие Р,- и Mt связаны с нагрузками qi{x\,x2)
и напряжениями оц в сечении х3 = /следующими соотношениями:

(5)

(6)

(7)

А А
М3 = J (*2а3 1 — лг^зг) dA = J (x2q{ — x{q2) dA. (8)

A A

tdA, i=l, 2, 3,

Af, = — J лг2ог33 dA = — J лгз^з dA,

A A
M 2 = J #1033 dA = j xxqz dA,
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Главный вектор и главный момент Р' и Л/Г, действующие на вто-
рое основание цилиндра (сечение * 3 = 0), определим из урав-
нений равновесия бруса как целого.

Заметим, что только некоторые определенные системы на-
грузок, приложенных к основанию цилиндра, будут приводить
к напряженному состоянию, выраженному схемой (4). В прин-
ципе же нагрузки qi будут вызывать в брусе трехосное напря-
женное состояние.

Однако если брус является длинным, а площадь сечения
бруса мала по сравнению с его боковой поверхностью, то мы
можем применить для решения задачи принцип Сен-Венана.
В силу этого принципа все системы нагрузок qi, статически
эквивалентные векторам Р, М, вызывают в некотором отдале-
нии от сечения х3 = / одинаковые поля напряжений и деформа-
ций. В уравнениях (5) — (8) можно принять различные системы
нагрузок <7;, однако они должны быть выбраны так, чтобы
интегралы в правой части этих уравнений равнялись одним и
тем же составляющим векторов Р, М.

Принцип Сен-Венана позволяет рассматривать вместо за-
данных нагрузок другие нагрузки, статически эквивалентные
заданным. Заданные нагрузки всегда можно заменить такими,
которые приводят к напряженному состоянию (4).

Применяя высказанный выше принцип, задачу Сен-Венана
можно разбить на несколько простых задач, а полученные ре-
зультаты сложить. Если сила Р3 = J q3 dA является единствен-

А
ной причиной деформации, то мы имеем дело со случаем осе-
вого растяжения бруса. Состояние, в котором единственными
причинами, вызывающими деформацию бруса, являются момен-
ты Mi и Af2, называется изгибом бруса парами сил. Действие
сил Pi, Лг приводит к изгибу бруса поперечными силами. Нако-
нец, действие момента М3 как единственной причины, вызы-
вающей деформацию бруса, приводит к кручению бруса.

Решение первой задачи, относящейся к растяжению бруса,
достаточно просто. В самом деле, рассмотрим брус длиной /,
на основание которого х3 = / действует нагрузка <7з(*ь *г). та-
кая, что J q3dA — P3. В силу принципа Сен-Венана мы можем

А
заданную нагрузку <7з(*ь*2) заменить другой нагрузкой
<7з(лт,, хХ статически ей эквивалентной. Эта эквивалентность вы-
ражается соотношением

P3 = jq3dA=jq'3dA. (9)
А А

Примеры эквивалентных нагрузок показаны на рис. 7.2.
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В достаточном отдалении от основания бруса напряженное
состояние уже не зависит от распределения нагрузок в сечении
х3 = /. Из многих возможных статически эквивалентных нагру-
зок q'3(xv х2) выберем наиболее простую, а именно нагрузку
q0, равномерно распределенную по основанию. Мы имеем qoA =
— Р 3. Легко проверить, что нагрузка q0 вызывает в брусе на-
пряженное состояние, определяемое только одной составляю-
щей тензора ац, а именно составляющей а3з = <7о = const. Урав-
нения (1) и (2) и граничные условия (3) будут удовлетворены.

'Ш

РИС. 7.2. РИС. 7.3.

Будут выполнены также тождественно соотношения (5) — (8),

если учесть, что интегралы | хх dA, \ x2 dA равны нулю как
А А

статические моменты площади сечения бруса относительно оси,
проходящей через его центр тяжести.

Примененный здесь принцип Сен-Венана был проверен на
нескольких примерах. Ниже мы дадим один из них, относя-
щийся к брусу прямоугольного сечения длиной 2h, шириной 2Ь
и толщиной 1, нагруженному сосредоточенной силой Р3

(рис. 7.3).
Напряженное состояние, связанное с этим типом нагруже-

ния, зависит от переменных х\, х3 и является обобщенным пло-
ским напряженным состоянием. Напряжение <т3з в сечении х3 =
*= 0, вызванное действием сосредоточенной силы Р3, можно
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представить в виде ряда

пл . nnh

а„ = — , Л„ = — .

При большом значении отношения h/b сумма, стоящая в скобках
в (10), мала по сравнению с единицей и напряжение а3з(*ь 0)
в сечении бруса х3 = 0 распределено практически равномерно.

Мы видим, что даже в крайнем случае действия сосредото-
ченной силы напряжение схзз в сечении Х\ = 0 практически не
отличается от напряжения о'33(хг 0), вызванного действием на-
грузки q0 = Рг1{2Ь), равномерно распределенной по основанию
бруса. Рассмотрим второй частный случай: изгиб бруса момен-
том М2 = М. Из уравнения равновесия для бруса как целого
вытекает, что на другом конце бруса должен действовать мо-
мент МГ2 = — М.

П р о в е р и м , что поле н а п р я ж е н и й

(т11 = (т22 = ст12 = а 2з = ст1з = 0, (Т33 = <*!•*! + а 2 л : 2 ( И )

удовлетворяет всем условиям задачи. Оно удовлетворяет урав-
нениям равновесия (1), дифференциальным уравнениям Бель-
трами — Мичелла (2) и граничным условиям на боковой поверх*
ности цилиндра. Подставляя формулы (11) в граничные усло-
вия (5) — (8) на основании цилиндра, имеем

Р3 = [ а3 3 dA = ax \ Xi d A + а2 \ х2 йА = 0,
А А А

Ml = - J o33x2dA = -al J xlx2dA — a2jx
2

2dA = 0, (12)
/ А А

М2= j a33xi dA = a, J x\dA + а2 J x{x2dA = M,
A A A

M3 = — J (XI<T 3 2 — <

Главный вектор сил Р равен нулю, как и должно быть. Состав-

ляющая Р3 равна нулю, так как Г Xjrf̂ 4 = J x2dA = 0. Коэф-
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фициенты аь а2 ) входящие в линейное распределение напряже-
ния азз, определим из третьего и четвертого уравнений системы
(12). Имеем

— сцЛг— а2/п = 0, a ^ - f а2/12 = М, (13)

где /22, /ц являются моментами инерции относительно осей JCI
и Х2, a /i2 — центробежным моментом. Последнее уравнение
группы (12) тождественно удовлетворяется, если а ] 3 = стгз = 0.
Так как

cxi = 5~ > а 2 = 5~ • (14)1 1 —. I- I1—1-' 11*22 ' 12 Ml'22 ML'

то нормальное напряжение о3з примет вид

з̂з = — л-

Ml'22 M2

(15)

Предположим, что оси хи х2 являются главными осями инер-
ции. Так как центробежный момент в этом случае равен
нулю, то

СТ33 = - 7 — Xj. (16)
' 22

Определим теперь поле перемещений в брусе. Мы можем опре-
делить его либо по формулам Чезаро, либо непосредственно.
В последнем случае исходными будут выражения для дефор-
маций

-^[(т11 — V(CT22 + ОГ33)] = — ^ х и 1 = 122, (17)

е 2 2 = д2и2 = -^г [а 2 2 — v (<г„ + озз)] = - ^f- x l t (18)

1 М
-£-[а3з —v(orn-|-(T2 2)] = -|jA;I, (19)

у ( а 1 « 2 + <32н,) = 0, (20)

7 0, (21)

| г у 0. (22)

Интегрируя уравнение (19), получим

"э = "И" *1*з + «з

где и\ — произвольная функция переменных х\, х%. Подставляя
формулу (23) в соотношения (21) и (22), а затем интегрируя
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их, получим следующие выражения для перемещений щ и и2:

"i = ~ W *з — хздА + и? (*i» хг)> (24>

u2 = -x3d.y3 + tfi2(xltxj. (25)

Подставим формулу (24) в соотношение (17), а (25) в соот-
ношение (18). Получим систему уравнений

Так как эти соотношения должны быть справедливы для про-
извольного значения х3, то

дуз = 0, д2

2и°3 = 0. (27)

Нам остается еще проинтегрировать соотношения (26) с учетом
(27). Получим

«?= ~ Ш х* + », W. «̂  = - "Ж *Л + Ф. (*•)• (28>

Здесь фь фг — произвольные функции выписанных переменных.
Следует еще связать между собой функции ф1 и фг. С этой
целью используем последнее оставшееся уравнение (20). Под-
ставляя в него перемещения и\, щ по формулам (24), (25) и
принимая во внимание зависимости (28), получим условие

- 2х3дАи1 + ̂ ^ ~^-х2 + - ^ = 0. (29)

Так как только один член этого уравнения зависит от х3, то

д&и* = 0. (30)

Уравнение (29) с учетом (30) удается разложить на систему
уравнений

Отсюда

б.

Соотношения (27) и (30) приводят к утверждению, что ы° яв-
ляется линейной функцией переменных х\ и х2:

2+P- (32)
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По формулам (23), (24) и (25) с учетом зависимостей (28),
(31) и (32) получаем окончательные выражения для пере-
мещений:

"' = ~ Ш~ И + v (*i — 41] + Y,*2 — Pi*3 + Y.

* * Y * P * + e. (33)
M

" 3 — Ж

Постоянные интегрирования р ь Рг, Р, Yi- Y. б м ы определим из
условий закрепления бруса в сечении х3 = 0. Если допустить,
что брус жестко закреплен в начале координат (0,0,0), то из
условий «1 = и2 = «з = 0, d3«i = д3и2 = д\и2 = 0 для точки
(0, 0, 0) получаем по формулам (33)

Напряженное состояние в точках, удаленных от основания ци«
линдра, в силу принципа Сен-Венана не зависит от распреде-
ления нагрузок qz{x\,x2); прежде приложенные нагрузки удов-
летворяли условиям (5) — (8), которые в нашем случае приво-
дят к соотношениям

J <7з dA = 0, J ?з*2 dA = 0, М = J q3x{ dA. (34)
А

Поэтому вместо заданной нагрузки *7з(*ь*2) мы можем принять
статически ей эквивалентную qf

3 = a1xi + a2x2, приводящую к
более простому напряженному состоянию в брусе, определен-
ному по схеме (11). Для заданной нагрузки <7з(*ь*2), отличной
от q'3 = aix1 + а2х2, напряженное состояние (11), очевидно, яв-
ляется приближенным, отличающимся от точного решения
только вблизи основания цилиндра.

7.2. Кручение прямого бруса.
Основные соотношения и уравнения

Пусть на цилиндрический брус действует крутящий момент

М = J {ххап — * 2 a 3 i) dA. (1)
А

Так как в это соотношение входят только напряжения а3\, а32,
следует считать, что они играют основную роль в задаче кру-
чения бруса. Поэтому предположим, применяя полуобратный
метод Сен-Венана, что в брусе имеет место напряженное
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состояние, определяемое только составляющими а3\, стзг тензора
напряжений оц. Предположим также, что эти напряжения за-
висят только от переменных хх и х2 (рис. 7.4).

Нужно исследовать, какой тип деформации соответствует
такому напряженному состоянию. Заметим, что из уравнений
равновесия остается одно, а именно

= 0.

Это уравнение будет выполняться тождественно, если связать
напряжения слз, стгз с некоторой функцией напряжений i|> зави-
симостями

о13 = д<$, <т23 = — d,i|>. (2)

Нужно удовлетворить также уравнениям в напряжениях Бель-
трами — Мичелла и граничным условиям. В рассматриваемом

РИС. 7.4.

случае (в предположении, что единственными напряжениями в
брусе являются ог\ и азг) уравнения Бельтрами — Мичелла сво-
дятся к двум уравнениям

V? = а? -|- dl- (3)
Эти уравнения с учетом соотношений (2) приводим к виду

Отсюда сразу вытекает, что функция \|) должна удовлетворять
уравнению Пуассона

Vfy = - 2/0 (4)

Величина К является постоянной, которую мы найдем в даль-
нейшем при определении деформаций тела.

Перейдем к выводу граничного условия, отвечающего диф-
ференциальному уравнению (4), рассматривая нагрузку, дей-
ствующую на боковой поверхности бруса. Составляющие этой
нагрузки задаются формулами

Pi^Ojinj. (5)

Так как на боковой поверхности «3=cos(n,* 3) = 0, а напряже-
ния a ap (a, p = 1,2) равны нулю внутри бруса, то из уравне*
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ний (5) остается только соотношение

Pi = <*3l"l + °32«2- (6)

Боковая поверхность будет свободна от нагрузок, если поло-
жить рг = 0, что мы и сделаем. Подставляя в формулу (6)
соотношения (2) и учитывая, что

л, = cos(п, *,) = ^-, /i2 = cos(n, *2) = _ i * L ,

получим зависимость

Из этой зависимости вытекает, что на контуре с сечения бруса
следует принять граничное условие \\> = const. В случае бруса
с односзязным сечением можно принять условие ф = 0.

Итак, определение функции ф сводится к решению уравне-
ния Пуассона

(д\ + Of) ар (*„ х2) = - 2К, xv x2 e А, (8)

с граничным условием

•ф (s) = const, s ^ с. (9)

Так как в брусе напряженное состояние определяется со-
ставляющими сгзь Оз2, в основании бруса следует рассмотреть
условия

Л = J <*л dA, Р2 — J а 2 з^^. А̂ з = — М = J (031^2—СЗД) dA. (10)

Первые два условия приводятся к криволинейным интегралам

J d$dA = — J

Криволинейные интегралы равны нулю, если ф = const на кон-
туре основания. Поэтому Р\ = 0, Р2 = 0, так что система нагру-
зок сводится к крутящему моменту. Для крутящего момента М
из последнего уравнения системы (10) имеем

М = — (х^^-\-x2d2ty)dA = 2 tydA— -ф(л:] rfjc2—x2dxx). (11)
А Ас

В случае односвязного сечения бруса криволинейный интеграл
исчезает, так как t|) = 0 на контуре с. В этом случае

?dA. (12)
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Мы видим, что рассматриваемое напряженное состояние вызва-
но действием крутящего момента М в основании цилиндра.

Следует рассмотреть еще деформацию бруса и при этом
определить значение постоянной К. Так как в случае кручения
бруса напряжения оц, агг, стзз, cri2 равны нулю, то и деформации,
связанные с этими напряжениями, равны нулю. Итак, имеем си-
стему четырех однородных уравнений

£,, = <?,«, = 0, Е22 = д2и,2 = 0, е33 = <93ы3 = 0,

Из соотношений (13) вытекает, что линейный элемент ds, лежа-
щий внутри сечения х3 = const и не изменяющий своей длины,
испытывает только смещение и поворот. Для перемещений и\
и «2 получаем

Этим соотношениям удовлетворяют два первых из уравнений
(13) и последнее из этих уравнений. Величина О (угол поворота
бруса) может зависеть от переменной х3, но только линейным
образом. Это вытекает из того, что мы считаем напряжения и
связанные с ними деформации не зависящими от переменной х3.
Поэтому примем, что

(15)

Здесь Оо и со — постоянные величины. Если предположить, что
брус закреплен в сечении х3 = 0, то величину ®0 следует поло-
жить равной нулю. Величина со определяет крутку — угол за*
кручивания, отнесенный к единице длины. Поэтому имеем

и, = — х2х3<о, « 2 — ххх3а>. (16)

Кроме того, в соответствии с третьим уравнением системы (13)

и3 = соф(л;1, х2). (17)

Выразим теперь возникающие в брусе напряжения через пе-
ремещения:

ст23 =*= 2це2 3 *= ц (<Э3м2

Подставляя в формулы (18) выражения (16) и (17), имеем

a 1 3 = = | i c u ( 5 ^ — х2), а23 = цсо (32<р + *,) . (19)

Из последних соотношений получаем

(20)
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С другой стороны, вводя зависимости между напряжениями и
функцией ф (соотношение (2)), найдем, что

V?i|>=—2|ш. (21)

Сравнивая последнее уравнение с уравнением (4), видим, что
цсо = К. Угол закручивания со можно связать с крутящим момен-
том М благодаря соотношению (11) или (12).

Вводим новую функцию напряжений х> связанную с функ-
цией \|> зависимостью

[ ] (22)

Подставляя формулу (22) в уравнение Пуассона (8) и гранич-
ное условие (9), убеждаемся, что функция % удовлетворяет
уравнению Лапласа

(23)

с граничным условием

X(s) = const + y ( 4 + 4)> s<=c. (24)

Путем введения функции х м ы свели задачу к известной про-
блеме теории потенциала, а именно к краевой задаче Дирихле.
Зная функцию х» можно определить напряжения. Воспользо-
вавшись соотношениями (2), находим, что

— * ( • & - 4 ( 2 5 )

Подставляя формулы (25) в третье соотношение системы (10),
получим

М = К J {х\ + х\ - ххдх% - х2д2х) dA =
А

- К J [(*, - д1%)2 + (*2 - daf] dA, К = ц©. (26)

А

Последнюю формулу можно представить в виде

М = coD, (27)
где

D = |i J [(*, - а,х)2 + (х2 - d2%f] dA.
А

Через D мы обозначили величину, называемую жесткостью бру-
са на кручение, или просто жесткостью бруса.
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Возможен еще один путь формулировки задачи о кручении
бруса: введение функции перемещения <${х\,х2), фигурирующей
в выражении (17) для перемещения и3. Подставляя о\3 и а2з из
формул (19) в уравнение равновесия (1), получим для функ-
ции ф гармоническое уравнение

fo = 0. (28)

К уравнению (28) следует добавить граничное условие. Под-
ставляя формулы (19) в граничное условие (6), получим

дер . (Эш д<р / П Г Л

^ r a ' + - a J " 2 = = ^ r = *2«i-*i«2- (29)

Нам нужно решить уравнение Лапласа (28) с граничным усло-
вием (29). Это известная задача теории потенциала: краевая
задача Неймана. Известно, что однозначное решение задачи
Неймана существует тогда, когда

дп
с

Это вытекает из следующего преобразования:

J - | L d s = J д.Щ1 ds= J у2 ф d A = 0.
С с А

Легко проверить, что граничное условие (29), проинтегрирован-
ное по контуру сечения, удовлетворяет постулату Неймана:

Проверим далее, выполняются ли условия (10) на основании
бруса. Первое из этих условий дает

J Сз1 dA = \U£> \ (д^ — х2) dA

А
= цсо J {[*! ( д 1 ф — * 2 ) ] , , + [*, (<Э2ф + Ж|)]. 2) dA. (30)

А
Здесь мы воспользовались тем, что функция ф удовлетворяет
уравнению Лапласа. Применяя к формуле (30) преобразование
Грина, имеем

^+ xln2-x2nl)]ds = 0. (31)

Условие Pi = 0 будет выполнено, если под знаком криволиней-
ного интеграла фигурирует граничное условие (29). Аналогия-
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ные рассуждения показывают, что также и Р2 = \ о32 dA = 0.

Последнее соотношение системы (10) приводит к выражению

М = соД D = \x \{х\ + х\ — хДф + ЛГ,<32Ф) rfA (32)

А

Величину D можно записать также в виде

D = ц J [(дс2—^1ф)2 + (*i + <32ф)2 + х2д,ф—лг^аф— (с?1ф)2—(с?2ф)2] йЛ.
л

Покажем, что поверхностный интеграл от подчеркнутого выра-
жения равен нулю.

Применим к интегралу

А
преобразование Грина. Тогда имеем

J [(di<P)2 + (<?2ф)2] dA = J Ф Ц - ds - J
Л с Л

Последний интеграл исчезает, если У2ф = 0. Используя далее
уравнение (29), получим

*гФ). 1 — (̂ 1ф). 2]
л л

= J (Ж2д|ф — *,д2ф) dA. (33)
л

Поэтому жесткость бруса на кручение

д2ф)2]dA > 0 (34)

является положительной величиной.
Напишем формулу (32) в виде

х{д2у) dA. (35)

Учитывая формулу (33) и обозначая через Id полярный момент
инерции, придадим соотношению (35) вид

D = ц [ /„ - | [(а 1 ф ) 2 + (<92ф)2] dA \. (36)
I A I

Так как D > 0, то справедливо неравенство D
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Найдем геперь связь между функциями ф и %. Из сравнения
соотношений (19) и (25) видно, что

Отсюда вытекает, что функция ф + 'X является аналитической
функцией комплексной переменной z = x\ -f- ix2. Функции ф и %
являются гармоническими, а соотношения (37) представляют
собой известные соотношения Коши — Римана.

7.3. Применение комплексного потенциала
к задаче о кручении бруса

Рассмотрим первую задачу теории потенциала: будем искать
решение уравнения Лапласа

V2

lP(xi, х,2) = 0, (xltx2)e=A, (1)

которое на границе с односвязной области А принимает непре-
рывные значения

— / У*)! i t= с. (4)

Краевая задача, характеризующаяся уравнением (1) и гранич-
ным условием (2), носит название задачи Дирихле. Известно,

что решение уравнения (1) существует
и единственно, если граница области
является достаточно гладкой.

Для дальнейшего особое значение
имеет решение задачи Дирихле для
круга. Общий вид этого решения мы
дадим в форме функции комплексной
переменной (рис. 7.5).

Рассмотрим замкнутый круг | г | ^ 1
и отыщем решение уравнения (1) с
граничным условием

РИС. 7.5. Р = /> | z | = l . (3)

Ниже Ti = е'9 будет изображать точку z = re !'9 на окружности
Y единичного круга.

Обозначим через Q(xltx2) гармоническую функцию, сопря-
женную с функцией Р{х\,х2). Эту функцию можно определить
с точностью до постоянной, если известна функция Р.

Вместо функции Р в круге \z\ ^ 1 мы будем искать ком-
плексную функцию
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которая на границе у удовлетворяет условию (3). Это условие
можно записать как

2f(6). (5)

Умножим равенство (5) на

1 йц

2ni r\ — z '

где 2 — точка внутри окружности у, и проинтегрируем по
окружности:

1 г F(n)di\ • 1 Г F(r\)di\ I Г /(9)rft) . . .
2я/ J t i - г т 2я( J т ) - г ni J т] — г ' К '

V V V

В силу теоремы Харнака1) соотношение (6) равносильно гра-
ничному условию (5). Первый интеграл в (6) равен функции
F(z) в силу теоремы Коши, второй интеграл имеет постоянное
значение

Величины осо, Ро являются здесь действительными постоянными.
Уравнение (6) дает

v

Из формулы (7) получаем F(0) = а 0 + фо- Из соотношениия
(8) поэтому имеем

ao + ZPo—Я"/ - ^ - « о + Фо,
V

откуда вытекает, что
2Я

Решением краевой задачи Дирихле является выражение (8).
Выделяя из этого выражения действительную и мнимую части,
получим функции Р и Q. Формула (8) носит название формулы
Шварца. Если в формулу (8) подставить z = re^ =*
= г (cos ф + i sin ф), r\ — eiQ = cos 9 + i sin 8, то после простых

•) См., например, Leja F., Teoria funkcji analitycznych, PWN, Warszawa,
1957. [См. также Лаврентьев М. А. и Шабат Б. В., Методы теории функций
комплексного переменного, изд. 4, «Наука», М., 1973. — Прим, перев.]
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преобразований и выделения действительной части получим
так называемый интеграл Пуассона

2л

Р(Г аЛ—L. Г

Перейдем к задаче о кручении бруса. Эту задачу удается
решить без труда, если заданная область 5 сечения является
односвязной и ее можно отобразить на область S* единичного
круга |£| ^ 1. В этом случае можно воспользоваться формулой
Шварца. Пусть функция

z=.ffl(Q, £ = £, + /&, (11)

является отображающей функцией. Из § 7.2 мы знаем, что
функция перемещений q> и функция напряжений % являются со-
пряженными гармоническими функциями; они образуют анали-
тическую функцию

q> + ix. (12)

Так как функция % удовлетворяет уравнению Лапласа с гра-
ничным условием Дирихле, то в дальнейшем удобнее ввести
комплексную функцию

ШХ-'Ф. (13)

Функция х удовлетворяет на границе с области S граничному
условию

X = у {х\ + xf) + const = у zz -f- const.

На единичной окружности |£ | = 1 имеем

Х|у = |со(а)ш(а), IS | = 1 . (14)

Здесь через а = е»е обозначена точка на окружности Y-
Для определения функций ф и % воспользуемся формулой

Шварца (8). Внутри круга |£| <: 1 получим

v
откуда

f (0 - Ф + /X - J L J « i ^ Z S L da + const. (15)
v

Из последней формулы без труда определяем функций Ф и
как действительную и мнимую части функции f(£)
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Если функция о)(£) измерима, то и выражение ш(а)а)(а) бу-
дет измеримой функцией. В этом случае вычисляем интеграл
(15), используя теорему о вычетах.

Важной с практической точки зрения величиной является
крутка а = M/D. Поэтому следует найти жесткость на кручение
для сечения бруса как функцию от со(£):

D = \i J (х* + дф dA + iij (*,д2ф -*2<Э,Ф) dA = ц/0 + (xZ)0. (16)
л л

Величина /0 является полярным моментом инерции области,
ограниченной кривой с. Тогда имеем

/о = [ ( * ? + *i) dA = { [d2

А А
— J х,л;2 (*! rfx, — л;2 ^л:2) = — -gj- J (г2 — Г2) (Г dz + г dz),

с с

где

1 — 2 ' 2 — 2»
Но

Окончательно, учитывая, что z = co(^), 2 = co(£), имеем

^ ) ] 2 « ( с т ) ^ а . (17)
V

Применяя теорему Грина к выражению Do, находим

Г \ Г / 1 \

J J \ 2 /
с с

Но на границе Y
1

Поэтому
(18)

Остается определить напряжения. Для этой цели воспользуемся
соотношениями (19) § 7.2 и образуем комплексную величину

^ (а,ф — / а 2 ф —дс2 — / Л : , ) . (19)
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Так как F(г) = ср + ("х- аналитическая функция комплексной
переменной z, го д^ = д2%, <32ф = —д[%. Последняя из этих
зависимостей позволяет представить формулу (19) в виде

Oi3 — Г<Т23 = цсо [д1 (ф + а) — i (*i — ix2)l
или

^13 — io23 = l̂ ffl [F' (z) — iz].
Ho

F (2) = F [со («] = /(£), Г ( г ) = Г ( « ^ у ; (20)

подставляя (20) в последние соотношения, получим вид ком-
плексного касательного напряжения, особенно удобный для вы-
числительных целей:

[ ^ ] (21)

Составим из напряжений о\з, агз в определенной точке вектор т.
В ортогональной криволинейной системе координат (р) и (•&)
(рис. 6.24) получим касательные напряжения тр и т0.

Используя формулы (18) § 6.10 для проекций произволь-
ного вектора А на оси (р), (О) и оси Х\, х2

"•р "г" '^о — е~ а (Л] + iA2) — — , , ,j, | (Л| + iA2),

получим следующее соотношение:

Т р — ^ 0 — - | ш ' ( £ ) | ^13 ~ 'С Т2з).

Или

/' (t,) - ш' ft) со (£)]. (22)

На границе сечения должно быть тр = 0. Формула (22)
позволяет поэтому определить касательное напряжение тв на
границе контура и, в частности, его экстремальное значение.

Рассмотрим простой пример применения метода функций
комплексной переменной к задаче о кручении бруса. Пусть се-
чение бруса ограничено кардиоидой, заданной уравнением

Функция, отображающая это сечение на область единичного
круга |£|sg; 1, имеет вид
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Из формулы (15) получаем

2 ( J ± ) ^ + const-

Величину D определяем по формуле (16):

а составляющие напряженного состояния — по формулам (21).

7.4. Мембранная аналогия

Мембраной называется очень тонкая плоская упругая плен-
ка, способная сопротивляться только нормальным напряжениям,
равномерно распределенным по толщине пленки. Такую мем-
брану можно изгибать и сминать, ее жесткость на изгиб ми-
нимальна.

Описанную таким образом упругую мембрану растянем си-
лами S на плоском контуре (подобно тому как натягивается
кожа на барабане) в плоскости ххх2. В мембране возникнет
состояние всестороннего растяжения а°п = а°22 = S/h, где через
5 мы обозначаем силу натяжения, а через h — толщину мем-
браны. Силу S обычно называют первоначальным натяжением
мембраны. Такую равномерно натянутую мембрану нагрузим
силами р{х\,х2), перпендикулярными к плоскости х\, х2. Под
влиянием этого нагружения в мембране возникнет двумерное
напряженное состояние (аи, агг) • Эти напряжения равномерно
распределены по толщине мембраны. Нагрузка р(х\, х2) вызы-
вает прогиб в направлении оси х$, который обозначим через
w(xux2).

Дифференциальное уравнение поверхности прогиба мембра-
ны найдем самым общим способом, используя принцип вирту-
альных работ при вариации перемещений

bW = bS. (1)

Здесь W обозначает работу деформации, которая складывается
из работы напряжений о°п=а°22 = Sjh и напряжений оц, 022,
вызванных нагрузкой р(х\,х2); 3? — работа внешних сил. Под
влиянием внешней нагрузки р произвольный поверхностный эле-
мент Ао мембраны увеличивается. Вырезая такой элемент мем-
браны и подвергая его действию сил S, убеждаемся, что поверх-
ность этого элемента увеличится на величину I Sdunds. Здесь
через ds обозначен элемент дуги контура с0, через dun —



420 Гл. 7. Кручение и изгиб прямого бруса

перемещение в направлении, нормальном к с0. Приращение по-
верхности показано на рис. 7.6: это заштрихованная часть.

Так как для каждого поверхностного элемента работа де-
формации выражается произведением силы S и приращения
поверхности, то для всей поверхности имеем

W = S(A' — А). (2)

Через /Г обозначена поверхность деформированной мембраны.
В выражении для работы деформации мы взяли в каче-

стве S первоначальное натяжение.
Хотя нагрузка р{х\, х2) увеличивает
натяжение S, однако это прираще-
ние достаточно мало по сравнению
с начальным натяжением, так что
им можно пренебречь. Обратим вни-
мание и на то, что в выражение (2)
не входит коэффициент 1/2. Это вы-
текает из того, что в момент при-
ложения нагрузки р начальное на-

р и с 7 6 тяжение S существовало в полную
свою величину.

Из дифференциальной геометрии известно, что поверхность
А' выражается формулой

Разлагая подинтегральное выражение в ряд и ограничиваясь
малыми прогибами, из формул (3) и (2) получаем следующее
выражение для работы деформации:

(<Э2ю)2] dA. (4)

(5)
и приравнивания вариации работы деформации к вариации ра-
боты внешних сил

J (6)

После варьирования перемещений в формуле (4)

= S | dtwdi 6w dA, / = 1 , 2 ,

Ъ% = J р бда dA
А

получаем следующее соотношение:

J p bw dA = S J diwdi 6w dA. (7)
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Интеграл в правой части уравнения (7) преобразуем следующим
образом:

j diWdt 6w dA = J ( d t w dw), t d A — \ w , u &w d A , (8)
A A A

и применим формулу Грина на плоскости. В результате получим

J dtwd, 6wdA = | J^L&vds — J S\w bw dA. (9)

Величина dw/дп означает здесь производную прогиба по нор-
мали к контуру с. Подставляя формулу (9) в (7), получим сле-
дующее интегральное соотношение:

— S J ~-6wds = 0. (10)

Из соотношения (10) находим дифференциальное уравнение,
а также относящиеся к нему граничные условия. Если на гра-
нице с задан прогиб w(s) = W(s), то на этой границе должно
быть 8w = 0. Это вытекает из предположения, принятого при
выводе принципа виртуальных работ. Итак, при заданных на
границе перемещениях исчезает криволинейный интеграл в урав-
нении (10) и остается равенство

J (SV?ai + p) bw dA = 0. (11)
А

Так как виртуальное перемещение bw внутри мембраны произ-
вольно, то

SV?©(x) + p(x) = 0, х в ( * „ xj, 0), х е А (12)

Из формулы (10) мы получили дифференциальное уравнение
прогиба мембраны в предположении, что на контуре с выпол-
няется граничное условие

w(s) = W(s), sec. (13)

В § 7.2 был указан путь решения задачи о кручении бруса
при помощи функции напряжений ф. Эта функция должна удо-
влетворять уравнению Пуассона

Vfy = -2t f , /C = [ico, (14)

с граничным условием
t|> = 0 (16)

на границе с односвязного сечения бруса.
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Отсюда видна аналогия между уравнением прогиба мембра-
ны (12) и дифференциальным уравнением кручения бруса.
Прандтль1) использовал эту аналогию для экспериментального
определения напряжений кручения. Известно, что тонкая мыль-
ная пленка, натянутая на контур с, равномерно растянута в
своей плоскости. Это соответствует предположениям, принятым
для упругой мембраны. Если увеличить давление с одной сто-
роны пленки, то пленка деформируется и ее поверхность про-
гиба будет описываться уравнением (12).

Из сравнения уравнений (12) и (14) в предположении, что
р = const и w = О на с, получаем

^ (16)

Здесь а — постоянная с соответственно выбранной размер-
ностью.

Рассмотрим семейство кривых

•ф(*1> х2) = const .

Наклон dx2/dxi касательной к какой-либо кривой рассматривае-
мого семейства находим из формулы

| ^ | ^ (17)

Учитывая, что
о13 — д2\!р, а23 = — д1^, (18)

из (17) получаем следующую формулу:
dx2 __ q 2 3

dx\ ai3

Из этой формулы вытекает, что в каждой точке кривой \р =»
= const вектор касательного напряжения

направлен по касательной к этой кривой. Кривая \|э = const
называется линией касательных напряжений в сечении скручен-
ного бруса. Величина касательного напряжения определяется
по формуле

. (19)

Вернемся к прогибу мембраны и определим наклон элемента ds,
лежащего на вогнутой поверхности мембраны. Этот наклон

1) Prandtl L., Phys. Z., 4 (1903), 758—770,



7.4. Мембранная аналогия 423

определяется формулой

dw dw dx\ . dw dx2

ds dxi ds ~*~ dx2 ds

Если через р обозначить угол между направлением элемента
ds и осью х2, то

dw dw . а . dw а

Определим направление наибольшего наклона dw/ds. Для этой
цели продифференцируем (20) по р и приравняем продифферен-
цированное выражение нулю. В результате получим

t g p _ dw/дхг
dw/dx2

Отсюда

rns ft = 2 <;|пВ = —-
VidiwY + (d2wY ^ У (dtw)2 + (d2w)2

Подставляя полученные выражения в формулу (20), получаем

>П\ (21)

Подставляя зависимость aw = \]з в формулу (19) и сравнивая
уравнения (19) и (21), находим, что

' (22)
ax

Отсюда видно, что величина касательного напряжения т в се-
чении бруса измеряется наибольшим наклоном прогнувшейся
поверхности, умноженным на постоянную а.

В § 7.2 мы установили связь между круткой со и крутящим
моментом М:

Используя зависимость (16), имеем

l f . (23)

где через V обозначен объем, заключенный между плоскостью
контура и поверхностью прогнувшейся пленки. На основании
формулы (23) можно с помощью эксперимента с пленкой, кон-
тур которой соответствует сечению скручиваемого бруса, найти
значение жесткости на кручение D.
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7.5. Решение задачи о кручении
для некоторых частных случаев

Если контуром с сечения бруса является эллипс с уравне-
нием

Г2 X2

4 + 4 = ! . 0 )

а, а2

то решением уравнения vfy = — 2цю, удовлетворяющим усло-
вию \|э = 0 на границе, является функция

Так как

ТО

г 2 * 2 >

X, Хп

> = / П | 1 2- 2,,

n U\ -+• пп

Vi-ф = — 2(ш = — 2m 2 2

2 .

Напряжения определим по формулам

—•, <т32 = — д^ = — Г - . (2)

2 аа2 а

Жесткость на кручение D выражается формулой

м 2

i «I + «2со со J а2 + а:

Результирующее напряжение равно

1 2 .*

\ а1 а2

На границе сечения, учитывая формулу (1), получаем

2т I х\а\

f I H V4 I
Для эллипса, в котором 2а2 является малой осью, имеем е > 0.
Тогда касательное напряжение достигает максимального значе»
ния при Х2 = П2, поэтому в точке (0, а2)

2т 2\1в>а2а2

^тах= = = =

а2
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Из формул (19) § 7.2, учитывая, что а\г
имеем

1 -, . , -> 1

Отсюда можем определить функцию перемещений

(5)

(6)

(7)

На рис. 7.7 показана депланация эллиптического сечения,
описываемая функцией и3. Из уравнения (7) видно, что линиями

х,'

Перемещения даются формулами
at —

РИС. 7.7.

одинаковых перемещений являются гиперболы. Сплошными ли-
ниями обозначены выпуклости, штриховыми линиями — вогнуто-
сти деформированной поверхности.

В частном случае а.\ = а^ = а мы имеем дело с круговым
сечением. Максимальные перерезывающие напряжения полу-
чаются на окружности: ттах = \киа. Сечение бруса не искрив-
ляется в процессе кручения, ибо ф = 0.

Рассмотрим функцию кручения, введенную Вебером1):

( Ь2 \ 1

Подставляя z = reiQ и определяя функции Ф и /, получим в по-
лярной системе координат

м е+1б*. (9)

') Weber С, Forschungsarbeiten VDI, № 249, 1921.



426 Гл. 7. Кручение и изгиб прямого бруса

Сосредоточим внимание на функции напряжений %. Мы
знаем, что эта функция должна удовлетворять условию

% = у (х] + *?,) = у р2 на границе сечения. Поэтому имеем урав-

нение контура

2

из которого после преобразования следует, что

(10)

Из этого выражения мы видим, что сечением является круг
радиуса а, из которого вырезан круг радиуса b (рис. 7.8).

р=Ь

РИС. 7.8.

Используя формулы (25) § 7.2, получим

/2аЬ2 _
\ г* Xiх2)

23 = - К(да — х1)=-\
2ab2xf

(11)

Для r = b получаем

о1 3 = Ц(о (2а cos 0 — b) sin 0, <т2з = — Ц« (2а cos 0 — b) cos 0

и уже отсюда определяем суммарное перерезывающее напря-
жение

т = (а2, + cy 1 / j = цсо (2а cos 0 — Ь).

Максимальное значение касательного напряжения мы получим
в точке (Ь, 0):

тшах = 2ц.соа (1 —-я
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Если отношение Ъ\а мало, то максимальное напряжение рав-
няется Tmax ~ 2цсоа, т. е. в ава раза больше, чем на границе
сплошного кругового сечения. Отсюда видно, что круговой вы-
рез вызывает значительную концентрацию напряжений.

Рассмотрим кручение бруса прямоугольного сечения со сто-
ронами 2а и 2Ь. Для решения этой задачи применим (уже не
для экспериментальных целей, а для вычислительных) мем-
бранную аналогию, обсужденную в § 7.4.

Определим прогиб пленки, натянутой на прямоугольник со-
сторонами 2а, 2Ь и равномерно нагруженной. Следует решить
дифференциальное уравнение

Vfo «=_.£. (12)

с граничными условиями

w(± а, х2) = 0, w(xlt±b) = 0. (13)

Решение этого уравнения разобьем на два частных решения:

w (*,, х2) = ш0 (*i) + Щ (*i. хг).

Предполагаем, что функция wo(x\) как частное решение урав-
нения (12) должна удовлетворять обыкновенному дифферен-
циальному уравнению

f f — i <">

с граничными условиями

а) = О. (15)

Потребуем, чтобы функция Wi(xux2) удовлетворяла гармони-
ческому уравнению

V?a>i(jt,, д:2) = 0 (16)

с граничными условиями

ш,(± а, х2) = 0, ву,(дг„ ±b) = — wo(Xi). (17)

Решением уравнения (14) с граничным условием (15) является
функция

140 " l 1

1, 3, . . . "

(18)
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Решению уравнения (16) можно придать вид
оо

wx{xu х2) = 2 {Anchanx< + B r t s h а „ * 2 ) cos <х„*,. (19)

л=1,3, . . .

Из граничных условий (17) вытекает, что

nnbвп=о, л„ = - ^ ^ , я„ =
Sa an ch Xn 2а

Складывая частные решения, имеем

- 2 ' - ^ 2р

а з

(20)

Перейдем от задачи об изгибе мембраны к задаче о кручении
бруса. Согласно формуле (16) § 7.4, имеем

a =

Функция напряжений кручения ф примет вид

•ф(лг,, х2) = \каа2 1 Г" У з ~ — cosa n *,.

\ а I а

 n=Ct... anchK
(21)

После дифференцирования функции г|з получим составляющие
напряженного состояния

д , 16цша

(22)

ch anx2

sin а„х,п2 ch %n

1.3. ... )
Для Ъ~> а максимальные касательные напряжения (соответ-
ствующие наибольшему наклону поверхности мембраны) полу-
чим в серединах наибольших сторон прямоугольника. Подстав-
ляя Х\ = а, х2 = 0 в формулу для агз, находим, что

га=1, ч, ... " /

Бесконечный ряд в (23) быстро сходится при b > а. Для очень
узкого прямоугольника, когда Ь/а ̂ > 1, в формуле (23) можно
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пренебречь бесконечным рядом по сравнению с единицей. Для
b/а > 1 имеем т т а х = 2цыа.

Для квадратного сечения (а = Ь)

л = 1 . 3, . . .

Жесткость на кручение D вычислим по формуле

n = i . 3,...

Ряд в формуле (24) является быстро сходящимся, и величину D
удается легко вычислить для произвольного отношения Ь/а.
В случае квадратного сечения имеем D ^ 0,1406ц, (2а)4.

Для случая узкого прямоугольника, когда b/a S> 1, можно
положить th Хп « 1. В этом случае из формулы (24) получаем
выражение

D = i-,x(2a)3(26)(l-0,630-f-).

Функция кручения <р(хих2) находится интегрированием уравне-
ния (19) § 7.2:

0 * + ^ в *

Функция ф выражается формулой

32а2 V ( - I ) 1 " " 1 " 2 shanx2 .
М ? Е Е х г 1 - ( 2 5 )

п = 1 , 3, . . .

Сен-Венан подробно исследовал поверхность депланации «3 =
= соф(*1, х2). Он показал, что для квадратного сечения она со-
ставлена из восьми частей, разделенных диагоналями квадрата
и прямыми, соединяющими середины противолежащих боковых
сторон. Эти части попеременно выпуклы и вогнуты так, как
показано на рис. 7.9.

Для возрастающего отношения сторон прямоугольника а/Ь
из упомянутых восьми поверхностей четыре, прилегающие к се-
рединам коротких сторон, уменьшаются, а четыре оставшиеся—•
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увеличиваются. При а » 1,451ЗЬ первые четыре части исчезают,
и поверхность депланации (искривления) складывается только
из четырех частей, каждая из которых занимает четверть се-
чения.

Рассмотрим, наконец, кручение бруса с сечением в виде
полукруга. Определение напряжений будет значительно проще
в полярных координатах (r,Q). В этом случае удобнее обозна-
чить напряжения арз, аез-

0,12,
0,М

РИС. 7.9.

Так как равнодействующее перерезывающее напряжение яв-
ляется касательным к контуру бруса, то (при арз = 0 для г =
= а) максимальное значение на границе примет напряжение
аез (рис. 7.10). Так как

)* cos e
= <ЭД> = -gr s in 9

sin9

TO

<7рз = а 13 cos 9 + а23 sin 6 = у и о

0е з = — a i 3 sin 9 + а23 cos 9 = —

(26)

(27)
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Функция кручения \|) должна удовлетворять уравнению Пуассона
Vii|) = —2цш с граничным условием \jj = 0. В полярной системе
координат потребуем выполнения равенства

6) = — 2ц(о (28)

с граничным условием ч|з == 0. Разлагая правую часть уравнения
(28) в ряд Фурье на отрезке 0 ^ 6 ^ я:

оо
sin «6

и=-1, 3, . . .

и принимая решение уравнения (28) в виде ряда
оо

Ц>(г, 6 ) = 2 г|>„ (г) sin «8,
я=1, 3, ...

(29)

сводим уравнение (28) к системе обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений

, , j — — —г- \ЬП = . (30)
аг* г иг г1 т пп

Решением этой системы уравнений являются функции

где
1

" л п{п + 2)(п— 2) •

Заметим, что выражение (29) удовлетворяет граничным усло-
виям на прямой 8 = 0, 8 = я. Граничное условие на дуге

РИС. 7.10.

окружности будет выполнено, если положить \J? (а, 8) = 0. Кроме
того, следует положить Вп = 0, так как иначе мы получили бы
особенность в начале координат. Из граничного условия
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v | ) (o,8)=0 следует, что Л„ = —С пст п + 2 . Окончательно имеем
оо

С„г2 ( 1 — Р " - 2 ) sin/гб, р = -£. (32)

n=l. 3, ...

Из формул (27) получим
оо

Стрз = 2 Спг (1 — pn~2) n cos л8,

оо
oflj = — 2 С„г (2 —лр«~2) sin пб.

Л = 1 , 3, . . .

Максимальное касательное напряжение получается на контуре
сечения бруса в точке (Й, л/2):

/ л\ 8цш

в (я+ 2)
1. 3, •••

Жесткость на кручение бруса определяется формулой
а п

D==H J4(p,e)pdpde«0,294na\
о о

7.6. Кручение бруса с сечением,
составленным из прямоугольников

Брусья с сечениями, составленными из прямоугольников, по-
всеместно применяются в стальных конструкциях. Там мы
имеем дело с таврами, двутаврами, швеллерами и зетовым же-
лезом (формы Т , I , С, ~ |_)- Общий метод решения задачи
о кручении для таких брусьев дал Клитчиев ' ) . Ниже более под-
робно мы рассмотрим решение для тавра, данное Базилевичем 2).
На рис. 7.11 приведены размеры сечения тавра и указана приня-
тая система координат. Внутри сечения тавра должно выпол-
няться уравнение Пуассона

V?^ (*,,*,) = - 2 ц © (1)

с граничным условием гр = 0 на контуре.
Ход решения таков. Построим решение уравнения (1) для

каждого из прямоугольников, удовлетворяя части граничных
условий. В конце мы используем условие непрерывности функ-
ции \|) на отрезке EG.

') Klitchieff I. M., Torsion of I rods, Eight Int. Congr. of Theor. and App-
lied Mechanics, Istanbul, 1952.

2) Basilewitsch VV., DasTorsionsprobkm der J , Q und ~|_ Tragers, Publ. de
L'Institut Mathematicrue, v. 5, Beojjrad, 1953,
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Сначала рассмотрим функцию яр == ч|?1 в прямоугольной об-
ласти ABDC. Используя решение § 7.5, относящееся к прямо-
угольнику, представим функцию \|)i в виде

n=l, 3, ...

пп
(2)

Отсюда видно, что граничные условия на прямых Х\ = ± а вы-
полнены. Выражение (2) можно
также представить в виде

оо
* = 21 (Рп + An ch упх2 +

П = 1 , 3, . . .

+ BnshYrtJC2)cosYnA:1> (3)

где
p _

F

2a

E G

ч
2c

В

D '

H

Выполнение граничного условия
\|з, [х\, Ь) = О приводит к следующей
связи между величинами Вп и Ап:

Вп= г-̂  Ап cth kn, к„ = у„Ь.

(4)

В прямоугольной области EFGH представим функцию vp2 в виде
ряда

РИС. 7.11.

m = l . 3, . . .
ch 6 m < + D m sh Ьтх'2) cos 6m^,,

32с2цю . n ( m -
33 ^ U

(5)

И тут выполнена часть граничных условий, а именно
•ф2(± с, х'2) = 0. Условие ^2(x\,h)=0 приводит к следующей
зависимости между коэффициентами Ст и Dm:

n Qm — C m c t h p m , p m = 6mA.

Остается обеспечить выполнение условия

г|5 = 0 при — а < хх < — с , с < хх <

и условий непрерывности

a,

на отрезке —с с,
д*2

(6)

(7)

(8)
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Первое из условий (8) приводит к соотношению
ОО ОО

л=1. 3, ... т=»1, 3, ...

Одновременно следует удовлетворить граничному условию (7).
Мы добьемся этого, представив cos §mx\ в условии (9) в виде

О при — а < хх < — с,

fm (* l) = COS 6mAT, п р и — С < X, < С,

О при с < х, < а.

Функцию fm(xi) представим в виде ряда Фурье по косинусам

(10)
ПС

и подставим ее в правую часть граничного условия (9). Таким
образом из уравнения (9) мы получим связь между постоянны-
ми Ап и Ст:

, _ a W Г_4_со.яу у 1 (-1)'"-1"2]
Лп~ я3 яр3 С 0 2 Zj тЧ« 2 -п 8 /р 2 ] п3 Г ^

I- m = l , 3, . . . -J

р

V
. 3,

=
С

а

cos-

т
2
2

Y cos Yn*i

- (n/p)2

p Щ
m=l. 3, . . .

Следует использовать второе условие системы (8). Разложим
множитель cos уп Xi в ряде для vpi:

gn (*,) = COS Yn^l. — С < ЛГ, < С,

в ряд Фурье по cos §mX\. В результате получим

m=l. 3, . . .

Учитывая второе из условий непрерывности (8), находим сле-
дующую зависимость между коэффициентами Вп и Dm:

пВп cos ^~
f_

1, 3, ...
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Наконец, исключим из уравнений (4), (6), (11), (13) величины
Ап, Ст, Dm. Таким образом мы приходим к бесконечной системе
неоднородных линейных уравнений для коэффициентов Вп

k=\, 3, . . .

m th 6mh

m = l . 3, . . .
'• — m 2 p 2 ) (k2 - m2p2)

Г
2 4

m = l , 3, . . .

Решая систему уравнений (14), получим коэффициенты Вп,
а из соо!ношений (4), (6), (13)—остальные коэффициенты.

РИС. 7.12.

Базилевич дал решение частного примера для а = 4, 6 = 2,
h = 4, с = 1, ограничиваясь системой пяти уравнений (14). На
рис. 7.12 представлены линии уровня функции \\>. Напряжения
задаются формулами

(15)
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Жесткость на кручение бруса получим по формуле

[ а Ь с h 1

J J ф, dxl dx2+ J J ч>, dxx dx2 =
- a 0 - с О J ynb - 1)]

I о
oo

S • r̂[Cm
m = l , 3. . . .

что дает для частного случая a = 4, fc = 2, Л = 4, с = 1 значе-
ние D ж 21,74ц.

РИС. 7.13.

Рассмотрим еще стержень с сечением, составленным из двух
прямоугольников (рис. 7.13), применяя другой, достаточно
удобный в приложениях метод, предложенный Арутюняном ' ) .

Следует решить уравнение Пуассона 2 )

V?* = — 2 (16)

со следующими граничными условиями:

ф (А;,, 0) = ip (0, х2) = т|з (*,, Ь) = гр (а, х2) = 0,

•ф(с,, л:2) = 0 для с2^х2^Ь, (17)

^(х\у с2) = 0 для с 1 ^ д с 1 ^ а .

') Арутюнян Н. X., Решение задачи о кручении стержня полигонального
поперечного сечения, ПММ, 13, № 1 (1949), 107—112.

2) При таком определении функции ф будем определять напряжения по
формулам Oi3 = цахЗг^, сг2з = —|X(odi\|>. Ср. формулы (2) и уравнение (21)
§7.2.
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Трудно найти одну функцию, которая бы удовлетворяла такой
сложной системе граничных условий. Поэтому функцию if со-
ставим из двух функций: из функции t|>i, определенной в обла-
сти ОА В С, и из функции ф2, определенной в области ODEF. В си-
лу непрерывности функции в рассматриваемой области сече-
ния бруса функции ifi и фг должны совпадать в общей обла-
сти OAMF.

Поэтому потребуем выполнения следующих граничных усло-
вий ДЛЯ фуНКЦИЙ \|)i И \р2-

г|з, (0, х2) = t i (*i. 0) = t i (а, х2) = 0,

0 для х , > с „

ДЛЯ ,<C l,

(lo)

0 для ^2>c 2 ,
lt>l(C|, X2) ДЛЯ X 2 < C 2 .

Представим функции г|за ( а = 1, 2) в виде сумм двух функций:

Ч ^ Ф а + Ч'а. (19)

где функции Wa удовлетворяют уравнению Пуассона

у ^ а = -2ц(й, (20)

а функции Фа — уравнению Лапласа

? = 0. (21)

Мы располагаем системой четырех дифференциальных уравне-
ний второго порядка и можем удовлетворить на каждой границе
четырем граничным условиям. Однако требование непрерывно-
сти функции ty в сечениях Х\ = С\ и х2 = с2 дает нам только два
граничных условия в каждом сечении. Поэтому на функции Ф а

можно наложить некоторые ограничения. А именно примем, что
функции ф а отличны от нуля только в области OAMF и что эти
функции удовлетворяют дополнительным условиям

U>| {Сх, Х2) — U, Ч>2 (Х{, С2) = U,

дФ\ (с\, х2) г, дФ2 (х\, сг) „ \^£)
дх< ' дх2
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Выразим граничные условия (18) через функции Wa, Фа:

Ч', (0, х2) + Ф, (0, х2) = Ч', (*„ 0) = Ч',(а, *2) = ЧЛ (*„ с2) = 0,

У2 (хи0) + Ф2(хи 0) = Ч>2 (0, х2) = У2(лс„6) = ¥ 2 (с„ дг2) = О,

Ф, (х1г 0) =

Ф2(0, х2) —

(23)

Решение уравнений Пуассона (20) представим в виде

fc=l ft=l
(24)

где

(25)

Такое представление функций ЧЛ, Ч̂ г приводит к тому, что ста-
новятся выполненными условия Ч^лгь 0) = W\(x\, с2) = 0 и
V ( 0 ) 4 f ( ) 0) ()

Рассмотрим теперь уравнение (21) для а = 1 и применим
к этому уравнению синус-преобразование с конечными преде-
лами:

J c2 •
*=i

0

Умножим уравнение (21) для а = 1 на
2 . knx2 ,

— sin axo
c2 c2 *

и проинтегрируем его по х2 от 0 до с2. Используя соотношение
2 г' <Э2Ф, . knx2 ,

— — 2 " sin ах2 =
с2 J дх2 с2
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приводим уравнение (21) к обыкновенному дифференциальному
уравнению

\(х,,с2) + Ф1(х.,0)\ = 0. (27)

Используя условие Ф, (хи 0) = 0, 0<хг <с{, и условие Фх (JC,, c2) —
— *¥2{хь с2) = 0, получим

" 4 £
Решением этого уравнения является функция

о» = £»<" sh
я «

(29)

Поступая аналогично, приходим к следующему выражению для
функции v(^{x^:

vf,(x2) = Df sh ~1 + Cf ch - ^

-. (30)

P=I C\

До сих пор не были выполнены граничные условия, которые
подчеркнуты в системе (23). Они приводят к соотношениям

ft!1 (0) + и<|) = 0, f в» (0) + vf (0) = 0,

/i!'(a)-0, ft2' (b) = 0,

) = о, а.о»)^,)» о,

Подставляя в эти условия выражения (25), (29) и (30) и исклю-
чая коэффициенты А{^\ С[ь\ /)/£" ( а = 1 , 2), получим бесконеч-
ные системы уравнений для определения величин 5*°. Имеем
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последовательно

В\ ==(—1) — р sh дяр >.—2 „ „ cschpnr)shpn pi 1 +
JX шиш р ~}~ К 0 \ О /

16С

2 ^ . 1 — csch рят! sh —

_ i r i _ip S hbT P S р г ( р 2 + Р р г )

Р ~
p=l, 3, ...

4co .

: (— 1) — sh — 2J 2 + k2[P

2 csch рл? sh pn {t, — p) +

% 16c, , nk тгл 1 — csch ря^ sh ряр

p 2 [ p 2 +
p = l . 3, . . .

п р 2 + £2р2

2k sh pup sh ря (t, — p) csch pxt,
!

- l H (32)

Вводя новые неизвестные F*a)

приводим систему уравнений (31) и (32) к виду

00

р = | *' (34)
оо

0=s 1
где

о , sh ——sh ря(т! — р~ ! ) csch
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16fe 2 V 1 — csch pm\ sh (pn/p)
l ? ~ p 2u p 2 (p 2 + ft2p2)

p = l , 3, . . .

0
. 16fc 1 V^ 1 — csch ря£ sh ряр

p = l , 3, . . .

Бесконечные системы уравнений (34) можно заменить одной
системой уравнений

00
Zm = 2 A,nZn + am, m = 1, 2, . . . , оо, (36)

где следует положить

"•2k-\, 2/Э-1 = = ^ 2 t . 2p = 0, (37)

^2ft-I, 2p = = akp> ^2ft,2p-l = = Cftp-

Арутюнян доказал, что система уравнений (36) вполне регу-
лярна; отсюда следует ограниченность найденного решения бес-
конечной системы уравнений. Зная коэффициенты В*!', В(Д
можно уже, возвращаясь назад, определить остальные коэффи-
циенты А{?\ СТ, Df ( a = l , 2). Итак, функции Уа, Фа (а =
= 1,2) определены. Знание этих функций позволяет опреде-
лить напряжения о\г = dii|), агз = д2^ и жесткость на кручение

А
Много примеров, относящихся к сечениям, составленным из

прямоугольников, читатель найдет в обширной монографии Ару-
тюняна и Абрамяна1).

7.7. Кручение бруса с трещинами

Рассмотрим брус односвязного сечения с трещиной, нахо-
дящийся под действием крутящего момента М (рис. 7.14). Об-
щий метод решения задач такого типа разработал Новацкий2).

') Арутюнян Н. X., Абрамян Б. Л., Кручение упругих тел, Физматгиз, М
1963.

2) Nowacki W., О pewnych przypadkach skrecania pretow, Arch. Mech.
Stos., V, № i (1953).
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Метод заключаемся в замене дифференциального уравнения за-
дачи системой интегральных уравнений первого рода.

Задача сводится к решению уравнения Пуассона

V?i|) = — 2 | ш (1)

с граничным условием ф = О на контуре c-^-2ci. Через 2ci
здесь обозначен контур грещины.

Для решения уравнения (1) введем вспомогательную функ-
цию: функцию Грина G(x\, х2; | ь Ы> удовлетворяющую диффе-

ренциальному уравнению

= - 2 я 6 ( х 1 - Е 1 ) 6 ( л : 2 - | 2 ) (2)

с граничным условием

G(s, £) = 0 на границе с,

s<=c. (3)

Следует подчеркнуть, что решение
уравнения (2) относится здесь ко все-

РИС. 7 и. му сечению (без трещины) с конту-
ром с.

Применим формулу Грина на плоскости для сечения с кон-
туром с-\- 2с\.

(4)J (G<£-^)ds.
С+2С,

Подставляя в формулу (4) уравнения (1) и (2) и граничные
условия для функций ty и G, получим

J(s,l)^ds, (5)
2с,

или

Вводя обозначения ')

(6)

(7)

4) Здесь (д^1дп)± обозначает производную функцию i|) по нормали с
одной и с другой стороны контура трещины.
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получим уравнение

^ J (8)

В этом уравнении неизвестными функциями являются функция
г|>(|) и функция S(s) вдоль трещины. Неизвестную функцию
S(s) найдем, воспользовавшись граничным условием \|) = 0 на
контуре С\ трещины.

Переходя затем в уравнении (8) от точки | к точке а, ле-
жащей на границе с\, получим

,a)ds=O, s, а е= с,. (9)

Мы получили интегральное уравнение первого рода, из кото-
рого нужно определить функцию S(s). Зная эту функцию, из
уравнения (8) можно определить функцию кручения ф в точке | .
Далее определяем составляющие напряженного состояния по
формулам

<т13 = д2г|), ог2 3= — а,1|з. (10)

Важной задачей теории кручения является определение жест-
кости на кручение D бруса. Эта величина, как известно, выра-
жается через функцию г|) по формуле

A Le,
где

^dA. (11)
А

Подставляя в формулу (11) функцию ф из (8), получим1)

A, (12)

(13)

Здесь Do является жесткостью на кручение бруса с полным се-
чением (т. е. без трещины). Интеграл в соотношении (12) яв-
ляется отрицательной величиной, описывающей уменьшение
жесткости на кручение ввиду существования трещины. Меняя
порядок интегрирования в формуле (12), имеем

£ = A, + i J S(s)dsJG(s,l)dA. (14)

') Alblas J. В., On the Torsion of a Cylindrical Bar with Slits, Proc. Ко-
nink. Nederl. Akad. van Wetenschappen, ser. B, 64, № ) (1961).
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Заметив, что поверхностный интеграл в (14) равен — г|>0 (фор-

мулы (7)), находим

^ j 4 S ( s ) r f s . (15)

Рассмотрим выражение

A = n<s>2Dred = J S(s)^0(s)ds. (16)

Величину А можно определить точно, найдя функцию S(s) из
интегрального уравнения (9) и выполнив указанное в формуле
(16) интегрирование по С\. Однако можно дать приближенное
значение этой величины, исходя из предположения, что при ма-
лых вариациях S(s) величина А будет стационарной. Преоб-
разуем выражение (16):

J ф0 (s) S (s) ds f ф0 (a) S (а) da

(17)
- - J - [ ds Г G (s, a) S (s) S (a) da

c, c,

Мы здесь умножили числитель и знаменатель на \ S (a) ty0 (о) do,

выражая этот интеграл при помощи уравнения (9) через двой-
ной криволинейный интеграл.

Выражение (17) можно представить также в виде

Г | м
Ц

(s) S (в) ds

А = -2я—Ц J . (18)
I ds j G (s, a) S (s) S (a) da

с с,

Возьмем вариацию
6Л = 0. (19)

Выберем функцию S(s) так, чтобы выражение (18) было ста-
ционарным. Если для S(s) мы примем физически возможный
вид функции S*(s) (с особенностью того же типа, что и в точ-
ном решении), содержащий некоторое число неизвестных по-
стоянных, то «наилучшим» значением А является

[J ф0 (S) S'(s)
LCl J (20)

- ~ J ds J G (a, s) S- (a) S* (s) da '
С\ С|
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Следует проверить свойство стационарности, варьируя выра-
жение (18). Имеем

С, С:

= J i|>o (s) 6S (s) ds J i|>0 (a) S (а) da +

+ J ф0 (а) bS (a) do J ^0 (s) S (s) ds,

(21)

или

— ЬА j ds | daG(s, a)S(s)S(a) —
С, С:

= A f ds bS (s) Г J da G (s, a) S (a) + 2яг|з0 (s) j +

4- Л J da 65 (a) Г J ds G {s, a) S (a) + 2лг|зо1

с, Lc, J
Простой взгляд на уравнение (9) позволяет убедиться, что пра-
вая часть уравнения (21) равна д. А
нулю.

Так как криволинейный инте-
грал в левой части уравнения
(21) отличен от нуля, остается
уравнение 6А = 0. Итак, выра-
жение (20) является стационар-
ным.

Представленный выше путь
решения задачи о кручении
бруса с трещиной мы проследим
на примере кругового сечения
(рис. 7.15) с радиальной трещи-
ной b — с. Эта задача решается

РИГ" 7 Iе»

проще всего при помощи поляр-
ных координат (г, 0). Следует решить уравнение

(22)

(23)

с граничными условиями

•ф(а, 8) = 0 на окружности,

•ф(а, 0) = 0 вдоль трещины.
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Функцию Грина G (г, 6; р, Ф), входящую в уравнение (8), опре-
делим из дифференциального уравнения

- р ) 6 ( е - Ф ) (24)

с граничным условием

G (а, 8; р, д) = 0 на границе г = а. (25)

Напомним, что функция Грина относится ко всему кругу без
учета трещины. Функция Грина G(r, 6; р, •&) известна1), она
выражается в замкнутом виде:

C(r,9;p,<>)-4ln
, а2 + ^ - — 2rp cos (0 - 9)

ln / р 2 - ^ cos (ft-9)

Входящие в это выражение переменные показаны на рис. 7.15.
Функция фо, входящая в уравнение (8), получается из уравне-
ния2)

7 ^ ) (27)

с граничным условием

Ы а ) = 0- (28)

И здесь также следует подчеркнуть, что уравнение (27) отно-
сится ко всему круговому сечению. Уравнению (27) с гранич-
ным условием (28) удовлетворяет функция

(29)

Зная теперь \|)0 и G, мы можем составить функциональное урав-
нение (8). Тогда получим

Ч>(Р, *) = i|>o(p)+is-
р

2 —

• 2pr cos ft
dr. (30)

Так как трещину мы поместили на прямой 8 = 0, то в функции
Грина G, стоящей под знаком интеграла, следует положить
8 = 0.

') Морс Ф. М , Фешбах Г., Методы теоретической физики, т. II, ИЛ, М ,
1958, формула (10.1.20).

2) Так как правая часть этого уравнения — величина постоянная, а функ-
ция -фо постоянна на границе, то функция i|>o в случае кругового сечения
может зависеть только от переменной г.
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Так как вдоль трещины функция г|э должна быть равна нулю,
то, переходя от точки (р, •&) к точке (р, О), лежащей на отрезке
(а, с), получим интегральное уравнение первого рода

/ S ( r ) l n • ( - • ? )
г — р

= - л ( ш ( а 2 — р2), Ь<р<а. (31)

Это уравнение путем ряда преобразований удается свести к
сингулярному интегральному уравнению с известным решением.
Вводя новые переменные

приведем

b

уравнение

1 l-Сл
1 £ — Л

S

г

(31) к виду

1. (31а)

Путем подстановки

преобразуем уравнение (31а):
о

1-Р
1+Р

: +
У —

dx

• П = -

, (316)

Определим новую функцию Т(х), полагая

г)-

Подставим ее в интегральное уравнение (316) и это уравнение
продифференцируем по у. В результате получим уравнение

J v ' у2 — х2 яцсо
' - у (31в)

1+Р

Наконец, введем переменные

у
2
 = t, x

2
 = s, ds = 2x dx,
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с помощью которых приведем уравнение (31в) к уже извест-
ному сингулярному интегральному уравнению

('-Ру

Т

Решение этого уравнения удается представить в замкнутом
виде

или
т (s) = - "IT ~7ТТТШ= Х

В частном случае, когда трещина доходит до центра окруж-
ности (6 = 0), имеем

» f

В силу определения функции Г(х) получаем

L fl
12

^ - , ) + i(i-l)]. (35,

Учитывая, что при р = а имеем S(a) = 0, при р = 0 функция
S(p) обладает особенностью.

Вычисляя жесткость на кручение по формуле (15), имеем

| tia4 J (1 - л)2 (^) dn - 0,8780557цяа4. (36)
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Вычислим теперь приближенное значение эффективной жест--
кости D (см. формулы (16) и (20)). Возьмем S*(r\) в виде

Эта функция имеет особенность того же типа, что и функция
S(p) из формулы (35), а в точке (а, 0) принимает нулевое зна-
чение. Из формулы (20) получаем

яа*

1 — ху

После приближенного интегрирования получается

так что
D « Do — 0,67ца4 « 0,90ца4.

Этот результат незначительно отличается от точного решения
(36). Трещина уменьшила жесткость приблизительно на 10%.

7.8. Изгиб бруса поперечной силой ')

Рассмотрим цилиндрический брус постоянного сечения. Пусть
брус закреплен в сечении Хз = 0 и нагружен в концевом сечении
х3 = / силами, равномерно распределенными с равнодействую-

х,

щей Р (рис. 7.16). Эта сила P s = ( P , 0, 0) действует в направле-
нии оси х\. Начало координат поместим в закрепленном сечении,
предполагая, однако, что оно не совпадает с центром тяжести
этого сечения Предположим, что боковая поверхность бруса сво-
бодна от нагрузок.

') Новожилов В. В., см. список литературы.
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Выделим сечением х3 = const часть цилиндра с основания-
ми в сечениях х3 = const и х3 = /. При предположении, что в
основании х3 = / мы имеем дело с нагрузками, равнодействую-
щая которых равна Р == (Р, 0, 0), напряжения ai;- должны удо-
влетворять следующим условиям:

Р , = J a 3 , A 4 , Р 2 = J a3 2 </Л = 0, Р3 = J сх33 dA = 0, (1)
А А А

Мх = — \ х2а33 dA = 0, М2 = J лг^зз dA = 0,

и

Составляя уравнение равновесия для выделенной сечениями
х3 = const и х3 = / части цилиндра, получим в сечении х3 =
= const следующие соотношения:

Pi=ja3ldA, Я 2 = | а 3 2 й Л = 0, Р 3 = / а 3 з ^ = 0, (З)
А А А

Mi = — J дг2а33 dA = 0, ЛТ 2 = J д ^ з of Л = — Р (/ — * 3 ) , (4)

А А

М3 — J (Jc2cri3 — *|<т2з) dA = 0. (5)
А

Из уравнений (3) делаем вывод, что отличным от нуля будет
напряжение oi3. Для выполнения условия (5) требуется допу-
стить, что и напряжение а2з будет отличным от нуля.

Применяя полуобратный метод Сен-Венана, допустим, что
напряжения <TI3, 023, Озз отличны от нуля, и проверим, будут ли
при таком предположении удовлетворяться уравнения равнове-
сия, уравнения Бельтрами — Мичелла и граничные условия за-
дачи. Попробуем удовлетворить условиям (4) и условию

Г cr33dy4 = 0, допуская, что напряжение азз можно выразить
А
следующей функцией:

Озз = Р(1 — х3) (<х0 + а,*! + а2*2). (6)

Подставляя о3з в условия (4) и третье из системы (3), в се-
чении х3 = const < Z получим следующую систему линейных
уравнений:

a0S2 + aji2 + a 2 / i 2 = — 1,
a0S, + a,/12 + а2/ц = 0, (6a)

а0Л -f a^j + 02̂ 1 = 0,
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где
Л = J dA, S, = J х2dA, S2 — J x,

In=\x\dA, /22 =
A A

I l 2 = j x{x2dA.

В соотношениях (ба) 7ц и /22 обозначают моменты инерции се-
чения соответственно относительно осей Х\ и х2\ In — центро-
бежный момент инерции, a Su S2 — статические моменты соот-
ветственно относительно осей х\ и х2. Из системы уравнений
(6а) мы определяем однозначным образом коэффициенты

а, =
12 " " 1 2

(7)

где

Учитывая, что

А =
122 M 2 *^2

4 2 M l ° I

s2 s, л

где л:̂ , х°2 — координаты центра тяжести сечения, легко убеж-
даемся, что

Поэтому
Р (I - х3) [а, (*, - х») + а2 (х2 - х»)].] (8)

Используем далее уравнения равновесия. В силу нашего допу-
щения an = 0Г22 = O"i2 = О мы имеем следующие три уравнения:

д3а13 = 0, д3<т2з = 0« 0. (9)

Из двух первых уравнений следует, что напряжения о\з и агз не
зависят от переменной Хз. Третье уравнение в силу формулы
(8) принимает вид

, ^ + а 2а 2 3 = Р [а, (х, — xf) + а г (х2 — 2Л>
(10)

или

= 0. (10а)
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Уравнение (10а) будет тождественно удовлетворено, если вве-
сти функцию напряжений ¥ , определяемую соотношениями

'23 = -

Функцию W определим, используя уравнения в напряжениях
Бельтрами — Мичелла:

+ Y^-d^s^O, / , / = 1 , 2 , 3 . (13)

Здесь
S = (Г,, -f 022 + 033 = СТ33-

В силу того, что оц = сг22 = <Ji2 = 0, система шести уравнений
(13) сводится к трем уравнениям

•'зз ' 1 + v з^зз

V?a,Q = •I + v ' "1"23— 1 +V "

Первое из этих уравнений удовлетворяется тождественно в
силу предположения, что напряжение а3з имеет вид (6). Два
других уравнения системы (14) приводятся, с учетом формул
(11) и (12), к уравнениям

1+V*

Интегрирование этих уравнений приводит к уравнению Пуас-
сона

где К — пока не определенная постоянная величина.
К дифференциальному уравнению (16) следует добавить

еще граничные условия на боковой поверхности и основаниях
цилиндра. Так как боковая поверхность должна быть свобод-
на от нагрузок, то справедливо соотношение

Cfl3«l + <J23«2 = 0, (17)

или

З З О. (17а)
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Подставляя в это граничное условие напряжения по формулам
(11), (12), выразим его с помощью функции W следующим об-
разом:

Это условие можно несколько упростить, заметив, что

дху ds ' дх2 ds ds

Запишем окончательно граничное условие (17) на контуре се-
чения бруса в виде

дУ Рх2 , ч dx, Px, ,

Дифференциальное уравнение (16) и граничное условие (18)
можно разбить на два уравнения и два граничных условия.
Введем новые функции тр и Ф:

Ч ^ Ф + ЛМэ. (19)

Подставляя формулу (19) в (16) и (18), получим дифферен-
циальное уравнение Пуассона

vfy = - 2 (20)
с граничным условием

-gj- = O на контуре с (21)

и дифференциальное уравнение

дФ Рх2 , . ч dx\ Px\ i , ч dx2 /Оо\

= -о1- («о + а2х2) -£• ^ (a0 + о,дс,) - r f (23)

с граничным условием
за
ds

на контуре с сечения.
Если допустить, что сечение является односвязной областью,

что мы и предположим, то условие (21) можно заменить усло-
вием 1|з = 0 на контуре сечения. Функция \|э является здесь точ-
ным аналогом функции кручения t|>, рассмотренной в § 7.2. Она
удовлетворяет дифференциальному уравнению такого же вида,
что и уравнение (20), и аналогичному граничному условию.
Функция Ф называется функцией изгиба.



454 Гл. 7. Кручение и изгиб прямого бруса

Вернемся еще раз к граничному условию (23). Интегрируя
соотношение (23) по границе области А, получим

s

Ф = 4 J [(«о + а2*2) *2 ̂ г - (оо + а,*,) х, ̂ f\ ds. (24)

В качестве начала интегрирования выбираем произвольную
точку на контуре сечения.

Интеграл в выражении (24) является периодической функ-
цией. Убедиться в этом можно, интегрируя по замкнутому кон-
туру (длиной L) и воспользовавшись формулой Гаусса и урав-
нением j o33dA —0. Итак, Ф(0) = Ф(£) = 0.

А

Нам остается проверить, выполнены ли в основании х3 = /
условия (1).

Условие \ a3ldA=^P можно заменить равносильным усло-
А

вием

J {<*3i + *i [di<x3i + 02*32 — р («о + а{х1 + сс2л:2)]} dA = Р, (25)
А

в котором мы использовали уравнение равновесия (10). Так как

J х{ ( d ^ i + ^ з г ) dA = j Xi (я,ог31 + щаго) ds — J <x31 ^Л,
А с А

TO условие (25) примет вид

J *i («i*3i + «2*32) ds — P J (a0 + ci!*, + a2x2) x{ dA = P.
с А

Здесь криволинейный интеграл равен нулю ввиду граничного
условия (17), поверхностный интеграл равен —1 ввиду первого
уравнения (6а). Поступая аналогично, проверяем, что

I" а32 dA = 0 в сечении х3 = /.
А

Третье условие Г o33dA = Q выполнено благодаря задан-
А

ному виду напряжения азз, которое для х3 = I равно нулю. По

той же причине выполняются условия j xl033dA = Q,
А

[ *г*зз dA = 0 в сечении х3 = I.
л
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Нам остается удовлетворить еще условию

М3 = J (х2а13 — xla23) dA = 0. (26)
А

Имеем
j[xldlW + x2d2^]dA + P J xix2(alx{ — a2x2)dA = Q. (26a)

А А

Преобразуя первый интеграл, находим, что

J (*,¥., + x2W,2) dA= J [(*,¥).. + W b l Л4 - 2 J ¥ A4 =>
Л

— 2 J Vdi4 — г ^ - ^ / я ' — 2

s
As = j \ (*! dx2 — x2 dx{).

0
Интегрируя по частям выражение

мы использовали условие 4^(0) = W(L) = 0. В результате пре-
образований с учетом граничного условия (18) приводим урав-
нение (26а) к виду

- 2 j W dA-P § As[Xl(ao+ W2)^- x2(a0+ alXl)^
A

+ P J xxx2 (a,x, — агх2) dA = 0. (27)

Это соотношение мы используем для определения не известной
до сих пор постоянной К, входящей в дифференциальное урав-
нение (16). Подставляя в (27) соотношение 4я = Ф -f- /Сф, на-
ходим, что

/ I A
fix ~\ P Г Л

- х2 (<ю + a,xi) - ^ J + -у J *i^2 («2*2 — а,*,) ЙЛ . (28)
A J



4 5 6 Гл. 7. Кручение и изгиб прямого брусЛ

Зная теперь функции ф, Ф и величину К., а поэтому и функцию
\F, мы можем определить касательное напряжение по формулам
(11) и (12).

Рассмотрим угол поворота объемного элемента бруса отно-
сительно оси х3, т. е. величину

Приращения величины ш3 в направлении осей координат даются
формулами

= j («2, п — «1.21) = j [(«2,1 + «к 2). 1 — 2«,, ,2] =

= а,е 1 2 — д2еп = -^ d , a 1 2 — -j д2 [ап — v (a 2 2 4- a 3 3 ) ] ,

3 = <?ie22 — д2е12 = -j (3, [ст22 — v (a,, + a 3 3 )] — ^ 7 <?2ст,2, (29)

Так как ап =а22 = а,2 = 0, а напряжения а п , ст2з. ̂ зз даны фор-
мулами (6), (11) и (12), то

[^ V
Г [^ - 2 ( l + v )

Приращения diw3, d2co3 — постоянные величины в сечении * 3 =
= const. Величина (33со3 изменяется в поперечном сечении бруса
и является линейной функцией переменных х\, х2.

Интеграл

j _
А

А

— среднее значение крутки — является мерой скручивания воло-
кон бруса. Из проведенных рассуждений следует, что брус под
действием поперечной силы испытывает не только изгиб, но и
кручение.

Однако может встретиться частный случай, когда брус под-
вергается только изгибу при отсутствии кручения. Этот случай
возникает, когда среднее значение крутки равно нулю, т. е.

К = ^г^(о..А-^Х (32)
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Подставляя формулу (32) в формулу крутящего момента

Мз = J (х2о13 — х1а23) dA,
А

получим

М а ^ ) I * dA• (33)

Если в концевом сечении бруса будут действовать одновремен-
но поперечная сила Р в направлении оси Х\ и крутящий момент
(33), то в произвольном сечении х3 = const < / возникает изгиб
без кручения.

Из этих рассуждений следует, что если сила Р помещена в
произвольной точке прямой х2 = х2 и действует в направлении
оси х\, а расстояние х2 выбрано так, чтобы удовлетворялось
уравнение

*аР + Л*з = 0, (34)

то в брусе не будет скручивания. Величина М3, входящая в
формулу (34), выражается соотношением (33).

7.9. Изгиб бруса поперечной силой.
Другие варианты решений

Рассмотрим частный случай разобранной в предыдущем па-
раграфе задачи об изгибе бруса. Допустим, что сила Р действует
в направлении оси х\, причем предположим дополнительно, что
оси Х\ и х2 — главные оси инерции, проходящие через центр тя-
жести поперечного сечения бруса. Так как в этом случае S\ =
= S2 = /12 = 0, то

х° = х1 = 0, ао = а2 = О, а , = — - ^ - , (1)

и в результате этих упрощений напряжение а33 примет вид

o33 = P(l-x3)alXl = - P { ' - X 3 ) x ' , / = /22. (2)

Упрощаются также уравнения равновесия

д3а13 = 0, дла2л = 0, d,a13 + d2%5 + -f- = 0 (3)
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и уравнения Бельтрами — Мичелла

Jxh)T' ^23 = °'

При решении задачи об изгибе мы пойдем иным путем, чем
в предыдущем параграфе. В качестве неизвестных функций вве-
дем функцию изгиба и функцию кручения. Из двух первых урав-
нений равновесия (3) следует, что о^ и агз являются функциями
только переменных хи х2. Третье уравнение равновесия (3) пере*
пишем в виде

( ^ ) 0. (5)

Это уравнение будет тождественно удовлетворяться, если вве-
сти функцию напряжения Q:

^ (6)

Подставляя формулы (6) в уравнения Бельтрами — Мичелла,
получим систему уравнений

откуда

V?Q = - T r ^ T T - 2 ( x c o . (7)

Здесь ци — постоянная величина.
Заметим, что справедливо следующее тождество:

Отсюда следует, что функцию Q можно представить в виде

где •&—некоторая гармоническая функция.
Введем функцию cpi, гармонически сопряженную с функ-

цией •&:
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Выражая напряжения аи и агз через функцию qpi, получим

_ _ d Q — fMl. — Л -L- ... (2 + v )

Подставим далее

< * X / 1 1 \

Тогда формулы (10) примут вид

а23 = цсо(52ф + х{) — 2 ( i + v ) / ^ 2 5 C + (2 + v ) * Л 1 -

Первые члены правой части соотношений (12) идентичны фор-
мулам (19) § 7.2. Функцию ф можно назвать функцией круче-
ния при изгибе бруса поперечными силами. Функцию % назовем
функцией изгиба. Исследуем граничные условия, связанные с
гармоническими уравнениями Vix = 0, V^ = 0. Из граничного
условия

СТ13Л1 + <Г23«2 = 0 (13)

на боковой поверхности бруса получаем

Р д%

(14)

Допустим, что функция ф удовлетворяет граничному условию
Неймана

JgL^x^ — xfo. (15)

Для функции х остается на границе также условие типа Ней-
мана

д% Г \х2,
1
-(2 + ч)х

1
х

2
п

2
. (16)

Из уравнений Лапласа для функций ф и % с граничными увло-
виями (15) и (16) мы еще не можем определить напряже-
ния аи, 023, и^° н а м неизвестна величина со. Мы найдем ее из
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условия обращения в нуль крутящего момента М3 в концевом
сечении х3 = /. Здесь

М3= j (ol3x2 — o23xl)dA = 0. (17)
А

Члены, связанные с функцией ф, дают

М'3 = coD, D = - |i J (х\ + х\ + х.д./р - х Д Ф ) dA. (18)
А

Члены, связанные с функцией х. приводят к выражению

Щ

А. (19)

Постоянную величину со мы найдем из условия М'3-\-М'3' = 0.
Величина со имеет определенный физический смысл. В этом мы
легко убедимся, рассматривая угол поворота со3 объемного эле-
мента в плоскости поперечного сечения бруса:

1

Приращение этого угла в направлении оси х3 равно
1 1

<?3М3 = = ~2 \и2, 13 — и1, 2з) = = е 2 3 , 1 е 13,2 = = ~2п ' ' ^ 2 3 ^2С Т1з)-

Подставляя в эту формулу напряжение из формул (12), по-
лучим

~ 2|i V ' 2 3 "2«13/ ш 2 (1 + V) /[А '

Величина соз является углом поворота объемного элемента бру-
са относительно оси х3, а <33со3 — круткой волокон бруса, парал-
лельных этой оси.

Величину
1 f д(йз . ях = —г - з - 5 - dAA J дхъ

А

следует трактовать как среднее значение крутки. Из формулы

(20), учитывая, что J x2dA = S, = 0, получим

А

Итак, величина со совпадает со средним значением крутки т.
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Случай чистого изгиба без кручения имеет место при
t = со = 0. В этом частном случае в формулах для напряже-
ний (12) отпадут члены, связанные с функцией <р.

Нам остается еще определить перемещения. Для этого сле-
дует определить деформации, а затем проинтегрировать соот-
ношения

4tj = -j(ut.,-\-uhl). (22)

Легко проверить, что соотношения (22) будут выполнены, если
перемещения примут вид

Р { v 1х2 1 1

{С *з)(*1 — 4)+-г - е" *з /—

«2 = -£у" v (Z — * 3 ) лг^г + ©Jfi-«3i (23)

Mj = —̂- {дс, (Ц — ̂ ") + -«,4 + X } + иф.
Особенно простой способ решения задачи об изгибе бруса

поперечными силами дал Тимошенко1). Его метод является
модификацией способа, обсужденного в § 7.8.

А именно заметим, что третье уравнение равновесия (3) бу-
дет удовлетворено, если допустить, что

Рх2

о13 = д2Ф gJ- + f(* 2 ) f <г2з = - д , Ф . (24)

Здесь Ф — функция, зависящая от переменных Х\, %г, а /(.х )̂ —
функция, зависящая только от х2. Подставляя (24) в уравнения
Бельтрами — Мичелла (4), имеем

W k °- (25)

Интегрируя эти уравнения, приходим к выводу, что

где со — пока не определенная постоянная.
Из формулы

2цд3сй3 = d{a2i — d2ai3

получим

= - У2ф - d2f = 2jxco - т т ^ т . (27)

') Timoshenko S., A Membrane Analog of Flexure, Proc. London Math.
Soc, ser. 2, 20 (1922), 398.
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Если ось Х\ является осью симметрии поперечного сечения
бруса, то изгиб силой Р вдоль этой оси вызывает симметричное
распределение поворота а»з элементов сечения со средним зна-
чением, равным нулю для всего сечения. Среднее значение <93соз
будет равно нулю, вследствие чего в уравнении (27) нужно по-
ложить со = 0.

Так как мы будем рассматривать брус с симметричным от-
носительно оси Х\ сечением, то в дальнейшем следует положить
со = 0. Подставим формулу (24) в граничное условие (13). По-
лучим

дФ dxx дФ dx2 _ дФ (Рх\ \ dx2

dxi ds "*" дх2 ds — ds —\ 2/ —l\xv) ds • ^ i

Если функция f{x2) известна, то определены граничное условие
(28) и правая часть дифференциального уравнения (26). Зная
функции Ф и /(*г), определим напряжения (24).

В случае односвязного сечения легко определить функцию
f(). Ее следует выбрать так, чтобы условие (28) стало одно-
родным. Тогда имеем <P(s) = const на границе.

Рассмотрим несколько простых примеров.
Пусть контуром поперечного сечения бруса будет окруж-

ность х\-\-х\ — г2. Выбирая функцию f(x2) в виде

^ (*г) = "27 (г2 ~ Х%)

и подставляя f(x2) в граничное условие (28), получим дФ/ds =
= 0. Поэтому на окружности Ф = const = 0. Нам остается ре*
шить уравнение (26), которое при со = 0 принимает вид

(1 _|_ v ) / •^•*2- •

Уравнению (29) с граничным условием Ф = 0 удовлетворяет
функция

. / 0 , 9 0\ (1 +2V)P

Составляющие напряженного состояния получим по форму-
лам (24):

(3 + 2 v ) P / 2 , l -2v
СТ13"~ 8 ( 1 + v ) / \ ' 3 + 2v

_ _ PXj (/ - Х3)
озз 7
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Рассмотрим эллиптическое сечение бруса. Так как уравне-
ние контура задается формулой

2 2
X, Х%

а] а\

то функцию f(x
2
) примем в виде

' ' " ' - *

Подставляя f(x2) в уравнение (26) и граничное условие (28),
получим уравнение Пуассона

(31)

с граничным условием Ф = 0. Частным решением уравнения
(31), удовлетворяющим граничному условию Ф = 0, является
функция

а2,

а2

Составляющие напряженного состояния определим по форму-
лам (24):

2(l+v)a?+fl | Р (_9 9 (\-2\)а\х\
13 ~~~ (1 + \)(3а2+ а2) 21

fl + a v

/> (/ — ЛС3) JC,
<*зз = 7 •

В случае прямоугольного сечения со сторонами 2а ь 2а2

используем уравнение контура

для определения функции f(x2). Если в граничное условие (28)
подставить вместо f(x2) постоянную Ра\/(21), то разность

Рх\ Ра2

2/ 2/

будет равна нулю для Х\ = ± а.\. Вдоль сторон х2 = ± а2 будет
dx2lds = 0. Таким образом, граничное условие (28) становится
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однородным на контуре. Поэтому нужно решить уравнение
Пуассона

с граничным условием Ф = 0 на контуре прямоугольника. Ре-
шение уравнения (32) составим из двух частей:

Ф (*„ х2) = Фо {х2) + Ф, (*„ х2).

Функция Фо должна удовлетворять обыкновенному диффе-
ренциальному уравнению

= v Рх2

=

dx\ t + v /
с граничным условием Фо(± а2) = 0.

Функция Ф] должна удовлетворять уравнению Лапласа

У?Ф,(*„ дд = о (34)
с граничными условиями

Ф,(±а 1 1дс2) = -Ф 0 (х 2 ), OI(JC,. ± а 2 ) = 0. (35)
Решением уравнения (33) является функция

Можно легко убедиться, что функция

удовлетворяет уравнению (34) и граничным условиям (35). По-
этому знание функции

ф — _ v P (tfl — г*\г -
6 ( 1 + V ) / V 2 V 2

00
2Pv

2 „_,,£,... aj eh

позволяет определить напряжения a^ и Стгз по формулам (24) ' ) .

') Теория прямых брусьев Сен-Венана была развита в различных на-
правлениях. Я рекомендую читателям обратить внимание на очень интерес-
ную и глубокую работу Бужиньского: Burzynski W., О niedomaganiach i ko-
niecznych uzupetnieniach de Saint-Venantowskiej teorii pretdw prostych, Wroc-
lawskie Towarzystwo Naukowe, Wroclaw, 1951.



Глава 8

ДИСТОРСИЯ В ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

8.1. Стационарные задачи термоупругости.
Вариационные принципы и теорема взаимности

В послевоенный период наблюдается значительное развитие
термоупругости — области, посвященной исследованию напря-
женного и деформированного состояний тела, вызванных темпе-
ратурным полем. По мере развития многих областей техники,
при расчете конструкций паровых и газовых турбин, летатель-
ных аппаратов, при исследовании сварки металлов, в химической
промышленности и особенно в ядерной физике все чаще прихо-
дится сталкиваться с проблемами, в которых температурные на-
пряжения играют значительную, а иногда и доминирующую
роль. Поэтому задаче температурных напряжений мы уделим
больше внимания, чем это имело место в ранних монографиях по
теории упругости.

В настоящей главе мы будем заниматься главным образом
статическими и стационарными напряжениями, вызванными
установившимся температурным полем. Некоторое внимание мы
уделим также квазистатическим задачам, т. е. таким, в которых
изменение температуры во времени происходит медленно, так
что можно пренебречь инерционными членами.

В наших рассуждениях мы ограничимся такими температу-
рами, при которых механические и термические материальные
коэффициенты можно считать постоянными. А именно мы пред-
положим, что | Э/2"о| <§С 1, где 0 — температура, отсчитываемая
от естественного состояния тела, а То — абсолютная темпера-
тура естественного состояния.

Принятые допущения ограничивают пригодность решений
лишь определенным интервалом температур. Несмотря на это,
основываясь на линейной термоупругости, мы можем решить
широкий класс задач практического значения.

Рассмотрим упругое тело в конечной области, на которое
действуют поверхностные силы р(с и массовые силы Xt и которое
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нагревается на поверхности А. Пусть внутри этого тела дей-
ствуют источники тепла до.

В установившемся процессе все факторы, действующие на
тело, и вызванные ими следствия не зависят от времени и яв-
ляются функциями только положения.

В необратимом термодинамическом процессе изменение эн-
тропии складывается из

а) обмена энтропии с окружающей средой и
б) производства энтропии.
Так как приращение энтропии во времени равно нулю ( 5 = 0 ,

S = const), то производство энтропии компенсируется обменом
энтропии с окружающей средой. Уравнение теплопроводности,
как мы вывели в § 3.8, принимает для задачи установившегося
притока тепла следующий вид:

Это уравнение справедливо для анизотропного тела. Для изо-
тропного тела, которым мы сейчас занимаемся, следует поло-
жить кц = Хо8ц, где Ко — коэффициент теплопроводности для
изотропного тела.

Уравнение (1) переходит в уравнение

х с 8 Ао

К уравнению (2) следует добавить граничные условия. Чаще
всего встречаются следующие условия:

1) задана температура 0 в каждой точке х е Л ,
2) задан градиент температуры dQ/dn в каждой точке х е Л ,
3) задана функция dQ/dn + а0 = р на поверхности тела; ве-

личины а и р являются здесь постоянными.
Граничное условие вида 2) имеет место тогда, когда изве-

стна интенсивность потока тепла внутрь извне (либо наоборот).
Если тело теплоизолировано, т. е. не происходит ни притока, ни
отдачи тепла через поверхность Л, то dQ/dn = 0. Третий вид
граничного условия мы получаем при свободном теплообмене
по поверхности Л, ограничивающей тело. Мы не будем зани-
маться методами решения дифференциального уравнения Пуас-
сона (2). Читатель найдет их в любом обстоятельном курсе тео-
рии дифференциальных уравнений или в монографиях, посвя-
щенных теплопроводности ' ) .

Из уравнения (2) получим температуру 0. Распределение
температуры уже как известная функция входит в определяю-
щие уравнения и в уравнения в перемещениях теории упругости.

') Например, Карслоу Г., Егер Д., Теплопроводность твердых тел, «Нау-
ка», М„ 1964.
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К принятому предположению |0/Го|<С 1 добавим еще одно,
касающееся малости деформаций. А именно предположим, что
квадраты и произведения компонент тензора деформаций гц
пренебрежимо малы по сравнению с линейными членами. Таким
образом, мы ограничиваемся геометрически линейной термо-
упругостью. Зависимость между деформациями и перемеще-
ниями выражается линейным соотношением

«I/= "2 ("М+ "/.*)• (3)

Как известно, деформации не могут быть произвольными функ-
циями; они должны удовлетворять шести соотношениям, так
называемым уравнениям совместности:

е</.*/ + е*/,</ — е /л « —е«,/г = О, /, /, k, 1=1, 2, 3. (4)

Основной задачей является отыскание связей между напряжен-
ным и деформированным состояниями. Эта задача была выпол-
нена в гл. 3.

Поэтому выпишем соотношения, выведенные ранее в § 3.12.
В дальнейшем важную роль будет играть свободная энергия
F = F{tij, 0), причем

F = ц е ; / е г / + -j гккепп — yQekk — -^-Q2, (5)

е = г-г0-
Дифференцируя свободную энергию по деформациям, имеем

Здесь Y = (ЗХ. + 2ц) а<, где at— коэффициент линейного тепло-
вого расширения. Дифференцируя функцию F по температуре,
получим в результате энтропию с обратным знаком:

К этим уравнениям добавим уравнения равновесия

а/,./ + *, = <). (8)

Таким образом, мы имеем полную систему соотношений и урав-
нений для стационарной задачи термоупругости.

Прежде чем перейти к обсуждению решения задач термо-
упругости в перемещениях или напряжениях, сосредоточим
внимание на основных вариационных теоремах. В § 4.5 был
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сформулирован принцип виртуальных работ в виде (формула (3)
§4.5)

J Xt but dV + J pt bui dA = J ot, 6e4 dV. (9)
V A V

Этот принцип справедлив как для упругого, так и для неупру-
гого тела, для линейных и нелинейных соотношений между де-
формированным и напряженным состояниями. Принцип вирту-
альных работ справедлив также и для задачи термоупругости.
Если теперь в правую часть (9) подставить соотношения Дюга-
меля — Неймана (6), связывающие деформации и температуру
с напряжениями, то получится уравнение

J XtbutdV -f J pibut dA = bW& — yj QbekkdV, (10)
V A V

где
]dV.

Предположим, что во время виртуального перемещения мас-
совые силы, поверхностные нагрузки и температура не изме-
няются. Тогда в правой части уравнения (10) можно символ ва-
риации вынести за знак интеграла. Полагая далее, что на по-
верхности тела Аи, на которой заданы перемещения, должно
быть 8щ = 0, приводим уравнение (10) к виду

- ) XiUidV- j PiUidA-yJBe^dV^O. (12)
V Aa V J

Здесь через Аа мы обозначили ту часть поверхности тела, на ко-
торой заданы нагрузки. Обозначая через Г выражение в квад-
ратных скобках, имеем

6Г = О. (13)

Итак, мы получили обобщение на стационарную задачу термо-
упругости теоремы о минимуме потенциальной энергии. Эта
теорема утверждает, что среди всех геометрически возможных
положений равновесия в действительности осуществляется то,
для которого функция Г достигает минимума.

Вернемся к уравнению (10) и преобразуем в нем последний
интеграл правой части:

J 9 Ьгкк dV = J 6 buk, k dV = J [(6 вн,). t — 6,, flu,] dV =
V V

,lbuidV. (14)
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Подставляя формулу (14) в (10), находим после некоторой пе-
регруппировки следующее соотношение:

6 Г е = J (Xt - уВ.,) Ьщ dV+ \ (Pi + yQnt) Ьщ dA. (15)
V А

Сравним это выражение с виртуальной работой в теле такой же
формы и выполненного из того же материала, на которое дей-
ствуют массовые силы Х\ и нагрузки р\, но в котором 6 = 0:

=\ X\bUidV+\p\buidA. (16)

Сравнивая выражение (15) с (16), получаем следующую анало-
гию массовых сил. Перемещения и деформации будут в нагретом
теле такими же, как и в ненагретом, если на Аи задать те же
самые перемещения, а на Аа — нагрузки р\ = Р; + y^nt и если
в качестве массовых сил принять величины X\ — Xi— yQ, i.

В стационарной термоупругости пользуются также вторым
минимальным принципом, который является обобщением из-
вестной из эластостатики теоремы Кастильяно о дополнитель-
ной работе. Предположим, как мы это сделали в § 4.7, что на-
пряжения Оц получают виртуальные приращения 8вц. Величины
бац мы трактуем как непрерывные функции класса С2, как вели-
чины бесконечно малые и независимые. Потребуем, чтобы напря-
жения оц + бац и нагрузки /?; + bpi были статически допусти-
мыми. Это означает, что Ьац должны удовлетворять уравнению
равновесия

e<r/fi/ = O (17)

внутри тела и граничным условиям

6pi = 6ajin, (18)

на Ао. На Аи нагрузки opt являются произвольными величинами.
Предположим дополнительно, что вариации бр, принимают нуле-
вые значения на той части поверхности, на которой заданы на-
грузки, т. е. на Аа-

Обозначим дополнительную работу через Жа'

adV=j [\х'ачач + -^ akkonn) dV. (19)
А V

При выводе обобщенной теоремы Кастильяно для стационар-
ной термоупругости мы исходим из соотношений Дюгамеля —
Неймана, разрешенных относительно деформаций:

etJ = 2р'оИ + {K'okk + а,9) ЬИ. (20)
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Мы видим, что

). (21)

Умножим это соотношение на боц и проинтегрируем по объ-
ему V:

или

J [«*/ - -щ- (Wa + a (60A f t)] 6a(y rfK = 0, (22)

^ ЬачdV + J a f96ak kdV. (22a)

Преобразуем интеграл в левой части последнего уравнения к
следующему виду:

6akk dV = J bptUi dA~ J ба/г, ,ut dV. (23)о ~
V

Приращения Ьоц выберем так, чтобы удовлетворялись уравне-
ния равновесия (17) и чтобы вариация нагрузок bpi была равна
нулю на Аа. В результате получим из формулы (23)

| > в + J atQakk dV - J р , Ц | ЙЛ1 = 0.
L V Аи J

(24)

Обозначая через Г* выражение в квадратных скобках, имеем
уравнение

6Г* = 0, (25)

из которого видно, что среди всех статически допустимых со-
стояний равновесия в действительности осуществляется только
то, для которого Г* достигает минимума. На то, что мы имеем
дело с минимумом функционала Г*, указывает положительность
его второй вариации.

Если на поверхности тела действуют нагрузки, то для Аи=0
получаем

| > Ja,9a f t f tdyj=0. (26)

Обобщая рассуждения § 4.6 и 4.8, мы можем дать другую
форму теорем о минимуме потенциальной энергии и минимуме
дополнительной энергии.

Рассмотрим поле перемещений ы4 (наряду с соответствую-
щими ему тензорами напряжений оц и деформаций ец), которое
удовлетворяет уравнениям равновесия

olttl + Xt = 0, x e F , (а)
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с граничными условиями

щ = f t (х), х е= Аи,

Рассмотрим теперь другое поле перемещений и], отличное от
поля щ, которое не обязательно удовлетворяет уравнениям рав-
новесия

но удовлетворяет кинематическим условиям
и] = f, (x), х е= Аи, (г)

и не удовлетворяет условиям р\ = g{ (x) на Аа.
В обоих рассматриваемых случаях на тело, кроме внешних

сил, действует и температурное поле Э.
Умножим уравнение равновесия (а) на и\ — ut и проинте-

грируем по объему тела:

V
Преобразуя этот интеграл и применяя теорему Гаусса — Остро-
градского, окончательно получаем

J Xt («J - щ) dV+ jpt (и] - ut) dA = I (ej, - в | / ) аИ dV. (27)
Aa

Поверхностный интеграл распространяется только на Аа, ибо,
согласно граничным условиям (б) и (г), на Аи имеем ы* — ut =
= fl — fl==0. Рассмотрим теперь свободную энергию F(Eij, 0),
заданную формулой (5). Составим следующие выражения:
F(e*/ — &tj, 6), ^(е^, 8), ^(е^, Э). Легко убедиться в справедли-
вости следующего соотношения:

= F (s(j, Q)-F ( в | /, 6) - (г], - В | / ) ( в | / + ybt,B) - тв«, (28)

где m = cJ{2T0).

Введем работу деформации

We = А

Так как

F (еу, 0) =
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то вместо неравенства (28) получаем

^е К ~ «„) = * ' (Я ~ * Ы - « , - в|у) (<т„ + Y6,.9) > О,

поскольку работа деформации We(e*ll — е;/) является положи-
тельной величиной.

Проинтегрируем это выражение по объему тела. Получаем
неравенство

К К) - г Ы - J К - Я К + v6,ye) av > о. (29)
v

Исключая общий член в (27) и (29), получаем следующее нера-
венство:

K-j XrfdV- J Piu\ dA-yj QskkdV >
V Aa V

> Wt- J ХГЩdV - J Plut dA-yj Qekk dV. (30)
V Aa V

Мы получили теорему, которая утверждает, что потенциальная
энергия системы для поля перемещений щ, удовлетворяющего
уравнениям равновесия и заданным граничным условиям, всегда
меньше потенциальной энергии системы, для которой существует
поле перемещений, удовлетворяющее только части граничных
условий, а именно кинематическим условиям.

Если упругое тело свободно от нагрузок на поверхности, а
массовые силы равны нулю, то неравенство (30) упрощается:

4kdV- ( 3 0 a )

Здесь следует сделать предостережение, состоящее в том, что
как выведенная ранее теорема о минимуме потенциальной энер-
гии, так и только что приведенное неравенство справедливы
лишь для односвязного тела. Это вытекает из того, что лишь в
односвязном теле заведомо обеспечена однозначность поля пере-
мещений.

Перейдем к другому виду теоремы о минимуме дополнитель-
ной работы. Пусть тело получает деформации под влиянием
внешних сил и нагрева. Пусть напряжения ац удовлетворяют
уравнениям равновесия (а) и граничным условиям (б). Кроме
того, пусть деформации удовлетворяют геометрическим усло-
виям совместности (неразрывности) в области V.
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Обозначим через a'tj другое напряженное состояние (не
идентичное с состоянием ац), вызванное теми же самыми внеш-
ними силами и нагревом. Предположим, что напряжения a*it

удовлетворяют уравнениям равновесия (в) и только динамиче-
ским граничным условиям на Ао (т. е. р\ = a'jinj = gt (х), х е Ла).
Итак, напряженное состояние а], не удовлетворяет граничным
условиям на Аи, а деформированное состояние г\. не удовле-
творяет условиям неразрывности. Умножим разность напряже-
ний a'tJ — atj на &tj и проинтегрируем по объему V:

v

Преобразуя это выражение, получим последовательно

J К - "</) 4i*V = \ [[{а], - or,,)«,]., - (а;,, - о„ш,) ut)dV =

= J К - a</) я/« ^л - 1 К . / - ff/(. /)и*r fK-
Объемный интеграл равен нулю в силу уравнений (а) и (в).
Поверхностный интеграл берется по поверхности Аи, ибо раз-
ность граничных условий (б) и (г) на Аа равна нулю. Поэтому
имеем

\ \ - p ^ u l d A . (31а)

В дальнейшем мы должны будем обратиться к свободной энер-
гии F. Выражая деформации через напряжения в уравнении
(5), а затем используя соотношения

получим следующий вид свободной энергии:

F (aih 6) = цЧ/Оч/ + т

Легко проверить, что

(32)
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Проинтегрируем последнее соотношение по объему тела и вве-
дем функцию

У« = J (|i'<r,/<ri/ + Т" а^°пп) dV.
v

С помощью функции Жа сведем выражение (32) к неравенству

УГа-Ж0-\ (а\, - а„) (в(/ - аД,е) dV > 0. (32a)
v

Исключая из (31а) и (32а) общий член, приходим окончательно
к неравенству

Г ; - J p]ut dA + a t j Qa\k dV > Жа - J ргщ dA + a t j Qokk dV.
AU v AU v

(33)

Это неравенство выражает следующее утверждение. Дополни-
тельная работа системы, в которой напряжения аг1 удовлетво-
ряют уравнениям равновесия и всем граничным условиям, а де-
формации Ejj удовлетворяют уравнениям неразрывности, мень-
ше дополнительной работы системы, в которой напряжения а'ц
удовлетворяют уравнениям равновесия и динамическим усло-
виям (pj — p f = 0 на Ла), а деформации е* не удовлетворяют
условиям неразрывности.

Если тело нагружено по всей поверхности, то в неравенстве
(33) исчезают поверхностные интегралы (ибо Аи = 0). Поэтому
имеем

К + « J К * dV > Жа + a J Qokk dV. (33a)
v v

Если 0 = 0, то неравенство (33а) переходит в неравенство (13)
§4.8.

Обобщим теперь на задачу термоупругости вариационную
теорему Рейсснера.

Рассмотрим функционал 3 {гц, оц, щ) вида

- (or,, + уЩ) е„ - Х(щ +1 ач (и,,, + щ,,)] dV -

- J fitut dA- \Pi {щ-й,)dA, (34)

где
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В последнем выражении pi является заданной нагрузкой на Лст,
a ui — заданным перемещением на Аи-

Используем условия стационарности функционала У. Для
этого вычислим первую вариацию функционала 2f и прирав-
няем ее нулю. Внутри тела V варьируются функции ац, гц, иь
На поверхности Аи могут варьироваться только функции ри на
Ло — функции щ. Поэтому имеем

= 0 = J \-^- — att 6et/ — у06.,/ 6еч — Xt Ьщ

+ 2" 6aU ("*. / + "/. t) + у °И (б«Л / + б«/. *)] dV -

- \ Pi but dA— | bpi (щ — й{) -dA. (35)

Группируя соответствующим образом члены и воспользовавшись
преобразованием

j J а{1 (6uit, + 6«/, i)dV = | pibUidA— j ojit, but dV,
V Aa V

приведем уравнение (35) к виду

j { [Щ- - К + YM)] ЬгИ - [е„ - 1 (и,,, + и,,,)] 6аtj -

- (ог/i. у + X,) 6и,) dV - J {pt - P i ) Ьщ dA+ | ( Л , -
Aa

В силу взаимной независимости виртуальных приращений урав-
нение (35а) сводится к следующим уравнениям Эйлера вариа-
ционной задачи:

«//= у («*./ + " л г).

Ut = ult х е Лц, р̂  = ph x e Ла.

Мы получили последовательно: уравнения равновесия, связи
между деформациями и перемещениями, соотношения Дюгаме-
ля — Неймана и граничные условия на Аи и Аа.

Обобщенная на стационарную задачу термоупругости тео-
рема Рейсснера имеет вид

6^ = 0, (36)
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где функционал 2/ дан формулой (34). Выведенная здесь тео-
рема утверждает, что из всех напряженных состояний и переме-
щений, которые удовлетворяют уравнениям равновесия и соот-
ветствующей части граничных условий, осуществляется напря-
женное состояние и перемещения, заданные формулой (36).

В теории температурных напряжений важную роль играет
теорема взаимности. При ее выводе мы будем опираться на со-
отношения Дюгамеля — Неймана, записанные для двух систем
причин и следствий:

2 (te — Y e) 6ц, (37)

(38)

Умножим первое уравнение на е'ц, второе — на е*3- и почленно
вычтем одно из другого. Получаем тождество

«ifi'ii - <,*i, + Y (К* - еЧ») = °- (39)

Проинтегрируем это тождество по объему V:

J К</ - <Ы dV + v J [Кк - еЧ.) dv=о.
V V

Интегрируя по частям первый интеграл и учитывая, что

o j t l + Xr-=0, a;(,y. + ^ = 0 , X G K ,

PI = °nnr P'i ̂  а'нпп X^A'

получим следующий вид теоремы взаимности:

J Xtu\ dV + J Piu\ dA + yj (Qs'kk - Q\k) dV = J а; / в | / dV, (40)
A V V

V

ИЛИ

J Xtu\ dV + | ptu't dA + a J (0a'ftft - e'aM) dF = J а;/в</ dV. (40a)
V Д V V

Эта теорема была доказана Майзелем1), а ее обобщение на
анизотропные и неоднородные тела дано Новацким2). Из тео-
ремы взаимности следует ряд интересных выводов и даже ме-
тод интегрирования дифференциальных уравнений стационарной
задачи термоупругости.

Рассмотрим односвязное и ограниченное тело, на которое
действуют внешние силы Xt и нагрузки pt. Кроме того, пусть

') Майзель В. М., Температурная задача теории упругости, Киев, 1951.
2) Nowacki W., Naprezenia cieplne w cialach anizotropowych, Arch. Mech.

S ( o s , 6 , № 3 (1954).
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в теле имеет место приращение 0 температуры, вызванное внеш-
ним нагревом и действием источников тепла до.

В качестве штрихованной системы примем всестороннее рас-
тяжение тела и кроме того предположим, что Х\ = 0 и 0' = 0.
При всестороннем растяжении тела силами интенсивности, рав-
ной единице, имеем

*;,• = ! - б „ , <* = з, р; = а;,п, = 1-/1,.

Подставляя эти значения в уравнение (40а), получим

- J niui dA+ J Х(и\ dV + J р,и; dV + За J 0 dV = 0. (41)
Л V Л К

Подинтегральная функция в первом интеграле выражает проек-
цию перемещения на нормаль п к поверхности А, а интеграл
представляет приращение объема AV, вызванное действием тем-
пературы 0 и силами Xi, pi.

Состояние всестороннего растяжения ст'(/=1-б^ вызывает
постоянные деформации 8^ = 2ц' 4- ЗА/= 1/(3/(), ЛТ = А-т-2/зИ,
и линейные перемещения u'i==xibljj(ZK)-

Уравнение (41) примет вид

AV = W {f XiXi dV + J PiXi rfi4l + 3ct' I 9 rfKl (42)

\V A ) V
Для Л̂  = 0, Р( = 0 получим ')

bV = 3at j QdV. (43)

Мы получили выражение для изменения объема тела, вызван-
ного только изменением его температуры.

К соотношению (42) можно прийти и без помощи теоремы
взаимности. Умножим уравнения равновесия на xt и проинте-
грируем по объему V:

(Xt + olt,,)XidV=0.

Преобразуя это равенство, получим следующее соотношение:

J XiXl dV + J P i x t dA = j akk dV, (44)

') W. Nowacki, loc. cit. стр. 476.
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С другой стороны, свертывая соотношения Дюгамеля —Ней-
мана, получим

3atQ). (45)

Подставляя формулу (45) в (44) и учитывая, что у = З/Са*, на-
ходим, что

ДУ = 3<z, J QdV + gWj Xtxt dV + \ Plx,dA\. (46)
V \V A J

Таким образом, мы пришли к соотношению (42).
К интересному результату мы придем, полагая pi = О,

Xi = 0 в формулах (44) и (46). Мы нашли

ДУ = За, J QdV, \akkdV = Q. (47)

v
В случае односвязного тела, свободного от внешних нагру-

зок (pi = 0, Xi = 0) и испытывающего температурное воздей-
ствие, интеграл от первого инварианта напряженного состояния
по объему тела равен нулю. Существенную роль в определении
поля перемещений играет метод Майзеля1), выведенный из тео-
ремы взаимности. Рассмотрим тело, занимающее область V, же-
стко закрепленное на поверхности Аи (и,- = 0), а на поверхности
А„ свободное от нагрузок. Под действием нагревания в теле по-
явятся перемещения «, и температура 0. Из уравнения (40) для
Pi = 0, Xi = 0 на Аа, щ = 0 на Аи имеем

-jX'{UldV+ jp^dA-jp'^dA + yjiQe^-Q's^dV^O. (48)

Разыскивая в точке § составляющую иъ перемещения, выбе-
рем соответствующим образом штрихованную систему нагрузок.
А именно предположим, что на Аи тело жестко закреплено
(uJ = O), а на Аа свободно от нагрузок (р| = 0) и что 6 ' = 0.
Пусть в точке | действует единичная сосредоточенная сила, па-
раллельная оси xh. Эта сила вызывает перемещения ы^= Г'^х, | ) ,
напряжения ст(^(х, | ) и деформации el*'(x, | ) . Величины и\ полу-
чим из системы уравнений эластостатики в перемещениях

ЦГ$/ + (X + ц) Т{1% + б (х - 1 ) в,* = 0, /, и k = 1, 2, 3, (49)

с граничными условиями

р<*» = 0 на Аа, Г'*) = 0 ш Аи. (50)

1) В. М. Майзель, loc. cit. стр. 476.
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Так как Xrt = b{x— Qbik, то из уравнения (48) находим

= y J в(х)в;;*>(х, l)dV(x), (51)
V

или
Н Ф = Y J в (х) Г<*>, (х, £) <W (x) = a J 9 (х) а; <*> (х, | ) rfV (x). (52)

V V
В этом уравнении Г ^ обозначает дилатацию, а а'^к) — первый
инвариант напряженного состояния, вызванного в области V дей-
ствием единичной сосредоточенной силы.

Метод Майзеля определения поля перемещений удобен в слу-
чае центральной симметрии температурного поля (толстостен-
ная сферическая оболочка, шар) и осевой симметрии (толсто-
стенный цилиндр, сплошной цилиндр, упругое полупространство
и слой), а также в случае плит и оболочек простой формы, где
функции Г'*', о'Ак) удается определить простым способом.

8.2. Уравнения термоупругости в перемещениях

Рассмотрим односвязноё тело V, нагруженное внешними си-
лами и подвергающееся нагреву. Пусть внутри тела действуют
массовые силы Х,(х) и источник тепла w(x), и пусть на Аа за-
даны нагрузки Pi(x), на Аи — перемещения /*(х). Запишем урав-
нения равновесия

otl.i + Xt = 0, I, / = 1 , 2, 3, (1)

через перемещения. Подставляя затем деформации

е</= -g («*,/ + «/. i) (2)

в соотношения Дюгамеля — Неймана

oil = 2\xelt + (Xekk — yQ)6lI, (3)

а эти последние в уравнения равновесия (1), получим систему
трех эллиптических уравнений в перемещениях:

(4)

К этим уравнениям присоединим граничные условия

щ (х) = /, (х), х г Аи, (5)

— yQ)ni=pl(x), х е Л а . (6)

Важно убедиться в единственности решения системы дифферен-
циальных уравнений (4).
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Предположим, что существуют два решения и\, и". Тем
самым имеем различные напряжения о'ц, а"ц и деформации ef

ip e"r

Введем обозначения

Последовательно получаем

o)Uj = Q, Х Е У , (7)

в1/ = т К / + им> х е 7 + Д (8)

а^це^ + Аб.̂ , хеНА (9)

Уравнения в перемещениях (4) становятся однородными:

К / / + (*• +I*) "л л = °» х е К - (10)
Соответствующие этим уравнениям граничные условия также
становятся однородными

и* = 0, Х€=Ли,
(И)

V ("*. / + "/. t) ni + кбаи'к, kni = °- х е \-
Уравнения (7) — (10) относятся к телу, в котором отсутствуют
массовые силы, а температура равна нулю.

Рассмотрим интеграл

I=lo'ftldV, (12)
v

который в силу формулы (9) представим в виде

. (12а)

Как известно, подинтегральная функция выражает удвоенную
работу деформации упругого тела. Эта величина в силу того,
что ii > 0, X + 2/зц > 0, является неотрицательной.

Выражение (12) при помощи соотношений (8) и (9) удается
представить как

Второй интеграл в правой части равен нулю в силу уравнения
(7). К первому интегралу применим преобразование Гаусса—
Остроградского. Для этого требуется, чтобы функции a*it e* B
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односязной области V + А были непрерывными класса С1. В ре-
зультате получим

I=\p\u\dA. (14)
А

Из формулы (11) следует, что и* = 0 на Аи и р\ = 0 на Аа.
Для этих однородных граничных условий поверхностный инте-
грал равен нулю. Таким образом, / = 0. Подинтегральное вы-
ражение (12а) должно быть равно нулю в области К + А По-
этому 6^ = 0, откуда е .̂ = е";. и и\=-и". Учитывая соотношение
(9), имеем также o'tj — o"r

Итак, решение единственно.
Теорему единственности мы можем распространить и на бо-

лее сложные граничные условия. Так как произведение р\и\
является инвариантной скалярной величиной, его можно запи-
сать в виде

(где I, II, III — три взаимно ортогональных направления) и так
выбрать составляющие нагрузок или перемещений, чтобы вы-
ражение (15) было равно нулю. К примеру, если направление
III соответствует направлению нормали, то на А можно поло-
жить «Jn = 0 и pj = piI = O, что соответствует нулевому нор-
мальному перемещению при отсутствии нагрузки в двух осталь-
ных направлениях I, П.

В случае упругой задачи с граничными условиями р\ = — ku\
на Аа уравнение (14) примет вид

J а\,вц dV + k $ u]u]dV = 0. (16)

Так как оба интеграла положительно определены, имееме*. — 0,
«* = 0 во всей области, что приводит к единственности решения.

Вернемся к уравнениям в перемещениях (4). Если предполо-
жить, что функция температуры принадлежит классу С , то пе-
ремещения должны принадлежать классу С2. Напряжения то-
гда принадлежат к классу С в соответствии с требованием, при-
нятым при доказательстве теоремы единственности. Для реше-
ния системы (4) с граничными условиями (5) и (6) можно вос-
пользоваться аналогией массовых сил, описанной в § 8.1. Форму-
лируем теперь эту аналогию следующим образом.

Рассмотрим нагруженное внешними силами нагретое тело,
в котором поле перемещений описано системой уравнений (4)-
вместе с граничными условиями (5) и (6). Рассмотрим второе
тело той же формы и из того же материала, но в котором 6 = 0
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в каждой точке. Спрашивается, какие массовые силы X't и по-
верхностные силы р\ на Аа (для и\ = f{ на Лы) нужно прило-
жить, чтобы в обоих телах (нагретом и ненагретом) возникало
одно и то же поле перемещений иг.

Уравнения эластостатики в перемещениях (для 0 = 0) имеют
вид

ii)ulin + rt = 0. (17)

К этим- уравнениям добавим граничные условия

«; = /;(х), х е Л и , (18)

/>1 = и К / + "/.*)"/+ Яы*.Л> х<=Ла. (19)

Из сравнения уравнений (4) и (17) и граничных условий (5) и
(18), а также (6) и (19) следует, что мы получим одно и то же
поле перемещений «* = ut (х), X G F , если

(20)

Аналогия массовых сил позволяет свести стационарную задачу
термоупругости к задаче эластостатики.

В частном случае Xt = 0 и pi = 0 на Аа имеем

X*t = — yBti, x e F ; u] = fn х е= Аи; p^nfiy, х е Л 0 .

Величина p'i — yQn[ называется термическим давлением.
Кратко обсудим методы решения уравнений термоупругости

в перемещениях

Ци<,// + (А- + И)«м* = у0.«- (21)

Представим общее решение ы, в виде суммы двух решений:
частного решения и\ неоднородного уравнения (21) и общего
решения и" соответствующего однородного уравнения:

Частное решение уравнения (21) можно представить в виде,
данном Гудьером1), вводя так называемый потенциал термо-
упругого перемещения Ф в соответствии с соотношением

"1-=Ф.1- (22)

') Goodier J. N.. On the Integration of the Thermoelastic Equations, Phil.
Mag., 7 (1937).
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Подставляя формулу (22) в (21), получим

Система этих трех уравнений будет удовлетворена, если функ-
ция Ф удовлетворяет уравнению Пуассона

Ф> у / = т 6 , OT = T - L . (23)

Из уравнения (23) получим функцию Ф, а следовательно, и
частное решение (22). Можно вычислить деформации ъ'ц и на-
пряжения сг'г/, связанные с функцией и\. Имеем

Учитывая (23), получим следующее выражение для напряже-
ний а',,:

Заметим, что для бесконечной области частное решение и\ яв-
ляется окончательным решением. Решение уравнения (23) мож-
но выразить через интеграл Пуассона в виде, аналогичном гра-
витационному (ньютоновскому) потенциалу:

_ m Г

где 7?(х, | ) — расстояние между точками | и х. Так как
и'{ = Ф t, т о

V ' V
где

г 1 / ь\ 1

Функция f/i(x, | ) имеет определенную механическую интерпре-
тацию, а именно ее можно трактовать как перемещение точки х
в направлении оси xit вызванное действием центра расшире-
ния— сжатия, помещенного в точке | неограниченного тела.
Воспользовавшись теоремой взаимности, (26) можно предста-
вить также в виде

«;« = у /8(6)в{"(х, 1 ) ^ ( 6 ) , (27)
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где в<г)(х, | ) означает дилатацию в точке | , вызванную действием
сосредоточенной силы, помещенной в х и направленной по оси Х{.
Так как

где через Л^' мы обозначим сумму нормальных напряжений, то
уравнению (27) можно придать вид

(i)AU)(x> l)dV(t). (28)

Легко заметить, что формулы (27) и (28) являются частным
случаем формул Майзеля, обсужденных в предыдущем пара-
графе.

Если тело ограничено, то к решению И ( = Ф 1 ; следует доба-
вить общее решение и" системы однородных уравнений эласто-
статики

причем требуется, чтобы поле перемещений «. = и\ + и" удо-
влетворяло всем заданным граничным условиям. Итак, если
тело свободно от поверхностных нагрузок, то на границе А дол-
жны быть выполнены условия

или

При решении системы уравнений (29) применяем методы, об-
стоятельно обсужденные в гл. 5.

Часто систему уравнений термоупругости (21) решают с по-
мощью метода Папковича — Нейбера, выражая перемещения
через четыре функции

Ui = ̂ .i + (x^ili-i(l—y)b, (31)

где функции Ф, tyt удовлетворяют уравнениям

\2ф = т е , У2^^ = 0. (32)

Удобство представления Папковича — Нейбера основано на про-
стоте определения функций Ф и tyi как частных решений хорошо
известных уравнений (Пуассона, Лапласа) в теории потен-
циала. Трудности применения метода Папковича — Нейбера
связаны с удовлетворением граничным условиям, в которые вхо-
дят вторые производные как функции Ф, так и функций i|}j.

Несколько частных случаев решения пространственных и
плоских задач термоупругости мы обсудим в § 8.4 и 8.5.
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Рассмотрим теперь частный случай, относящийся к закреп-
ленному телу, т. е. к такому телу, для которого перемещения щ
на границе равны нулю. Если предположить, что в этом теле
температура постоянна, то 6,Г = 0.

Уравнения (21) становятся однородными. При однородных
граничных условиях и ; = 0, х е Л получим

ы,(х)зяО, X G K + A (33)

В силу обращения в нуль перемещений в теле имеем нулевые
значения деформаций ец. Напряжения отличны от нуля и в со-
ответствии с соотношениями Дюгамеля— Неймана имеют зна-
чения

В случае нагрева (G > 0) имеем дело со сжимающими, а в слу-
чае охлаждения (6 < 0) — с растягивающими постоянными нор-
мальными напряжениями.

8.3. Уравнения термоупругости в напряжениях

Во многих задачах стационарной термоупругости, в которых
граничные условия заданы в напряжениях, удобнее использо-
вать уравнения совместности в напряжениях Бельтрами — Ми-
челла, обобщенные на задачи температурных напряжений.

Ограничимся пока рассмотрением односвязного тела. Сфор-
мулируем нашу задачу следующим образом. Мы ищем в теле V,
ограниченном поверхностью А, составляющие напряженного со-
стояния оц в предположении, что на А заданы нагрузки pi. Итак,
мы имеем уравнения равновесия

а / м + Х; = 0, хе=У, (1)

с граничными условиями

Pi (х) == а^п,, Х Е А , (2)

К этим уравнениям мы должны добавить условия совместности,
т. е. потребовать, чтобы перемещения были однозначными функ-
циями.

Для обеспечения однозначности перемещений требуется рас-
смотреть в V -\-А упомянутые в § 1.11 выражения Чезаро

р

, \duj, (3)
р»

или, более подробно,
р

и, (х) = и) (х°) + (хк - х\) со», + J [е/г + (*4 - 1к) а>я Г\ dlr (4)
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Первые два члена правой части уравнения (4) относятся к дви-
жению тела как жесткого целого, а потому сосредоточим внима-
ние только на трех криволинейных интегралах

р

L,= \ujrdlr, U r = l , 2, 3, (5)
*>.

где
Ujr = е / г + (xk — U) со/*, г = е / г + ejkletsm (хк — %k) е„, м . (6)

р

Чтобы перемещения были однозначными, интегралы J du{ или
Ро

Lj должны быть не зависящими от пути интегрирования. Это
условие равносильно требованию, чтобы криволинейный инте-

р

грал j U/r d%n взятый вдоль произвольной замкнутой кривой С

в области V -\-А, был равен нулю.
Из § 1.11 известно, что это условие приводит к соотношению

<PnrUlr,n = 0, X E F + A (7)

Для дальнейшего будет удобным следующий вид уравнения (7)
(уравнения (11) § 1.11):

8//, ** + Чк, ц — zik, ik — e/ft, ik — 0. (8)

Итак, имеем систему уравнений (1) с граничными условиями
(2) и систему шести уравнений (8). Если теперь в уравнения
(8) подставить соотношения Дюгамеля — Неймана

(9)

то после выполнения тех же преобразований, что и в § 4.4, по-
лучим систему шести дифференциальных уравнений эллиптиче-
ского типа

(10)

Решение системы уравнений (10) с учетом граничных условий
(2) приводит к определению напряжений. Деформации e*j най-
дем по формулам (9), а перемещения щ — путем интегрирова-
ния соотношений
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Заметим еще, что принадлежность деформаций классу С2

обуславливает принадлежность функций ац и 0 тому же самому
классу функций. Это следует из уравнений (9) или (10). Мас-
совые силы должны принадлежать классу С1. Кроме того, вы-
полнены условия, при которых была доказана теорема един-
ственности решения в § 8.2, а именно, что cr,-j и и, должны быть
класса С1.

К уравнениям в напряжениях (10) можно прийти и путем
преобразования уравнений в перемещениях1)

Принимая во внимание соотношение (11), имеем

№/,** +(A,+ n)e f c f t i / / = Y0.*/.

Подставляя в (13) выражения (9), получим

аЧ-кк + ЗХ + 2ц °кк- Ч ~ зя + 2ц b4°ss-кк

(14)
Свертывая уравнения (14), приходим к соотношению

Из уравнений (14) и (15) получаем окончательно уравнения в
напряжениях

Особенно простой вид уравнений (16) мы получим для темпера-
турного поля без источников. Поскольку Qjj = 0, из уравнения
(16) следует, что

V2aAfe = 0. (17)

Сумма нормальных напряжений является гармонической
функцией. Система уравнений (16) упрощается и имеет вид

+

Если к уравнениям (18) применить оператор Лапласа и принять
во внимание формулу (17), то

y = 0. (20)

') Ignaczak J., Direct Determination of Stresses from Stress Equations of
Motion in Elasticity, Arch. Mech. Stos., 11, № 5 (1959).
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Составляющие тензора напряжений являются бигармоническими
функциями. Каким должно быть распределение температуры,
которое не вызывало бы в теле напряжений? Подставляя оц=0
в уравнения равновесия (1) и граничные условия (2), видим, что
эти уравнения удовлетворяются. Подставляя вц = 0 в уравне-
ния (18), получаем

е. ( / = 0, / , / = 1 , 2 , 3 . (21)

Эта система уравнений будет удовлетворена, если распределе-
ние температуры линейно:

(22)

Деформации вц на основании формул (10) принимают значения

(23)

Перейдем теперь к формулировке задачи термоупругости в
напряжениях в многосвязной области.

Сначала рассмотрим двусвязную область (рис. 8.1) и в ней
составляющие вектора перемещения и поворота в точках Ро и Р.
Перемещения были выражены криволинейным интегралом Че-
заро (4). Для нахождения составляющих поворота поступаем
так. Учитывая, что

(£>lk==Y^ul<k — uk,i)>

получаем дифференцированием выражения (4)
р

6/*/€/.»е«.»^г- (24)

Вводя вектор поворота в) = -к rot u, ИЛИ

Юр = -j *Рщ®1Ъ (25)

получим требуемое выражение
р

Ро

Следует рассмотреть условия однозначности перемещений в
двусвязной области, другими словами, условия независимости
криволинейных интегралов (4) и (26) от пути интегрирования1).

') Боли Б., Уэйнер Дж., см. список литературы.
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Так как область двусвязна, мы не можем применять преобразо-
вания Сюкса, ибо в двусвязной области не на каждую замкну-
тую кривую С можно натянуть поверхность S, лежащую целиком
в V-\-А. Поэтому мысленно рассечем область V-\-А, вводя по-
верхность В и сводя двусвязную область к односвязной. В об-
ласти V = V + А — В проведем кривую от Ро до Р так, чтобы
она не пересекала поверхность В. В такой области, как в одно-
связной, справедливы условия геометрической совместности (7)
или (8).

РИС. 8.1. РИС. 8.2.

Нам остается обеспечить непрерывность перемещений при
переходе через поверхность В, наложив дополнительное условие.
Рассмотрим интегралы

р+

L, (Р~) = J U,г d\n L, (Р+) = J Ulr d\r. (27)

Здесь мы обозначили через ( + ) и ( —) две стороны разреза В,
а через Р+ и Р~ — точки на этих сторонах, лежащие друг про-
тив друга (рис. 8.2). Значения этих интегралов, а потому и пе-
ремещений определены однозначно, хотя не обязательно совпа-
дают.

Заменим теперь путь PQP+ путем от Ро до Р~, а затем кри-
вой С, соединяющей точку Р~ с точкой Р+. Имеем тогда

Р+ Р

f Ulrdtr= { Ulrdlr+\ulrd%n
\ Р, с

или

(28)
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Точно так же для другой точки D, лежащей на В, имеем

L, (D+)-L, (£>-)= \Ulrdlr. (29)
с

Если через С обозначить кривую, проходящую от D+ до D- и
окружающую отверстие, то правые части уравнений (28) и (29)
одинаковы, ибо замкнутую кривую С" можно провести так, что-
бы, выходя из D~, она проходила по поверхности В до Р~, далее
доходила до Р+ вдоль кривой С и, наконец, проходила по поверх-
ности В до точки D+. Если функции Ujr (r = 1,2,3) однозначны,
то интегралы по путям D~P~ и P+D+ взаимно уничтожаются и
правые части (28) и (29) совпадают. Аналогичные рассуждения
можно провести для произвольной кривой С, целиком лежащей
в V + А и пересекающей поверхность В. Левые части (28) и (29)
должны быть равны нулю в силу требования непрерывности
перемещений на В. Таким образом, приходим к условию

Ulrdtr = O. (30)
с

Аналогичные рассуждения можно провести для функции
р

J tpsnfirs, m "br-

Условие непрерывности вектора поворота требует, чтобы на
кривой С было выполнено условие

J ipsnfirs.m dlr = Q. (31)

Эти рассуждения можно обобщить на (N + 1)-связную об-
ласть. Такая область Af разрезами Ва (а = 1, 2, . . . , N) может
быть сведена к односвязной области. При решении задач термо-
упругости в напряжениях пользуются следующими уравнениями:

а) уравнения равновесия

<гу<> , + *« = (), х е К , (32)

б) граничные условия

Pi^oiini, хе=Л, (33)

в) геометрические условия совместности
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г) дополнительные условия

J [в/г + 'ikltlsm (Хк — Ik) Brs, m] d\r = О,

c ; (35);
J l, 2 N.

Кривые Ca (a = 1, 2 N) являются замкнутыми в V + Л, и
каждая из них пересекает только одну поверхность Ва.

Подстановка выражений (9) для деформаций сводит условия
(34) к системе уравнений (10).

Так как деформации являются линейными функциями на-
пряжений и температуры, то под знак интеграла в уравнениях
(35) входит температура.

Рассмотрим (N -г 1)-связное тело, которое на поверхностях
А, Ва (а = 1, 2, . . . , N) свободно от нагрузок. Исследуем, мо-
жет ли линейное распределение температуры в таком теле вы-
звать напряженное состояние. Убедимся, что для ац == 0 при
Xt = 0, х е У , pi = 0, Х Е ( < 4 , Ва) и линейного распределения
температур 0 = ао + а Л- удовлетворяются уравнения (32), (33)
и (34). Следует проверить, удовлетворяются ли уравнения (35)
для оц = 0, х е V и 8ij = cc(06t> Эти уравнения принимают вид

(36)
tr = 0, a = l , 2 N.

Легко убедиться, что линейное распределение температур 0 =
= а0 + aixi удовлетворяет этим уравнениям. Таким образом,
мы получили более общую, чем раньше, теорему, которая утвер-
ждает, что линейное распределение температур не вызывает на-
пряжений в многосвязном теле, не нагруженном на границах
области.

Формулировка задачи термоупругости в напряжениях имеет
важное значение для двумерных задач термоупругости.

8.4. Пространственные стационарные задачи термоупругости

В этом параграфе мы рассмотрим несколько характерных
примеров, которые решим в перемещениях. Читателей, интере-
сующихся более детально проблематикой термоупругости, мы
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отсылаем к обстоятельным монографиям по этому пред-
мету ' ) .

Мы начнем наши рассмотрения с очень простого примера, а
именно с действия сосредоточенного в точке источника тепла
интенсивности до, помещенного в бесконечном упругом простран-
стве в начале координат. В этом случае определение потенциала
термоупругого перемещения Ф приводит к окончательному реше-
нию. В нашей задаче необходимо решить уравнения

V2e = - J ^ 6 ( x ) , V2O = me (1)

в бесконечном пространстве. В силу сферической симметрии
поля температур и функции Ф мы имеем дело с одномерной за-
дачей, в которой независимой переменной является радиус R.
В сферической системе координат (R, •&, ср) уравнения (1) пе-
реходят в уравнения

Решением уравнения (2) является функция

6 = 4 ^ ' Иб° ? 2 ( ! ) = - 4 я 6 ( * ) . (4)

Решение уравнения (3) с подстановкой значения 0 из формулы
(4) принимает вид

£ ^ (5)
Знание функции Ф позволяет уже определить напряжения.
В сферической системе координат получаем

(6)

Поместим источник тепла в точку | и положим до = 1. Тогда

') Мелан Э., Паркус Г., Термоупругие напряжения, вызываемые стацио-
нарными температурными полями, Физматгиз, М., 1958.

Боли Б., Уэйнер Дж., см. список литературы.
Новацкий В., Вопросы термоупругости, Изд-во АН СССР, М., 1962.
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Напряжения и перемещения, возникающие вследствие действия
этого единичного сосредоточенного источника тепла, опреде-
ляются по формулам

Получаем

8яЛ0

Функции а]., и\ следует трактовать как функции Грина задачи
для бесконечного упругого пространства.

Если в бесконечном упругом пространстве источники тепла
ш(х) занимают область V, то вызванные этими источниками
перемещения и напряжения находим по формулам

ы , ( х ) =
v'r (Ю)

all(x)= jw(l)o]l(hx)dV(®.
V

Во втором примере мы займемся напряженным состоянием
в упругом полупространстве х3 ^ 0, вызванном нагревом плоской
области Г, лежащей в плоскости х3 = 0. Следовательно, нужно
решить стационарное уравнение теплопроводности

V29 = 0 (11)
с граничным условием

в ( * „ х2, O) = f(Xl, x2) на Г, (12)

а затем систему уравнений в перемещениях

^ui,,,+(K + ii)Uj,ji = \e,{ (13)

с граничными условиями

а13 = 0, а2з = 0, а3з = 0 при Х3 = О. (14)

Следует дополнительно предположить, что при (х]-\- х\-\- х^-*
->оо напряжения и температура равны нулю. Решение уравне-
ний в перемещениях будем искать с помощью представления
Папковича — Нейбера ')

R-i|)) —4(1—v)it>, (15)

•) Sternberg E., Mac Dowell E. L, On the Steady-state Thermoelastic
Problem for the Half space, Quart. Appl. Math., 14 (1957).
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где функции Ф, if должны удовлетворять следующим уравне-
ниям:

= 0. (16)

Решим вначале вспомогательную задачу. А именно определим
температуру 0 и напряжения ОЦ, вызванные действием темпера-
туры {(х\, х2) = 90б (х\)б(х2) в плоскости *з = 0. Эта задача ха-
рактеризуется цилиндрической симметрией. В цилиндрической
системе координат (г, ср, г) следует решить стационарное урав-
нение теплопроводности

V28>, г) = 0 (17)

с граничным условием

и условием 9 = 0 на бесконечности. Решением уравнения (17)
является функция

Для определения перемещений йг, йг достаточно знать функ^
ции Ф и грз = ty- В цилиндрической системе координат (г, ср, z)
примем вектор перемещения в виде

ф) — 4 ( 1 — v) 1зЧ». (20)

где i3 — орт оси z. Мы имеем

Ф Е З Ф ( Г , z), ip ,=0, op2 = O, 1|)3 = ф(г, z).

Уравнения (16) переходят в уравнения

Граничными условиями для уравнений (21) являются равенства

dzr{r,0) = 0, д г г(г,0) = 0. (22)

Величины дгг(г, 0) и azz(r, 0) следует выразить с учетом соотно-
шений (20) через функции Ф и \J>.
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Решением уравнений (21) являются функции

(23)

Зная функции Ф и o|), можно определить напряжения

(24)

Интересно, что составляющие тензора напряжений дгг, arz равны
нулю. Поэтому мы имеем дело с плоским напряженным состоя-
нием, в котором напряжения дгп дф ф зависят от переменных г
и г.

Перейдем от цилиндрической системы координат к прямо-
угольной декартовой системе координат х\, х2, х3 и возьмем
функцию Дирака не от начала координат, а от точки (gi, | 2 , £з)-
Полагая далее 90 = 1, получим следующую функцию Грина:

+ ( X ~ h

2 i\
\\ (25)

i2 = "7Г- (*i — Si) (*2 — S») [^- -

Здесь

Зная функции Грина (25), мы можем решить общую задачу,
сформулированную ранее. Если в конечной плоской области Г
на границе х3 = 0 задана температура Q(xu х2, 0) = f(xiy x2), то
напряжения, вызванные ее действием в полупространстве х3 > 0,
выражаются формулой

ai{{xv х2, х3) = \ J / (6,, I2)a\t (*,, x p x3; g,, %2, 0) rfg, rfg,. (26)
г

В частном случае, когда Г является прямоугольником
—а\ < Х\ < ai, —аг < 2̂ < 2̂ и f = 1 — величина постоянная,
из выражения (26) тотчас получаем следующие формулы для
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напряжений:

I i (fll+*l)*3 l i (°1 — Xi) Xt , fli — Xi+ arc tg , , : 3 + arc tg -H—i—Ц-5— arc tg— —6 (a2 + x2)/-3

 в (аг + x2)r4

 &a2 — x2

<r22 = 2цр fare tg iHiIL5jiL + a r c tg (f l«-*»}*' +

I 1 ( a 2 + xi) *3 I 1 ( a 2 + X2) Xz , Oo — Jt,+ arc tg , , \ + arc tg ) , — arc tg — —s ( a , + x i ) r 3 ' s (a, — x , ) r 4

 s ai — дг,

, 0 2 — ^2 i. a 2 + *2 1 a 2 + X2

— arc tg -=—.—- — arc tg , — arc tg

о . . а 1 „ (-*з + ri) (x3 + r 3 )
CT19 = •'tip ' n ~i i w : г •

Здесь

Заметим, что при приближении к углам прямоугольника (г,—»0,
t = 1, 2, 3, 4) напряжение о\2 стремится к бесконечности.

В плоскости х3 = 0 напряжение о2г имеет конечный разрыв
(скачок) на границах хх = ±а\ прямоугольника; аналогично
напряжение аи претерпевает разрыв на границах х2 = ±а2 пря-
моугольника. Плоское напряженное состояние возникает в упру-
гом полупространстве также при наличии на границе х3 = О
источников тепла ') . Однако оказывается, что в случае закреп-
ленного упругого полупространства (например, при граничных
условиях и3 = 0, сг31 = сг32 = 0 при х3 = 0) напряжения a3 j(/ =
= 1, 2, 3) отличны от нуля.

Напряженное состояние в упругом слое, нагреваемом по гра-
нице, исследовали Лурье2), а также Снеддон и Локкет3). Они
показали, что если граница не нагружена, то в упругом слое
возникает плоское напряженное состояние.

Рассмотрим теперь установившийся приток тепла и вызван-
ное им напряженное состояние в упругом пространстве вокруг

') Э. Мелан, Г. Паркус, loc. cit. стр. 492.
Sneddon I. N., Tait R. J., On Lure's Solution of the Equations of Thermo-

elastic Equilibrium, Problems of Continuum Mechanics, Philadelphia, 1961,
2) А. И. Лурье, loc. cit. стр. 230.
3 I. N. Sneddon, F. J. Lockett, loc. cit. стр. 241,
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сферической полости ') (рис. 8.3). Пусть тепловой поток на всей
поверхности от — оо до + °° имеет постоянный градиент т. Пре-
града в виде сферической полости изменяет постоянный поток
вблизи полости. Если поток направлен по оси z, то распределе-
ние температур выражается в сферической системе координат
(R, ф, •&) следующей формулой:

или
xa'z

(28)

(29)

Функция (28) удовлетворяет уравнению притока тепла с усло-
вием (de/dR)R=a = 0. Поэтому она пригодна для случая тепло-
изолированной границы R = а.
Распределение температур ха-
рактеризуется осевой симметрией
относительно оси z. Из формулы
(29) видно, что на значительном
расстоянии от границы полости
второй член оказывает неболь-
шое влияние. Распределение тем-
ператур является стационарным
(0 ж тг), а градиент температу-
ры равен т.

Из уравнений, выведенных в
§ 8.3, мы видим, что линейное
распределение температур в од-
но- или многосвязном теле не
вызывает напряжений. Так как первый член в уравнении (28)
линейный, то влияние на напряжение будет оказывать только
второй член

та 3

РИС. 8.3.

I = = T T F J 5 - C O S ТТ. ( 3 0 )

Приступая к определению напряжений, предположим, что гра-
ница R = а свободна от сил. На первом этапе решения задачи
мы разыскиваем частное решение уравнения

/ пе„ (31)
где

V72 *

') Florence A. I., Goodier J. N., Thermal Stresses at Cylindrical Cavities
and Circular Holes in Uniform Heat Flow, /. Appl. Mech., 26 (1959).
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Легко показать, что этим решением является функция

(32)

Напряженное состояние а' определяем по формулам

aft» = 2M-(/? 'ддФ-f R 2д\ф — m6,) = ^- cos ft,

Аа' ( 3 3 >

аФФ = 2ц {R дкФ, + ctg ft д$Ф — m0,j = „Г" C O S ®<

2 *

На границе R = а отличны от нуля напряжения a'RR и a'R9. Мы
имеем

o'RR — — 2Acosft, ORQ = — Л sin ft. (34)

Поэтому к напряженному состоянию а' следует добавить со-
стояние а" и выбрать его так, чтобы на границе R = а были
выполнены следующие граничные условия:

/ I // r\ r I ft _—_ л /QK\

Перемещения и" выразим через функцию Буссинеска (§ 5.20,
формулы (29)):

UR = dR% — 4 (1 — v) $p + dR

«o = /ГЧх + 4 (1 - v) # + /Г'dfl (/M>p), (36)
p = cos ft, j6 = sinft,

где функции х и г|з являются гармоническими функциями, выра-
женными через функции Лежандра #-(n + I )Pn(cosft).

Ввиду простого вида напряжений а' для дополнительного ре-
шения достаточно одной функции %. Поэтому, используя фор-
мулы (43) § 5.20 для внешней задачи, получим для гармони-
ческой функции х с учетом условий (35) следующее выражение:

х = 1 £ - Ж С 0 8 < к ( 3 7 )

Определяя напряжения, связанные с функцией х. и добавляя
к этим напряжениям величины (33), окончательно получим на-
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пряжения

= 2Л (-^- - -^-) COS ft,

(38)

. / а2 а4 \ • л
а л в = - A ( - ^ — - ĵ-J sin ft.

Напряжения одд, 0<Р(р, а м равны нулю в плоскостях ft = я/2,
Зл/2, а напряжения crfifl исчезают в плоскостях О = 0, я. Макси-
мальные значения напряжений аФф, о ^ возникают в точках А
и б, причем в точке А мы имеем сжимающее напряжение, а в
точке В — растягивающее напряжение со значением

Z A - 2 ( 1 - v ) -

Наибольшее значение напряжений адд и адв получается для
R/a= \f2:

[oRR]max = —?г cos ft, [ a M ] m a x = - -o- sin ft.

8.5. Двумерные стационарные задачи термоупругости

Рассмотрим изотропное и однородное упругое тело, в котором
в силу изменения температуры возникло поле перемещений
и == («1, «2. 0). зависящее только от двух переменных Х\ и х2.
Для равновесного термодинамического процесса уравнение при-
тока тепла имеет вид двумерного уравнения Пуассона

V?8 = - - £ - , 8 ^ 9 ( ^ 4 (1)

Такое поле может возникнуть в бесконечном упругом простран-
стве в силу действия источников тепла, распределение которых
не зависит от переменной х3. Оно может возникнуть также в бес-
конечных цилиндрах с осью, параллельной х3, нагретых на боко-
вой поверхности способом, не зависящим от переменной х3-

В рассматриваемых ниже случаях мы будем иметь дело с
плоским деформированным состоянием, для которого состав-
ляющие тензора деформаций ej3 (/ = 1, 2, 3) равны нулю.

Связь между напряжениями и деформациями задается с по-
мощью соотношений Дюгамеля — Неймана

ail = 2lieit + (XBkk — yQ)6i!, i, /, 6 = 1, 2, 3. (2)

Так как в плоском деформированном состоянии е3з = 0, / =
= 1, 2, 3, то напряжения аи и огз равны нулю. Вместо шести
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соотношений (2) мы получаем четыре:

оа&=2цгч + (ке — у8)6ар, <? = е п + е22, а, р = 1 , 2, (3)

o3i = ke — yQ. (4)

Разрешим соотношения (2) относительно деформаций. Тогда

+ 2ц'а(/ +

Так как е/3 = 0, то

е33 = 0 = а,9 + (2ц' + Я') а33 + к' (а,, + а22). (6)

Исключая из формул (5) и (6) величину Озз! получим зависи-
мости

Cap = ( 1 + v) a,68ap + 2ц' (<хор — vs6ap),
s = ou+o22.

Уравнения (3), (4) и (7) представляют собой зависимости ме-
жду составляющими тензоров напряжений и деформаций для
плоского деформированного состояния.

Если напряжения a ap подставить в уравнения равновесия

и воспользоваться соотношениями (3) и (4), а деформации вы-
разить через перемещения

8ар === ~£ \иа, р ~Г ыр. а)>

то в результате получим систему двух уравнений в перемеще-
ниях:

а. рр + № + И) «p. pa = Y0. а- (9)

Решение этой системы уравнений представим в виде суммы двух
решений: частного решения и'а — Фа системы неоднородных
уравнений (9) и общего решения и"а однородных уравнений:

K'.pp + (* + HK,Pa = 0- (Ю)

Подставляя и„ = Ф a в систему уравнений (9), получим

а - У е ] > а = 0. (11)
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Интегрируя эти уравнения по ха, для определения термоупру-
гого потенциала Ф получим следующее уравнение:

ViO = m9, (12)
где

Остановимся немного на уравнении (12). Если тело ограни-
чено, то уравнение (12) можно решить, принимая как можно
более простое граничное условие, например Ф = 0 на границе.
В случае неограниченного тела частное решение уравнения (12)
является окончательным решением задачи термоупругости.
В этом последнем случае имеем

Ф(х„ *2) = -5-rJJe(!i, i2)lnrdE.^2- (13)
(Г)

Здесь

— расстояние между точками (хи х2) и (£ь | 2 ) - Решение (13)
можно использовать также в качестве частного решения для
случая ограниченного тела.

Знание функции Ф позволяет определить функции и'а, е'~,
Од». Последовательно получаем

< = ®,*> < 9 = Ф.аз. е'=г[х + г'22 = Ч\Ф (14)

а, р, Y = I , 2, 05)

(16)

Заметим, что напряжение а'33 = — 2цтв пропорционально тем-
пературе.

В случае ограниченного тела к полю и'а следует добавить
поле и"а, удовлетворяющее системе уравнений (10). Система
уравнений (10) относится к изотермическому состоянию тела;
перемещения «£ зависят от граничных условий задачи. Для ре-
шения этой системы уравнений мы применим методы теории
упругости, подробно обсужденные в гл. 6. Мы можем применить
здесь функции Папковича — Нейбера, Галеркина либо функцию
Эри. Дадим еще другой подход. Выразим напряжения через
производные некоторой функции х(*ь Х2)'-

а, р = 1, 2, (17)

(18)
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Легко проверить, что определенные так напряжения аар удо-
влетворяют уравнениям равновесия (8). Подставляя соотноше-
ния (17) в уравнения совместности

^ е и + а?822 = 2а^2е1 2, (19)

получим для определения функции % уравнение

tfV?%+-i^V?e = 0, (20а)
или

К этому уравнению следует добавить граничные условия. Легко
проверить, повторяя рассуждения § 6.2, что для тела, свобод-
ного от нагрузок, должно быть

Х = 0. | J - = O (21)

на границе тела.
Рассмотрим частный случай бесконечного односвязного ци-

линдра, в котором существует поле температур без источника.
В этом случае уравнение (206) становится однородным; при
однородных граничных условиях (21) ему удовлетворяет функ-
ция х = 0 в каждой точке цилиндра.

Согласно зависимостям (17) и (18), получаем

<тар = 0, а, р = 1 , 2, а33 = -2ц/п9. (22)

Напряженное состояние описывается только одной составляю-
щей (Тзз, пропорциональной распределению температур. Эту за-
висимость впервые заметил Мусхелишвили (см. список литера-
туры).

Рассмотрим плоское напряженное состояние в пластинках.
Пусть срединная плоскость пластинки совпадает с плоскостью
хъ = 0, а плоскости лг3 = ±h, ограничивающие пластинку, теп-
лоизолированы. В таком состоянии нагревание боковой поверх-
ности пластинки вызовет в ней температурное поле и поле на-
пряжений сгдр, которые можно приближенно считать не завися-
щими от х3. И температуру 0, и напряжения сгар (а, р = 1, 2)
мы трактуем как средние значения по толщине пластинки.

В плоском напряженном состоянии (ср. с § 6.3) составляю-
щие Oj3 (/ = 1, 2, 3) равны нулю. Точно так же и е\з — 0,
623 = 0- Поэтому, исключая из системы уравнений (2) величину
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833=7^0, получим следующий вид соотношений Дюгамеля — Ней-
мана:

(26)
е = е„ + е 2 2 > а, 0 = 1, 2.

Если напряжения aap подставить в уравнения равновесия (8), а
деформации выразить через перемещения, то в результате полу-
чим следующую систему уравнений:

»a,pp + 4 ^ - » 3 - P « = 2 ( / - v V ) a ' 9 - ° ' °. P = 1 > 2 . (24)

отличающуюся от уравнений (9) только коэффициентами. Част-
ное решение уравнения (24) находим из уравнения Пуассона

V»<D = moe, < = Ф, а, mo = (l + v)a,. (25)

К решению и'а следует добавить общее решение и'£ системы од-
нородных уравнений

< M + 4^-«?.P. = °- (26)

Другой способ решения основан на введении функции Эри и ис-
пользовании уравнений совместности. Вводя в уравнения сов-
местности функцию % согласно формуле (17), получим уравнение

, 0, (27а)
или

^ . (276)

Это уравнение отличается от уравнения (206) только коэффи-
циентом при Q. Если в односвязной и свободной от нагрузок на
боковой поверхности пластинке существует поле температур без
источников (Q = 0), то ввиду однородности уравнения (276) и
граничных условий (% = 0, %, п = 0) функция % равна нулю в
каждой точке пластинки. Тем самым все составляющие напря-
женного состояния равны нулю. Пластинка свободно деформи-
руется.

Уравнение

^ £ (28)
с условиями

Х-°. # - 0 (29)
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на границе пластинки, соответствующее действию источников
тепла в односвязной ограниченной и свободной от нагрузок на
границе пластинке, обнаруживает известное сходство с другим
дифференциальным уравнением плоского напряженного состоя-
ния. Это уравнение изгиба плиты средней толщины, нагружен-
ной перпендикулярно срединной плоскости1):

v?Vio> = 4т. (зо)

Здесь w — прогиб плиты, q(xu х2)—нагрузка, N — жесткость
плиты на изгиб. Если плита односвязна и защемлена на гра-
нице, то

на границе плиты.
Аналогия между дифференциальными уравнениями (28) и

(30) и граничными условиями (29) и (31) хорошо видна. Опре-

РИС. 8.4.

деление функции % в пластинке, находящейся в температурном
поле, удается свести к определению прогиба плиты (той же са-
мой формы, что и пластинка), защемленной на границе. Пред-
ставленная здесь аналогия была высказана Дюба2) и распро-
странена на квазистатические задачи Треммелем3).

Рассмотрим еще важный в технике случай пластинки, в пло-
скостях х3 = ± h которой происходит свободный теплообмен.
На рис. 8.4 показан элемент пластинки в виде параллелепипеда
со сторонами основания Ах\, Ах2 и высотой 2/г. Через боковую
грань 2hAx2, лежащую в плоскости gi = Х\, внутрь рассматривае-
мого элемента проникает количество тепла

, = - я, 2А

' ) Тимошенко С. П., Войновский-Кригер С , Пластинки и оболочки,
«Наука», М„ 1966.

2) Dubas P., Calcul numerique des plaques et des parois minces Zurich,
1955.

3 ) Tremmel F., Ober die Anwendung der Plattentheorie zur Bestimmung
der Warmespanungsfeldern, Osterr. Ing.-Arch., 11, № 3 (1957).
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Аналогично через грань 2h^x2, лежащую в плоскости %\ =
= х\-\- Дхь внутрь элемента проникает количество тепла

Л<Л,+ Дх, = А ^ Zrt /\Х2.

На основании теоремы о конечных приращениях получим

Аналогично количество тепла, проникающее через грани
в сечениях г\\ = х2 и т]2 = *2 + А 2̂, выражается соотношением

О < О2 < 1.

На гранях хз = ±h происходит обмен тепла, причем количество
тепла, отдаваемое вовне, равно

В последней формуле 9о является температурой окружающей
среды, a k' — коэффициентом внешней теплопроводности. Так
как мы имеем дело со стационарным потоком, то количество
тепла, содержащееся в элементе, должно быть постоянным;
итак, количество тепла, проникающего внутрь элемента, должно
равняться количеству тепла, отдаваемому по плоскостям Хг =
= ± h. Из теплового баланса находим уравнение

оЦ + оЦ J = 2 и е - е0).
После предельного перехода, сделав предположение о непрерыв-
ности производных функции 9, находим стационарное неоднород-
ное уравнение теплопроводности

Vf е — р2 (9 — е0) = 0, Р2 = ^ - . (32)

Это уравнение можно еще упростить. Вводя новую функцию
@~ = 9 — 9о, находим из уравнения (32)

S\T = p V . (33)

Здесь мы воспользовались тем, что температура окружающей
среды постоянна, и потому Vi9o = O.

Перейдем к определению напряжений в пластинке, предпо-
лагая свободный теплообмен по плоскостям х3 = ±/г. Частное
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решение Ф уравнений равновесия определяем из уравнения Пу-
ассона

Подставим в уравнение (34) соотношение 0 = &~ -\- 8о; получим

V?Q = mo(#" + Эо). (35)

Если мы ограничимся односвязной пластинкой, то можем исклю-
чить в последнем уравнении член пг%. Так как поле 0О постоян-
но, оно в силу теоремы Мусхелишвили не вызывает напряже-
ний в пластинке. Итак, мы пользуемся для определения напря-
жений только уравнением

У?Ф = т о 5 г . (36)

Принимая во внимание уравнение (33), представим уравнение
(36) следующим способом:

V?<D = -|2-V?0\ (37)

Частным решением уравнения (37) будет функция

ф = -^ЗГ. (38)
Так как

,/ __ Ф __ JH± or о' —JH°. <z-
иа , а В2 . а' «3 б2 . аР'

то напряжения можно выразить формулой

. (39)

Дополнительные напряжения о ^ находим с помощью функции
Эри F", решая чисто упругую задачу, причем эти дополнитель-
ные напряжения даются формулами

Вернемся еще раз к неоднородному уравнению в случае темпе-
ратурных напряжений в пластинке. Оно имеет вид (формула
(27а))

К этому уравнению присоединим граничные условия, которые в
предположении односвязности пластинки и отсутствия нагрузок
на границе принимают вид

Х = 0, | J = O. (40)
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Тогда для пластинки с обменом тепла по плоскостям x3 = ±h
уравнение (27а) принимает вид

£a (P
2(6-0o) = O. (41)

Это — неоднородное уравнение с однородными граничными ус-
ловиями % — 0, д%/дп = 0. Функция х отлична от нуля, и в
пластинке существует напряженное состояние aap, хотя темпе-
ратурное поле не имеет источников. Эти напряжения равны
нулю только тогда, когда Р = 0, т. е. когда коэффициент внеш-
ней теплопроводности равен нулю. Но в этом случае мы имеем
дело с тепловой изоляцией по плоскостям, ограничивающим
пластинку.

Для решения осесимметричных задач довольно удобным ста-
новится метод Майзеля. В цилиндрической системе координат
(г, ф, z) для плоского деформированного состояния отличны от
нуля перемещение иг, деформации ггг, e w и напряжения arr,
<ТфФ, oZz- Перемещение иг(г) дается формулой

ъ
иг(г) = } /в(р)в(р, r)prfp. (42)

a

Эта формула справедлива для бесконечного полого цилиндра
внутреннего радиуса а и наружного Ь. Функция в(р, г) озна-
чает дилатацию цилиндрической поверхности радиуса р, вызван-
ную действием единичной радиальной нагрузки, равномерно
распределенной по поверхности радиуса г (а < г < Ь).

Для решения двумерных задач термоупругости успешно при-
меняется также метод функций комплексной переменной ' ) .

Приведем несколько простых примеров решения двумерных
задач термоупругости. Начнем с наиболее простого примера, а
именно нагревания полого цилиндра осесимметричным обра-
зом 2). Для определения перемещения иг применим формулу
Майзеля (42). Обозначим через U радиальное перемещение, вы-
званное действием единичной радиальной нагрузки, приложен-
ной к цилиндрической поверхности р = г. Для определения
этого перемещения нужно решить уравнение в перемещениях

г ) + б ( р _ г ) = = 0 . (43)

Решением этого уравнения являются функции

U' = AlP + A2p-\ в' = ^ 1 + - ^ = 2Л„ а<р<г,

U" = В1(> + В2р~\ в" = 2В„ г<р<6,

•) Gatewood В. Е., Thermal Stresses in Long Cylindrical Bodies. Phil.
Mag., ser. 7, 32 (1941).

2) В. М. Майзель, loc. cit. стр. 476.
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где из граничных условий

ffpp(p, а ) = °. tfppCP. &) = °.
W (г, г) = £/" (г, г), а'рр (г, г) - а;р (г, г) = 1 ( 4 5 )

определим постоянные

А - b* \l I

2(Ь2-а2)(Х + :
л2

1 + а» (Л Ч- ц) J ' ( 4 6 )

Подставляя в', 0" в уравнения (42), получим

«г{г) =Ц- Л, J 8(р) р ф + В, | 9 (р) р ф ,
L а r J

ИЛИ

[ / ^ ( ^ ) / 1 . (47)

m _ _ V

Последовательно определяем деформации и напряжения по
формулам

р _ диг Р _ "г

а г г = 2цегг + Яе — у9, стфф = 2цефф + Яе — \9,

Окончательно для напряжений получим следующие формулы:

[ г 6 "I

^-Je(p)prfP__l-r(i_£L)Je(p)pdp ,
a a -•

= -2,i/n 9(r)--l-Je(p)pdp-
L a
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Мы получили довольно простые формулы, справедливые не
только для температурного поля, удовлетворяющего уравнению
теплопроводности, но и для разрывного распределения темпе-
ратур в сечении цилиндра.

Рассмотрим частные случаи. Если Ь —* оо, то мы имеем дело
с цилиндрической полостью в неограниченной области. В этом

случае Ах = 2 а + 2 Г' ^i—® и

г

«г = -j- / б (р) р dp,

do.
(49)

о„ = — •=5г- J б (р) р dp,

в ( г ) - ^ - |

azz = — 2ц/n 8 (г).

Заметим, что для г = а мы имеем ыг = 0 и о„ = 0. Для сплош-
ного цилиндра (т. е. для а — 0) имеем

т Ь

о J

_-i-j0(p)Pdp + -LJe(p)pdp ,

о о J

= - 2 n m 0(r) — -^ Je(p)pdp —-i- J8(p)prfp ,
L о о J

(50)

На оси цилиндра имеем нг(0) = 0, так как

ь

lim у J 0 (р) р dp = 0

Ue(O)--^-Je(p)prfP ,
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ибо
г

1 Г 1

Л " о г» J Р Р Р - 2

Наконец, в частном случае Ь—> оо, а = 0 мы имеем дело с
бесконечной упругой областью, в которой действует осесиммет-
ричное температурное поле, не зависящее от переменных ф и г.
Соответствующие формулы получаем, подставляя а = 0 в фор-
мулы (49).

Предположим теперь, что в бесконечном пространстве задано
разрывное распределение температур

8 = 8 о Я ( а - г ) , (51)

где Н (t) — функция Хевисайда, причем

, г<а,

I, r >а.

Из формул (49) получим для этого частного случая

2 '

{а — г) — -р- Н (г — а ) ] ,

azz = — 2\imQ0H (a — г).

Заметим, что напряжения аФФ и azz претерпевают конечный раз-
рыв на поверхности г = а. Напряжение аТТ и перемещение иг яв-
ляются непрерывными функциями.

Пусть в полом цилиндре существует температурное поле,
удовлетворяющее граничным условиям

9(а) = е0, 8 ( 6 ) - 0 .

Решением однородного стационарного уравнения теплопровод-
ности
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в этом случае будет функция

ЛЬIа) *
(53)

Подставляя 0(г) в соотношения (48), получим следующие фор-
мулы для напряжений:

arr = — тц%

azz = —

(54)

Радиальное напряжение является сжимающим (для 90 > 0) во
внутренней области полого цилиндра, принимая на границах
нулевые значения. Напряжения Офф и azz достигают своих мак-
симальных значений на границах цилиндра.

Рассмотрим следующий пример, относящийся к полубеско-
нечной пластинке х\ > 0. Пусть в точке (£ь 0) этой пластинки
действует сосредоточенный источник тепла единичной интенсив-
ности. В силу аналогии с плитой используем известное решение
Мичелла ') для полубесконечной плиты, жестко закрепленной на
границе Х\ = 0 и нагруженной сосредоточенной силой единичной
интенсивности

(55)

Из аналогии уравнений (28) и (30) и граничных условий (29)
и (31) имеем

%••
EatN

(56)

') Michell J. H., Proc. Lond. Math. Soc, 34 (1902), 223.
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Зная функцию %, вычисляем напряжения по формулам (17):

— 2*А Л-[(х, + 60»—*Ц).

- т ) - (57)

-26.-Т [(*.+ 26.) 1 + 2*,^]}.

~ — { *2 5 5 И — {X2 + Si—*|) \,
I

где

Для JC, == 0 имеем
Eat

Это напряжение зависит от х2 и | ь за исключением начала ко-
ординат, где 022(0,0) = Eatl{ny.) не зависит от \\. Представлен-
ная задача была решена другим способом Меланом и Пар-
кусом ' ) .

Рассмотрим, наконец, случай кольцевой пластинки, в кото-
рой имеет место теплообмен на ее поверхностях х3 = ± h. Об-
щее решение уравнения (33) имеет вид

<Г = Л / о ( И + ЙКо(И, (58)

где /о(РО и Ко($г) — модифицированные функции Бесселя пер-
вого и третьего рода. Для кольцевой пластинки с внутренним
радиусом а и наружным b определяем постоянные А и 5 из гра-
ничных условий

9-(а) = Ва, &-(b) = Qb. (59)

Напряжения в пластинке определим по формулам (39)

, 2ц/л0 dST , 2цт0
a = --?—5Г а = W~

Так как напряжение а'ГГ должно исчезать на границах г = а
и г = Ь, то напряженное состояние а' следует дополнить напря-

') Э. Мелан и Г. Паркус, loc. cit. стр. 492.
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женным состоянием а":

<£-irhr[*2P.(l +£)-b*pb(l + £)].
где

? „ = < ? » , р ь = а;г(6).

В частном случае сплошной круговой пластинки (а = 0) в
решении (58) следует положить В = 0, поскольку функция
/Co(pV) имеет особенность в начале координат. Постоянную А
определим из второго граничного условия (59).

Напряжения а„р определим из формул (60), напряжения
0цп — из формул (61) в предположении, что а = 0. Допустим,
что в этом случае мы имеем дело с всесторонним сжатием

Вернемся еще раз к задаче термоупругости в плоском дефор-
мированном состоянии и обсудим необходимые и достаточные
условия существования в односвязном теле деформаций без на-
пряжений. Если в соотношениях (7) между деформациями, на-
пряжениями и температурой положить а ар = 0 (а, р = 1,2), то
получим

e l l = d 1u,-=(l + v)a,9, е 2 2 = д2и2 =

2е12 = д2их + дхщ = 0.

Исключая из двух первых уравнений перемещения, получим
уравнение

(df+dl)Q = O. (63)

Температура должна удовлетворять уравнению Лапласа (тем-
пературное поле не должно иметь источников). Далее из урав-
нения (62) следует, что

= д2и2, дхи2 = — дащ. (64)

В этих соотношениях мы узнаем зависимости Коши — Римана.
Они показывают, что перемещение «i можно трактовать как
действительную часть, а перемещение и2 — как мнимую часть
комплексной функции

w(z) = ui(xux2)+iu2(xl,x2), z = x{ + ix2. (65)

Так как температура 0 удовлетворяет уравнению Лапласа,
то функцию 0 можно трактовать как действительную часть
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комплексной функции

x2). (66)

Учитывая формулы (65) и (66), мы можем выразить соотно-
шение (62) в комплексном виде:

г). (67)

Если функция Q непрерывна во всей области, то

ш = (1 -f v)at J Q(z)dz. (68)

В рассматриваемом случае перемещения и повороты должны
быть однозначными функциями. Рассмотрим далее разность
перемещений в точках / и 2 сечения цилиндра. Получим из фор-
мулы (68)

2
и»' 2 '—щ/" = (1 -f- v) df Q (z) dz.

l

Если в области сечения цилиндра выбрать замкнутую кривую
с, начало которой соответствует точке /, а конец точке 2, при-
чем эти точки совпадают между собой, то требование однознач-
ности перемещений приведет к условию

cj) Q (z) dz = 0. (69)

Это — достаточное условие для однозначности перемещений.
Рассмотрим далее поворот

1 ,-,y (70)

В силу третьего уравнения системы (62) имеем

© = — д2ии (й = <Э1н2.

Сопоставляя эти соотношения с двумя первыми уравнениями си-
стемы (62), найдем, что

(3,(0 = — (1 -f v)a,d20, <52co = (l +v)atdfi. (71)

Разность поворотов со в двух точках 1 и 2 сечения цилиндра
выразится формулой

2

— ю<|> = J (5,(0 dxl + <Э2со dx2) =

2
= (1 + v)a, | ( - Q,2dXl + 9., dx2) = (1 + v)a( f -g- ds.

2 2
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Разность поворотов пропорциональна количеству тепла
проходящему через кривую с, соединяющую точки 1 и 2. Если
в сечении цилиндра выбрать замкнутую кривую, то условие
однозначности а><2) = ы*1' приводит к зависимости

^-ds = 0. (72)

Функция и однозначна только тогда, когда выполнено условие
(72). Выполнение этого условия наступит только тогда, когда
в области, ограниченной замкнутой кривой, будут отсутствовать
источники тепла. Уравнение (72) представляет собой необходи-
мое условие однозначности перемещений и поворотов.

Рассмотрим простой пример температурного поля

Q = kz = k (я, -f- ix2). (a)

Это поле удовлетворяет условиям (69) и (72). Перемещения
однозначны. Из формулы (68) имеем

отсюда

M | = R e H = (l + v)a, | -(^-^),

Ue== Im (w) — {l + v)atkx^x2.

Температурное поле1)
9 = - a In r, (в)

имеющее особенность в начале координат, не удовлетворяет
условиям (69) и (72). Эта особенность указывает на существо-
вание источника тепла в начале координат. Заметим, что тем-
пература, данная формулой (в), является действительной частью
комплексной функции

Q = — a\nz— — a In r — ащ, z = reiv. (г)

Поэтому в соответствии с формулой (68) имеем

w = — (I + \)щг[\пг— 1) = — (1 + v) а,агег<р (in г + нр — 1). (д)

Отсюда
«!== — (1 + v)atar[(\nr— l)cosq> — ф sinq>],

u2= — (1 + v)atar [(In r— ^

') Salzmann F., Warmespannungen und Deformationen in elastlschen
Korpern bei ebenen stationaren Warmestromung, ZAMP, 8 (1952).



516 Гл. 8. Дисторсия в теории упругости

Переходя к полярной системе координат, из уравнений (е) на-
ходим достаточно простые формулы для радиального иг и транс-
версального и<р перемещений, а именно

ur = — (\ + v)atar(\nr—l),
иф = — (1 + \)atarq>.

Перемещение иг однозначно; многозначность появляется в пе-
ремещении «ф. При полном повороте вокруг начала координат
значение иФ увеличится на Дыф = —(1 +v)2nara ( . Отсюда вид-
но, что однозначность перемещения мф на какой-нибудь окруж-

РИС. 8.5. РИС. 8.6.

ности вокруг источника возможна только тогда, когда мы вво-
дим в цилиндр напряженное состояние аар (а, р = 1, 2), кото-
рое должно согласовать перемещения. В то же время свобод-
ная деформация цилиндра без напряжений возможна только в
цилиндре, разрезанном до источника тепла. Если этот разрез
мы выполним вдоль радиуса, то он при деформации раскроется
в виде клина (рис. 8.5).

Рассмотрим еще температурное поле

й = — = Ar~[ (coscp — /sinqp), (з)

которое отвечает существованию диполя в начале координат.
Постоянная величина А связана с интенсивностью диполя. Так
как в силу формулы (68)

B>(z) = (l + v ) M ( l n r + «p), (и)
то

«, = (1 + v)atA In г, м2 = (1 + v)atA(f. (к)

Перемещение и2 неоднозначно. Отсюда также видно, что при
обходе вокруг диполя перемещение щ возвращается к исход-
ному значению, в то время как перемещение и2 возрастает
на величину Днг = (1 + v)2nAat. Состояние, в котором напря-
жения сгац (а, р = 1,2) равны нулю, возможно только при раз-
резе упругого тела вплоть до диполя. На рис. 8.6 показана щель,
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сделанная по радиусу г до диполя. Эта щель имеет ширину
Д«а. Отсюда видно, что смыкание этой щели возможно только
путем приложения сил на поверхности щели.

Мы не обсуждаем двумерных задач термоупругости в мно-
госвязной области. Интересующихся такими задачами читате-
лей мы отсылаем к известной монографии Боли и Уэйнера (см.
список литературы).

8.6. Квазистатические задачи термоупругости

Мы часто встречаемся с задачами термоупругости, в которых
температурное поле изменяется очень медленно во времени.
В этом случае мы можем пренебречь инерционными членами в
уравнениях движения и трактовать задачу как квазистатиче-
скую.

Уравнения термоупругости для изотропного тела примут вид
(ср. уравнения (10) и (11) § 3.9)

|1)и/,л + *< = ув.<, 0)

К этой системе уравнений следует добавить граничные и на-
чальные условия. Эти последние мы примем в виде 8(х, 0) =
= А(х), ut(x,0) =gi(x).

Решение системы уравнений (1) и (2) будет складываться
из частных решений н,, 8, удовлетворяющих неоднородным урав-
нениям (1) и (2), и общих решений и'г 0' системы однородных
уравнений

t + (k + V.)u'hn = yB'it, (3)

Особенно просто определить частные решения уравнений (1)
и (2) в бесконечном упругом пространстве, в котором, помимо
источников тепла, действуют массовые силы, обладающие по-
тенциалом: X = р grad •&.

Система уравнений в перемещениях

1.//+ (А. + И) Я/./< + Р Ъ = уб. i (5)

удовлетворяется, если положить

й, = Ф,,, u = gradq>. (6)
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Подставляя формулы (6) в (5), получим уравнение

Так как екк==^2Ф, то уравнение (2) примет вид

(8)

Исключая из уравнений (7) и (8) функцию Ф, для определения
поля температуры 8 получаем параболическое уравнение

(9)

т. е. уравнение, сходное по структуре с классическим уравне-
нием теплопроводности. Разница состоит в том, что вместо
коэффициента х мы здесь имеем коэффициент xi < х.

После определения температуры 8 из уравнения (9) вычис-
лим функцию Ф как решение уравнения (7). Решение этого
уравнения имеет вид

ф ( х А = L Г

где

R = [(xt - h) {xt - li)\'\ f (1, t) = /n8 ( |, t) V * (6. <)•

Зная функцию Ф, мы можем определить все составляющие поля
деформаций и напряжений:

df/ = 2ц (Ф, Ц - б,7Ф, м ) - Щ

Теперь рассмотрим другой тип фундаментального решения:
действие сосредоточенной силы в неограниченном пространстве,
помещенной в начале координат. Действие этой силы вызывает
поле перемещений щ и связанное с ним поле деформаций1).
Представим массовые силы в виде

X = p(gradfl + rotX). (12)

Разобьем также вектор перемещения на потенциальную и со-
леноидальную части

u = grad Ф + rot i|>. (13)

') Nowacki W., Green Functions for a Thermoelastic Medium (III), Bull.
Acad. Polon. ScL, Ser. Sci. Techn., 13, № 4 (1965).
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Подстановка соотношений (12) и (13) в уравнения (1) , (2) в
предположении, что Q = О, приводит к системе уравнений

(И)
— - в -ТЛ/2Ф = О.

Предположим, что в направлении оси х\ в начале координат
действует сосредоточенная сила, медленно изменяющаяся во
времени. Тогда

(15)

Применим к уравнениям (13), (14) преобразование Лапласа,
определенное соотношением

оо
2 [g (х, /)] = § (х, р) = J g (х, 0 е-"' Л,

о

и предположим, что начальные условия однородны. Получим
систему уравнений

\b V̂ , (16)
4

0. (17)

Величины Ь К определим по формулам (ср. с рассуждениями
§5.7)

*(х, р) ^ /X (х'« р) • grad l-щ^} dV (xO.

I ^ - Г 1 1 ( 1 8 )

*(*>р^—^ Iх (х''р) х grad Ы Ы
Подставляя формулу (15) в (18), получим

После исключения функции Ф из уравнений (16) и (17) получим

4лрс\
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Частным решением этого уравнения является функция

8 = еЛд, (— -) f {р), А = 5"^ • (20)
\ R R/ tapcjvn (I + e) v '

Подставляя формулу (20) в первое уравнение системы (16),
приходим к уравнению

= ва, (в

с частным решением

Ф(х, р)_ fe,{ R+

Решение уравнения V2iJ)= -1 известно:
С~2

.
. (22)

Нам остается в формулах (20) и (21) произвести обратное пре-
образование Лапласа. Подставляя Ф и гр в соотношение (13),
получим

«/" - [ ( 4 —

О = - L f e-«J du.
у л J

Температура 9(1) задается формулой

/ ( / ) f f / ч Г 1 + е Г / i

Если теперь предположить, что в точке | действует сосредото-
ченная сила Хг = 6(x1)6(x2)6(x3)f(t)6ik, направленная по оси
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Xh, то получим следующее основное решение:

Г/ Я 1 \ I
< ' = [ ( т - 1 ^ ) а А ( / ? ) + ^ ^

° (25)

Заметим, что перемещение ы̂ *' складывается из двух членов:
первого, который изменяется во времени как функция f(t), и
второго в виде свертки, характеризующего связанность поля де-
формаций и температурного поля.

Для ограниченного тела можно определить интегралы #i, Э
таким образом, чтобы часть граничных условий была удовле-
творена, либо принять их в качестве частных решений уравне-
ний (7) и (9) для бесконечной области. Функции и\, 8' должны
быть выбраны так, чтобы на поверхности, ограничивающей тело,
выполнялись заданные граничные условия.

Для определения напряжений и температуры в ограничен-
ном теле может оказаться полезным путь, предложенный Био 1 ).

Рассмотрим систему однородных уравнений (1) и (2) и
исключим из нее температуру, используя выражение для эн-
тропии

-^-. (26)

Таким образом мы получаем систему четырех уравнений, неиз-
вестными функциями в которых являются перемещения и эн-
тропия:

(27)

= 0, Р = — , 6 = Y2P- (28)

Дифференцируя (27) по Xi и свертывая, получим

. = vL_c ..

') Biot M. A., Thermoelasticity and Irreversible Thermodynamics, /. Appl.
Phys., 27 (1956) [русский перевод: сб. Механика, № 3 (43) (1957)].
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Подставляя формулу (29) в (28), получим дифференциальное
уравнение

8.И-±8 = 0, *2 = * ^ + % . (30)

Интересно отметить, что в связанной квазистатической задаче
энтропия удовлетворяет уравнению диффузии. Выразим вектор
перемещения и через потенциалы Папковича следующим об-
разом:

и = - grad (q> + R • Ч>) + ВЦ,

о * , + 2ц + 6 (31)

при этом предположим, что вектор if является гармоническим.
Подставляя формулу (31) в (27), находим

grad[(a. + 2n + 6)V2

? + YpS] = 0. (32)

Оператор градиента мы можем отбросить, если к функции ф
добавим квадратичную функцию координат. Если этого не сде-
лать, то к вектору -ф следует добавить вектор, который является
линейной функцией координат, что вытекает из структуры со-
отношения (31). Положим далее, что выражение в квадратных
скобках в формуле (32) равно нулю, добавляя к ч|> линейную
функцию координат. Из формулы (32) получим

^ &. (33)

Исключим далее из уравнений (33) и (30) функцию S. Мы ви-
дим, что функция ф должна удовлетворять уравнению

. (34)

Решение этого уравнения возьмем в виде

Ф = Ф1 + Ф2, (35)

где функция ф1 должна удовлетворять уравнению Лапласа, а
функция ф2 —уравнению диффузии. Таким образом, для опре-
деления функций ф и я|з мы имеем систему уравнений

0. (36)

Решив систему уравнений (36) с учетом заданных граничных и
начальных условий, мы можем приступить к определению пе-
ремещений «г по формулам (31) и температуры по формулам
(26) с последующим вычислением энтропии из уравнения (33).
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Следовало бы обсудить еще основные общие теоремы квази-
статической термоупругости, такие, как принцип виртуальных
работ, теорема взаимности, теорема единственности решения.
Мы здесь не будем этого делать. Эти теоремы мы представим
в общем аспекте для динамических задач термоупругости. Тео-
ремы для квазистатических задач будут частным случаем этих
значительно более общих теорем.

Как следует из рассуждений о динамических задачах тер-
моупругости, влияние дилатационного члена — r\tik, ь в уравне-
нии (2) на распределение температур и величину напряжений
является незначительным. Поэтому можно построить прибли-
женную теорию температурных напряжений, опирающуюся на
систему уравнений

A.+ | i )« / t / ! = Y9.*. (37)

l e = - | - . (38)

Задача здесь может быть решена в два этапа. Сначала решаем
уравнение теплопроводности с заданными граничным и началь-
ным условиями. Затем подставляем уже известное распределе-
ние температур в правую часть уравнений (37) и решаем эту
систему так же, как для стационарной задачи, трактуя время /
как параметр. Поэтому можно в полной мере использовать ме-
тоды решения системы уравнений (37), обсужденные в § 8.1 —
8.5. Так, например, частное решение уравнения (37), удовле-
творяющее уравнению

V2O == /п9, (39)

мы можем представить в виде

ф ( х t\ = -JS- Г в(Е.О*Г(Е) /40)
W (Х' 1> 4я J R (х, | ) ' \W>

где 6(1,0 является решением уравнения (38). Однако выпол-
нение интегрирования может натолкнуться на значительные
трудности. Мы можем воспользоваться другим способом, ука-
занным Гудьером1). Продифференцируем уравнение (39) по
переменной / и исключим 0 с помощью уравнения (38). При от-
сутствии источников тепла получим

(41)
Интегрируя это уравнение по времени и координатам, получим

t

Ф = гпп J 0 dt + Фо + 0>1*• (42)

J. N. Goodier, be. cit. стр. 482.
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Здесь О,—гармоническая функция, а Ф0 = Ф(х, 0)—потенциал
термоупругого перемещения в момент / = 0, соответствующий
температуре 0(х, 0) = 60(х). Функция Фо должна удовлетворять
уравнению

Рассмотрим некоторые частные задачи, решаемые несколько
иным, чем до сих пор, методом.

а. Рассмотрим действие источников тепла Q(x,/), находя-
щихся в подобласти V неограниченного упругого пространства.
Мы хотим определить перемещения и напряжения, вызванные
этим действием.

Решим вспомогательную задачу, основанную на определе-
нии перемещений и напряжений, вызванных действием сосредо-
точенного мгновенного источника тепла единичной интенсивно-
сти, помещенного в начале координат. В силу центральной сим-
метрии поля перемещений и деформаций следует решить систему
уравнений

V2O' = m%\ V26* — - 9* = - - ^ - б (0,

^ = J^I±JL " (43)

v dR2 ~ R dR '

Применим к этим уравнениям преобразование Лапласа. По-
лучим

У2Ф* = тё*. ?2Э*--^ё"* = - - ^ - . (44)

Исключая трансформанту 8*, приходим к уравнению

0 , 0 2 ^ * = - — 6{R), 0 ! = V2, 0 2 = V2 — -£•.

Решением этого уравнения является функция

ф = - т 1 ж ~ ж ] 2>t-3>i = - 7 ( f l ~ f 2 ) > ( 4 5 )

где F\ и ^2 — решения уравнений

1Г 2)2F2 = —^6(R). (46)

Так как

•р т р т е
1 АТГЧУ D * 2 Атх^

ТО

AnRp
{l-exp[-/?(^)' / 2]}. (47)
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Совершая обратное преобразование Лапласа, находим

(48)
erf (г) = ~ \ е~и' du, erfc (z) = 1 — erf (2).

y n 0

Зная теперь функцию Ф*, определяем перемещения и напряжения

» = д„Ф = erf/-r=- р=гехр( — ,

Вернемся к нашей первоначальной задаче определения напря-
женного состояния, вызванного действием источника Q(x,t),
занимающего конечную область V.

Перенесем сосредоточенный мгновенный источник из начала
координат в точку (1). Функция Ф*(х, t) задается формулой (48)
с тем, однако, замечанием, что величина R определяется по фор-
муле

Напряжения <т).(х, t) получим по формуле

а'ч = 2>i ( Ф ; Ч - ЬЦФ] k h ) , i, I, k = 1, 2, 3. (50)

Итак, имеем

2nR3

Аналогичные выражения получаем для а'22 и
Далее вычислим

ст*2 ==

( 5 2 )

Циклической заменой индексов находим выражения для а|3, а̂ з*
Знание напряжений а^х,/) как функций Грина этой задачи
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позволит определить напряжения, вызванные источниками тепла
Q(x, t). Мы получим их по формулам

t

а „ . (х, t) = j d x J Q ( | , т) а и (g, х, / - т) dV ( | ) . (53)
О V

Так как решением второго из уравнений (43) является функция

то т е м п е р а т у р а , в ы з в а н н а я действием источников Q(\,t), в ы р а -
ж а е т с я ф о р м у л о й

t

8 (х, 0 = J dx J Q (?, т) 6* (х, |, / - т) dV (1). (54)
о v

б. Рассмотрим напряжения в толстостенной сферической обо-
лочке, вызванные температурным полем, характеризующимся
центральной симметрией. Обозначим через а внутренний радиус,
через b — наружный радиус оболочки. Для определения ради-
ального перемещения применим метод Майзеля. В случае ра-
диальной симметрии эта формула (формула (42) § 8.5) при-
мет вид

б
/ Я ) Р 2 Ф . (55)

Через в(р, R) мы обозначили дилатацию на сфере радиуса р, вы-
званную действием единичных сил, равномерно распределенных
по сфере радиуса R.

Обозначим через U(p,R) радиальное перемещение, вызван-
ное единичными силами, распределенными по сфере радиуса R.
Перемещение U(p,R) должно удовлетворять дифференциала
ному уравнению

(Я + 2ц) (в; + 2р-'др - 2р-2) U + б (р - R) = 0 (56)

с граничными условиями

ор р(а,/?) = 0, app(b,R) = 0. (57)

Здесь ОрР означает радиальное напряжение, связанное с пере-
мещением U. Уравнение (56) можно заменить системой одно-
родных уравнений

(ар + 2р-'З р - 2р-2) V = 0 для а < р < R,

(d2

p — 2p-'dp — 2p-2)t/" = 0 для R<p<b.
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Решением этих уравнений являются функции

Из граничных условий

U' (R, R) = U" (Я, R), <хрр (R,R)~ а£р (/?, /?) — 1,

арр(а,/?) = 0, o£p(ft,*) = 0

определим постоянные Аи А2, В\, В2. Первое из этих условий
гарантирует непрерывность перемещений на сфере р = R. Вто-
рое из них описывает разрыв напряжений на этой поверхности.
Два последних выражают отсутствие нагрузок на внутренней и
внешней поверхностях оболочки. Принимая во внимание соот-
ношения

и аналогичные формулы для а" , находим следующие значения

А -1

постоянных:

Я| =

3(А. + 2ц) Ь3-а3\ ^ ЗЛ + 2ц Ь3 ) '

, 4ц /?»

Так как
в' (р, /?)== ЗЛ, при а < р < / ? ,
в" (р, R) = ЗВ, при R < р < Ь,

то формула (55) примет вид

[ R ь -1

Л, Je(p,Op2rfp + B1 /в(р, 0 * .ИЛИ

Г ^
/ D Л т *3 f л/

«л ( А , Г ) = -КГ л з _ / , з «(Р»
« ,з *

(60)
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Если распределение температур известно, то определение пере-
мещений « л требует нахождения простых квадратур. Напряже-
ния в рассматриваемой толстостенной сферической оболочке
определим по формулам

oRR = 2\ад RuR -f- Хе — у9, С<РФ = s о̂о = = ^Р ~Б—1~ ^& — Y°>

2и„

Рассмотрим как частный случай полученного решения бес-
конечное пространство со сферической полостью. Полагая b —* оо
в формуле (60), получим

Из этой формулы получаем интересное следствие. Для R = а,
т. е. на границе упругого полупространства, окружающего по-
лость, имеем uR(a, t) = 0 независимо от распределения темпе-
ратур. Подставляя формулу (62) в (61), получим

(63)
= а в в = 2цт -^ J 9 (р, /) p 2 d p - Q(R, t) .

Заметим, что для R = а

aRR(a,t) = 0, a w ( a , 0 = <»<»(a, 0 = - 2 | i 9 (a, 0. (64)

Напряжения аф(р и а ^ на границе R = а зависят от распреде-
ления температур на этой поверхности.

в. Во многих технических задачах требуется рассматривать
температурное поле, изменяющееся периодически во времени.
С такими случаями мы имеем дело при расчете резервуаров,
плотин, колонн и т. д.

В случае периодического во времени распределения темпе-
ратур можно разложить перемещения, напряжения и темпера-
туру в ряд Фурье по времени. Поэтому займемся только гармо-
ническим во времени изменением температуры. Ограничимся
рассмотрением двумерной задачи плоского деформированного
состояния ' ) .

') Lardy P., Das 2-dimensionale Problem bei periodischer Temperaturein-
wirkung, Mem. A. 1. P. Ch., Zurich, 12 (1952), 201.
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Подставляя

9 = 9, (хи х2) cos at + 82 (*,, х2) sin at (65)

в уравнение теплопроводности

получим систему двух уравнений

V?9i — 2/г3в2 = 0, V?92 + 2k% = 0, 2k2 = —. (66)
УС

Исключая из этих уравнений сначала Эь а потом 92, находим

+ 4/z49, = 0, VM82 + 4*492 = 0. (67)

Однако достаточно решить одно из этих уравнений. Если, на-
пример, мы знаем Оь то 92 определим из первого уравнения (66).
Оба уравнения (67) следует дополнить двумя граничными усло-
виями. Если предположить, что на границе цилиндра задано
условие 9 = 9o(s)cosco/, то на этой границе должны выполняться
следующие граничные условия:

9,(s) = eo(s), G2 = 0. (68)

Заметим, что уравнения (67) имеют такой же вид, что и урав-
нение изгиба тонкой плиты, покоящейся на упругом винклеров-
ском основании.

Зная распределение температуры, мы можем приступить к
определению поля перемещений, пользуясь потенциалом термо-
упругого перемещения. Уравнение

У?Ф = т 9 (69)

разбивается на два:

V]Vfi rtl\}\> ViVi'j /7ZO2> \'V)

если принять, что
Ф = Ф, cos at + Ф2 sin at. (71)

Частные решения уравнений (70) найдем достаточно легко,
сравнивая эти уравнения с уравнениями (66). Мы получим

Складывая функции Ф] и Фг по формуле (71), можем опреде-
лить напряжения оц, соответствующие функции Ф. Так как
функция Ф, вообще говоря, не удовлетворяет заданным гра-
ничным условиям, к напряжениям CXJJ следует добавить напря-
жения а', относящиеся к изотермическому состоянию тела.
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Для определения напряженного состояния а\, удобно восполь-
зоваться функцией Эри.

В свете предыдущих рассуждений довольно просто выглядит
следующая одномерная задача. Пусть плоскость JCI = 0 упру-
гого полупространства Х\ ^ 0 нагрета до температуры 8 =
= 0оcos at. Требуется найти распределение температур и на-
пряжений в упругом полупространстве. Для этого нужно решить
уравнения (67), которые для одномерной задачи примут вид

4 % ^ % = 0 (73)

с учетом граничных условий

61(0) = 90> д?8|(0) = 0, 92(0) = 0, di92(O) = -2£29o. (74)

Граничные условия, содержащие вторую производную по xit по-
лучим из уравнений (66), выписанных для границы х\ = 0. Ре-
шением уравнений (73) являются функции

9, = 90е-**' cos kxu 92 = 0ое-**' sin kxx.

В соответствии с формулой (65) получаем следующее распре-
деление температур:

9 = 90е-**' cos (fc*, — (at). (75)

По формулам (72) определяем потенциалы

Ф, = - - ^ e~** sin kxu Ф2 = ^ - е-**' cos kxu

а по формуле (71) — потенциал термоупругого перемещения

Ф = — т ^ . е-**-sin (**, — <of). (76)

Напряжения, связанные с функцией Ф, определим по формуле

/ /-в ( /Ф.»*). (77)
Так как Ф является функцией переменных Х\ и t, то

а м = 0 , а й = азз=-2цд?Ф,

ст22 = а 3 3 = — 2\iQ0e~kXi cos (kx{ — at).
Так как граничные условия в плоскости Х\ = 0 удовлетворе-

ны, мы можем считать задачу решенной. Заметим, что при Х\ =
= 0 мы получим на границе следующее, изменяющееся во вре-
мени напряжение:

а22 (0, t) = а33 (0, t) = — гцтЭо cos со/. (79)

Наибольшее напряжение мы получим на границе. Эти напряже-
ния экспоненциально затухают с расстоянием.
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8.7. Собственные напряжения.
Основные соотношения и теоремы

В § 8.1—8.6 мы занимались частным видом дисторсии: тем-
пературными деформациями ej/ = a<diy9. Там мы имели дело
с соотношениями

еч = аД/Э + 2ц'а£/ + Ь%,окк. (1)

Если бы каждый элемент объема тела мог свободно деформиро-
ваться при повышении температуры, то температурные дефор-
мации принимали бы значения et.. = е" = а Д , 0 . Однако этот
частный случай, как мы знаем, отвечает линейному распределе-
нию температур. Вообще же говоря, дисторсия е° / =-аД / в не
удовлетворяет уравнениям совместности, так что в упругом
теле возникают температурные напряжения ац, а тем самым и
деформации ец.

Здесь мы будем рассматривать более общий, чем темпера-
турный, тип дисторсии е°;(х). Предполагаем, что дисторсии яв-
ляются непрерывными и дифференцируемыми функциями ко-
ординат. Так как дисторсии г0.., вообще говоря, не удовлетво-
ряют уравнениям совместности, то в теле возникнут деформа-
ции гц и напряжения оц. Связи между деформациями, напря-
жениями и дисторсиями являются обобщением зависимости (1):

e | / = e0/ + 2^a< / + X ' V * v (2)

Вызванные дисторсиями напряжения называются собственными
напряжениями (англ. initial stresses, немецк. Eigenspannungen,
франц. autocontraintes).

Дисторсии могут возникать в металлах вследствие превыше-
ния предела упругости и появления остаточных деформаций.
Они могут также возникнуть вследствие температурной обра-
ботки и как результат действия усадки или вспучивания. Нако-
нец, ошибки при монтаже и начальные несовершенства в строи-
тельных конструкциях (плиты и оболочки) можно трактовать
как дисторсии.

Разрешим соотношение (2) относительно напряжений. По-
лучим уравнения

°ц = 2И («,/ ~ е?,) + Щ, Ы ~ «$*)• (3)
Для дальнейшего существенным будет соотношение

Jt-ePAJk), (4)

связывающее между собой первые инварианты напряженного и
деформированного состояний.
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Аналогия между зависимостями (1) и (2) позволяет сфор-
мулировать общие теоремы, касающиеся дисторсии. Важное
значение в задачах дисторсии имеет принцип виртуальных ра-
бот. Этот принцип в общем виде, не зависящем от физических
соотношений, как известно, имеет вид

J X, 6ut dV+ J Pi Ьщ dA = J o,t 6г„ dV. (5)
V A V

Здесь Xi, pi, как и ранее, являются внешними силами, и,- — пе-
ремещениями, dij—напряжениями, а бм,-, 6гц — вариациями
перемещений и деформаций. Подставляя в правую часть (5)
физические соотношения (3), получим

J Xt tut dV + J Pi 6«. dA = ЬЖг~ J TJ», 6E,.7. dV. (6)
V A V

Здесь
Г е = \WtdV= J ( ц е / / в £ / + ~ Bkkenn) dV

v v

Если предположить, как и ранее, что би,- равны нулю на той ча-
сти поверхности, на которой заданы перемещения (эту часть
обозначим через Аи), то уравнение (6) можно представить
в виде

6 Г К - J Xtut dV - | piUl dA - \ TjJ^dV] = 0. (7)
J

Г К - J Xtut dV - | p i U l dA - \ TjJ
L v л 0 v

Мы получили теорему о минимуме упругой энергии, обобщенную
на упругие дисторсии. Мы видим, что для температурных дефор-
маций е^ = аД у 0 уравнение (7) переходит в уравнение (12)
§ 8.1 для температурных напряжений.

Уравнение (6) можно привести к виду

J [Xt - Л?7,,) but dV + J (Pl + TJ»,/»,) 6и, ЙЛ = 6 F e . (8)
V A

Сравним это уравнение с соответствующим уравнением для
упругого тела, в котором отсутствуют дисторсии, но которое
имеет те же самые перемещения и деформации. Правые части
в этих уравнениях будут идентичными, если к телу без дистор-
сии мы приложим другую систему внешних сил Х\, р\. Мы име-
ем здесь

J X] 6ut dV + J p\ 6ut dA = 6 F e . (9)
V A



8.7. Собственные напряжения 533

Отсюда видно, что при одинаковых условиях для перемещений
на Аи получаются следующие соотношения:

P*t=Pi

Последние формулы выражают аналогию массовых сил. Мы
видим, что каждая задача дисторсии может быть сведена к эла-
стостатической задаче.

Обозначим через

Г о = J Wa dV = J (р'о„<л, + ^-okkann) dV (1.0)
V V

дополнительную работу упругого тела, занимающего область V.
Легко заметить, что соотношение (2) удается записать с по-
мощью выражения (10) в простом виде:

Умножая формулу (11) на статически допустимые виртуальные
приращения напряжений и интегрируя по объему тела, получим

^dV. (12)

Преобразуя левую часть уравнения (12), приходим к соотно-
шению

+ J 8?/ 6ач dV = J bPiui dA ~ J Ь°н. iui dV-
v A v

Если теперь в формулу (13) подставить ограничения, касаю-
щиеся статически допустимых приращений напряжений, т. е.

6ffyf>/ = 0, x e f , 6pi = 0, x e 4 бр; произвольны на Аи,

то из этой формулы получим теорему о минимуме дополни-
тельной работы, обобщенную на задачу дисторсии:

6(V0 + J e^dV- j plUl dA) = 0. (14)

К решению задачи о собственных напряжениях, так же как и
в термоупругости, ведут два пути: формулировка дифферен-
циальных уравнений в перемещениях или в напряжениях.
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Первый путь основан на использовании уравнений равно-
весия

olt., + Xt = 0 (15)

и замене напряжений деформациями при помощи соотноше-
ний (3).

Если деформации &ij выразим через перемещения

e,l = j{uLI + uh i), (16)

то получим следующую систему уравнений в перемещениях:

у + (А-+ И) «,, !i + xi = vi%,/•

К этим уравнениям следует добавить граничные условия. Если
предположим, что на Аи заданы перемещения /;, а на Аа — на-
грузки ри то'эти условия запишем в виде

Pi (х) = [2^ц + Щ,*кк — rflt) n, = a}lnr x s Aa.

Для односвязной области легко доказать единственность ре-
шения системы уравнений (17). Доказательство этой теоремы
проводится аналогично тому, как это было сделано в § 8.2 по
отношению к уравнениям термоупругости в перемещениях.
Единственность решения будет иметь место, если напряжения
принадлежат классу С1, а перемещения— классу С2.

При формулировке задачи в напряжениях мы исходим из
уравнений совместности

е*/,/н + е*/,</ —e«,/J —е/г.« = 0. /, /, k, 1 = 1,2, 3, (19)
или

«ртЛ»те„.тп="0. (20)

Подставив в эти шесть уравнений совместности деформации
ец по формулам (2) и воспользовавшись уравнениями равнове-
сия (15), получим следующую систему шести дифференциальных
уравнений:

зя + 2ц °kk' Ч = ~ (*'• / + Х1'')~ Т+2]Г Xk- k ~

Эти уравнения являются обобщением уравнений в напряжениях
Бельтрами — Мичелла на задачу дисторсии. Заметим, что в фор-
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мулировке задачи в напряжениях деформации Eij и напряжения
должны быть функциями класса С2, а перемещения ut — функ-
циями класса С3.

Если рассматриваемая область (JV + 1)-связна, то к урав-
нениям (21) следует добавить дополнительные условия

J \ejr — *Jklelsttfirs. m) аЪг — u>

C " (22)
I ('ism^s. m)dlr = 0, a = l , 2 N.

Кривые Са (а = 1, 2, . . . , /V) являются замкнутыми линиями в
K-f-^. и з которых каждая пересекает только одну поверхность
Ва. Вспомним, что введением поверхности Ва мы свели (N-\- 1)-
связную область к односвязной области. Условия (22) следует
выразить в напряжениях a,j и дисторсиях е^, используя соот-
ношения (2).

Рассмотрим некоторые простые следствия, вытекающие из
уравнений в перемещениях (17) и в напряжениях (21). В слу-
чае постоянных значений дисторсий е^ уравнения (19) стано-
вятся однородными. Полагая ui = 0 на А, получим также одно-
родные граничные условия. Постоянные дисторсий приводят
в теле, которое защемлено на А, к нулевым значениям пере-
мещений. Так как «г(х) = 0 , х е У , то и е<;-(х) = 0 , Х Е К И З
соотношений (3) следует, что в теле возникают постоянные на-
пряжения

°</=-(2K/ + *VL) = - ^ . (23)

Если уравнение (15) умножим на я,- и проинтегрируем по об-
ласти, то получим

v
или

J XlXt dV + J xiPl dA = j akk dV. (24)
V A V

Учитывая соотношение (4), получим

) J L ^ - (25)

Здесь AV = J ekkdV — приращение объема тела. Если на поверх-
v

ности тела нет нагрузок, а внутри отсутствуют массовые силы.
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то из уравнений (24) и (25) получим

kkdV = 0. (26)

Приращение объема тела мы найдем, интегрируя сумму нор-
мальных дисторсий по объему тела. Сумма нормальных соб-
ственных напряжений, проинтегрированная по объему тела,
равна нулю.

Рассмотрим уравнения в перемещениях (17) при отсутствии
массовых сил (-Y,- = 0). Определение, частного решения этой си-
стемы уравнений становится довольно простым в частном слу-
чае 6^ = 6̂ .6°. В этом случае цо

и = 3/(б//е
0 и r\°jtf — 3№.. Если

частное решение принять в виде потенциала Ф, так что и,- = Ф,4,
то из уравнений (17) находим

й 0 - <27>

Наконец, заметим, что в частном случае ej, =б ( / е° и при от-
сутствии массовых сил уравнения в напряжениях (21) и усло-
вия (22) будут выполнены, если функция е° удовлетворяет
условиям

е?„ = 0, (28)

а напряжения оц(х) принимаем равными нулю в каждой точке
тела. Приравнивание нулю шести других производных функ-
ции е° приводит к выводу, что функция е° является линейной
функцией. Поэтому линейное распределение дисторсий не вы-
зывает в одно- или многосвязном теле собственных напряжений.

8.8. Теорема Майзеля ')
о взаимности работ для дисторсий

Теорема о взаимности работ была обобщена на задачу ди-
сторсий Колоннетти, который исходил из тождества

аце'ц — а'аъц = « / - »$«„; (1)

его легко получить умножением уравнения

*</ = 2H8«/ + *V**-T l°/ (2)

на в'ц и аналогичного уравнения для а'г) на вц с последующим
вычитанием результатов. Интегрируя тождество (1) по обла-
сти V и преобразуя интегралы, приходим к уравнению взаим-
ности.

') В. М. Майзель, loc. cit. стр. 476.
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Здесь мы пойдем другим путем, используя аналогию массо-
вых сил, введенную в § 8.7. Напишем уравнение взаимности
для тела, в котором отсутствуют дисторсий. Это уравнение
имеет вид

J (ху - x't\) dv + J (px - p';Ut) ал=о. (3)
V A

Пусть теперь на тело действуют силы Хи р{ и дисторсий е°И, ко-
торые вызывают перемещения м,-. Вторая система нагрузок скла-
дывается из сил Х\, р\, дисторсий Е'{

0., вызывающих поле пере-
мещений и\. Мы знаем, что задачу дисторсий можно свести
к задаче эластостатики без дисторсий, если принять, что

у» у «,0 у'* у' г / 0 „ ,— Т/
Л 1 — Л 1 ч / г , / . л{ — A i — " / ( , / . x ^ v ,

Pi = Pi+%n

r P'i' = P'i+n?ini> х е Л а > (4)
«;=«., «;'=«;, х е Е А , -

Подставим формулы (4) в уравнение (3). Получим

Nxiu'i-X'iui)dV+
J A

~ J К/. ,< - < /«/)dV + J Kniu'i ~ ^n,«,) dA = 0. (5)
V A

Преобразуя предпоследний интеграл, приводим уравнение (5)
к виду

; - K"t) ̂  + J {Pyt - P;

или

J (Ху - X'tu,) dV + J (Py - p'lUl) dA +

= 0. (7)

Уравнение (7) представляет окончательный вид теоремы взаим-
ности, обобщенной на дисторсию. Легко убедиться, что для
частного случая температурных дисторсий, когда е п = а Д А
уравнение (7) переходит в теорему о взаимности работ для
термоупругости (ср. с уравнением (40а) § 8.1).
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Теорема о взаимности работ (7) позволит вывести методы
интегрирования уравнений в перемещениях. Рассмотрим тело V,
в котором действуют только дисторсии е° . Пусть массовые
силы равны нулю. На части поверхности Аи пусть заданы ну-
левые перемещения, а на Ао отсутствуют нагрузки. В качестве
штрихованной системы примем то же тело, свободное от на-
грузок на Аа и защемленное на Аи.

Предположим далее, что в теле отсутствуют дисторсии
(е^ = 0) и в точке § в направлении оси xh действует сосредото-
ченная сила X'i = 6(\ — |)6(fc. Эта сила вызывает перемещения

Г^>(> I)» которые должны удовлетворять уравнениям

Л / + (Я + ц) Г1,% + б (х - 1 ) 6ift = 0 (8)

с граничными условиями

Зная функции Г[к\ вычисляем напряжения

Заметим, что решение системы (8) с граничными условиями
(9) представляет собой задачу эластостатики; она относится
к телу, в котором отсутствуют дисторсии.

Применяя к обеим системам причин и следствий георему
взаимности в виде (7), получим

V V

О т с ю д а

Ч (S) = J е?/ (х) o\f (x, | ) dV (х), 4 = 1 , 2 , 3 . (11)
v

Мы нашли перемещения uh{%), выраженные через дисторсии
в интегральном виде. Под знаком интеграла стоят известное
распределение дисторсии и напряжения a^ ( f t )(x,|), вызванные
действием сосредоточенной силы в точке %, направленной по
оси хь. Напряжения а'^к) являются здесь функциями Грина
для рассматриваемого тела. Такой путь отыскания перемещений

( был предложен Майзелем1).

') В. М. Майзель, lbc. cit. стр. 476.
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В частном случае е^ = б^е° имеем

°(x)r<*>,(x,&)dV(x), ^ = Я + | ц . (12)

Теорему взаимности можно использовать также для опреде-
ления деформаций и дилатаций, возникающих в результате
действия на тело внешних сил.

Рассмотрим тело V, в котором действуют массовые силы Xt,
но отсутствуют дисторсии (е° = 0). Пусть это тело свободно опи-
рается на Аи (in = fi), и пусть на поверхности Аа действуют
заданные нагрузки /?;. В этом теле мы разыскиваем дилатацию
в точке \. В качестве второй системы причин и следствий примем
наличие центра дилатаций в точке | бесконечного упругого про-
странства Поэтому следует положить X\ = Q w е^ = б(х —1)6^,
Действие такой точечной дисторсии в неограниченном простран-
стве вызывает перемещения Г](х, | ) = К; и напряжения

Применяя для введенных причин и следствий теорему взаимно-
сти в виде (7), получим

J Xtu\ dV + j O X - p'tut) dA = J <su (x) б (x - 1 ) bu dV (x),

P'i = °'jini-

V

°jini-

Из этого уравнения мы получим первый инвариант напряжен-
ного состояния

°kk= I Xi<dV+ J (piU't-p'tut)dA. (13)
V A

Легко найти дилатацию в точке | , учитывая известную зависи-
мость между дилатацией ень. и инвариантом Ohk'-

Окончательно имеем

J W-fa)dA] •

Эту формулу мы уже получили ранее другим путем в § 5.16
как формулу Бетти.

Если бы перемещения и\ выбрать так, чтобы они исчезали
на поверхности А, то, обозначая эти перемещения через Г<(х, \),
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мы получили бы дилатацию еьл(|) в значительно более простом
виде:

е** © - Щ Г [ J xt « < (*• 9 «^ (х) -

- J/>И«. &) и, (х) </Л (х)1. (15)
J

Эта формула позволяет определить дилатацию в точке | , ибо
все функции, стоящие под знаком интеграла, известны. Извест-
но распределение массовых сил Х{ в теле, а также и распре-
деление перемещений и, на А. Известна также функция
«; = Г((х, 1) внутри тела и функция р\ — °'цп1 н а поверхно-
сти А.

8.9. Дислокации Вольтерры

Если на односвязное тело, находящееся при температуре Го

естественного состояния, не действуют внешние силы (массовые
и поверхностные), то тело находится в естественном, ненапря-
женном состоянии.

В справедливости этого утверждения мы убедимся, рассмат-
ривая работу деформации с использованием формул (1) и (5)
§4.16:

Ж= \liBilztl+^ekkenndV = f XiUidV + PlutdA). (1)

При отсутствии внешних сил получаем Ж = 0, что возможно
только тогда, когда составляющие деформированного состояния
равны нулю в каждой точке тела. На основании закона Гука
отсутствие деформаций приводит к ненапряженному состоянию.

Представленная здесь теорема не всегда справедлива для
многосвязного тела. Можно привести много примеров, когда
эта теорема оказывается неверной. Рассмотрим двусвязное
тело — кольцевую пластинку, представленную на рис. 8.7, пер-
воначально находящуюся в естественном состоянии. Вырежем
из этой пластинки двумя радиальными сечениями сектор Г, а
затем с помощью силы соединим кольцо в единое целое, совме-
щая между собой границы АА' и ВВ'. В соответствии с предпо-
ложениями линейной теории упругости, допустим, что вырез
очень узкий. Таким образом, мы ввели в тело разрыв перемеще-
ний в спаянном сечении.

После спаивания мы получили двусвязную пластинку, в ко-
торой при отсутствии внешних сил имеют место напряженное
и деформированное состояния. К естественному состоянию
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мы можем привести тело путем нового разреза, например,
вдоль АА'.

Если бы деформации спаянного кольца (рис. 8.7, в) были
известны, то на основе процедуры, указанной в § 1.11, при по-
мощи интеграла Чезаро мы бы определили перемещения. Мы
бы получили таким образом конфигурацию рис. 8.7, а. Точка Р
совмещенного сечения перешла бы в точки Р\ и Р2, лежащие
по обеим сторонам раскрытого сечения. Перемещения стано-
вятся двузначными.

Обобщим наш простой пример на трехмерное двусвязное
тело, свободное от внешних нагрузок и массовых тел. Пусть на

А-В

РИС. 8.7.

внутренней поверхности В имеют место разрывы в перемеще-
ниях1). Эти разрывы вызывают в теле деформированное со-
стояние. Предположим, что деформации e,j определены на В и
что они являются функциями класса С2 в рассматриваемой об-
ласти. Кроме того, потребуем, чтобы деформации ец удовлетво-
ряли условиям совместности2).

Пусть х — точка на внутренней поверхности В. Через
ktij (х) = uf (х) — uj (х) обозначим разрыв перемещения uj

в точке х. Из формулы Чезаро, выписанной для точек х, х°,
имеем

р

и, (х) = и, (х°) + (хк - *°) Ф°к + J Ujr с%г, (2)

= в/г + *Ism — Ik) в„, m.
где

Поэтому

A«y (x) = uf (x) - uj (x) = J [e/r + ejkliUm (xk - \k) е„_ J d\r (3)

') Поверхность В мы выбираем так, чтобы, произведя вдоль нее разрез,
получить односвязное тело.

2) Боли Б-, Уэйнер Дж., см. список литературы,
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Здесь с — произвольная замкнутая кривая, выбранная так, что-
бы она окружала полость и пересекала поверхность В в точке х
(рис. 8.8, а, б). Величина uf (x) обозначает предел перемещения
Uj(x*) при смещении х* по кривой с до точки х с одной стороны
поверхности В. Аналогично иг (х) есть предел перемещения
Uj(x*) при смещении точки х* в точку х по другую сторону по-
верхности В.

РИС. 8.8.

Выберем на поверхности В точку х', отличную от х, и на-
пишем для нее скачок перемещений

ДЫ/ (х') = uf (х) - uj (х) = J [е,г + £,„€,,„ ( ^ - \k) Brs_ J d\r (4)
с'

Здесь с' — замкнутая кривая, окружающая полость и пересе-
кающая поверхность В в точке х'.

Но из требования, чтобы деформации гц удовлетворяли усло-
виям совместности, и из теоремы Стокса следует, что

J [е/г + *1нЧзт (xk — h) е„, т] d\r =
с

== J [в/г + 'ikl'lsm (Хк — h) е„, т] <t%r. (5)
с'

Отсюда, учитывая уравнения (3), (4) и (5), получим

ДЦ; (X') = А« ; (X) + (Х?к — Хк) J tikflsmtrs, m d$r- (6)
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Рассмотрим тензор поворота iuij = -^(uiil — и/{). Выполняя

в формуле (2) указанные дифференцирования, получим
р

<^ = ю?/ + J4/iW»«.*d6r- (7)

Введем вектор поворота м = у rot u, ИЛИ ар = -^ €p/ico/y-.

Выполняя в формуле (7) операцию €р/, и используя формулу

~2 rmnrsmn = = Ofj,

получим
Р

(ор (х) = сор (х°) - J epsmzrs, m d\r. (8)

Разность поворотов в точке х поверхности В выражается
формулой

Да, (х) = (о+ (х) - шГ (х) = - { elgnfirtM m <ЦГ (9)
с

Учет условий совместности и применение теоремы Стокса дают

J elsm«rs, mdlr= j «Unfits, m d%r. (10)
с С

Последнее соотношение указывает на независимость величины
Дсог(х) от положения точки х на поверхности В. Здесь Д(о;(х) —
относительный поворот элемента поверхности, лежащего с од-
ной стороны В, по отношению к элементу, лежащему на про-
тивоположной стороне этой же поверхности (при перемещении
вдоль кривой с). Учитывая формулы (6), (9) и (10), напишем

Ди (х') = Ли (х) + До X г. (11)

Разрыв перемещений в точке х' выражается через скачок в
точке х и относительный поворот Дю, не зависящий от положе-
ния точки х на поверхности В. В формуле (11) г является век-
тором, соединяющим точку х с точкой х'.

Уравнения (11) связывают относительные перемещения и
повороты одной стороны поверхности сечения относительно дру-
гой. В случае разрывности такого рода говорят о дисторсиях
(или дислокациях) Вольтерры.

Если мы произведем сечение вдоль поверхности В, то мате-
риальные элементы, которые до этого находились напротив друг
друга, теперь получат относительные движения в виде сдвигов
и поворотов (рис. 8.8,6).
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Рассмотрим следующую задачу, обратную предыдущей.
Пусть многосвязное тело находится в естественном состоянии.
Путем необходимого числа разрезов превращаем его в одно-
связное тело. Сдвинем теперь стороны сечений друг относитель-
но друга так, чтобы относительные перемещения материальных
элементов (которые находились друг против друга и которые
разделило сечение) были выражены разрывами типа (11). На-
конец, соединим сечения, убирая или добавляя материал там,
где это необходимо, и снова получая многосвязное тело. Таким
способом мы ввели в тело дислокации Вольтерры ' ) , характери-
зующиеся векторами Аи и До.

Ниже мы даем (рис. 8.9) несколько типов дислокаций Воль-
терры в конечном пустотелом цилиндре. На рис. 8.9, а мы имеем
дело с разрывом в перемещении ит. Эта дислокация возникла

РИС. 8.9.

путем разреза цилиндра и перемещения границ сечения в на-
правлении радиуса г. На рис. 8.9,6 и 8.9, в показан разрыв в пе-
ремещении ив; первый из них является постоянным, второй про-
порциональным радиусу. На рис. 8.9, г—е представлены разрывы
в перемещении иг.

') Volterra V., Sulle distorsioni dei solidi elastici piu volte connessi, Rend.
Lincei, 5e serie, 1" sem., 14 (1905).

Volterra V., Sulle distorsioni dei corpi elastici simmetrico, Rend. Lincei,
5e serie, I " sem., 14 (1905), 431—438.

Volterra V., Volterra F., Sur les distorsions des corps elastiques, Qauthier-
Villars, Paris, 1960.
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Предыдущие рассуждения допускали однозначное представ-
ление задачи эластостатики для двусвязного тела, находящегося
под действием дислокаций Вольтерры и нагруженного поверх-
ностными силами. Эта формулировка требует однозначного
определения напряжений ац класса С и деформаций гц класса
С2 в области V-\-А. Напряжения оц должны удовлетворять
уравнениям равновесия

а„., = 0, Х Е К (12)

с граничными условиями

xeA (13)

Между напряжениями и деформациями должны выполняться
соотношения

oil = 2це0 + ЯвиДу, x e F + Л. (14)

В области V -\-А должны быть выполнены условия совместно-
сти

n = 0, X S F + Л. (16)

Кроме того, имеются дополнительные условия

J («r/ — *jkl*lsmllfirs, m) d%r = А"/ 00 + «/«** А®/ — Д//> (16)

smers.mdlr = -b<*h (17)

где кривая с окружает полость и пересекает поверхность В
в точке х.

Формулы (16), (17) вытекают из формул (8), (9) и (11).
Правые части этих уравнений мы считаем известными величи-
нами: характеристиками дислокаций Вольтерры.

В частном случае Alj = 0, Acoj = 0 мы имеем дело с форму-
лировкой задачи эластостатики для двусвязного тела, нагружен-
ного только поверхностными силами.

8.10. Работа деформации.
Теорема взаимности для дислокаций Вольтерры

"Рассмотрим двусвязное тело с дислокацией Вольтерры на
поверхности В, на которое действует внешняя нагрузка в виде
массовых сил и нагрузок на границе.

Работу деформации выражает интеграл

у ~ i I °</e</dV e I Ц/е</ + Т W«n) dV. (1)
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Преобразуем первый из интегралов:

J ацгц dV = J ачщ, ,dV = J [(©,;«,). / — ау г, УИ/] dK. (2)

V V V
Заметим, что при преобразовании объемного интеграла
J (aiiui).idV в поверхностный требуется использовать обобшен-
v
ную формулу Гаусса, учитывающую разрыв перемещения на
поверхности В. Мы имеем

J {ojtu,), , dV = J оцщщ dA+ j ajivj (ы+ - uf) dB. (3)

Здесь через п обозначена внешняя нормаль к поверхности А,
через v — внешняя нормаль к поверхности В. Через uf, u~ обо-
значены значения функции Ui в точке на В с положительной и
отрицательной стороны нормали v. Учитывая, что a;,7Zj = ри
обозначая через pi вектор напряжения на поверхностном эле-
менте на В и, наконец, используя уравнения равновесия, пред-
ставим работу деформации с помощью следующей формулы:

Ш XtutdV + [ Р1щйА+ \ p^ut-u^dBY (4)
)\V

Из формулы (4) отчетливо видно, что при отсутствии внешних
сил (pi = 0, Xi = 0), но при существовании дислокации Воль-
терры работа деформации отлична от нуля. В теле возникает
деформированное состояние. В этом частном случае

Ж = J игцгИ + A 4 # \ dV = A J pt ( и + - иТ) dB. (5)
v в

Подставим в последний интеграл зависимости

Дц, = И + - «Г = А11 ~ Xkeikl Д ш / . (6)

характеризующие дислокацию Вольтерры. В результате имеем

W = А | №, А/! + & А/2 + ^з А/з + А», (х2/)3 - ^ 2 ) +
в

А(о3 ( ^ ! — рл)] dB =

(7)

Таким образом, работа деформации выражена непосредственно
через коэффициенты дислокации. Формулу (7) можно записать
проще, обозначая через Si = Д/i, s2 = Д/2, s3 = Д/3, «4 == Аюь
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s5 = Дог, s6 = Асоз коэффициенты дислокации, а через Еи Е2, . . .
. . . , Е6 — соответствующие им коэффициенты в формуле (7)
(Ei — p i , E2 = p2 Е4 = х2р3 — х3р2, •••)• Т о г д а

1 = 1, 2, . . . . 6. (8)

Перейдем к теореме взаимности. Предположим, что причи-
нами первой системы являются внешние силы (Xit р^ и дислока-
ции, характеризующиеся величинами Д/,-, ACOJ (либо величинами
Si). Следствиями, вызванными этими причинами, являются пе-
ремещения щ. Вторую систему причин (Х^, р'^ и следствий (и'Л
отметим штрихами. Мы исходим из тождества

oifi'n — a'tfii, = 0. (9)

(10)

Преобразуем интеграл в левой части уравнения (10) согласно
формулам (2) и (3). В результате получим

J аИв'и dV=\ Xm'i dV+\ Plu\ dA+\pt («;+ - u'r) dB. (11)
V V А В

Аналогично имеем

f o'ifiii dV=j X'iUidV+ \ p\Ui dA+j p\ («+ -ur)dB. (12)

Это условие справедливо в области V -f A.
Далее проинтегрируем это уравнение по объему тела:

Уравнение (10) приводит к уравнению

J Xiu'i dV+j ptu't dA+jpt Ли; dB =.
V А В

\utdV+ jf/tutdA+ $ p'tAUidB, (13)

или

J Xtu\ dV + J Piu\ dA+\ E,s't dB =
V А В

X',uidV+ J p'iUidA+l E'tSidB. (14)
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Если отсутствуют внешние силы (Xt = О, Х[ = 0, pt = 0, р\ = 0),
то получаем

J £<sUB = { EUi dB. (15)
в в

Если на тело действуют исключительно внешние силы, то урав-
нение (14) выражает содержание теоремы Бетти о взаимности
работ.

Если мы рассмотрим две системы, находящиеся в равнове-
сии, одну без дислокаций, а другую без внешних сил, то из фор-
мулы (14) получим теорему Колоннетти •).

') Colonnetti G., Sul principio di reciprocita, Rend. Lincei, 5e serie, l e r sem..
21 (1912), 393—398.



Часть HI

ЭЛАСТОКИНЕТИКА

Глава 9

ОСНОВНЫЕ СООТНОШЕНИЯ,
УРАВНЕНИЯ И ТЕОРЕМЫ ЭЛАСТОКИНЕТИКИ

9.1. Дифференциальные уравнения,
граничные и начальные условия

Рассмотрим упругое тело, на которое действуют внешние
силы. Эти силы, поверхностные нагрузки и массовые силы, яв-
ляются функциями положения и времени. К внешним воздей-
ствиям отнесем и заданные на поверхности А тела перемещения,
также являющиеся функциями положения и времени t. Мы
ограничимся рассмотрением ограниченной односвязной обла-
сти D и неограниченной области. В первом случае потребуем,
чтобы перемещения и(х,/) имели первые и вторые непрерывные
производные как по переменным х\, х%, х3, так и по времени
ti < t < t2. Для неограниченной области мы требуем выполне-
ния условий регулярности на бесконечности.

Известно, что действие внешних нагрузок и массовых сил
вызывает в динамических задачах не только поле перемещений
и(х,/), но и сопровождающее его температурное поле В(х, t).
В принципе мы имеем дело с задачей термоупругости. Однако
сложный математический характер этой теории часто приводит
к непреодолимой трудности. Поэтому в классической эластоки-
нетике также принимается упрощающее предположение, выте-
кающее из того факта, что при быстро изменяющихся во вре-
мени нагрузках обмен тепла посредством теплопроводности ме-
жду отдельными элементами тела происходит очень медленно.

Приближение, используемое в классической эластокинетике,
основано на трактовке термодинамического процесса как про-
цесса адиабатического.

В § 3.9 даны уравнения в перемещениях для анизотропного
тела в предположении адиабатичности процесса:

Здесь c^jM — упругие постоянные адиабатического процесса.
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Величины cfjkl и ст

цы, измеренные в изотермических условиях,
связаны соотношением

^ (2)

В последнем соотношении То — абсолютная температура есте-
ственного состояния, се — теплоемкость при постоянной дефор-
мации, Pi, — коэффициенты, содержащие как температурные,
так и упругие постоянные.

Свободная энергия системы U в случае адиабатического про-
цесса равна работе деформации:

U^WM-Icf^fr. (3)

Приращение температуры 0 = Т—То, где Т — абсолютная тем-
пература в точке х в- момент t, связано в адиабатическом про-
цессе с тензором деформаций ъц следующим соотношением:

£ (4)

В настоящей главе мы будем рассматривать изотропное одно-
родное тело. К уравнениям, справедливым для этой простой
структуры упругого тела, мы легко придем, используя соотно-
шения

= А6;Д, + \х (bik6jt + &u&ik), Pf/ = Y^/, (5)

выведенные в § 3.11. Уравнения в перемещениях тогда примут
вид

»3Щ. и + (А.* + IXs) и,, ц + Х{ = рщ, i, / = 1 , 2 , 3 . (6)

Из формул (2) следует, что

ц 5 = ц г, Xs = XT + y\Tx\T. (7)

Здесь ц г , Хт — постоянные Ламе, измеренные в изотермических
условиях, YT = (3A,T + 2 ц г ) а ь цт — Тоу

т/се, где at — коэффи-
циент линейного температурного расширения для изотропного
тела. Далее х = Kjce, где ко — коэффициент теплопроводности.
Температура, соответствующая деформации тела, дана форму-
лой (4), которая для изотропного тела принимает особенно про-
стой вид:

6 = — xyfe, e = divu = « M . (8)

Температура пропорциональна объемному расширению. Нако-
нец, внутренняя работа представлена формулой

^ (9)
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Из представленных выше уравнений (6) и (8) следует, что бла-
годаря предположению адиабатичности процесса температур-
ное поле и поле перемещений получились раздельными. Напо-
мним, что в задачах термоупругости они связаны между собой
и удовлетворяют связанной системе четырех дифференциальных
уравнений.

Из соотношения (9) выводятся обобщенные соотношения
Гука для эластокинетики

/, 7 = 1 , 2, 3. (10)

В то время как в задачах эластостатики в соотношения Гука
входили изотермические постоянные Хт, \ат, здесь входят адиа-
батические постоянные \is, Xs.

Величины гц связаны с перемещениями соотношениями

е / у =-д («<,/ + «/,/)• (И)

Уравнения совместности Сен-Венана остаются справедливыми
и для динамических задач теории упругости.

Задача, которую мы ставим в эластокинетике, заключается
в решении системы гиперболических уравнений (6) при задан-
ных граничных и начальных условиях. Уравнения (6) можно
представить в векторном виде:

ц) grad divu + X = pu, (12)
или

(A, + 2ц) grad div u — ц rot rot u -f X = pii, (13)
где

grad div u = V2u + rot rot u.

Часто уравнения в перемещениях записываются в виде

с] grad divu — с2, rot rot u — u + p~'X = 0, (14)
где

Физический смысл этих величин будет пояснен далее.
В уравнениях (12) —(14) при постоянных ц, X мы опустили

индекс 5. Однако мы будем помнить, что входящие в уравнения
(12) — (14) постоянные Ламе относятся к адиабатическому со-
стоянию и измерены в адиабатических условиях.

Если в уравнениях эластокинетики положить ц = 0, то мы
получим уравнения в перемещениях для несжимаемой жид-
кости.

Эластокинетика, помимо всего прочего, находит широкое
применение в сейсмологии, изучающей распространение упругих
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волн в земной коре. В этой области обычно принимается ц = К,

что соответствует значению ^ = - ^ - для коэффициента Пуассона
.. 5

и значению д = д - Ц для модуля всестороннего сжатия.

К уравнениям в перемещениях (6) следует добавить гранич-
ные и начальные условия. Если на поверхности тела А заданы
перемещения f,(x, t), то граничные условия имеют вид

Щ(х, /) = f,(x, t), хе=Л. (15)

Если на А заданы нагрузки pi(x,t), то граничные условия при-
нимают вид

<rf/(xt t)n,(x) = pl(x, t), х е А (16)

Возможен также случай смешанных граничных условий. Если
на Аи заданы перемещения / f(x,/), а на Аа — нагрузки pi(x,t),
причем А = Аи-\-Аа, то граничные условия запишем так:

и, (х, /) = ft (х. t), х е Аи,

Оц{х, t)n,=pi(x, t), хе=Л а .

Начальные условия характеризуют движение тела в некоторый
начальный момент о̂, например в момент t = 0. Мы имеем

«Их, 0) = £,(х), д"'{м0) =й{(х, 0) = hi(x). (18)

Поле перемещений в момент t = 0 задается распределением
gt(x), а поле скоростей перемещений — распределением hi(x).
В случае когда

щ{х, 0) = 0, ui(x, 0) = 0,

мы имеем дело с телом, которое до момента t = 0+ находилось
в состоянии покоя.

Рассмотрим векторное уравнение (13) и применим к нему
операцию дивергенции

(Л + 2ц) div V2u — р div u + div X = 0.

Используя обозначения

получаем следующее скалярное волновое уравнение для дила-
тации;

} d i v X (19)
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Здесь

г-|2 — v a —д2

—оператор Даламбера.
Применяя к уравнению (13) операцию rot и учитывая, что

div u = rot grad e = 0, получим

ц rot V2u —• р rot ii + rot X = 0.

Вводя обозначение © = —rotu, где w — вектор поворота, а за-

тем обозначение

U2— V 2 Ut>

С2

получим векторное волновое уравнение

-J-rotX. (20)

4>Правые части уравнений (19) и (20) различаются величинами
С\ и с2 (причем с\ > с2). Эти волны распространяются с разными
скоростями. Уравнение (19) характеризует волну дилатации,
уравнение (20) — волну сдвига.

Рассмотрим уравнение в перемещениях (14), исключив мас-
совые силы,

c*V2u-f (с? — с|) grad divu —ii = 0. (21)

Представим вектор и в виде

u = v + w (22)

с дополнительными условиями

rotv = 0, divw = O. (23)

Из векторного анализа известно, что такое представление век-
торного поля всегда возможно. Это представление вектора в
виде суммы градиента некоторого скаляра и ротора некоторого
вектора.

Подставляя в уравнение (21) формулу (22) и применяя к
этому уравнению операцию дивергенции, получим

div(c2V2v — v) = 0. (24)

Мы использовали здесь условие divw = 0. Ротор выражения,
содержащегося в скобках, равен нулю ввиду первого условия
(23). Однако если дивергенция и ротор некоторого вектора в
рассматриваемом объеме обращаются в нуль, то этот вектор
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тождественно равен нулю. Таким образом, выражение в скобках
должно быть равно нулю. Это утверждение приводит к волно-
вому уравнению

• ?v = 0. (25)

Подставим формулу (22) в уравнение (21) и применим к этому
уравнению операцию rot. Учитывая первое условие (23) (rotv =
= 0) и условие rot grad div u = rot grad e = 0, получим уравне-
ние

rot [c2V2w — w] = 0.

Так как дивергенция выражения в скобках равна нулю (т. е.
divw = 0), мы получим волновое уравнение

• > = 0. (26)

Уравнения (25) и (26) различаются некоторыми свойства-
ми. Волна v, распространяющаяся в бесконечном теле, связана
с изменением объема, ибо rotv = 0. Эта волна сопровождается
сжатием и растяжением элементов тела, так что дилатация от-
лична от нуля. Элементы тела не претерпевают изменения
формы, ибо rotv = 0. Волна w, распространяющаяся в беско-
нечном упругом пространстве, вызывает только изменение фор-
мы этих элементов, ибо divw = 0, a rotw Ф 0.

Волна v называется волной дилатации, волну w мы опре-
деляем как волну сдвига.

9.2. Плоская волна.
Структура одномерного волнового уравнения

Рассмотрим простейший случай распространения волны, а
именно плоскую волну. Волновое движение характеризуется
вектором перемещения и зз (« ь и% и3) с той лишь разницей,
что составляющие и,- являются функциями только переменных
Х\ И /.

Предположим, что X = 0 и что причиной движения в не-
ограниченной области являются начальные условия. Уравнения
в перемещениях для рассматриваемой одномерной задачи при-
мут следующий вид:

= pu3, (1)
или

(д\ [

т dt\ щ (*,, t) = 0, [д\ X

Y df\ (u2> u3) = 0. (2)
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Эти уравнения различаются только коэффициентами с\ и с% По-
этому рассмотрим общее одномерное волновое уравнение

и 0 = 0. (3)

Вводя преобразование переменных

i i = * i + c/, 11,=*! — ct (4)

и учитывая, что

дФ^Ф,дФ дф_
+ — С

dxi dli 5rii ' dt \ dli dr)i ) '

_ д2Ф 2 д2Ф ,
чь9 I --. - 1

_ 2 /д2Ф _ 2 дгФ . д2Ф\
dt2 ~° \ д\\ д\хдг\{ дП

2)'

преобразуем уравнение (3) к виду

Решением этого уравнения является функция

Ф(£„ Л.) = ? Ы + /(!,)•

Возвращаясь к координатам Xi, ?, имеем

Ф (*„ 0 = / (*, + rf) + g (х, - сО. (6)

Это решение Даламбера, в котором / и g — произвольные функ-
ции. Аргументы функций fug называются фазой в момент t,
а величина с — фазовой скоростью.

Предположим, что мы имеем дело с начальными условиями

Ф(*„ 0) = of*,), Ф(х„ 0) = р(х,). (7)

Используя решение (6), получим

f(xl) + g(xl) = a(xl), cf'(xl)-cg'(xl) = fi(xl). (8)

После интегрирования второго из уравнений (8) имеем
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где b — произвольная постоянная. Таким образом,

1 if'

ь

Подставляя эти функции в формулу (6), найдем
Xy + Ct

i (xl-ct)] + -± (9)

В частном случае, когда скорость перемещения в начальный

момент равна нулю, интеграл в формуле (9) обращается в нуль,
так что

Ф [ ( х + О + ( flj

На рис. 9.1 показано распространение возмущения

0, х<— а,

1, U K а,

О, х>а.
(П)
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Здесь мы имеем наложение двух перемещающихся возмущений:
функции а{х\ + ct) в направлении оси —х̂  и функции a(jci — ct)
в направлении оси -\-х\.

Начальное возмущение (11) перемещается здесь с постоян-
ной скоростью с. Интересно то, что в направлении осей -j-*i

и —Х\ перемещаются горбы величины -jj-afo). Рис. 9.1 в мо-
менты времени t = const представляет собой мгновенную фо-
тографию перемещающихся возмущений. На рис. 9.2 представ-
лено перспективное изображение функции Ф(л;ь t).

Рассуждения, относящиеся к волновому уравнению (3), мы
можем перенести и на волновые уравнения в перемещениях (2).

Перемещение щ характеризует упругую волну, распростра-
няющуюся в направлении оси Х\ с постоянной скоростью С\. Пере*
мещения «2 и «з характеризуют упругие волны, распространяю^
щиеся в направлении оси х\ с постоянной скоростью с2 < С\.

Обычно принято называть перемещение «i упругой продоль-
ной волной, а перемещения «2 и ы3 — поперечными волнами. На-
звание «продольная волна» обусловлено тем, что направление
распространения волны и направление вектора щ совпадают.
Перемещения и2 и ы3 имеют направления, перпендикулярные
к направлению распространения волны; отсюда название «по-
перечные волны».

Дилатация е = д\Щ связана только с волной щ, ибо д2и2 =»
= д2«з = 0. Продольная волна сопровождается сжатием или
растяжением элементов тела, так что продольная волна одно-
временно является волной дилатации. Рассмотрим волновое
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уравнение (3) для случая гармонически изменяющихся во вре-
мени возмущений.

Примем решение уравнения (3) в виде

Ф = Ф°ехр [/(&*!— <вО1. (12)

Подставляя формулу (12) в (3), получим

,, , со2 „ , ш

Решением уравнения (3) является функция

Очевидно это решение является частным случаем решения Да-
ламбера (6).

Рассмотрим частное решение

или
Ф-Дехр{-•?£-(<* * * , ) ] . 1 = ^ - (13)

Величины А и / — постоянные; А является амплитудой колеба-
ний, а величину I1) мы определим, зафиксировав время / и
определяя функцию Ф для сечений х\ = %\ и х\ = %\ + nl, где
п — целое число. Мы имеем

Ф(£„ /) = Л е х р [ - - ^

Мы видим, что фазы точек, отстоящих друг от друга на /, 21,
31, ..., различаются на 2я, 4л, 6л, . . . , т. е. являются одинако-
выми. Функция Ф изменяется внутри отрезка /, но ее значения
повторяются через /. С другой стороны, плоские волны обла-
дают свойством периодичности по времени

') Величина / называется длиной волны. — Прим, перев^
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Условие периодичности требует, чтобы Т = 1/с, ибо только тогда

— \ = e~2ni= 1.

Выражение (13) мы можем записать также в виде

Ф = А ехр [- ̂ f- (ct + xS\ = А ехр [-2m (у- + ̂ ) ] . (14)

Равенство t/T = X\/l определяет точки одинаковой фазы.
Пусть теперь плоская гармоническая волна распространяется

в направлении нормали п к плоскости

Здесь р — расстояние плоскости от начала координат. Общим
решением волнового уравнения является функция

Ф:= Л е х р | — ̂ -[ct + (л,*! +п2х2 + п3х3)]}, щщ = \, (15)

что можно проверить подстановкой.
Переходя к уравнениям в перемещениях

* + (^ + H)"*,fc/ = PW/. (16)

представим решение этих уравнений в виде

и, = Aj ехр [ j - {ct + xnnm)\. (17)

Подставляя выражение (17) в (16), получим систему уравнений

(Я + ц) ns (Aknk) + VLA, - рс2А; = 0 , j , k = 1, 2, 3. (18)

Приравнивая нулю определитель системы (18), получим

(р-рс*Г(Х + 2р-Рс*) = 0, (19)
откуда

=(f)h-

Возникает вопрос, какие из величин си с2 следует поставить
в соответствие отдельным составляющим вектора и. Для упро-
щения решения положим, что нормаль п направлена по оси Х\.
Тогда «1 = 1, п2 = п3 = 0, и из уравнений (18) получим

Л1(Я + 2 ( х-рс 2 ) = 0, Л 2 ( ( х - Р с 2 ) = 0, Л з ( ц - Р с 2 ) = 0.

Поэтому скорость с, = 1—!— -̂1 связана с перемещением щ,

а скорость с2 = (ц/р)'/г — с перемещениями и2, и3. Окончательно
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имеем

и, = Л, ехр [— Щ- (с,/ + л:,)],

ы2 = Л2 ехр [ - - ^ ( с , / + *,)] , (20)

ы3 = А3 ехр [— Щ- (c2t + * ,)] .

Волна щ является продольной волной, волны «2 и «3 — попереч-
ными волнами. В сейсмической литературе продольная волна
называется Р-волной (primary wave), а поперечная волна S-вол-
ной (secondary wave). В свою очередь S-волна делится на SV-
и S/Z-волны, т. е. на волну, поляризованную в вертикальной
плоскости (SV — vertical secondary wave), и на волну, поляризо-
ванную в горизонтальной плоскости (SH — horizontal secondary
wave).

9.3. Общее решение Ламе

В § 9.1 мы рассматривали общее решение уравнений в пере-
мещениях

C2V2u + (c2i — cf) grad div u — u + p" 'x = 0, (1)

представив перемещение и в виде суммы

u = v-fw, divw = 0, rotv = 0. (2)

Этим условиям удовлетворяет представление Ламе1)

u = grad Ф + rot i|>. (3)

Если аналогичным способом представить массовые силы

X = р (grad ft + rot x), (4)

то после подстановки выражений (3) и (4) в (1) получим два
независимых друг от друга простых волновых уравнения: ска-
лярное волновое уравнение

- 4 - < > (5)

и векторное волновое уравнение

• Ц> = - - Т * - (6)

Уравнение (5) описывает продольную волну, распространяю-
щуюся со скоростью си уравнение (6) —поперечную волну, пе-

») G. Lame, loccit. стр. 197.
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ремещающуюся со скоростью сг. Уравнение (5) относится к без-
вихревому полю, ибо

rot v = rot grad Ф = 0.

Дилатация отлична от нуля, так как

Поперечные волны не вызывают изменения объема тела, ибо
div w = div rot ф = 0. Они вызывают только изменение формы
тела.

Следует еще обсудить граничные и начальные условия урав-
нений (5) и (6).

Если тело не ограничено, то следует постулировать, что со-
ставляющие массовых сил (gradft, rot^) занимают ограничен-
ную область. Только в этом случае напряжения и деформации
на бесконечности будут обращаться в нуль. Граничные условия
отпадают в полном смысле этого слова, и частные решения урав-
нений (5) и (6) являются окончательными решениями задачи.
Зная функции Ф, ф, определим перемещение и из соотношения
(3). Заметим еще, что в неограниченном упругом пространстве
волны обоих типов распространяются независимо друг от друга.

Если тело ограничено, то продольные и поперечные волны
распространяются от места возмущения до границы, а затем от-
ражаются. В случае граничного условия в перемещениях и =
= f(\, t) получим

u = /(x, t) = grad<D(x, t) + rot if (х, t),
или

^ 3 , (7)

В ограниченном теле функции Ф и ф связаны между собой гра-
ничными условиями. Аналогично дело обстоит с граничными
условиями в напряжениях и с начальными условиями.

Нам остается показать, что для полного определения пере-
мещений достаточно знать динамические потенциалы Ф и ф .
Дюгем 1 ) доказал следующую теорему о полноте, сформулиро-
ванную Клебшем 2 ) . Пусть u(x, t)—частное решение уравнения
(1) (для X = 0) в области D при ti<t<t2. Тогда существуют
некоторая скалярная функция Ф(х, t ) и некоторая векторная

') Duhem P., Sur l'integrale des equations des petits mouvement d'une
solide isotrope, Mem. Soc. Sci., Bordeaux, ser. V, 3 (1898), 316.

2) Clebsch A., Uber die Reflexion an einer Kugelflache, /. /. d. reine u. angew.
Math., 61 (1863), 195.
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функция if(x, t), такие, что

u = grad Ф + rot if, divi|) = 0, (8)

причем Ф и 1|з удовлетворяют уравнениям

• ?Ф = 0, П ^ = 0. (9)

Эта теорема относится к случаю отсутствия массовых сил ' ) ,
однако ее нетрудно обобщить на случай действия массовых сил.

В доказательстве этой теоремы исходной точкой является
определение некоторой векторной функции W как ньютонов-
ского потенциала:

Здесь R(x, | ) — расстояние между точками х и | области D.
Очевидно

V2W = u, (11)
т. е.

u = grad divW —rot rot W. (12)

Вводим новые функции U(x, t) и V(x, t), которые определяем
следующим образом:

C/ = divW, V = - r o t W . (13)

Сравнивая формулы (13) и (12), получим следующие представ-
ления вектора перемещения:

u = grad U + rot V, d i v V = 0 . (14)

Подставляем выражение (14) в уравнения в перемещениях (1).
После простых преобразований имеем

с? grad DjC/ + c2rotD2

2V = 0. (15)

Применим к уравнению (15) сначала операцию дивергенции, а
затем операцию rot. В результате получим уравнения

0. (16)

Интегрирование этих уравнений приводит к соотношениям

П\и = а{х, t), D2V = b(x, t), (17)

где а (х, t), Ь (х, t) — гармонические функции, так что

= 0, V2b(x, 0 = 0, divb = O. (18)

') Sternberg E., On the Integration of the Equations of Motion in the
Classical Theory of Elasticity, Arch. Rat. Mech. Anal, 6, № 1 (1960).
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Определим две новые функции А (х, t)

А(х, t)

В(х, 0

такие, что
а(х,

t т

= -\-Па(х,Х)с1Х

t т

С 2 «.•*.

Л J 3 M fa/.
0 с ? a / 2 . b(x,

и5(х,0:

dx,

dx, h<tu<h,

t) ' д*й

4 dt2

(19)

(20)

Используя соотношения (18), убеждаемся, что

VM=«0, V2B = 0, divB = 0. (21)

Определим две функции Ui(x,t) и г|з(х, t), такие, что

U^U + A, t|3 = V + В. (22)

Подставляя формулы (22) в (17) и принимая во внимание со-
отношения (20) и (21), получим следующие волновые урав-
нения:

D2C/,=0, DJN> = 0. (23)

Вернемся к соотношению (14) и выразим входящие в него функ-
ции через функции (22):

и = grad U + rot V = grad £/, + rot * + "*, (24)
u* — — grad A — rot B.

Заметим, что

div u* == — div grad A — div rot В = 0,

rot u* = — rot grad A — rot rot В = V2B — grad div В = 0.

Эти соотношения позволяют утверждать, что существует функ-
ция U2(x, t), такая, что

u* = gradf/2, V2t/2 = 0. (25)

Подставим формулы (25) в (24) и получим

u = grad (С/, + U2) + rot У- (26)

Затем подставим формулы (26) в уравнение (1), учитывая со-
отношения (23) и второе из соотношений (25). В результате
получим уравнение

откуда
£/ (0 Ф ( ) + (х). (27)
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Из второго уравнения (25) имеем

V2p = О, V2

Y = 0. (28)

Введем, наконец, функцию Ф(х, t), определенную следующим
образом:

Ф = С/,(х, t) + U2(x, t)-a(t). (29)

Из соотношений (26) и (29) вытекает, что перемещение и
удается представить в виде зависимости

u = grad Ф + rot i|>, div i|> = 0. (30)

Таким образом, мы получили разложение вектора перемещения
на потенциальную и соленоидальную части, предложенное Ламе.

Применим к формуле (29) оператор П^. Используя соот-
ношения (23), (27) и (28), получим П?Ф = 0. Учитывая фор-
мулу (23), окончательно имеем

о, ПЦ> = О. (31)

Итак, теорема о полноте решений доказана.
Некоторым вариантом представленного здесь метода реше-

ния при помощи разложения вектора перемещения на потен-
циальную и соленоидальную части является решение, приме-
ненное Сандру1) для определения фундаментальных решений
уравнения (1).

Подставляя в уравнение (1) выражение

u = grad(p + w, (32)
получим уравнение

grad [С2П?Ф + (с? — cl)di\ w] + e*D|w + р"'Х = 0. (33)

Выберем векторную функцию w так; чтобы удовлетворялось
волновое уравнение

+ X = 0; (34)

тогда остается уравнение
с\П\ч + (с? — cfj div w = 0.

После применения к этому уравнению оператора П^ и исполь-
зования уравнения (34) получим для определения функций <р
биволновое уравнение

^ i v X - (35)

') Sandru N., О действии переменных во времени сосредоточенных сил
в неограниченном упругом пространстве, Bull. Acad. Polon. Sci., Ser. Sci.
Techn., 12, № 1 (1964).
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Этот путь удобен для определения перемещений в упругом не-
ограниченном теле.

Вернемся к решению Ламе и рассмотрим двумерные задачи.
Если u = (ui, ы2, 0), то решение удается представить с по-

мощью двух функций:

ф = ф(х1, Хъ t), ^ = ^ = 0, ф3 = г|)(х„ х2, t).

Представление (3) дает

щ = d ^ + d2ijj, и2 = д2Ф — д\$, (36)

а волновые уравнения принимают вид

• 2ф = о, П ^ = 0, (37)
где

Da = V? l

Td
2

t, a = l, 2, V? = 5? + (3i
са

Если действуют массовые силы, то, выражая их следующим об-
разом:

Х, = р((Э^ + <52х), Х2 = 9(д2Ъ-д1%), (38)

получим неоднородные волновые уравнения

• ? Ф = - 4 - < > . •М'=-4-х. (39)
С] С2

Во многих задачах эластокинетики мы имеем дело с осе-
симметричной деформацией относительно некоторой оси, на-
пример оси z. Деформацию тела в этих случаях удобнее пред-
ставлять в цилиндрических координатах (г, ср, г). В силу сим-
метрии относительно оси z как перемещения, так и деформации
не зависят от угла ф.

Выразим перемещения ит, uz через потенциалы Ф и Т ;
дФ дЧ дФ , дЧ , ¥

и подставим их в уравнения движения (при Х = 0):

дЧт , 1 диг

дгдг "•" г дг "•"

дг дг
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После простых преобразований находим систему двух волно-
вых уравнений

• ?Ф (г, г, 0 = 0, / V2 V - 4 А * (г> 2> t] = °' (43)

\ Г С 2 1
где

2 2 1 2 2 5 1 и О / с\ п 1/
р~] j ^ _ . W , _____ Pi V • ____— I _____ I ________„ •• — — | V - I v ' | /l

Второе из этих уравнений приводим к виду волнового уравнения

• гф ==о, (44)

если введем новую функцию ф, связанную с ^F зависимостью

Если в осесимметричной задаче не фигурирует и переменная г,
то формулы (40) сводятся к равенству иг = дФ/дг, а из урав-
нения (41) при иг = 0 и приравнивании нулю производных по z,
получается волновое уравнение

• 2 Ф(г, 0 = 0, (45)
где

, - , 2 V72

Этот случай соответствует цилиндрическим волнам.
Рассмотрим еще частный случай волнового движения, харак-

теризующегося центральной симметрией. В сферических коор-
динатах (R, ф, •&) имеем u = (uR, 0, 0). Уравнения в перемеще-
ниях имеют вид

^ ) (Я + И) ̂ г ^ - ( Я Ч ) - Р«Л = 0. (46)

Вводя потенциал

и*=-Ц-. Ф ̂  Ф (/?, о, /г=(^2 + 4 + ^)V|.

получим волновое уравнение

^ - ^ - а ? ) ф ( # , 0 = 0, (47)

где
V72 а* , 2 д
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Сферические волны могут быть обусловлены наличием точеч-
ного центра расширения — сжатия в бесконечном упругом про-
странстве. Они могут возникнуть также в пространстве со сфе-
рической полостью, если на границе полости действует изме-
няющаяся во времени нагрузка.

9.4. Решение Яковаке. Решение Папковича— Нейбера

Представим систему уравнений в перемещениях в удобном
для дальнейшего виде

=-\-ui, i, / = 1 , 2 , 3 , (1)

где

Уравнение (1) можно компактно представить в операторной
записи

здесь

Введем векторную функцию x = (Xi> Хъ Хз) и выразим с ее
помощью перемещения следующим образом:

и, =

Xl

-̂33

Xi

Хг

Хз

-23 «3 =

Lll L\2 Xl

•^21 -^22 Xl

^-31 ^ 3 2 Хз

• (3)

Выполняя указанные действия, получим для ut формулы

tl2

« 3

или в

— 1 П 2 "

= [°2-
общей

f k (v 2 — a«)j Ф 2 —
Г - * ( У 2 - ( ? 2 ) ] Ф З -

записи

Принимая во внимание, что операторы П 2 и
ношением

/,/ = 1 ,2 ,3 . (4)

связаны соот-

(5)
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представим формулу (4) в виде

т. е. выразим перемещения через вектор ср. Легко заметить, что
для статической задачи уравнение (6) принимает вид, получен-
ный в § 5.3, а вектор <р становится вектором Галеркина.

Подставим перемещения (3) в уравнения (2). Для опреде-
ления функций ii находим систему уравнений

L 2 1 L22 L 2 3 t = 0. (7)

Выполняя нужные операции и вводя вектор (f=\Jl%, получим
систему уравнений

(Л + 2ц) П ? П | Ф , + * , = <), (8)

которая в векторной записи принимает вид

( Л + 2 ц ) П ? П | ф + Х = 0. (9)

Соотношения (6) и уравнение (9) были выведены Яковаке1).
Легко заметить, что для статической задачи уравнения (9) пе-
реходят в бигармонические уравнения Галеркина.

Применение биволновых уравнений (9) достаточно удобно
в случае действия массовых сил в бесконечной области, где
частное решение уравнения (9) является окончательным реше-
нием задачи.

Для конечной области следует предпочесть решение Ламе.
Ведь в случае первой краевой задачи фигурируют первые про-
изводные потенциалов, в случае второй краевой задачи — вто-
рые производные. Как видно из соотношений (6), в методе
Яковаке в первой краевой задаче фигурируют уже вторые про-
изводные, а во второй краевой задаче — третьи производные.

При отсутствии массовых сил уравнение (9) становится од-
нородным. В этом случае можно использовать теорему Бод-
жио 2), которая утверждает, что самым общим решением урав-
нения

0 , 0 2 . . . 0 „ Ф = О, (10)

где 2Ш>и • ••> &п — некоторые операторы, является функция
ф = ф(') + ф ( 2 ) + ... +ф(»). (И)

') Iacovache М., О extindere a metodei lui Qalerkin pentru sistemul ecu-
atiilor elasticitatii, Bull. Acad. Sa. RPR, Ser. A, 1 (1949), 593.

2) Boggio Т., Sull integrazione di alcuna equationi linerari alle derivate
parziale, Ann. Mat., ser. Ill, 8 (1903), 18|.
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Функции <p<ft> удовлетворяют уравнениям

О, k = l, 2 п. (12)

Примененный здесь способ вывода представления (6) и урав-
нений (9) не гарантирует, однако, полноты решения задач эла-
стокинетики при использовании функции ф. Ниже мы дадим
доказательство полноты, данное Стернбергом и Юбенксом1),
т. е. докажем следующую теорему.

Пусть вектор перемещения u(x, t) является частным реше-
нием уравнений (1) в области В (не обязательно односвязной)
для —оо < t < оо. Тогда существует векторная функция ф(х, t),
такая, что вектор перемещения u(x, t) выражается через нее
следующим образом:

( ^ ) (13)

Функция ф(х, t) должна удовлетворять волновому уравне-
нию (9). Подставим формулу (3) § 9.3 в систему уравнений
в перемещениях (1). В результате получим уравнение

0

Определим функцию ф с помощью скалярной функции •& и век-
торной функции %:

+ y^-rotx (15)

и подставим ф в уравнение (9):

^ r - 0 . (16)

Из сравнения уравнений (14) и (16) следует, что функции ft
и % должны удовлетворять уравнениям

•2

2Ф = Ф, п?Х*=1>. (17)

Функции § и х являются запаздывающими потенциалами:

в

4п J
ду

R (х, | ) a V ^''
В

где R(\, %) —расстояние между точками х и | .

') Sternberg E., Eubanks R. A., On Stress Functions for Elastokinetics and
the Integration of the Repeated Wave Equation, Quart. Appl. Math., 15 (1957),
149.
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Применим к равенству (15) оператор •?. Принимая во вни-
мание второе из соотношений (17), получим

T J±_-rot1>. (19)

Вернемся к представлению (13), исключая из него выражение
rot i|5 с помощью равенства (19). В результате получим

- ^ ^ D ? q > . (20)

Выражение в скобках преобразуем, используя первое из уравне*
ний (17) и соотношение

^ (21)

Таким образом, получим

A ± ^ A ± J L (22)

Приняв во внимание следующее из формулы (15) соотношение

divq> —V4>, (23)

преобразуем выражение (22) к виду
A ± 2 i i A b i i v ( P i ( 2 4 )

а это представление идентично формуле (6). Таким образом,
справедливость представления Яковаке доказана.

Ниже мы установим, следуя Стернбергу1), связь между ре-
шением.Яковаке и решением Ламе. Рассмотрим однородную си-
стему уравнений (1), которая после введения представления
(6) переходит в систему уравнений

П?П|ф = 0. (25)

В силу теоремы Боджио решение уравнения (25) можно пред-
ставить в виде

Ф = ф' + ф", (26)

причем функции q/ и <р" удовлетворяют уравнениям

У«=0, (27)
= О. (28)

Е. Sternberg, loc. cit. стр. 562,
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Подставляя выражение (26) в представление (6) и учитывая
уравнение (27), получим

^ ^ ^ + <p"). (29)

Воспользуемся, далее соотношением (5) и уравнением (28); это
приводит (29) к виду

u = - Ш - [ v y - grad div (q/ + q>")],
или

Здесь мы использовали соотношение

grad div <p" = V2<p" -f rot rot <p".

Определим новые функции Ф и if следующим образом:

(30)

O = _A±JLdivq/ , , | , = _ A ± J L r o t q > " . (31)

Подставляя формулы (31) в (30), получим представление

u = grad Ф + rot if, div if = 0, (32)

идентичное представлению Ламе. Нужно еще проверить, удов-
летворяют ли функции Ф и if, выраженные через <р' и <р" фор-
мулами (31), волновым уравнениям

• ?Ф = 0, П|Ч> = 0. (33)

В силу уравнений (27) и (28) получим

п 2Ф = _ A±iL div п У == 0,

L rot п|<р" = 0.

От трехмерной задачи уже можно перейти к двумерной. Сле-
дует, однако, добавить, что непосредственным введением функ-
ции <р для двумерной задачи мы обязаны Собреро1), который
рассматривал весьма общий класс линейных дифференциаль-
ных уравнений в частных производных.

Предположим, что перемещения не зависят от переменной д:3.
Тогда система уравнений (1) примет вид

£'ар(«р) + ^а = 0, «з = 0, а, Р = 1 , 2, (34)

') Sobrero L., Delle funzioni analoghe a potenziale intervenienti nella Fi-
sica-Mathematica, Atti Reale Accad. Lincel, Ser. y i , 21 (1935), 448.
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где
д , и\ = v» - -i- а»,

С2

Входящие в систему уравнений (34) перемещения их и и2 вы-
разим через две функции ф1 и ф2 следующим образом:

и, = ф2 L22
«2 =

'11 Ф1
-21 Фг

Отсюда находим

(35)

, а, Р=1, 2, (36)

где
.2 V72

v
72 32

a

Функции ф а (а = 1, 2) должны удовлетворять уравнению

Выполнение указанных действий приводит к биволновому урав-
нению

+ 0 I 2

Рассмотрим теперь осесимметричную задачу. Если осью сим-
метрии является ось z, то достаточно положить

Фз = ф(г, z, t), ф! = ф2 = 0, (38)

где ф1, ф2, фз — декартовы координаты вектора ф. Из соотноше-
ния (б) получим

„ ц дгдг '

и, = • (39)

|—. 2 ^ 2 1 д 2 у 2 д2 . 1 д

с\ ' дг2 г дг ' дг:

Функция ф должна удовлетворять биволновому уравнению

П?П^Ф=0. (40)

При переходе к статической задаче функция ф становится функ-
цией Лява.
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В гл. 5 мы часто пользовались представлением перемеще-
ния и с помощью функций Папковича — Нейбера. Метод этих
авторов довольно удобен при решении некоторых краевых задач.

Посмотрим, будет ли представление

R-x)-4(l-v)x (41)

удобным также и для задач эластокинетики.
Подставим формулу (41) в уравнение

+ (Я + ц) grad div u + X = pu; (42)

тогда мы получим уравнение

grad [(Я + 2ц) (V20 -f R • V2x) - рё - р (R •х)1 -

- 4 ( l - v ) [ n V * x - p i ] + X = 0. (43)

Выберем функцию х так, чтобы удовлетворялось уравнение

- 4 ( l - v ) n D 2

2 X + X = 0. (44)

Из уравнения (43) остается

D29 + R-n 2 X = 0. (45)

Уравнения (44) и (45) образуют полную систему волновых
уравнений.

Если мы имеем дело с бесконечной областью, ход решения
будет таков. Из решения уравнения (44) определяем функцию х
и подставляем ее как известную функцию в уравнение (45). Из
решения этого уравнения получаем функцию Э.

Для ограниченного тела решение последней системы волно-
вых уравнений становится довольно сложным. Это вызвано свя-
занностью функций 6 и х в уравнении (45).

Установим теперь связи между функцией Яковаке <р и обоб-
щенными на динамические задачи функциями Папковича — Ней-
бера 6 и х- Определим функции 9 и % как

i 0 = _ A + J L D ? q , ( 4 6 )

Тогда представление

и D 2 q ) _ A ± J L g r a d d i v q ) ( 4 7 )

переходит в представление Папковича — Нейбера

R-x)-4(l-v)x. (48)
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С другой стороны, из формулы (46) при учете уравнения (8)
получим

R.D?X = 0. (49)

Из всех рассмотренных до сих пор представлений u(x, t) (через
потенциалы Ламе Ф и if, через функцию Яковаке <р и через обоб-
щенные функции Папковича — Нейбера 9 и %) наибольшее прак-
тическое значение имеет представление Ламе. Оно приводит к
самым простым волновым уравнениям. Представление с помощью
функции ф удобно для определения перемещений в бесконечной
среде и в упругом полупространстве. Наименее удобное пред-
ставление дают функции 8, % ввиду связанности волновых урав-
нений (44) и (45).

9.5. Уравнения эластокинетики в напряжениях

Во многих задачах эластостатики важную роль играют урав-
нения в напряжениях Бельтрами — Мичелла, особенно в задачах
о кручении и изгибе стержней и в задачах, связанных с пло-
ским напряженным и плоским деформированным состояниями.
Аналогичные уравнения для задач эластокинетики вывел Игна-
чак 1 ).

Исходным пунктом являются уравнения в перемещениях

k + (^ + *А) uk, ki + Xt = рй,. (1)

Используя связи между тензором деформаций и перемещениями

2ef/ = «(,/ + «/, и (2)

преобразуем уравнения (1) к виду уравнений, содержащих де-
формации,

k + (Л + V) 4k, ti+Y № . / + */. i) = Phi- (3)

Далее воспользуемся соотношениями Гука
Ми

2ре11 = о11-ЖТщГокк. (4)

Подставляя формулы (4) в (3), получим дифференциальные
уравнения

1

') Ignaczak J., Direct Determination of Stresses from the Stress Equations
on Motion in Elasticity, Arch. Mech. Stos., 11, № 5 (1959), 671—678.
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Свертывая уравнения (5), получим соотношение

Используя формулу (6), сводим уравнения (5) к виду

c * f e + ? г / = ° *

&/ = Xi, I + X,, Г + Я + 2(Х /̂-. г-

Эти уравнения являются обобщением уравнений Бельтрами —
Мичелла на динамические задачи. Если нагрузки, а тем самым
и напряжения не зависят от времени, то получаем уравнения
в напряжениях эластостатики (см. формулы (6) § 4.4).

Применим к уравнениям (7) оператор Of, получим

r. г - - Т Т Г Г " Х Г > г г у = 0 > ( 8 )

В этом общем случае тензор напряжений удовлетворяет неод-
нородному биволновому уравнению. При отсутствии массовых
сил имеем

•?***=о, • ? • ! * „ - о . О)

Напряжение atj можно разделить на две части: olt = o'il-\- a"t,
причем

D X / ^ 0 . П К / ^ О . (10)

Очевидно, что уравнения (7), выраженные через напряже-
ния, необходимо выполняются в линейной эластокинетике. Как
мы покажем ниже на примере плоской задачи, они не являются
достаточными для решения конкретной краевой динамической
задачи. Ниже мы предложим другой вариант уравнений движе-
ния в напряжениях, которые не только являются следствием
основной системы уравнений эластокинетики, но и обусловли-
вают эту систему. Игначак ') доказал разрешимость этого ва-
рианта уравнений в напряжениях, а также теорему единствен-
ности их решения иным путем, без ссылки на энергетические
соображения. Вывод этой последней теоремы мы ниже по-
вторим.

Исключая из уравнений (1) и (2), а также из уравнений
движения

<т/л , + * , = ?«, (11)

') Ignaczak J., A Completeness Problem for Stress Equations ol Motion.
Arch. Mech. Stos., 15 (1963), 225—234,
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перемещения и деформации, приходим к соотношениям в напря-
жениях

которые являются необходимыми уравнениями эластокинетики.
Рассмотрим вторую краевую задачу, предполагая, что на од-

носвязное тело действуют внешние силы. Пусть на поверхности
А заданы граничные условия

аИ{х, t)n,{x) = pi{x,t), х<=Л, (13)

а напряжения о>- удовлетворяют внутри тела начальным усло-
виям

аи (х, 0) = о», (х), ди (х, 0) = о»,. (14)

Предположим, что мы имеем дело с двумя различными реше-
ниями уравнения (12), напряжениями a'tl и а'(г Обозначим их
разность через тц, а разность перемещений и'{ — и" через t/t-.
Разность напряжений хц должна удовлетворять системе урав-
нений движения

т И , , = ри{ (15)

с однородными граничными и начальными условиями

хИ (х, t) п, (х) = 0, хе=Л, rif(x, 0) = т,/(х, 0) = 0, х е= V, (16)

а также уравнению

Р
1Г 1 Т ' / З Я + 2ц

Умножим это уравнение на т ;/ и проинтегрируем по объему
тела У и по времени 0 < т < / < о о :

• / " • _ _ i* " • i j ^ / _j_ir ^ • л!/ n /1 R\

0 V

Ho
id

Применим теорему Гаусса — Остроградского к выражению
t t

J dx J {Tki,kiii),idV — J dx J хы<кгип^А =
0 V 0 V

r , Г Г d , v
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Этот интеграл равен нулю в силу первого граничного усло-
вия (16). Уравнение (18) поэтому примет вид

О V
Учитывая соотношения (15), имеем

•-^-(UiU{)\dV = i
t! L f̂* Ы L \ • UIV -p ̂.JX /

0
или

V
Используя соотношения (4), окончательно получим

Л • • I Р ТТ Т7 \ Л/ /-V _ _/ _// (OCYS

При [г > 0, ЗА, + 2ц > 0, р > 0 мы имеем дело с квадратичной
положительно определенной формой. Поэтому должно быть
ёц = 0, Oi = 0, а следовательно, и tij = 0. В силу однородности
начальных условий для напряжений получим %ц = 0. Итак, мы
имеем дело с единственностью напряжений.

Вернемся к уравнениям в напряжениях (7) и отбросим в них
массовые силы:

ц) / 1 1

Продифференцируем уравнение (21) по Xj и получим
2(Я + ц) /1 1 \ Х6ц

ОТ/У-, , + — —okk ш + -Г г — Okk / = 0. (22)

Используя соотношение (6), которое при Xt = 0 примет вид

• К* = °> (23)
получим систему уравнений

Разрешая уравнение (11) относительно ut (при X; = 0 и в пред-
положении однородности начальных условий), получим

t
рщ (х, t)=j(t — %) а л,, (х, т) Л . (25)

о
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Подставляя (25) в (24) и учитывая соотношения (12) при
Xi = 0, сводим систему уравнений (24) к системе уравнений
эластокинетики в перемещениях

\"^2Щ + (А + ц.) uk, ki = рй{. (26)

Уравнения в напряжениях (6) и (7) справедливы также для
двумерных задач. Если внешние силы, граничные и начальные
условия не зависят от переменной х3, то уравнения в напряже-
ниях примут для плоского деформированного состояния вид1)

Я б а В
O v v = U. (Z/ )

/л I _. \ У V * * '

D?aYY = 0, a, p, Y = 1 , 2. (28)

Справедливы следующие соотношения:

__ ^ар •• 1 _ i (29)

р«а (X, t)=j(t — T) (7ар. р (X, Т) dt, (30)
о

—т-о„„, а, Р=1, 2. (31)

Эти уравнения были использованы Игначаком 2) для решения
задачи о поверхностных волнах Рэлея. Метод уравнений в на-
пряжениях оказывается удобным при исследовании динамиче-
ских задач для изотропных неоднородных тел.

Для решения двумерных задач довольно удобным в приме-
нениях оказывается некоторый вариант уравнений в напряже-
ниях, предложенный Снеддоном 3) и Радоком4). Он основан на
таком использовании уравнений движения и условий совместно-
сти, что получаются волновые уравнения для трех неизвестных
функций аи. с?22. CTi2- Часть этих уравнений удовлетворяется
одной функцией напряжения, являющейся в некотором смысле
обобщением функции Эри на динамические задачи. Ход рассуж-
дений в этом варианте следующий.

') Ignaczak J., On the Stress Equations of Motion in the Linear Thermo-
elasticity, Arch. Mech. Stos., 15, № 5 (1963), 691—695.

2) Ignaczak J., Rayleigh waves in a Non-homogeneous Isotropic Elastic
Semi Space (I), Arch. Mech. Stos., 15, № 3 (1963), 341—346.

3) Sneddon I. N.. Rend. Clrc. Mat. Palermo, 1 (1952), 57.
4) Radok J. R. M., On the Solution of Problems of Dynamics Plane Elasti-

city, Quart. Appl. Math., 14 (1956), 289.
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Исходным пунктом являются два уравнения движения:

51а11 + (Э2а21 = рй1, 31а12 + а2ст22 = рй2, (32)

и уравнение совместности

д?*22+Фп=2дАе12- (33)

Воспользовавшись соотношением (31), выразим условие сов-
местности (33) в напряжениях:

д\оп + djas, - j ^ y V* (au + a22) = 2д,д2ап. (34)

Продифференцируем первое из уравнений (32) по х\, второе по
х2 и сложим:

д*оп + др22 + 2д1д2о12 = рё, е = д1и1-\-д2и2. (35)

Учитывая, что
2(А + ц)в = 0Г„+0Г22, (36)

преобразуем (35) к виду

= ) (ЙП + *22)- (37)

Исключая из уравнений (34) и (37) напряжение o?i2, получим
первое основное уравнение

a ? K + ° g = o - (38)

Продифференцируем первое уравнение (32) по х\, второе по х3

и вычтем почленно. Тогда

{, — а2%2 2 = р ( в „ — ё 2 2 ) .

Принимая во внимание, что
1

8 П ~ 622 = 2}Г

и выполняя простые преобразования, приходим ко второму ос-
новному уравнению

22. (39)

Н а к о н е ц , продифференцируем первое уравнение (32) по х2, вто-
рое по Х\ и с л о ж и м . Получим третье основное уравнение

5 1 а 2 ( а 1 1 + а 2 2 ) + П ^ 1 2 = 0. (40)

Для определения неизвестных функций an, a22, о\2 имеем три
уравнения (38)—(40). Удовлетворим сначала уравнению (39).
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Выражая напряжения оц и огг с помощью некоторой функции
F(x,t):

а" = дУ--Цд*Р' °u = d]F-^d]F, (41)

и подставляя формулы (41) в (39), убеждаемся, что это урав-
нение удовлетворяется. Подставляя формулы (41) в уравнение
(40), получим

Наконец, подставляя формулы (41) в уравнение совместности
(38), получим для функции F биволновое уравнение

n?D|F( jc p хг, /) = 0. (43)

Решение этого уравнения позволяет определить напряжения огц
и (Т22 из формул (41). Напряжение 012 найдем из решения волно-
вого уравнения

n\on = -d{d2U\F, (44)

в котором правая часть уже известна. Трудность заключается в
том, что в ограниченных телах напряжение а\2 входит в гранич-
ное условие. Возможен еще другой путь определения напряжения
Oi2. Подставляя оц и агг в формулы (31), получим деформации
en = d\U\, 822 = д2и2. Интегрируя их, получим перемещения « ь

и2, а с их помощью — напряжение а\2 = ц(дг«1 + д\п2). Может
показаться, что представление

™--^А а, Р=1. 2, (45)

удовлетворяющее уравнениям (38) — (40), дает полное решение.
Однако, как показал Игначак1), это не так. Ибо подставляя
формулу (45) в уравнения (29), получим

^ О . (46)

Уравнение (46) не может выполняться ни для одной функции F,
которая удовлетворяет уравнению

• ? П ^ = 0. (47)

С другой стороны, подставляя формулу (45) в уравнения дви-
жения

СТаа. р = Р"а»

') J. Ignaczak, loc. cit. стр. 574.
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получим

а = L 'р, а = рйа. (48)
2с2

Отсюда следует, что перемещение иа выражалось бы только че-
рез скалярный потенциал F, в то время как известно, что пере-
мещение выражается через потенциальную и соленоидальную
части.

Снеддон и Радок показали, в частности, пригодность пред-
ставленного здесь решения для задачи о силах, движущихся в
упругом пространстве и полупространстве с постоянной ско-
ростью V.

Выберем новую систему координат ( |ь | 2 ) , движущуюся вме-
сте с возмущением и связанную с системой (х\, х2) зависимостью

Очевидно, что возмущение движется по направлению оси х\.
Вводя новые переменные в уравнение (43), получим

а 2 1 д2 \ I д2 _ 1 д

Здесь

Для напряжений 0ц, а22, выписанных в переменных gi, |2> имеем
следующие формулы:

(50)

Решение уравнений (49) можно представить в виде

U = С/, + Сг-

нели в уравнение для 11\ подставим Pi | 2 = |г. то получим гар-

моническое уравнение
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Решениями этого уравнения являются аналитическая функ-
ция F{ (zi) и сопряженная с ней функция F{ {z{), где 2t = g, -f- ф^

Общее решение уравнения (49) можно представить в виде

U = F, (г,) + Л^Г) + F2 (z2) + / ^ = 2 Re [F, (г,) + F2 (z2)],

Подставляя формулу (52) в соотношения (50), получим

ап - - 2 Re [ ( 1 + р> - 1 (̂ ) F- (г,) + 1 (1 + f̂ ) F- (г2)],

Подставляя оц и 022 в две первые формулы (31), после инте-
грирования получим перемещения «ь и2, выраженные форму-
лами

г 1 1

Im [p,F; (г,) + - ^ (1 + р»)F2 (22)].

Подставляя Hi и «2 в соотношение ai2 = M-(^I«2 + ^2«i), получим

a12 - 2 Im [p,Ff (г,) + i i ^ S ! . ^ ( я д]. ( 5 5 )

9,6. Применение интегральных преобразований

Рассмотрим действие массовых сил в неограниченном про-
странстве. Предположим, что напряжения и перемещения обра-
щаются в нуль на бесконечности. Мы располагаем уравнениями
движения

<Т/*./ + ** = Р«*. i, * = 1, 2 . 3, (1)

И соотношениями Гука

- (2)

Для дальнейшего будет удобно ввести новую переменную
т = C\t\ тогда уравнение (1) примет вид
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Систему этих уравнений можно решить, применяя преобразова-
ние Фурье по четырем переменным, определяемое соотношениями

f (а„ а2, а3) ю) = -^- J f(x b x2, xM т) exp [i (akxk + ют)

f(*i, *2, *з, т) = ^ г J И»!» а2. аз. м)ехр[—/(а^ +

dK = Й?ЛГ! dj^dA^dT, ^W7 = dai da2da3da. (4)

Здесь область интегрирования £4 берется по переменным Х\, х2,
х3) т. Умножая обе части уравнений (1а) и (2) на
exp [i(a.hXh + сот)], интегрируя по £4

 и учитывая соотношения

сводим систему уравнений (1а) и (2) к системе алгебраических
уравнений

- г а / а / , + Х, + рсУй й = О, (6)

б/* = — Ф ("*а/ + u,a.k) — ikbkjukak. (7)

Исключая из этих уравнений трансформанты напряжений, полу-
чаем систему уравнений, в которые входят только трансформан-
ты перемещений

(у 2 -ш 2 Р 2 )й* + (Р2 -1)0/0*2; = ^ - , (8)

где

Y2 = aHa] + 4 P2 = 4 -
С2

Решение этой системы алгебраических уравнений дает

U<
- - *'<»/«***

- »2р2) (Y

2 - со2) '

Подставляя формулу (9) в (7), находим соответствующее выра-
жение для трансформант напряжений. Применяя к формуле (9)
обратное преобразование Фурье, получим

(y^-^W-У) *ехр[-/(а^+сот)]
(10)
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Этот метод используется во многих работах, относящихся к
действию изменяющихся со временем сил и сил, перемещаю-
щихся с постоянной скоростью1).

Значительно удобнее, однако, применять интегральные пре-
образования к решениям Ламе. Мы имеем дело с соотношениями
(§ 9.3)

Щ = Ф. i + «i/*fyl>*. (И)

(12)

v2—VaJW—-4*.
и с волновыми уравнениями

4
или

(V
2
 _ д\) Ф(х, т)= ^ * (х. *). (V

2
-P

2
^) • (х, т) = - 4 X (х, т).

(13а)

Применим интегральное преобразование Фурье к уравнениям
(12):

(14)

> = — Ф (аз*

Разрешая эту систему уравнений относительно д и X/ и прини-
мая во внимание соотношение div / =—tXftC* = 0. получим
трансформанты правых частей уравнений (13):

Ъ. — — -^2 (^1 а з — ^3«i)» Хз = — ^ № < * i — A"ta2).

Применим преобразование Фурье к волновым уравнениям (13а):

') Eason G., Fulton J., Sneddon I. N., The Generation of Waves in an Infi-
nite Elastic Solid by Variable Body Forces, Phil Trans. Roy. Soc. London, 248
(1956), 575.

I. N. Sneddon, loc. cit. стр. 213.
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Выполняя в уравнениях (16) обратное интегральное преобразо-
вание, получим

Ф(х, т) = — ^ j »ехр [ г {у^ + а>т)] ^

" ' - e x Г- Пах + в т Ч 1 ( 1 7 )

4 J. У -

Зная функции Ф и \|)j, определим перемещение u(x, t) по фор-
мулам (11).

Рассмотрим частные случаи действия массовых сил. Пусть
функция Ф(х, /) имеет вид

) = const; (18)

тогда

Ь (o l t а2, а3> со) = - ^ - f б (*,) б (х2) б (х3) б (т) X

(19)

Если •©(х, 0 гармонически изменяется во времени: Ф (х, t) =
= ^06(x)ea' = '&06(\)ei1iX, ц = Х/сь где Я, —частота колеба-
ний, то

Ь(аь а2, а3, ш) =

= -Ш I б ^ i > б ( ^ ) б (ж3) ехр (lakxk) dx, dx2 dx3 J e'^e'^ dx =
Нч —с»

оо

= ^ J exp[/(coT + T1T)]rfT = -g r 6((o+-^-) . (20)
—oo

Здесь мы воспользовались тождеством

J e'^dx = 2n6(f), (21)
— 00

где б — функция Дирака.
Наконец, если источник •©• (х, t) = % б (х,) б (л:2) б (дг3 — vt) =

= д 0 б Ц ) 6 (д:?) б (дс3 — л^), Л = °/с)» перемещается в направлении
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оси *з с постоянной скоростью v, то
оо сю

Ь (щ, а2, а3, со) = -^ | J б (*,) б (х2) ехр [/ (а,лг, + а2х2)] d ^ dx 2 X
— СО —ОО

оо оо
X J J 6 (лг_, — TIT) ехр [i ( а л + шт)] <з?лг3 d r

— со —оо

= -j\ ехр [ix (ш -f- a3ri) ] dx = -~ б (со + a3ii). (22)
— оо

Рассмотрим еще осесимметричную задачу, причем предположим,
что единственной причиной, возбуждающей волновое движение,
является потенциальная часть массовых сил X = р grad Ь. То-
гда перемещения иг, иг выражаются через потенциал Ф так:

а волновое уравнение ограничивается только продольной волной

n 2 m ' А Г-12 У2 ' л э v2 — д2 л. х д л. д2 (ОА\П1Ф = 2-v, П1 = V 2" at, V = —j H — + —2~. (24)
с, с, о/- г dr dz

При решении этой задачи удобно применить сначала интеграль-
ное преобразование Ханкеля, а потом преобразование Фурье по
двум переменным; преобразование Ханкеля определяется фор-
мулами

оо
Ф(а, z, t)=\ Ф(г, z, t)J0(ar)rdr,

(25)

Ф(г, z, 0 = J Ф(а, 2, t)aJ0(ar)da.
о

Умножая уравнение (24) на rJ0(ar)dr, интегрируя по г от 0 до
со и учитывая, что

оо

о
получим

или _

( т т — а 2 )ф(а, Z, т ) _-д'Ф (а, г, т) = _ _ ^ ( а z ty
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Введем интегральное преобразование Фурье

Ф(а, Р, со) = -^- ( Ф(а, z,

Ф (а, z, т) = -^- J Ф (а, Р,

Пртгаепяя формулы (27) к уравнению (26), получим алгебраи-
ческое уравнение

(а2 + Р2 — со2) Ф (а, Р, со) = \ % (а, р, со). (28)

Совершая обратное преобразование над решением (28), найдем

Ф(г, г, т) =

О —оо —оо
Так же просто интегральные преобразования используются для
определения перемещений в бесконечной области методом Яко-
ваке. Перемещения тогда выражаются формулами

где функции cpj должны удовлетворять биволновым уравнениям
2

lnl<fi + Xt = 0. (31)
Выполнение интегрального преобразования Фурье по четырем
переменным (х, т = C\t), представленного формулами (3) и (4),
дает

Т(у2_ Г Л 2^ *L+»_
Ф1

(Я, + 2ц) (Y2 - со2) (у2 - 02Р2) 4>i + Xi = 0. (33)

Функции ф/ найдем по формуле

X, ехрГ— ( (а.де. + ют)1

l ^ W j ( v W ) ( V - M W rfMaj*°' ( 3 4 )

ИЛИ

1 7 Ц 2 -

X e x p l - / (аАл:А + cot)] dW* (35)
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Метод интегральных преобразований можно применить так-
же к уравнениям в напряжениях. Игначак1) дал соответствую-
щие формулы для напряжений, применяя к уравнениям в на-
пряжениях сначала преобразование Лапласа по времени /, а
затем преобразование Фурье по трем переменным х\, х2, х3. Свои
формулы он применил для определения напряжений, вызванных
действием ядра термоупругой деформации, т. е. ядра типа
X = р grad •&.

9.7. Принцип виртуальных работ. Единственность решения

Рассмотрим упругое тело под действием нагрузок, изменяю-
щихся во времени. В этом теле возникает поле перемещений
«i(x, t). Добавим к перемещениям «г- виртуальные приращения
б«г. Эти приращения очень малы, но произвольны; впрочем, они
согласуются с условиями, наложенными на тело. Они являются
непрерывными функциями класса С2. На той части поверхности
тела, на которой заданы перемещения, положим б«г = 0. На
остальной части поверхности виртуальные перемещения произ-
вольны.

Рассмотрим виртуальную работу внешних сил

Ы = J Xt дщ dV + f pt Ьщ dA.
V A

(1)

Учитывая, что pi = oatij, и используя теорему Гаусса — Остро-
градского, преобразуем поверхностный интеграл к виду

6L = J (Xt + a,t,,) ви, dV + | a/4 6e l7 dK. (2)
V 7

Воспользуемся уравнениями движения

<*//. / + * i = P«J- (3)
Подставляя формулу (3) в (2) и приравнивая между собой ра-
боту внешних сил из уравнений (1) и (2), получим

dV. (4)

Мы получили принцип виртуальных работ эластокинетики. Урав-
нение (4) справедливо как для упругого, так и неупругого тела,
для линейных и нелинейных соотношений между напряженным
и деформированным состояниями. Введение соотношений Гука

(5)

') J. Ignaczak, loc. cit. стр. 574.
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сужает принцип виртуальных работ до линейно упругих тел.
Введение работы деформации

^ Е = №;.6;;. + jEkkBnn (6)

позволяет придать уравнению (4) форму

| {Х{ — рй() diit dV + J Pl Ъщ dA = б J We dV. (7)
V A V

Из уравнений (4) и (5) вытекает, что виртуальная работа
внешних сил и сил инерции равна вариации внутренних сил, т. е.
вариации работы деформации. Нужно добавить, что в случае
смешанных граничных условий (когда на Аи заданы перемеще-
ния, а на Аа — нагрузки) поверхностный интеграл, входящий
в уравнения (4) и (7), берется только по поверхности А„.

Приравняем перемещение щ в некоторый момент тому пере-
мещению, которое в той же точке действительно будет иметь
место по прошествии времени dt. В этом случае

ди, dW
Ьщ = -^-dt = vt dt, 6lF e = -gf- dt

Уравнение (7) примет вид

$ Xtv,dV + \ PlVidA-p$ttvtdV = 7rt, Wt=\wtdV. (8)
V A V

Обозначим кинематическую энергию через

v
Так как

= p j VlvtdV,

уравнение (8) можно представить в виде

^ (Ж + Ге) = J XiVi dA + j PiVl dA. (9)

В этом уравнении мы узнаем основное энергетическое уравне-
ние, которое составляет частный случай (ограниченный адиаба-
тическими процессами) закона сохранения энергии из § 3.2
(формула (10)).

На основе уравнения (9) утверждаем, что суммарное прира-
щение во времени кинетической энергии и работы деформации
равно приращению работы, выполненной внешними силами си-
стемы.



590 Гл- -̂ Основные уравнения и теоремы эластокинетики

Основное энергетическое уравнение (9) можно использовать
для доказательства единственности решения. Рассмотрим для
этого односвязное тело, находящееся под влиянием внешних
сил в деформированном состоянии, изменяющимся во времени.
Пусть на части Аа поверхности заданы нагрузки, а на части
Аи — перемещения. Пусть существуют два решения и\ и и";
тогда оба поля перемещений должны удовлетворять уравнениям
движения

Вычитая одно из другого эти уравнения и вводя обозначения
й( = и[ — и", dij = a'l, — о",, получим систему однородных урав-
нений

6ц., — рЬ = 0. (11)

Граничные условия для перемещений и'{, и" имеют вид

u'i = fi{x,t) на Аи, p'i = o'jinl на Аа,

u? = ft(x, t) на Аи, р'^о'^п, на Аа.

Почленное вычитание граничных условий дает

ut = 0 на Аа, pt = O на Аа. (13)

Однородными становятся также начальные условия. Для пере-
мещений и\ и и" эти условия преобразуются следующим об-
разом:

«Их, 0) = g.(x), «;(x, 0) = A,(x),

«Г (х. 0) = g i (х), и'; (х, 0) = Л,, (х). ( И )

Почленно вычитая эти уравнения, имеем для перемещений

й,(х, 0) = 0, й,(х, 0) = 0, x(=V + A. (15)

Итак, поле перемещений описывается уравнениями движения
(11), в которые уже не входят массовые силы, а также однород-
ными граничными (13) и начальными (15) условиями. Подстав-
ляя в основное энергетическое уравнение (9) Х̂  = 0, pt — Q на
Ао и й; = 0 на Аи, получим

dt
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что приводит к соотношению

9 + Жг = const = J (1 р»л + цёг/ё(.;. + А ё„ё„„) d v. (16)

Эта постоянная должна быть равна нулю ввиду начальных усло-
вий при t = О, ибо в силу того, что «,• = 0 и ui = 0, имеем также
и Ж = Же = 0. Но как кинетическая энергия, так и работа де-
формации не могут принимать отрицательных значений. Кине-
тическая энергия может быть равна нулю, если в каждой точке
и в каждый момент щ = 0. Так как йг = 0 при t — 0, то

й^О (17)

в каждой точке тела и в каждый момент. Отсюда вытекает, что

Поэтому возможно только одно решение. Из приравнивания
нулю деформации вытекает, что е,у = О, т. е. е^ = е^. Нако-
нец, из обобщенного закона Гука получим единственность на-
пряжений.

Рассмотрим частный случай, в котором причины, вызываю-
щие деформацию и движение тела, гармонически изменяются
во времени, т. е. когда

p,{x,t)=p*l(x)e-l»t=*ollnl на Аа

и,(х, f) = f*(x)e-to« на Аа.

В теле возникают перемещения ыДх, t) = e~iatu'(x), деформа-
ции Eil = e-iaie'.j(x) и напряжения а ( / (х, t) = e~i<at а*(1(х).

Уравнения движения

а ; / / + ^ ; + рсй 2

м;=о> (19)

записанные в перемещениях, будут эллиптическими урав-
нениями.

Введем амплитуды перемещений 6и'р умножим уравнения
(19) на б«* и проинтегрируем по объему V:

J [Х\ + Рсо2«*) ««Г dV + J аФ

/(, у Ьи) dV = 0.
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Преобразуя второй из интегралов, получим

J (X] + pco2

U*) в«; dV + J р\ Ъи] dA = J a-tj бе*,. dV,
А VV

ИЛИ

J (Х\ + рю2ы') Ьи] dV + J р] Ьи] dA = b\ W\ dV, (20)
V А V

где

Принимая, что вариации перемещений равны нулю на Аи и
произвольны на Аа, получим из формулы (20)

6/V;-J rtu\dv- \ P X ^ W C O 2 P { u]6u]dv, r'=jwBdv.
\ V Aa j V V

Вводя величину

Ж *=-f- J ututdV,
V

получим окончательно

б/г; — Ж'— \x\u\dV— jp]u]dA\ = 0. (21)

Итак, мы имеем дело с некоторым экстремальным свойством
выражения, заключенного в скобки. Заметим, что при со—>-0, т.е.
при переходе к статической задаче, мы получаем доказанную
в § 4.5 теорему о минимуме потенциальной энергии.

Предположим, что варьированию подвергаются амплитуды
напряжений а*. Величины 6а*j и связанные с ними вариации
перемещений выбираем так, чтобы внутри тела удовлетворялись
уравнения

ва;л / + вх; + р(а2ви; = 0. (22)

Кроме того, потребуем, чтобы на Аа было бр? = 6<т*.(.п, = 0.
На Аи величины 6р] = ба*.;«;. пусть принимают произвольные
значения.

Умножим уравнения (22) на и* и проинтегрируем по объему
тела:

[ 6 а ' п < , . + 6Х: + рсо 2 а « ) ) u ] d V = 0. (23)
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После простых преобразований получим

J 6Х]и] dV + J вр>; с!Л = J е*. 6a;.;. dK — рсо2 J «* 6«* dV. (24)

Так как

; = J е'у. 6a*,. dV, ЬУГ = pco2 J u\ бы* dK,
V V

уравнение (24) можно свести к виду

б (ЯГ — Ж') = J ы* бХ\ dV + J ы* 6/?* ЙЛ.

Предполагая, что u"i=f*(x) на Лц не варьируется и что
б (M'-Y*) = и* бJ*, получим окончательно1)

б/У;—х* — Jx;«;dK— fP*«;^Wo. (25)
V V Аи I

Из всех напряженных состояний, удовлетворяющих уравне-
ниям движения (3) и граничным условиям на Аа, в действитель-
ности осуществляется напряженное состояние, определяемое ва-
риационным уравнением (25). Заметим, что при со^-0 уравне-
ние (25) представляет собой теорему о минимуме дополнитель-
ной работы, подробно обсужденную в § 4.7.

9.8. Принцип Гамильтона

Из принципа виртуальных работ при варьировании переме-
щений можно вывести некоторый весьма общий минимальный
принцип для поля перемещений.

Рассмотрим конфигурацию деформированного тела, непре-
рывно изменяющегося во времени между двумя моментами
t — t0 и t = t\. Приравняем действительные перемещения
Ui(\, t) и перемещения Ui-\-6uit причем варьировать будем так,
чтобы

ви,(х, /0) = ви,(х, /,) = 0. (1)

') Reissner E., Note on the Method of Complementary Energy, /. Math.
Phys., 27 (1948), 159—160.

Westergaard H. M., On the Method of Complementary Energy, Proc. Amer,
Soc. Civil Eng. (1941), 199—227.
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Запишем принцип виртуальных работ (формула (7) § 9.7) в
виде

Ы — р J uibuidV = b J WtdV, (2)
V V

где
Ы = J Xt bUidV + J pi but dA.

V A

Проинтегрируем уравнение (2) по времени от t0 до U:
t, U U

J dtj bWedV = jbLdt — p^ dt\ uibUidV. (3)
t, V h U V

Введем кинетическую энергию Ж = -^9 I u(uidV и вычислим ее
v

вариацию:
Г . - г д /. ч г . .

ЬЖ = : р U; 6-'i( ЙИ = р —тт"(Ц( ОЫЛ ыК —" р U/6u,(iV^.
J j at J

Интегрируя последнее выражение по времени от /о до t\, полу-
чим

(" ЬЖ dt = p f dt \ 4r(ui 6 " г ) d ^ — Р \ dt\ щ but dV. (4)
J J J at J J
и и v и v

Первый интеграл в правой части равен нулю в силу предполо-
жения (1). Поэтому

^ ЬЖ Л = — р J dt j ut Ьщ dV. (4a)
t, и v

Подставляя формулу (4а) в (3), получим соотношение
t, U

' ?*dV, (5)

а это и есть принцип Гамильтона. В левой части мы вынесли
символ вариации за знак интеграла. Это допустимо потому, что
как Же, так и Ж являются функциями состояния — величинами,
зависящими от мгновенного состояния тела и не зависящими от
того, каким способом это состояние было достигнуто. Символ ва-

риации в выражении J bLdt можно вынести за знак интеграла

и
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только тогда, когда внешние силы обладают потенциалом

дТ I дТ \

в этом случае

Обозначая через П = Же + Т полную потенциальную энергию
системы, получим принцип Гамильтона в виде

б / ( П — Ж)Ш = 0. (7)

Функция Ж — П называется функцией Лагранжа, а интеграл

\ (Ж —11)dt — действием по Гамильтону. Формула (7) указы-

вает на то, что интеграл {Ж — П) dt принимает экстремаль-

ное значение.
Для абсолютно твердого тела Же = 0 и это уравнение пере-

ходит в известный принцип Гамильтона механики абсолютно
твердого тела.

Возвращаясь к уравнениям (5) и (6), заметим, что потен-
циал внешних сил существует, если нагрузка не зависит от пе-
ремещений. Однако можно указать случаи (например, действие
аэродинамических нагрузок на крыло самолета), в которых на-
грузки зависят от перемещений, а часто и от изменений этих
перемещений во времени. В этих случаях нагрузки не обладают
потенциалом и нужно использовать вид (5) принципа Гамиль-
тона.

Заметим еще, что для статической задачи Ж = 0 и принцип
Гамильтона сводится к принципу минимума потенциальной
энергии упругой системы

6П = 0. (8)

Рассмотрим простой пример приложения принципа Гамиль-
тона к колебаниям мембраны, обсужденным в § 7.4. Пусть тон-
кая плоская упругая пленка натянута на контур / с натяжением
S. К натянутой таким образом мембране приложена нагрузка,
перпендикулярная ее плоскости. Эту нагрузку обозначим через
p(x,t), а вызванный нагрузкой прогиб — через w(\, t). Под
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влиянием нагрузки сила натяжения S получает незначительное
приращение AS. Работа, произведенная внутренними силами
S-\-dS на элементе dA (рис. 7.6), составит

dW& = {S + dS) J J dun ds « S J J dun ds.
A A

После интегрирования по поверхности А мембраны получим

Тг = S (А' — А). (9)

Через А' мы обозначили поверхность мембраны после дефор-
мации. Используя известную формулу дифференциальной гео-
метрии, имеем

А' = J [ 1 + (dywf + {d2wfik dA.
A

В силу того что первые производные перемещения w малы по
сравнению с единицей, получим

Г е = S (Л' - Л) « -§- J [(а,ш)2 + (d2w)2] dxx dx2. (10)
А

Кинетическая энергия задается формулой

Х=\ \ wwdA, (11)
А

а вариация внешних сил — выражением

6L= J pbwdA. (12)
А

Подставим формулы (10) —(12) в уравнение (5):
и и

b\dt\ й л Ц - К З ^ + ^ а ш ) 2 ] — |-шй)}= $ dt \ pbwdA. (13)
t0 A tt A

Но

у б J dt | ww dA = J dA J xb bw dt = J dA 11 w бда |J| — J w bw dt \.
U A A U A I ' t, >

Так как bw (x, to) = bw(x, tl) = 0, то

^ 6 Jrf/ J ш д а ^ Л = - Jrf/ J wbwdA. (14)
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Преобразуем по частям выражение

jb J \{dxwf + (d2wf]dA=\ diwdi(6w)dA =
A

f [{diW6w),i — V ? a ; d « ; ] d A = \ dtw nt 6w ds — j V2w bwdA =

i A

2— \ V2w6wdA. (15)
I A

П о д с т а в л я я ф о р м у л ы (14) и (15) в (13) , получим

j d t l » — pw+p}bw — S j ~6wds\=0.

Криволинейный интеграл по границе мембраны равен нулю. Это
следует из предположения, сделанного при выводе принципа
виртуальных работ. Мы предположили тогда, что вариации пе-
ремещений должны согласовываться с условиями, ограничиваю-
щими движение тела. Поэтому если на / задано граничное усло-
вие w = 0, то вариация бдо должна быть равна нулю на этой
границе. Остается поверхностный интеграл. Ввиду произволь-
ности вариации &w подинтегральное выражение в квадратных
скобках должно быть равно нулю:

Stfw — pw + p = 0, (16)

и мы получили дифференциальное уравнение колебаний мембра-
ны. Если нагрузка р не зависит от времени, то из формулы (16)
получим дифференциальное уравнение мембраны для статиче-
ской задачи

2 p = 0. (17)

Принцип Гамильтона можно применить для вывода дифферен-
циальных уравнений и соответствующих граничных условий для
более сложных упругих систем, таких, как тонкие плиты и обо-
лочки. Можно также, исходя из принципа Гамильтона (б), найти
общие уравнения движения вместе с граничными условиями.

9.9. Теорема взаимности

Рассмотрим две системы причин, вызывающих движение тела,
и вызванные ими следствия. Причинами могут быть внешние
силы, т. е. массовые силы ХГ И нагрузки на Аа, а также переме-
щения на Аи, наконец, заданные начальные условия. Причинами
являются перемещения иг внутри тела и связанные с ним дефор-
мации ец и напряжения оц.
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Вторую систему причин и следствий будем отличать от пер-
вой системы, снабжая все величины штрихами.

Первая система причин и следствий описывается уравнения-
ми движения

°lt, i + Х{ = piit, (1)
граничными условиями

u{ = fi(x, t) на Аи, а{1П/=р{{х, t) на Аа (2)

и начальными условиями

и, (х, 0) = g, (х), щ (х, 0) = hi (x). (3)

К этим уравнениям нужно добавить соотношения Гука

(4)

(5)

и связи между деформациями и перемещениями

е (u + " )

Аналогичные уравнения со штрихами справедливы для второй
системы причин и следствий. Применим к уравнениям (1) — (5)
интегральное преобразование Лапласа, определяемое соотно-
шениями

00
2 [а„ (х, 0] = дц (х, р) = J <г„ (х, 0 е-"' Л.

о
Заметив, что

^~] = р2п1(х, p)—pui(x, 0) —«t(x, 0) =

= р2п( (х, р) — pg{ (x) — Л2 (х),

преобразуем уравнение (1) к виду

ff/i, / + ^ = Р(р2Щ — pgt — Ы). (6)

Граничные условия после применения к ним преобразования
Лапласа примут вид

Щ (х, р) = U (х, р) на Л„, вцщ == р, (х, /) на Аа. (7)

Применение преобразования Лапласа к формулам (4) и (5)
приводит к соотношениям

аИ = 2jieiy + АЛ/ё**, Ё„ = у (й,,, + «/, /)• (8)

Умножим первое из уравнений (8) на ё{/ и аналогичное урав-
нение для д'ц на ё*/. Почленно вычтем одно из другого полу-
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ченные таким образом уравнения и проинтегрируем по объему:

dV=zb. (9)

v
Это первая общая форма теоремы взаимности, которая после
применения обратного преобразования примет вид свертки:

t

\ dx \ ot,(x, x)e'u(x, t-x)dV (x) =
О V

t

= J dx J aii (x, / - т) в„ (х, т) dV (x). (10)
0 V

Уравнению (9) можно придать вид

V V
или

J К» А / - ~ач. ,йЧ\*у = J [ ( в А / - e«. /".Id F- о»)
V V

Применение теоремы Гаусса — Остроградского, а также исполь-
зование уравнений (6) и аналогичных уравнений для системы
со штрихами позволяют свести уравнение (И) к виду
J Xfi\ dV + j pfi\ dA + pj gfi't dV+ j hfi.\ dV =
V A V V

= J X'fi, dV+j р\п{ dA+p J gft dV + J AJ6, dF. (12)
V Л К V

Применение обратного преобразования Лапласа приводит к
уравнению Граффи')

t

О V
t

J dx J [Xt (x, x)u'i (x, t — x)~Xl(x,t — x)Щ(x, T)]dV(x) +

(
+ jdxj[Pi(x, T)«;(X, / - T ) —pj(x, ^-x)« f(x, x)]dA(x) +

О А

+ j[ftW%iL-e;«-^iL]^(x)+

+ J [Л, (x) u; (x, 0 - h\ (x)% (x, 0] dV (x) = 0 . (13)

') Graffi D., Sui teoremi di reciprocita nei fenomeni non stazionari. Atti
Accad. Sci. Bolonga, 10, N° 2 (1963).
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Это вторая форма теоремы взаимности для эластокинетики.
В случае однородных начальных условий уравнение (13) значи-
тельно упростится. Особенно просто формулируется теорема
взаимности для бесконечного тела. Если предположить, что дей-
ствие массовых сил ограничено конечной областью, а началь-
ные условия однородны, то перемещения ut и и[ обращаются в
нуль на бесконечности. В уравнении (13) исчезают поверхност-
ные интегралы и остается

t

J dx J [Х, (х, т) u't (х, t-x)-X'i (х, t-x) и, (х, т)] dV (х) = 0. (14)

Пусть в точке % действует единичная мгновенная сосредото-
ченная сила Х{ = д(х— %)6it6(t), направленная по оси xt и

создающая в бесконечной области поле перемещений С/'/' (х, S, t).
В точке 11 приложим силу X'i — 6{x — f\)6ik6(t), направленную
по оси xk. Обозначим через U\ ' (x, t|, t) поле перемещений,
связанное с действием силы Х\. Из уравнения (14) получим

t

\ dx J [б (х - 1 ) б об (т) U\k) (х, ч> / — т) —
0 v«,

- 6 (х - ц) б/Лб (t - т) (Ап (х, I, т)] dV (x) = 0,
или

UT{1, % t) = UlI)(n, I, 0, и k = \ , 2 , 3 . (15)

Очевидно, что тензор перемещений £/'/*' является симметричным
тензором. Соотношения (15) являются обобщением теоремы
взаимности Максвелла на динамические задачи теории упруго-
сти.

Соотношения (15) остаются справедливыми и для ограничен-
ного тела при однородных граничных условиях. В этом случае
мы имеем дело с уравнением

t

dxj[Xt(x, x)u'i{x, t-x)-Xl(x, t-x)ut(x, x)]dV(x)

0 V
t

+ J dx J [Pi (x, T) u'. (x, t-x)-p\ (x, * - T ) ut (x, T)] dA (x) = 0. (16)
0 A

Если предположить, что сосредоточенная сила Х{ действует в
точке | и направлена по оси Xj, а сила Х[ в точке ц направлена
по оси xh и, кроме того, что на Aq отсутствуют поверхностные
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нагрузки, а на Аи тело защемлено, то останется уравнение (15),
в котором интегрирование ведется по ограниченной области. По-
верхностный интеграл в уравнении (13) исчезает, ибо pt =p'i==0

на Аа и и{ = и'{ = 0 на Аи.
Вернемся к бесконечному телу и рассмотрим действие силы

Х3, движущейся в направлении оси х3 с постоянной скоростью v.
Тогда

Поле перемещений, обусловленное действием этой силы, обозна-
чим через Ui(x, t).

Во второй, вспомогательной системе приложим в точке §
мгновенную сосредоточенную силу X'i — b(x— | ) б (t)bit, направ-
ленную по оси X]. Поле перемещений, вызванное этой силой, обо-
значим через u't (x, | , t).

Уравнение (14) примет в этом случае вид

J dx J [б (*,) б (*2) б (х3 - от) 6t3ti't (x, l,t - т) -

-6(x-l)6(t-x)6itu1(x,T)]dV(x) = 0,
откуда

t

UfO, 0 - J «з(0, 0, от; £„ | 2 , %3; t — x)dx, / = 1, 2, 3. (17)
о

Поэтому, зная находящееся под знаком интеграла перемещение
Mg, связанное с действием сосредоточенной мгновенной беско-
нечной силы, мы можем определить вектор перемещения u ( | , t),
вызванного силой Xi = 6(x1)8(x2)8(x3 — vt)8i3, движущейся с
постоянной скоростью в направлении оси х3. Из формулы (17)
видим, что U;(|, t) = 0 при / = 0. Перемещающаяся сила Xi на-
чинает свое движение в момент t = 0.

Рассмотрим теперь случай, когда причины гармонически ме-
няются во времени. В этом случае, обозначая буквами со звез-
доякой амплитуды колебаний, а через со — частоту колебаний,
получим систему уравнений движения в виде

а;г1/ + х; + рш2«;=о 08)

с граничными условиями

ui(x) = ft(x) на Лц и a'jini=p'l(x) на Л„. (19)

Уравнением, соответствующим уравнению (9), будет

J №«-"М^-о. (20)
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а вторая форма теоремы взаимности выразится уравнением

( р х - - р ; х ) < м - » о . <2i)

Здесь напряжения а'* и перемещения и'(' удовлетворяют урав-
нениям движения

<^./ + *Г + рсо2»Г = О (22)

с граничными условиями

«Г(х) = /П*) н а Аи и <>;>, = / О * ) на Аа. (23)
Вернемся к исходным уравнениям (1) — (5) и предположим, что
система со штрихами относится к статической задаче, а поэтому
удовлетворяет уравнениям

а ; м + ^ = 0 (24)

и граничным условиям

ы; = /;(х) на Аи и a^r t r =p;(x) на Аа. (25)

Умножая уравнения (4) на г'ц а уравнение

на ВЦ, почленно вычитая перемноженные так уравнения и инте-
грируя по объему V, получим

J [ои (х. t) *'и (х) - о'и (х) ги (х, 0] dV (x) = 0. (27)
v

Выполняя такие же преобразования, как и в уравнении (11),
имеем

J { [ a f / ( x , * K W ] f / - a y l t / ( x , / ) « ;

- J l&lt (x) «4 (x, t)\ t - a j t i ; (x) щ (x, 0} rfV (x).

Наконец, используя уравнения (1) и (24), получим

J {Xt - рй,) и\ dV + J р | И ; dЛ = J X'tut dV + J p;«< ЙЛ. (28)
A V A

Такая форма теоремы взаимности позволяет использовать фун-
даментальные решения эластостатики для определения переме-
щений.
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В качестве примера определим перемещение ы,-(|, t), вызван-
ное в бесконечном пространстве действием массовых сил
Xi(x, t). Для этой цели используем перемещения £//'(*, | ) , вы-
званные действием стационарной сосредоточенной силы, поме-
щенной в точке | и направленной по оси Xj. Из уравнения (28),
в котором в рассматриваемом случае исчезают поверхностные
интегралы, имеем

J б ( х - | ) Ь„щ (х, 0 dV (х) = J [X, (х, 0 - рй, (х, /)] £/'/' (х, I) dV (x).

Это уравнение сводится к интегродифференциальному уравне-

+ Р J «/ (х, /) UfP(x, | ) rfK (x) =
V

= \ Xi(x,t)U[l)(x,l)dV(x). (29)

нию

Если перемещения гармонически изменяются во времени:

и,(х, $ = е-ши}(х),

то уравнение (29) примет вид

и] (х) - рш2 { и] (х) £/</> (х, I) d F (х) = J X] (х) f/</> (x, | ) dK (x). (30)

V V
Пусть в ограниченном теле действует поле массовых сил
Xi(x, t), а на границе Аи и Аа заданы однородные граничные
условия. В уравнениях (28) исчезнут поверхностные интегралы
и останется

и, (|, t) + р J й, (х, 0 ОТ (х, I) dV (х) = J Xt (x, /) t/(/» (x, 1) dl/ (x).
" v (31)

Здесь перемещения f/'/' (x, | ) обусловлены действием сосредо-
точенной силы X'i — 6(x —1)6// в точке | ограниченного тела.
Функции и[(х, | ) должны удовлетворять системе уравнений

М\к + (Л + |i) t/!/.'*! + S (x - 1 ) б// = 0 (32)

С граничными условиями

0 = 0 на Л р</» = 0 на А.. (33)
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Предположим теперь, что массовые силы гармонически изме-
няются во времени:

Принимая следующий вид перемещений ut:

и, (х, 0 = е~ Ши) (х) + 5 «1П) (х) е~1^, (34)

убеждаемся, что функции «/(х) удовлетворяют неоднородной
системе уравнений

и] (х) - РЯ2 J и] (х) Of (x, I) dV (x) = J X] (х) Uf (х, | ) dV (х), (35)
V V

а м^п) — однородной системе уравнений

«У» (I) - Р < J и<») (х) £/</) (х, | ) dF (x) = 0, (36)
v

I, / = 1 , 2, 3, «=1, 2, .... оо.
Из системы уравнений (35) получим амплитуды перемещений,
вызванных действием массовых сил. Приравнивая нулю опреде-
литель системы уравнений (36), определяем частоту собствен-
ных колебаний тела. Система уравнений (35) для таких частот
не имеет решений. В этом случае мы имеем дело с резонансом.

Определим теперь приращение объема тела при изменяю-
щейся во времени деформации. В качестве состояния со штри-
хами примем всестороннее статическое растяжение тела. Тогда

Из уравнения (28) для Л^ = 0 имеем

J щщ dA = з ^ / J X,x, dV + J PlXi dA -p J utxt dV\.
A \V A V I

Левая часть уравнения представляет собой приращение объема
тела; поэтому

= -яИ I Xt(x,i)XldV(x) +

J Pl (x, 0 JC, dA (x) - p J щ (x, 0 xt dV (x) 1. (37)
A V J
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Для статической задачи последний интеграл обращается в нуль,
и мы получаем формулу (20) § 4.11.

К формуле (37) мы придем также следующим формальным
путем. Умножим уравнения (1) на Xi и проинтегрируем по об-
ласти V. Получим

V

или

| [(or,,*,), 7 — ЬцОл + Xtxt — pufXi] dV = 0.
V

Окончательно

Г p ^ dA + f X,xt dV — p f utxt dV = f akk dV. (38)
J «/ •/ J

A V V V

Ho

V V
Очевидно, что формула (38) идентична формуле (37).

9.10. Обобщенная формула Сомильяны

В § 4.13 даны так называемые формулы Сомильяны, с по-
мощью которых можно определить перемещения и внутри тела,
зная перемещения и нагрузки на поверхности тела и фундамен-
тальные решения для бесконечного пространства. Применим
использованные там рассуждения к задачам эластокинетики.

Рассмотрим тело, занимающее объем V, ограниченный по-
верхностью А. Пусть на это тело действуют массовые силы, а на
поверхности А заданы перемещения щ = fi(x, t). Примем далее,
что начальные условия для перемещений однородны.

Исходным пунктом наших рассуждений будет теорема вза-
имности

t

J dx J [Xt (x, т) и\ (x, t — x)-X'i{x,t — т) Щ (X, T)] dV (x) +
0 V

t

dxj[pi(x,x)u/

i(x,t-x)-p'i(x,t-x)ui(x, x)]dA(x) = 0. (1)
0 A

Это —уравнение (13) § 9.9, упрощенное вследствие однородно-
сти начальных условий.

Массовые силы Xt и перемещения м* относятся к ограничен-
ному телу. Попробуем определить перемещения «;(!. t) в точке
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| G V, выражая их через граничные условия и соответственно
выбранные перемещения и\. Эти последние функции вы-
берем следующим образом. Предположим, что функции и̂  =
*=Щк)(х, £, t) вызваны действием сосредоточенной мгновенной
силы X'i = 6ikb(x —1)6(0, приложенной в точке | бесконечного
упругого пространства и направленной параллельно оси Xh- Эга
сила вызывает перемещения и\ = и^.

Перемещения мы получим из решения системы уравнений

^2U\k) + (X + \i) U{,% + в«5 (х - 1 ) б (0 = pi/, (2)

в бесконечном пространстве. Предположим, что эти перемеще-
ния известны (мы их вычислим в § 10.1). Следует добавить, что
при решении системы уравнений (2) требуется предположить
также однородность начальных условий.

Определим далее соответствующие перемещениям С/',*1 (x, I, t)
напряжения а\. = о^' (х, | , /) и построим вектор напряжения
на поверхности А:

р\ = Pf (х, I, t) = |i (£/<*>, + U«\) п, + lntU^n. (3)

Подставляя u\ = U^\ p't = p{t\ X't = blkb{-x. — %)b(t) в уравне-
ние (1) и принимая во внимание, что

t
\dx\x'i{x, t-x)Ul(x, r)dV(x) =
n v

t
= j dx J б (x - 1 ) б (t - x) biku{(x, x) dV (x) = в*(6, 0.

0 V
получим следующее соотношение:

Ujt (|, 0 = J dx J X, (x, T) U\k) (x, ?, / - т) dV (x) +
0 V

t

+ J dx { [P / (x, T) t/<ft' (x, I, /-т)-р«*> (X, &, < - T ) И, (X, T)] rf^ (x). (4)
0 A

Последняя формула представляет обобщение формулы Сомиль-
яны на задачи эластокинетики. Зная распределение массовых
сил Хи перемещения ы,- = /, на Л и вектор напряжения на А,
можно определить вектор перемещения в точке | в момент вре-
мени t. Формула (4) справедлива до тех пор, пока | лежит
внутри тела.
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Формула (4) имеет только теоретическое значение. Это сле-
дует из того, что на поверхности А заданы (т. е. известны) либо
перемещения, либо нагрузки, т. е. только один тип граничных
условий на А. Если бы, однако, выбрать перемещение и\ так,
чтобы оно соответствовало полю перемещений, вызванных дей-
ствием сил Х( = 8 « 6 ( х — | ) б ( / ) в ограниченном теле (занимаю-
щем объем V, ограниченный поверхностью А), защемленном по
А, то определение перемещения Uh{\, t) имело бы практический
смысл. Пусть поле перемещений «,• = £/',• '(x, £, /) удовлетворяет
системе уравнений

lxV26\k) + (I + (х) &,% + &ik б (х - 1 ) б (/) = pUit x, I s V, (5)

с граничными условиями

и однородными начальными условиями.
Предполагая, что поле перемещений ОТ известно, опреде-

ляем вектор напряжения р^ — р^ по формуле (3). Подстановка

функций X't, U\k), fi[k) в уравнение (1) приводит к формуле

t

uk (6, fl*=\dx\xt (x, t) ОТ (х, \,t — x) dV (x) -
0 V

t

- J dx \ pf (x, I, t - 1 ) ы. (x, T) dA (x), (6)
0 A

из которой уже можно определить перемещение «>,(§,/). Фор-
мула (6) представляет собой решение первой краевой задачи
эластокинетики.

Представленную здесь обобщенную формулу Сомильяны без
труда можно расширить на случай неоднородных начальных
условий.

9.11. Смешанные краевые задачи эластокинетики ')

Рассмотрим односвязное тело в области V, ограниченной по-
верхностью А. Пусть поверхность А составлена из трех частей,
разделенных кривыми а и р. На каждой из этих частей поверх-
ности заданы иные, чем на соседней, граничные условия. На тело
действуют массовые силы X, на части поверхности А2 заданы

') Nowacki W., Mixed Boundary Problems of Elastodynamics, Bull. Acad.
Polon. ScL, Ser. Sci. Techn., 12, № 3 (1964).
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нагрузки q, на Л] и Л 3 предположим, что вектор и равен нулю ' ) .
ПОЛОЖИМ, ЧТО все причины возникли в момент / = 0+.

Мы имеем дело с задачей со смешанными граничными усло-
виями. Требуется решить систему уравнений

\lUi, п -f {I + (А) «/. /» + ^< = Р«< (X, t), (1)

i, / = 1 , 2, 3, х е V, / > 0 ,

с граничными условиями

Щ (У. 0 = 0. у е Д , Л3) ft (у, 0 = аЦ (у, t) n, (у), у е А2, (2)

и начальными условиями

и,(х, 0) = 0, « г(х,0) = 0, X G F , f = 0. (3)

Точку, принадлежащую области V, мы будем обозначать через
х, а точку на поверхности Лг — через у.

Эту сложную задачу теории упругости, как и ранее (§ 4.15),
сведем к решению системы интегральных уравнений. Мы будем
оперировать с простейшей системой, которую назовем «основной
системой». В качестве «основной системы» выберем тело, жестко
закрепленное на части поверхности Л3 и свободное от нагрузки
на частях А\ и Л2 поверхности.

При решении задачи окажется весьма полезным тензор
перемещений Грина U\ ] (x, t, t), построенный в основной си-
стеме. Пусть в точке | е К рассматриваемой основной системы
действует параллельно оси хи единичная мгновенная сосредо-
точенная сила. Эта сила Л^ = 6(х — t)b(t)bik вызывает при
фиксированном k перемещение LJW с составляющими U\k> (x, S, t),
/ = 1 , 2, 3. Если k последовательно принимает значения k =
= 1, 2, 3, то мы получим три вектора IK1', LH2>, U<3>, или тен-
зор перемещений £/'/" (х, £, t), i, k = l, 2, 3. Функции Грина
и\() (х, | , /) выберем так, чтобы удовлетворялись дифференциаль-
ные уравнения движения

vVtii + (Я. + ц) (/,% + 6 (х - 1 ) б (t) 6lk = 9U?} (x, I, t), (4)

x, | e К, * > 0 ,
с граничными условиями

Pf> = o\v(y,ht)nj(y) = 0, у е Л р Л 2 , ^ ( У . и ) = 0 , у е Л 3 , (5)

и начальными условиями

{/,*'(х,1. 0) = 0, t/<ft»(X( | , 0)«=0, х, 6 е 7 , / = 0. (6)

') Это предположение сделано только для ясности изложения. Однако
ничто не мешает принять на поверхностях At и Л3 неоднородные граничные
условия в перемещениях,
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Здесь oft = fi{ufj + lff.\) + КЬци
{гк)

г — напряжение, вызванное
действием сосредоточенной силы 6(х —1)6(1)6^. Используем
теперь теорему взаимности (13) § 9.9, предполагая, что вектор
и относится к системе уравнений (1) с условиями (2) и (3), а
вектор и' = lHft) — к основной системе. В уравнении (13) § 9.9
сразу же отбросим два последних интеграла ввиду однородности
начальных условий для функций и и LJW (уравнения (3) и (6)).

Теорема о взаимности работ принимает следующий вид:

J dx \ \Х, (х, т) UT (х, ?, /-т)-6 (х-|)в(/-х)в„И | (х, x)]dV (x) +
0 V

+ jdxj [Pi (у, х) £/<*) (у, | , t-x)-pf (у, I, t-x) и, (у, х)] dA (y) = 0.
о v ( 7 )

Это уравнение значительно упростится, если воспользоваться
свойством функции Дирака

и граничными условиями (2) и (5) для функций и и 1)<Ч Окон-
чательно получим

t
Ч (I. 0 = «°ft (6. О + / ^ J *, (у, т) Ц*> (у, bt-x) dA (у), | ё= 1/.

о л, (9)

Здесь введено обозначение

ыо* (|, <) = J dr J Xt (x, т) •£/«*> (x, | , / - т) dF (x) +

g e K , y e / 1 , (10)

Через Ri мы обозначили функцию ацп.) = Pi на поверхности А\.
Если функция U\k) известна, то известно выражение u°k (|, ff,
так как распределение массовых сил X в теле и распределение
нагрузок q на А2 задано. Функции u°k можно трактовать как
перемещение в точке | основной системы, вызванное действием
массовых сил и нагрузок ^ на поверхности А^.
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Произведем теперь замену переменных в функциональном
уравнении (9):

t

uk (x, t) = «° (х, /) + J dx J Rt (у, т) С/<*> (у, х, ^ - т) dA (у), х е К .
о л,

В это уравнение входят две неизвестные функции: перемещение
щ и реакция опоры R{ на А\. Очевидно, что, зная распределе-
ние сил Ri{y, t) на Аи можно найти поле перемещений «г(х, t).
Функции Ri(y, t) определим, используя первое из граничных
условий (2)

M y ' , 0 = 0, у ' е Л , . (12)

Здесь у' — произвольная точка на А\, отличная от у. Граничное
условие (12), будучи подставлено в (11), дает при переходе от
точки x e l ' к точке y 'S/4i следующую систему уравнений:

t

"I (у'. 0 + J dx \ Rt (у, т) £/<*> (у, у', t~x)dA (у) = 0, (13)
0 At

у, у ' е Д , /, А=-1, 2, 3.

Мы получили систему трех интегральных уравнений первого
рода. Ее решением являются функции Ri(y, т), / = 1, 2, 3. Под-
ставляя Ri в соотношение (11), получим искомое поле переме-
щений щ.

Уравнение (13) можно представить в более удобном для вы-
числений виде введением дополнительной функции Грина.

Новый тензор перемещений G(P (x, у, t) определим так.
Пусть в точке y'eAi действует сосредоточенная сила, направ-
ленная параллельно оси хг. Функция G'P В ОСНОВНОЙ системе
удовлетворяет однородной системе уравнений движения:

»G{C,i + (I + ц) О^ц = 9&Р (х, у', t), х е К , У е= Аи t > 0, (14)

с граничными условиями

Р{Р (У, У', 0 « Jftn, = б (у - у') Ь1ГЪ (0, У, у' е Л,,

РР (У, У'- 0 = 0, У е А2, Gp (у, у', /) = 0, у е= А3,
 ( 1 5 )

и начальными условиями

GP (х, у', 0) -= 0, 6Р (х, у', 0) = 0. (16)

Применим к функциям U\k) и Gp теорему взаимности, исполь-
зуя формулу (13) § 9.9. В новых обозначениях при учете гра-
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ничных и начальных условий (5), (6), (15) и (16) получим со-
отношение

t

J dx J 6 (х - 1 ) ЬШЬ (т) G\r) (X, у', t-x)dV (x) =
О V

t

= J dx J б (у - у') б/гб (* - т) U?] (у, 1, т) <*Л (у), (17)
О А,

которое приводит к зависимости

GV(l, у', t) = U{

r

k)(y',$,t). (18)

Заменяя у' на у, 1 на х, а индекс г на /, имеем

С/1,*1 (у, x,t) = G{^(x, у , / ) . (19)

Очевидно, функциональное уравнение (11) можно записать как

ик (х, t) = и\ (х, /) + J dx J Rt (у, т) С«> (х, у, f - т) ЙЛ (у). (20)
о л,

Переходя от точки х е V к точке у ' е Л ] , получим из формулы
(20) систему интегральных уравнений

t

И°*(У/,О+ f Л . | Ч ( У . ^ ^ ' ( У ' , У. <-т)ЙЛ(у) = 0, (21)
о л,

/, Л = 1 , 2, 3.

Представленный здесь метод решения можно обобщить на слу-
чай тела, в котором на поверхностях Аи А2, ...,АГ (А^-\-А2-\-...
Ф - - _ | _ У 4 Г = Л ) заданы различные граничные условия. Если ка-
кая-либо из поверхностей вырождается в кривую, то в инте-
гральные уравнения наряду с поверхностными интегралами вой-
дут также и криволинейные интегралы.

Рассмотрим теперь случай гармонических во времени колеба-
ний. Предположим, что причины, вызывающие колебания, имеют
вид

X (х, t) = X* (х) е-'»', р (х, 0 = р' (х) е-1* (22)

Тогда функции и,(х, /), Gj^x, t) будут гармонически изме-
няться во времени, причем

=Gtl)(х)е~ш (23)
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Функции ыг(х) должны удовлетворять эллиптическим диффе-
ренциальным уравнениям

/ + (*- + I*) "л а + 9^и\ + Х] = 0 (24)

и граничным условиям

и* = 0 на Л, и Ait q"l = a]inj на А2. (25)

Функциональное уравнение (20) переходит в уравнение

«* (х) = ut (х) + j R] (у) GJ"1 (х, у) dA (у). (26)

Переходя от точки х е У к точке у ' е Л | , получим систему ин-
тегральных уравнений

ut (у') + j Я] (у) С Г (у'( у) dA (у) = 0, *, * = 1, 2, 3, (27)
л,

из которой уже можно определить неизвестные функции Rt
(» = 1,2,3).

9.12. Метод Купрадзе

Обсудим кратко интересный метод, предложенный Куп-
радзе1) и основанный на сведении уравнений эластокинетики
для гармонических во времени колебаний к системе интеграль-
ных уравнений.

Подставляя в уравнения движения

гармонические колебания

и, (х, 0 = u*i (х) е-1**, X, (х, 0 = Х| (х) е-'«',

получим систему уравнений

Iх";, // + (^ + ц) "/. /г + Х\ + pw2«I = 0, (2)

которую кратко можно записать в следующем операторном
виде:

:/ + (̂  + v) didj. (3)

Мы будем рассматривать колебания односвязного тела В+, огра-
ниченного поверхностью А. В дальнейшем мы воспользуемся

') Купрадзе В. Д., Методы потенциала в теории упругости, Физматгиз.
М., 1963.
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теоремой взаимности для случая гармонических во времени ко-
лебаний. Это уравнение (21) § 9.9

J (ху; - *;•«;) av + J (Ру; - Р'М) UA = о. (4)
V А

Пусть массовые силы Х\, поверхностные нагрузки р* и пере-
мещения щ относятся к рассматриваемой области В+, в то
время как величины Х\*, /?" и и" — к бесконечной области.
Пусть в точке | е В + действует сосредоточенная сила с ампли-
тудой X*i = 6(x— |)6Г,, направленная параллельно оси xk.
Вследствие действия этой силы возникает поле перемеще-
ний Ufk)(\, | ) и вектор напряжения р " с составляющими

Функции и\к) должны в бесконечной области удовлетворять
системе уравнений

vWfii + (X + ц) uTh + б (х - 1 ) 6ik + 9<u2U?k) = 0. (5)

Перемещения U*{k) должны на бесконечности затухать в соот-
ветствии с «условием излучения», которое мы подробно обсудим
в § 9.15.

В дальнейшем опущены звездочки при всех величинах. Мы
делаем это только для упрощения записи, помня, что имеем дело
с амплитудами.

Подставляя в уравнение (4) u'i = U\k)(x, | ) , Х'( = 6(х — | ) 6ik,
p'i = p{

i

k)(x, i), получим уравнение

| [Xt (x) U\k) (х, 1) - б (х - S) bikut (x)] dV (x) +
V

+ J \Pi (х) £/<*> (х, 1) - />;<*• (х, I) и. (х)] dA (x) = 0.
А

Используя свойство функции Дирака, находим, что

uk(l)= j Xl(x)Ui

i

k)(x, l)dV(x) +

+ J Pi (x) £/<*> (x, | ) dA (x) - J № (x, I) ut (x) dA (x). (6)
A A

Формула (6) является формулой Сомильяны, выведенной здесь
для частного случая гармонических колебаний. Перемещения
uk (k=l, 2, 3) выражаются через объемный и поверхностные
интегралы, в которые входят функции щ и р,- на поверхности А.
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Правую часть уравнения можно записать в виде интегралов от
скалярных произведений векторов на тензоры. Полагая

X ^ (Хи Х2, Х3), U ( f t ) ̂  {U\k\ U[k), t/j,*>), р ^ (р„ р2, р3)

запишем уравнение (6) в виде

uk (I) = J X (х) • \}щ (х, £) dV (х) + / р (х) • U(ft) (x, g) Л4 (х) -
V А

-Jp<*>(x, S)-u(x)A4(x). (7)
л

В соответствии с формулой (8г) § 4.2 составляющие вектора
напряжения р можно выразить через производные перемещений

ди.
Pi (x) = ojt (x) tij (х) = 2ц -^ + гцсо/iMy + ^ u f t i k.

Отсюда ')

p(x) = 2 | i-^. + A,n-diva + 2 ^ ( n X r o t u ) ^ r , [ u ( x ) ] . (8)

Аналогично имеем

р<*> (х) = 2ц A - (U(ft>) + Лп • div M[k) 4- 2ц (п X rot U(ft)) =

^гЛи ( *'(х, §)]. (9)

Индекс х при 7" означает, что дифференцирование ведется по
Хх. Учитывая формулы (8) и (9), перепишем уравнение (7) так:

ик(I) = J X(х) • U ( f t )(х, | )dl/(х) + J Г,[и(х)] • U ( f e )(х, | ) < М ( х ) -
V А

- J 7\JU(ft)(x, l)]-u(x)dA(x). (7а)
д

Поменяем местами § и х и обозначим точку на А через у. Тогда

uk (x)= J X® • U ( 4 , x)rfy(g) + / 7-v[u(y)] • U'*1 (у, х) А4(у) -

V А
- J 7-,[U(ft)(y, x)]-u(y)di4(y). (10)

Формула (10) справедлива для области В+. Если точка х нахо-
дится во внешней области В~, то левая часть уравнения (10)
равна нулю. Если точка х находится на поверхности А, то в ле-

') В. Д. Купрадзе называет оператор Г оператором напряжений. — Прим,
перев.
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вой части формулы (10) появится множитель 1/2. В общем виде
имеем

V
+ J 7\Ди(у)1- U1*'(У, х )йЛ(у)-J rJU ( f t l(y Ix)].u(y)^(y), (11)

Л А

где

I I при *ей+,

1/2 при лгеЛ,
I 0 при лей".

Очевидно, что произвольный регулярный1) вектор и(х) в обла-
сти б+ выражается в виде линейной комбинации трех интегра-
лов:

Vk(x)=l\Jw(y,x)-<t(y)dA(y),
А

Wk(x) = J Ty[Uw(y, x)]

Здесь векторы <р(у) и г|? (у) определены на поверхности А, а век-
тор х(1) в области В+. Функции Uh, Vh, Wk называются упру-
гими потенциалами. Функция Uh называется объемным потен-
циалом, Vk — потенциалом простого слоя, a Wh — потенциалом
двойного слоя.

Нетрудно показать, учитывая уравнения (3) и (5), что

Dt,Vk(x) = 0, D,,Wk(x) = 0, /)</£/fc(x) = - x * ( x ) . (13)

Объемный потенциал удовлетворяет неоднородному уравнению
(3), а потенциалы простого и двойного слоя — соответствую-
щему однородному уравнению.

Основные свойства введенных потенциалов (12) существенно
зависят от дифференциальных свойств поверхности А и векторов
ф(у)> 'Ф(У) и х(У)- Если точка х принадлежит области В+, то по-
тенциалы простого и двойного слоя можно дифференцировать

') Произвольный вектор, определенный в замкнутой области В* KJ А = 5+,
называется регулярным, если его (все) составляющие непрерывны вместе со
своими первыми производными в В*, а их вторые производные непрерывны
и интегрируемы в В*.



616 Гл. 9. Основные уравнения и теоремы эластокинетики

произвольное число раз и доказать, что они являются аналити-
ческими функциями.

Дело усложняется, когда точка х приближается к границе,
х—*Л. Ядро упругого потенциала простого слоя U<ft'(y, x) стре-
мится в точке х = у к бесконечности как 1/л. Поэтому потенциал
простого слоя уже в случае непрерывной плотности ф(у) выра-
жается на А ограниченным интегралом. Иначе обстоит дело с
потенциалом двойного слоя. Купрадзе в цитированной выше ра-
боте показал, что если плотность \|)(у) удовлетворяет условию
Гёльдера с показателем а, а поверхность А принадлежит по
крайней мере классу Са, то потенциал двойного слоя в А суще-
ствует в смысле главного значения Коши ' ) . Мы дадим здесь без
доказательства три теоремы Купрадзе относительно упругих по-
тенциалов2).

Т е о р е м а 1. Если А е С1

а и ф е С ° , то потенциал про-
стого слоя

\{k)(y, х).ф(у)<М(у)

всюду непрерывен. Если же Ф (у) е На (А), то

Vk(x)<=Ci(B+), 0 < р < 1 . (14)

Т е о р е м а 2. Если А^С\ и фе// а(У1), то выражение
^y^ft(y) Д л я точки у, стремящейся к точке у0 на границе А, при-
нимает конечное значение. Тогда мы получим соотношение

(15)

') О функции f(x) мы говорим, что на некотором множестве S [/(*) е
s # a ( S ) ] она удовлетворяет условию Гёльдера с показателем а, если отно-
шение

где г(х, у) —расстояние между точками х и у, будет ограничено априори для
произвольных х и у, принадлежащих множеству S. Если функция /, опреде-
ленная в области S (х, е) (е не зависит от х), однозначна и непрерывна
вместе с производными до (k—1) -го порядка, а k-я производная принадле-
жит Ha(S), то говорят, что f принадлежит классу Ca(S) и пишут / s C a ( S ) .
Если данное выше определение остается в силе для каждой внутренней точки
поверхности А, то говорят, что поверхность А принадлежит классу С„. Если
k = 1, то говорят, что А является поверхностью Ляпунова.

?) В. Д. Купрадзе, loc. cit. стр. 612.
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Т е о р е м а 3. Если Л с С | , и ф е Я а (А), то потенциал двой-
ного слоя

Wk(x)=JTy[V{k)(y, x)\-^(y)dA(y)
А

стремится к конечному пределу, когда точка х стремится к не-
которой точке у о е Л . Этот предел равен

«МУо) = -2гоЫуо)+ J Ty[U{k)(y, yo)]-*(y)dA(y). (16)
А

Теоремы 2 и 3 используются при решении основных краевых
задач.

Решение первой краевой задачи, когда на А задан вектор
перемещения u(y o )=f(yo), мы представим в виде потенциала
двойного слоя, используя формулу (16). Получим следующую
систему интегральных уравнений:

+ J Ty[Ulk)(y, УО)Ь*(У)«М(У) = ЫУО). (17)
А

Решение второй краевой задачи (когда на А заданы нагрузки)
ищем в виде потенциала простого слоя, применяя теорему 2.
Тогда имеем интегральное уравнение

2я«Р*(Уо) + J 7V,[U
(
*'(y, Уо)] • «Р(у)<М(у) = /|к(Уо). (18)

Здесь Муо)—заданная на границе А нагрузка.
Входящие в эти уравнения интегралы необходимо понимать

в смысле главных значений Коши. Это сингулярные интеграль-
ные уравнения. Существенное значение имеет вопрос, является
ли справедливой для обсуждаемых уравнений теория Фредголь-
ма, ибо классическая теория интегральных уравнений приме-
няется к уравнениям с квазисингулярными ядрами (ядрами со
слабой особенностью, т. е. такими, которые на основном интер-
вале имеют особенности, интегрируемые в обычном смысле).

Купрадзе показал, что в случае сингулярных интегральных
уравнений теории упругости классическая теория Фредгольма
остается в силе. В уже цитированной книге он дал доказатель-
ство теоремы единственности и теоремы существования реше-
ния как для внутренней, так и для внешней задачи.

9.13. Решение неоднородного волнового уравнения

Путем разложения вектора перемещения на потенциальную
и соленоидальную части уравнение в перемещениях было све-
дено к системе простых волновых гиперболических уравнений
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второго порядка. Здесь мы более подробно займемся волновым
уравнением, характеризующим волну дилатаиии в бесконечной
упругой области,

(V 2--^д])ф(х, t) = -±y(x, t). (1)

Это волновое уравнение имеет фундаментальное значение в
распространении акустических и оптических волн. Предполо-
жим, что начальные условия однородны, так что единственной
причиной, вызывающей волновое движение, будет источник
у(х, t), который является заданной функцией переменных х, t.
Мы начнем с рассмотрения распространения волны в трехмер-
ном пространстве: х s (xu х2, х3).

Для решения уравнения (1) воспользуемся вспомогательной
функцией G(R, /), зависящей от радиуса R = (х\ + х\ + xWl и
времени t. Пусть эта функция удовлетворяет уравнению

)6(t) (2)

с однородными начальными условиями G (R, 0) = О(R, 0) = 0.
Уравнение (2) описывает сферическую волну, вызванную дей-
ствием точечного мгновенного возмущения в начале координат.
Уравнения (2) можно записать также в цилиндрических коор-
динатах:

+ ^ ^ ) ^ z t) bn^b{z)b{t) (3)

ибо сферическая волна характеризуется осевой симметрией от-
носительно оси z. Уравнение (3) удобнее в силу возможности
применения к нему интегрального преобразования Ханкеля—
Фурье.

Применим сначала к (3) преобразование Лапласа, прини-
мая во внимание однородность начальных условий. Получим

Здесь

G{r, z, p) = 2[G{r, z, t)]= G(r, z, t)e-P'dt.

о
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Умножим уравнение (4) на rJ0(ar)cosyz и проинтегрируем по
объему Vac'.

1 ! [ ^ +
О О

= — 2 | / Х J лб (г) /0 (аг) dr J б (z) cos уг dz.
о о

В соответствии с правилами интегрального преобразования
Ханкеля—Фурье получим

откуда

о о
Учитывая, что

cos yz dy я ехр [— г\Уа2 + (р2/с2)]

а 2 •
О

и
ехр[- г Уа2 + (Р2/с2) ] а/0 (аг) da __ e'^0

о
J / а 2 + (Р2/с2) /? '
u

получим

^ [ f / ? Т ^ ] ^ 1 . (6)

Перенесем теперь возмущение из начала координат в точку | .
Уравнение (2) в прямоугольной системе координат примет вид

(V2 - -L dl) G (x, h t) = - 4яб (х - 1 ) 6 (0. (7)

Применив к этому уравнению преобразование Лапласа, имеем

2 - £ ) S (х, !,/>) = - 4я6 (х - 1 ) . (8)

Решением этого уравнения, очевидно, является функция
„_ P-RPIC

G ( x , | . P) = ^ — , (9)
где
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Применим к (9) обратное преобразование Лапласа. Тогда по-
лучим

G(x t t)—6(RIC~t] nci\

Функция G(x, | , t) является фундаментальным решением волно-
вого уравнения. Она представляет собой мгновенный импульс
(функция Дирака), перемещающийся в направлении возрастаю-
щих значений R от точки возмущения | до бесконечности. Вели-
чина с является скоростью распространения этой волны.

Вернемся к уравнению (1) и применим к нему преобразова-
ние Лапласа с учетом однородных начальных условий:

( v 2 — & ) Ф ( Х />) Y

Умножим уравнение (11) на G, а уравнение (8) на Ф, вычтем
почленно одно из другого и проинтегрируем по объему V. Полу-
чим

V V
или

Для бесконечной области в предположении, что интеграл

Г | у | dV является ограниченным, имеем Ф -> 0 при R -> оо.
v
В уравнении (12а) поверхностный интеграл исчезает, и мы по-
лучаем

Ф й, Р) = -щг J У <х ' Р ) 5 (х > S. Р) ̂  (х)- (13)

Применяя к (13) обратное преобразование Лапласа и исполь-
зуя теорему о свертке, имеем

<

drjy(x,t-x)G(x, 6, T)dK(x). (14)
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Подставляя в (14) фундаментальное решение (10) и меняя ме-
стами точки | и х, получим

или

Подинтегральная функция характеризуется тем, что в нее вхо-
дит временной аргумент / — (R/c). Функцию у мы берем в мо-
мент t — (R/c), опережающий момент t, для которого вычисляем
Ф. Разность R/c этих моментов как раз составляет время, необ-
ходимое для распространения возмущения из точки | в точку х
со скоростью с. Выражение (15) называется запаздывающим
потенциалом.

Неравенство R ^ ct указывает на интегрирование внутри
шара. Введем сферические координаты (R, ф, $), связанные
с координатами \i и xt зависимостями

Е| = *£ + Ял*. г==1. 2, 3, (16)

где Пг — направляющие косинусы прямой, соединяющей точку х
с точкой | , и

пх = sin#cosq), rt2==sin'6'sin9, n3

0 < Ь < я, 0 < ф < 2л.

Подставляя формулы (16) в (15) и учитывая, что в сферических
координатах dV = R2 sin Ь dqdRdft, получим

ct я 2л

о о о
Здесь мы интегрирование по прямоугольным координатам заме-
нили интегрированием по шару радиуса R = ct. Центром шара
является точка х, точкой на поверхности шара — точка §.

Рассмотрим теперь частный случай формулы (15). Предпо-
ложим, что функция у(х, t) имеет вид 4яс2б(х)/(/). Это — сосре-
доточенное возмущение в начале координат, изменяющееся во
времени с момента / = 0 по заданному закону f(t).

Из формулы (15) получим

Ф(х, ^ y
Эта функция удовлетворяет волновому уравнению (1) и имеет
особенность в начале координат.
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Рассмотрим далее двумерную волновую задачу, описываемую
уравнением

•-^dt)o(xu x2,1) = - ^ { х и x2, t), v i e a 1 + a 2 > ( i 8 )

Ф(хи х2, О) = Ф(х1, х2, 0 ) = 0 .

Для решения этого уравнения воспользуемся волновым уравне-
нием, в котором решение зависит от г = (х[-\-x$fla,

& , 1 д 1 д* \ п ( г п _ о _ 6(г)б (<)
" \Г» »J Z J l й— ,

G(r, 0) = G(r, 0) = 0.

Применим к уравнению (19) сначала преобразование Лапласа

(r,p) = - ^ - . (20)

Решаем это уравнение, используя интегральное преобразование
Ханкеля, и находим G в виде

, п) _ Г «/о (<»•) rf« _ у f 'Р \

о

Здесь /Co(z)—модифицированная функция Бесселя третьего
рода. Применяя к формуле (21) обратное преобразование Ла-
пласа и перенося источник из начала координат в точку | , по-
лучим

0 при 0<t<r/c,

* _ t > r l c > (22)
f

где

Применим к уравнению (18) преобразование Лапласа:

(V? --§")Ф(х и х2,р)=*-±у {хи х2, р). (23)

Комбинируя соответствующим образом уравнения (20) и (23),
имеем

Г
А

J б (*, - 1 0 б (д?а - Ь) Ф (*„ *2, Р) rf*i rf*2 - р - J Y^ dA. (24)
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Поверхностный интеграл заменяем на криволинейный интеграл.
Этот интеграл равен нулю, если предположить, что интеграл

[ | у \dA ограничен и Ф—»-0, G-+0 при г—»• оо. Из уравнения
А

(24) остается уравнение

Ф(1и 1г. О = -2^г J Y(*i. *?. Р) О (*И Х%\ £„ |2i p)dxidx2.

Заменяя переменные и применяя обратное преобразование Ла-
пласа, имеем

t

о л

l = (ii, У . х = (лг„ л:2).

Нам остается подставить С? из формулы (22) в формулу (25).
Тогда

Ф ( х , 0 « - ^ / * т Г ^ - 1 Ц ^ ф , г < с « - т ) . (26)
о i у с2 (< —т)2 — г2

Сравнивая формулу (26) с формулой (15), заметим некоторое
несовпадение, а именно в формуле (26) интегрирование ведется
по времени. В формулу (15а) временная зависимость входит
косвенно через радиус шара R ^ ct, по которому ведется инте-

( R \I, t — 1.
Рассмотрим теперь частный случай источника, а именно

у(х, t) = 4nc28(xi)6(x2)f(t). Это линейный источник (вдоль оси
х3) интенсивностью 4nc2f(t). Он начинает действовать в момент
; = 0 и изменяется во времени по закону f (t). В этом случае из
формулы (26) получим

х2, /) =

t -Р/с
2с f f^d* при ct

(27)

О при ct < р,

где p = ( )
Формулу (27) можно получить другим путем, а именно ин-

тегрируя выражение Ф для точечного возмущения (формула
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(17)) вдоль оси г от — °о до + оо. Поэтому имеем

00
ф - \-г

J у

Вводя переменную s = z — g и учитывая, что

ф 0 при л > О,

= 0 при т] < О,
получим

Vc't'-p'

о

Совершая новую замену переменных

получим функцию Ф в виде
'-Р/с

ф = 2 с Г /WdT
J V с2 (/ - г)2 - рг у

в соответствии с формулой (27).
Нам остается рассмотреть одномерную задачу

Ф(хь 0) = 0, Ф(дс„ 0) = 0.

Вспомогательная функция G(xu gi; t) должна удовлетворять
уравнению

(29)
. g,, 0) = 0, G(xi, g,, 0) = 0.

Применяя к формулам (28) и (29) преобразование Лапласа и
соответствующим образом комбинируя эти уравнения, получим

J (GdlQ—O
—оо

оо с»
GdJt.4- J 6 ( * , - & , ) Ф > „ p)rf*,. (30)
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Предположим, что интеграл ) | у | dxx ограничен, а это влечет
— оо

за собой Ф - * 0 , G —*0 при * i — > ± о о . Интегрируя по частям ле-
вую часть уравнения и учитывая условия на бесконечности, по-
лучим

i. p) = -c2 \ Y(*i. P)G(X{, li, p)dxl. (3D

После применения обратного интегрального преобразования и
замены переменных получим

t оо

. t) == -^ J dx \ y(lut-x)G (х„ |„ т)dh. (32)

Применяя к формуле (29) преобразование Лапласа, а затем
косинус-преобразование Фурье, будем иметь

0(*„ \и Р) = ~ °^ехр[-р|х,-Б,П. (33)

Выполнение обратного преобразования Лапласа дает

при хх > I

при хх < \
,, £„ 0 = (34)

v — S
+ — — — ) — функция Хевисайда.

/
(

Подставляя формулу (34) в (32), получим следующую фор-
мулу для функции Ф:

t Xl+C(t-X)

Ф(*„ *)=-!• J d t J у ^ , X)d$1. (35)

В частном случае плоского источника, заданного функцией
( i , t)= 8(xi)f(t), из формулы (35) получим

Ф (*!./) =
J f (т) dx п р и \хх\< ct,

(36)
О при | *, | > ct.
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9.14. Интеграл Пуассона1)

Рассмотрим однородное волновое уравнение

(Х,/) = О (1)

с неоднородными начальными условиями

Ф(х, 0) = /(х), Ф(х, 0) = g(x), x e V . (2)

Займемся исследованием распространения в бесконечной обла-
сти волны Ф, вызванной начальными условиями (2). Применим
к уравнению (1) преобразование Лапласа и результат

?2Ф - тг [р2Ф - РФ (х, 0) - Ф (х, 0)] = 0 (3)

запишем в виде

(V» - •£) Ф (х, р) = - ± [pf (x) + g (x)]. (4)

Сравнение уравнения (4) с уравнением (11) § 9.13 показывает,
что функцию /7f(x) + g(x) можно трактовать как источник
v(x, p). Используя формулу (13) предыдущего параграфа, по-
лучим

ф & P) = l i - J " [ P / « + g(x)]G(x, I, p)dV(x). (5)
v

Функция G(x, | , /) как фундаментальное решение волновой за-
дачи задается формулой (10) § 9.13. Применим к формуле (5)
обратное преобразование Лапласа и заменим переменные. Тогда

x ' )

v
Рассмотрим первый из интегралов, обозначая его через Фь Вве-
дя сферические координаты (/?, ср, О), выразим координаты |*
на поверхности шара через координаты центра шара Xi\

l1 = xl + nlR, g2 = * 2 + rt2/?, %3 = x3 + n3R. (7)

Здесь пь «2, Щ — направляющие косинусы прямой, соединяю-
щей точку \ с точкой х. В сферических координатах

л2 = sin u

') P o i s s o n S. D., Memoires de I'Acad. Roy. des Sci., I l l (1819), 122,
Poussinesq J. V., С R. Acad- Sci., 94 (1882), 1965,
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Объемный элемент dV примет в сферических координатах вид

dV = R2 s in* dftdydR. (8)

Подставляя формулы (7) и (8) и функцию

в первый интеграл (6), получим

R 2я я

0 0 0

Используя свойство функции Дирака

-Л(О, (П)

v

приводим выражение (10) к виду
2Л Л

t e c

4JT J J
о о

Интеграл, входящий в это уравнение, является средним ариф-
метическим функции g на поверхности шара единичного ради-
уса. Формулу (12) запишем символически как

t)}. (13)

Учитывая вид уравнения (6), имеем

Ф ( х , t) = tMet[g{x, t)}+-§r[tMct{f(K, t))]. (14)

Решение уравнения (1) с начальными условиями (2) представ-
лено в виде двух поверхностных интегралов. Выражение (14)
называется интегралом Пуассона.

Проверим теперь, удовлетворяет ли выражение (14) началь-
ным условиям. G этой целью выполним дифференцирование по
времени в формуле (14)!

Ф(х, t) = tMct{g(x, / ) ]+M d {/(x, Ы+г-^МаЩх, 0). (15)
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При / = 0 имеем
2я П

ф ( х , 0) = М^ {f (x, 0)} = -£- I" dq> f f (xt) sin d c№ =

2я л

(16)

Интеграл в этом выражении равен поверхности единичной сфе-
ры, т. е. величине 4л. Поэтому Ф(х, 0) = f(x).

Дифференцируя уравнение (15) по времени, имеем

^ ^ { f ( x , t ) } . ( 1 7 )

Рассмотрим выражение

(х, 0) =
2Я Я

сЧ
= ^Г{^ 2 &(*1> *2> Х3) +

Это выражение при t-*0 стремится к нулю.
Так как

а величина

является ограниченной при ?->0, из формулы (17) остается
2Л Я

Второе начальное условие выполнено.
Интеграл Пуассона позволяет полнее понять механизм рас-

пространения волны. Предположим, что возмущения /(х) и
g(x) содержатся в некоторой конечной области Do, ограничен-
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ной поверхностью А. Это означает, что функции / и g равны
нулю вне этой области.

Рассмотрим изменение состояния Ф(х, t) в точке М(х), ле-
жащей вне области Do. В силу формулы (14) состояние Ф опре-
делено в точке М в момент t как начальное состояние в точках,
лежащих на сфере Mct радиуса ct с центром в М. Функция
Ф(х, t) отлична от нуля только в том случае, когда сфера Mct
пересекает область Do.

Пусть d\ и d2— расстояния от точки М до ближайшей и са-
мой дальней точки области DQ (рис. 9.3, а). Очевидно, что при

РИС. 9.3.

t < t\ = d\jc сфера Mct не пересекает Do; поверхностные инте-
гралы в выражении (14) равны нулю. До точки М возмущение
еще не дошло; точка М находится в состоянии покоя. Начиная
с момента Л = djc до момента t2 = d2/c сфера Mct пересекает
область Do, поверхностные интегралы будут отличны от нуля.
В момент t\ = d\]c сфера Mct достигнет области Do и фронт вол-
ны пройдет через точку М. При di/c < / < d2jc точка М нахо-
дится в состоянии возмущения. Момент t2 = d2/c соответствует
переходу конца волны через точку М. При дальнейшем возра-
стании t сфера Mct будет содержать область Do, возмущение ми-
нует точку М и Ф(х, t) примет нулевое значение (рис. 9.3,6).

Перейдем к двумерной задаче, т. е. к решению уравнения

с начальными условиями

Ф(*1, х2, 0) = /(x

(18)

Ф(*1, х2, 0) = g(Xi, x2). (19)
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Преобразование Лапласа функции Ф выражается формулой

= -ЩГ I [g &' 1г) + pf (gl> 1 г ) ] S ( |" l2> *" x» p) Я\ d&- ( 2 0 )

Здесь функция G(xu x2, | ь §2, P) задается формулой (25) преды-
дущего параграфа.

Рассмотрим первый из записанных выше интегралов:

$i (*i, *я. Р) — ^ Ь " J * ^ " ^)G(i i , ga, *„ дс2, р) dg, d|2- (21)

А

Применяя обратное преобразование Лапласа и учитывая, что

0 при 0 < / < г\с,
G(xlt при t > r/c, (22)

получим

Ф,(дс„ дса,

Легко убедиться, что обратное преобразование Лапласа, приме-
ненное к соотношению (20), при переходе к полярным коорди-
натам (л, 0) дает

d 2я

о<*••*••'>-gI \ ''"
0 0с/ 2Я -1Г Г f ( + 6 + i6) /О/|ч(24)
[ с/ 2Я -1

1 Г Г f (дс, + г cos 6, x2 + /-sin6) . . f l

о о r J
Интегрирование здесь производится по сфере Cct радиуса ct.
Формулы (23) и (24) можно получить также и переходом от
трехмерной задачи к двумерной.

Если функции g и f не зависят от х3, то и функция Ф, задан-
ная формулой (14), не зависит от х3. Эта функция удовлетво-
ряет уравнению (18) с начальными условиями (2). Очевидно,
что формула для решения пространственной задачи справед-
лива и для плоской задачи. В формуле (14) мы интегрировали
по сфере радиуса R = ct. Здесь ввиду независимости функций f
и g от Хз интегрирование по верхней полусфере можно заменить
интегрированием по кругу Cct, образованному пересечением
шара Set с плоскостью Х\Х2 (рис. 9.4).
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Элемент поверхности dA связан с элементом da плоскости
следующей зависимостью:

da = dA cos у,
где

г п „ , . _ NNt _ V(cty - (6, - xiY - (h - * 2 ) 2

cos у — MN — c t

Здесь | i , |г — координаты точки круга Cct. Аналогичные рассуж-
дения применимы и к нижней полусфере, поэтому интеграл
нужно удвоить.

п

РИС. 9.4.

В результате формула (12), которая имеет вид

ф 1 = 4 ^ 5 2 f f g(Ii. h> h)dA, R — ct, dA = R2sin®dftdy,

переходит в

cosy ~~ 2nc J J

В общем виде, преобразуя формулу (14), получим

„ t\ _ ] _ Г д Г Г /(Si, 1г) t?li rf£2 1
/.nc \ at j j y^cty — (Xi _ | , ) 2 _ (y2 — | 2 ) 2

I Г Г g (Si> 1г) ^Si dc,2 I jnc\
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Указанный метод называется методом спуска и широко приме-
няется в различных областях математической физики.

Предположим, что начальное возмущение в плоскости Х\Х2

ограничено некоторой областью Do с контуром / (рис. 9.5). Пред-
положим, что точка М(Х[, х2) лежит вне Ь о. Пронаблюдаем рас-
пространение волны, вызванной возмущениями g и / в области
Do. Состояние Ф согласно формуле (24) является начальным
состоянием в точках, лежащих на окружности Сс( радиуса ct
с центром в точке M(xit х2). В момент t<di/c, где d\— крат-
чайшее расстояние от контура /, окружность Cct не имеет точек,

РИС. 9.5.

общих с областью Do; до точки М возмущение еще не дошло.
Начиная с момента ty = d\/c до момента t2 = d2/c, где d2 — наи-
большее расстояние от точки М до контура I, поверхностные ин-
тегралы в формуле (24) отличны от нуля. Заметим, что они от-
личны от нуля и при t > d2/c, ибо окружность Cct содержит об-
ласть Do. Для t2 > d2/c имеем

g(£i,

—
dt v

/(Еь g2) rfsi afg2 ]

— ( î — ii)2 — (^ — i 2 ) r J ' (26)
Интегрирование в этой формуле ведется по области Do.

В случае возмущения в трехмерном пространстве функция
Ф была равна нулю после перехода хвоста волны через точку
М(хих2). Здесь, в двумерной задаче, функция М(хих2) не об'
раздается в нуль.

Следует, однако, заметить, что с неограниченным возраста-
нием t функция Ф будет стремиться к нулю. Это следует из на-
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личия члена ct в знаменателе подынтегральных выражений в
формуле (26). Функция Ф не обращается в нуль после перехода
хвоста волны через точку М, т. е. имеет место диффузия волны.

На рис. 9.5,6 показана функция Ф в фиксированной точке
М(х\, JC2) в зависимости от времени /.

9.15. Колебания, гармонические по времени

Рассмотрим однородное волновое уравнение в бесконечном
пространстве

( V 2 - - ^ 2 ) Ф = О (1)

и предположим, что причины, вызывающие деформацию, гармо-
нически меняются во времени. Тогда и функция Ф должна из-
меняться гармонически во времени:

Ф(х, 0 = е-'ш'Ф*(х).

Уравнение (1) переходит в уравнение эллиптического типа,
называемое уравнением Гельмгольца

(V*+ #)(!>• = О, *2 = $ . (2)

Это уравнение сводится к уравнению Лапласа, когда k = 0.
Рассмотрим сначала сингулярное решение этого уравнения

в бесконечной области. Нас интересуют те решения уравнения
(2), которые имеют в точке % особенность и зависят только от
расстояния между точками х и \.

Обозначим через г — г(х, | ) расстояние между этими точ-
ками и запишем уравнение (2) в едином виде для простран-
ственной и плоской задачи1):

• # + - ^ ^ + £2Ф = 0. (3)

При п = 3 имеем пространственную задачу, зависящую только
от г = (*2 -f х\ + *з)'/2> П Р И л = 2 — плоскую задачу, зависящую
OTr = (x? + 4 ) v \

Общее решение уравнения (3) имеет вид

{kr)\, m = ^ - . (4)

') Kupradze V. D., Dynamical Problems in Elasticity, Progress in Solid
Mechanics, North-Holland Publishing Company, Amsterdam, 1963.
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НЗдесь Нт, Нт—функции Ханкеля m-ro порядка первого и
второго рода.

При я = 3 (пг—1/2) имеем

т. е.
ikr -ikr

г = К*, - 1 , ) 2 + (х2 - Ы2 + (*3 - У2]''2- ^

Очевидно, что функция ф будет неограниченно возрастать при

Нужно еще установить, какую из величин следует сохранить,
а какую отбросить. Так как Ф(х, t)= Яе[е~шФ*(х)], то

Ф, (х, t) = Re (е-™ ̂ - ] = -1 Re{ ехр [ - /со (/ - £ ) ] } -

(6)

Мы получили расходящуюся волну, распространяющуюся от
места возмущения в направлении возрастающих г со скоростью
с. Напротив, функция

Ф2 (х, t) = Re [е-™ ^-] = ~ cos со (* + у ) (7)

представляет собой сходящуюся волну. Это волна, распростра-
няющаяся от бесконечности до точки возмущения. Решение (7)
не имеет физического смысла и его следует для бесконечной об-
ласти или для внешней области отбросить.

Перейдем от пространственной волны к двумерной. Решением
уравнения (3) для п = 2 является

Ф ( г ) - Л Я И И + ЯЯ'2» (*/•). г = [(л:1-11)
2 + (^- | 2 )Т 1 - (8)

В это решение входят функции Ханкеля нулевого порядка пер-
вого и второго рода. Эти функции можно представить как ли-
нейные комбинации функций Бесселя и Неймана

N0(kr), H^(kr)=^JQ{kr)-iNQ(kr), (9)
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где

( ) ( + )

Мы получаем при х—*\ неограниченно возрастающее решение,
причем функция ф возрастает как 1п(1/г), если А ф В. Если
А = В, из формул (9) сразу видно, что особенности сокра-
щаются.

Рассмотрим частное решение

O 1 = R e [ e - h X > ( * r ) ] . (П)

При возрастающем г для больших аргументов функции Ho\kr)
справедлива асимптотическая формула

ятЦ + О(г~% (12)

Через О(га) обозначаем такую величину у, что отношение у/га

остается ограниченным при г->оо. При учете (12) формула (11)
примет следующий вид:

= Re { ̂ / ^ е< f^-*/*-'*) [ 1 + О (г-')]} =

+ O ( ' - 1 ) ] . (13)

Мы имеем дело с расходящейся волной, распространяющейся в
направлении возрастающих г со скоростью с. Легко показать,
что вторая волна

является сходящейся, т. е. не имеет физического смысла. Для
решения пространственной задачи ф = eihr/r образуем следую-
щее предельное выражение:

которое характеризует поведение сингулярного решения на бес-
конечности. Выполняя указанные дифференцирование и переход
К пределу, получим

Г=Нт(- — ) = 0.
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Аналогично для решения плоской задачи qp = #on(&r) справед-
лива формула

Г = lim YT\ ± [Hl

o

l)(kr)\ - ikH{

o

u (kr) \ =

= lim \/J\-kH^(kr) — ikH^(kr)] = O. (15)

При предельном переходе мы воспользуемся асимптотическим
выражением

„ikr \ Акт

Предельные выражения (14) и (15) можно записать как

Акт

— elkr0 (r~2)

^ W (kr)} - ikH^ {kr) - eikr0 {Г3%

Эти формулы дают информацию о поведении фундаментальных
решений и их производных в окрестности бесконечно удаленной
точки.

В дальнейшем мы будем рассматривать класс решений урав-
нения

которые ведут себя на бесконечности так же, как частные реше-
ния е'*7г, H{

o

l)(kr).

9.16. Теорема Гельмгольца')

Разобьем бесконечную упругую область на внутреннюю об-
ласть Di, охватываемую поверхностью А, и внешнюю область
Da- Предположим, что источники возмущений, вызывающие мо-
нохроматические (гармонические) волны, лежат вне области Di.
Уравнение Гельмгольца

У2Ф* +/г2Ф* = 0, Ф(х, /) = Ф*(х)е-г<л', k = a/c, (1)

является однородным, а его решения регулярны в области D{,
т.е. не имеют в этой области особенности.

Попытаемся определить функцию Ф*(1), ? е О ь через по-
верхностные интегралы от функций Ф* и дФ*/дп. Так как при
выводе формулы для функции Ф* будем применять преобразо-

Helmholtz H., Journal f. Math. {Crelle), 57 (1859), 7.
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вание Гаусса — Остроградского, следует предположить, что функ-
ции, подвергающиеся этому преобразованию, имеют непрерыв-
ные первые и вторые производные внутри области D,- и на по-
верхности А.

Для определения функции Ф*(|), где | е D,-, вводим функ-
цию G(x, t) = G*(x)e~iat, удовлетворяющую уравнению Гельм-
гольца

- | ) (1а)

в бесконечном пространстве. Предположим, однако, что точка |
принадлежит Di. Умножим уравнение (1) на G*, уравнение (1а)
на Ф*, вычтем один результат из другого и проинтегрируем по
области Di. Тогда

J (GV0>* — O*V2G*) dV = 4я | Ф* (х) б (х — | ) dV (x). (2)
D, D,

Применяя к левой части уравнения (2) преобразование Гаусса —
Остроградского, получим

Функция G*(x, | ) является фундаментальным решением, зави-
сящим 01 расстояния между двумя точками | и х. В соответ-
ствии с решением предыдущего параграфа

G'(x, £) = - ^ , R = [(xt-lt)(xt-lt)]\ (4)

Функция G(x, | , t) описывает расходящуюся волну, распростра-
няющуюся от точки возмущения до бесконечности. Подставляя
формулу (4) в (3), получаем

Эта формула справедлива до тех пор, пока точка | принадлежит
области Di. Если точка § лежит вне D,, то правая часть уравне-
ния (5) равна нулю.

Формула (5) представляет собой первую теорему Гельмголь-
ца. Если Ф* является регулярным решением уравнения (1) и
имеет непрерывные первые и вторые производные внутри обла-
сти Dit а также на ее поверхности, и если точка | лежит внутри
области Di, то функция Ф* будет выражаться формулой (5).
Если | лежит вне области Di, то правая часть формулы (5) рав-
на нулю.

На основании формулы (5) можно определить функцию Ф*(|)
в точке | области Di, если известна функция Ф* (х) и ее нормаль-
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ная производная дФ*(х)/дп на поверхности А, ограничивающей
область D{. Точка х принадлежит А, а нормаль п направлена
наружу области £),-.

Во многих приложениях все источники находятся во внутрен-
ней области Di, а нас интересует значение функции Ф* в точке
| , лежащей во внешней области Da. Решение уравнения (1) для
области Da будет регулярным решением. Предположим, как и
ранее, что первые и вторые производные функции Ф* непрерыв-
ны в области Da и на поверхности А, отделяющей область Di
от области Da.

Опишем теперь сферу радиуса /?о с центром в точке | е Da.
Этот радиус выберем настолько большим, чтобы сфера содер-
жала внутреннюю область Dt (рис. 9.6).

Область, содержащуюся между поверхностью сферы 2 и по-
верхностью Л, обозначим через D. Запишем уравнение (5) для
области D:

В первом поверхностном интеграле мы изменили знак. Это сде-
лано ввиду того, что мы здесь приняли противоположное на-
правление нормали, которая в формуле (6) направлена внутрь
области Di, т. е. вовне области D. Во втором поверхностном ин-
теграле направление нормали совпадает с направлением ради-
уса R; тут нормаль направлена вовне области D.

Преобразуем второй поверхностный интеграл в формуле (6).
Здесь d% = Rlsin® dftdy = Rod(s>. Через da = sin,ft dft dy мы
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обозначили телесный угол поверхностного элемента dZ, угол
с вершиной в точке §. В результате получим

J J eikR° M l S r - / Л Ф 1 ] ^СО — X J «««. (Ф*)Л=«, <*«>• (7)

Очевидным является требование, чтобы полученные выше вы-
ражения стремились к нулю при R0-+<x (отсутствие источников
колебаний на бесконечности). Этим требованиям мы удовлетво-
рим, принимая, что

\Q>*R\<K и # ( - ^ - - Г £ Ф * ) - » 0 (7а)

при R-+oo. Эти условия должны быть выполнены при произ-
вольном выборе начала радиуса-вектора R и его направления
(т.е. углов •& и ф). Обозначая через O(Ra) такую величину .*,
что отношение x/Ra остается ограниченным при /?—• оо, а через
o(Ra) такую величину х, что отношение x/Ra-*0 при R—*<х>,
причем это происходит безотносительно к направлению радиуса-
вектора R и независимо от выбора его начала, запишем условия
(7а) в виде

Ф* = о (/Г1), (а)

^-/мг-оОг 1 ) . (б)
Условия (а) и (б) называются условиями Зоммерфельда. Усло-
вие (а) называют условием конечности (немецк. Endlichkeitsbe-
dingung), условие (б) — условием излучения (немецк. Ausstrah-
lungsbedingung).

Таким образом, из формулы (6) остается

Если точка § принадлежит области Di} то правая часть уравне-
ния (8) равна нулю. Соотношение (8) представляет собой тео-
рему Гельмгольца для внешней области. Эту теорему сформу-
лируем так.

Пусть Ф* — регулярное решение уравнения (У2 + £2)Ф* = 0.
Пусть первые и вторые производные функции Ф* непрерывны
внутри Da и на замкнутой поверхности А. Кроме того, пусть

при любых ф и Ь, когда R—> оо. Пусть
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где R — расстояние между точками х и §, а д/дп означает диф-
ференцирование по внешней нормали к А. Тогда / принимает
значение —4лФ* или нуль в зависимости от того, лежит точка |
в области Da или вне области Da (т.е. принадлежит Di).

Перейдем к двумерной задаче. Выделим в плоскости Х\Х2

область Di, ограниченную контуром /, и предположим, что воз-
мущения, вызывающие волновое движение, находятся во внеш-
ней области Da. Тогда уравнение

= 0, Ф(х, t) = O*(xlt х.2)е~ш (9)

имеет регулярное решение в области Di.
Рассмотрим затем функцию G*, удовлетворяющую уравне-

нию

, — £,) fi (АГ2 —12), где ( g , , y e D , (10)

Умножая уравнение (9) на G*, уравнение (10) на Ф*, вычитая
один результат из другого и интегрируя по области D,-, получим

Ф'(&1. У = I F / (ФУ2О'-ОУ2Ф*) dxx dx2. (10a)
А

Применяя преобразование Грина, находим

Частным решением уравнения (10) в бесконечном упругом про-
странстве является функция

G'^-g-Hpikr), (12)
где

Подставляя формулу (12) в (11), окончательно имеем

Ф-<Б„ ы = i I [ф*-к W(^1 -//°)(*г>*зг]ds-
Если точка \ = (gi, | 2 ) лежит вне области Du то Ф*(|ь Ъ)= 0.

Мы доказали следующую теорему. Пусть Ф* —решение урав-
нения (9), и пусть первые и вторые частные производные этой
функции непрерывны внутри области и на замкнутом контуре /.
Пусть, далее,
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где г — расстояние между точками | =з (|ь |г) и х = (хь х2), а
<3/<3rt — производная по внешней нормали к контуру I. Тогда
/ = 0 или / = 4t'(D*(gi, g2) в зависимости от того, лежит ли точ-
ка | внутри или вне контура I.

Точно так же, как и для трехмерной задачи, получается сле-
дующая формулировка условия конечности и условия излучения
Зоммерфельда:

Ф* = О (/•-'/•), (14)

*£:о(г-Ч'). (15)

Фундаментальным решением, удовлетворяющим принципу
излучения, является решение #(о' (kr). Чтобы это проверить, до-
статочно воспользоваться асимптотической формулой для функ-
ции Ханкеля и формулой

Тогда условие (15) выполняется в усиленной форме; в правую
часть формулы (15) входит О (г~г1>).

Заметим, что условию излучения удовлетворяют также функ-
ции

Н™ (kr) cos m<p, / С (kr) sin m<p.

Формула (13) была выведена Вебером1). Она является дву-
мерным аналогом теоремы Гельмгольца.

9.17. Формула Кирхгофа

Решение волнового уравнения

) = 0 (1,:

в ограниченной области Dt удается представить для движения,
гармонически изменяющегося во времени Ф(х, t) = Ф*(х)е~ш

г

с помощью формулы Гельмгольца через поверхностные инте-
гралы от функции Ф* и ее нормальной производной дФ*/дп на Л,

Считая, что нормаль является внешней, имеем

') Weber H., Math. Ann., I (1869), 1—36.
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Функция Ф*(х) = 0 в области Dit если точка х лежит вне Dt.
Введем обозначение

[ф] = ф [х, t - 4 ) = Ф* W e-taieikR =

= Ф'(х)ехр[-/Ас ( / - •£ ) ] . О)

Умножая уравнение (2) на е~ше1Ш, получим

А

Учитывая, что

приводим формулу (4) к окончательному виду

Это частный случай формулы Кирхгофа, примененный к гармо-
ническим во времени колебаниям, т. е. к монохроматическим
волнам. Формула (5) выражает значение функции Ф через «за-
паздывающие» значения этой функции и ее производных на зам-
кнутой поверхности А. В эту формулу не входит явно период
колебаний 2л/(fee), так что эта формула справедлива для лю-
бого периода. Формула (5) остается справедливой и для внеш-
ней области Da, если предположим, что нормаль является внеш-
ней по отношению к области Da.

Перейдем к выводу формулы Кирхгофа для причин, которые
изменяются во времени. Рассмотрим уравнение (1) в замкнутой
области Di. Предположим, что функция Ф в этой области регу-
лярна, ее первые и вторые производные как внутри области, так
и на поверхности А непрерывны и что начальные условия одно*
родны.

Применяя преобразование Лапласа к формуле (1) в предпо-
ложении, что Ф(х, 0) = Ф(х, 0) = 0, получим уравнение

(Х, р) = 0. (6)
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Рассмотрим уравнение

(V2 - -Jr д]\ G (х, I, 0 = - 4лб (х - 1 ) б (0 (7)

в бесконечной упругой области. Это уравнение мы подробно
рассматривали в § 9.13. Оно относится к волновому движению,
вызванному действием сосредоточенного мгновенного источника,
помещенного в точке \. Предположим, что точка | лежит во
внутренней области D{.

Применим к уравнению (7) преобразование Лапласа в пред-
положен чи однородности начальных условий

— g - ) G (x, g, p) = - 4яб (х - 1 ) . (8)

Умножим уравнение (6) на G, уравнение (8) на Ф, вычтем
один результат из другого и проинтегрируем по D{. В резуль-
тате получим уравнение

J (GV^ — <$>V>G) dV (x) = 4яФ (g, p).

Применяя преобразование Грина, будем иметь

(9)

Мы приняли здесь, что нормаль к А направлена наружу D{.
Функция G известна. Мы определили ее в § 9.13 (формула (9)):

G (х, | , р) = ^ ~ , /? = [(*, - 1 , ) 2 + (х2 - U? + (*з -

Вводя обозначения

преобразуем формулу (9) к виду

_ 1

А



644 Гл- 9- Основные уравнения и теоремы эластокинетики

Применим к формуле (10) преобразование Лапласа. Учи-
тывая, что

о
I

(х, / — R/c) _ г дФ (х, t)
[at ~[ dt

11-

_ дФ (х, t — R/c) _ Г дФ (х, 0

получим формулу Кирхгофа в окончательном виде 1 ) :

дп ]'

[
I 1
\ R Г

сУ? дп [ dt \ R[ дп
Эта формула справедлива до тех пор, пока | e D < . Если точка
| лежит вне области Dt, то Ф(х,7) s O в области D{.

Аналогичную теорему для двумерной задачи доказал Воль-
терра2). Исходным пунктом является здесь формула Вебера

= l H [ ф * Ж

Функцию Ханкеля #0" (kr) представим в виде несобственного
интеграла 3):

или

') Kirchhoff G., Berliner Sitzungsber. (1882), 641.
Kirchhoff G., Ann. d. Phys., 18 (1883), 663.
2) Volterra V., Ada Math., 18 (1894), 161.
Volterra V., Rend. Lincei (5) (1892), 161, 265.
•) Ватсон Г., Теория бесселевых функций, ИЛ, М,, 1949.



9.17. Формула Кирхгофа 645

Подставив формулу (13) в (12), получим

Точка | лежит внутри контура /, а функция Ф* регулярна вну-
три контура и имеет особенность вне этого контура. Введем
обозначение гв = г|з. Тогда

2л J I d/г J гА ,̂2 _ r2 g w J у^ф2 _ Гг I 7

Для функции f (xi, x2, г), где х\, х^ и г считаются независимыми
переменными, имеем

df df dxt 6f df dr

dn dx{ dn ' 6n dr dn '

Учитывая это, придадим формуле (15) вид

Это уравнение представляет монохроматическую цилиндриче-
скую волну Ф (|, t) = е~шФ* (|) в интегральном виде. В это
уравнение, однако, не входит явным образом период колебаний
2n/(kc).

Формула (16) для функции Ф ( | , t) справедлива также для
волнового движения, изменяющегося во времени по произволь-
ному закону.



Глава 10

ЧАСТНЫЕ ЗАДАЧИ ЭЛАСТОКИНЕТИКИ

10.1. Действие сосредоточенных сил
в бесконечном упругом пространстве

Рассмотрим систему уравнений эластокинетики

H.V2u + (A, + n)graddivu + X = pu (1)

и найдем фундаментальное решение этой системы в случае дей-
ствия сосредоточенной силы в бесконечном упругом простран-
стве. Известно, что систему уравнений (1) путем представления

и — grad Ф + rot ip, X = р (grad d + rot х) (2)

удается свести к системе волновых уравнений

•? ф = --гФ> •М»-=--тх. (3)
С| С 2

Граничные условия уравнений (3) заменяются на бесконечности
условиями регулярности (условиями излучения).

Сосредоточенные силы представим как частный случай мас-
совых сил. Источники •&, х. входящие в правые части уравнений
(3), выразим с помощью формул, выведенных в § 5.7:

> — isjT J x ( l > t] •grad* Ь о Ы d V « > .
v (4)

= - i k J x ( l > t]xgrad^[«ohrldV®-
Рассмотрим сначала частный случай, действие сосредоточен-
ной силы

X (х, /) = е~ш\'(х), X! (х) = в„о (х),

гармонически изменяющейся во времени с частотой со. Пусть
сила будет приложена в начале координат и направлена по
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оси Х\. Из формул (4) получим следующие амплитуды функций

О (х, 0 = е-'«ЧГ (х), г (х, /) = е-'ю'х' (х).

Из последней формулы вытекает, что
, _ п , _ _ | а г 1 ] . _ 1 a r i l . .

Xi—и> Х2— 4яр <Эх3 L /? (х. 0) J' Х3 4яр dx2 [ R (х, 0) J ' ^ а '

Таким образом, правые части волновых уравнений (2) изве-
стны. Учитывая, что

Ф (х, t) = е-шФ" (х), ф (х, 0 = e- '«Y (x),

преобразуем уравнения (3) к виду

где
СО СО

а =— , т = — .с, с2

Легко проверить, что решениями уравнений (6) являются функции

1 д (е10*-

4ярсо2 дх
( Т А I 1

)•

Подставляя функции Ф* и ty* в представление (2) для переме-
щения ut = 6Л! |(х, /), получим следующую формулу:

p i a R — p i x R М
| -' f f l (, (8)

[ Н R 4яро>2 а*,д

/ = 1 , 2 , 3 .

Формула (8) представляет в точке х в момент / три составляю-
щие вектора перемещения, вызванного действием единичной
сосредоточенной силы, приложенной в начале координат и
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направленной по оси х\. Повторяя рассуждения для случаев, в
которых сосредоточенная сила приложена в точке § и действует
в направлениях, параллельных осям х^ и х3, получим общий вид
фундаментального решения

4лрс2

2

 lk R 4ярш2 дх,дхк

А * = 1 * 2 , 3 .
Здесь

Для каждого значения k получим три составляющие перемеще-
ния. С/1/1 — тензор перемещений. Представим фундаментальные
решения в виде матрицы третьего порядка

n(U j7<2) r/3)
U\ U\ U[

г(1) г Л2) r T(3)£/2 (10)

столбцы которой являются векторами

£/=|U<4, U(2», U<3»}. (11)

Обозначая через О транспонированную матрицу, имеем

U(x, i,t) = U{t, x, /) = f / (x ,£ , /)• (12)

Соотношения (12) вытекают непосредственно из формул (9);
они свидетельствуют о симметрии тензора £ / } \ Соотношения
(12) можно вывести также из теоремы взаимности. Это уже
было сделано в § 9.9 (формула (15)).

Если в формулах (9) перейти к пределу со —»• 0, то получим
фундаментальные уравнения эластостатики

#/*'(*, 6) = Л [ f i - ^ - ( / ? ) . „ ] , / • , £ - = 1 , 2 , 3 , (13)
где

, ... Я + ц , 2 (X + 2ц)
п ~ D

Решения (13) согласованы с решениями, найденными в § 5.7
(формула (18)). Заметим, что разность фундаментальных ре-
шений динамической и статической задач

Q(x,Z,t) = U(x, lt)-U(x,l) (И)

ограничена, а ее первые производные имеют полюсы первого
порядка.
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Изложим кратко второй способ получения фундаменталь-
ного решения (с помощью представления Яковаке). Если сосре-
доточенная сила действует в начале координат в положительном
направлении оси Хз, то уравнение для вектора ф примет вид

Так как Х1 = е~ш6(х)Ь3!, то ф , = ф 2 = с 0 . Вводя обозначение
Фз = е~шу* (х), получим для определения функции Ф* уравнение

(V* + о2) (V2 + т2) Ф* =, - ^ ^ М - . (16)

Решение этого уравнения может быть получено путем примене-
ния косинус-преобразования Фурье или преобразования Хан-
келя. Отсюда следует, что функция б(х) является четной, а за-
дача характеризуется осевой симметрией относительно оси
х3 = z. Уравнению (16) можно придать вид

где

~ дг2 ~ г дг ' dz2 '

Ф*^Ф*(г> 2), г = (jcf + JC|)V-.

Решение уравнения (16а) можно заменить решениями двух
более простых уравнений, применяя символический метод ре-
шения линейных дифференциальных уравнений.

Представим уравнение (16) в виде

где

Частным решением уравнения (17) является функция

. = 1_ 6(х) \_ / J 1_\ а (ж)
с?р D{D2 c\p \ D, D2) D2-Dt'

К + 2ц = с2р,

ИЛИ

Здесь F
a
 (а=1,2) — решения уравнений Гельмгольца

(У2 + а 8 )Л = б(х), (V2 + T 2 )F 2 = 6(X). (19)
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Так как функции Fa (а = 1, 2) характеризуются также сим-
метрией относительно оси х3 = z, этим уравнениям можно при-
дать вид

(V2 + a2) F, (г, г) = 4^7-6 (г),

Решая эти уравнения при использовании косинус-преобразова-
ния Фурье и преобразования Ханкеля, получим

JoR txR
е Г" В1 i — ыя' ' 2

Поэтому

Ф'= 2 / 2 ' 24. ( g ' ^ - g ' ^ ) . (20)
с,р (ff — т )4я/?

Для определения перемещения и используем представление
Яковаке

(21)

Учитывая, что ф = (0, 0, ф*) е~ш, получим из формулы (21)

( }

Для сосредоточенной силы, направленной по оси Xh, получим
из формулы (22) формулу (9).

Надлежит помнить о том, что перемещения U)' должны быть
действительными величинами. Поэтому следует брать действи-
тельную часть от правых частей соотношений (8), (9) и (22).

Зная перемещения, можно определить деформации и на-
пряжения по формулам

Перейдем к действию сосредоточенных сил, изменяющихся
во времени произвольным образом. Пусть теперь в начале
координат действует сосредоточенная сила Xj = b\jb{\)](t), на-
правленная по оси х\. Предположим, что эта сила начала дей-
ствовать в момент t = 0+. Примем за исходный пункт наших
рассуждений представление (2) и волновые уравнения (3). При-
меним к соотношениям (2) и уравнениям (3) интегральное пре-
образование Лапласа. Предположим при этом, что начальные
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условия для перемещений являются однородными. Поэтому ис-
ходим из соотношений

= p(gradfl -f rotX) (24)

и уравнений

* ( v ! f ) * i <25>
Здесь

Ф(х, р) =
о

Применим преобразование Лапласа к функции, выражающей
сосредоточенную силу,

X,(x,p) = 646(x)f(p) (26)

и к соотношениям (4). Из последних получим

/? (х, 0) J

л з 4яр дх.

Сравнение уравнений (6) с уравнениями (25) при учете фор-
мул (27) показывает, что можно использовать формулы (8),
заменяя в них величину ш параметром р. Отсюда

У}\х,р)=^ К-^— + 4 - ^ — • (28)

Применение к (28) обратного преобразования Лапласа дает
искомое решение задачи. Рассмотрим частный случай мгновен-
ного импульса Xj*= flu6(x)d(0, f{t) = 8(t). Так как ^ [ б ^ ) ]
= 1 и

\ С
= л _ _ / м ( 0 при/</?/с„

\ ci / \ t — Rlcx при t >
то перемещение £//" (x, /) примет вид

f ) - > ( ' - i ) ] } - ( 3 0 )
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Если /(/) = H(t), где Н(t) — функция Хевисайда, то

4п9с
2

2

где
О при t < R/clt

В общем случае силы Xj = 8jh6(x)f(t), т. е. силы, приложен-
ной к точке х и направленной параллельно оси xh, составляю-
щие тензора перемещений Us ' (х, | , /) выражаются формулой

. 6.0-гМ•£/('—
4ярС I /? \ С2

Рассмотрим теперь двумерную апериодическую задачу.
Пусть сила

Xa = 6(Xl)b(x2)f(t)6la, a = l , 2 ,

действует в направлении оси Xi. Эта сила равномерно распре-
делена вдоль оси х3. В этом случае мы имеем дело с плоским
деформированным состоянием.

Перемещение (Уз * равно нулю, а деформации, напряжения и
перемещения не зависят от переменной х3. Вектор перемещения
и =г (ии и2, 0) описывается системой дифференциальных урав-
нений

nVitta + (a, + | i )e, e + *« = pfi«, a = l , 2 , (33)
где

Хотя и здесь можно применить представление (2) и волновые
уравнения (3), мы для решения уравнений (33) воспользуемся
методом интегральных преобразований. Сначала применим к
уравнениям (33) преобразование Лапласа в предположения
однородных начальных условий. Получим систему уравнений

Vfaa + Y 4 a — pVfia + цХа = 0, a = 1, 2, (34)
где
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Выбор конкретного интегрального преобразования зависит от
свойств поля перемещений. Заметим, что при действии сосре-
доточенной силы в начале координат в направлении оси х\ пе-
ремещения «1 симметричны, а и2 антисимметричны относительно
плоскостей хгх3 и х2х3. Отсюда следует, что для перемещения «i
нужно применить косинус-, а для перемещения и2— синус-пре-
образование Фурье. Поэтому

оо оо
«1 (*i> *2, Р) = -£ J J й, (а,, а2, р) cos а,*, cos a.2x2 йщ da2,

о о
(35)

ui (аи аз, р) = | - J J щ (хи х2, р) cos а,х, cos a2x2 dx{ dx2

о о

оо оо
х2, р) = — | J Й 2 (а 1 ( а 2, р) sin

2 г г
2 V 1> 2» Н) Я J J 2V 1> 2> /•

О О

Трансформанты массовых сил примут вид
ОО 00

— 2 С Г Л

Хх (*„ х2, р) = — J J Х{ (а,, а2, р) cos щх{ cos а2л2 daj rfa2,
о о
оо оо

Л 2 Г Г — г fo)
Я J J ^Я

о о

Применяя к первому из уравнений (34) косинус-, а ко второму
синус-преобразование Фурье по двум переменным, найдем си-
стему алгебраических уравнений

) , - a,a2Yu2 - ц Ц£-,
- a i a 2 Y

2 u, + (Р2сх2

2 + a 2 + pW) й2 - О
с решением

_ ЧПР) a 2 + P 2 a l + p V
fll~ 2Р

2я ( a ^ + a l + ^ C ^ + ^ + p V ) ' ( 3 g )

" 2 ~ 2Р2П (а2 + а2 + р2а2) (а2 + а2 + /, V) ' Р ^ '
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Используя формулы (35) и (36), выполним обратное интеграль-
ное преобразование Фурье. Принимая во внимание соотношение

2, p) = J J a 2 + a 2 cosa2JC2 _» _» л is i

a + a 2a2
 da\ da2 = T К<>(Г> P>

где Ko{r,p;o)—модифицированная функция Бесселя третьего
рода нулевого порядка, получим преобразования Лапласа пе-
ремещений

дх2

Нам остается выполнить обратное преобразование Лапласа в
выражении (40). Предположим, что /(/) =H(t), Учитывая, что
J(p) == l/p, получим

( 0 при 0 < / < га,
e ( f ) =

аг ch — при t > га,
1 Га (41)

аг1 [Ко (г'/'а)} - U d - t'f Ф V. г, о) df,
о

где
| 0 при 0 < К г о ,

Ф (/, г; а) = \ 1
г2а2 при / > га.

Перемещения иа (а = 1 , 2 ) выражаются формулами

«1 (хи х2, t) = -—т\ e(r, /; a) —

- у £ | [ J V ~ О2 (Ф (г, /'; а) - Ф (г, /'; т)) df] }, (42)
t

t) = ~ ^ 7 J «-О2[Ф(Г, /'; а)-Ф(г, Г; t)]d/'.
о

Рассмотрим случай, когда сосредоточенная сила гармониче-
ски изменяется во времени, т. е. когда Ха = 6iae-iu>(6(^i)6 (АГ2).
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Для определения амплитуд колебаний используем систему
уравнений

+ YVa + a ^ + ^ - O , a = l , 2 . (43)

Применяя такую же процедуру, как и в отношении уравнений
(34), заменяя в формулах р на тсо, ((р) на е~ш и па на
иа(х\, х2, /)> получим

«1 {хи х2, t) = л е

 2 ( Ко(г, /со; а) +
2Р я [

+ - ^ —5" [Ко(г, 'со; а) — /ео(/\ ко; т)]1, (44)
о дх2 J

«2 (*., *2. О = - ! д а - - a ^ W o (r« /ю"- а ) - ^о(г, /со; т)].

Нам остается еще выделить действительную часть в правой ча-
сти формул (44), ибо вектор перемещения принимает действи-
тельные значения.

Рассмотрим, наконец, одномерные задачи. Пусть поле пере-
мещений будет вызвано действием сил Х\ = 8(X[)f(t). Эти силы
равномерно распределены на плоскости Х\ = 0. Перемещения
ii\(x\,t) описываются дифференциальным уравнением

(X + 2ц) д\щ — р«, + Х1 = 0. (45)

Рассмотрим сначала однородное уравнение (45) при ATi = 0

К этому уравнению применим преобразование Лапласа в пред-
положении однородности начальных условий

, = 0 . (46)

Решением этого уравнения являются функции

Лехр(—-^-J при дс, > 0,

S I ( * I . Р)= /DXt\ (4 7)

Вехр - ^ - при лг,<0.

Очевидно, А = В ввиду непрерывности перемещений в плоско-
сти Х\ = 0. Трансформанты напряжений описываются форму-
лами

*!, Р) =
при х] > 0,

(48)
при я, < О,
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Для определения величины А используем условие разрыва на-
пряжений в плоскости Х\ = 0:

orn(0+, t) — on (0~, t) + /(0 = 0. (49)

Применим к соотношению (49) преобразование Лапласа и ис-
пользуем формулы (48). Определим таким образом величину

Поэтому
f (Р) ( pxi \ А

„ ехр —• г —- при х, > 0,
(50)

-^L) при х , < 0 .
2рс,р к \ с,

В частном случае Х\ =ь b(x{)b(t) имеем f(p) = 1. Применение
обратного преобразования Лапласа к формулам (50) дает

—^-) при xi > 0 ,
2с,р

- ^ — # u + y - j при хх < 0.

Мы получили две волны, одна из которых распространяется
в положительном направлении, другая в отрицательном направ-
лении координатной оси. Заметим, что решение (51) можно по-
лучить как непосредственно методом Даламбера, так и при-
менением косинус-преобразования Фурье.

Фундаментальные решения имеют вспомогательный характер.
Они встречаются в общих методах решения, в рассмотренных ра-
нее формулах Сомильяны и в методе интегральных уравнений.

Из фундаментальных решений можно сконструировать дру-
гие решения с более высоким порядком сингулярности, повто-
ряя рассуждения § 5.8. Так, например, для мгновенной двойной
сосредоточенной силы, действующей по оси Х\ и приложенной
в начале координат, рассуждения, аналогичные проведенным в
§ 5.8, приводят к выводу, что поля перемещений ы'11, вызванные
действием этой силы, описываются соотношениями

— • (52)

Здесь и(1](х, t) задаются с помощью формулы (30). Если в на-
чале координат действуют три двойные силы (направленные по
осям координат), образуя так называемый центр расширения —
сжатия, то поле перемещений выражается формулой

dUf
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Можно убедиться, что поле перемещений примет вид

4 я р с у d X f i R
/ = 1 ( 2 ) 3 . (54)

Если изменение во времени центра расширения — сжатия опи-
сывается функцией Хевисайда, то

Я ( ' * / ) 1 ( 5 5 )

Центр расширения — сжатия создает поле перемещений, харак-
теризующееся центральной симметрией, так как выражение в
скобках не изменяется при повороте системы координат. Пере-
ходя к сферической системе координат, выразим радиальное пе-
ремещение «я формулой

— R J- (56)

Заметим, что формулу (54) можно получить непосредственно из
системы уравнений (1). Для центра расширения — сжатия по-
лучаются уравнения

V.V% + (Я + ц) и,,{1 - б (t) dt6 (х) = рй,. (57)

Частное решение этого уравнения найдем, принимая, что и% =
= Ф,,-. Уравнение (57) переходит в волновое уравнение

р?ф = ( 5 8 )

cfp

с решением, описываемым формулой (54).

10.2. Источник возмущений,
движущийся с постоянной скоростью.

Двумерные задачи ')

По задачам, рассматриваемым в этом и следующем парагра-
фах, имеется обширная литература, а сами задачи имеют боль-
шое практическое значение. Общим свойством этих задач яв-
ляется то, что путем соответствующего преобразования пере-
менных можно исключить временную переменную. При скоро-
сти v движущегося возмущения, меньшей скоростей с\, с2, вол-
новые уравнения переходят в уравнения эллиптического типа,
а при v> С! > с2 — в уравнения гиперболического типа.

Рассмотрим довольно простую задачу, а именно действие со-
средоточенной силы P8(xi -\- vt), перемещающейся в плоскости

') Cole J., Huth J., Stresses Produced in a Half Plane by Moving Loads,
/. Appl. Mech., 25 (1958), 433—436.
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Х2 = 0 (ограничивающей упругое полупространство) в направ-
лении оси —Х[. Эта сила перемещается с постоянной ско-
ростью и. Сосредоточенная сила действует перпендикулярно
плоскости х2 = 0 и равномерно распределена вдоль прямой, па-
раллельной оси х3, а ее интенсивность равна Р.

В плоскости х2 = О мы имеем дело с граничными условиями

+ vt), ог12(х„0, 0 = 0. (1)

При решении этой задачи воспользуемся волновыми уравне-
ниями

( 1 Л ^ 2 . 2 I f ' ~"Г* 2 о * I • * ^ '

Перемещения «i и «2 выражаются формулами

и1 = д1Ф — d2i|), ы2

:==<^2<1| "4" ̂ i^. (2a)

Примем новую систему координат (£i,|2. 0 . связанную с силой,
движущейся вдоль оси Х\. Производя преобразование для отно-
сительного движения

£ = х + vt | = х t — t' (3)

приводим уравнения (2) к виду

где

Так как возмущение в подвижной системе координат не зависит
явно от времени, мы исключили в уравнениях частные произ-
водные по времени t'. Здесь величины г\а (а = 1, 2) являются
числами Маха. До тех пор пока ц\ < 1, TI2 < 1, уравнения (4)
будут эллиптическими уравнениями. Мы имеем дело с дозвуко-
вым случаем.

Для т]2 > I, T)I < 1 уравнения (2) примут вид

У = 0, (5)

где

Мы имеем дело с околозвуковым случаем. Первое из уравнений
(5)—эллиптического типа, а второе — уже гиперболического.
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Если T]I > I, г|2 > 1, то мы имеем дело со сверхзвуковым
случаем. Волновые уравнения (2) примут вид

где

Рассмотрим подробно дозвуковой случай т)| < 1, T I 2 < 1 .
В системе координат {хи х2, t) перемещения задаются формула-
ми (2а), а составляющие тензора напряжений —формулами

ди2 , . ( ди, , ЗиЛ I ди, , ди2 \

Переходя к координатам (ii, | 2 , 0 и учитывая уравнения (4),
получим следующие соотношения:

дф <Эф дФ . (Зф .

" ^ f r - i r " = | 7 + r (8)

Граничные условия (1) примут в системе координат ( | l f l2)
 В ИД

oztdi. 0) = -P6(ll), aa(li, 0)=0. (10)

Подставляя формулы (9) в (10), получим систему уравнений

а=0
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Для решения уравнений (4) используем преобразование Фурье.
Легко проверить, что интегралы

V2n _

I (13)

удовлетворяют уравнению (4) и условиям излучения на беско-
нечности. Применяя преобразование Фурье к граничным усло-
виям (11) и (12) и учитывая, что преобразование Фурье для
функции 6( | i) имеет вид

а для функций Ф и ij) — вид

Ф (а, У = Ле-Р> I а I Ч Ф (а, | 2 ) = Ве~р ' I а ' Ч

получим систему уравнений

Р _

(14)
|p,i4 + (ti| — 2)a2B = 0,

из которой определим постоянные Л и В:

Y = ri] — 2, A = Y

2 - 4 p , p 2 .

Из формулы (8) получим следующее выражение для переме-
щения U\\

Учитывая, что

—со О
представим перемещение «! в виде
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Введя обозначения

£i+*'Pii2= ! '"ie'e i , l\ + *PeS2
 = r2e'e% О < 9 1 , 0 2 < я ,

' Д ' ^ д •

придадим перемещениям следующую форму:

"•- , U nj „ U J . ( l 8 )

Заметим, что в перемещении и2 в месте приложения силы по-
является особенность логарифмического типа. Эта особенность
интегрируема, и она исчезает для нагрузки, распределенной по
конечной поверхности.

Напряжения определим по формулам (9):

= ElL (ni — 2л? 4- 2) s i " e ' _ 2Рд^др s i n 6 2

^ ^ , (19)

„ — WiKiP /cesSi cos 62

Перемещения и напряжения неограниченно растут, если
Д = 0, т. е. если

Последняя формула дает фазовую скорость распространения
поверхностных волн Рэл«я (о чем будет речь в § 10.5). Здесь
же заметим, что перемещения и напряжения неограниченно ра-
стут, когда скорость перемещения силы стремится к фазовой
скорости поверхностной волны.

Перейдем к сверхзвуковому случаю, когда г\[ > 1, т )2>1,
т. е. v > Ci > С2. Решением дифференциальных уравнений (6)
будут тогда интегралы

Ф (!„ У = -1= | А ехр [- /a (g, -
— оо

(20)

*(^'?2) = Ж I s ехр [ ~ia (|' ~ Яг|2)1 rfa'
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найденные путем применения интегрального преобразования
Фурье к уравнениям (6). Легко проверить, что эти функции
удовлетворяют условиям излучения на бесконечности.

Из граничных условий (11) и (12) получим систему урав-
нений

Поэтому

где

= ^ — 2 .

ца 2Д 0/2п" '

(21)

(22)

Так как перемещение «i является действительной функцией, то
из формулы (22) следует, что

2цяД 0

sin a (gi — A.i£2) sina(E,-X2i2)

U — OO 4
(23)

Последнее выражение преобразуем, используя следующие пред-
ставление функции Хевисайда:

0 при г < О

-j при 2 = 0

1 при г > О

1 , 1 С sina

= T + I T J ~r (24)

С помощью формулы (24) представим перемещение и\ как

С, (25)

где С — постоянная величина, которая не влияет на распреде-
ление напряжений.

Поступая аналогично, получим для и2 следующую формулу?

(26)
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Напряжения определим по формулам (9); получим

а " = ~ •£• IY (2 + V

^ = - -£• [v (2^ + 7" Ч?) б di - W + 4 W (6, ~ Ш ] , (27),

Здесь

^ - = 6 (г),

где б(г)—функция Дирака. Из уравнений (25) — (27) видно,
что возмущение характеризуется двумя волнами Маха:

На рис. 10.1 представлены оба фронта волн Маха.
Решение для рассмотренного здесь сверхзвукового случая

можно получить значительно проще путем трактовки уравне-

РИС. 10.1

ний (6) как волновых уравнений. Соответствующие решения Да-
ламбера этих уравнений имеют вид

Ф = / (£, ± А,у, г|> = g (£, ± k2t2). (28)

Знак при |г должен выбираться так, чтобы были выполнены
условия излучения на бесконечности. Так как сила движется
в отрицательном направлении оси Х\, следует положить

Эти функции надо подставить в граничные условия (12).
Несколько изменим эти условия, интегрируя их по \\. Тогда

получим

I V —^— ~т~ 2i I ^ = = — — li I c i )

2 "Ж- - У -згЧ = °-
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Подставляя формулы (29) в (30) и обозначая через f и g' про-
изводные этих функций относительно их аргументов, получим
систему уравнений

£ 0. (31)
Из этих уравнений определим функции

Поэтому при %2 Ф 0 имеем

Из формул

щ = -QI— -дг~ — Г (ii — ^£2) + -

,!" ,, (зз)
^2 = = ~ я | 1 дё~~ = = — " | / (§1 ^152/ "Т § (bl ^2эг)

получим выражения, совпадающие с формулами (25) и (26).
Мы не будем заниматься случаем тц > 1, т]2< 1 и для око-

лозвуковой скорости отошлем читателя к цитированной выше
работе Коула и Хута.

Рассмотрим теперь напряженное состояние, вызванное в бес-
конечном упругом пространстве силой Р, передвигающейся в
направлении оси Х\ с постоянной скоростью v ' ) . Эту силу, рав-
номерно распределенную вдоль прямой, параллельной оси х3,
можно выразить как массовую силу

Х, = b(Xl — vt)6(x2), X2 = 0. (34)

Для решения этой задачи применим метод интегрального пре-
образования Фурье, обсужденный в § 9.6. Исходным пунктом
является система уравнений в перемещениях для плоского де-
формированного состояния

|xVi«y -j- (A, -(- \i) uk< ц ~Ь %i = P"/> i>k = l,2. (35)

Для упрощения вычислений вводим новую переменную т = C\t,
заменяя уравнение (35) на

^•• + (*+ц)и*.*/ + */ = рС1-Э-.
й т (36)

') G. Eason, J. Fulton, I. Sreddon, loc. cit. стр. 584.
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Учитывая, что

«/(*!• *2> T ) = 7 ^ Т Г J J J «/ («I. «2. 0>) X
— оо —оо —оо

X ехр [— / (а^! + а2х2 + сот)] dat

00 ОО ОО
' (37)

>a 2 i ( o ) = ="^F J" i" W * I . * ' , T ) X
— ОО —00 —ОО

X exp [i (а{х{ + о.2х2 + сот)] dx{ dx2 dx,

приводим систему уравнений (36) к виду

(б2 - pV)«/ + (Р2 - 1)0/0*2* = - Х,/ц, j , k - 1, 2,

62 = a2 + a2, P = C[/c2.

Решение уравнений (38) и выполнение обратного интегрального
преобразования приводят к следующим выражениям:

oo oo oo' ос2 (2я)'/' J J J (б2 - со2) (62 — p2co2) ^
Xexp[—t (a^i + a2^2 + сот)] dax da2da, j , k=l, 2. (39)

Подставляя формулу (39) в формулы для напряжений
(Гц -f- ст22 = 2 (Я -(- (i) (5[Ui -(- c52u2),

сТц — сг22 = 2ц (<Э| Ы[ — с?2и2), (40)
Я

^ 1 2 = = t1 (d i u 2 + c52«i), ст3з
 = •о7ГХТт( с тп "f" (Т22^>

получим при Х2 = 0 следующие формулы:
00 ОО ОО

О и + ^ 2 2 - „2 .,, J J J e , _ m , X
— ОО —00 —ОО

X exp [— / ( а ^ ! + а2лг2 + (от)] (fat rfa2 rfco,

_ „ = ? _ Г f" f"/»,fp2(at-«')-((»'-O(a?-»Dlw
1 1 2 2 ВЧ2я)8^ J J J (б2 - со2) (62 - р 2 ш 2 ) А

— oo —oo —oo
X -̂ i ехр [— i {&\Х{ + a2*2 + сот)] da^ da2 da, (41)

0 0 0 0 0 0 1 - 9 / 2 2\ /2 \ 21 «

~ Р 2 ( 2 я ) ' ' г J J J ( б 2 — с о 2 ) ( б 2 — Р 2 с о 2 ) ^
— ОО ~-00 ^ О О

X ехр [— i (a^! -f а2д;2 + сот)] rfa! da2 da.
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Следует определите еще трансформанту

ОО 00 00

Хх (а,, а2, со) = — ц J J J б (х, — т^т) б (х2) X
— ОО — ОО — ОО

X ехр [i (<ii*i + a2x2 + сот)] dx{ dx2 dx =

ОО ОО

^ T T w T f f б (*' ~~ W) ехр [/ ( a ^ i + сот)] dx{ dx =
(2я) " J J

— oo —cx>

^Ж f exp[/T(a + i1 la1)]dT = - ^ = - 6 ( 0 + T)1a1). (42)
(2я)/

— ОО

Подставляя формулу (42) в (41), получим следующие формулы:

„ , „ _ Р(Р2-1) Г Г
"u+O» ^ 1 - J J

Г Г /а, ехр {- i [а, (дг, -

— ОО —ОО
ОО ОО . ,,а , { Р [ « 1 + 0 ^ « П ( Р 0 ( ' ? ° Э К ,

[«!+(i-4?)«f][«l+(i-tDo?i x

X exp (— i [a, (x, — t»/) + a2x2]) da, da2, (43)

К + 0 М К + 0-Ч1К]X ехр {— / [oj (*! — vt) -\- a2x2]) dax da2,

где

После выполнения указанных интегрирований получается фор-
мула

G] | -р О22
 = =

— T h u - ( 4 4 )
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Из других формул (43) получим

2 ( X i - v t ) P Г ( 1 -
Оц — О™ = • пх\2

2

О -

0 -
(45)

(1 —(1/2) -п|)(1 — л!)'А 1

Ниже мы приводим график максимальных касательных на-
пряжений для силы Х{ = Р8(х\ — vt)8(x2), перемещающейся со

РИС. 10.2.

скоростью v = 0,4 с\ в направлении оси х\ (рис. 10.2)') в пред-
положении, что v = 1/4, т. е. X = (х. Изображенные кривые яв-
ляются изохромами Тщах = const. Числа, написанные рядом с
кривыми, означают величины naxmaxP, где а — некоторая харак-
терная длина.

Интересен случай, когда с2 < v < с\, или г\\<.\<.ч\г.
В этом случае первая формула системы (43) остается без

') G. Eason, J. Fulton, I. Sneddon, loc. cit. стр. 584.
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изменений. В то же время из остальных формул (43), в кото-
рые следует подставить т ] 2 < 1 , получим иные выражения для
ffll—СТ22 И а\2-

«ni

„2\ „2 "Г" ( 4 6 )

\

РИС. 10.3.

На рис. 10.3 показаны изохромы для наибольших касательных
напряжений при v = 0,8 С\ и v = 1/4. Вдоль кривых

при С2 < v < Ci напряжения претерпевают разрыв. Это вызвано
наличием дельта-функции Дирака в выражении касательных на-
пряжений*
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Аналогичным образом решается задача, связанная с силой,
направленной по оси хи но передвигающейся в направлении

Д075

РИС. 10.4.

оси х2 со скоростью v < с2 <. С\:

Х1 = Рб (JC,) б (х2 — Tiit), Х2 = 0, т), = -^-.

Для этого случая получим

Итак,
ехр {- i [а,*, + а2 (х2 - vt)]} dat da2

(JC9 — оА Р Г (l — (1/2) и2,) 0 — г\1)~
• 2 d _ Wx» /х -р/»

)V' (1 - (1/2) л!) 1
) , 2 + (*, - trf)2 J
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На рис. 10.4 представлены графики максимальных касательных
напряжений, обусловленных силой P6{xi)6(x2 — vt), движущейся
со скоростью v = 0,4 С\ в направлении оси Х\. При выполнении
графика принято v = 1/4. Числа, написанные рядом с кривыми,
означают величины псптахР, где а — некоторая характерная
длина.

10.3. Источник возмущений, движущийся с постоянной скоростью.
Пространственные задачи

Пусть в неограниченном упругом пространстве в направле-
нии оси *з перемещается с постоянной скоростью v сосредото-
ченная сила. Эта задача, так же как и более сложная задача
о движущихся поверхностных силах (равномерно распределен-
ных по окружности), была решена Эсоном, Фалтоном и Снеддо-
ном1). Эти решения являются прекрасным примером примене-
ния интегрального преобразования Фурье в эластокинетике.

Исходным пунктом являются формулы (1) — (11) § 9.6, в ко-
тором перемещения были выражены в виде преобразования
Фурье по четырем переменным:

и, {\, v

, j , k = l,2,3, (1)

= dalda2da3d(o.

Здесь Wt означает пространство переменных (ai, аг, аз, ю).
В случае Х\ = Х2 = 0, Х3 ф 0 получим для перемещений сле-
дующие формулы:

и tx Г ) - Р 2 - 1 Г x*
1К ' ' 4n2c2

lf> J (V2 -4n2c2

lf> J (V2 - » 2 ) (V2 - Р 2 ® 2 ) *

(Y2-<o2)(v2-p2to») 'f
4я2с2

19 J (Y2-<o2)(v2-p2to») ' (2)

Q =

') G. Eason, J. Fulton, I. Sneddon, loc. cit. стр. 584.
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Используя соотношения Гука

alk = ii(u,,k+ uk,i) + X6kjun,n, j , k, n = l , 2, 3, (3)

найдем следующие зависимости:

+ а22 + Стзз — 4^F" ! Y 2- W 2

СТ" °22 J (Y2 - со2) (Y2 - co2P2) dW'" °22 2я2Р2 J (у2 - со2) (V2 - ш2р2)

(Y2 - со2) (Y2 - . . ,

, 9 2 ~ П ( 4 )

" 4я2Р2 J (Y2 - со2) (Y2 - co2P2) dW>

1 г '«i fpMv2 — со2) — ~"9 ~'n

W, У V

J (Y2 - со2) (Y2 - co2p2)

Для силы Р, передвигающейся по оси х3 с постоянной ско-
ростью v, имеем

Х3 = Я6 (х{) 6 (х2) б (*3 - vt) = РЬ (х,) б (х2) б (х3 - TI,T), Л. = т р •

Поэтому

^ ^ (5)

Подставляя формулу (5) в формулы (2) и интегрируя, получим

РЬЧ 5/,

8я3цР2

дх2 '

где
ОО 00 ОО

а 3 ехр {— / [a^i + а2^2 + tx3 (*з — vt)]} dai da2

(7)
r _ | | | " y t ~ > i"i-4 -r "2̂ -2 + а з {x3 — vt)]} da, da2 rfa3 m v
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Подставляя в формулы (7) a! = рсоэФ, а2 = р sinO, х{ = rcos0,
x2 = rsin0 и интегрируя по Ф и а3, находим

где

Дифференцируя по г и используя известное интегральное со-
отношение, получим

Y2

Кроме того,

dIJ 2я 2 /Г(1-т^)~ / 2 С1 — -nf)~/a 1 , ,
d(x,-vt) т,2б2

 ( Г ' + У ! ) ' ' 1 ( r 2 + Y

2 ) v ' Г К)

Подставляя формулы (8) — (10) в формулы (6), получим

„ _ ХхР Г Ъ У!

Y2 Yi / i n

u

Напряжения ац можно определить из формул (3), дифференци-
руя выражения для перемещений, или из формул (4) при уче-
те (5) и интегралов (8) — (10).

Рассмотрим, далее, действие сосредоточенной силы Р, дей-
ствующей в направлении оси х3, но передвигающейся со ско-
ростью v в направлении оси Х\. Тогда

Х3 = РЬ fo - TUT) 6 (лг2) б (хг), Х2 = Х3 = 0. (12)
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Трансформанта силы Х3 принимает вид

Я ^ (13)

Подставляя формулу (13) в формулы (2), можно представить
перемещения в виде

"2 -

2 дхх дх3 '
РЬ2 <Э2Г,

дх2 дх3 '
Р

Здесь Г] и Г2 означают интегралы

оо оо оо \ /

Гг = : 1 т, 5\—Т~.—Т~,—2 ^ a i ^"г ̂ а з-
-I -оо-оо (1-Т12)а?+а^+а|

Подставляя в интеграл Г, зависимости a2 = pcosO, a3 = psinO,
x2 = rcosQ, ^3 =

 r s i n 9 и интегрируя по Ф и с ,̂ найдем, что

где
Xi — Vt

Интегрируя согласно (16), получим

дТ\ 2я 2

дг rijflV 2 2 (17)

Поступая аналогично с интегралом Гг, найдем, что

2я*
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Наконец, из формул (14) получим следующие выражения для
перемещений:

_ (х, - vt) х,Р / J |_\

где

Рассмотрим теперь простой случай, в котором источник про-
дольной волны й(х,/) передвигается с постоянной скоростью в
направлении оси лс3:

)(х, t) = -\$(x, t). (20)

Уравнение (20) можно трактовать как волновое уравнение, свя-
занное с действием в бесконечном упругом пространстве мас-
совых сил Xi = рФ,,-. Так как задача характеризуется осевой
симметрией относительно оси х3 = z, решение удобно искать в
цилиндрических координатах. Вводя новую переменную т = C\t
и предполагая, что мы имеем дело с точечным источником воз-
мущений

Ъ(г, г, т ) = д о - к ^ - д (г — т^т), T I , = - ^ - , (21)

получим уравнение (20) в виде

' - ч - - ?*<'•*•"• (22>

Применяя к уравнению смешанное интегральное преобразова-
ние Ханкеля — Фурье, получим в соответствии с формулой (29)
§9.6

Ф{г, z, т) = - Ц - f aJ0(ar)daX
2яс, J

оо

J A f l ^ ^ P t - t ^ + ̂ dMco. (23)
оо оо
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Учитывая, что

Ь (а, р, ю) = р- б (© -f Рл,), (24)

получим

откуда после простого интегрирования найдем

ф(г, z, t) = -^- , ' (25)
2 V 2 { \ i ) + ( t ) 2

Эта формула справедлива для ц\ < 1, т. е. для возмущений, пе-
ремещающихся с дозвуковой скоростью. Для сверхзвуковых ско-
ростей (T)I > 1) имеем

Ф(л, г, 0 = r b f a/ 0 (ar)da f / f t 2 , 2

4яс, J ^ a - - p ( t i , -
Проинтегрируем по р:

Этот интеграл понимается в главном значении Коши, поэтому
оо

Ф (г, z, t) = - V J sin (a ̂ ^ ) /о (or) da,

или

" •
ф(г \Ъ,те=Ь=а Г

О при —-— < л < оо.

Перемещения и напряжения, связанные с действием источника,
получим по формулам

| ^ 4 + Яб/4Ф,„„. (28)

10.4. Отражение плоской волны от свободной поверхности
и от абсолютно жесткой стенки

Пусть в плоскости Х\Хз в направлении АО распростра-
няется под определенным углом плоская монохроматическая
волна. Эта волна отражается от плоскости х3 = 0. На рис. 10.5
показаны падающие волны двух типов: Р-волна и ЗУ-волна.
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Первая из них является продольной волной (волной дилатации),
распространяющейся вдоль прямой АО с фазовой скоростью с\.
Эта волна после отражения, помимо отраженной Р-волны, дает
начало SV-волне, распространяющейся со скоростью с2. Вторая
из этих волн, представленная на рис. 10.5,6, является попереч-
ной (перпендикулярно поляризованной) волной, распространяю-
щейся со скоростью с2. Эта волна, кроме отраженной Sy-волны,
вызывает возникновение продольной Р-волны. Предположим,
что в обоих случаях плоскость х\ = 0 свободна от напряжений.

РИС. 10.5.

При рассмотрении отражения Р- и SV-волн от плоскости
х3 = 0 мы воспользуемся волновыми уравнениями. Так как мы
имеем дело с плоской волной, не зависящей от переменной х2,
то к нашим услугам уравнения

dl + dl l

TdJ Ф = — ^ 5 ? ) Ф = О. (1)

Решение уравнений (1) примем в виде

ф = О1(лг3)<г'*и'-с'), $ = G2(x3)eik{Xi-ct). (2)

Мы должны связать потенциалы Ф и чр с заданными граничными
условиями. Эту задачу можно решать сразу для двух функций
Ф и г|).

Подставляя формулы (2) в (1), получим систему обыкно-
венных уравнений

—
dx3

= 1 , 2,

с решениями

Отсюда уже можно представить потенциалы (2) в виде

Ф = Л, exp [Ik (x, + v,x3 — ct)] + fli exp [ift (*, — v,x3 —

ф = Л 2 exp [tA (JC, -j- V2A:3 — c/)] + ^2 e x P ['* (*j — V2*3 ~~

(3)

(4)

(5)
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Заметим, что с представляет собой скорость распространения
волны вдоль поверхности. Это вытекает из следующих рассу-
ждений. Если на рис. 10.5, а принять скорость с\ как отрезок
АО, то этот отрезок будет означать расстояние, на которое пе-
реместится волна в единицу времени. Отрезок ОК является рас-
стоянием, которое преодолевает фронт волны вдоль свободной
поверхности в единицу времени, равным скорости с. Отсюда сле-
дует, что

cosa = -^-, (6)

где a — угол падения волны. Точно так же если на рис. 10.5,6
мы положим, что ВО = с2 является скоростью распространения
волны, то отрезок КО будет представлять скорость с распро-
странения волны вдоль плоскости х3 = 0.

Обозначая через р угол падения SV-волны (рис. 10.5,6), по-
лучим зависимость

cosp = ^ . (7)

Здесь с, входящее в соотношения (6) и (7), одно и то же; оно
относится к потенциалам (5), которые описывают распростране-
ние волн как в случае, представленном на рис. 10.5, а, так и
в случае, представленном на рис. 10.5,6. Поэтому в случае па-
дающей Р-волны (рис. 10.5, а) А2 = 0, в случае падающей SV-
волны (рис. 10.5,6) /4i = 0. В обоих выражениях (5) имеем
одно и то же k = со/с.

Исключая с из уравнений (6) и (7), получим

с, sec a = c2 sec p, (8)
откуда

cos a = — cos p. (9)
C2

Это и есть закон отражения плоской волны, аналогичный за-
кону отражения Снелла в оптике. Величину k, входящую в вы-
ражения (5), можно представить в виде

, со 2я cos a 2я cos ft

где / = 2яС]/со — длина продольной Р-волны, /' = 2яс2/со — дли-
на поперечной 5У-волны.

Постоянные Аи Ви Аг, В2 входят в граничные условия. За-
метив, что

н , = д , Ф — <fy|>, «з = <33Ф + <5,i|5 (10)
и
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получим

(Тзз = 2ц {д\ф + д|дзф) + ЛУ?Ф,

аи = Ц (2<3!<ЗзФ + dfa — dlip).

Итак, имеем два граничных условия
*зз(*1, 0, 0 = 0, а,3(х„ 0, 0 = 0. (13)

Рассмотрим сначала случай распространения Р-волны, пред-
ставленной на рис. 10.5, а. В этом случае следует положить
А2 = 0: это равнозначно факту, что набегающей волной является
Р-волна. Принимая В2 ф 0, отложим пока исследование вопроса,
при каких условиях В2 может быть равным нулю. Подставляя
функции Ф и \|з из формул (5) в граничные условия, получим
систему двух уравнений, содержащих постоянные Аи В\, В2:

(Л, + В,) [2,xv? + % (1 + v])\ - 2nv2B2 = 0,

2 ( A - * i ) v , - B 2 ( v i - i ) = o .

Здесь, как легко убедиться из соотношений (6) и (7),

(На)

Из решения уравнений (14) имеем

В, _4v 1v 2-(3v^
Л, (l + 3v*)(v2( ) ( ) , 2

В2 М ' + ЗУ?)
 ( '

A, (l + 3v?)(v^-l)+4v,v2

#

Рассмотрим частный случай, а именно ц = К, т. е. v = 1/4. Эти
значения постоянных Ламе принимаются в сейсмологии. В этом
случае

с] = 3 4 cos2 a = 3 cos2 p, v2, — 1 = 1 + 3v2.

Уравнения (15) примут при учете формул (14а) следующий вид:

Bj 4tgatgP-(l+3tg»a)»
At 4tgat gp + (l +3tg2a )2 •
Вг _ 4tga(l+3tg 2 a)
Ai 4tgoigP+(l+3tg*a)* *

Иа этих формул видим, что величина В2 обращается в нуль з
двух случаях: один раз при a = л/2, р = л/2, другой раз при
a = 0. В этих двух случаях отражение относится только к
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Р-волне. При а = л/2 получим, кроме того, Si = —А\. Мы имеем
дело с Р-волной, которая падает перпендикулярно к плоскости
х3 = 0 и полностью от нее отражается. Рассмотрим теперь слу-
чай, в котором By = 0. Из первого уравнения (16) получим

4 t g a t g p = ( l + 3 t g 2 a ) 2 .

Учитывая, что tg2p = 3tg2a + 2, получим уравнение

4 t g a ( 3 t g 2 a + 2)'/* = ( l + 3 t g 2 a ) 2 (17)

с корнями см «* 12° 47' и аг = 30°. Этим корням соответствуют
скорости с «* 1,776 с2 и с = 2,00 с2. Если волна падает под углом

РИС. 10.6

ai или аг, то эта волна не отражается. В то же время SV-волна,
распространяющаяся соответственно под углом Pi или {52, оче-
видно, существует.

Рассмотрим далее плоскую SV-волну, показанную на
рис. 10.5,6. В этом случае в выражениях (5) положим А\ = 0.
Подставляя функции Ф и гр из формул (5) в выражения (12)
и используя граничные условия (13), получим систему двух
уравнений, из которых определяем отношения Bi/A2 и В2/А2

в предположении, что р, = К:

А _ 4tgp(l+3tg2a)

А2

4tgatgp-(l+3tg2a)2

4tgatgp+(l+3tg2a)2

(18)

SF-волна, падающая под углом р к плоскости лг3 = 0, отра-
жается под углом р и вызывает распространение продольной
волны под углом а. Из соотношения (9) видно, что р > а. Па-
дающая SV-волна не отражается, когда В2 = 0, т. е. когда угол
падения принимает одно из двух значений: Pi»55°41 ' или
р2 = 60°. Этим значениям соответствуют скорости с«*1,776с2
и с = 2,00 с2.

Рассмотрим теперь отражение волны от абсолютно жесткой
стенки (рис. 10.6). Эта задача отличается от предыдущей только
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граничными условиями, которые здесь принимают вид

и, = (^0-^)^ = 0,

Если падающая волна является Я-волной, то потенциалы при-
мем в виде (5) в предположении, что А2 = 0. Подставляя (5)
в граничные условия (19), получим систему двух уравнений, из
которых вычислим отношения

Л, v,v2 + 1 ' A, V!V2 + 1

Очевидно, что амплитуда Si будет равна нулю, когда V1V2 = 1,
что при ц = X приводит к уравнению

( 3 t g 2 a - l ) ( t g 2 a + l ) = 0, (21)

откуда можно определить углы падения ai и а2, при которых
волна не отражается.

Если падающая волна является SV-волной, то в выражениях
(5) следует положить А\ — 0. Учет граничных условий (19)
приводит к

(22)2v 2 B2

А2 1 + v,v2 ' А2 1 + v,v2 *

SV-волна не отражается, если В2 = 0 или V1V2 = 1. Отсюда
можно определить углы падения Pi и р2 и соответствующие им
скорости с.

10.5. Поверхностные волны Рэлея ')

Возмущения на поверхности, ограничивающей упругое полу-
пространство (либо в упругом теле вблизи его поверхности),
вызывают распространение волн, характеризующихся тем, что
их амплитуды являются максимальными на поверхности и что
они затухают достаточно быстро с глубиной. Эти волны имеют
большое значение в сейсмологии.

Рассмотрим упругое полупространство Xi ^ 0 и предполо-
жим, что поверхностная волна распространяется в направлении
оси х2. Такого рода волна может возникнуть, если вызывающее
ее возмущение не зависит от переменной х3. Независимость по-
верхностной волны от переменной х3 является причиной того,
что Мз = 0 и езз = 8i3 = 823 = 0. Здесь мы имеем дело с пло-
ским деформированным состоянием.

') Rayleigh J. W., On Waves Propagatet Along the Plane Surface of an
Elastic Solid, Proc. Math. Soc London, 17 (1885), 4—11,
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Перемещения, записанные в трехмерных задачах с помощью
потенциалов ф и if в виде

. '• /'• k=\, 2, 3, (1)

примут в двумерной задаче следующую форму:

«1=Ф. 1 + Ф.2. "2 = Ф.2 —'Ф.ь

где ф и гр — скалярные потенциалы.
Уравнения Ламе упрощаются:

0; (2)
здесь

I—12 __ V72 \-А1 у 2 _ _ ^ 2 I Л? а = 1 2
L J a — Vj 2 ui> v i u \ I U2> u '» '

Решение волновых уравнений будем искать в виде

Ф = ф(л:,)ехр[— /(со/ — kx2)], ty^W (х{)ехр[—i((ot —kx.2)]\ (3)

отсюда видно, что волна является гармонической во времени
и распространяется в направлении оси х2. Фазовой скоростью,
пока неизвестной, является с = calk. Подставляя формулы (3)
в (2), получим из последних обыкновенные дифференциальные
уравнения

= 0, (4)
OXj UXj

где

Из общих решений уравнений (4) выберем только те, которым
соответствует уменьшение амплитуд волны с глубиной:

ф = Де-*'*', 4f = Be-v»*>, v a > 0 , a = l , 2. (5)

Принятый здесь постулат об угасании волн с глубиной влечет
за собой утверждение, что v a ( a = 1, 2) должны быть величи-
нами действительными и положительными.

В неограниченном пространстве продольные и поперечные
волны распространяются раздельно, независимо друг от друга.
В рассматриваемом здесь случае эти волны связаны между со-
бой граничными условиями.

В предположении, что плоскость Х\ = 0 свободна от напря-
жений, мы имеем три условия

а„(0, х2, 0 = 0, <у1а(0, хъ /) = 0, ог13(0, *2 f f) = 0. (б)
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Последнее условие тождественно удовлетворяется в силу пред-
положения о независимости деформаций от переменной х3. Так
как

д2и2, (7)

то, подставляя в (7) соотношения (1а), получим

ап = 2цд?ф + ЯУ?ф + 2цд1д2г|\ oi2 = n [2д|д2<Р + д2ф —д?1|з]. (7а)

Подставляя в (7а) выражения

Ф = А ехр [— V[*, — i {(at — kx2)], -ф = В ехр [— v2x{ — / ((at — kx2)]

и используя граничные условия (6), получим следующую си-
стему уравнений:

[Я (v* — k2) + 2ц v?] А — 2\iikv2B = О,

Из условия совместности этой системы однородных линейных
уравнений получим соотношение

[Я (v? - k2) + 2цvj] (k* + v̂ ) - Aiivtv2k
2 = 0. (8a)

Это решение при учете зависимостей

l = iL_2 v* = k2-— a-\ 2

приводим к виду

ИЛИ

(2-г))2 = 4 ( 1 - д П ) 1 / ! ( 1 - л ) 1 / 2 . (86)

Здесь мы ввели обозначения д = с\\с\ < 1 и т) = с2/с .̂ После воз-
ведения обеих частей равенства (86) в квадрат и умножения
получим следующее уравнение:

T][Tf — 8т)2 + (24— 16*) л — 1 6 ( 1 — Ф)] = 0. (8в)

Корень Tii = 0 не соответствует условиям задачи. Из остальных
трех корней нужно выбрать тот, который соответствует посту-
лату va > 1, ос = 1, 2. Заметим, что в уравнение (86) не входит
частота со. Итак, скорость поверхностных волн с = cR будет
постоянной, независимой от о. Поэтому поверхностная волна
не обладает дисперсией.
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Рассмотрим частный случай й = 1/3, который соответствует
допущению к = ц, или v = 1/4. Это значение принимается в
сейсмологии для сейсмических волн, распространяющихся в зем-
ной коре. При Ф = 1/3 получим из формулы (8в), кроме T]I = О,
следующие действительные корни:

% = 4, ^ = 2 + - ^ , П, = 2 -

Так как величины v a (а = 1, 2) должны быть действительными
и положительными, то

° > 2 _ 2 ( 9 )

Из этих соотношений вытекает неравенство

4<K-J". (Ю)

которому удовлетворяет только корень т) = т)4 ~ 0,8453.
Фазовая скорость поверхностной волны определяется по

формуле

— С £ = = С-2 У i\4 ~ v,y i Ô L-2*

Эта скорость меньше фазовой скорости поперечной волны. Под-
ставляя г|4 и # в формулы (9), имеем

v, « 0,84756, v2 ~ 0,39936.

Интересным является угасание волны с глубиной. Об уменьше-
нии амплитуды волны свидетельствует член

e~Vi*1 или e~Vi*', (11)

входящий в функции ф и ф, а тем самым в перемещения «i и и2.
Обычно в качестве меры угасания принимается уменьшение

амплитуды в е раз, где е — основание натурального логарифма.
Это уменьшение величины e~ViXi или e~v*Xt в е раз получим, под-
ставляя в (11)

х, = — или х, = — .
Vj V2

Отсюда
1

*1 = . - г ^ = = = . - . . ИЛИ X*—-
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Здесь через I = 2n/k мы обозначили длину волны. В рассмат-
риваемом случае при д = 1/3 имеем ц ~ 0,8453. Поэтому

хх « 0,1878/ или хх « 0,3985/.

Мы видим, что величина х\ является дробной длиной волны.
Поверхностная волна распространяется в направлении оси Хг
вблизи поверхности хх = 0, достаточно быстро угасая с глу-
биной.

Рассмотрим теперь перемещения, используя для их опреде-
ления соотношения (1а). Получим

щ = ( - i4v,e-** + Bike-**) exp [/ (kx2 - со/)],

щ = (ijfei4e-v'*> + v2Be~^x')exp[i (kx2 — ett)]. " '

Постоянную А можно выразить через В, используя второе из
уравнений (8):

2iv,k ,
О = 5 5 ^ g

k2 + \
Наконец, взяв действительную часть от правых частей уравне-
ний (12), получим окончательные формулы для перемещений

и, = 0.8475С (е-»л — 1,7320e"v^) cos со It — ^-),

м == — С (e-v>*> — 0,5773e-v»*') sin a (/ — -^- ,

V C R l
C = — Ak.

Итак, перемещения определены с точностью до произвольной по-
стоянной С. Это обусловлено тем, что в уравнения (8) не входит
причина, вызывающая распространение поверхностных волн.
Уравнения (8) служат только для определения фазовой скорости
св путем решения задачи о собственных значениях.

При х\ = 0 получим

и (0, х2, t) = - 0.6204C cos со It -^ ),

Л
и2 (0, х2, t) = - 0.4227С sin ш / — — .

Соотношения (14) показывают форму деформированной плоско-
сти хх = 0. Отношение амплитуд горизонтального перемещения
к вертикальному составляет 0,681.

Рассмотрим теперь случай несжимаемой среды, для кото-
рого следует положить v = 1/2, или с\ = оо. Подставляя в урав-
нение (8в) •& = 0, получим

•П (П3 — 8т12 + 24-п — 16) = 0. (15)
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Корень Tii = 0 не удовлетворяет условию задачи, два других
корня уравнения являются мнимыми, последний корень является
действительным и меньшим единицы (неравенство (10)). В ре-
зультате получим

c = cR = 0,95554c2,

т. е. фазовая скорость примерно на 5% меньше скорости попе-
речной волны.

0,8

0,4

0,2

а

\

\

0,94

0,92

0,90

6

/

/

(

EL/

У

/

/
/

у

0,2 0,4 V 0
РИС. 10.7.

0,2 0,4

Глубина xit при которой член е V a*' ( a = l , 2) уменьшается
в е раз, дается формулой

* ' v, k 2 n "

Мы здесь рассмотрели только частные случаи v = 1/4 и v = 1/2.
Выше приведены графики, построенные Кноповом ') для раз-
ных значений коэффициента Пуассона v (рис. 10.7). Заметим при
этом, что •& = •fr(v), т. е.

д _ ц 1 1 — 2v
Л + 2ц 2 1 — v '

Из наших рассуждений вытекает, что поверхностные волны
Рэлея очень быстро угасают с глубиной. Это волны с большой

') Knopoff L., On Rayleigh Waves Velocities, Bull. Seism. Soc. Amer., 42
(1952).
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амплитудой и большой энергией. Они вызывают поверхностные
сотрясения и являются главной причиной разрушения наземных
конструкций. Энергия этих волн больше, чем энергия простран-
ственных волн (продольных и поперечных), исходящих из того же
центра возмущения. Поверхностные волны играют значительную
роль при наблюдении сейсмических волн. К наблюдателю из
места возмущения сначала приходят продольные, потом попереч-
ные волны и, наконец, поверхностные волны. Продольные и по-
перечные волны распространяются по хорде, а поверхностные
волны по дуге. Наблюдение поверхностных волн является одним
из самых значительных элементов исследования сейсмических
волн.

Нужно добавить несколько слов относительно скорости волн
Рэлея. Мы знаем, что cR < с2 < С\ и что в неограниченном про-
странстве продольные волны вызывают изменение объема, а по-
перечные—изменение формы. Сопротивление среды изменению
объема несравненно больше, чем изменению формы; поэтому фа-
зовая скорость продольных волн больше, фазовой скорости попе-
речных волн. Поверхностные волны распространяются вблизи
границы среды в области разрыва материальных констант между
упругой средой и атмосферой. Вблизи границы сопротивление
среды распространению волн наименьшее, среда более подат-
лива. Поэтому скорость поверхностных волн меньше скорости
пространственных (продольных и поперечных) волн.

Поверхностные волны имеют также большое значение в уль-
тразвуковых исследованиях и в дефектоскопии при исследовании
поверхностных дефектов конструкции.

Открытие поверхностных волн Рэлеем теоретически и поздней^
шее их нахождение экспериментально — прекрасный пример эф-
фективности и плодотворности теоретических исследований.

Дадим в заключение вывод основного соотношения Рэлея
(86), исходя из уравнений в напряжениях1).

Из уравнений (29) § 9.5 получим три уравнения

В эти уравнения подставим
а „ = а (ATI) exp [i (kx^ — at)],

а2 2 = р ( х 1 ) е х р [ г ( ^ 2 — of)], (17)

оп = Y (*i) exp [i {kx2 — со/)].

') J. Ignaczak, loc. cit, стр. 578.
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Складывая первые два уравнения системы (16), имеем

а + Р = - -Jr К - с|) (а" - £2Р + 2«*Y'). (18)

Вычитая второе уравнение системы (16) из первого, находим

а - р = - - ^ ( а " + £ 2 Р ) . (19)

Из третьего уравнения (16) найдем

Y = $ [ £ 2 Y - Y " - / £ ( a ' , + fJ')], Y' = - ^ - (20)

Уравнения (18)—(20) эквивалентны уравнениям

4*»

v ) a K ) = = o , D « J L .

Так как a,, (0, x2, f) = 0, то a(0)=^0. При (x\ + •*')-*• °° должно
быть a(oo) = 0. Из последнего уравнения (21) получим

A(e-v^ — е-ъ*'). (22)

Подставляя формулу (22) во второе уравнение (21) и учитывая
условие 012(0, х2, t) : = 0 , т. е. условие у(0) = 0, приходим к соот-
ношению

т. е. к формуле (86).
В дальнейшем мы не раз столкнемся с задачей о поверхно-

стных волнах Рэлея. Обратим особое внимание на поверхностные
волны, исходящие от точечного возмущения в упругом полупро-
странстве; такие волны будут исследованы в § 10.11 (фор-
мулы (27)).

10.6. Волны Лява

В только что рассмотренных поверхностных волнах Рэлея ма-
териальные частицы перемещались только в плоскости распро-
странения поверхностной волны. Там не было поперечных волн
и волн, перпендикулярных к плоскости распространения. Однако
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наблюдения на поверхности земной коры распространения пло-
ских поверхностных волн в направлении оси х2 показали, что
в некоторых случаях могут возникать Stf-волны, а значит, и пе-
ремещения и3. Ляв 1 ) показал, что эти волны могут возникать
и в упругом полупространстве с упругими свойствами, изменяю-
щимися скачкообразно (рис. 10.8).

Рассмотрим двухслойную упругую среду, показанную на
рис. 10.8. Пусть материал упругого слоя (—h ^. x\ ^ 0) отли-
чается от материала полупространства хх ^ 0 постоянными Ламе

и плотностью (fxi ф fi,2, fa Ф Л.2, pi Ф р2)- Пусть в определенной
таким образом среде распространяется упругая волна

и = [О, О, G (х{)] е1к <*<-<>') (1)

в направлении оси х2 с фазовой скоростью с. Предположим, что
граница Х\ = —h свободна от нагрузок. Так как

то div u = 0, а система уравнений в перемещениях

[iV2u -f (Я + ц) grad div u = pu (3)

сводится к волновому уравнению

\i (<3l + д§ ил(xi, х,, t) — риз = 0. (4)

Подставляя формулы (2) в (4), получим следующие обыкновен-
ные дифференциальные уравнения:

(5)

(6)

') Love A. E. H., Some Problems of Geodynamics, Cambridge University
Press, London, 1926.
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Здесь через су) = ((д,1|р1)'
/2, с^ = {у,.2/р2)'1г обозначены скорости

распространения поперечной волны в средах 1 и 2.
Решение уравнений (5) и (6) дает

G, = Л sin (Аф,*,) + В cos (Аф,*,), — / * < * , < О, (7)

G2 = Cexp( — Pa**,). лг,>0. (8)

Выбранные таким образом решения должны быть ограничен-
ными на бесконечности. Величина р2 должна быть положитель-
ной для угасания волны в глубине полупространства. Отсюда
вытекает, что с^] > с.

Постоянные интегрирования А, В, С связаны между собой
граничными условиями в плоскости Х\ = h и условиями непре-
рывности перемещений и напряжений в плоскости Х\ = 0. Заме-
тим, что согласно (2) отличны от нуля только перемещения и3

и напряжения сг\ и сггз- На границе Х\ = —h отсутствие нагру-
зок приводит к условию

<Э1О,(-Л) = 0. (9)

Непрерывность перемещений ы3 и напряжений 031 в плоскости
Х\ = 0 выражается следующими соотношениями:

G,(0+) = G2((T), (Ю)

fi1<31G,(0+) = M 1 G 2 (0-). (11)

Условие непрерывности напряжений а2з приводит к условию (10).
Условия (9) —(11) дают систему уравнений

A cos (р,*А) + 6 sin (р,*й) = 0,

В = С, (12)

Эта система имеет нетривиальное решение, если удовлетворяется
характеристическое уравнение

H2p2 = H.IMg(6M). (13)

Действительный корень уравнения (13) получим только тогда,
когда c'f] > c'j]. Определенная из (13) фазовая скорость с удов-
летворяет неравенству с^2) > с > с^] и зависит от величины k, a
также И. Отсюда следует, что волны Лява могут существовать
только тогда, когда скорость c(

r

2) > c'jK Заметим еще, что фазовая
скорость с волн Лява зависит от частоты со и поэтому для этих
волн имеет место дисперсия.
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Если с является действительным корнем уравнения (13), то
перемещение ы3 выражается формулами

*2. t) = Dcos[k$l(xl+fi)]eik{x>-ct\ — А<*, < 0 , (14)
„ х2, t) = D cos (p,ifeA) e-P^. e '*(*.-e') f xi > 0. (15)

Здесь D — произвольная постоянная. Наибольшее значение пе-
ремещения получим при х\ = —h. При х\ > 0 перемещение
уменьшается указанным способом.

Волны Лява в самом общем виде получаются суперпозицией
монохроматических волн (14) и (15) при различных значениях k.

10.7. Распространение волн в упругом слое

Рассмотрим упругий слой толщиной 2/г, заключенный между
плоскостями х3 = ±/г, свободными от напряжений. Пусть в этом
слое распространяется периодическая волна с фазовой скоростью
с. Плоская продольная волна распространяется в бесконечном
пространстве со скоростью с ь поперечная волна — со скоростью
с2. В упругом слое скорость волны будет отличной от С\ и с2. Ог-
раничение упругого пространства двумя плоскостями вызывает
возмущения, влияющие на изменение фазовой скорости и напря*
женного состояния.

Ниже мы рассмотрим плоскую задачу; перемещения и\ и иа

будут независимыми от переменной х2, а и2 = 0.
Задача о распространении периодических волн в упругом

слое была решена Рэлеем !) и Лэмбом2). Математически эта за-
дача формулируется следующим образом. Ищем решение дву->
мерных волновых уравнений

-±д1\ф = 0, Ы— -jd?U = 0, Vi = d? + d! 0)

в предположении, что

Подставляя формулы (2) в (1), получим обыкновенные диффе-
ренциальные уравнения

= 0, (3)
где

Va = (k2-kl)\ *« = -f. a = l , 2.

') Rayleigh J. W., On the Free Vibrations in an Infinite Plate of Homo-
geneous Isotropic Elastic Matter, Proc. Math. Soc. London, 20 (1889).

2) Lamb H. On Waves in an Elastic Plate, Proc. Rou. Soc. London 93A
(1916).
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Решение уравнений (1) можно представить в виде

Ф = (A sh VJJCJ + В ch v,x3) eik{x>-ct\

v|> = (С sh v2x3 + Dch v2x3) elk <*•-<*>. ^ 4 '

Перемещения П\ и и3 связаны с функциями Ф и ty зависимостями

Напряжения выражаются формулами

Оч 1 = 2ц (д]ф — did3ip) + Яу?Ф,

Подставляя (4) в (5) и (6) и используя граничные условия

а33 (*„ ± A, t) = 0, 013 (*„ ± A, t) = 0, (7)

получим систему четырех линейных однородных уравнений, со-
держащих постоянные А, В, С, D.

Приравнивание определителя этой системы уравнений нулю
приводит к характеристическому уравнению, из которого при за-
данных значениях р, ц,, Я и со можно найти фазовую скорость с.
Упростим задачу, рассмотрев две системы частных решений:

Подставляя формулы (8) в соотношения (5), нетрудно заметить,
что перемещение и\ является симметричным, а и3 — антисиммет-
ричным относительно плоскости х3 = 0. Напряжения an и а3з
симметричны, напряжение о\з антисимметрично относительно
плоскости х3 = 0. Решение (8) соответствует симметричному
виду колебаний. Используя указанные свойства симметрии, до-
статочно учесть граничные условия только при х3 — h. Подстав-
ляя формулы (8) в (6) и используя условия (7), получим си-
стему двух уравнений

[(2ji + Я,) р? — Я] В ch v,h + 2цгр2С ch v2h = 0,

2/р,В sh v,A — (1 + p«) С sh vaA = 0,

Pa = -f-. a = 1, 2.
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Из условия существования нетривиального решения системы
уравнений (10) получим характеристическое уравнение

th(v.A) (l + Po)2

th(v,A)
ИЛИ

Рассмотрим сначала предельные случаи. Если длина волны
I = 2n/k очень велика по сравнению с толщиной слоя 2/г, то ве-
личины vift и v2ft будут малы при конечном значении с. Заменяя
в уравнении (11) гиперболические тангенсы их аргументами, по-
лучим

Pi = 0 + 1

откуда

,2\2

с = -^-\с\— с\. (12)

Если ц»=Я (т. е. если v = l / 4 ) , то с\ = Ъс\ и из формулы (12)
получим

с = Ср=Ц?-с1 = 2у jc2. (13)

Предположим, далее, что длина волны очень мала по сравнению
с толщиной слоя 2ft. Тогда величины vift и v2h очень велики, а
отношение гиперболических тангенсов в левой части уравнения
(12) можно принять равным единице. В этом предельном случае
получим

~ 7 р ( 1 4 )

В этом уравнении мы узнаем характеристическое уравнение для
поверхностных волн Рэлея. При фиксированной малой длине
волны и при возрастании толщины слоя уменьшается влияние
границы х3 = —ft на поверхностную волну, возникающую на гра-
нице х3 = ft, и обратно.

Границу хъ = h можно трактовать как границу упругого по-
лупространства; периодическая волна по своему характеру при-
ближается к поверхностной волне Рэлея. При v = 1/4 получаем
из формулы (14)

cR « 0,9194с2.
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2 —
с

iZ7"
сг

В общем случае симметричных колебаний фазовую скорость
с требуется определить из полного уравнения (116). Из вида
уравнения (116), в которое входит параметр k = со/с, делаем вы-
вод, что фазовая скорость с зависит от частоты со и поэтому
имеет место дисперсия. Из обсуждения предельных случаев сле-
дует, что для первой формы колебаний М\\ фазовая скорость ле-
жит в пределах ср ^ с ~^ cR.

Заметим, наконец, что ввиду периодического характера функ-
ции th{\2h) в случае с > с2 мы получим бесконечное число сим-
метричных форм колебаний
М1ЬМ12, . . . . 3

Общее исследование ха-
рактеристического уравне-
ния (Пб) для произвольных
значений р, (л, К провел Го-
голадзе ' ) .

На рисунке 10.9 пред-
ставлена фазовая скорость с
и групповая скорость U =
= с + k (dc/dk) в зависимо-
сти от параметра kh для пер-
вой и второй форм симмет-
ричных колебаний в предпо-
ложении, что v = 1/4.

Толстой и Усдин2) установили, что в первой симметричной
форме колебаний фазовая скорость с монотонно уменьшается от
с = Ср = 2 j/2/3c2

 П Р И kh = 0 до асимптотического значения с =
= CR = 0,9194 с2 при kh = с». Фазовая скорость U имеет те же
самые предельные значения, что и фазовая скорость с, достигая,
однако, максимума при kh « 2.

Вторая форма симметричных колебаний М12 является типич-
ной для дальнейших высших форм колебаний, для которых
с > с2. При kh-+O фазовая скорость с стремится к бесконеч-
ности, а групповая скорость U — к нулю. При kh-*-oo имеем
с-»- (7->с2.

Перейдем к колебаниям, выраженным формулами (9). Под-
ставляя (9) в формулы для перемещений (5), замечаем, что их

антисимметричны, а и2 симметричны относительно плоскости
хъ = 0. Используя формулы (6), убеждаемся, что напряжения
(Гц и 0зз антисимметричны относительно плоскости лг3 = 0, a ai3
симметрично относительно этой плоскости. Подставляя формулы

kh

РИС. 10.9.

') Гоголадзе В. Г., Дисперсия волн Рэлея в слое, Труды Сейсмолог.
ин-таАН СССР, 119 (1947), 27-38.

2) Tolstoy I., Usdin E., Dispersive Properties of Stratified Elastic and Li-
quid Media, Bull. Seism. Soc, Amer., 44 (1954), 493—512.
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(9) в граничные условия (7) при х3 = h, получим систему двух
линейных однородных уравнений. Приравнивание определителя
этой системы нулю дает характеристическое уравнение

th(vt/t) _

th(VaA) |)2Р|)
(15)

Рассмотрим и здесь предельные случаи. Займемся сначала слу-
чаем, в котором длина волны очень велика по сравнению с тол-
щиной слоя и для которого с < с2 < С\. Разлагая гиперболи-
ческие тангенсы в ряд и сохраняя три члена ряда, после некото-
рых преобразований получим

1 2 (16)

V
сг

—

О

Из этого уравнения, относящегося к первой форме антисиммет-
ричных колебаний М12, можно определить фазовую скорость волн

изгиба. Заметим, что в этом
предельном случае мы имеем
дело с дисперсией волны.

Другой предельный случай
относится к длинам волны,
очень малым по сравнению с
толщиной слоя. В этом случае
при М-»-оо и с < с2 < С\ ле-
вая часть уравнения (15) стре-
мится к единице. Уравнение
(15) сводится к уравнению
(14), характеризующему по-
верхностные волны Рэлея.

При с > с2 и kh -> оо фазо-
вая скорость стремится к с2.

На рисунке 10.10 представлены графики функций с/с2 и U/c2

для первой и второй форм антисимметричных колебаний в пред-
положении, что v = 1/4; эти графики построили Толстой и Ус-
дин 1).

Графики показывают, что для первой несимметричной формы
колебаний М2\ фазовая скорость с монотонно возрастает с рос-
том kh от нуля (при kh = 0) до асимптотического значения cR

(при kh-^-oo). Предельные значения для групповой скорости О
те же самые, что и для фазовой скорости с.

Вторая форма несимметричных колебаний М22 (как и следую-
щие M2z, Мм, ...) характеризуется для О с2 тем, что при kh-*-0
фазовая скорость стремится к бесконечности, групповая скорость

4

РИС. 10.10.

1) I. Tolstoy, E. Usdin, Ioc. cit. стр 693.
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стремится к нулю, в то время как при kh-+oo обе скорости^
стремятся к значению с2.

В литературе по сейсмологии можно встретить несколько ра-
бот, обобщающих рассмотренную выше задачу. Так, Рейсснер ')>
а также Осборн и Харт2) рассматривали бесконечный упругий
слой, заключенный в жидкость, а Седзава и Нисимура 3) — плиту
в неограниченной упругой среде с другими упругими свойствами

10.8. Распространение продольной волны
в стержне кругового сечения

Рассмотрим бесконечный стержень кругового сечения, нахо-
дящийся в пустоте. Пусть в этом стержне, свободном от нагрузки
на боковой поверхности, распространяется продольная волна в
направлении его оси.

Исследуем случай, осесимметричный относительно оси z (сов-
падающей с осью стержня). Перемещения, деформации и напря-
жения будут в этом случае в цилиндрической системе координат
(г, ф, z) независимыми от угла <р.

Для решения этой задачи удобно будет воспользоваться вол-
новыми потенциалами Ф и ф . Волновые уравнения в силу пред-
положенной симметрии деформации относительно оси z примут
вид (уравнения (43) и (44) § 9.3)

(V2--рг<??)ф = 0, ^ 2 - - ^ Ч , = 0, (1)

г д е

дг* ""Г г дг ^ дг2 •

Составляющие вектора перемещения и = (иг, 0, uz) связаны с
потенциалами Ф и i|> следующими соотношениями:

дФ . а2ф
~d~F~ ~т~ IFdz '
дФ

U,=-
дг дг2 7dTlh + dz2

' ) Reissner H., Der senkrechte und schrage Durchtritt einer in einem flussi-
gen Medium erzeugten ebenen Dilatations (Longitudinal)-Welle durch eine in
diesem Medium befindliche planparallel le feste Platte, Helv. Phys. Ada, 11
(1938), 140—155; 268.

2) Osborne M. F. M., H a r t S. D., Transmission, Reflection and Guiding of
an Exponential Pulse by a Steel Plate in Water, /. Acoust. Soc. Amer., 17 (1945),
1-18.

3) Sezawa K., Nishimura Q., Rayleigh-type Waves Propagated Along an
Inner Stratum of a Body, Bull. Earthquake Research last. (Tokyo), 5 (1928),
85—92.
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В дальнейшем нам понадобятся формулы для напряжений

Эти напряжения входят в граничные условия задачи. А именно
на боковой поверхности цилиндра при г = а должны выпол-
няться граничные условия

arr(a,z,t) = 0, о„(а .2 , 0 = 0. (4)

Продольная волна распространяется в направлении оси z
с фазовой скоростью с. Частные решения уравнений (1) примем
для этого случая в следующем виде:

ф = AGX (г) е-<« <'-г/с> = ЛО, (г) elk <z-c<>,
(5)

4> = SG 2(r)e-' ' a ( '-^» = BG2(r)e'* ( z-^), k = a/c.

Через со обозначена частота колебаний. Вспомним, что длина
волны / связана с величинами k и с следующей зависимостью:

, 2я 2яс
k (О

Подстановка функций (5) в волновые уравнения (1) сводит пос-
ледние к обыкновенным дифференциальным уравнениям

^+TAa¥ + VlGa = 0' « = 1 . 2 , (6)
где

v . - д е - * 8 ) * , ka = ̂ -, « = 1,2.

Из общих решений уравнений (6) выберем те, которые не имеют
особенности при г = 0. Уравнениям (6) будут удовлетворять
функции Бесселя /o(va r ) , a == 1,2. Решение уравнений (1) пред-
ставим в виде

(7)

Подставляя формулы (7) в (2), получим

щ = [Л/о (v,r) + BikJ'o (v2r)]

«г = \AikJ0 (v,r) + v|B/0 (v/)]
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Выражая напряжения (3) через перемещения (8) и удовлетво-
ряя граничным условиям, получим систему двух уравнений

; (V,r) - Щ/о ( V ) ] r = a + 2уЛкВ [Ц (v/) ] , . . = 0,

ША [J'o (v,r)] r = a - В (2А» - Щ [J> (v/) ] r = a = 0. ( 9 )

Из приравнивания нулю определителя системы уравнений (9)
вытекает характеристическое уравнение

_ n ....

из которого мы можем определить фазовую скорость с для за-
данной частоты со. Уравнение (10) довольно сложно, и поэтому
мы не будем заниматься его обсуждением. Из вида этого уравне-
ния, однако, следует, что мы имеем дело с дисперсией волнового
движения, так как фазовая скорость зависит от частоты.

Рассмотрим два предельных случая. Если радиус а мал по
сравнению с длиной волны / = 2п/с, то мы можем воспользо-
ваться упрощенным характеристическим уравнением, разлагая
Jo(var) в бесконечный ряд и сохраняя в нем два члена:

h (V) = 1 - | (var)2 + ± (ver)< + . . . . (11)

Имеем поэтому

Jo (vaa) « 1 - j (vaa)2, a = 1, 2.

Подставляя формулы (12) в (10), получим характеристическое
уравнение

- 2А«) ( l - l vja») [v? (1 - 4 v^«) + A «J (1 - 1 vja»)] +

= 0. (13)

Исключая члены, содержащие а2 и более высокие степени а, и
отбрасывая решение V2 = 0 (которое приводит к соотношению
с = с2), получим из уравнения (13) следующее соотношение:
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После простых преобразований приходим к соотношению

1 _ с2 2kk\ + \ik\

Т2=~^г = (X + ii)*?*!1

откуда

Второе приближение, найденное из уравнения (13) Похгамме-
ром ' ) , приводит к следующему значению для фазовой скорости:

. -коэффициент (15)
) П у а с с о н а _

Очевидно, что мы имеем дело с дисперсией волны, так как k =
= м/с. Если длина волны очень мала по сравнению с радиусом
стержня, то уравнение (13), как показал Банкрофт2), переходит
в характеристическое уравнение для волн Рэлея в упругом по-
лупространстве.

Общее решение (10) исследовал Дэвис3), представив гра-
фики фазовой скорости с и групповой скорости U в зависимости
от отношения а/1 для первых трех форм колебаний.

10.9. Продольные волны в упругой среде
с цилиндрической полостью

Задача о распространении продольных волн в бесконечной
упругой среде в окрестности цилиндрической полости была ре-
шена Био 4).

Пусть ось цилиндрической полости совпадает с осью г, а ра-
диус полости равен а. Продольная волна распространяется па-
раллельно оси z с фазовой скоростью с. Предположим, что волна
характеризуется осевой симметрией относительно оси г. Эту осе-
симметричную задачу наиболее удобно решать с использованием
потенциалов. Био воспользовался волновыми уравнениями (урав-

') Pochhammer L., Ober die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten kleiner
Schwingungen in einem unbegrentzen isotropen Kreiszylinder, /. / d. reine and
angew. Math., 81 (1876), 324—336.

2) Bancroft D., The Velocity of Longitudinal Waves in Cylindrical Bars,
Pkys. Rev., 59 (1941), 588—593.

3 ) Davies R. M., A Critical Study of the Hopkins Pressure Bar, Phil. Trans.
Roy. Soc. London, A, 240 (1948), 375—457.

4) Biot M. A., Propagation of Elastic Waves in a Cylindrical Bare Con-
taining a Fluid, /. Appl. Phys., 23 (1952), 997—1005 [русский перевод: сб. Ме-
ханика, № 3(19) (1953)].
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нения (43) § 9.3)

( У 2 _ _ - ^ а ' ) Ф = 0' ^2-±-±dijW = 0, (1)
где

~ дг* ̂  г дг "^ dz* *

Функции Ф и Ч' связаны с перемещениями иг и uz соотношениями
(формулы (40) § 9.3)

дФ dV дФ . 1 д , „., / o s

Подставив эти соотношения в формулы для напряжений

получим следующие соотношения, вытекающие из формул (2)
и (1):

Я

На поверхности г = а, на которой отсутствуют нагрузки, спра«
ведливы граничные условия

arr {a, z, t) = 0, агг (a, z, t) = 0. (5)

Решение уравнений (1) примем в виде

Ф = Л/Со (v/) cos k (z — ct), У = BKi (vjr) sin k (z — ct), (6)

где

= Ь(] „2\'/г „ —JL_ 11 = ! 2
— «11 a i , a — , ц, — i, л

), /Ci(v2/")—модифицированные функции Бесселя тре-
тьего рода нулевого и первого порядка. Эти функции удовлетво-
ряют условию угасания волны на бесконечности.

На бесконечности мы будем иметь дело с плоской волной, рас-
пространяющейся в направлении оси z. Лишь вблизи цилиндри-
ческой полости волна возмущается и напряженное состояние за-
висит от радиуса г.

Подставляя формулы (6) в формулы (4) и используя гранич-
ные условия (5), получим систему двух линейных однородных
уравнений, содержащих постоянные А и В. Она имеет нетри-
виальное решение, если ее определитель равен нулю. Это условие
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приводит к характеристическому уравнению

I ]
v2a + /С, (v2a) J ~

(2-а*) ? /C0(v,a)
/l-a

= 0. (7)

Подставляя в это уравнение значения v^ = k V\ — a£, ц = 1, 2,
мы можем выразить фазовую скорость в зависимости от пере-
менной ak — 2па/1, где/ — длина волны. Если длина волны очень
мала по сравнению с радиусом а, то ka стремится к бесконеч-
ности, а уравнение (7) с учетом асимптотического выражения

сводится к виду

4/1^уТ=^ = (2-с$2, (8)

в котором мы узнаем характеристическое уравнение для поверх-
ностных волн Рэлея. Био дал численное решение уравнения (7)
для фазовой скорости с и групповой скорости U в зависимости
от отношения l/а при различных значениях коэффициента Пуас-
сона.

Заслуживает внимания решение более сложной задачи, а
именно задачи о распространении продольной волны в упругой
среде с цилиндрической полостью, заполненной жидкостью1).

10.10. Плоская задача Лэмба

Рассмотрим следующую задачу, относящуюся к плоскому де-
формированному состоянию. Пусть в плоскости х3 = 0, ограничи-
вающей упругое полупространство хя ^ 0, действует нагрузка
Р(х\, t) = ешр(х\). Эта нагрузка вызывает в полупространстве
напряженное и деформированное состояния, возникают про-
дольные и поперечные волны. Требуется решить волновые
уравнения

l ^ f = 0, fdl + dl-±d^ = O (1)

с граничными условиями

стзз = (х\, 0, 0 = - ешр (*,), 013 (*„ 0, t) = 0. (2)

') М. A. Biot, loc. cit. стр. 698,
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Здесь мы предположили, что нагрузка р(х{)еш действует пер-
пендикулярно к плоскости, ограничивающей упругое полупро-
странство, в положительном направлении оси лг3. Потенциалы Ф
и \|з связаны с перемещениями и напряжениями следующими со-
отношениями:

и, = д,Ф — <Э3г|>. и3 = д3Ф + д^, (3)

ап = Ц (2д1<Э3Ф + д?ф — дзф).
, (4)

схзз = 2ц (д]ф + <Э,<Э3ф) + 4 - Ф.
c i

Волновые уравнения (1) можно решить, применяя интегральное
преобразование Фурье. Легко проверить, что уравнениям (1)
удовлетворяют интегральные выражения

ш ?
I (5)

4=
у 2 я

JustJust ,

ij) = 4 = В (a) e~ v^e-' a x 'da, (6)

\ = ( « 2 - ^ ) ' / 2 . »* = 1. 2 -

Подставляя формулы (5) и (6) в выражения для перемещении
(3), получим

^> + v2Be-v'*«) e~iax' da,

(7)

у 2п

Подставляя формулы (5) и (6) в формулы (4) и используя гра-
ничные условия (2), получим систему двух уравнений

2iav.A — (2a2 — №)В = 0,
(8)

( 2 а 2_£2)л + 2тг2В = - ^ ,
где

оо
р(а) = у = J p{x{)e^dxx.
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Из решения системы уравнений (8) имеем

2 а 2 — I

где

Подставляя формулы (9) в соотношения (7), получим в пло-
скости х3 = 0 следующие выражения:

_1
„,(,„0,0 — ^ l f"^LЛГ(а) '

—оо
В частном случае сосредоточенной силы р (х{) = Роб (jf̂  имеем

так что

"•
1Рое

ш

ы\а)

( 1

Выделим в функции нагрузки симметричную р8(х\) и антисим-
метричную pa(xi) относительно плоскости Х\ = 0 части. Тогда

p(a) = ps(a) + ipa(a), (12)
где

cos

Sjn aJf'

Подставляя формулу (12) в (10) и учитывая, что амплитуды пе-
ремещений и сами перемещения должны быть действительными

0
(a) = -y= J
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величинами, получим следующие формулы:

{ —^— ^о 9 9

1 у J д^—т—— aps (a) sin ая, da
^ о

«3(*i. 0, O = - R e y-£-V Tk"i

(13)

для симметричной нагрузки и

Щ (*„ 0, 0 =

'TJ
(Н)

2 a«-*l-2v l v 2

«з (JCi, 0, г) = — Re< 1/ — к> ., , .— sin ax, da
1 I и ' я J N (а) '

I о

для антисимметричной нагрузки.
Аналогичным образом можно рассмотреть случай касатель-

ных нагрузок, лежащих в плоскости х 3 = 0 и параллельных оси
Х\. В этом случае решаем уравнение (1) с граничными усло-
виями

Мы предположили здесь, что нагрузка g{x{)eiat действует в по-
ложительном направлении оси Х\. Подставляя выражения (5) и
(6) в формулы (4) и принимая во внимание граничные условия
(15), получим систему уравнений

2iav. А — (2а2 — £2) В = - 1 ^ - ,
1 V 2) V- (16)

(2а2 — Щ А + 2/av2B = 0.

После определения величин А, В как функций параметра а полу-
чим из формул (7) при *з = 0 следующие выражения для пере-
мещений в плоскости, ограничивающей упругое полупростран-
ство:

i t 'I (17)

7k $Ш (2 a 2 - ** - 2 v 'V 2) ae'taXl da'
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Здесь тоже можно выделить в g(xi) симметричную и антисим-
метричную относительно плоскости Х\ = 0 части с помощью ин-
тегралов Фурье по синусам и косинусам.

Вернемся теперь к интегралам ( И ) . При их вычислении воз-
никают значительные трудности математического характера: ин-
тегралы не удается взять непосредственно. Они вычисляются пу-
тем замены переменной интегрирования ос комплексной перемен-
ной % = а + ix и контурным интегрированием в плоскости | . Не-
собственные интегралы в формулах (11) примут вид

= г

Мы не будем входить в подробности этого сложного метода ин-
тегрирования, а ограничимся представлением окончательного ре-
зультата. Читателей, интересующихся примененным здесь мето-
дом интегрирования, отсылаем к монографии Эвинга, Ярдецкого
и Пресса (см. список литературы).

Интегралы (11) можно представить бесконечными рядами

щ{Х\, 0, 0 = — exp[t((o/ — кх{)] -f

+ i S " {(*i*i)"Vt Cexp[/(co/ - *,*,)] +

+ (&2*i)~3/' ^ e X P I' (̂ ^ — ^ l ) ] } + • • •.

/ P v (19)
u3(xl} 0, /) = exp[t((o/ — x%[)] —

+ (^2x,)"3/j Z?! exp [t (со/ — £2*i)]) + • • • .

В этих формулах введены обозначения

- *|) - 2 | / 7 ^
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Здесь х — корень уравнения Рэлея N (к) = 0, a Af' (к) — произ-
водная функция N(K) ПО И. Кроме того, введены постоянные

~

С

С , -

/ ь

D, = - 4/ /2я (1 1-

Члены рядов (19) убывают как (*i)~'/!. Первые члены этих рядов
представляют волны Рэлея, распространяющиеся от источника
возмущений с фазовой скоростью с д и с амплитудой, не зави-
сящей от Х\. Отношение амплитуд волн «з и и\ постоянно и
равно /С/Я.

Вторые члены рядов (19) представляют продольные волны,
распространяющиеся с фазовой скоростью с\ = w/&i. Третьи
члены представляют поперечные волны, распространяющиеся
от точки возмущения с фазовой скоростью Сг = со/&2-

Амплитуды этих колебаний пропорциональны {k^xY'^ и
(k2x^~bl\ Заметим при этом, что цилиндрические волны, вызван-
ные существованием линейного источника возмущений, помещен*
ного в бесконечном упругом пространстве, характеризуются ам-
плитудами, пропорциональными ()%

10.11. Осесимметричная задача Лэмба

Это одна из основных задач эластокинетики. Она играет ту
же самую роль, что и задача Буссинеска в эластостатике.

Пусть в плоскости JC3 = 0, ограничивающей упругое полупро-
странство, действует вертикальная нагрузка P(r,t)= р(г)еш,
направленная по оси х3. Для определения перемещений и напря-*
жений в этой осесимметричной задаче воспользуемся потенциа-
лами Ф(г, z, t) и \|)(г, 2,/), удовлетворяющими волновым урав-
нениям

где
V2-J1 , 1_3_ , JL
v ~ дг* ^ г дг ^ дг* '
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Перемещения ип иг и напряжения azz, огг выражаются тогда
формулами

и, . диг , ди
. (3)

Функции Ф и ф связаны между собой граничными условиями за^
дачи

ст22 (г, 0, /) = - р (г) еш, агг (г, 0, /) = 0. (4)

Уравнения (1) решим, используя интегральное преобразование
Ханкеля. Можно легко убедиться, что решениями уравнений яв-
ляются функции

оо
ф = еш \ Ae-v^aJ0 (ar) da,

о

J '
о

где
v = С а 2 k2)'1', k = — , ц = 1, 2.

Подставляя формулы (5) в (2), получим

00
ur (r, z, t) = — еш J {aAe~^z — v2aBe-v*z) aJ{ (ar) da,

о ,„.

uz(r, z, t) = elu>t (— \xAe~v>z -\- a 2 Be - V i Z ) aJ0(ar)da.
о

Подставляя формулы (6) в соотношения (3) и используя гранич-
ные условия, приходим к системе двух уравнений

2av,А — a (2a2 — Щ В = О,

ц [(2а2 — Щ А — 2a2v2B] = - р (а). ^

Из этой системы уравнений определим постоянные Л, В и под-
ставим в формулы (6). При z = 0 находим следующие перемс-
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щения:

и,(г, 0, 0—£" J j$r(2a*-kl-2vlv2)a4l(ar)da,
(8)

и2 (г, 0, 0 = - ~- J ^(ct° v,a/0 (or) da,
оо

где
N (а) = (2а2 — Щ2 — 4a2v,v2.

Если в начале координат действует сосредоточенная сила

Р V' 1) — 2пг е >
то

_(ш/г> °° о « 2 «.2 п., ..

О, /) = — "

Найденные формулы для перемещений, а также формулы для
напряжений (3) позволяют решить следующую важную для сей-
смологии задачу.

Пусть в точке (0, 0, h) упругого полупространства z ^ 0 дей-
ствует источник возмущений, гармонически изменяющийся во
времени. Этот источник является причиной возникновения про-
дольных и поперечных волн, характеризующихся осевой симмет-
рией относительно оси z. Предположим при этом, что плоскость
2 = 0 свободна от нагрузок.

Решение этой задачи составим из двух частей. Первая часть
задачи относится к действию двух источников возмущения, поме-<
щенных в бесконечном улругом пространстве симметрично отно-
сительно плоскости 2 = 0. Действие этих двух источников возму*
щений, вызывающих только продольные волны, выражается по*
тенциалами ф('> = 0, г|)О = 0. Мы покажем, что плоскость 2 = 0
не будет свободной от напряжений. Для аннулирования этих на-
пряжений нужно дополнительно решить задачу Лэмба и опре-
делить потенциалы Ф<2> и \р<2>. Суперпозиция потенциалов Ф =
= ФО + Ф(2), \|) = фС + \J)(2) и является решением задачи.

Однако прежде чем построить решение Ф'1', мы должны найти
потенциал ф(°> для источника возмущений, помещенного в начале
координат. Функцию Ф<°> находим из волнового уравнения

J - да\ ф«» в _ А Д(гЖг) еш, ( ! о)
с\ l) u 2nr



708 1~л- Ю- Частные задачи эластокинетики

Здесь Фо — интенсивность источника возмущений. Частным реше<
нием уравнения (10), удовлетворяющим условию излучения, яв-
ляется функция

\Г 1Г1 ^ (11)
о

Добавим действие двух источников возмущений, один из которых
помещен в точке (0, 0, h), другой — в точке (0, 0, — h ) . В резуль-
тате получим потенциал

ф»> « ^ ± о j " _£L / o ( a r ) (e-v. I z-ft I + e-v. I *+* |) rfa>

0

Функция фС равна нулю, ибо возмущение вызывает в бесконеч-
ном пространстве только продольные волны. Зная функцию ф('\
определим перемещения ы".1' и «у> по формулам

( 1 1_ЭФ (" „.
Ur ~~ дг ' иг = дг '

В плоскости 2 = 0 имеем

и») (г, 0, t) = - ^ ^ J e-^J^ar^da, и») (г, 0, 0 = 0. (13)
о

Из формул (3) определим напряжения, подставляя вместо Ф
функцию Ф(1), а вместо г|> значение if(1> = 0. В результате по-
лучим

«Й<г. 0. ^ = ^ 1 ^(2a>-kl)aJ0(ar)da,

с$(г, 0 ,0 = 0.

Очевидно, что в плоскости z = 0 напряжение â J ^ 0 и условия
на свободной от нагрузок границе не выполняются. К напряжен-
ному состоянию о{{] добавим напряженное состояние af}, вы-
бранное так, чтобы на границе 2 = 0 были выполнены условия

о«>-0, ay» + a«2>-0. (15)

Итак, нужно решить задачу Лэмба (о напряженном состоянии
off) B упругом полупространстве. Легко проверить, что условия
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(15) приводят к соотношению

цфо (2а2 -ft|)

Подставляя формулу (16) в формулы (8), получим

X (2а2 — k\ — 2v, v2) е-»'*а8/, (ar) da, (17)

J
Результирующие перемещения в плоскости 2 = 0 получим сло-
жением перемещений «<.'> и ы{.2), а также ы^11 и ы^2):

и, (г, 0,0 = ^ J -gfc- e-v.*/, (ar) da,

Вернемся к формулам (9), описывающим перемещения в пло*
скости 2 = 0, которые возникают под действием сосредоточенной
силы, приложенной в начале координат в направлении оси г. Ис-
пользуя известные соотношения для функций Бесселя

оо
/0 (ar) = —i- J {eiar ch " — e~iar c h «) du,

(19)

/j (ar) = —-i- J (e'ar c h " + e-'ar c h «) ch
о

приводим формулы (9) к виду

и,(г, 0, / ) = - •
О — ОО

(20)

ешР01 Г Г fe2av
и, (г, 0, 0 = тг-ъ— du .,, . e~' a r c h " da,

Q -»
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Легко заметить, что интегралы по а можно найти из решения
двумерной задачи, применяя к формуле (11) § 10.10 операцию

-г— и подстановку Х\ = г ch и. Поэтому можно использо-
вать интегралы из плоской задачи Лэмба.

Для больших значений k^r и k2r получим ')

оо
М Г exp [i (at — kxr ch и)] л_

ехр[/(со< —feirchu)] . ,

(ch«)'/j

ych«)] d

(ch«)% T

Здесь величины Н и К задаются формулами (20) § 10.10. Вели-
чина х является корнем уравнения Рэлея N (у.) = 0 . Величины
М, N, Mi, N\ можно выразить через величины С, Си D, Dx § 10.10.

Первый член в рядах (21) и (22) представляет собой поверх-
ностную волну Рэлея, причем отношение К/Н то же самое, что
в плоской задаче Лэмба. Однако амплитуда поверхностных волн
(которые здесь выступают в роли кольцеобразных волн) умень-
шается с радиусом как (хл)-1'». Следующий член в рядах (21)
и (22) представляет собой продольную волну с амплитудами,
изменяющимися по закону

Г exp ( - ikxr ch и)

}

причем п =» 7г для перемещения ur(r, 0,t) и п = 3/г для переме-
щения иг(г.0.1) Третьи члены в рядах (21) и (22) представ-
ляют собой поперечные волны с амплитудой

exp[-/fe2ch«] (

n(ch«)" '

') Эвинг, Ярдецкий и Пресс, см. список литературы.
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причем и здесь п = '/г связано с перемещением иг(г, О, t), a
п = 3/г — с перемещением uz(r, О, t). При значительных расстоя-
ниях интегралы (23) и (24) можно аппроксимировать членами,
пропорциональными (fti/-)-'/2, (k2r)-112, так что амплитуды про-
дольных и поперечных волн изменяются как (kxr)~2, (k2r)-2 и
доминировать будут поверхностные волны Рэлея. Заметим, что
амплитуда продольных волн, вызванных точечным возмущением,
уменьшается как /—'.

Поверхностные волны Рэлея являются функциями радиуса г
и глубины z, ибо они вызваны действием причин, характеризую-
щихся осевой симметрией.

Рассмотрим частный случай действия на полупространство
нагрузки р(г)еш = ро]о(аг)еш. Из граничных условий (4) по*
лучим систему уравнений

Поверхностные волны Рэлея соответствуют однородной системе
уравнений. Но коэффициенты А и В могут иметь ненулевые зна-
чения только тогда, когда определитель системы уравнений бу-
дет равен нулю, т. е. когда

N (а) = (2а2 - k*f — 4a2v, v2 - 0.

При а —& = со/с можно принять, что

Л = ( 2 Й 2 - ^ ) С , В « 2 ( * 2 - $ ' А С , (26)

где С — произвольная постоянная. В плоскости 2 = 0 получим
следующий вид поверхностных волн Рэлея:

и,(г, 0, t) = - Ck (,2k2-kl-2 VJ^k\ V¥^£) /, (kr)еш,

Uz (r, 0, t) = Ckl Vk1 — ft? /0 (kr) еш,

10.12. Сферические волны в бесконечном пространстве
со сферической полостью

Рассмотрим распространение упругих волн в бесконечном про-
странстве со сферической полостью; эти волны обусловлены дав-
лением p(t) = poe

iat, приложенным к поверхности R = а.
В области R~^ а возникают продольные сферические волны.

Вектор перемещения и сводится к одной радиальной составляю-
щей, перемещения зависят только от переменных Rat. Решение
этой задачи будем искать в виде потенциала Q)(R, t), удовлетво*
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ряющего уравнению

)(/?);) = 0. (1)
\dR- R dR с, д

Решение этого уравнения представим в виде расходящейся волны

удовлетворяющей условию излучения при R-*-oo. Постоянную А
определим из граничного условия

ам(а, /) = - р о е ' ш ' . (3)
Так как

То, учитывая граничное условие (3), определим постоянную
А роа

3ехр (aia/ci) , . .

Тем самым определена и функция Ф по формуле (2). Теперь уже
легко определить перемещение uR и остальные составляющие
напряженного состояния:

дФ 2 ц <ЭФ . Я. <Э2Ф / с ч

»*=-^> a^ = a^==T^R~ + J^F- ( 5 )

Поэтому
_ п , f Роа* (1 + ikR) exp [i (mt -k(R— a))] ) . , _ _ « _ /ел
— К е ^ /?• [4ц (1 + Ма) — (Л + 2ц) (*а)»1 / ' й ~~ с, ' W

Представленное решение носит почти элементарный характер.
Несравненно труднее оказывается апериодическая задача.

Предположим, что граничное условие (3) задается формулой

(7)

Это означает, что в момент t = 0+ приложена нагрузка q(t), ко*
торая с этого момента изменяется со временем.

Решение уравнения (1) примем в виде

причем предположим, что функция f равна нулю при t < 0. Под-
ставляя формулу (8) в граничное условие, которое перепишем
в виде
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получим для функции f(t) обыкновенное уравнение

^ ^ + г\^ + кЧ«) = -хд«)Н«), (10)
где

Ас\ Ас\ а

" ~ с1п • R ~~ а* ' Х ~ р *

Применим к уравнению (10) преобразование Лапласа. Получим
уравнение

где
оо

f(/>)=J f(t)e-e<dt.
о

Мы предположили здесь, что начальные условия для функции f
однородны. Так как f-^rj < 1, решение уравнения (11) предста-

вим в виде

t

X [q(i) exp [~!L(f _T)]sin [(k2- £]''(t-т)] dx. (12)
о

В частном случае нагружения q{t) = qoH(t) получим следующее
решение:

Для перемещения uR Шарп1) дает приближенную формулу:

uR = ^^т=-ехр т=- * 1 sin б It J

* -^ R — a

при / > Ci ,

при

2У^Г
б ~

где

За

') Sharpe J. A., The Propagation of Elastic Waves by Explosive Pressures,
Geophysics, 7 (1942), 144—154, 311—321.
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10.13. Цилиндрические волны в бесконечном пространстве
с цилиндрической полостью

Пусть в бесконечном пространстве имеется цилиндрическая
полость радиуса а. Систему координат выберем так, чтобы ось z
совпадала с осью цилиндра. Пусть на границе г = а упругой об-
ласти г ^ адействует гармоническая нагрузка p(r,t)=poe

ia>'.
Цилиндрические волны, вызванные этой нагрузкой, описываются
уравнением

К уравнению (1) добавим граничное условие

a
rr
(a, t) = - p

Q
e ^ . (2)

Решением уравнения (1), удовлетворяющим граничному условию
(2) и условию излучения на бесконечности, является функция

Ф (г, t) = АНЦ > (kr) еш, k = со/с,, (3)

в полном соответствии с решениями § 9.16.
Заметив, что

получим из граничного условия (2)

^ . (4)

Функция Ф(г, t) таким образом определена. С ее помощью вы-
числим перемещения и напряжения

дФ „
a

2[i дФ . А <ЭгФ (5)

Рассмотрим случай апериодической нагрузки. Пусть на гра-
нице г = а действует нагрузка q[t)H(t). Решение этой задачи
было дано Сельбергом ' ) . Введем функцию

„ 1 д(гиг) диг . иг ...

') Selberg H., Transient Compression Waves from Spherical and Cylin-
drical Cavities, Arkiv f. Fisik, 5 (1952), 97—108.
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в которой мы узнаем дилатацию. Эта функция удовлетворяет
волновому уравнению

д2в . 1 дв 1 д2в п , 7 .

дг2 г <?г с\ dt2 V '

Напряжения мы можем выразить через функции щ и в :

огг = (Х + 2»)в-21х^-, (8)

ав в = 2 ц - ^ + Лв, а г 2 = Яв. (9)

Заметим, что

Применим к соотношениям (6) и (8) преобразование Лапласа:

7\ 1 ^ / - \ - /л
' — 2ц ^ , (11)

где

в (г, р ) = | в (г, t)e-P'dt
о

Преобразование Лапласа применим также и к уравнению (7),
предполагая, что начальные условия задачи однородны:

Решением этого уравнения, затухающим при г-voo, является
функция

Ц£р) (13)
Кп(р) —модифицированные функции Бесселя, удовлетворяющие
уравнению

Р2К: + рК'п-(р2 + п?)Кп = 0,

связанные с функциями Ханкеля H^ip) зависимостью

Вернемся к соотношениям (11), из которых после исключения 0г

находим

Щ- J
[*) *?(*)] (И)
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Величина А является функцией параметра р; найдем ее из гра-
ничного условия

arr(a,t) = -q(t)H(t),
или

arr(a, p)'=-q(p).

В результате имеем

Л ' " ' Г̂ ГТ 05)

Подставляя А (р) в соотношение (14) и выполняя обратное пре-
образование Лапласа, находим

f
J

(16)

Для напряжения агг получим следующую формулу:

а , „ i_ Г

Как следует из формулы (10), зная напряжения аГГ и azz, можно
найти напряжение ае е.

Для вычисления интегралов (16) и (17) требуется контурное
интегрирование. Сельберг выполнил его для частных случаев
q = — H(t) и q = e~kt, проиллюстрировав графиками.

Подставляя в интегралы (16) и (17) асимптотическое выра-
жение

Кп (p) = V^J(2pJe-P[\ + О

справедливое при — Зл/2 < argp < Зл/2, и переходя к пределу
при т)а—>• оо, получим на фронте цилиндрической волны сле-
дующие соотношения:

В статической задаче напряжения изменяются как г~2, в дина-
мических задачах затухание напряжений на фронте волны харак-
теризуется величиной г~\
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Более подробное обсуждение рассматриваемой тут задачи чи-
татель найдет в работе Кромма1). Решение этой задачи полу*
чено в ней другим, интересным путем, приводящим к решению
интегрального уравнения Вольтерры.

10.14. Волны кручения и изгиба в бесконечном цилиндре

В § 10.8 обсуждено распространение волн в направлении оси
z, совпадающей с осью бесконечного стержня кругового сечения.
Ниже мы рассмотрим два других типа распространения периоди-
ческих волн.

Исходим из уравнений в перемещениях в цилиндрической си«
стеме координат (г, ф, z)

lxV2uz + (Я + ц) | j - рйг + Хг = 0,

где

r дг (rUr> "г лr дг (rUr> "г л (Эф + дг ' дг* + г дг + г* ду3 + дг2'

Составляющие напряжения выражаются формулами

О диг , , 1д% «Ф , ! диг\ ( 2 )

Будем предполагать, что боковая поверхность цилиндра г = а
свободна от нагрузки:

о„{а, Ф, z, 0 = 0, arz(a, ф, z, t) = 0, аГЧ>(а, ф, z, 0 = 0. (3)

Рассмотрим два частных случая. В первом положим, что

иг = 0, «2 = 0, ыф=^0 (4)

и что ыФ не зависит от переменной ф. При отсутствии массовые
сил из системы (1) остается второе однородное уравнение, кото-
рое после отбрасывания членов с производными по ф имеет вид

д* . I д 1 . д2 1 д

') Kromm A., Zur Ausbereitung von Stosswellen in Kreislochscheiben,
ZAMM, 28, Ns 4 (1948).
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Принимая гармоническую волну в виде

И<Р (г, z, t) = U9 (r) exp [i (кг — со/)], (6)

приводим уравнение (5) к обыкновенному дифференциальному
уравнению

где

с2

Величина с является фазовой скоростью распространения волны.
Из решения уравнения (7) оставим то частное решение, которое
не имеет особенности при г-*-0, а именно

г/ф(г) = л/,(рг), р = ( * 1 - * У ' . (8)

Заметим прежде всего, что подстановка иг = О, иг = 0, и9 =
^ «Ф(/", z, /) в формулы для напряжений приводит к выводу, что
единственным отличным от нуля напряжением является напря-
жение <Тгф. Из граничных условий (3) остается только третье ус-
ловие от<р(а, z, t) = 0. Это условие приводит к частотному урав-
нению

или
Ра/о (Ра) = 2/, (Ра), (9)

из которого можно последовательно найти корни Pia, p2a
определяющие фазовую скорость распространения волн.

Введя длину волны I = 2n/k, имеем

(10)

Единственное напряжение, распространяющееся вдоль оси
2, — это волна 0гф. Поэтому мы имеем дело с распространением
волны кручения с фазовой скоростью с.

Заметим, наконец, что напряжения оГф задаются формулой

,(r, z, 0 = 1

(kz — u>t)]. (11)

В § 10.8 мы занимались волнами, которые возникают в круго-
вом стержне в предположении, что «Ф = 0, а перемещения ит и иг
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не зависят от угла <р. Здесь мы рассмотрим перемещения вида

ur = Ur (r) cos ф ехр [г {kz — at)],
«Ф = ^ Ф \r) sin ф ехр [/ (kz — ©01, (12)

иг = Uz (r) cos ф ехр [i {kz — at)].

Подставляя формулы (12) в систему-уравнений (1), получим си-
стему трех обыкновенных дифференциальных уравнений, содер-
жащих функции Ur, [/ф и Uz. He вдаваясь в подробности реше-
ния, дадим их окончательный вид:

U, (г) = AM (р,г) + BJ\ (P2r) + С17,

- b 2.
dr

Граничные условия (13), утверждающие, что боковая поверх-
ность бесконечного цилиндра свободна от нагрузок, приводят к
уравнениям

- 2) (-^ + ^- + ikUt)\a = 0,

Подставляя формулы (13) в (14) и приравнивая определитель
системы уравнений (14) нулю, получим уравнение, данное Банк*
рофтом'),

х — 1 2х—\ 2х—\

Y ( p , a ) - 2 Y(M-2 -2[y($2a)-2]-k2a2(2x-l) = 0 ,

Y(P,fl)-l -(x-1
(15)

где

h(y) •

Можно последовательно найти корни уравнения (15) и опреде-
лить скорость распространения волн изгиба. Следует добавить,

') D. Bancroft, loc. cit. стр. 698.
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что приближенное решение

СО2 = 4 ^ 2 , Cl = f, (16)

дал еще Рэлей, который разложил входящие в формулы (13)
функции Бесселя в ряд и ограничился несколькими первыми чле-
нами разложения.

10.15. Радиальные колебания упругого шара

Если шар нагрузить радиальными силами, равномерно рас-
пределенными по его поверхности, а затем эти силы внезапно
убрать, то будут происходить радиальные колебания. Ввиду цен-
трально-симметричного характера колебаний мы можем состав-
ляющие радиального перемещения uR выразить в прямоугольной
системе координат следующим образом:

щ = xtf (R) cos at, i=\, 2, 3, (1)

где f(R) —неизвестная функция радиуса. Перемещения uR выра-
зим через функцию f(R):

uR = щщ = UiXilR = Rf (R) cos Ы, (2)

где tii = Xi/R — составляющие единичной нормали п.
Подставляя формулу (1) в систему уравнений в перемеще-

ниях
\i)uk,kj = pu], (3)

приходим к системе уравнений

х, [(X + 2ц) (-Ц- + -i - ^ ) + ро2/] cos со/ = 0 (4)

Эта система удовлетворяется, если

d2f • 4 df i t,2f —- и ^ 1

dR2 ^ R dR ~т~ ' u > w

где

c\ К + 2ц

Из частных решений уравнения (5) выберем те, которые не
имеют особенности в начале координат, ибо мы (ввиду осевой
симметрии) должны предположить, что Нд(0, /) = 0. Частным
решением уравнения (5), удовлетворяющим указанным усло-
виям, является

„ kR cos kR — s\n kR /«ч
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Подставим формулу (2) в выражение

+ » <7>
и используем граничное условие задачи

aRR(a,t) = 0, (8)

где а — радиус шара. Условие (8) при учете формул (2), (6) и
(7) приводит к частотному уравнению

(К + 2ц) [(2 — /г2а2) sin ka — 2ka cos ka] +

+ 2X(kacoska — sinka) = 0. (9)

Для среды, в которой ц = А,, т. е. v = l / 4 , получим

-^- = 0,8160; 1,9285; 2,9359; 3,9359; 4,9728; 5,9774; . . . . (10)

Таким образом будут последовательно вычислены частоты соб-
ственных радиальных колебаний шара mn = C\kn, /г = 1,2,3, . . . .

Величину ka/n, входящую в уравнение (9), можно интерпре-
тировать следующим образом. Обозначим через Ту время, за ко-
торое продольная волна проходит расстояние, равное диаметру
шара 2а, т. е. Ti = 2а\с\ = 2ak/a. Обозначая период колебаний
Т = 2л/со, имеем

Т __ak
Г, ^ •

Зная частоты собственных радиальных колебаний и соответ-
ствующие им собственные функции (6), мы можем решить за-
дачу о вынужденных колебаниях шара при нагрузке p(t) =
= pocosat на его поверхности. Представленный здесь случай
собственных колебаний шара является простейшим случаем,
приводящим к решению обыкновенного дифференциального урав-
нения.



Глава 11

ДИНАМИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ
ТЕМПЕРАТУРНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ

11.1. Основные соотношения и уравнения
теории температурных напряжений

Неустановившееся температурное поле вызывает в упругом
теле изменяющееся со временем поле перемещений. В принципе
всякое неустановившееся температурное поле приводит к дина-
мической задаче теории температурных напряжений.

Если температурное поле медленно меняется со временем, то
можно принять упрощение, основанное на пренебрежении инер-
ционными членами в уравнениях движения. Тогда мы имеем
дело с квазистатической задачей, подробно обсужденной в § 8.6.
Однако там, где происходит резкое изменение температуры, на"
пример тепловой удар (англ. thermal shock), инерционными чле*
нами пренебрегать уже нельзя.

Динамические задачи теории температурных напряжений свя-
заны со значительными математическими трудностями. Поэтому
до сих пор в замкнутом виде решены только некоторые одномер-
ные задачи.

Как было уже отмечено в гл. 3, теория температурных напря-
жений является упрощением более общей теории — термоупру-
гости. Это упрощение основано на пренебрежении в уравнении
теплопроводности членом, связанным с дилатацией.

Для однородного анизотропного тела система дифференци-
альных уравнений теории температурных напряжений имеет вид
(§ 3.9)

Y c f/«K/ + "/.*)•/ + * , = рЯ| + Р4,е./• (i)

hfi, и — сеё = - w. (2)

Уравнения (1) и (2) независимы. Из уравнения (2) при задан-
ном граничном и начальном условиях определяется температура
Э(х, t). Эта температура в уравнение (1) входит как известная
функция.
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В случае однородного изотропного тела уравнения теории
температурных напряжений значительно упрощаются. Тогда
имеем

\хУ2и{ + (X + ц) uk, ki + Xt = pilt + Y0.*> (3)

Здесь ц и Я, —изотермические постоянные Ламе, a v = 3Kat.
Система уравнений (3) и (4) эквивалентна системе

I Y " /С\

e//=j(«/./ + «/.i). (8)-

Уравнения (5) являются уравнениями движения, уравнения (7)
представляют собой соотношения Дюгамеля — Неймана, а (8)
является определением тензора деформаций. Исключение из си«
стемы уравнений (5), (7) и (8) напряжений и деформаций при-
водит к уравнениям (3).

К уравнениям (3) и (4) следует добавить граничные и на-
чальные условия. Для уравнения теплопроводности (4) мы их
обсудили в § 8.6. Граничные и начальные условия для уравне-"
ний в перемещениях (3) не отличаются от тех, с которыми ми
имели дело в эластокинетике.

Нетрудно записать уравнения рассматриваемой теории в на-
пряжениях. Для этого достаточно в уравнения (7) § 9.5 подста-
вить вместо Xi величину Xt — yQ,i- Таким образом получаем си-
стему уравнений

1

где

11.2. Принцип виртуальных работ. Принцип Гамильтона

Если в уравнение, описывающее принцип виртуальных работ
в общем виде (уравнение (4) § 9.7),

J {Xi — рй,) Ьщ dV + J pt 6и{ dA= J аИ Ъгч dV (1)
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подставить соотношения Дюгамеля — Неймана

(2)

то получим уравнение

J (Х{ — рй{) б«, dV + J pt 6ut dA = bWt — у J 9 6ekk dV, (3)
v

где
f | ekkskksnn.

Уравнение (З) представляет собой принцип виртуальных работ
для теории температурных напряжений. Это уравнение можно
преобразовать к виду

J (Xt - Y 8 . , - pfl,) 6ut dV+l (Pl + nfiy) Ьщ dA = 6 F e . (4)
V A

Рассмотрим тело той же самой формы и из того-же самого ма-
териала, деформирующегося под действием внешних сил Х\ и р*
изотермически (8 = 0). Принцип виртуальных работ примет
тогда вид

f (ft - Р«#) б « * d V + J P'i buidA (5)

если предположить, что силы Х\ и р\ выбраны так, что поле
перемещений «j идентично полю, вызванному действием сил
Xi, pi и температуры Э.

Сравнивая уравнения (4) и (5), имеем

P'i = Pt + WiQ, x e Aa, (6)

u"i = ui, х^Аи, А = Ао-\- Аа.

Соотношения (6) описывают аналогию массовых сил для дина-
мической задачи теории температурных напряжений.

Вернемся к уравнению (3) и предположим, что приращения 6ut

являются действительными приращениями, т.е. что bui = vtdt,
= Wtdt. Уравнение (3) примет в этом случае вид

vkikdV, о , - м , . (7)
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Здесь Х = у р | vflidV — кинетическая энергия.Уравнение (7)
v

представляет собой основную энергетическую теорему теории
температурных напряжений. Из этой теоремы можно вывести
теорему о единственности решения дифференциальных уравне-
ний теории температурных напряжений, поступая так же, как и
в § 9.7.

Из принципа виртуальных работ (3) можно вывести обобщен-
ный на теорию температурных напряжений принцип Гамильтона.

Интегрируя это уравнение по времени от U до t\ и принимая,
что би,(х, о̂) = б«г(х, t\) = 0 , получим уравнение

б J ( F e — X)dt = J 6Ldt + y J dt J
и и v ( 8 )

Ы = | Xt бы, dV+ | p, бы, dA.
V A

Введя обозначение

= J ( ц в , , ^ + 1 ekkenn) dV - у J *Чи dV,
v vV

можно придать уравнению (8) следующий вид»

г' - ii

б (Ж% — Ж) dt =- | Ы dU (9)
'о 'о

Если внешние силы обладают потенциалом Т, то

В этом случае введем обозначение T*=W&-\-Y и представим
принцип Гамильтона в виде

(Г — X)dt = 0. (10)

В случае статической или квазистатической задачи уравнение
(10) сводится к принципу минимума потенциальной энергии

6Г-0, (11)

который был изложен в § 8.1.
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11.3. Теорема взаимности. Метод Майзеля

Пусть дано тело, которое занимает область V, ограниченную
границей А, и на которое действуют внешние силы и температур^
ное поле. Пусть, далее, имеются две системы причин. К первой
отнесем внешние силы Xit рг и температуру 8, ко второй — силы
Х\, р\ и температуру 6'. Первая группа причин вызывает в теле
поле перемещений «,-, вторая и'{.

Применим к соотношениям Дюгамеля — Неймана преобразо-
вание Лапласа:

где
оо

Ъц (х, р) = J в„ (х, t) е-Р* dt,
о

Из соотношений (1) вытекает локальное тождество

difr, ~ fyti = ~ Y {Kk - в'»**). (2)

Интегрирование этого тождества по объему V тела дает

J ( V « - д'чЯ dV = - Y J (Kk ~ б'8м) dV. (3)
v v

После применения обратного преобразования Лапласа к этому
уравнению получим первый вид теоремы взаимности для теории
температурных напряжений

t
jdV(x)[atl(x, T)e;,(x, t--c)-e'{j(x, t — x)Btl(x, т)] =

т)е^(х^-т)-9'(х, t-x)zkk{x, r)]. (4)

0 V
t

О V

Применим теперь интегральное преобразование Лапласа
к уравнениям движения, связанным с первой и второй системами
причин:

(5)

Предположим, что начальные условия для перемещений яв*
ляются однородными.
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Преобразуя уравнение (3) к виду

J (Pfi't - #п,) dA - \ (dj{ ,п'{ - *;,. ,п,) dV =

№ ( 6 )
V

и используя соотношения (5), имеем

l(Xfi't-X'fit)dV+ j(piu[-p'iut)dA +

= 0. (7)

Наконец, применяя к уравнению (7) обратное преобразование,
приходим ко второму виду теоремы взаимности теории темпера-
турных напряжений

J dx J dV (x) [Xt (x, t) U\ (X, t - T) - X't(x, t - T) ut (x, т)] +
0 V

t

+ J dx J dA(x) [Pi (x, T) «;(x, t-x) — p'i{x,t-x)u.(x, T)] + (8)
0 A

t

+ у J dx J dV (x) [G (x, T) z'kk (x, / - T) - 6' (x, t - T) skk (x, т)]=0.
0 V

Рассмотрим ограниченное тело, в котором из-за наличия
источников тепла и нагрева поверхности А возникло темпера-
турное поле 0(х, t). Пусть на поверхности А заданы граничные
условия в перемещениях

Будем искать перемещения «t(i. t) в точке | е V. В качестве си-
стемы нагрузок со штрихами примем действие мгновенной сосре-
доточенной силы Х', = 6(х —1)6(^)6;/, приложенной в точке | и
направленной параллельно оси Xj. Пусть сила Х\ действует
в неограниченной среде, причем | е К . Предполагая, что 9' = 0,
получим поле перемещений Ui (x, | , /), которое удовлетворяет
системе уравнений

liVV/1 + (̂  + ц) (Я! ki + b{x — l)6(t) 6ц = рд{/\ (10)

однородным начальным условиям и условию Щ
п
 = 0 на беско-

нечности.
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Подставляя X'i = 6(x — |)6(/)б^ и Xt = Q, 9' = 0 в уравне-
ние (8), получим следующую формулу:

t
и, (£, t) = Y J dx J 0 (х, т) Ш!н(х, |, t - х) dV (x) +

0 V
t

+ J dx J [р, (х, т)£/</>(х, £, *-т)-р/> (х, |, i -т) /. (х, т)] dV (x), (11)
о л

которую можно трактовать, как обобщение формулы Сомильяны
на динамические задачи теории температурных напряжении.
В формуле (11) мы ввели вектор р'/1 на поверхности А следую-
щим образом:

iU%k, I, i, & = 1, 2, 3. (12)

Формуле (11) можно придать вид

i

t

+ \dx lliPi + ̂ Uf-pW^dV. (13)

Если точка \ лежит вне области V, то величины в правых частях
формул (11) и (13) равны нулю.

Формулы (11) и (12) позволяют определить перемещения щ
в точке | е V в зависимости от распределения температуры 8
внутри тела и граничных условий на поверхности А.

Обобщенные формулы Сомильяны имеют только теоретичен
ское значение, так как на поверхности А были заданы лишь пе-
ремещения tii = fi, функции pi являются неизвестными.

Однако если перемещения и\ выбрать так, чтобы на поверх-
ности А перемещения и\ обращались в нуль, то мы найдем фор-
мулы, уже пригодные для определения перемещений «i. Итак,
положим, что функция Грина u'{ = Gli) (x, | , /) удовлетворяет
уравнению

[iV
2G(/) + (А + (i) G(l) kt + б (х — I) б (0 6И = р&Р (14)

с граничными условиями

(/'/'(х, S, /) = 0 на поверхности А, х е Д
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и с однородными начальными условиями. В этом случае фор-
мула (11) примет следующий вид:

и, ( 1 , 0 = Y J dx J 8 ( х , т ) G{iU ( x , t , t - т ) dV ( х ) -
О V

t

- J dx J p</> (x, I, * - т) /, (x, T) dA (x). (15)
0 A

Здесь р{" имеет вид (12), за исключением того, что вместо функ-

ции UT следует подставить функцию G{P.
Если рассматриваемое тело жестко закреплено на поверх-

ности А{щ = fi = 0), то в формулах (15) исчезает поверхност-
ный интеграл и

и, (I, t) = Y J dx J 0 (x, x) G{iU (x, g, / - т) dV (x) -
0 V

= - Y J d T J e.iC^rfV. (16)
0 V

Интересен частный случай стационарного температурного
поля 0 = 0(х). Если кроме того распределение температуры
однородно, т. е. 6 (х) = const, то 8,,- = 0 и поэтому перемещение
щ(\) равно нулю в каждой точке тела.

Перейдем от ограниченного тела к неограниченной среде. Если
предположим, что источники тепла размещены в конечной об-
ласти D, то в формулах (15) исчезнут поверхностные интегралы.
Останутся формулы

t

и, {I, t) = Y J dx J 0 (x, г) G{l]k (x, %, t - 1 ) dV (x) -
0 V

t

= —Y [dx [ Q.t&PdV. (17)
0 V

Интегрирование распространяется здесь на неограниченную об-
ласть Уоо.

Рассмотрим общую задачу, в которой на поверхности ограни-
ченного тела заданы смешанные граничные условия:
щ(х, 0 = 0, х е Аи, pi(x, t) = 0, хе= Аа> А = Аи + Аа. (18)

Перемещения Uj(|, t) можно получить из формулы (11) или (13),
причем функциям и\ мы придадим другое значение. А именно
обозначим через u'i=Fi(\, | , /) поле перемещений, вызванное
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действием мгновенной сосредоточенной силы Х\ = б (х — |) б (t) 6ц,
приложенной в точке | и направленной по оси Xj. Потребуем,
чтобы функция F{ удовлетворяла системе уравнений

^ ^ р ^ (19)

с граничными условиями

Ff (х, I, t) = 0, х е Аи, р'Р (х, S, 0 = 0, х е Ло> (20)

и с однородными начальными условиями. Таким образом полу-
чаем

и, (1, 0 = Y { dt J 9 (х, т) F{H * (х, g, / - т) dF (x) +

Л

- /></> (х, | , / - т) И ( (х, т)] dA (х). (21)

Поверхностный интеграл равен нулю в силу граничных условий
(18) и (20); остается

и, (l,t) = y\dx\Q (х, т) F{l]k (х, %tt-x) dV (x) = *
0 V

t

= - v J dx J 9,, (x, т) F'/» (x, |, / - 1 ) dK (x). (22)
0 V

Это формула Майзеля1), выведенная нами непосредственно из
обобщенной формулы Сомильяны.

Придадим теореме взаимности иную форму, удобную, в ча-
стности, при рассмотрении термоупругих гармонических во вре-
мени колебаний. А именно предположим, что система причин
Х\, р\, 6' и следствий и\ относится к статической задаче. Тогда
имеем уравнения равновесия

a'llil+X't = 0 (23)

и соотношения Дюгамеля — Неймана

Применим к уравнениям движения и соотношениям Дюгамеля—*
Неймана интегральное преобразование Лапласа, предположив,

') В. М. Майзель, loc. cit. стр. 476.
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что начальные условия для перемещения первой системы одно-
родны. Тогда

cT/f>/ + ^ = PP2«/, (25)

ву, = 2цв„ + (Лем — уВ)6„. (26)

Умножим уравнение (26) на е^ а уравнение (24) на eij. Вычтем
почленно результаты этого умножения, проинтегрируем по огра-
ниченной области V и найдем

J VI/ - а'чЯ dV + y j (Hk ~ в'***) dV = 0. (27)
v v

Преобразуя первый интеграл и принимая во внимание уравнения
(23) и (25), получим

J [(Xt - рр%) и\ -X'tut] dV + J (ptu't -p'fit) dA +
V

Y J « - e ' e t t ) d V - 0 . (28)

Обращение преобразования Лапласа дает

J [*, (х, *)«; (x)-X't (x) B / (x, 0] dV (x)-p J «, (x, t) u\ (x) dK (x) +

V V
[pt (x, 0 «; (x) - p't (x) И/ (х, Щ dA (x) +

+ Y J [6 (x, /) e;ft (x) - 6' (x) Bkk (x, Щ dV (x) = 0. (29)
v

Рассмотрим ограниченное тело, в котором причиной деформации
является изменение температуры. Предположим, что на А заданы
граничные условия Ui — fi(x). Примем далее, что 9' = 0. Пусть
u'i = U[/>(x, | ) относится к действию сосредоточенной стационар-
ной силы, приложенной в точке | е V и направленной парал-
лельно оси Xj. Перемещения U\n (x, | ) должны удовлетворять
в неограниченном пространстве системе уравнений

liVW + (Л + v) №}ы + б (х - 1 ) Ь„ = 0 (30)

с условием £//'-*• 0, когда х стремится к бесконечности. Из тео-
ремы взаимности (29) получаем следующее выражение для



732 Гл. 11. Динамические задачи теории температурных напряжений

п е р е м е щ е н и я щ{%, t ) :

и, (g, 0 = Y J в (х, О Ш]н (х, g) dV (х) +
v

+ J[pf(x, Of/'/Чх, S)-p<"(x, |)f,(x, *)]Л4(х)-
л

- р J «,(х, t)l/P(x, l)dV(x), 1<E=V. (31)
V

Мы видим, что это система интегродифференциальных уравне-
ний, из решения которой находятся перемещения «j.

Если рассмотреть случай, в котором на А заданы граничные
условия (18), то следует принять u'i=Fi

l

l)(x, | ) , где функция
Грина должна удовлетворять системе уравнений

|iV2Fiy) + (Я + ц) FT, Ы + б (х — I) 6ц = 0 (32)

с граничными условиями

Я/> (х, 9 - 0 , х е Аи, Р

{Р (х, | ) = 0, х е Аа. (33)

Уравнение (31) принимает в этол случае простой вид

И/(6, 0 - Y J в(х, О^'Пх, SrfV(x) -
v

-р jm(x,t)FtP(x,l)dV{x). (34)

Рассмотрим частный случай вынужденных колебаний. Пусть тем-
пература меняется по закону 0(х, t) = е- ш 8*(х), где А, — частота
вынужденных колебаний. Подставляя

Щ (6, 0 = и) (I) е~Ш + 2 и',1" (I) е-'""', 8 (х, /) = 9' (х) е~ш (35)

в уравнение (34), получим следующую систему уравнений:

и) Q) = РЯ2 J «; (х) Я/> (х, 1) dV (x) +

'(x)F4!k(x, l)dV(x), (36)

«W (6) — ра)2 J „о.) ( х ) Я/' (х, | ) rfF (x) = 0. (37)

V

Интегральное уравнение (36) позволяет определить амплитуду
вынужденных колебаний упругого тела, обусловленных дей-
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ствием перепада температуры. Однородные интегральные урав-
нения (37) служат для определения частот собственных колеба-
ний тела. Система интегральных уравнений (36) не имеет реше-
ния при К = (On, т. е. в случае резонанса.

Рассмотрим теперь частный случай односвязного ограничен-
ного тела, в котором деформация вызвана исключительно пере-
падом температуры. Поэтому примем, что Xt =• 0, р, = 0 и 9 ф О,
щ ф 0. В качестве системы со штрихами примем всестороннее
растяжение тела единичными силами; тогда

х ; = о , е ' = о , a ^ i . ^ , p\ = \-nit

Подставляя эти величины в уравнение (29), получим

Y J 6 (х, t) г'кк (х) dV (х) - р J й, (х, t) u'{ (x) dV (x).

Учитывая, что г'кк = ^^/(ЗЮ» а'кк

 жж^> Y D 3/Ca, и обозначая
через АУ приращение объема тела, получим

Д V = 3a, J 8 (х, t) dV (x) - g|r J щ (х, t) ХГ dV (x). (38)
V V

Если температурное поле стационарно, то второй интеграл в вы-
ражении (38) обращается в нуль и мы получим

AF = 3a, JQ(x)dV(x). (39)

11.4. Решение дифференциальных уравнений теории
температурных напряжений

Систему неоднородных уравнений в перемещениях

*.*< = рй, + у0,< (1)

можно решить несколькими способами. Наиболее распространен-
ным является способ представления перемещения в виде

/ (2)
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и сведения уравнений (1) к системе волновых уравнений

,2,• 1Ф = /гс8, (3)

• ^ = 0, (4)
где

п 2 ,-Л 1 ,2 V / Л. + 2ll \'Д / Ц \'Д

Da = V —jdt, m = -f-, c,= — ^ . с2 = i .
Ca Cjp \ р / \ р /

ЭТИ уравнения аналогичны волновым уравнениям эластокине-
тики, но отличаются от них тем, что величины ц, К, входящие
в скорости С\, С2, относятся к изотермическому состоянию (в то
время как в эластокинетике они относились к адиабатическому
состоянию).

К уравнениям (1) следует добавить еще уравнение теплопро-
водности

la,. (5)

Если из уравнений (3) — (5) исключить температуру, то полу-
чится система уравнений

\---ш^-, (6)

2 Ч 0. (7)

Из уравнений (3) и (4) или (6) и (7) найдем функции Ф и \|л, а
из соотношения (2) — перемещения и*.

Сначала рассмотрим распространение термоупругих волн
в бесконечной области. При отсутствии массовых сил и предпо-
ложении однородности начальных условий функция ^ равна нулю
в каждой точке упругого пространства. Мы имеем дело с безвих-
ревым полем, характеризующимся уравнением (3) или (6).

Для определения перемещений и, достаточно найти частное
решение уравнения (3). Функцию Ф можно представить в виде
запаздывающего потенциала

в соответствии с формулой (15) § 9.13. В формуле (8) величина
/?(х, | ) означает расстояние между точками х и | . Интегрировав
ние ведется по объему шара R = c\t с центром в точке х.
Формула (8) справедлива для тела, которое в начальный момент
t = 0 находилось в ненапряженном, естественном состоянии.

Если функция Ф известна, то перемещения, деформации и
напряжения получим по формулам

(9)
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Частное решение уравнения (3) можно отыскать и другим
путем. Применим преобразование Лапласа к уравнениям (3)
и (5):

Здесь мы предположили, что начальные условия однородны:

в(х, 0) = 0, Ф(х, 0) = 0, Ф(х,0) = 0. (11)

Исключая из уравнений (10) функцию 8, получим

т - ^ . (12)

Частным решением этого уравнения является функция

ф = т (б — S), а = — , (12а)

где S — частное решение уравнения

_ 4 U = --5-, S(x, 0)=5(x, 0) = 0, (13)

а 9 — решение второго уравнения системы (10). Добавим, что
ввиду аналогичности первого из уравнений (10) и уравнения (13)
определение функции S не составляет большого труда. Приме-
нение обратного преобразования Лапласа к выражению (12а)
завершает решение задачи.

Другой интересный путь определения потенциала Ф в беско-
нечном пространстве предложили Новацкий и Ранецкий1). Для
одномерной задачи подобный способ был применен также в ра-
боте Синга и Пури2).

Применим к уравнению (3) оператор (—д] дЛ и по*
\с, х )

лучим

Используя однородное уравнение теплопроводности, а потому
ограничиваясь температурным полем без источника (Q = 0)

= o, (15)

') Nowacki W. К., Raniecki В., Note on the Propagation of Thermoelastic
(non Coupled) Waves, Proc. Vibr. Probl., 8, № 2 (1967).

2) Singh A., Puri P., Dynamic Thermal Stresses in an Infinite Slab, Arch.
Mech. Stos., 15, № 1 (1963).
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получим из (14) и (15) уравнение
1 , 2 \ / 1 <52Ф 1 <ЭФ .

Частное решение этого уравнения получим, принимая, что
з „2

откуда

Ф ( х , / ) = — I I -
V. I [ сЪ

И ! 8(х, т ) Л + Ф2(х). (18)

Подставляя формулу (18) в решение (3), убеждаемся, что для
того, чтобы функция (18) была частным решением этого урав-
нения, функции Ф1 и Фг должны удовлетворять системе урав-
нений

2 2
У2Ф1-^-Ф1=-^9(х, 0), (19)

V20>2 = - 4 O i . (20)

Если начальное условие для температуры однородно, то следует
положить Ф] = Ф2 = 0. В этом случае перемещение опреде-
ляется формулой

щ (х, t) = xm { { 1 - exp [-J- (/ - т)] j 9,, (х, т) dx, (21)

а напряжения выражаются так:

= 2^mx J 11 — ехр [•— (/ — T)J | 9, „ (х, т) dx —
о

~ ^ф- 61{ / ехр [^Щ 6 (х, г) dx - vM- (22>

Для дилатации uh,h = е при учете однородного начального усло-
вия 9(х, 0) = 0 получается следующее выражение:

*** = - I T J е хР [ 4 ^ ~ т J 0 ̂ х' т) dx-
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Авторы применили описанный выше способ для определения ди-
намических напряжений в ряде динамических задач, а именно
в случаях нагревания упругого полупространства, неограничен-
ной среды со сферической полостью и неограниченной плиты на
упругом основании.

Интересны два замечания, сделанные упомянутыми авторами,
относительно этого метода. Эти замечания относятся к отрезку
времени 0 < / < / * , где t* = r\c\ — время прихода в данную
точку тела первой волны, несущей влияние границы (г — рас-
стояние точки х от ближайшей точки поверхности тела).

1. Векторное поле перемещений является" потенциальным,
в каждой точке тело подвергается чистой деформации.

2. Из формулы (23) и из свойств решения уравнения тепло-
проводности вытекает, что если температура в каждой точке по*
верхности тела положительна [0(х, t) ^ 0], то в каждой внутрен-
ней точке тела х на отрезке времени 0 < t < t* относительное
изменение объема гик всегда меньше нуля.

Следуя предложенному здесь пути, решение многих динами-
ческих задач можно свести к вычислению конечного числа ин-
тегралов по времени от температуры и ее производных. Кроме
того, достоинство этого способа состоит в том, что в процессе
вычисления можно получить много интересных качественных вы-
водов.

Если тело ограничено, то решение уравнений (3) и (4) нужно
составить из частного решения уравнения (3), которое обозна-
чим через Ф, и общего решения уравнений

• ?Ф = 0, П2

2Ъ*=0. (24)

Полное решение складывается из суммы решений ul = u'[ + и",
где

и; = Ф.,. < = *» + «*,***./• (25)

Функции и" можно выразить также через функцию напряжений
Яковаке

- W ^ J q ) , , * = 1+-£-. (26)

где функции ф, удовлетворяют биволновому уравнению

? 0, / = 1 , 2, 3. (27)

11.5. Распространение гармонических термоупругих волн
в бесконечном упругом пространстве

Рассмотрим сначала сферические термоупругие волны, зави-
сящие от радиуса R и времени t. Этот тип волн возникает при
частном выборе возмущений. Он возникает либо под действием
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точечного источника тепла, либо в бесконечной среде со сфериче-
ской полостью, граница которой нагрета.

Мы проследим характер этих волн, рассматривая однородное
волновое уравнение (6) § 11.4

>(х, 0 = 0. (1)

Предположим, что причины, вызывающие волновое движение,
изменяются во времени гармонически. Подставляя

ф(х, 0 = Ф*(х)е-/ш< (2)

в уравнение (1), получаем следующее уравнение для амплитуд
Ф*:

(Ш

В силу теоремы Боджио решение уравнения (3) получим как
сумму решений простых волновых уравнений:

(V2 + a2)Oi = 0, (У2 + <7)Ф2 = О, (4)
где

Ф' = Ф! + Ф5. (5)

Будем искать такие решения уравнений (4), которые имеют
особенность в точке | и зависят от расстояния R между точ-
ками I и х: R = [{xi — l1)'1 + {x2 — l2)

2 + (x3 — l3)
21ll2- Решениями

уравнений (4) являются функции

R , (6)

p-lRV~q
- Т — . (7)

Из представленных выше четырех частных решений физиче-
ский смысл имеют только два решения: eiaRlc'/R и eiRV~iJR. Это
следует из того, что выражения

| -,— 10)1 — 1 1 / Р \ - * '
п р £ plR Уq\ — _ л П о ел If *> I p—R ко)/(2х)

[ R } R \ У2ха>/
представляют расходящуюся волну, распространяющуюся от

точки возмущения до бесконечности. Два остальных решения:
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и e-uivq/ft в формулах (7)—представляют сходя-
щиеся волны. Решения (8) удовлетворяют на бесконечности
условию излучения и условию ограниченности Зоммерфельда
(см. § 9.16).

Итак, решением уравнения (1) является функция

Потенциал Ф состоит из двух членов. Первый из них имеет ха-
рактер упругой волны, распространяющейся со скоростью С\. Вто-
рой член характеризует диффузииную тепловую волну. Упругая
волна является незатухающей и не обладает дисперсией. Тепло-
вая волна распространяется со скоростью \^2хсо и является за-
тухающей, о чем свидетельствует множитель

М-*/•*)•

Тепловая полна обладает дисперсией, ибо скорость распростра-
нения, волны зависит от частоты ы.

Заметим еще, что

(V2 + а2) а>2 = A2

{<y2~q) в'« Ч

Температуру 0 выразим формулой

Остановимся на частном случае термоупругой волны, вызван-
ной действием точечного источника тепла Q(x, t) = Q0e-ia>t8(R).
Для определения постоянных А\ и А2 используем два условия:

(12)

В первом из этих уравнений утверждается, что радиальные пере-
мещения UR = дФ/dR равны нулю в начале координат в силу
центральной симметрии волнового движения. Второе условие оз-
начает, что тепловой поток через поверхность шара радиуса R
равен (при R -> 0) количеству тепла, выделенного точечным ис-
точником.
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Из условий (12) при учете соотношений (10) получим

\pRio pRi Vq\ p—tot

Взяв действительные части от потенциала термоупругого пе-
ремещения и от температуры, получаем ')

+ е~* у^2 [о2 cos (at — R /т^2) + ц sin (со/ — R УЩ]}, (14)

ч\="%. (15)

Функция Ф складывается из упругой волны, распространяю-
щейся со скоростью с\, и тепловой волны, затухающей и обла-
дающей дисперсией. Если теперь положить Qo = 1 и точечный
источник тепла перенести из начала координат в точку \, то из
формул (14) и (15) получим фундаментальные решения Ф(х, §, I)
и Э(х, | , t). В этих функциях, очевидно, R = [(xi — %i)(xl — li)'i1'.

Если в бесконечном упругом пространстве имеются источники
тепла Q(x,t), распределенные в области D, то потенциал Ф и
температуру 6, соответствующие этим источникам тепла, полу-
чим по формулам

Ф(х, 0 =
D (16)

Зная функции Ф и 0, можно определить перемещения, деформа-
ции и напряжения.

В двумерной задаче, в которой волновое движение не зависит
от переменной х3, мы имеем дело с цилиндрическими волнами.
Решение уравнений (1), зависящее от радиуса г = [(л:, — | , ) 2 +

+ (*2 — hfi1'» принимает вид

Здесь Яо" (z), Яо2) (z) — функции Ханкеля нулевого порядка пер-
вого и второго рода. В бесконечной упругой среде физический

') Nowacki W., A Dynamical Problem of Thermoelaeticity, Arch. Mech.
Stos., 9, № 3 (1957).
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смысл имеют лишь решения Яо"(стг) и Я о д г ^ т ) . Только эти
фундаментальные решения представляют расходящиеся волны,
распространяющиеся от источника возмущений в точке | до бес-
конечности, поэтому

Ф (х, t) = \AH[X) (or) + AM' {Г VI)] е~ш. (18)
Несколько частных решений, касающихся периодических задач
термоупругости, читатель найдет в монографиях Паркуса и Но-
вацкого (см. список литературы).

11.6. Распространение апериодических термоупругих волн
в бесконечном упругом пространстве

Рассмотрим однородное биволновое уравнение

(V 2 - -щд?)(v2 - I d , ) Ф ( х , 0 = 0. (1)

Будем искать сингулярные решения, зависящие от расстояния R
между точками х и §. Решение уравнения (1) представим как
сумму

Ф = Ф, + Ф2, (2)

где функции Ф1 и Ф2 удовлетворяют уравнениям

2 = О. (3)

Применим к этим уравнениям преобразование Лапласа, предпо-
лагая однородность начальных условий. Тогда

где
со

Ф„(х, p ) = J o e ( x , 0e-p'<ft, a = 1 , 2 .
о

Решения уравнений (4) имеют вид

Ф1 (х, р) = -4т e-*p/ei, Ф2 (х, Р) = 4- е~* ,
R R (5)

* = [(*,-£,)» + (х2 ~ h)2 + (*з - У2]7'-

Эти решения соответствуют волнам, распространяющимся от
точки возмущения § до бесконечности, причем А\ и А2— функции
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параметра р преобразования Лапласа. Применив обратное пре-

образование Лапласа к функциям — e~Rplc' и -p-e~R Vplv"-

_ » е х р [
R J 2 ylixT3 L

и используя теорему о свертке, получаем следующее выражение
для функции Ф:

( ±)+ ( A(4^LexPf--^-)dt. (6)
с, / J / 4 я х т 3 К \ 4яхт/ V 7

И здесь мы четко различаем первый член, представляющий уп-
ругую волну, и второй член диффузионного характера. Остано-
вимся на частном случае действия точечного мгновенного источ*
ника тепла Q(x, t)_ = Q06(/?)6(0, помещенного в начале коорди-
нат. Постоянные А\ и Л2 решения

ф = A e-RplCi + ^~e-^v^ (7)

определим из условий

( ^ ) (t). (8)

После применения к условиям (8) преобразования Лапласа
имеем

(9)

Из первого условия А{-\- А2 = 0. Учитывая, что

т \ с\) mR \х с\ '

получим

A i = - A ~ 2 = -

Поэтому

К. такому же результату придем, применяя формулу (12а) § 11.4.
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Учитывая, что для точечного источника тепла частным реше-
нием уравнения

X
является функция

а решением уравнения (13) § 11.4 — функция

с _ Qo . е _

из формулы (12а) § 11.4 получаем формулу (10) настоящего
параграфа. Нам остается еще выполнить обратное преобразова-
ние Лапласа формулы (10). Функция Ф принимает вид1)

где

U (р( т) = — \ер erfc (—^= + Ух] + е ~ р erfc (—/=• ~

и

Функция Н (х — р) в формуле (12) является функцией Хеви-
сайда, определяемой следующим образом:

1 п

]0 при т ^ р , или ^ ^ — ,
Я(т-р) = 1!

1 при т > р, или / > — .

Первый член в фигурных скобках выражения (12) представляет
упругую волну, второй — диффузионную волну. Применение об-
ратного преобразования Лапласа к выражению (11) дает

8(/g, t)= Qo ,. e x p f - - ^ - ) . (14)

Зная функцию Ф, можно определить составляющие напряжен
ния. Используя формулы (9) § 11.4 и выписывая их в сфериче-

') В. Новацкий, loc. cit. стр. 740.
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ской системе координат в предположении центральной симмет-
рии, получим

4ц <ЭФ
Т

Введя обозначения

получим следующие формулы:

•?• [ ( ' ~ р + е р ! ) е° °т1с

- o ^ f e t) + -&82||L.)'[<1 + p-sp») exp (t - p ) - Ц,

Функция Ф непрерывна, но перемещение uR = дФ/dR при / = /?/cj
меняется скачком на

4яэс/? *

При < = Rjci происходит скачок напряжения ORR на

\ 1 — ер
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и скачок напряжения аф(р на

\iQomc] 1 + ( 1 - 2 е ) р

Очевидно, эти скачки уменьшаются с расстоянием, т. е. с возра-
станием р.

Заметим, наконец, что при t > Rlc\ эти напряжения быстро
стремятся к квазистатическим значениям. При t » Rjc\ имеем

в соответствии с формулой (48) § 8.6.
Перенося источник тепла в точку | и принимая Qo = 1, полу-

чаем функции Ф(х, | , t) и 0(х, | , /). Для заданного распределе-
ния источников тепла в области D функции Ф(х, t) и 0(х, t) при-
мут вид

t

Ф(х, t) = \ dt' J Q (I, П Ф(х, \,t-t')dV(|),

\ ° (19)
0 (х, t) = \ dtr

 \Q (i, о e (x, g, / — о dv (i).
0 D

Перейдем к двумерной задаче, в которой волновое движение
не зависит от переменной х3.

Решениями уравнений (4), зависящими от радиуса г = [(xi —
— ^ ) 2 + (х2 — Ы 2 ] 1 / 2 и удовлетворяющими условиям излучения,
являются функции

(г ) / - £ - ) . (20)

где /Co(z) — модифицированные функции Бесселя третьего рода.
Заметив, что

функцию Ф можно представить в виде

ф ( х > „ = Г МПУ ! _МП_
0 2 (t

(21)
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Первый интеграл представляет плоскую упругую волну, вто-
рой— волну диффузионного характера.

До сих пор решено только несколько двумерных динамиче-
ских задач теории температурных напряжений. Здесь внимания
заслуживают работы Паркуса1), Муры2) и Игначака3).

11.7. Задача Даниловской

Первой публикацией по динамическим задачам теории темпе-
ратурных напряжений была статья Даниловской4). В ней рас-
сматривается внезапное нагревание границы упругого полупро-
странства. В момент / = 0+ плоскость хх = 0, ограничивающая
упругое полупространство х\ ̂  0, внезапно нагревается до тем-
пературы Эо, которая затем остается постоянной5). При этом
предполагается, что плоскость х\ = 0 свободна от напряжений и
что начальные условия для температуры и перемещений одно-
родны. Под влиянием внезапного нагревания плоскости Х\ = 0
в упругом полупространстве распространяется одномерная тер-
моупругая волна.

При изложении задачи Даниловской отступим от оригиналь-
ной работы и дадим другой вариант решения. Предположим, что
на границе Х\ = 0 заданы температурные условия

в(* 1 ( о)=о (1)

и что граница свободна от напряжений

а„ (о,о = о. (2)
В ы р а з и м н а п р я ж е н и я ч е р е з ф у н к ц и ю Ф . Т а к к а к Ф = = ф ( # ь t ) ,
т о

^ -^-Ф, (3)

<*12 = ff13 = %» — 0.

Следовательно, условие (2) примет вид

= 0.

>) Parkus H., Stress in a Centrally Heated Disc, Proc. Second U.S. Nat.
Congr. Appl. Mech., 1954, 307.

*) Mura Т., Dynamical Thermal Stresses Due to Thermal Shocks, Res. Rep.
Fac. of Engng, Meiji Univ., 8 (1956).

3 ) Ignaczak J., A Plane Dynamic Problem of Thermoelasticity Concerning
a Circular Hole, Bull. Acad. Polon. ScL, Ser. Sci. Techn., 7, № 7/8 (1959).

4) Даниловская В. И., Температурные напряжения в упругом полупро-
странстве, возникающие вследствие внезапного нагревания границы, ПММ,
J4, № 3 (1950).

5) Этот процесс обычно называется тепловым ударом. — Прим. перев.
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Решением уравнения теплопроводности

при учете условий (1) является функция

х, ехр

е= длг ' . (4)

Применяя к этому выражению преобразование Лапласа, имеем

где
оо

0* = 2 [ё (х, /)] = J 6 (х, 0 е~р< dt.
о

Применим также преобразование Лапласа к уравнению для по-
тенциала термоупругого перемещения

тогда

f J L 4 U § - (7)

Решением этого уравнения при учете формулы (5) и граничного
условия 0*1 (0, р) = рр2Ф*(0, р) = 0 является интеграл

- » J

Применим обратное преобразование Лапласа к выражению
р2ф*. В результате получим функцию

тс4

i. О = - ~ [Fi (xlt t) - F2 (xlt t)], (9)
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где

2т У пт

Зная функцию Ф, определим напряжения по формулам (3). По-
лученное решение, справедливое для условия (1), можно исполь-
зовать для более сложных температурных условий. Так, в случае

е(х„о) = о (П)

получим для функции Ф следующую формулу:

Ф (*„ t) = J е0 (О б (*„ t - п df. (12)
о

В частном случае задачи Даниловской, когда температурные ус-
ловия имеют вид

е (о, t) = е о я (/), е 0 = c o n s t , е (*,, о) = о, (13)

из формулы (12) получим

где

Температурное поле, связанное с условиями (13), задается фор->
мул ой

е = 0 о е г { с ( т § г ) - < 1 5 >
Заметим, что в плоскости х\ = 0 мы имеем Ф = 0, Ф = 0, а на
основании формул (3) это приводит к

а2 2 (0, t) = а3 3 (0, t) = - 2iim%H (t). (16)

Ha рисунках 11.1 и 11.2 представлена функция Оп/К, где К =
= £a i8o / ( l—2v) в зависимости от расстояния % = Xicjx. Эти
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графики взяты из работы Муры1), который выполнил их для
значений т = с^/х=1 и т = 1 0 0 .

Напряжение ац выражается формулой стц = рФ, поэтому из
формулы (14) видим, что диффузионная часть волны, определен-
ная функцией A\{x\,t), возникает сразу в каждой точке полу-

t — j - ) , представляет уп-
ругую волну, распространяющуюся со скоростью С\. Через сече-

4

СГЦД

О
10

РИС. 11.1.

г=100

50 100

РИС. 11.2.

ние Х\ = const фронт упругой волны проходит в момент t =
= Х\1с\. Напряжение ац получает в этот момент разрыв со зна-
чением скачка К и изменяет знак. После прохождения фронта
волны напряжение ац приближается к квазистатическому зна-
чению.

Задача Даниловской была обобщена Игначаком 2) на слои-
стое упругое полупространство. Стернберг и Чекраворти 3) иссле-
довали более сложные температурные условия на поверхности

') Мига Т., Thermal Strains and Stresses in Transient State, Proc. Second
Jap. Nat. Congr. Appl. Mech., 1952.

2) Ignaczak J., Thermal Displacement in a Non-homogeneous Elastic Semi-
infinite Space, Caused by Sudden Heating of the Boundary, Arch. Mech. Sios.,
10, № 2 (1958).

3) Sternberg E., Chakravorty J. G., On Inertia Effects in a Transient
Thermo-elastic Problem, Л Appl. Mech., 26, № 4 (1959).
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Х\ — 0 упругого полупространства. Была расмотрена ') также
задача о внезапно нагретом упругом полупространстве, жестко
закрепленном по плоскости Х\ = 0. В последнее время иссле-
дуется влияние облучения (диффузия нейтронов, лазерные лучи
и т. д.), обуславливающее возникновение в теле источников
тепла. Здесь мы обращаем внимание на работы Гурнея2) и Ра-
фальского 3 ) .

Для решения динамических задач теории температурных на-
пряжений можно воспользоваться понятием ядра термоупругой
деформации так же, как в квазистатических задачах. Опреде-
ляем потенциалы Ф и фг, обусловленные температурой

Если через й,- обозначить поле перемещений, вызванное дей-
ствием ядра термоупругой деформации, то поле «,-, возникающее
вследствие действия температурного поля 8(х, t), принимает вид

t

u,(x, t) = J с?т|е(х, r)u,(x,t — r)dr.
о о

Этот путь решения особенно удобен в случае разрывного тем-
пературного поля, когда температура Э(х, t) не удовлетворяет
дифференциальному уравнению теплопроводности. Игначак4), а
также Пехоцкий и Игначак5) получили таким путем много инте-
ресных результатов.

11.8. Мгновенное нагревание границы сферической полости
в бесконечном упругом пространстве

Рассмотрим бесконечное упругое пространство со сферической
полостью радиуса а. Граница R = а была мгновенно нагрета до
температуры 9о и оставлена в таком состоянии. Под влиянием
нагрева границы в теле распространяется сферическая термоуп-
ругая волна. Эта интересная с практической точки зрения задача
была решена и проанализирована Стернбергом и Чекраворти 6 ) .

') Tsui Y. Т., Problem in Dynamic Thermoelasticity, /. Acoust. Soc. Amer.,
40, № 1 (1966).

2 ) Gournay L. S., Conversion of Electromagnetic to Acoustic Energy by
Surface Heating, /. Acoust. Soc. Amer., 40, № 6 (1966).

3 ) Rafalski P., Dynamic Thermal Stresses in Reactor Shells, Nuclear Struct.
Engin., 1, № 3 (1965).

4) Ignaczak J., A. Dynamic Nucleus of Thermoelastic Strain in an Elastic
Infinite Space and Semi-space, Bull. Acad. Polon. Sci., Ser. Sci. Techn., 7 (1959).

5 ) Piechocki W., Ignaczak J., Some Problems of Dynamic Distorsion in
Thermoelasticity, Arch. Mech. Stos., 12, № 2 (1960).

6) Steinberg F., Chakravorty J. G., Thermal Shock in an Elastic Body with
a Spherical Cavity, Quart. Appl. Math., 17, № 2 (1959),
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Задача характеризуется центральной симметрией. Система урав-
нений в перемещениях сводится поэтому к одному дифферен-
циальному уравнению

/ д2 , 2 д 1 , 2 \ «59 , , .

(w+j^-jdr^m^- (1)

Вводя потенциал термоупругого перемещения Ф и подставляя
uR = дФ/dR в формулу (1), а затем интегрируя уравнение по /?,
получим простое волновое уравнение

_а*_ , _2 а i_
dR2 R dR c\

Предположим, что поверхность R = а свободна от напряжений и
что перемещения ограничены на бесконечности. В этом случае
граничные условия примут вид

Условия (3), выраженные через потенциал Ф, запишем как

d<b(oo.t) M

Легко проверить, что уравнению теплопроводности
2 . 2 д 1

+

при учете граничных условий

е(а,/) = еоя(о, в(оо,
и начального условия

8(Я,0) = 0

удовлетворяет функция

a e r f c ( 4 ) . (5)

Преобразование Лапласа, примененное к этой функции, дает
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Применим последовательно преобразование Лапласа к уравне-
нию (2) и к граничным условиям (4):

Ъ = тб, (7)
dR2 R dR

ORR (a, p) = [ - • £ 4 | + РР 2 ф], = а = 0, (8)

Решая уравнение (7) при учете граничных условий (8) и (9),
получим для функции Ф следующее выражение:

-2 ' pW + 2t(l + a-
р2а2о2+2е(1 + арв)

_ е х р [ - ( t f - а ) ] / -£ - ]} . (10)
где

1 - 2 v 1
1 — V Ci

Зная функцию Ф, можно определить трансформанты
йд, ORR, . . . . Применение обратного преобразования Лапласа
к упомянутым трансформантам сталкивается с рядом трудностей
математического характера. Подробности, касающиеся этой про-
цедуры, читатель найдет в цитированной работе Стернберга и
Чекраворти, мы же ограничимся тем, что приведем некоторые ре-
зультаты и графики, полученные этими авторами.

Так же как и в рассмотренных ранее динамических задачах,
мы и здесь имеем дело с двумя волновыми членами: с упругой
волной, распространяющейся со скоростью С\, и с диффузионной
волной. Функция uR(R,t) непрерывна, но ее первые производ-
ные по времени и по радиусу R имеют разрывы в момент вре-
мени t = (R — а)1с\.

Введем обозначения

г а а2 ' ас\

и выразим напряжения в этих переменных. Оказывается, что при
х* = у(Р—1) (т. е. при t* = (R — a)/d) напряжения имеют ко-
нечный разрыв. Так, при T* = Y ( P — 0 имеем

QRR \Р> Х+) — °RR IP» x-> — \ _ 2 v р •

,а * \ /о • \ v 2цт90 ( '
Ощ (Р, т+) — ап (Р, т_) == , _ 2 у — ^ — .

Мы видим, что скачок напряжения уменьшается с ростом р =
= R/a. На рис. 11.3а—П.Зв изображена зависимость напря-
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жения аФф//С (где К = £а/60(1 — 2v)) от т в сечениях Р = 1,
Р = 2 и р = 3. Здесь предполагается, что v = 1/4, у = 0,20. Кри-
вая а соответствует динамической задаче, кривая b — квазиста-
тическому решению. График на рис. 11.3а показывает, что на-
пряжение огфф на границе R = а сначала осциллирует, а затем
достигает квазистатического значения — 1 . Динамическое напря-
жение возрастает приблизительно на 24% по сравнению с ква-
зистатическим напряжением.

На рис. 11.36 и П.Зв изображена зависимость напряжения
^^/К от т при р = 2 и р = 3. Кривая а соответствует решению

динамической задачи, кривая b — решению квазистатической за-
дачи, а кривая с — стационарному решению. Мы видим, что на-
пряжения имеют скачки в сечениях т* = у(Р—1)- Величина
этих скачков уменьшается с ростом р. Мы видим также, что ди-
намическое решение с ростом т быстро стремится к квазистати-
ческому решению. При т -> оо оба решения асимптотически стре-
мятся к стационарному решению.

В последние годы решено несколько более сложных динами-
ческих задач теории температурных напряжений. Игначак1) рас-
смотрел действие сосредоточенного мгновенного источника тепла
в бесконечном упругом пространстве со сферической полостью.
Концентрацией напряжений вокруг сферической и цилиндриче-
ской полостей занимались Игначак и Новацкий2).

Задача об источниках тепла, перемещающихся в неограни-
ченном упругом пространстве с постоянной скоростью, была
предметом работы Журавского 3 ) .

Заслуживает внимания работа Боли и Барбера4), в которой
рассмотрена задача о колебаниях тонкой плиты, вызванных вне-
запным нагреванием ее поверхности.

•) lgnaczak J., Dynamic Thermoelastic Problem of a Spherical Cavity, Arch.
Mech. Stos., 11, № 4 (1959).

2) lgnaczak J., Nowacki W., The Problem of Concentration of Periodic
Thermal Stresses at Cylindrical Holes and Spherical Cavities on Uniform Plane
Heat Flow, Arch. Mech. Stos., 13, № 6 (1961).

3) Zorawski M , Moving Dynamic Heat Sources in aVisco-elastic Space
and Corresponding Basic Solutions for Moving Sources, Arch. Mech. Stos., 13,
№ 2 (1961).

4) Boley B. A., Barber A. D., Dynamic Response of Beams and Plates to
Rapid Heating, Л Appl. Mech., 24 (1957).



Глава 12

ДИНАМИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ ТЕРМОУПРУГОСТИ

12.1. Введение

В гл. 3 мы дали полную теорию термоупругости для анизо-
тропных тел. Мы нашли там следующее основное выражение для
свободной энергии F и энтропии S (формулы (14) и (15) § 3.5):

S = ^ij&ij + у- 0, 8 = Г — 7"0. (2)

Здесь Сцы — материальные постоянные (коэффициенты податли-
вости), относящиеся к изотермическому процессу, величины foj
связаны с термическими и механическими постоянными, се—теп-
лоемкость при постоянной деформации.

Из соотношений

получаются уравнения Дюгамеля — Неймана

oil = cmfiki — Pi/9- (4)

К этим уравнениям следует добавить связь между энтропией и
температурой, следующую из закона теплопроводности Фурье
(уравнения (11) § 3.4):

TS = ktlT,,, + W. (5)

Здесь кц — коэффициенты теплопроводности.
Из уравнений (2) и (5) получается линеаризованное уравне-

ние притока тепла (уравнение (5) § 3.8)

V , ij + W — се6 - ГоР^е,; = 0. (6)
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От приведенных выше выражений и уравнений, справедливых
для однородного анизотропного тела, мы можем перейти к ре-
зультатам для изотропного тела, применяя следующие соотно-
шения:

Cijki = V (bifiki + f>i fiik) + hbifibi, (7)

Р|/ = ув*/. Я// = Яоб//. (8)

Здесь ц и А, —постоянные Ламе для изотермического процесса,
а у = (ЗХ + 2и)а(, где а< — коэффициент теплового расширения.
Итак, свободная энергия примет вид

F = це(1гч + -j Чкгпп — ynkkQ — - ^ - Э2. (9)

Определяющие уравнения (2) и (4) мы представим как

(10)

^ (11)

Наконец, уравнение теплопроводности сводится к виду

где
Хо \Т0 о W
Cg Лд AQ

Здесь W — количество тепла, выделяющееся в единицу времени
в единице объема.

Если теперь в уравнения движения

O/t,j + Xt = рй/ (13)

подставить зависимости Дюгамеля — Неймана (10), а затем вы-
разить деформации через перемещения в силу определения

1

то в результате получаем систему уравнений

- ц)ы. ,{-\- Xt = piii + V®,t' (15)

Уравнения (12) и (15) связаны между собой. В эти уравнения
входят четыре неизвестные функции: перемещения «4 и темпера-
тура 0. В уравнения движения в перемещениях входят темпера-
турные члены, а в уравнение теплопроводности — деформацион-
ный член.
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Связанность полей деформации и температуры постулировал
уже Дюгамель ' ) , основатель теории температурных напряжений,
введя в уравнение теплопроводности дилатационный член. Од-
нако это уравнение не было термодинамически обосновано. По-
пытку термодинамического обоснования этого уравнения пред-
приняли позднее Фойхт2) и Джеффрис 3). Однако только в 1956 г.
Био 4) дал полное обоснование уравнения теплопроводности,
опираясь на термодинамику необратимых процессов 5). Био пред-
ложил также основные методы решения уравнений термоупру-
гости и вариационную теорему.

Термоупругость описывает широкий круг явлений, являясь
обобщением классической теории упругости и теории теплопро-
водности. В настоящее время термоупругость является вполне
законченной областью: записаны основные зависимости и диф-
ференциальные уравнения, предложено несколько методов решэ-
ния уравнений термоупругости, доказаны основные энергетиче-
ские и вариационные теоремы, решено несколько задач по рас-
пространению термоупругих волн.

Как известно, исследованиям в области термоупругости пред-
шествовали исследования в рамках теории температурных на-
пряжений, приближенной теории, не учитывающей связанности
полей деформации и температуры (членом —х\&иь в уравнении
(12) пренебрегают). Такой теории мы посвятили предыдущую
главу.

Одновременно с теорией температурных напряжений разви-
валась эластокинетика, также с упрощающим предположением,
постулирующим, что обмен тепла между частями тела за счет
теплопроводности происходит так медленно, что процесс можно
считать адиабатическим.

Упомянутые разделы являются в настоящее время частными
случаями общей теории — термоупругости. В теоремах и мето-
дах термоупругости содержатся в качестве частных случаев тео-
ремы и методы теории теплопроводности и классической теории
упругости.

Следует заметить, что решения, найденные в рамках термоупру-
гости, незначительно отличаются от решений классической теории
упругости или теории теплопроводности. Связанность полей де-
формации и температуры слабая. Однако качественное различие

') Duhamel J. М. С, Second memoire sur les phenomenes thermomecaniques,
/. de VEcole Polytechn., 15 (1837), 1—15.

2) Voigt W., Lehrbuch der Kristallphysik, Teubner, Leipzig, 1910.
*) Jeffreys H., The Thermodynamics of an Elastic Solid, Proc. Camb. Phil.

Soc, 26 (1930).
4) M. A. Biot., loc. cit. стр. 521.
Б) Де Гроот С. Р., Термодинамика необратимых процессов, Гостехиздат,

М., 1956.
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является принципиальным. Мы увидим это на примерах упру-
гих волн, которые в рамках термоупругости затухают и обла-
дают дисперсией, в то время как в рамках эластокинетики полу-
чаются только незатухающие волны. Основное значение термо*
упругость имеет в тех случаях, в которых главной целью
является исследование упругой диссипации. Значение термо-
упругости главным образом состоит в познавательной основе
и общности этой теории.

12.2. Дифференциальные уравнения термоупругости
и методы их решения

Система дифференциальных уравнений термоупругости со-
стоит из уравнений движения и уравнения теплопроводности.
Уравнения движения

ojUj + Xi = Pui(x,t), X G I / , t>0, (1)

можно преобразовать, используя уравнения состояния

oli = 2liBlj + (Xekk-yQ)6il, х е У + Л, / > 0, (2)

и связи между перемещениями и деформациями

в систему трех уравнений, содержащих в качестве неизвестных
функций перемещения ы,- и температуру 6:

\LUt.l, + {K + v)ulttt + Xt = put + y9.h х е К , / > 0 . (4)

Последние уравнения и уравнение теплопроводности

4 = - - £ ' xeK, О О, (5)

связаны между собой. Массовые силы, источники тепла, нагрев
и тепловой поток через поверхность А, ограничивающую область
V, так же как и начальные условия, являются причинами возник-
новения в теле как перемещений, так и сопутствующего темпера-
турного поля. Граничные условия механического типа даются
в виде заданных перемещений «t- или нагрузок pi = оцп, на по-
верхности А. Температурные условия, определяющие теплообмен
через поверхность А, в общем случае можно записать в виде

а _ | 1 _|_ ре = f (х, /), х е Л , t>0, а, р —постоянные. (6)
on

Если р = оо, то мы имеем дело с нулевой температурой 0 на гра-
нице; если а = оо, то имеем случай теплоизолированной поверх-
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ности А. Начальные условия указывают, что в начальный мо-
мент, например при / = О, перемещения щ, скорости этих пере-
мещений йг и температура 0 являются известными функциями:

щ(х, О«-о = fi(x), щ(х, t)t,0 = g,(x), 9(x, О<-о = Л(х). (7)

Система уравнений (4) и (5) достаточно сложна, и естественно
требование свести эту систему к простым волновым уравнениям.
Существенное упрощение уравнений достигается разложением
вектора перемещения и вектора массовых сил на потенциальную
и соленоидальную части. Подставляя тогда в уравнения (4) и (5)

и< = Ф . | + «*/***./. *i = Р (*. i + «!/*Х*./). (8)

где функции Ф и О скалярные, а фг и %г векторные, приводим
уравнения термоупругости к следующей системе уравнений1):

• ?Ф — тв = -\$, (9)

•Н>* = --гх*, 0°)

D9 - TIV2O = - - J . (И)

Здесь введены обозначения

с а

А, + 2и

Уравнения (9) и (11) непосредственно связаны между собой.
Исключение функции 9 приводит к уравнению продольной волны

(D 2D — mT)d,V2)<I> = - — - A D & - О2)

Уравнение (10) описывает поперечную волну. Заметим, что функ-
ции Ф и г|з, связаны между собой граничными условиями, кото-
рые в каждом случае содержат производные этих функций, nepe-i
мещения щ и температуру 9.

Исключая из уравнений (9) и (11) функцию Ф, получаем
уравнение

(D?D - mr\dtV
2) 9 --= - - D?Q - \ r\dtV

2b. (13)

') Nowacki W., Some Dynamic Problems of Thermoelasticity, Arch. Mech.
Stos., 11, № 2 (1959).
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Заметим, что уравнения (12) и (13) имеют одинаковый вид.
Структура этих выражений, о чем речь пойдет позднее, показы-
вает, что мы имеем дело с затухающей волной, обладающей дис-
персией. В неограниченном упругом пространстве продольные и
поперечные волны распространяются независимо друг от друга.
Предположим, что причиной движения являются источник тепла
Q и массовые силы Х, = рф,*. В предположении, что %i — 0 и
что начальные условия, связанные с уравнением (10), являются
однородными, получим if,- = 0 во всем пространстве. В неогра-
ниченном пространстве возникают только продольные волны
(волны дилатации). Учитывая формулы (2) и (8), имеем

Щ = Ф, и гИ = Ф, ц, ekk = V2<D,

оц = 2ц (Ф, ц — 6,7Ф, kk) + р6„ (Ф — ft).

Если в неограниченном пространстве действуют массовые
силы Х{ = penk%h, j и Q = 0, ft = 0 или Ф (х, 0) = 0, Ф (х, 0) = 0,
то отличными от нуля будут только функции i|);, в то время как
ф === 0, 6 = 0 во всей области. Распространяться будут только
поперечные волны со скоростью с2 = (|л/р)1/2. Эти волны не со-
провождаются выделением тепла. Заметим, что для поперечных
волн

«< = £ i / A , / . «А, * = 0, 9 = 0, ail

В ограниченном теле в принципе возникают волны обоих типов.
Решение уравнений (10) и (12) составим из двух частей: из
частных решений этих уравнений Ф°, -ф? и общих решений одно-
родных уравнений

причем функции Ф' и Ир[ следует выбрать так, чтобы были вы-
полнены все граничные условия.

Дальнейшим методом, применяемым при решении дифферен-
циальных уравнений термоупругости, является метод разделения
уравнений, основанный на сведении системы уравнений (4) и (5)
к системе четырех несвязанных уравнений. В каждое уравнение
входит только одна неизвестная функция. Этот метод, по-види-
мому, впервые был применен Гильбертом к дифференциальным
уравнениям оптики. Некоторую его разновидность в операторном
виде, данном Моисилом1), применил к квазистатическим урав-
нениям термоупругости Ионеску-Казимир2). Другой способ
решения динамических уравнений термоупругости предложил

') Moisil G., Sisteme diferentiale adiuncte si formula de reciprocitate, Bull.
Acad. Sci. RPR, 3 (1951), 181.

2) Ionescu-Cazimir V., (1) Asupra ecuatiilor echilibrului termoelastic,
(2) Relafiile intre tensiuni si temperature, Com. Acad. RPR, 1, № 2 (1951).
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Калиский ' ) . Его результат другим путем был получен повторно
Подстригачем 2) и Рюдигером3).

Не вдаваясь в подробности этого метода, дадим только окон-
чательный результат. Вводим векторную ф,- и скалярную г|з функ-
ции и с их помощью выражаем перемещения и температуру сле-
дующим образом:

щ = (п6и — Yd id,) Ф/ + You*, (14)

е = т|а<а /п^у + (1+а)пм>, (15)
где

j\dt, а , \0 f

Подставляя м,- и 0 в уравнения (4) и (5), получим четыре от-
дельных уравнения для функций ф* и г|з:

+ - ^ = О, (16)

^ - = 0. (17)

К этим уравнениям следует добавить граничные и начальные ус-
ловия. В граничные условия, очевидно, входят функции фг- и \\>.
Простота дифференциальных условий (16) и (17) окупается, од-
нако, сложным видом граничных условий. Поэтому уравнения
(16) и (17) также найдут применение прежде всего в задачах
движения в неограниченном пространстве, где граничные усло-
вия в точном смысле отпадают и заменяются заданием нулевых
значений перемещений и температуры на бесконечности. Этот
постулат будет выполнен, если распределение массовых сил и
источников тепла ограничивается конечной областью.

Интересный метод решения дифференциальных уравнений
термоупругости предложил Зорский4). Этот метод сводится
к преобразованию системы дифференциальных уравнений (4) и
(5) в систему трех интегродифференциальных уравнений для
перемещений и,- Продемонстрируем его для простоты по отноше-
нию к неограниченному пространству в предположении однород-
ности начальных условий. Напишем уравнение теплопроводности

') Kaliski S., Pewne problemy brzegowe dynamicznej teorii sprezystosci
i cial niesprezystych, WAT, Warszawa, 1957.

2) Подстригая Я. С , Основное решение нестационарной термоупругой за-
дачи. Прикладная механика, Киев, 6, № 2 (1960).

3) Riidiger D., Bemerkung zun Integration der thermo-elastischen Grund-
gleichungen, Osterr. Ing.-Archiv, 18, № 1—2 (1964).

4 ) Zorski H., Singular Solutions for Thermoelastic Media, Bull. Acad. Polon.
Sci., Ser. Sci. Techn., 6, № 6 (1958).

Zorski H., On a Certain Property of Thermoelastic Media, Bull, Acad. Polon
Sci., Ser. Sci. Techn., 6, № 6 (1958),
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в таком виде, чтобы член, содержащий скорость дилатации, на*
ходился в правой части уравнения:

Принимая функцию цй]^ в качестве источника тепла, можно по-
лучить решение уравнения (18) при использовании функции
Грина G для классического уравнения теплопроводности

О _ _ ! _ л -&(х — £\&(п G(x I t) — е х р [ ~

(19)
-xi).

Подставляя решение уравнения (18)
t

9(х, /) = - лх J dr J G (|, х, /-т) ̂ - div и(6, т) dF (|)
О V

в уравнения в перемещениях (4), получим следующее интегро-
дифференциальное уравнение:

nV2u + (^ + (-0 grad div u — pu =

-=-TptYgrad J dx JG(l x, /-x)-^-dlvu(g, x)d7( | ) . (20)
0 V

Если разложить вектор перемещения согласно формуле (8), го
уравнение (20) распадется на систему уравнений

J dx J
0. (22)

Интегродифференциальное уравнение (21) равносильно уравнен
ниям (9) и (И).

В некоторых случаях, особенно если граничные условия даны
в напряжениях, стоит воспользоваться уравнениями, аналогич-
ными уравнениям Бельтрами — Мичелла. Эти уравнения для не-
связанных задач были выведены Игначаком ' ) , а для связанных
задач Соосом2). Другой метод решения в напряжениях дал Но*
вацкий3) для плоского деформированного состояния.

') J. Ignaczak, loc. cit. стр. 487.
2) Soos E., The Green's Functions (for Short Time) in the Linear Theory

of Coupled Thermoelasticity, Arch. Mech Stos., 18, № 1 (1966).
3) Nowacki W., On the Treatment o. the Two-dimensional Coupled Thermo-

elastic Problems in Therms of Stresses, Bull. Acad. Polon. Sci., Ser, Sci. Techn.,
9, № 3 (1961),
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Если изменение массовых сил, источников тепла, нагрузок и
поверхностных нагревов происходит медленно, то в уравнениях
движения можно опустить инерционные члены, а задачу считать
квазистатической. Квазистатические уравнения термоупругости

* ' = ^ 6 . 1 , (23)

/ / т я = " " - г (24)

являются впредь связанными. Особенно просто представляется
решение этой системы уравнений для неограниченной упругой
среды, в которой действуют источники тепла Q и массовые по-
тенциальные силы Xi = $•&,{. Введением потенциала термоупру-
гого перемещения Ф получим из формул (23) и (24) разделен-
ную систему уравнений

х, х с, с, ( 2 5 )

к, = - q p j , е = i\tmt.

Температура 0 определяется здесь из параболического дифферен-
циального уравнения, сходного по своей структуре с классиче-
ским уравнением теплопроводности.

Для разделения системы уравнений (23) и (24) можно при-
менить также способ, упомянутый ранее (уравнения (16) и (17),
в которых следует опустить инерционные члены).

Наконец, интересный способ предложил Био 1). Введя выра-
жение энтропии

S = Ye** + -^-e (26)

в уравнения (23) и (24) и предполагая, что Q = О, Х{ = 0, полу-
чим систему уравнений

(27)

P — £ . *2 = « X W T

Эти уравнения разделены, а энтропия удовлетворяет параболи-
ческому уравнению. Решение уравнений (27) можно дать в виде
потенциалов Папковича — Буссинеска

Щ (Фо+ */•/). « + ЯФ*. Д = 2 2

я

ц _ + Д + а

а , (29)

') М. A. Biot, loc. cit. стр. 521.
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в предположении, что векторная функция г|); является гармониче-
ской. Для определения функций г|)0 и г|з; имеем уравнения

1 % ( , ) ^ ' = 0, (30)

где

После определения функций ty0 и \р, с учетом граничных и на-
чальных условий получим перемещения по формуле (29).

Как мы упоминали во введении, термоупругость охватывает
все рассмотренные до сих пор направления: классическую эла-
стокинетику, теорию теплопроводности и теорию температурных
напряжений. К дифференциальным уравнениям классической
эластокинетики мы придем, предполагая, что движение происхо-
дит в адиабатических условиях, а именно без обмена тепла
между отдельными частями тела. Так как для адиабатического
процесса 5 = 0, то из формулы (26) получим 6 = — r\xehh или
после интегрирования, принимая однородные начальные условия,

в = -трев**. (31)

Это уравнение заменяет уравнение теплопроводности. Подстав-
ляя формулу (31) в (4), получим уравнение классической эла-
стокинетики в перемещениях:

Ms"*. // + (Я5 + Us) и,, ii + Xt = puh (32)
где

Величины Xs, (xs являются постоянными Ламе, измеренными
в адиабатических условиях. Определяющие уравнения после под-
становки формулы (31) в (2) примут вид

oil = 2ц5ег/ + Is^kkbit- (33)

В теории температурных напряжений, в которой изучается влия-
ние нагрева поверхности тела и действие источников тепла на
деформированное и напряженное состояния тела, принимается,
что влияние члена цени, входящего в уравнение теплопровод-
ности, на деформацию тела незначительно и практически пре-
небрежимо. Это упрощение приводит к системе двух взаимно
независимых уравнений

/ + far + Мт) «л li = Р«г + Yr9. i> (34)
е-//-Т6 = - | - . (35)
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Из уравнения (35), т. е. из классического уравнения теплопро-
водности, определяется температура Э. Зная распределение тем-
пературы, можно найти перемещения из уравнений (34).

12.3. Вариационная теорема термоупругости

Ниже мы сформулируем вариационную теорему термоупру*
гости при варьировании деформированного состояния, предло
женную Био 1). Она будет состоять из двух частей, причем пер*
вая из них основывается на известном принципе Даламбера

J alfizildV = J (Xt — put)6uldV+ J pfimdA. (1)
V V A

В этом уравнении бы* — виртуальные приращения перемещений,
бегj — виртуальные приращения деформаций. Предположим, что
б«г и 8гц являются непрерывными произвольными функциями,
независимыми от времени и согласованными с условиями, огра-
ничивающими движение тела.

Принцип Даламбера справедлив безотносительно к материалу
тела, т. е. при любых зависимостях напряженного состояния от
деформированного состояния. Подставляя в формулу (1) опреде-
ляющие уравнения (2) § 12.2 и вводя величину

Ж = J (цв,у в / / + \ гкквпп) dV, (2)
v

в которой подинтегральная функция является положительно оп-
ределенной квадратичной формой, получим из (1) следующее
уравнение:

ЬЖ = | (Xi — рщ) but dV+ j pfiui d A + у J B6ekk dV. (3)
V A V

Во второй части вариационной теоремы используем закон те-
плопроводности. Для этого воспользуемся связями между тепло-
вым потоком, температурой и энтропией:

,е. (4)
Эти связи можно выписать в удобном для дальнейшего виде,
введя векторную функцию Hi, связанную с энтропией и тепловым
потоком следующими формулами:

— —ni,i, qi=rofil. (5)

Подставляя в формулу (4) последние зависимости, получим

') M. A. Biot, loc. cit. стр. 521.
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Умножим первое из уравнений (6) на виртуальное приращение
8#* и проинтегрируем по объему тела:

HidV = 0. (7)

Преобразуя этот интеграл и принимая во внимание второе из со-
отношений (6), находим уравнение

-j- j 069 dV + ~ J HfiHi dV + J 0ra,6tf, dA + Y J в&Чь dV = 0,
° V V A V

(8)

в которое входит член J B&EhhdV, совпадающий с членом, входя-
V

щим в формулу (3). Исключая этот член из уравнений (3) и (8),
получим окончательный вид вариационной теоремы

б (Ж + ^ + 2>) =*= J № — рм,)бы,dV+ j pfiUi dA— j 9л,бЯ, А4.
V A A

(9)
Здесь мы положили

V, (10)

причем принято, что ЬЗ) = S)dt, 6Я* = Hidt (см. ниже). Функ-
ция & называется температурным потенциалом, 2) — функцией
диссипации.

Рассмотрим частные случаи. Если в уравнении (3) положить
9 = —r\Txekk, что соответствует допущению об адиабатичности
процесса, то это уравнение переходит в

= J ( х 4 — Р Й , ) Ьщ dV + J pfiUi dA, (11)
V A

где

J (
a us. A,s—адиабатические постоянные Ламе. Уравнение (11)
является формулировкой принципа Даламбера для классиче-
ской эластокинетики.

В теории температурных напряжений мы пренебрегаем взаи-
модействием деформаций и температур, что выражается в отбра-
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сывании члена \ёй йГ0 во втором из уравнений (4). Отбрасыва-
ние этого члена приводит к модификации уравнения (8). Полу-
чим

\ n,6HtdA = 0. (12)

Уравнение (12) выражает вариационную теорему для классиче-
ской несвязанной задачи теплопроводности. В теории темпера-
турных напряжений мы имеем два уравнения: уравнение (12) и
уравнение (3), в котором функция 8 считается известной.

Вернемся к общей вариационной теореме термоупругости (9)
и предположим, что виртуальные приращения but, 8ец, bHit ...
совпадают с действительными приращениями при переходе от
момента t к t + dt. Тогда

bui=u{di = vidt, ЬН,= Я , Л = - ф - в , , d t , . . . . (13)
1 о

Подставляя формулы (13) в (9), получим

-friX + r + in + Xr^j XtvtdV+jPlvtdA + %lBQ,ndA,
V А А

(14)

где Ж — у р \ vtVidV—кинетическая энергия, а %т= 2), причем

Уравнение (14) выражает основную энергетическую теорему тер-
моупругости. Эту теорему можно использовать для доказатель-
ства единственности решений уравнений термоупругости1). По-
ступая так же, как и в теории упругости, предположим, что урав-
нения термоупругости удовлетворяются для двух пар функций
и'п 9' и и", 6". Образуя разности этих решений ui = u'i — и",

6 = 6' — 0" и подставляя их в уравнения (4) и (5), заметим
что полученные уравнения являются однородными; однородны и
граничные и начальные условия. Функции #,-, 0 поэтому соответ-
ствуют термоупругому телу, внутри которого отсутствуют источ-
ники тепла и массовые силы и поверхность которого ненагру-
жена и находится в условиях нулевой температуры. Формула

') Боли Б., Уэйнер Дж., см. список литературы.
Ionescu-Cazimir V., Problem of Linear Thermoelasticity. Uniqueness Theo-

rems (I), (II), Bull. Acad. Polon. Set., Ser. Sci, Techn., 12, № 12 (1964).
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(14) ответит на вопрос, отличны ли от нуля перемещения йг

и температура 0 внутри тела. Уравнение (14) примет вид

-=-•£/(§. , ) 2dV<0. (15)
v

Интеграл в левой части уравнения в начальный момент равен
нулю, ибо функции й(, ztj, 0, vt удовлетворяют однородным
начальным условиям. С другой стороны, полученное неравенство
показывает, что левая часть уравнения либо принимает отрица-
тельные значения, либо также равна нулю.

Так как подинтегральное выражение является суммой квад-
ратов, а подинтегральная функция равна нулю при t = 0, то осу-
ществляется только вторая из названных возможностей. В ре-
зультате получим i>i = О, гц = О, 0 = 0 при / ̂  0. Так как на-
пряжения а, связаны линейно с величинами zi} и 9, то djj = 0
при t ^ 0. В результате получим

u'i = u"i, 9 ' = 9", a'i, = a[, при * > 0 . (16)

Итак, существует лишь одно решение уравнений термоупругости.

12.4. Теорема взаимности

Обобщенная теорема взаимности, относящаяся к задачам тер-
моупругости, была полностью сформулирована Ионеску-Кази-
миром1). Элементы этой теоремы, хотя и выраженные в менее
общей форме, мы найдем у Био 2 ) .

Теорему взаимности мы изложим в общих чертах, сосредото-
чив внимание на ее различных приложениях.

Пусть в изотропном теле действуют две системы сил. Предпо-
ложим, что внутри тела V действуют источники тепла и массовые
силы, а на его поверхности заданы нагрузки р* и температура
0 = 0. Эти причины сокращенно обозначим символом / =
= {Х{, р^ Q, •©], а вызванные ими следствия — символом С =
= [u'i, 0).Вторую систему причин и следствий обозначим через
I' —{Х'и p'i, Q', O'l и C' = {u'i, 9'j. Предположим, что начальные

') Ionescu-Cazimir V., Problem of Linear Coupled Thermoelasticity. Theo-
rems on Reciprocity for the Dynamic Problem of Coupled Thermoelasticity (I),
Bull. Acad. Polon. Sci., Ser. Sci. Techn., 12, № 9 (1964).

Ionescu-Cazimir V., Problem of Linear Coupled Thermoelasticity. Some
Applications of the Theorems of Reciprocity for the Dynamic Problem of Coupled
Thermoelasticity (II), Bull. Acad. Polon. Sci., Ser. Sci. Techn., 12, № 9 (1964).

2) Biot M. A., New Thermoelastical Reciprocity Relations with Applications
to Thermal Stresses, A Aero[Space Sci., 26, № 7 (1957).
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условия являются однородными, и будем исходить из уравнений
движения, уравнений теплопроводности и из соотношений Дюга-
меля — Неймана, выписанных для обоих систем. Применяя к
этим уравнениям преобразование Лапласа, умножая их соот-
ветственно на й(' и пг вычитая один результат из другого и ин-
тегрируя по объему V, получим два уравнения взаимности для
трансформант функций, входящих в обе системы:

J (Xfii - X\ut) dV+j {pfi'-p'fit) dA + yj (Ъё'-Ъ'ё) dV=0, (1)
V A V
J (Q'Q-QWdV+nw^Q'e-Qe^dV +xj(W,n-$%n)dA=0, (2)
V V А
где

й{
(x, p) = J щ (x, 0 e-P' dt, . . . .

Исключая из этих уравнений общие члены, находим следую-
щее уравнение:

W Г / (ВД - X'fit) dV + j ( f t f iJ - tf fl|) dA j -

- xY J (P'Q. „ - Щ „) dA + Y J (Q6' - Q'e) dK. (3)
A V

К уравнению (З) следует применить еще обратное преобразовав
нив Лапласа. Используя теорему о свертке, получим

= у fdV(x)j[Q(x,t-T)Q'(x, T)-Q'(x,t-x)Q(x,T)]dx-

. (4)

Уравнение (4) справедливо как для динамической задачи, так и
для задачи квазистатической. Однако в этих случаях функции
ир 8 и и\, 9' имеют различное значение. В наших рассуждениях



770 Гл. 12. Динамические задачи термоупругости

было принято, что на поверхности А заданы нагрузки Pi и тем-
пература Э = ft. Из структуры уравнений (4) видно, что на .4
можно задать также перемещения и тепловой поток, пропорцио-
нальный градиенту температуры, 0, „ = О, „. Уравнения (4) удов-
летворяются также для случая смешанных граничных условий.

Уравнение (4) примет особенно простой вид для неограни-
ченного тела, ибо в этом случае исчезают поверхностные интег-
ралы. Если мы имеем дело с гармоническими колебаниями по
времени

Xt (х, t) = X] (х) е'»', р, (х, 0 = р\ (х) в**, . . . .

то уравнение взаимности примет вид

Г J (XX - X't'u'i) dV+j (рХ - РГи\) dA\ =

= *Y J (О'*е:«-^е:;)^Л + Y J {QW-Q^dV. (4a)

Из уравнения (4) мы получим ряд интересных следствий. Поло-
жим, что в точке | области V действует мгновенная сосредоточен-
ная сила Xt = б(х — !)6(O8ij, направленная по оси xit а в точке
%' — сосредоточенная сила Xi = б(х — \')b(t)&ik, направленная
по оси Xft. Если мы предположим, что граничные условия яв-
ляются однородными, то из соотношения (4) получим

ди] (1 , %', t) duk &', I, t)
dt ~~ dt '

Для источника тепла Q = 6(x —1)6(0 и источника Q' —
= б(х — l')8(t) имеем

е'(1,Г, О = е(Г, 5, 0.
Если в точке 1 приложить сосредоточенную мгновенную силу
Xi = &(x —1)6(0Si;, а в точке 1' поместить источник тепла
Q' = б(х —1')6(0, то из уравнения (4) вытекает следующее со-
отношение:

в № ' 1 t)

Пусть в неограниченном пространстве перемещается в направле-
нии оси х3 с постоянной скоростью v источник тепла Q =
= 8(Jti)6(*2)6(x3 — vt). Принимая, что в системе со штрихами
Q' = 6(x — 1 ' ) 6 ( 0 . из уравнения (4) получим

, t) = J e'(0, 0,
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Последняя формула позволяет определить температуру, обуслов-
ленную движущимся источником тепла, при помощи выражения
для температуры, вызванной действием мгновенного неподвиж-
ного источника тепла.

Из уравнений (1), (2) или (3) можно получить частные слу-
чаи теоремы взаимности, относящиеся к классической эластоки-
нетике и теории температурных напряжений.

Если предположить, что деформация происходит в адиабати-
ческих условиях, то в уравнении (1) следует положить
6 = — Лг48**» 6' — — ^T^kk- Тогда остается уравнение

J (Xfi't - X'fi{) dV + J (pfi\ - p'fi) dA = 0. (5)

Уравнение (2) исчезает в эластокинетике, где предполагается,
что в теле нет источников тепла, а поверхность тела теплоизоли-
рована.

В теории температурных напряжений мы опускаем в уравне-
нии теплопроводности член, содержащий дилатацию. Формально
это эквивалентно принятию т] = 0 в уравнении (2). Таким обра-
зом получим уравнения

J (Xfi't - X'fit) dV+ J (pfi't - p'fit) dA + y j (бё'-ё'ё) dV = 0, (6)
V A V

- J (Q§' - Q'Q) dV + KJ (Щ „ - д'в. „) dA = 0. (7)

Уравнение (6) было выведено Майзелем1). Уравнение (7) яв-
ляется уравнением взаимности для классического уравнения те-
плопроводности.

Рассмотрим случай, в котором причины / = [Xit pit Q, 0} и
следствия С = {щ, 6} относятся к связанной задаче термоупру-
гости, а причины Г = [Х\, р\, Q', О'} и следствия С = [и\, 9'} —
к несвязанной задаче. Учитывая различие в уравнениях тепло-
проводности для связанной и несвязанной задач

получим из уравнений (8) следующее уравнение:

J (Q'e-QB') dV + щр JQ'edV + xj (Щ п — Ь'Ь, п) dA = 0. (9)

') В. М. Майзель, loc. cit. стр. 476.
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Исключая из уравнений (1) и (9) член [b'edV, получим тео-
v

рему взаимности в виде

%цр \ J (Xfi't-X'tut) dV + j (prf - p'tut) dA + Y J Ьё' dV] =
LV A V J

= *Y J (*>'8. n — W, n) dA + Y J (Q6' — Q'§) rfK. (10)

Примем теперь, что в системе со штрихами действует только
сосредоточенный мгновенный источник тепла в точке | , а гра-
ничные условия являются однородными. Подставляя тогда
в уравнения (10) Q' = 6 (х — |)б(/), Х^ = 0 и />; = 0, Ф' = 0 на А,
получим

\ = M{l,p), (11)
v

где

= Q(x, р)в'(х, I, p)dV(x) — *\ *(x, P)Q:n(x,l,p)dA(x)-
V A

-^f-U pl(x,p)u'i(x, t,p)dA(x)+ jXl(x,p)uf

t(x,l,p)dV(x)].

Так как функции и\, 0' известны как решения дифференциаль-
ных уравнений теории температурных напряжений, а функции
Q, •&, pi, Xi заданы, функция М(\,р) известна. Уравнение (11)
является неоднородным интегральным уравнением Фредгольма
второго рода, в котором неизвестной функцией является темпе-
ратура 9. Аналогично можно найти и перемещения.

Представленный здесь ход рассуждения, предложенный
Ионеску-Казимиром ' ) , был применен для определения функции
Грина в неограниченной термоупругой области2).

') V. Ionescu-Cazimir, loc. cit. стр. 768.
2) Gatka A., Green's Functions for the Coupled Problem of Thermoelasticity

Obtained from the Solution of the Theory of Thermal Stresses, Bull. Acad. Polon.
Sci., Ser. Sci. Techn., 13, № 7 (1965).

Galka A., Singular Solutions of Thermoelasticity, Bull. Acad. Polon. Sci-,
Ser. Sci. Techn., 13, № 7 (1965).
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12.5. Методы интегрирования уравнений термоупругости,
вытекающие из теоремы взаимности

В эластостатике выводятся соотношения для нахождения пе-
ремещений Ui(x,t), х е У , t > О внутри тела по перемещениям
Ui и нагрузкам /?,- на его поверхности. Эти соотношения известны
как теоремы Сомильяны и Грина '). Ниже мы дадим теоремы та-
кого рода, обобщенные на задачи термоупругости.

Предположим, что причины, вызывающие деформации и тем-
пературу в теле, выражены только через граничные условия.
Начальные условия примем однородными. Уравнения движения
имеют вид

<У}1.1 = рй{, 9 , , / — - ё —т1<? = 0, х е К , * > 0 , е = гкк. (1)

К этим уравнениям присоединим определяющие уравнения

(Aej.fe — ув) о£/. (2)

Рассмотрим систему со штрихами, относящуюся к неограничен'
ному термоупругому телу,

£ 4 xe=F, />0, (3)

и уравнения Дюгамеля — Неймана

</ = 2 K / + K f t - Y e ' ) V (4)

К уравнениям (1) — (4) применим преобразование Лапласа при
учете однородных начальных условий, затем вычтем полученные
уравнения друг из друга и проинтегрируем по объему V. После
ряда преобразований, которые мы здесь опускаем, получим окон-
чательно 2)

Т fP l (|> Р) п'1 (1> Х> Р) ~ Р'1 (|) Х> Р) п'{1' Р ) 1 d A (l) ~
А

-%\[Ъ' (|, х, р) 8, „ (|, р)-Ь (|, р) Sf „ (S. х, р)\ dA (I). (5)
А

Эту формулу можно получить также из теоремы взаимности
(формула (3) § 12.4), полагая Q' = 6(x — g)o(0, Xi=*Q, Xi = 0,
Q 0

') Треффц Е., см. список литературы.
- ') Ignaczak J., Nowacki W., Singular Integral Equations of Thermoelasti-

city, Ш. J. Eng. Sci., 5, № 1 (1966).
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Рассмотрим, далее, вторую систему уравнений

a i M = p««-f i(x-g)e i e a(/). (6)

в Г / / - ^ - в а - л ё в = О, (7)

(taJU — Y9S) в//. (8)

Функции ы*, 0s относятся к неограниченной упругой оболочке.
Они вызваны действием мгновенной сосредоточенной силы
X'i = b(\— %)bisb{t), направленной по оси xs, В случае
X'i = b{x — l)b(t)bis, Xt = 0, Q = 0 , Q' = 0 теорема взаимности
дает следующее выражение для перемещения:

И Д х , р) = J [р. (g, р) п* (g, х, р) — р\ ( |, х, р) ut (I, p)] ^Л (|) —
А

- - ^ J [е. „ (i, p) ̂ s (i, x, p) - * (1, р) ef „ (g, x, p)] ̂ л (|). (9)

К уравнениям (5) и (9) следует применить обратное преобразо-
вание Лапласа. Оно приводит к выражениям в свертках, которые
мы не будем выписывать.

Уравнения (5) и (9) представляют собой обобщение уравне-
ний Сомильяны на задачи термоупругости. С их помощью можно
выразить функции U;(x, t), 6(x, t), х е У , / < 0 через поверх-
ностные интегралы, в которые входят функции «,-, 8 и их произ*
водные.

Если функции Грина ui, 0 и п\, 9' выбрать так, чтобы они
относились к телу, занимающему область V, ограниченную по-
верхностью Л, и принять, что на А должны быть выполнены гра-
ничные условия

u'i — 0, * ' = 0, й* = 0, 6 s = 0 на А,

то уравнения (5) и (9) упрощаются:

Э(х, р) = х Jd(g, Р)в'п(1 х, p)dA® +
А

+ J!j-$ Pi & x> P)
 ui (S. P ) d ^ (S). 0°)

A

c, P) = — J p/ (g, x, p) п, (I, p) <M (g) +

' .(g, x, P)dA{l). (11)
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Эти формулы дают решение первой краевой задачи, в которой
на А заданы перемещения ы,- и температура 8. Если бы функции
щ, б' и ы?, 0s относились к телу, занимающему ограниченную
область V и свободному от нагрузок и температуры на поверх-
ности А, то в уравнениях (5) и (9) следовало бы положить

# = 0, Ф' = 0, # = 0, в' = 0 на А.

Тогда формулы (5) и (9) примут вид

0(х, р)=*-Ш-1 pt(t, р)п\{1, х, P)dA(

Q:a(%, х, p)dA{l), (12)

us(x,p) = J pt{l, р)Ц{Ъ, х, P)dA{l) +

они дадут решение второй краевой задачи, в которой на поверх-
ности А заданы нагрузки pi и температура 0. Однако применение
формул (10) — (13) ограничено ввиду трудности, связанной с оты-
сканием функций Грина и/, 0', и\, 0 s, априори удовлетворяю-
щих заданным граничным условиям. Аналогично обобщенным
формулам Сомильяны и Грина можно построить решение урав-
нений термоупругости для смешанных граничных условий. Один
из методов, являющийся обобщением метода Майзеля теории
температурных напряжений на задачи термоупругости, мы най-
дем в уже цитированной работе Ионеску-Казимира1). Он осно-
ван на использовании функций Грина, заранее удовлетворяющих
смешанным граничным условиям. Другой способ, предложенный
Новацким2), основан на использовании вспомогательных функ-
ций Грина, удовлетворяющих граничным условиям, и сведении
задачи к решению системы интегральных уравнений Фредгольма
первого рода.

12.6. Плоские гармонические волны

В обсуждении простейшего типа волн сразу же выясняются
существенные черты распространения термоупругих волн, их ха-
рактер, скорость распространения, дисперсия и затухание. Четко

') V. Ionescu-Cazimir, loc. cit. стр. 768.
2) Nowacki W., Mixed Boundary Value Problems of Thermoelasticity, Bull.

Acad. Polon. ScL, Ser. Sci. Techn., 12, № 11 (1964).
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выявляется различие между термоупругими волнами и упругими
и тепловыми волнами1).

Рассмотрим плоскую гармоническую волну, распространяю-
щуюся вдоль оси Х\, обусловленную причиной механической ИЛИ
тепловой природы. Так как перемещения и, и температура 0 за-
висят только от переменных Х\ и /, то уравнения в перемещениях
и уравнение теплопроводности, учитывая, что

иу = Re [и] (*„ со) е~ш], 6 = Re [6* (JC,, со) е-'»'], (1)

примут следующий вид:

(д\ + а2) и\ = тс5,е*, (д\ + q) 9* -f i\qv,d{u\ = 0,

где
2 ш 2

 2 со2 /ю

° ~~cj' T~"cf' q~~'

Исключая из двух первых уравнений температуру 8*, получим

[(д\ + а2) (д\ + q) + qzd^ u\ = 0, [д] + т2) и2 = О,

(dj -\- т2) u*z = 0, е = /пт]х.

Первое уравнение относится к продольной волне, два следую-
щих— к поперечным волнам. Если в два первых уравнения (2)
подставить

то получим зависимости
_и^ mik 9° _

В° ~ о2 — k 2 ' и ° ~ q — k * '

После исключения из этих соотношений величины u°/Q° получим
следующее алгебраическое уравнение:

из которого определяем корни

k\
= Т № + Я(1 + в) ± [(о2 + <?(! + е)) 2-4</а 2] ' / 2}.

J
') Deresiewicz H., Plane Waves in a Thermoelastic Solid, /. Acoust. Soc.

Amer., 29 (1957), 204.
Chadwick P., Sneddon I. N., Plane Waves in an Elastic Solid Conducting

Heat. /. Mech. Phys. Solids, 7, № 1 (1958).
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Эти корни являются функциями параметра е: k\=k\(z), k2 =
== 62 (е). При е = 0 имеем

Решением двух первых уравнений (2) являются функции

и, = и°+ехр[— /со/ + /&,*,] + и^ехр[—/со/— /̂ ,лг, J +

+ ?"".* {е°+ ехр[-/со/ + /Л2дс,]-9°_ехр[-/со/-ik2x,\),

6 = е°+ехр[— ш/ + /^л:1] + е0_ехр[— Ш — ik2x{\+

^ - {и°+ ехр [ - /со/ + iklxl] — ы°_ ехр [ - /со/ — ikxx{]).

Так как и\ и Э — действительные функции, то в выражениях (5)
следует взять действительные части в соответствии с предполо-
жениями, сделанными в (1).

Поперечные волны определяются соотношениями

Они распространяются с постоянной скоростью Сг = (ц./р)1/2- Эти
волны не вызывают изменения объема и температурного поля,
сопровождающего волновое движение.

Система соотношений (5) описывает термоупругие волны;
первое описывает продольную волну, второе — соответствующую
этой волне температуру. Обозначая через Ур ( Р = 1 , 2 ) фазо-
вую скорость, а через •dp — декремент затухания и связывая их
с корнями уравнения (4) зависимостями

преобразуем формулы (5) к виду

Ы1=Ы°+ехр[-/со(/—^)-V

r

(7)
= в°+ ехр [-/со (/—£-)- 0**i] + в0- ехр (-/со (*+-£-)

— u^exp — г со
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Мы видим, что обе волны затухают и обладают дисперсией, ибо
фазовые скорости up зависят от частоты ш. Физический смысл
волн (7) станет ясным, если мы сравним их с волнами в гипоте-
тической среде, характеризующейся нулевым значением коэф-
фициента линейного расширения at. При <х< = 0, а потому и при
т) = 0, m = 0 два первых уравнения (2) примут вид

ё = О. (8)

Решением этих уравнений являются функции

й\ = и% ехр [ - ш (t - f]} + и°_ ехр [ - ш (t + ^ - ) ] ,

6* = 6°+ ехр [ - ш (t - -g-) - Ь2х,] + (9)

где

Здесь й| представляет чисто упругую волну, распространяю-
щуюся в направлении оси -\-Х\ или —Х\ с постоянной скоростью
v\ = С]. Эти волны не имеют ни затухания, ни дисперсии. Второе
из уравнений (9) представляет чисто тепловую затухающую вол-
ну, обладающую дисперсией. Затухание характеризуется коэф-
фициентом

Дисперсия здесь имеет место, так как фазовая скорость

является функцией частоты со. Уравнения (7) описывают моди«
фицированную продольную волну и модифицированную тепло-
вую волну. Из сравнения уравнений (7) и (9) следует, что ко-
рень &i(e) характеризует квазиупругую волну, ибо k\ (0) = а =
= co/ci относится к чисто упругой волне. Аналогично корень k2(e)
характеризует квазитепловую волну, так как &2(0) = Я 2 = VQ
относится к чисто тепловой волне в гипотетической среде.

Интересен тот факт, что в модифицированную упругую волну
(первое уравнение (7)) входят и квазиупругие

и\ ехр [- ко (t—%)- V , ] • "°- е х Р [- *<* (*+Тт)
квазитепловые члены

6°+ ехр [ - ш ( * — £ • ) - *2*i] . е°_ е х р | - ш [t + -g-
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Аналогичная картина наблюдается в модифицированной тепло-
вой волне. Следует обсудить еще корни k\, k2 или величины
fp, ®в. Р = 1. 2. Вводя новые обозначения

со =
со

со*

приводим уравнение (4) к простому виду:

М ] + '"Х3 = 0. (10)

Корни £i, £2 этого уравнения являются функциями параметров е
и х = со/со*. Величина е = цтк— постоянная, зависящая от теп-
ловых и механических свойств материалов, в то время как % из-
меняется с изменением со. Величина со* является характерной
величиной для данного материала.

Частота вынужденных колебаний со ограничена величиной

что устанавливается исследованием спектра Дебая для продоль-"
ных волн1). В этой формуле М означает атомную массу мате-
риала, образующего упругое тело, и

где Xs, us — постоянные Ламе для адиабатического состояния, а
р — плотность.

Ниже мы приводим таблицу основных характеристик для че-
тырех металлов:

(ci)s, см/с

8

(0*. С " 1

в~, СМ~'
(0 с, С " 1

Алюминий

6,32 • 105

3,56-10"2

4,66-10"
1,31 • 104

9,80 - Ю13

Медь

4,36-10 5

1,68-10" 2

1,73- 1 0 "
3,29-10 3

7,55-10 1 3

Сталь

5,80-10 5

2,97-10~ 4

1,75-1012

4,48- 102

9,95- 101 3

Олово

2,14-105

7,33 • 10~2

1,91-10"
3,27-10"
3,69- 1013

В таблицу помещен также декремент затухания ОГ для % =
причем

„ о о J ею*

') Brillouin L., Tenseurs en mecanique et en elasticite, Masson, Paris, 1960.
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Обратим внимание, что сос значительно больше, чем ш*. В вы-
полненных лабораторных экспериментах с использованием уль-
тразвуковых колебаний высокой частоты имело место

со* со,

так что для механических колебаний, встречающихся на прак-
тике, можно положить (о/со* <С 1.

На рис. 12.1 и 12.2 показаны графики отношений v\l{c\)T и
•&i/#i° для меди в зависимости от переменной % = со/to*. Из <

1,009
8
7
б
5
4
3
2
1

1,0001 i i i Г>~ь i i i

РИС. 12.1 РИС. 12.2.

рис. 12.1 видно, что фазовая скорость превышает (сх)т и стре-
мится к ней при х-* 0 0 - Декремент затухания $\ растет вместе
с х и при малых частотах пропорционален %2, асимптотически
приближаясь при х~*- °° к значению дГ. В окрестности абсциссы
X = 1 (со = со*) величины Vi и •&! значительно изменяются. Но
для приложений на практике в расчет принимается только ма-
лая область изменения х = со/со*. Поэтому при % <С 1 корни
£i, £2 можно разложить в степенной ряд по х и использовать со-
отношение

h = ̂ r{-^ + i^-), P-1. 2.

Таким образом получаются приближенные значения фазовых
скоростей и декрементов затухания. Приведем эти приближен-
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ные значения, полученные Чедвиком ' ) :

- ( 2 / V/. Г. Х в . Х 2 е (
2 ' W + e j L 2 (1 + е)2 "*" 8(1

16 (1 + 8)в -Т\

Отсюда видно, что при ^ «С 1 можно принять Vi « Ci(l + e ) 1 / 2

как постоянное значение, несколько большее, чем с^= (Ci)r, и
квазиупругую продольную волну считать затухающей, но не об-
ладающей дисперсией.

Ниже мы дадим решение для очень простого примера пло-
ской волны, связанной с действием плоского источника тепла ин-
тенсивности Qocosat. Этот источник гармонически изменяется
во времени и действует в плоскости Х\ = 0. Мы получим

«22. R e ( _ > [ехр ( - /со ( / — * - ) - *,

-ехр(-/а(/—g-)-*^,)]}, x, > 0.

\ — k\

Q f , 2

6 = — Re - j — - j . М - ехр - / с о < - - * - - ^ , -
2>c I k\ — k\ L '* V V v1 I

(12)

Фазовые скорости up и декременты затухания Op возьмем из
формул (11).

Если пренебречь связанностью деформаций и температур, т. е.
если в уравнении теплопроводности опустить член t\ihh, то, под-
ставляя вместо fei(e), k2(e) величины &,(()) = сг, k2{0)=Vq, по-
лучим из формул (12) приближенное решение теории темпера-

') Chadwick P., Thermoelasticity. The Dynamical Theory, Progress in Solid
Mechanics, North-Holland Publishing Company, Amsterdam, 1960.
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турных напряжений:

Перемещение «i складывается из двух частей: из незатухающей
упругой волны, распространяющейся со скоростью С\, и из диф-
фузионной затухающей волны, обладающей дисперсией.

До настоящего времени решено несколько частных задач, ка-
сающихся распространения плоских волн в упругом пространстве
и полупространстве. Так, Снеддон '), исследуя вынужденные ко-
лебания конечного стержня, рассмотрел распространение волн
в полубесконечном и конечном стержнях при различных гранич-
ных условиях и при различных причинах возникновения волны.

Новацкий2) рассмотрел действие плоских массовых сил в не-
ограниченном пространстве и действие плоских источников тепла,
возбуждающих колебания в термоупругом слое. Большой инте-
рес представляет здесь отсутствие явления резонанса при вы-
нужденных колебаниях. Оно следует из характера движения,
которое является затухающим; амплитуды вынужденных коле-
баний конечны. Так, в слое толщиной а, который ограничен пло-
скостями Х\ = О, Х\ = а, свободными от напряжений и находя-
щимися при температуре 6 = 0, и содержит источник тепла
Q = Q*(x\) cos mi, получим для напряжения а ц ( х ь t) следующее
выражение:

трш2 ^ Q'n {а
2 (а2 - а2) cos at - g [а2 (1 + е) - a2] sin at} .

4 / 2 2\2 _i_ *2 Г 2 / | _i \ 212 ^ " ^ On^f 1»

где
а

^ Б £ Q; f JQ*(*,) sina .̂rfx,.

Мы не получим здесь резонанса, так как знаменатель под зна-
ком суммы всегда положителен. В частном случае а2 = а2, COOT*
ветствующем резонансу для несвязанной задачи, л-й член ряда

') Sneddon I. N., The Propagation of Thermal Stresses in Thin Metallic
Rods, Pro':. Roy. Soc. Edin., Sec. A, 9, 65 (1959).

2) Новацкий В., Динамические задачи термоупругости, «Мир», М., 1970.
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принимает вид

a',V = sin и/ g — • О 5 )

ЭТОТ член имеет конечное значение, хотя величина напряжения
а\\] будет значительной, ибо для металла е имеет порядок 10~2.

12.7. Сферические и цилиндрические волны

Рассмотрим волновые уравнения, характеризующие продоль-
ные термоупругие волны, введенные в § 12.2:

• ?Ф = тЭ, (1)

D9 — T)V2<D = 0. (2)

Если положить, что волновое движение происходит гармонически
во времени, т. е.

ф (х, /) = Ф* (х, со) е~ш, 8 (х, /) = 6* (х, и) е~ш,

то из уравнений (1) и (2) получим следующие уравнения:

( У + *?)(У + *Э(Ф*. в*)-о, (3)
где величины k\, k2 являются корнями уравнения (4) § 12.6.

Разберем те решения уравнения (3), которые характери-
зуются особенностью в точке | и являются функциями расстоя-
ния г между точками х и | . Эти решения, которые мы обозначим
через ф* (г), удовлетворяют уравнениям

4 £ + - Ч ± ^ + ед-0. «=.,2. (4)
Здесь п = 3 относится к трехмерной задаче, п = 2 — к двумер-
ной. В уравнении (4) не надо суммировать по индексу а.

Общее решение уравнения (4) имеет вид

± )}, m = ̂ . (5)

Здесь Нт и Н{т — функции Ханкеля m-го порядка первого и вто-
рого рода.

При о = 3 (т. е. при т = 112) имеем

в - 1,2,
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а решением уравнения (4) является функция

<(г) = А

1-^Г- + В1±-Г-> г2 = (*/-6/) (* , -£ / ) , (6)

/ = 1 , 2, 3.

В неограниченном термоупругом пространстве в расчет прини-
мается только первый член выражения (6), ибо решение

Re \е-ш -
r

представляет расходящуюся волну. Только это решение имеет
физический смысл. Для цилиндрической волны при п = 2 (т. е.
при m = 0) получим

), (7)

^ = {x,-lt)(x,-l,), / - 1 , 2.

Здесь для неограниченного пространства в расчет принимается
только первый член соотношения (7), так как для больших зна-
чений аргумента получим выражение

Re [е-мну (V)] "> Y ^ c o s [k*r ~ т - °»Ф'
представляющее расходящуюся волну, распространяющуюся
в направлении возрастания г.

Представленные здесь решения etka'lr, Hbu(kar) должны удо-
влетворять на бесконечности условиям излучения ')

d a>0, a = l , 2.

Эти формулы говорят о справедливости фундаментальных реше-
ний в окрестности бесконечно удаленной точки.

') В. Новацкий, loc. cit. стр. 782.
В. Д. Купрадзе, loc. cit. стр. 612.
Ignaczak J., Nowacki W., The Sommerfeld Conditions for Coupled Problems

of Thermoelasticity. Examples of Coupled Stresses and Temperature Concen-
trations of Cylindrical and Spherical Cavities, Arch. Mech. Stos., 14, № }
(1962).
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Если рассматривать класс решений уравнений (3), которые
ведут себя на бесконечности аналогично фундаментальным реше-

ik г

ниям —г—, Ho](kar), то от функции Ф* = Ф^ + Ф2 нужно по-

требовать удовлетворения на бесконечности следующих условий:

п = 3; - ^ - — /*„Ф*„ = е'*«гО (Г2), Ъа>0,

а = 1 , 2.

К этим условиям надо добавить еще условие конечности
функции

ф * = О ( 1 ) при г->оо.

Продольные сферические волны имеют место только при част-
ном выборе возмущений. Они возникают под действием источни-
ков тепла и массовых сил потенциального происхождения как
в неограниченном пространстве, так и в неограниченном про-
странстве со сферической полостью при граничных условиях, ха-
рактеризующихся центральной симметрией.

Рассмотрим один из этих случаев, а именно действие точеч-
ного источника тепла QQe~i<at6(r). Решение уравнения (3) при-
мем в виде

ф* = ± ( Л 1 е ^ + А>е< )̂, (И)

где постоянные А\ и А2 определим из условия, что тепловой по-
ток через поверхность шара при г-*-0 равен интенсивности ис-
точника тепла и что и*г=дФ'/дг при г = 0 равно нулю. В ре-
зультате для функций Ф* и 8* получаются следующие фор-
мулы ' ) :

p

_exp[-ico(/--£-)-<>2r]}.
(12)

В. Норацкий, loc. cit. стр. 78?,
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Здесь Фа — декремент затухания, va — фазовая скорость волны.
Функции Ф*, 6* затухают, обладают дисперсией, удовлетворяют
условиям излучения и имеют особенность в точке г = 0.

Зная функцию Ф*, можно определить радиальное перемеще-
ние иг = дФ/дг. При Q = 1 выражения (12) становятся функция-
ми Грина для потенциала Ф* и температуры 6*. Если задано
распределение источников Q(x, t) = Q*(x)e~lt0' в ограниченной
области Vu то потенциал Ф* выразится формулой

Ф* (х, со) = J Q* (|) Ф* (х, | , со) dV (|). (13)
V,

Решено несколько частных случаев, относящихся к сфериче-
ским волнам. Это относится к действию центра расширения —
сжатия в неограниченной области и к пространству с полостью
при различных граничных условиях, характеризующихся сфери-
ческой симметрией1).

Для сферических волн доказан ряд теорем, которые можно
трактовать как обобщение на задачи термоупругости теоремы
Гельмгольца для эластокинетики и аналогичной теоремы теории
теплопроводности2). Суть этой теоремы такова. Дана система
уравнений

m
(14)

регулярных в рассматриваемой области В. Здесь и* обозначает
потенциал термоупругого перемещения, a v* — температуру. Ис-
ключение из уравнений (14) функции и* или и* приводит к урав-
нению типа (3).

Можно показать, что если на границе А области В заданы
функции и*, v*, ди*/дп, dv*/dn, то функция v* в точке х е б пред-
ставляется формулой

| [ ^ ^ ^ И ] (14а)
А

Здесь функции Э*(х, 1), Ф*(х, | ) являются решением уравнений

(V2 + ff2)<T/_m9* = 0, (15)

') В. Новацкий, loc. cit. стр. 782.
2) J. Ignaczak, W. Nowacki, loc. cit. стр. 784.
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где
ф* = tT 2Ч (е'*'г ~ eikn,

4n(k\k*)r
9 * =

Для \^.& — В, где <% — все пространство, и*(х)==0. Для не-
связанной задачи (е = 0), т. е. для теории температурных на-
пряжений, второй интеграл в формуле (14а) исчезает. В резуль-
тате получим

г = г(х, | ) ,

т. е. известную из теории теплопроводности теорему. Для функ-
ции ы*(х) получается следующее выражение:

«• (х) - х J [Ф* (i, x)*^—V (i) ^ 1 ^ ] Л̂ (|) +
А

+ -Н{а*Ф*& х)^--«*(1)^[П1ФЧ1,х)]}^(|), х^В,
А (18)

и'(х) = 0, х е | Г — В.

В этой формуле введен символ • ! —V2-f-&i + &2 — а2. Фор-
мула (18) дает выражение функции ы*(х) внутри области В
через функции

на поверхности Л. При переходе от термоупругости к эластоки-
нетике из (18) после ряда преобразований получается известная
теорема Гельмгольца

дп\ г Л ( 1 9 )

О,
V/.

J •
ш /Я +2ц V/.= = ы ; ' причем ( C i ) s l J
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Цилиндрические волны могут возникнуть в случае линейного ис-
точника тепла или линейного центра расширения — сжатия и в
неограниченной термоупругой среде с цилиндрической полостью,
на границе которой задан нагрев, давление или деформация,
распределенные осесимметричным образом.

Из многочисленных решений здесь мы дадим только оконча-
тельный результат, относящийся к линейному источнику тепла:

Q (г, t) = Qoe-'»' -!£>-, г = [х] + х%\

Для амплитуд потенциала термоупругого перемещения и тем-
пературы получаются следующие выражения:

- [(а2 - А?) НУ (А,г) - (а2 - $ Я^" (fer)].

Эти функции удовлетворяют условиям излучения. Они затухаю-
щие и обладают дисперсией.

12.8. Функции Грина для неограниченной термоупругой среды

В предыдущем параграфе были приведены функции Грина
для точечного и линейного источников тепла. Они удовлетво-
ряют уравнениям

0 )

Здесь через и], 8* мы обозначаем амплитуды перемещений и
температуры. Теперь нужно определить функции Грина для со-
средоточенной силы. Пусть в точке § неограниченной области
действует сосредоточенная сила Х , = б(х — %)Ьце~ги>1, парал-
лельная оси Х\. Действие этой силы вызывает как продольную,
так и поперечную волны. Требуется решить систему уравнений

(2)

в которых через о*"\ и*0), 0*(1) обозначены амплитуды напря-
жений, перемещений и температуры, вызванные действием сосре-
доточенной силы, приложенной в точке | и параллельной оси Х\.
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Систему уравнений (2) можно заменить системой волновых урав-
нений ')

? ( 2 ^ ( 1 ) = - ^ ( V 2 + < 7 K , (3)

) = - - U ; . (4)
с2

Эти уравнения следуют из уравнений (2) в предположении, что

u ' ( 1 ) = gradO* ( I ) +rott | ) ' ( ' ) , X' = p(gradd*+rotx*). (5)

Амплитуду массовых сил определяем по формулам

•* М = - тЬ" J х*(х°
' М — Т Й Р J х * ( х °

Для рассмотренного здесь случая сосредоточенной силы, парал-
лельной оси JCi, получается

Из решения уравнений (4) получим

* ! = 0 ' *2=4^ а /о^») . ^ = --4^Г^о(г, СО), (6)

где

^о (г, со) = у (е1™ - 1), г2 = (х, - 6,) (х, - 1 , ) , 1 = 1 , 2 , 3 .

Из решения уравнения (3) при учете того, что функция Ф*(1)

обладает осевой симметрией относительно оси хи получается2)

где

F(r, со) = Л 1 / 1 -Л 2 / 2 -/о, / р ^ 1 / - . Р = 1 , 2, /о = т-

') В. Новацкий, loc. cit. стр. 782.
2) Nowacki W., Green Functions for an Thermoelastic Medium (I) , Bull.

Acad. Polon. Sci., Ser. Sci. Techn., 12, № 6 (1964).
Nowacki W., Green Functions for an Thermoelastic Medium (II), Bull. Acad.

Polon. Sci., Ser. Sci. Techn., 12, № 9 (1964).
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причем
(*?-?) «'

Температура 8*(1) определяется по формуле

e"'» = -L(v2

 + a2)Q*(1) + 4 - ^ (8)
ОТ С|Ш

Используя формулы (5) и (8), получим

• 7 " —

Эти функции имеют особенность в точке | и удовлетворяют усло-
виям излучения на бесконечности. Если сосредоточенная сила
параллельна оси xs, то получим следующие выражения для
функций Грина для перемещений u*<s) и температуры 6*(s):

(k
N ^ [ / . ( ^ . < 0 ) - / 2 ( r , (0)], /, S = l , 2, 3 . (12)

/

Из полученных для сосредоточенной силы решений можно найти
другие особенности выражений u*is), 0*(s) (для двойной силы, для
сосредоточенного момента и для центра расширения — сжатия).

В двумерной задаче для сосредоточенной силы, параллельной
оси xs, получаются следующие функции Грина1):

-x2H^(xr)6j5}, (13)

^ = (^-1/)^/-^), /, s=l, 2.

Зная перемещения и температуру для случая точечного ис-
точника тепла и сосредоточенной силы, можно предложить ме-

') Nowacki W., Some Dynamic Problems of Thermoelasticity ( II) , Proc,
Vibr. Probl., 5, № 4 (1964).
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тоды интегрирования уравнений термоупругости для ограничен-
ного тела ' ) .

Наряду с развитием общей теории распространения термоуп-
ругих волн, гармонически изменяющихся со временем, осуще-
ствлены решения нескольких частных задач, доведенных до удоб-
ного для анализа вида. Преимущественно это типичные задачи
классической эластокинетики, которые в рамках термоупругости
получили обобщение. Некоторое внимание уделено поверхност-
ным волнам. Эти задачи были сначала обсуждены в работе Лок-
кета2), а затем более подробно в работе Чедвика и Уиндла3).

При исследовании поверхностных волн в плоском деформи-
рованном состоянии исходят из волновых уравнений (для про-
дольной и поперечной волн) и уравнения теплопроводности. Вол-
на распространяется параллельно плоскости, ограничивающей
полупространство, и затухает с глубиной. Принимается, что
в плоскости, ограничивающей полупространство, обращаются
в нуль либо напряжения и температура, либо напряжения и теп-
ловой поток. Из определителя системы уравнений, выражающих
однородные граничные условия, получается алгебраическое урав-
нение третьей степени с комплексными коэффициентами. Один из
корней этого уравнения, удовлетворяющий заданным неравен-
ствам, дает фазовую скорость поверхностной волны. Оказывается,
что поверхностная волна обладает затуханием и дисперсией и
что ее скорость меньше скорости продольной и поперечной волн.

Подобным способом Новацкий и Соколовский 4) исследовали
распространение гармонической волны в термоупругом слое. Рас-
смотрен как симметричный, так и антисимметричный (волна из-
гиба) вид волны при двух тепловых условиях на границе: 0 = 0
и 0̂  п = 0. В силу слабой связанности температурного поля с по-
лем деформации, характеризующейся величиной е, дано прибли-
женное решение частотного уравнения методом возмущений.

Распространение гармонических волн в бесконечном круго-
вом цилиндре и в толстостенной трубе исследовал Локкет5),
дав относящееся к этой задаче частотное уравнение. Игначак и
Новацкий6) рассмотрели вынужденные колебания бесконеч-
ного стержня прямоугольного сечения. Причиной возникновения

') J. Ignaczak, W. Nowacki, loc. cit. стр. 784.
2 ) Lockett F. J., Effect of Thermal Properties of a Solid on the Velocity of

Rayleigh Waves, /. Mech. Phys. Solids, 7 (1958).
3) Chadwick P., Windle D. W., Propagation of Rayleigh Waves Along Iso-

thermal Insulated Boundaries, Proc. Roy. Soc, ser. A, 280, № 1380 (1964).
4) Nowacki W., Sokolowski M., Propagation of Thermoelastic Waves in

Plates, Arch. Mech. Stos., 11, № 6 (1959).
5) Lockett F. J., Longitudinal Elastic Waves in Cylinders and Tubes In-

cluding Thermoelastic Effects, Proc. Edinbourgh Math. Soc, part 3, 11 (1959).
6) Ignaczak J., Nowacki W., The Plane Dynamic Problem of Thermoelasti-

city, Proc. Vibr. ProbL, № 4 (1961).



792 Гл. 12. Динамические задачи термоупругости

колебаний были нагрев поверхности стержня и действие источ-
ников тепла. Те же авторы ') указали метод решения задачи о
вынужденных продольных колебаниях пластинок и изгибных
колебаниях плит, вызванных действием нагрузок и нагрева. Ана-
логичным задачам посвящена работа Чедвика2).

Другой решенной задачей является распространение плоской
термоупругой волны в неограниченном пространстве со сфериче-
ской и цилиндрической полостями 3 ) . Речь идет вот о чем. Пло-
ская волна, вызванная действием плоского источника тепла, рас-
пространяется в неограниченном пространстве и наталкивается
на сферическую или цилиндрическую полость. При этом возни-
кает возмущение температуры, и в окрестности полости происхо-
дит концентрация температуры и напряжений.

12.9. Апериодические задачи термоупругости

Эта область исследования является наименее развитым раз-
делом термоупругости, что объясняется значительными матема-
тическими трудностями.

При решении апериодических задач термоупругости в основ-
ном применяются три метода. Первый основан на исключении
из дифференциальных уравнений термоупругости

времени t с помощью преобразования Лапласа или Фурье по
времени. Первое из преобразований применяется чаще ввиду на*
личия таблиц обратных преобразований. Поэтому, применяя
к формулам (1) преобразование Лапласа, определяемое соотно-
шением

оо
2 (щ, 0) = (й„ ё) = J {щ, 9) е-'* dU p>0,

о
и предполагая однородность начальных условий, найдем из урав-
нений (1) следующие уравнения в трансформантах:

И«*. // + (*• + И) «/. и + Х{ = рр2ы< + Y6, ,,

') Ignaczak J., Nowacki W., Transversal Vibrations of a Plate Produced by
Heating, Arch. Mech. Stos., 13, № 5 (1961).

2 ) Chadwick P., On the Propagation of Thermoelastic Disturbance in Thin
Plates and Shells, /. Mech. Phys. Solids, 5, № 10 (1962).

3) J. Ignaczak, W. Nowacki, loc. cit. стр. 784.
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Здесь неизвестные функции пи 8 являются функциями положе-
ния х и параметра преобразования р. Решение уравнений (2)
для многих частных задач не вызывает больших трудностей;
эти трудности того же порядка, что и в задачах о гармонических
во времени колебаниях. Существенная трудность заключается
в применении обратного преобразования Лапласа к найденным
решениям щ{\,р), 6 (х, р).

Второй метод решения основан на применении к уравнениям
(1) интегрального преобразования Фурье потрем переменным xt.
Таким образом уравнения (1) сводятся к системе обыкновенных
дифференциальных уравнений, в которых время является неза-
висимой переменной. После решения этого уравнения выпол-
няется обратное преобразование Фурье по трем переменным1).

Третий метод, с успехом применяемый для термоупругого
пространства и полупространства, основан на преобразовании
Фурье по четырем переменным. Система уравнений (1) сводится
к системе четырех алгебраических уравнений для трансформант
п, 6. Обратное преобразование по четырем переменным приводит
к окончательному результату2).

Каждый из этих методов связан с большими математиче-
скими трудностями; они настолько велики, что до сих пор не най-
дено в замкнутой форме ни одного решения.

Рассмотрим несколько подробней волновые уравнения, по-
рождаемые уравнениями (1). Если использовать первый метод
и к волновым уравнениям применить преобразование Лапласа
в предположении однородности, граничных условий, то получим
систему уравнений

С[

8 = — ( V — 4 - W е = тртх, / = 1 , 2 , 3 .
m \ с\)

Уравнение продольной волны для Q = 0, # = 0 мы можем пред-
ставить в виде

(2W-U)® = O, (4)

') Ignaczak J., Note on the Propagation of Thermal Stresses in a Long
Metallic Rod, Bull. Acad. Polon. Sci., Ser. Sci. Techn., 7, № 5 (1959).

! ) Eason G., Sneddon I. N., The Dynamic Stresses Produced in Elastic
Bodies by Uneven Heating, Proc. Roy. Soc. Edin., ser. A, 65 (1959).

Lockett F. J., Sneddon I. N., Propagation of Thermal Stresses in an Infinite
Medium, Proc. Edinbourgh Math. Soc, part 4, 11 (1959).
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где Я[ и Я
2
 — корни биквадратного уравнения

Го 1 1 о
3

*- — №р "Г" Н (1 + е) + -S" = °-
i х

Так как корни этого уравнения

Я?
9 i v /*
I [ X С,

выражаются сложным образом как функции параметра р, то
видно, что применение обратного преобразования Лапласа к
функциям Ф и 9 наталкивается на большие трудности; поэтому
необходимо обратиться к приближенным решениям. Вообще го-
воря, применяются два способа приближенного решения. Первый
основан на использовании того, что величина е = цтх. мал?)
(е «С 1) и ее можно принять за малый параметр1). Разлагая по-
этому функции Ф и 9 в степенные ряды по е:

ф = ф 0 -\- еФ, -|- е'2Ф2 -f- . . . , Э == 0О -j- еб, -}- е282 + . . . , (5)

первое уравнение системы (3) сводим к системе уравнений

1 2 U ^С 9 Z '

где

Для температуры 9 получим

ё ^ + . . . ) • (7)

При применении метода возмущений для практических целей до-
статочно ограничиться двумя членами_ ряда (5).

Заметим еще, что функции Фо и 90 относятся к несвязанной
задаче.

Другой вариант метода возмущений основан на решении урав-
нений (3), а затем на разложении функций, содержащих вели-

') P. Chadwick, loc. cit. стр. 781.
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чины k\(z,p) и k2(e, p), в степенные ряды по параметру е. Гет-
нарский ') успешно применил этот вариант при решении задач
для упругого пространства и полупространства.

Второй способ приближенного решения основан на определе-
нии функций Ф и 0 для малых значений времени. Решения этого
типа очень полезны, ибо существенная разница между динами-
ческой и квазистатической задачами имеет место для малых
значений времени t. С течением времени эта разница исчезает.

В силу теоремы Абеля

\imf(t)=limp&[f(t)]
f 0

малым значениям времени соответствуют большие значения р в
трансформантах Лапласа. Поэтому нужно в решениях уравне-
ний (2) или уравнений (3) разложить выражение, содержащее
величины ki(e,p) и k2(e,p), в ряд по степеням 1//?, сохранив
несколько членов этого разложения. Применение обратного пре-
образования Лапласа дает окончательное приближенное ре-
шение.

Работ, касающихся распространения апериодических волн,
немного, и они относятся к простейшим системам— упругим про-
странству и полупространству. Так, задачу о действии мгновен-
ного и непрерывного сосредоточенного источника тепла в неогра-
ниченном термоупругом пространстве решил Гетнарский, приме-
няя как метод возмущений, так и метод малых времен. Задача
о действии мгновенной сосредоточенной силы в пространстве
была рассмотрена Соосом2). Влиянием начальных условий на
распространение термоупругих волн в неограниченном простран-
стве занимался Новацкий3).

Родственной представленным здесь задачам является задача
определения деформаций и температур в окрестности сфериче-
ской полости в неограниченном пространстве. Задача о внезап-
ном нагреве границы тела с полостью была предметом двух ра-
бот. В первой работе Лессен 4) использовал метод возмущений,
во второй Чедвик5) применил асимптотический метод малых
времен.

>) Hetnarski R. В., Solution of the Coupled Thermoelastic Problem in the
Form of Series of Functions, Arch. Mech. Stos., 6, № 4 (1964).

Hetnarski R. В., Coupled Thermoelastic Problem for the Half-space, Bull.
Acad. Polon. ScL, Ser. Sci. Techn., 12, № 1 (1964).

2) E. Soos, loc. cit. стр. 762.
8) Nowacki W., Some Dynamic Problems of Thermoelasticity (III), Bull.

Acad. Polon. Sci., Ser. Sci. Techn., 13, № 7 (1965).
4) Lessen M., The Motion of a Thermoelastic Solid, Quart. Appl. Math., 15

(1957).
6) P. Chad wick, loc. cit. стр. 781.
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Задачей о внезапном нагревании границы тела со сфериче-
ской полостью занимался Нариболи ' ) , применявший метод воз-
мущений. Из найденных приближенных решений следует, что
термоупругие волны обладают затуханием и дисперсией. Влия-
ние связанности полей деформации и температуры незначитель-
но; полученные решения мало отличаются от решений, найден-
ных в теории температурных напряжений.

Другая важная проблема, которой посвящено несколько ра-
бот— это распространение в термоупругом полупространстве
плоской волны, вызванной внезапным нагреванием плоскости,
ограничивающей полупространство. Речь идет об обобщении из-
вестной из теории температурных напряжений задачи Данилов-
ской. Эту проблему поднял Гетнарский 2), использовавший метод
возмущений и теорему Абеля для малых значений времени. Той
же проблемой занимались Боли и Толинс3), а также Муки и
Бройер 4 ) .

Распространению продольной волны в упругом полупро-
странстве, а также в бесконечном и полубесконечном стержнях
были посвящены работы Снеддона 5) и Игначака 6). В последней
работе сначала применено преобразование Фурье по координате,
а затем решено обыкновенное дифференциальное уравнение
третьего порядка по времени. Решение этого уравнения и приме-
нение обратного преобразования Фурье приводят к окончатель-
ному результату.

') Nariboli Q. A., Spherically Symmetric Thermal Shock in a Medium with
Thermal and Elastic Deformations Coupled, Quart. Mech. Math., 14, № 1
(1961).

2) Hetnarski R. В., Coupled One-dimensional Thermal Shock Problem for
Small Times, Arch. Mech. Stos., 13 (1961).

3 ) Boley B. A., Tolins I. S., Transient Coupled Thermoelastic Boundary
Value Problems in the Haff-space, /. Appl. Mech., 29 (1962) [русский перевод:
Труды Амер. о-ва инж.-мех., сер. Е., № 4 (1962)].

4 ) Muki R., Breuer S., Coupling Effects in Transient Thermoelastic Problem,
Osterr. Ing.-Archiv, 16 (1962).

5 ) 1. N. Sneddon, loc. cit. стр. 782.
6 ) J. Ignaczak, loc. cit. стр. 793.



Глава 13

ТЕОРИЯ НЕСИММЕТРИЧНОЙ УПРУГОСТИ

13.1. Введение

Теория упругости основывается на идеализированной модели
упругого континуума, в которой связь нагрузок между обеими
сторонами поверхностного элемента описывается исключительно
главным вектором pdA. Это предположение приводит к симмет-
ричному напряженному и деформированному состояниям. Такая
модель хорошо совпадает с экспериментами, проводимыми с кон-
струкционными материалами (сталь, алюминий, бетон) при на-
пряжениях, остающихся в пределах упругости материала. Зна-
чительное различие между теорией и экспериментом возникает
в тех случаях, когда существенными являются градиенты напря-
жения. Это имеет основное значение при концентрации напряже-
ний вокруг отверстий и выточек.

Расхождение между экспериментом и теорией появляется
также в задачах о колебаниях, при распространении волн и при
вынужденных высокочастотных (ультразвуковые) колебаниях.
Это происходит из-за того, что при высокочастотных колебаниях
и достаточно малых длинах волн неизбежно сказывается влия-
ние микроструктуры материала.

Наконец, теория симметричной упругости не описывает с не-
обходимой точностью явления, происходящие в зернистых средах
и при прохождении акустических волн через кристаллы, поли-
кристаллические структуры и полимеры.

Эти недостатки теории симметричной упругости старался ис-
править еще Фойхт ') путем дополнительного предположения о
передаче нагрузок через элемент поверхности dA не только глав-
ным вектором pdA, но также главным моментом mdA. Такое
допущение приводит к необходимости действия на элемент

') Voigt W., Theoretische Studien iiber die Elastizitatsverhaltnisse der
ll Abh G Wi Gtti 34 (1887)

Voigt
e, Abh.

) g ,
Kristalle, Abh. Ges. Wiss. Gottingen, 34 (1887).
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объема dv не только напряжений (англ. force-stresses) ац, но и
моментных напряжений (англ. couple-stresses) \\ц. Оказывается,
что такое предположение приводит к несимметричным тензорам
a,j и цц.

Общая теория такой несимметричной упругости была разра-
ботана братьями Коссера1) в 1910 г. В классической теории уп-
ругости материальная частица совпадает с точкой, а деформиро-
ванное состояние описывается перемещением точки. В отличие
от этой модели братья Коссера ставят в соответствие каждой
частице деформированной среды ортогональный трехгранник.
Таким образом частицы получают ориентирование (полярная
среда). Каждая частица среды Коссера является малым абсо-
лютно твердым телом. Деформация такой среды описывается не
только вектором перемещения и, но также вектором поворота ю,
т. е. величиной, являющейся функцией положения х и времени t.
При таких предположениях в теле возникают не только напря-
жения ац, но и моментные напряжения ц,-;-, образующие, вообще
говоря, несимметричные тензоры.

Теория несимметричной упругости не была оценена при жизни
братьев Коссера. Ее возрождение относится к последнему деся-
тилетию. Эта теория была заново открыта и развита Трусдел-
лом и Тупином2)3). Линейной теории среды Коссера посвятили
интересные работы Кувшинский и Аэро 4), Пальмов5), Эринген и
Сухуби 6). Линейную теорию термоупругости развил Новацкий7).

Несколько авторов развивали упрощенную теорию среды Кос-
сера, теорию так называемого псевдоконтинуума Коссера, в кото*
ром предполагается зависимость вектора поворота от ротора пе-
ремещения (<о = у rot u) подобно тому, как это имеет место

в классической теории упругости. Среди этих работ особое вни-
мание заслуживают работа Гриоли 8) и работа Миндлина и Тир-

') Cosserat E., Cosserat F., Theorie des corps deformables, Hermann, Paris,
1909.

2) Трусделл и Тупин, см. список литературы.
3 ) Toupin R. A., Elastic Materials with Couple Stresses, Arch. Rat. Mech.

Anal., 11 (1962).
4) Кувшинский Е. В., Аэро Э. Л., Континуальная теория несимметриче-

ской упругости, ФТТ, 5 (1963), 2591.
5 ) Пальмов Н. А., Фундаментальные уравнения теории асимметрической

упругости, ПММ, 28 (1964).
6) Eringen А. С, Suhubi E. S., Nonlinear Theory of Micro-elastic Solids,

part I, II, Int. J. Eng. Sci., 2 (1964).
7) Nowacki W., Couple Stresses in the Theory of Thermoelasticity, Bull.

Acad. Polon. Sci., Ser. Sci. Techn., 14, № 8 (1966).
Nowacki W., On the Completeness of Stress Functions in Asymmetric Ela-

sticity, Bull. Acad. Polon. Sci., Ser. Sci. Techn., 16, № 7 (1968).
8 ) Qrioli G., Elasticita asimetrica, Ann. di Math, pura ed appi, ser. IV, 50

(1960).
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стена ' ) . В последней работе интересно введение функции напря-
жений и потенциалов для изотропной и центрально-симметрич-
ной среды, а также исследование распространения плоской волны.

В настоящей главе мы дадим основы теории несимметричной
упругости, общие соотношения и уравнения, общие теоремы и
методы. В последнем параграфе мы представим в сжатом изло-
жении теорию псевдоконтинуума Коссера.

13.2. Уравнения движения

Рассмотрим произвольную область тела, ограниченную глад-
кой поверхностью А. Обозначим через pdA вектор сил, а через
mdA — вектор моментов, действующих через поверхностный эле-
мент dA извне внутрь тела. Через X обозначим вектор массовых
сил, через Y — вектор массовых моментов.

Составим уравнения равновесия для произвольного объема V
тела:

А

rfK = O, (1)

г Х р + ш)с?Л + J ( r X X + Y)rfF = O. (2)

Здесь г — радиус-вектор, отсчитываемый от некоторой точки тела.
В прямоугольной декартовой системе координат уравнения (1)
и (2) перепишем как

\
А

PidA + jXtdV = 0, (3)

J («*/**//>* + m,) dA+\ (etlkx,Xk + Yt) dV = 0, (4)
A V

i, j , k = \, 2, 3.

Применим уравнения (З) и (4) к бесконечно малому элементу
в виде тетраэдра с тремя гранями, ортогональными координат-
ным осям (рис. 13.1). Пусть tii означают компоненты единичного
вектора нормали п к четвертой грани. Обозначим через оц и цц
составляющие силовых и моментных напряжений, а через Pi(n)
и rrii(n)—составляющие сил и моментов, действующих на чет-
вертой грани тетраэдра. Исключая в уравнениях (3) и (4) объ-
емные интегралы и интегрируя по поверхности тетраэдра, по-
лучим

pl(n) = aiini, mi{n) = iilinl. (5)

') Mindlin R. D., Tiersten H. F., Effect of Coupled-stresses in Linear Elasti-
city, Arch. Rat. Mech. Anal., 11 (1962) [русский перевод: сб. Механика,
№4(86) (1964)].
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Учитывая первое из этих соотношений, получим из уравнения (3)

a,,,, + Xl)dV = 0. (6)

В силу произвольности объема V получаем, что уравнение

(7)

справедливо в каждой точке тела.
Учитывая второе соотношение (5), получим из уравнения (4)

J [«</**/ (***. / + Х„) + ttjko,k + и,,,, + Yt] dV = 0. (8)

Первый член в подинтегральном выражении в силу уравнения
(7) равен нулю. Так как объем V выбран произвольно, справед-
ливо соотношение

€ ^ А < Т / А -h H//. / + Г, = 0. (9)

Тензор напряжений вц несимметричен. Этот тензор будет сим-
метричен только при отсутствии массовых моментов Yi и момент*

РИС. 13.1.

ных напряжений ц -̂. В этом случае уравнение (9) сводится
к виду EtjfeOjfe = 0, что обеспечивает в теории симметричной упру-
гости симметрию тензора оц = ац.

Уравнения (7) и (9) являются уравнениями равновесия
внутри тела, уравнения (5) — на поверхности тела. Соотношения
(5) можно трактовать и как граничные условия в напряжениях.
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В случае динамических задач следует в силу принципа Да-
ламбера добавить инерционные члены. Уравнения движения при-
нимают вид

< г / м + * , = р й „ (10)
6i/kOlk + И-//, / + Yt = J&t. (И)

Здесь р — плотность, / — динамическая характеристика среды
(мера инерции при вращении), ю — вектор поворота.

13.3. Закон сохранения энергии. Баланс энтропии ')

Закон сохранения энергии, примененный к объему тела V,
ограниченному поверхностью А, имеет вид

It J [у №Ы + Jw'wA +v]dV=j (Xtvt + Ytwt) dV +
v v

+ J (PiVi + niiWddA — j qitiidA. (1)
A A

Здесь Vi = «,-, Wi=(Oi. Через U мы обозначили внутреннюю
энергию, отнесенную к единице объема, через д» — составляю-
щие вектора теплового потока.

Член в левой части уравнения (1) представляет возрастание
кинетической энергии и внутренней энергии. Первый член в пра-
вой части представляет мощность массовых сил и моментов, вто-
рой член — мощность поверхностных сил и моментов. Наконец,
последний член выражает количество тепла, переданное объему
V путем теплопроводности. Применяя к уравнению (1) теорему
Гаусса — Остроградского и принимая во внимание уравнения
движения

Pji. i + Yt — J<i>i> (2)

получим уравнение

J {U — [a,i (vti t — €k}iwk) + pltw,, /] + qu ,} dV = 0. (3)J
v

Это уравнение справедливо для произвольного объема V. Если
подинтегральное выражение непрерывно, то соотношение

U = ojlyli + ii,lKli — qi,i, (4)
где

и/£ = со,, /. (5)

') Nowacki W., Couple Stresses in the Theory of Thermoelasticity (III),
Bull. Acad. Polon. ScL, Ser. Sci, Techn., 14, № 8 (1966),
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справедливо локально. Через уц мы обозначили несимметричный
тензор деформаций, через хц — тензор изгиба-кручения.

Уравнение баланса энтропии имеет вид

(6)

Левая часть уравнения представляет собой возрастание энтро-
пии. Первый член в правой части представляет возрастание эн-
тропии, возникающее за счет обмена энтропии с окружающей
средой, второй член выражает производство энтропии, вызван-
ное теплопроводностью.

Применяя теорему Гаусса — Остроградского, имеем

v = o. (7)

Для произвольной области V и при непрерывности подинтеграль-
ного выражения справедливо локальное соотношение

5 = 0--%! + ^ . (8)

В соответствии с постулатом термодинамики необратимых про*
цессов должно быть 0 ^ 0 .

Исключая из уравнений (4) и (8) qt71 и вводя свободную
энергию Гельмгольца F = U — ST, имеем

^ ) (9)

Так как свободная энергия является функцией независимых пе«
ременных уц, щи Т, то

£ = -¥—• | др ft л-^Lf (10)

Предположив, что функции 0, qu ..., ац, \хц не зависят явно от
производных функций Yif. Щи Т по времени, и определяя энтро-
пию как S = —dF/dT, получим из сравнения уравнений (9) и
(10) следующие соотношения:

dF dF dF q.T ,

Второй закон термодинамики будет выполнен, когда 0 > О . От-
сюда следует, что
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Это неравенство удовлетворяется с помощью закона теплопро-
водности Фурье

или —ql =
где

«11 ^12

«22 «23

«32 «33
^21 ^ 2 2

> 0, kn > 0.

Здесь мы ввели температуру естественного состояния То и пере-
пад температуры 0.

Из уравнения (8), принимая во внимание соотношения (II)
и (12), имеем

Для однородного изотропного тела соотношение (13) перехо-
дит в

TS = kQ,n, (14)

где k — коэффициент теплопроводности — величина постоянная.

13.4. Определяющие уравнения

Разложим свободную энергию F(ya,Kji,T) в окрестности ес-
тественного состояния (YJI = 0, хц = О, Т = То) в ряд Тейлора,
пренебрегая величинами выше второго порядка.

Для изотропного однородного и центрально-симметричного
тела (не меняющегося при поворотах) получим разложение сле-
дующего вида:

2
Y + е

ПХ я

Справедливость этого выражения для свободной энергии дока-
зывается следующим образом, Так как свободная энергия яв-
ляется скаляром, то каждый член в правой части тоже должен
быть скаляром. Из составляющих тензора \ц можно сконструи-
ровать три независимых квадратичных инварианта, а именно
\нУИ' Yi*Y<j и YbfcYnn- To же относится и к тензору х,ч. Члены
ViiXju Va^i} и уннУ'пп не входят в выражение (1), ибо это проти-
воречило бы постулату о центральной симметрии. В седьмой и
восьмой члены выражения (1) входят инварианты уь* и ХЙ&. ЭТО
вытекает из того, что из тензоров уц и ЩГ МОЖНО составить только
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по одному инварианту первого порядка, а именно \hh и Hkk- Ис-
пользуя соотношения

dF dF 9 dF to\

получим из формулы (1) определяющие уравнения

оц = (ц + а) уЦ + (ц — а) у(/ + (Я.у** — v9) 6,,, (3)

И/< = (Y + в) х „ + (Y — в) х | ; + (Рх** — Хв) flf/, (4)
S = VYS* + X f̂t + m8. (5)

Соотношения (3) и (4) можно записать в эквивалентном виде:

(6)

(7)

Здесь |x, A, — постоянные Ламе, a, Y> e> P — новые упругие по-
стоянные. Эти величины относятся к изотермическому состоя-
нию. Постоянные v, % зависят как от механических, так и от теп-
ловых свойств. Символы ( ) и ( ) означают симметричную и
антисимметричную части тензора.

Разрешим уравнения (6) и (7) относительно величин уц и

ytl = at6llB + 2VL
tom + 2a'o(tl) + \4>llohh, (8)

" i , = PA/9 + 2YV(t/, + 2eV(l/) + Р'в^Цм, 0)
где

^' a ' Y ' в ' в X '

Рассмотрим бесконечно малый элемент тела, поверхность кото-
рого свободна от напряжений оц и [щ; тогда

Y ^ a A A «?, = PA/8. (Ю)

Однако мы знаем, что возрастание температуры может вызвать
только деформацию, но не повороты. Поэтому / = 0, р( = 0. Ве-
личина at является коэффициентом линейного теплового рас-
ширения.

Мы уже можем дать окончательный вид определяющих
уравнений

2aY<//> + (l\kk - V0) 6„, (11)

2ex(//> + ркыбц, (12)

mQ. (13)
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Заметив, что
(dS_\ = £ e .
\ат К.* т '

где се означает теплоемкость при постоянной деформации, по-
лучим

^dT. (14)

Интегрируя формулу (14) в предположении, что S = 0 для есте-
ственного состояния, получим

c.ln-£-. (15)

Предполагая, что | в/7"01 < 1, разлагая логарифм в ряд и сохра-
няя только первый член разложения, имеем

cB-^. (16)

13.5. Уравнение теплопроводности.
Уравнения в перемещениях

В § 13.3 мы получили следующее соотношение:

TS = kQ,tl. (1)

Продифференцируем соотношение (15) § 13.4 по времени и по-
лучим

+ cj. (2)
Из сравнения уравнений (1) и (2) получим уравнение

e t / / — l e - t i o ( i + ^ - ) d i v i = o , (3)
где

с
е

Уравнение (3) нелинейное. Это уравнение мы можем линеаризо-
вать, принимая iB/Tol'C 1. Предполагая, что в теле действуют
источники тепла интенсивности W, получим неоднородное линей-
ное уравнение теплопроводности в виде

e,//-l0-r,odivu = —£, Q = -f. (4)

Интересно, что в уравнение теплопроводности входит первый
инвариант деформации Yftft = divu, но не входит величина Xhn.
Заметим также, что уравнение теплопроводности идентично
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такому же уравнению для симметричной термоупругости. К урав-
нению (4) следует добавить граничные и начальные условия. На
границе А может быть задана либо температура, либо тепловой
поток. Если задана температура, то

6(х, /) = Л(х, t), х е Д * > 0 . (5)

Начальное условие в момент t = 0 имеет вид

9(х, 0) = r(x), x e l / , t-=0. (6)

Уравнения в перемещениях получим, подставляя напряжения оц
и \1ц из формул (3) и (4) § 13.4 в уравнения движения

Oji.l + Xl = pii{, tilkolk + \ili,t + Y{ = J(bl. (7)

Далее, выражая тензоры ylt и х,, через перемещения ut и пово-
роты <в;, получим систему уравнений в перемещениях

(А, + 2ц) grad div u — (ц + a) rot rot u + 2а rot ю -f X ==

= pu + v grade, (8)
(P + 2y) grad div w — (Y + e) rot rot и -f

+ 2а rot u — 4а» + Y = /«. (9)

Уравнения (4), (8) и (9) образуют полную систему уравнений
несимметричной термоупрутости. Семи неизвестным (три состав-
ляющие вектора и, три составляющие вектора ш, температура 0)
соответствует система семи уравнений.

Решение этой системы уравнений, т.е. знание функций и, <о, 9,
позволяет определить деформации и напряжения.

К уравнениям в перемещениях следует добавить граничные
и начальные условия. Если на поверхности А заданы перемеще-
ния и повороты, то граничные условия примут вид

Щ(х, t) = fi(x,t), ©,(x, t) = g,(x, t), х е Д />0. (10)

Начальные условия выражены соотношениями

U | (x, 0) = /,(x), «i(x, 0) = *,(х),

о,(х, 0) = q,(x), &t(х, 0) = /,(х), X G 7 , t=*0,

где функции U, kit qu tt являются заданными.
Если на поверхности А заданы нагрузки pt и моменты mt, то

pi (х, 0 = а / ( (х, 0 п, (х), ml (x, 0 = ЦЦ (х, t) n, (х), (11)

х е Д / > 0.
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Выразим теперь правые части уравнений (11) через величины и
и (о. Имеем

- v n 8 (12)

« ) n + 2 Y - | + ( Y - a ) n X ( V X a ) ) . (13)

При a = 0 соотношение (12) переходит в известное выражение
для нагрузок в теории симметричной упругости.

13.6. Уравнения совместности

Формулы, определяющие тензор деформаций и тензор изгиба-
кручения, имеют вид

Y/.( = «/./ — %•<«*. (1)

•*ц = Щ,1- (2)

Функции \ji, кц не могут быть произвольными, эти функции
должны удовлетворять дополнительным условиям, которые обес-
печивают существование однозначных непрерывных решений «,•
И COi-

Эти дополнительные условия, называемые условиями сплош-
ности (совместности), были даны Сандру ' ) . Он показал, что не*
обходимым и достаточным условием того, чтобы кинематиче-
ская система (1), (2) была интегрируемой в односвязной обла-
сти, является выполнение следующих 18 уравнений сплошности:

K/f.J=X»./. (3)

Ун. h — Уы. i + ЧГНЩЪ — tkuKhk = 0. (4)

Соотношения (3) мы получаем непосредственным дифференциро-
ванием зависимости (2). Соотношения (4) находим из рассмот-
рения интеграла

и\(х') = и\(х°) + J du. = и» + J и1ш,.dxr (5)
ро ро

Здесь «°(х°) представляет собой перемещение в точке Р°,
и^(х') — перемещение в точке Р'. Выражение (5) преобразуем,

') Sandm N., On Some Problems of the Linear Theory of the Asymmetric
Elasticity, Int. I. Eng. Sci., 4, № 1 (1966).
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учитывая формулы (1) и (2), следующим образом:

Р, р,

«; = «?+ J Vjidx,-ekii J «V* (*/-*/') =
р< ра

Р'

где
t / « = Y « + ««/(*/ — *;)«/*• (7)

Так как перемещение uj должно быть независимым от пути ин*
тегрирования, то подинтегральное выражение Undxt должно быть
полным дифференциалом. Необходимым и достаточным усло-
вием того, чтобы выражение (7) было полным дифференциалом,
является

Uu.H = Uu.u (8)

Из последних условий получим соотношения (3) и (4).
Если теперь в условия (3) и (4) подставить хц и уя, выра-

женные через напряжения ац и моментные напряжения \хц, то
эти условия можно записать в напряжениях. Можно образовать
таким образом аналог уравнений в напряжениях Бельтрами —
Мичелла.

13.7. Волновые уравнения

авнениям (8) и (9) § 13Л
форме:

• 2 и + (Я. + Ц — a) grad div u -f- 2а rot о + X = v grad 6,

Вернемся к уравнениям (8) и (9) § 13.5 и представим их
в несколько иной форме:

+ (P + Y — e) grad div <o + 2a rot u + Y = 0, ^ '

где

Применим к обоим уравнениям операцию дивергенции. Вводя
обозначения

получим волновые уравнения
• ie + divX = vV20, D 4 r + divY=O, (2)

где
П 1 = (Я + 2ц) V2 - 9д>, П, = (Р + 2Y) V2 - 4a - Щ.
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Первое уравнение из системы (2) представляет распространение
волны дилатации; оно не отличается от аналогичного уравнения
теории симметричной упругости. Второе уравнение представляет
распространение волны кручения. Заметим, что в бесконечном
упругом пространстве температурное поле может явиться при-
чиной распространения волны, но только волны дилатации; вто-
рое уравнение системы (2) не зависит от температуры.

Исключим из уравнений (1) сначала функцию о, а затем
функцию и. В результате получим систему уравнений

( П 2 П 4 + 4a2V2) и + [(А. + ц — а) П 4 — 4а2] grad div u +
+ П4Х — 2а rot Y = vD 4 grad 6,

( П 2 П 4 + 4a2V2) <o + [(p + Y — e) D 2 — 4a2] grad div ю + ( 3 )

+ D2Y —2arotX = 0.

Разложим вектор и на потенциальную и соленоидальную части:

u = grad Ф-f rot if, div Ч> = 0. (4)

Подставляя последние соотношения в первую из формул (3) и
разлагая аналогично

X = р (grad d + r o t X), Y = /(grad ст + rot ц), (5)

получим систему двух волновых уравнений

n i o + pd = ve,
(•2П4 + 4a2V2) ф + pD4X — 2a/ rot4 = 0. ( '

Подставляя во второе уравнение системы (3)

to = grad 2 + rot H (7)

и учитывая формулы (5), получим два других волновых уравне-
ния

П 32 + /а = 0,

( П 2 П 4 + 4<z2V2) Н + /П2П — 2ар rot ЗС = 0. К '

К этим уравнениям следует добавить уравнение теплопровод-
ности (уравнение (4) § 13.5)

v2e —-i-ё —-nodivu = - - # - , О)

которое при учете формул (4) примет вид

D9-TbdtV
2<D = = - - § - , D = V 2—i-d,. (Ю)

Исключая температуру 0 из первого уравнения системы (6) и
(10), получим окончательный вид волнового уравнения для
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продольной волны:

(•,£> — vriod,V2) Ф + р Ш + — Q = 0. (11)

Аналогично исключение функции Ф из первого уравнения си-
стемы (6) и (10) приводит к уравнению

( D , Z ) - v ^ V 2 ) e + r 1 o P ^ y 2 d + - l n 1 Q = O. (12)

Рассмотрим распространение волн в бесконечном упругом
пространстве. Предположим сначала, что величины х, Ц, а равны
нулю, а начальные условия для функций 2, 1|з, Н являются одно-
родными. В этом случае в бесконечном упругом пространстве
распространяются только продольные волны, вызванные дей-
ствием источников тепла Q, потенциальной частью массовой силы
X и, наконец, начальным условием для функции Ф. Уравнение
(11), описывающее продольную волну, идентично уравнению,
найденному для классической упругой среды. Из гл. 12 известно,
что волна, описываемая уравнением (11), является затухающей
и обладает дисперсией.

Так как

то

Продольная волна (11) в бесконечном упругом пространстве
обуславливает симметричный тензор напряжений оц.

Если величины Q, •&, /, т) равны нулю, а начальные условия
для функций Ф, if, H однородны, то в бесконечном упругом про-
странстве мы имеем дело только с волной кручения 2, удовлет-
воряющей первому уравнению системы (8). В этом случае имеем

Тензор кц симметричен, откуда следует, что тензор моментных
напряжений тоже симметричен:

В теле имеются напряжения ст£/, причем

Распространение волны кручения не сопровождается температур-
ным полем. Эта волна вызывает не изменение объема тела, а
только изменение его формы.

Рассмотрим, наконец, случай, когда Q, a, ft равны нулю, а
начальные условия для функций Ф, 2 однородны. Остаются вто-
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рые волновые уравнения из систем (6) и (8). Мы видим, что
причиной возникновения этих волн в бесконечной области яв-
ляются составляющие массовых сил и моментов, величины % и
т|. Заметим, что эти волны не сопровождаются температурным
полем; они вызывают асимметричные напряжения оц и ц;*.

В случае ограниченного тела возникают волны всех упомяну-
тых здесь типов. Волновые уравнения связаны между собой гра-
ничными условиями.

13.8. Принцип виртуальных работ

Можно легко убедиться, что справедливо следующее урав-
нение:

J [(Xi — рщ) 6и, + (У, — J(bt) ба,] dV + { (Pi but + mt б»,) dA =

a/i6Y/i+ti/i6x/«)rfV. (1)

Для этой цели достаточно преобразовать, воспользовавшись тео-
ремой Гаусса — Остроградского, поверхностный интеграл и ис-
пользовать уравнения движения. Левая часть уравнения (!)
представляет виртуальную работу внешних сил, правая — вир-
туальную работу внутренних сил. Через би, и бсо* обозначаем
произвольные виртуальные приращения составляющих вектора
и и вектора и.

Подставляя в правую часть уравнения (1) определяющие
соотношения (формулы (11) и (12) § 13.4), приводим принцип
виртуальных работ (1) к следующей форме:

J [(Xt - рй{) Ьщ + (Yt - J&{) 6э<] dV+j (Pi Ьщ + mt бз,) dA =
V А

= 6Fe-vJe6Yfc*dV, (2)
v

где

v
+ *Yftft 6 Y n n + К , Ч „ ) dV = J bWt dV. (3)

v
К уравнению (2) добавим уравнение, связанное с уравнением
теплопроводности:

- v J 66 Y a dV = J Qnt 6Ht dA + -^ J 9 69 dV + ^- | Ht bHt dV.
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Это — уравнение Био, введенное в § 12.3. Оно остается без изме-
нений в силу идентичности уравнений теплопроводности в сим-
метричной и несимметричной термоупругости.

Вспомним, что вектор Н связан с вектором теплового потока
q и энтропией 5 следующими зависимостями:

Ч = Г 0 Н , 5 = - d i v ( H ) . (5)

Подставляя формулу (4) в уравнение (2), получим окончатель-
ный вид принципа виртуальных работ для несимметричной тер-
моупругости:

l Jnt6HidA. (6)
А А

Здесь

vV
означает температурный потенциал, а 2) — функция диссипации,
причем

Принцип виртуальных работ может служить для вывода общей
энергетической теоремы. Приравнивая функции щ, со,-, 0 в точке
х в момент t действительным функциям н* + duit со* + с/со;, 0 +
+ dQ в той же точке, но в момент t + dt, имеем

but = vt dt, бсо, = wt dt, 69 = 0 dt,

4I 0
Подставляя формулы (7) в (6), получим

(JST + Ж + $>) + Хе= J (Xfii + Ytw,)dV

+ J A + ~] QQ, MdA, (8)
A ° A

где

' = - £ - [ vtvi dV + •- f вУ(Шг dV,
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Здесь Ж — кинетическая энергия, Хе—величина, пропорциональ-
ная производству энтропии, т. е. величина положительная.

Энергетическую теорему можно использовать при доказа-
тельстве единственности решения для односвязного тела. По
аналогии с симметричной термоупругостью предположим, что ре-
шения щ, со*, 0 не единственны, т. е. системе дифференциальных
уравнений удовлетворяют две различные системы функций:
и\, a't, 0' и и", а>", 0". Оказывается, что разность этих решений
ui = u'l — и", со( = ю̂  — ш", 9 = 0' — 0" удовлетворяет однород-
ным дифференциальным уравнениям с однородными граничными
и начальными условиями. Правая часть уравнения (8) тогда
равна нулю. Приравнивание нулю левой части уравнения приво-
дит к соотношениям Ж — О, Ж = 0 , 9> = 0, Хо= 0' откуда выте-
кает, что и\ = и", <&[ = ю", 0' = 0", т. е. что решение дифферен-
циальных уравнений в несимметрическом случае единственно.

13.9. Теорема взаимности

Пусть упругое тело заключено в объеме V и ограничено по-
верхностью А, и пусть имеют место две системы причин. К пер-
вой системе причин отнесем массовые силы Xi, массовые мо-
менты У{, источники тепла Q, затем нагрузки pi и т ; на поверх-
ности А, а также нагревание этой поверхности. Следствиями яв-
ляются здесь составляющие вектора перемещения и, вектора по-
ворота ю и температура 0. Вторую систему причин и следствий
в отличие от первой снабдим штрихами.

Применим преобразование Лапласа к определяющим уравне*
ниям и получим следующие соотношения:

aj{ = (ц + a) Y/i + (Ц — а) Y*/ + (AYfefe — v§) в,/( (1)

где
оо

оЦ (х, р) = 2 [ati (х, 0] = J Ojt (x, t) e-P< dt,
о

Соотношения, подобные (1) и (2), получим для напряже-
ний д'р ДуГ

Легко можно убедиться в справедливости следующего тож-
дества:

CT/iY/f + V-цп'ц — о'цУц — £^йу( = v (0'Yftft — ®Vkk)- (3)

Интегрируя это тождество по объему V, имеем

= v J (0'v ft ft — Ц'кк) dV. (4)
v
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Применим преобразование Лапласа к уравнениям движения,
предполагая, что начальные условия являются однородными.
Получим уравнения

oti.l + Xi = pp2ui, (ilkolk + i>.it,i + Yi = pV(b{ (5)

и аналогичные уравнения для напряжений со штрихами. Пре-
образуя уравнение (4) при учете (5), имеем

J (Xfi\ + Y&) dV + J (pfi't + mfr) dA =
v л

= J {X'fi, + Г;Й,) dV + | [p\ul + m[(b.) dA +

(6)

Это первая часть теоремы взаимности. Вторую часть этой тео-
ремы установим, используя уравнение теплопроводности, к ко-
торому применено преобразование Лапласа:

Предположим и здесь, что тепловые начальные условия являются
однородными. Умножая уравнение (7) на 0', уравнение (8) на
8, вычитая один результат из другого, а затем интегрируя раз-
ность по объему тела и применяя преобразование Гаусса —
Остроградекого, имеем

(e'e.n-e:ee)^=o. (9)
A

Исключая из уравнений (6) и (9) общий член, получим

V
" V

fi'i — p'fi, + mi(bf

i — raj©,) dA 1 +
J

J" (Q'e — Q6'> dK = o.
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В это уравнение входят все причины и следствия. Применяя об-
ратное преобразование Лапласа к уравнению (10), найдем окон-
чательную форму теоремы взаимности:

0
dm, (х, т) da>i (х, т)jdV(x)j[Yt(x,t-x)

V О

I j [6'(x, т ) 9 , „ ( х , ; - т ) — 9 ( х , x)B',n(x,t — x)]dx +
" A 0

t

+ ^ j dV(x) j [Q (x, t-x)B'(x, x)-Q'(x, t-x)Q(x, x)]dx. (11)
V 0

Мы видим, что при переходе к симметричной термоупругости
теорема взаимности (11) переходит в теорему Ионеску-Кази-
м и р а ' ) .

13.10. Следствия из теоремы взаимности

Сначала рассмотрим бесконечное упругое пространство. Пусть
в точке | этого пространства действует мгновенная сосредоточен-
ная сила Xi = 8(x — l)6(/)6ift, направленная параллельно оси
xk. Обозначим через U\k](x,l,t) перемещение, вызванное дей-
ствием этой силы. Пусть в точке TJ действует мгновенная сосре-
доточенная сила X'i—6{x — f])6(t)6ij, направленная параллель-
но оси Xj. Эта сила вызывает поле перемещений £/'/'(х, ц, t).

Из теоремы взаимности (формула (11) § 13.9), в которой для
бесконечного пространства исчезают поверхностные интегралы,
получим

б(х — I )

') V. Ionescu-Cazimir, loc. cit. стр. 763.
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откуда

После интегрирования по времени имеем

uf(h n, о=£//*'(л, 1.1). (i)

Пусть в точке | действует мгновенная сосредоточенная сила
Xi = 6(х — |)б(/)б,й, а в точке ц — мгновенный точечный источ-
ник тепла Q' = б(х — л Ж О - Обозначим через QW(x,%,t) тем-
пературу, вызванную действием силы Х{, а через Ui(\, ц, t) — пе-
ремещения, связанные с действием источника тепла Q'. Из урав-
нения взаимности имеем

J av (х) / dt [ь (х - 1 ) б (t - т) 6,ft

 ди> (*;п- т ) +
V О

+ -?-6(x-ri)6(t-T)в^ (х, | , /)] = 0, (2)

откуда вытекает, что

е<*>(Л, s ) 0 = _ j ^

Предположим теперь, что в точке § действует мгновенная со-
средоточенная сила Х{ = 6(х — l)6(/)6,-ft, а в точке г\ — мгновен-
ный сосредоточенный момент К[ = 6(х — т|) 6 (/) 5t/. Обозначим
через Q<*'(x, §,/) вектор поворота, вызванный действием силы Xt,

а через V{/] (х, т), /) — вектор перемещения, соответствующий
действию момента Y'i. Из теоремы взаимности вытекает, что

Vf& ц, t) = Ql,h)(i\,, I, /). (3)

Пусть, наконец, в точке § действует момент Yi = 8(x —
— |)б(/)б,-ь, а в точке г\ — источник тепла Q' = 6(х — r\)6(t).
Обозначим распределение температуры, связанное с действием
момента У,-, через A<ft)(x, | , /), а вектор перемещения, вызванный
действием источника тепла, через Г,(х, ц, ^). Из теоремы взаим-
ности следует, что

М ) = " ^ ^ % ^ - . (4)

Можно показать, что соотношения (1) — (4) справедливы
также для ограниченного тела с однородными граничными усло-
виями.
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Рассмотрим ограниченное тело, в котором движение обуслов-
лено начальными условиями. Задача, которую мы ставим, за-
ключается в определении величины перемещения и,-, поворота
со; и температуры 6 в точке x e V с помощью поверхностных
интегралов.

Все функции без штрихов относятся к ограниченному телу.
Положим, что все величины со штрихами относятся к бесконеч-
ному упругому телу. Будем обозначать через и,[ = и{?]{х, £, t),
щ = Q,[k} (x, S, t), 0' = в(*)(х, I, t) составляющие полей, вызванных
мгновенной сосредоточенной силой Л ] = 6 ( х — |)6(/)6,&, прило-
женной в точке | е V и параллельной оси xh. Используя теорему
взаимности (уравнение (11) § 13.9), получим в предположении
Xi = 0, Yi = 0, Y'i = 0, Q = Q' = 0 следующее выражение:

uk(x,t)= J А4 (g) JdT{р,(|, /-т)
дх

ш/6 . dUla,x)
— р<*»(|, X, * — т ) ^ \-mt(l t —

|, х, т ) -

-e ( f t )(l, х,^-т)9.„(1, т)]}, хеУ, | е Л . (5)

Здесь мы ввели обозначения

р\к) (х, S, 0 = о<*> ( | , х, О Л / (х), т«*> (х, | , 0 = ц<*> (х, 6, О Л / (х),

хеД

где оФ, ц̂ > — напряжения, вызванные действием силы Х\ =

Формула (5) выражает функцию ыь(х, /) с помощью поверх-
ностных интегралов, в которые входят значения функций щ, pit 9,
(Oi, miy 9, n на поверхности А.

Пусть теперь система со штрихами относится к действию
в бесконечном упругом пространстве мгновенного сосредоточен-
ного момента У£ = 6(х — %)6{t)bik. Связанные с этим моментом
перемещения, повороты и температуру определяем через

т = VT (х, I, 0, »; = А[к) (х, 1, 0, 6' = д'*1 (х, | , 0.
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Из уравнения взаимности находим при Xi—Xi = 0, Yi=O,
Q = Q' = 0 следующее соотношение:

щ (x, t) =

+ -Z- [е (Е, * - т) С (Е, х, т) - д(*> (6, х, г - т) 9, „ (|, т)]}, (6)

х е К, £ Е Л ,
где

/), (х, I, 0 = #,*> (х, | , /) Я у (х), Л«*> (х, | , 0 = Д|» (х, | , 0 п, (х),

х е Л.

Через 6{Jf, pi'jf мы обозначили напряжения, вызванные дей-
ствием момента У; = 6(х — 1 ) 6 ( 0 6 ^ . Очевидно, что функцию
6Й (х, t) мы выразили здесь исключительно через поверхностные
интегралы, в которые входят значения функций щ, со», Э, pit ш{,
0_ п на поверхности А.

Пусть, наконец, в точке | бесконечного упругого простран-
ства действует сосредоточенный мгновенный источник тепла
Q' = 6(x — 1 ) 6 ( 0 . вызывающий перемещения и\ = Ut (x, £, /),
повороты (0; = й,(х, | , 0 и температуру 6' = 0(х, | , / ) . Из урав-
нения взаимности приХ; = Х ( = 0 , Yi = Y'i = Q, Q = 0 получим
следующую формулу:

8(х, 0 =

= х J dA (|) J {в(|, х, < — т)9,„(1, т) — 9(|, х, * —т)в,в(5, т ) -
л о

^ ^ ] } , (7)

Здесь через

Р;(х, £ .0 = ^ ( х , | , 0 « у ( х ) ,

т ; (х, | , t) = ц)г (х, | , 0 nj (x), х е А,

обозначены главные векторы сил и моментов на поверхности А,
обусловленные действием мгновенного сосредоточенного источ-
ника тепла Q' = 6(х — | ) б ( / ) .
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Формулы (5) — (7) можно трактовать как обобщение формул
Сомильяны на задачу несимметричной термоупругости.

Если функции Грина Uf\ пТ, в1*', . . . выбраны так, что удов-
летворяются однородные граничные условия для перемещений,
поворотов и температуры, то формулы (5) — (7) значительно
упрощаются (так как U{?\ Q,[k), в ш , . . . равны нулю на А). При
этих упрощениях формулы (5) — (7) являются решениями пер-
вой краевой задачи.

Аналогично, выбирая функции Грина (и\ \ О.\ \ &' \ . . .) так,
что на границе А нагрузки и температура равны нулю, формулы
(5) — (7) можно трактовать как решение второй краевой задачи.

13.11. Общие теоремы эластокинетики

В классической эластокинетике мы предполагали, что дефор-
мация происходит в адиабатических условиях. Предположение
3 = 0, которое мы принимаем и здесь, приводит к соотношению

^ (0

выражающему пропорциональность температуры дилатации.
Если соотношение (1) подставить в определяющие уравнения
(11) и (12) § 13.4, то получим

> + М*А/« (2)

И » » + К А т (3)
Здесь

%s = Хт -f- ——, ц 5 = ц г = ц

— постоянные Ламе, отнесенные к адиабатическому состоянию.
Используя соотношения (1), приводим уравнения в перемеще-
ниях (уравнения (8) и (9) § 13.5) к виду

(Xs -f 2ц) grad div u — (ц. -f a) rot rot u + 2a rot © + X = pu, (4)

div<» —(v + e)rot rot to + 2a rot u — 4afi> + Y = /<». (5)

Если выражение (1) подставить в принцип виртуальных работ
(уравнение (2) § 13.8), то получим

J [(Xt - ры,) Ьи, + (Y, - /й,) да,] dV +
v

+ J (pt Ьщ + m, да,) dA = bW, (6)
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где

бх<(/) + AsYftfe бYnra + К . Ч , ) ^ - (?)

Очевидно, что при отсутствии моментных напряжений уравне-
ние (6) переходит в принцип виртуальных работ классической
эластокинетики.

Из уравнения (6) следует основная энергетическая теорема,
которую запишем как

4 - {X + W) = J {Xtvt + » < ) dK + J (Pio, + зд) с/Л. (8)

Из принципа виртуальных работ (6) мы можем получить обоб-
щенный на задачу несимметричной теории упругости принцип
Гамильтона.

Перепишем уравнение (6) в виде

' = Ы — р J ui б«,- dV — / | &{ бац dV,
V V

Ы— | (Xi6ul + Yi6al)dV+ | (piЬщ + mtЬац)t

и проинтегрируем по времени от /0 до t{.

— \ dtU j u,6uidV + J j (btb&idvY (10)
t0 \ V V

Вводя кинетическую энергию

Ж = -|- J щщ dV + 4 j
V К

вычисляем ее вариацию

— p J U,e«,d7 +

гб(йг^У. (11)

Деформирование тела происходит непрерывно между двумя
моментами: t = t0 и t = tv Приравниваем действительные пере-
мещения щ (х, t) и повороты со; (х, t) перемещениям «; + би̂  и
поворотам (о{ + бсо(. Вариации бм( и бсог выберем так, что

би, (х, t0) = Ьщ (х, /,) = 0, бсо< (х, /0) == би (х, /,) = 0. (12)
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Интегрируя формулу (11) по времени от tQ до /[ и принимая
во внимание ограничения (12), находим

б | Ж dt = -p J dt J UibtiidV — I J Л J SjflcBidV. (13)

Подставляя формулу (13) в (11), получим принцип Гамильтона
в виде

Г — JSf) rf/= \bLdt. (14)

Если внешние силы обладают потенциалом У, то

а уравнение (14) переходит в

n — X)dt = 0, Yl = W + T. (15)

Через П мы обозначаем полную потенциальную энергию, через
Ж — П — функцию Лагранжа.

Интеграл по времени от функции Лагранжа принимает на
интервале t ^.t <Lt\ экстремальное значение по сравнению со
всеми возможными перемещениями и поворотами, которые обра-
щаются в нуль во всех точках тела в моменты t = t0 и / = t\ и
на поверхности Аи в любой момент времени.

Теорему взаимности для эластокинетики получим непосред-
ственно из формулы (4) § 13.9, положив в этом уравнении

б = - ^ „ , ё / = = - ^ . (16)

Здесь 0 и ykk означают трансформанты Лапласа функций 8,
Подставляя формулы (16) в уравнение

J (e/(v;, - д'пЬ + hi*'» - »'»*») dV = vl (6'v« - Чч) *V. (17)
V

видим, что правая часть этого уравнения равна нулю. Выполняя
в уравнении

J ( З Д , - *'„У,1 + Ayi*Ii ~ Й;,ЙУ,) dV - 0 (18)
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те же преобразования, что и в § 13.9, теорему взаимности для
эластокинетики можно представить в следующем окончательном
виде:

t
j dV(x) \ \Xt (x, t-x)u\(x, x)-X\(x, x) м. (x, t -x)] dx +
V 0

t

+ j dV(x)l[Yi(x,t-x)<o'l(x, x)-Y't(x, x)ai(x,t-x)]dx +
V 0

t

+ J dA (x) J [pt (x, t — x) u\ (x, x) — p\ (x, x) ut (x, t — x)] dx +
A 0

+ J dA (x) | [m( (x, t — x) (af

t (x, x) — m\ (x, x) ©( (x, / — x)] dx = 0.
л о

(19)
Следует заметить, что так же, как и в § 13.9, здесь мы предпо-
ложили, что начальные условия для функций u(x, t) и ю(х, t)
однородны.

Без труда можно перенести результаты § 13.10, касающиеся
обобщенных формул Сомильяны, на динамические задачи теории
несимметричной упругости.

13.12. Решение дифференциальных уравнений эластокинетики

Дифференциальные уравнения эластокинетики в перемеще-
ниях

(Ks + 2ц) grad div u — (ц + a) rot rot u + 2а rot ю + X = pti, (1)

(P + 2Y)graddivw — ( у + e) rot rot to + 2a rot u — 4a« + Y = /<o (2)

приводим к волновым уравнениям подстановками

u = grad Ф + rot Y, div 4е = 0,

© = grad 2 -\- rot H, div H = 0
и

X = p(grad# + r o t / ) , Y = / (grad a + rot i\). (4)

Подставляя формулы (З) и (4) в уравнения в перемещениях (1)
и (2), получим систему волновых уравнений:

н =
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Первое уравнение системы (5) описывает продольную волну,
второе — волну кручения, а третье и четвертое — поперечную
волну кручения. Третье уравнение при а = 0 переходит в урав-
нение поперечной волны классической теории упругости

(jxV2 — рд2) ̂  + рХ = 0, (6)

а четвертое уравнение при а = 0 имеет вид

[(Y + е) V2 — Jdl\ H -\- /TJ = 0, (7)

что соответствует волне кручения в гипотетической среде, в кото-
рой возможны только повороты, но невозможны перемещения.
Второй путь разделения системы уравнений (1) и (2) аналоги-
чен тому, который применил Галеркин ') к уравнениям классиче-
ской эластостатики и Яковаке2) к уравнениям классической эла-
стокинетики. Функции этого типа для несимметричной упругости
предложил Сандру3), применив общий алгоритм, данный Мои-
силом 4 ) .

Ниже мы укажем иной, более простой путь отыскания функ-
ции напряжений, позволяющий опустить кропотливое вычисление
определителей шестого порядка. Исключая из уравнений (1) и
(2) сначала ю, а затем и, получим систему уравнений:

Qu + grad div Ги -f П4Х — 2<х rot Y = О,

Qe> + grad div 6о> + D2Y — 2а rot X = 0, ^
где

Г = (А + ц — а ) П 4 — 4а2,

Операторы D a ( a = 1, 2, 3, 4) указаны в § 13.7.
Рассмотрим сначала первое уравнение системы (8), которое

перепишем в операторном виде:

L i ] ( u l ) + n 4 X i - 2 a e i j k Y k , j = 0, i, j , k = l , 2 , 3 , ( 9 )
где

Введем функцию £, связанную с составляющими перемещения
соотношениями

• (Ю)«1 =

fel -̂12

£2 ^-22

t>3 ^ 3 2

£.3

^-23

^33

, М 2 = L21

31

Si

S2

. 3

Аз
Z.23

^ 3 3

, И 3 =

А,
Al

Al

Ln

22

^32

s,
£2

S3

') B. G. Galerkin, loc. cit. стр. 188.
2) M. Iacovache, loc. cit. стр. 568.
3) N. Sandru, loc. cit. стр. 807.
4 ) G. С Moisil, loc. cit. стр. 188.
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После простых преобразований видим, что вектор и связан с век-
тором g следующим соотношением:

u = n i D 4 S —graddivTE. (И)

Поступая точно так же со вторым уравнением системы (8), по-
лучим зависимость

« = П 2 П з г 1 — graddivGr), (12)

где г\ — вторая векторная функция напряжений.
Подставляя (11) в первое уравнение (8) и (12) во второе,

получим следующую систему уравнений для определения функ-
ций £ и т):

Й П ? - D 4 X + 2arotY, (13)

= : — D 2 Y - f 2arotX. (14)

Мы получили две независимые системы уравнений. Однако эти
уравнения неудобны для решения, так как в правую часть вхо-
дят дифференциальные операторы от массовых сил и моментов.
Однако если вместо представления (11)—(12) принять соотно-
шения

и = П ^ ф — graddivTq) — 2a rot Пз^. (15)
ei|) — 2arot П,ф, (16)

где ср и г|> — новые функции напряжений, то подстановка
формул (15) и (16) в систему уравнений (8) приводит к урав-
нениям

Из последних зависимостей следуют уравнения

П!0(Р + Х = 0, D3Qi|> + Y = 0, (17)

служащие для определения функций ф и 1|з. Уравнения (17) сов-
падают с уравнениями, выведенными Сандру другим способом.

Свяжем теперь между собой потенциалы Ф, 2, W, Н из волно-
вых уравнений (5) с функциями напряжений ф, if. Рассмотрим
уравнения (17) при отсутствии массовых сил и моментов

• ifi<p = 0, п3Й1|5 = О. (18)

Решения этих уравнений можно представить в виде сумм
Ф = ф ' + Ф", я|> = г|/ + 1|/'. (19)

Здесь функции q/, Ф", V. Я13" должны удовлетворять уравнениям

• 1 (р' = 0, ОФ" = 0,

П3Ч>' = О, Щ/' = 0. l U)
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Подставляя формулы (19) в (15) и (16) и используя уравнения
(20), получаем следующее представление:

и = • , П 4 ц>" — grad div Г (q/ + q>") — 2а rot П 3 V,

< Й = П 2 П 3 ^ " —graddivG(i |) ' + i|'") — 2 a r o t П , Ф " .

Используя зависимость

rot rot U = grad div U — V2U

и учитывая соотношения

Q = П 2 П 4 + 4a 2 V 2 = П , П 4 —У2Г = П 2 П 3 — 6V2,

сводим представление (21) к виду

и = — grad div Г<р' — 2а rot П 3 V — rot rot Гф",

о = — grad div вг|/ — 2а rot •, ср" — rot rot 6i|>".

Из сравнения (22) с представлением Стокса — Гельмгольца

u = grad Ф + r o t V,

(о = grad 2 + rot H ( '
получаем

® = -divrq>', "V = — 2aU3V — rot Гф",

2 = = - d i v e ^ ' J Н = -2аП,<Р" — rot вф". ^
Это и есть искомые зависимости между потенциалами Ф, S, W, Н
и функциями напряжений ф, if. Легко также проверить, что вы-
ражения (24) удовлетворяют волновым уравнениям (5).

Вернемся к уравнениям (17). Заметим, что в бесконечном
пространстве ф = 0, когда массовые силы отсутствуют (Х = 0).
Тогда

u = — 2 a r o t D 3 ^ , о ) = П 2 П з г 1 ' — g r a d e s .

Аналогично 1|з = 0, когда Y = 0. Уравнения (17) особенно удобны
для определения функций и и «, обусловленных действием со-
средоточенных сил и моментов.

Задача о полноте потенциалов Ф, 2, W, Н и функций напря-
жений ф, i|j была рассмотрена автором настоящей монографии ').

13.13. Монохроматические плоские волны

Характер распространения волн легче всего будет проследить
на примере монохроматической плоской волны, распространяю-
щейся в направлении оси Х\.

') Nowacki W., On the Completeness of Potentials in Micropolar Elasticity,
Arch. Mech. Stos., 21, № 2 (1969),
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Предположим, что в однородных волновых уравнениях (урав-
нения (5) § 13.12)

П,Ф = 0, П 3 2 = 0, QY = 0, Й Н = 0 , (1)
где

функции Ф, 2, W, Н зависят только от х\ и t. Подставляя в пер-
вое уравнение системы (1)

Ф = Лехр(— Ы + ikXi), (2)

получим следующую фазовую скорость волны:

= /Я + 2ц\'/. ( 3 )

\ Р /

Она совпадает с фазовой скоростью продольной волны в клас-
сической теории упругости.

Подставим во второе уравнение системы (1) функцию

2 = В е х р ( — /со + ikx\). (4)

Фазовая скорость волны кручения выражается формулой

* |Л -(«./
Из этой формулы следует, что волны микровращения существуют
только при о > со», т. е. когда частота колебаний превышает
значение 2(а//) 1 / 2 . При (о-*-оо фазовая скорость стремится к с3.
Подставляя в третье уравнение системы (1)

V = С ехр (— Ы + ikxx), (6)

находим следующее уравнение, служащее для определения фазо-
вой скорости:

cfik* + \ч>Щ — со2 {с\ + cj)} k2 — ш2 (со2 — со2) = 0, (7)
где

2

Дискриминант уравнения (7) представляется формулой

А = [со2 (с2 - с2) - ш2с2]2 + 4(о2со2с2 (с2 - с2). (8)

Очевидно, что этот дискриминант всегда положителен, поэтому
при произвольной со уравнение (7) имеет два корня k. С по-
мощью теоремы Виета можно показать, что при со •< со* имеется
один положительный корень k уравнения (10), а при со > со» —
два положительных корня. Отсюда следует, что при со <С со* су-
ществует одна поперечная волна, при со > со* — две поперечные
волны. Для малых частот получим приближенное значение корня
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уравнения (7) k2 «* a2/cl, т. е. для малых частот фазовая ско-
рость поперечной волны составляет приблизительно с$ = (^/р)"2,
как и в классической эластокинетике.

Асимптотическое решение уравнения (7) для больших частот
дает два значения:

,2 СО2 .1 «2 . .
ki=—y, fti = —т. (9)

4 с4

Отсюда следуют два значения фазовой скорости:

_ ( v + " \'1г

+ е \'/.

13.14. Фундаментальные решения эластокинетики

Рассмотрим действие массовых сил и моментов, гармонически
меняющихся во времени:

Х(х, /) = Х*(х)е-'ш(, Y(X, /) = Y'(x)e- i M '. (1)

В результате перемещения и, повороты ю и потенциалы Ф, 2,
W, Н будут меняться гармонически во времени, а волновые урав-
нения (5) § 13.12 примут вид

( V 2 + ff?)<I>* = V^*. (2)
ci

(^ + а^)Г = ^ a ' ( (3)

(V2 + ft?) (v2 + Щ v = 4 rot if - -L D2t; (4)
c4 c2

(V2 + kj) (V2 + ft|) H* = 4 rot x* V ̂ 14'- (5)
c2 c4

Здесь введены следующие обозначения:

ш2 — со2 V/j ш to
, O2 = — , a 4 = —

c2 c4

2 9

Значения k\ и йо являются корнями биквадратного уравнения
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Тогда имеем

} = Т И + < + Р (г ~ 2) ± У{о\-о\ + р (г-2))* + Арго*].k2 j = i К + < + P (г ~ 2) ± V {o\-ol + p (r-2))* + АргвЦ. (7)

Подкоренное выражение в формуле (7) всегда положительно.
Рассмотрим однородное уравнение (4). Решение этого урав-

нения можно в силу теоремы Боджио представить как сумму
частных решений

удовлетворяющих векторному уравнению Гельмгольца

(V2 + ^ ) Y " = 0, (Ч2 + Щ)ЧГ"' = 0. (8)

Частными решениями уравнений (8) являются функции e±ikaRJR
( а = 1 , 2). Однако физический смысл имеют только решения
eikaR/R, ибо выражения

представляют собой расходящуюся волну, распространяющуюся
от места возмущения до бесконечности. Решение однородного
уравнения (4) примет вид

ад jk2R

^* = А ^ - + В ^ - . (9)

Аналогично решение однородного уравнения (5) представляет
функция

„(ад jut
H = C + D .

В функции W*, Н* могут входить только действительные фазо-
вые скорости. Поэтому должно быть k\ > 0, k\ > 0. Первое ус<
ловие выполнено, второе будет выполнено, если а\ > 2р, или
со2 > 4а//. Это следует из соотношения k\k.\ = ol(a\ — 2р) > 0.
В выражения (9) и (10) входят две волны, обладающие диспер-
сией (так как k\, k2 являются функциями частоты со).

Займемся сначала действием массовых сил. Так как Y = 0,
т о а = 0 и т ] = 0. В бесконечном упругом пространстве не воз*
никает волна кручения (2* = 0). Остается решить систему урав-
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нений

(У + а?)ф- = — L * ' , (И)
c

4

rotx-. (13)

Функции •&* и х* определим по формулам

W " " SjT I £ » ^ «) ^ ( И )

= l, 2, 3.

Пусть единичная сосредоточенная сила приложена в начале
координат и направлена по оси х{. Из формул (14) получим

Итак, надо решить следующие уравнения'):

ЧГ, - ^ (V2 + oj - 2 ) а ( | )

(17)

') Nowacki W., Green Functions for Micropolar Elasticity, Bull. Acad.
Polon, Sci., Ser. Sci. Techn., 16, № 1 (1968).
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Решение уравнения (15) известно из классической эластокинг-
тики:

Уравнения (16) и (17) решим, применив интегральное преобра-
зование Фурье. Так, например, решение первого уравнения си-
стемы (16) имеет вид

(а!-о]+2р)е( i n \ ЪЬ
С г с ( а ' — а4 + 2р)е * *

J J J а'(«*-*П(«'-»а *»• rfM«3, (19)

Заметив, что

Г Г
J J J

— 00
находим из (19)

— 00 —ОО —00 '

где
g 2 - f e 21 _ g 2 f e 2 _ g ^ ^

1 (.2 fc2 ' Л 2 .2 . 2 ' Л 3 *•

Из решения второго уравнения системы (16) имеем

JkxR lk2R ,

V + ̂ V ^
Применение интегрального преобразования Фурье к системе
уравнений (17) дает следующие функции:

4ярс2

Jk,R i \

L ( 2 2 )

где
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Перемещения и повороты найдем по формулам

u = grad Ф + rot ЧГ, ra = gradS + rot H.

Так как Y = 0, то а = 0 и 2 = 0. Итак, имеем

В результате получим следующие формулы для амплитуд пере-
мещений и поворотов:

2 е'*'« 2 е '

4прс~г(1г\ — feg) дх

Мы получили три составляющие вектора перемещения U*" и три
составляющие вектора поворота Q/(". Перенесем теперь сосре-
доточенную силу в точку | и направим ее параллельно оси *;.
Тогда, например,

где

Таким образом мы получили тензор поворотов п)1\х, | ) и тен-
зор перемещений U)l)(x, | ) , /, / = 1,2,3. Подставляя в формулы
(24) а = 0, получим переход к классической эластокинетике:

eia*-eix*! д д (eia*-eix*\
4ярш2 дх{ дх{\ R Г' 4яц /? " 4ярш2 аде, дх{\ R Г (26)

Q/1" = 0, /, / = 1, 2, 3,
где

Т — ^ _ ^ л и —^_ I г .

Вернемся к формулам (24). Заметим, что сосредоточенная
сила, направленная по оси хг, вызывает поворот CU* = Q I U | = O.
Это приводит к тому, что составляющие хц (/ = 1, 2, 3) тензора
изгиба-кручения кц = COJ, ,• равны нулю. Составляющие тензора
деформаций уц = djUi — б̂ -̂сол отличны от нуля. В формулы (24)
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входят три рода волн, связанных с величинами о\, ki и k2. Вол-
ны, связанные с величинами k\ и k2, обладают диспер-
сией.

Рассмотрим действие массовых моментов. Так как X = 0, то
Ф = 0, х = 0. В бесконечном пространстве нет продольной волны
(Ф* = 0) и остается система уравнений

(27)

С4
Пусть теперь в начале координат действует сосредоточенный
момент

Yti = 6(xl)6(x2)6(x3)6ll, 1=1, 2, 3.

Составляющие а* и щ* получим из формул, аналогичных (14):

L
4я/

Тем же методом, что и в предыдущем параграфе, находим
следующие решения:

/ = 1 , 2, 3,
где

ft? — о2, „ ft2, — a;

ft2 ( f t 2 - f t 2 , ) ' 2 ft'i(fei-ft2)' 3 k\k\
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Перемещения и повороты найдем по формулам

Подставляя в формулы (29) выражения (28), получим

д

— ) . (30)

k, / = 1 , 2, 3.

Перенося сосредоточенный момент в точку | и направляя вектор
момента параллельно оси хи получим тензор перемещений Грина
У/("(х» £) и тензор поворотов Wfl>(\, | ) , например

V? ' (х, I) =

I, I, k=\,2, 3,
где

Возвращаясь к формулам (30) и (31), заметим, что действие
сосредоточенного момента Y) = б (л^) б (х2) б (х3) blf вызывает нуле-
вое значение перемещения в направлении оси Xi(«* = 0), а по-
тому и Yn = 0. Так как k\, k2, k3 являются функциями частоты,
то все типы волн, входящие в формулы (30) и (31), обладают
дисперсией.

Рассмотрим некоторый частный случай. Пусть в точке §
приложена сосредоточенная сила ^/ = 6(х — |)дуг, параллельная
оси хг. Эта сила вызывает перемещения U]{r)(x, | ) и повороты
Q/(n(x, | ) . Пусть, далее, в точке ц приложен сосредоточенный
момент У/ = б(х —11)6//, параллельный оси xt. Он вызывает
перемещения У){1> (х, г\) и повороты W)[l)(x, TI). К названным
выше причинам и следствиям применим теорему о взаим-
ности работ:

J" {Ху; + Yy;)dV = J (X't'ut + Y'^))dV. (33)
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Последнее уравнение дает

J б (х - 1 ) 6irV)U) (х, ц) dV (х) = J 6 (х - Л) 6У7ЙГ (х, I) dV (x),

V

откуда

V;U)(l, Л) = О*'Г|(Л, Ю- (34)

Используя формулы (25) и (32), получим

(Л, Ю =

д ( eiklR —

е ~'" — е'

Учитывая, что г = 2аДрс|), р = 2аД/с^), видно, что соотношение
(34) удовлетворяется. Уравнение (34) можно трактовать как
обобщение известной из классической эластостатики теоремы
Максвелла о взаимности работ.

13.15. Вариационные теоремы эластостатики.
Теорема взаимности

Пусть тело находится в естественном состоянии, в котором
как деформации, так и перемещения равны нулю. В процессе де-
формирования, осуществляющегося достаточно медленно, проис-
ходит изменение температуры. Предположим, однако, что проис-
ходит теплообмен с окружающей средой, так что процесс можно
считать изотермическим. При установившемся деформировании
и отсутствии источников тепла и нагрева все полевые величины,
перемещения и и повороты ю становятся независимыми от вре-
мени, а 0 = 0 (Т=Т0).

Определяющие уравнения задаются формулами
att =

 2 ŶW) + 2aY((/> + A-YwA,, (1)
) + pxftfc6i/, (2)

где \i, X — постоянные Ламе, отнесенные к изотермическому со-
стоянию.

Принцип виртуальной работы получим непосредственно из
уравнения (6) § 13.11, отбрасывая в этом уравнении инерцион-
ные члены

J Ц, Ьщ + Yt Ьщ) dV + J (pi ои, + m, 6а,) dA = ЬЖ„ (3)
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где

= J [2^и

(4)

Так как массовые силы и моменты, а также поверхностные на-
грузки и моменты не варьируются, можно уравнению (3) при-
дать следующую форму:

61>. - J (Х1Щ + !>,)dV - J (ptut + mm)Л41 = 0. (5)
I v A0 J

Мы здесь предположили, что на части Аи поверхности заданы
перемещения, на Ао— нагрузки. Поскольку бы* = 0 на поверх-
ности Аи, в уравнении (5) остается интеграл по поверхности Аа.

Обозначая выражение в квадратных скобках через П, имеем

6П = 0. (6)

Величина П — потенциальная энергия тела — имеет экстремум.
Поступая так же, как и в теории симметричной упругости, можно
показать, что функционал П достигает абсолютного минимума.
Согласно теореме о минимуме потенциальной энергии, из всех
перемещений и и поворотов и, удовлетворяющих заданным гра-
ничным условиям, потенциальная энергия достигает абсолют-
ного минимума только на одном поле перемещений и поворотов,
а именно на поле и, <в, которое удовлетворяет условиям равнове-
сия.

В частном случае Xt = Yi = 0 при заданных функциях и, ю
на всей поверхности А получим из формулы (5)

bWt = 0. (7)

Теореме о минимуме упругой энергии можно придать иную
форму ' ) . Рассмотрим поле перемещений ut и поле поворотов со,-,
соответствующие им напряжения ац и \1ц, а также деформации
Y<j и кц. Пусть для поля и, о будут выполнены уравнения равно-
весия и граничные условия на Аи и Аа:

Обозначим через и*, <о* другое поле перемещений и поворотов,
отличное от и и о. От функций и*, а* потребуем только удовлет-
ворения кинематических условий на Аи:

и\ = й\, ©; = ©;, хе=Л ц . (8)

')Nowacki W., Some Theorems of Asymmetric Thermoelasticity, Bull. Acad.
Polon. Set., Ser, Sci. Techn., 15, № 5 (1967).
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Функциям и\, со* соответствуют тензоры a'ijt ц^ и y'tj, х*г На-
пряжения a]., \i'it могут не удовлетворять уравнениям равнове-
сия. Умножим первое из уравнений равновесия на («* — ы(),
второе на (©J — соЛ и проинтегрируем по объему тела:

V

После простых преобразований и применения теоремы
Гаусса — Остроградского приведем последние уравнения к виду

[xi{u\-ut)dV+
V Аа

Ао

V

Здесь мы использовали следующие зависимости на поверх-
ности А:

и] — ui = 0, а] — со, = 0, х е Аи.

Так как в соответствии с определением тензора деформаций
и\.

то, складывая почленно уравнения (11), получим

v Ад

V

Обозначим через We(ylt, xj{) работу деформации, связанную
с полями ир со(, а через W\{y'ti, x*j{) работу деформации, соот-
ветствующую полям и\, со); здесь
^ г , . , . .

1 а \

V. (13)
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Обозначим через Wz(y*jt — Уп,
 к'ц~ */<) работу деформации,

связанную с разностями и\ — ut, со}— и г Как УУЛун, х,Л, так
и УР'г{у'ц, xj() и yfe(y)i — Y//» к'ц — хц) являются квадратичными
положительно определенными формами. Воспользовавшись
уравнением (12) и аналогичными выражениями для УР\(у*ц, х*,)
и ^ E ( Y ) ( — Уjp К'Ц—И/*), найдем, что

(14)

Комбинируя соотношения (12) и (14), получим следующее нера-
венство:

К - { (ВД + Yt^dV - J (Piut

(15)
Ао

Это неравенство указывает на то, что потенциальная энергия по-
лей Ut, со,-, которые удовлетворяют граничным условиям и урав-
нениям равновесия, всегда меньше потенциальной энергии полей
Ир со*, которые удовлетворяют только граничным условиям на
Аи и не удовлетворяют уравнениям равновесия.

Перейдем к следующей вариационной теореме эластоста-
тики— теореме о минимуме дополнительной энергии. Рассмот-
рим интеграл

J (16)/ = J
Здесь через бац, бцц мы обозначили виртуальные приращения
напряжений ац и JJ.jг-.

Обозначим через Wa работу деформации как функцию оц и
На, отнесенную к единице объема. Так как

dW0 dWa

Y
 x = ^

то интеграл (16) можно представить в виде

J (Y/«ea,, + Klib»ji)dV= J № б а / ( + | ^ e | i / / W = в Г 0 , (18)
I/ I/ ^ ' ' '
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где

= J Wa dV, Wa = \L'o(tho{lh + a'o<tl>oah + ~ akkann

Преобразуя левую часть уравнения (18) и требуя, чтобы вели-
чины бац и 6[iji удовлетворяли уравнениям равновесия и одно-
родным граничным условиям на Аа:

**/«./ = О, ei/fe6a/fe + 6 n / i , / = 0 , x e l / ,

= 0, brrii = 6[iyirt/ = 0 , х е Д

приходим к формуле

— J (и« вР( + »| бт г ) с?Л = 0. (21)

Так как перемещения и* и повороты со̂  не варьируются на А,Л,
уравнение (21) можно записать в виде

6Г=0, (22)
где

Так же как и в симметричной термоупругости, здесь можно до-
казать, что Г достигает минимума. Уравнение (22) является
обобщением теоремы о минимуме дополнительной энергии на
случай несимметричной упругости.

Эту теорему можно формулировать иначе. Рассмотрим поле
напряжений ац, цц, которое удовлетворяет уравнениям равно-
весия

Цд,; = 0, хе=К, (23)

и граничным условиям

pi = alinj = p{, mi — \ilinl = tfii, x e 4

ut = U, ®i = gu х<=Лц.

Деформации уц и составляющие тензора у.ц должны удовлетво-
рять условиям совместности.

Введем поле напряжений a'j{, ц*/( отличное от поля ац, \ьц,
и потребуем, чтобы поле напряжений a'tj, \i*t удовлетворяло
уравнениям равновесия
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и граничным условиям на Аа

Pl = <V*/ = /V «; = !*>, = /»,, х е Л 0 . (26)

Мы не требуем, чтобы поле а'н, ц*(. удовлетворяло кинематиче-
ским условиям на Аи и условиям совместности.

Обозначим через Wa{ati, ц ;1) и yfa(v'jt, И*ц) работы дефор-
мации, связанные с полем oj{, ц^ и полем а*р ц*р а через
ЗГа(а*(—<т/(, (xjj — ц/() работу деформации, соответствующую
полю (or*, — <r/f) ц*,— ц^). Эти работы деформации являются
положительно определенными квадратичными формами своих
аргументов. Легко проверить справедливость соотношений

- / к , -

- I Wi -1*/,) ««л Ж = Г о К - V I*), - Ы > 0- (27)
V

Используем соотношения

и преобразуем два последних интеграла в неравенстве (27).
Получим

К К . (v) - ^ 0 (a/f, ц/(.) - J [(/>; - РО И, + к - "*<) °i] ̂  +
л

•+ J К». /"' + (»*/l. /+ei/*CT/*) ^-«"/i. /"(-(f1/^. l+eUkalk) ®i} d V > °-
y (28)

Объемный интеграл равен нулю в силу уравнений равнове-
сия (23) и (25). В силу идентичности граничных условий (24) и
(26) на поверхности Аа поверхностный интеграл в неравенстве
(28) берется по поверхности Аи.

Неравенство (28) можно записать в виде

К ~ J (Pi", + m>i) dA>Ta-\ (Ptut + три dA. (29)
A A

Левая часть этого неравенства представляет собой дополнитель-
ную работу Г* поля а*{, ц*(., правая часть — дополнительную
работу Г поля оц, \iji, так что

Г' > Г. (30)

Дополнительная работа Г относится к напряженному состоянию,
для которого удовлетворяются условия равновесия, граничные
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условия и условия совместности. Дополнительная работа Г* от-
носится к напряженному состоянию, для которого удовлетво-
ряются уравнения равновесия и только часть граничных усло-
вий, а именно условия на поверхности Аа.

Неравенство (30) показывает, что дополнительная работа Г,
относящаяся к напряженному состоянию, для которого удовлет*
воряются уравнения равновесия, условия совместности и все гра-
ничные условия, меньше дополнительной работы напряженного
состояния, для которого удовлетворяются только уравнения
равновесия и часть граничных условий.

Для несимметричной теории упругости выведена более общая
вариационная теорема как обобщение вариационной теоремы
Рейсснера (§ 4.9).

Перейдем к теореме взаимности для задач эластостатики.
Исходим из тождества

следующего из определяющих соотношений (1) и (2), выписан-
ных для напряжений, связанных с системами сил со штрихами и
без штрихов. Интегрируя это тождество по объему тела, после
ряда преобразований и использования уравнений равновесия по-
лучаем, что

J ( mp 'JdA =

Y'l<s>t)dV+j (р,Ч + m>i) dA. (32)

Мы не будем обсуждать следствий, вытекающих из этой тео-
ремы. Добавим только, что совершенно аналогично тому, как это
было сделано в гл. 4, мы можем и здесь вывести формулы типа
формул Сомильяны и построить решения уравнений в переме-
щениях, используя функции Грина.

13.16. Уравнения эластостатики в перемещениях

Уравнения эластостатики получим из уравнений эластокине-
тики в перемещениях, приравнивая в этих уравнениях нулю про»
изводные по времени. Таким образом мы приходим к системе
уравнений

(ц + a) V2u + (Л + ц — а) grad div u + 2а rot a» + X = 0, (1)

(Y + е) V2o + (р + Y — е) grad div <o — 4аи + 2а rot u + Y = 0. (2)
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Преобразуем эти уравнения. Представим тензор уц через его
симметричную и антисимметричную части:

Y<i/> = i (diui + diu,)> Y<,,> = у (^,и, — <V</) - «,/*«>*• (3)

В векторной записи мы получим антисимметричную часть

У(ц> = 611кУ* в в и д е

Y^=yrotu — и, или Y£ = 4 W/", , , —«V (4)

Рассмотрим теперь однородные уравнения (1) и (2). Подставляя
в них

со = 1 rot u — \A, (5)

получим
цУги + (X + ц) grad div u = 2q rot ул, (6)

(Y + e) У 2у л-4ау л + (P + Y~e) grad div Y 4 = у (Y + e) V2 rot u. (7)

Заметим, что подчеркнутые в уравнении (6) члены входят в урав-
нения в перемещениях классической теории упругости. При от-
сутствии массовых сил уравнения в перемещениях теории сим-
метричной упругости имеют вид

nV2v + (A + n)graddivv = 0, V2rotv = 0. (8)

Функция rot v гармоническая, и y d = 0.
Если предположить, что v = и, \А = 0, и учесть формулы

(8), то уравнения несимметричной упругости (6) и (7) удовлет-
ворятся. Функции v = и, уА = 0 можно трактовать как частные
решения уравнений (6) и (7). Очевидно, что каждое состояние
равновесия классической упругой среды является также состоя-
нием равновесия и среды Коссера1).

Частное решение v = и, \А = 0 позволяет последовательно

определить величины ю = у rot v, Kij=diaij, а из соотношений

l*i/ = 2V*Uh + 2ех«/> + К А ,

— также и моментные напряжения. Так как в силу YA = 0 тен-
зор напряжений оц симметричен, второе уравнение равновесия
принимает вид

') Schaefer H., Das Cosserat-Kontinuum, ZAMM, 47, № 8 (1967),
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Нагрузки Pi и моменты mf, действующие на поверхности тела и
связанные с частным решением, образуют систему, находящуюся
в равновесии.

Используя частное решение u = v , \А = 0, получим доста-
точно просто общее решение системы уравнений (6) и (7). Вы-
разим \А через градиент некоторого скаляра £, и ротор некото-
рого вектора rot Q:

V4 == grad £ + rot rot Q. (9)

Подставив формулу (8) в (6), найдем

u = v — 2 - r o t Q. (10)

Подставляя формулу (9) в (7) и учитывая (10), получим си-
стему уравнений

Y 2 £ - v 2 £ = 0, (11)

i ^ t (12)
(Y + e) (ц + a)

Ход рассуждений таков. Решаем уравнения (11) и (12) и реше-
ния Z, и Q подставляем в (9) и (10). На основе соотношения (10)
убеждаемся, что общее решение уравнений (6) и (7) удается
представить как сумму решения v классической теории упру^
гости и дополнительного решения

— 2 - r o t В.

Разделение уравнений (1) и (2) можно произвести двумя мо-
тодами. Первый, предложенный Миндлином1) и Нейбером 2 ),
приводит к обобщенному представлению Папковича — Нейбера;
второй, предложенный Сандру 3 ) , является обобщением пред-
ставления Галеркина. Займемся вторым методом, выражая пере-
мещение и и поворот со через две функции напряжений ф и ф.
Мы используем выражения, полученные в эластокинетике (фор-
мулы (15) и (16) § 13.12), отбрасывая в них производные по

') Mindlin R. D,, Stress Functions for a Cosserat Continuum, Int. J. Solids
Structures, 1 (1965).

2 ) Neuber H., On the General Solution of Linear-elastic Problems in Iso-
tropic and Anisotropic Cosserat-continua, 11th Congr. Appl. Mech., Munchen,
1964

3) N. Sandru, loc. cit. стр. 807.
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мени. Таким образом получим представление

u=(X + 2ji)V
2
[(

Y
 + e)V

2
-4a]cp-[(Y + e)(A + >i-a)V

2
 —

— 4a2(А, + ц)] grad div ф — 2о[(Р + 2Y) V2 — 4а] rot Ч>, (13)

-[(ц + а) (р + Y-e) V2—4<r] grad div ф - 2 а (А, + 2ц) V2 rot ф. (14)

Функции ф и if должны удовлетворять следующим дифферен-
циальным уравнениям:

Х = 0, (15)

Y = 0. (16)

К настоящему времени решено несколько статических задач
несимметричной теории упругости, в основном двумерных задач.
Ниже мы дадим только фундаментальные решения для бесконеч-
ного пространства, к которому приложены сосредоточенные силы
и моменты. Мы могли бы здесь использовать решения § 13.14,
осуществив в них предельный переход <о-»-0. Однако мы пойдем
другим путем и решим в бесконечном пространстве систему урав-
нений

(17)

v2 (V2 — k2) н = 4 r o t г - Л V 2 ri;
с 2 с 4

здесь
4а 2а 2а, 2 4ощ 2

~ (й + а) (V + е) ' Х ~ р + 2Y • Т Г + ¥ ' Р 7 + Т

Уравнения (17) получаем непосредственно из уравнений (6) и
(8) § 13.7, отбрасывая в них производные по времени. Рассмот-
рим сначала действие единичной сосредоточенной силы, прило-
женной в начале координат и направленной по оси Х\:

Из формул (14) § 13.14 получим

Y = 0 У -
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Так как а = 0, ц = О и Ч\ = О, остается система уравнений

,М-

4ярс| VR

Решениями этих уравнений являются функции

где

Из формул

«1 = <5,Ф + ЗгЧ'з — d3W2, «2 = д2Ф — а Д з ,

окончательно получаем формулы для перемещений и пово-
ротов:

( 2 2 )
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В частном случае а = 0, т. е. в классической теории упруго-
сти, имеем

2ц) Л ^ 8яц (Я + 2ц) R3 в 0 (23)

Формулы (21) и (22) можно обобщить на случай силы, прило-
женной в точке | и направленной по оси xt. Для этого случая
в формулах (21) и (22) следует заменить индекс 1 на i, a R
трактовать как расстояние между точками х и | .

Пусть теперь в начале координат приложен единичный сосре-
доточенный момент Yj = 6(A-I)6(X2)6(X3)6IJ, направленный по оси
Х\. Из системы уравнений (17) останутся уравнения

2) Я 2 = - - i r V2<33 (4"
4я/с|

При этом мы подставили в уравнения (17)

Решениями уравнений (24) являются функции

1 4а
_16jta 4 R I' № P + 2Y

(25)
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Используя соотношения

«,=a 2 V 3 — W . и2 = д3%—д1%, и3 = д^2-д2^и

ы,=д^ + д2НЛ-д3Н2, <ог = д22 —д,//3, (03 = ^ 2 + ^Я 2 >

 ( 2 6 )

получим

«r̂ '̂i;̂ '-̂ !' (27)

W [ТИ1 ~е~^} + тЙ^А [Id —

Подстановка а = 0 в формулу (27) дает м^ = 0. Из формулы (28)
при <х = 0 получаем

Эта формула относится к гипотетической среде, допускающей
только повороты.

13.17. Теория температурных напряжений

Под теорией температурных напряжений мы понимали в сим-
метричной упругости такую теорию, в которой пренебрегают свя-
занностью поля деформаций с полем температуры. Упрощения,
найденные при пренебрежении этой связанностью, легче всего
будет продемонстрировать на уравнениях несимметричной тер-
моупругости § 13.5.

Опуская член riodivu в уравнении теплопроводности, описы-
ваем температуру упрощенным классическим уравнением

( * - J L a , ) e — £ . ( 1 )

Уравнения в перемещениях остаются без изменений:

(Я, + 2ц) grad div u — (ц + a) rot rot u -\- 2а rot G> + X =

= pii + v grad 9, (2)

(p + 2y) grad div a>—(y + e) rot rot «> + 2a rot u—4aca + Y = /ю. (3)

Здесь постоянные ц, К относятся к изотермическому состоянию.
Уравнение (1) становится независимым от уравнений (2) и

(3). Из уравнения (1) определяем температуру 0 и подставляем
ее уже как известную функцию в уравнение (2). После решения
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системы уравнений (2) и (3) определим составляющие тензоров
у а и кц, а напряжения найдем по формулам

> + {Xykk - v6) 6 ( 7, (4)

ц ,(/, «/> + KA/- (5)

Принцип виртуальных работ идентичен уравнению (2) § 13.8:

J [(Х{ — рй,) 6и, -> (У, — /©,) 6со<] dV + | (Р/ вы, + т , ва,) ^Л =

V
Здесь температура 9 — известная функция.

Так же как и в теории температурных напряжений с симмет-
ричным тензором напряжений, можно и здесь дать обобщение
некоторых вариационных теорем: теоремы о минимуме потен-
циальной энергии, теоремы о минимуме дополнительной энергии
и обобщенную вариационную теорему Рейсснера.

Вторую из основных общих теорем, а именно теорему о вза-
имности работ, получим из теоремы для связанной термоупру^
гости (из уравнения (6) § 13.9). Это уравнение имеет вид

J (Xfi't + i > o dv + J {Piu't + mftydA =
V A

= J (X'tut + ?;s() dV + { (p'fit + m\&t) dA +
V A

oo

+ v J (e 'v M - Ц'„ч) dV. ut (x, p) = J u, (x, 0 е-* dt (7)
V 0

Здесь функции 9 и 9' являются известными, найденными из ре-
шения уравнений теплопроводности. Общая теорема о взаимно-
сти работ получается сверткой уравнения (7).

Если тепловой поток стационарен, то теорема взаимности
принимает вид

J (Xtu't + }>;) dV + J (р.ы; + mrf) dA = J (X'tut + У>,) dV +
V A V

+ J (P;B | + т > , ) ЙЛ + v J (9'Yftft - в у у dV. (8)
4

Рассмотрим упругое тело V, подвергающееся действию стацио-
нарного температурного поля, жестко закрепленное на поверх-
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ности Аи и свободное от нагрузки на Аа. Пусть, кроме того,
Xi = 0, Yi = 0. Для определения перемещения гг,-(х), х е У , рас-
смотрим то же самое тело с теми же самыми граничными усло-
виями, но находящееся в изотермическом состоянии (6' = 0).
Пусть в точке | приложена сосредоточенная сила Х\ = 6(х — c)6rfc,
параллельная оси xh. Эта сосредоточенная сила вызывает в теле
поле перемещений U\k) (x, | ) , которое выбираем так, чтобы были
выполнены все граничные условия. Из формулы (8) при Xi = 0,
Уг = 0, Y'i=0, e' = 0 получим

ик (х) = v J 6 (|) £/<?, (|, х) dV (l), х е У. (9)
v

Пусть теперь в точке § приложен сосредоточенный момент
F i = 6 ( x — !)6(*, параллельный оси xh. Поле перемещений, обус-
ловленное этим моментом, обозначим через V\k) {х, | ) . При этом
предположим, что перемещения удовлетворяют однородным сме-
шанным граничным условиям на поверхности А. Из уравнения
(8) в предположении, что Л0 = 0, К, = 0, X'i = 0, Э'==0, получим

со,(х) = v J 6( |) V^r (I, x)dV®, x e F . (10)
V

Соотношения (9) и (10) можно трактовать как обобщение ме-
тода Майзеля1) на статические задачи несимметричной термо-
упругости.

Рассмотрим еще интересное следствие относительно измене-
ния объема тела, вызванного температурным полем. Умножим
уравнения равновесия

/ / < = 0, «t/*a/* + ( i / l l / + y< = 0 (11)

на Xi и проинтегрируем по объему V односвязного тела:

V = 0. (12)

Замечая, что р% = оцП], mt = nnrij, и применяя теорему Гаус-
са — Остроградского, получим

XiXidV=\ okkdV, (13)
А V V

J mtxtdA+\ YtxtdV+\ eilkxialkdV = jlikkdV. (14)

') В. М. Майзель, loc. cit. стр. 476.
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Учитывая, что

о „к = 3/CYA* — 3v9, pkk =

где

получим

J Y**rfV = -^-C { РЛ<М + J * Л rfV] + За, J 9 d/, (15)

J xkk dV = -̂ L / J m ^ <M -f J Г Л dl/ + J titkXi<ylk dV\. (16)
V \A V V I

Интеграл Г \kkdV = AV представляет собой приращение объ-
v

ема тела. Из формулы (15) мы видим, что это приращение зави-
сит исключительно от нагрузок ри массовых сил Xi и прираще-
ния температуры 6. Величина (16) представляет собой интеграл
от divto по объему тела или, учитывая, что ( v.:ikdV = ШуПуйЛ,

V А

интеграл от нормальной составляющей вектора поворота по по-
верхности А. Этот интеграл зависит от всех причин, действую-
щих на тело, ибо на напряжение Ojh оказывают влияние также
нагрузки ри массовые силы Xt и приращения температуры 9.

Если на односвязное тело не действуют внешние силы, то

AV = 3at j QdV. (17)
v

С другой стороны, из уравнения (13) при р,-= 0, Xi = 0 имеем

kkdV = Q. (18)

Формулы (17) и (18) идентичны полученным в рамках класси-
ческой термоупругости.

Представленные здесь формулы можно получить также бо-
лее общим путем, используя теорему взаимности.

13.18. Двумерные задачи теории температурных напряжений

Предположим, что как перемещения, так и повороты не зави-
сят от переменной х3. Тогда плоское деформированное состояние
описывается векторами

u = (Ul, н2, 0), « = (0, 0, со3). (1)
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Деформированное состояние характеризуется величинами

Из этих уравнений вытекают зависимости

(2)

(3)

ИЛИ

2 Г12 " | 1 2 1 и\и2\У22 'UJ \U\X\3 I U 2 X 23j ' VV

(ЭоХп = 0 .

о =

Это условия геометрической совместности для двумерного де-
формированного состояния.

Тензор напряжения характеризуется следующими матрицами:

О 0 (1,

О 0 ц 2 3 ||,

причем

<*12 — 0* + а ) Yi2 + (м> — а) Y21. CT2i = (Ц + а) Y21 + (f* — а) Yi2.

Ц|3 = = (Y + е) ИП» И23 = (Y + 8) Х23> И-31 = (Y в)х13,

Ц23 =^= \Y — ®/ 2̂3* Yftjt:— Yn "1 Y22*

2̂1
0

012

022
0

0
0

033

(5)

Разрешая последние уравнения относительно составляющих Yu>
получим

1 Г я, , , , . v

Y22 = 2JT

Yl2 = 4^Г

Y21 = 4jf

2 ( Д ц) ц) 9 ] '
(6)

Для плоского деформированного состояния имеем три уравне-
ния равновесия:

+ <52012 = 0> ^1°12 + <?2022 = = 0>

J12 — 021 + ^НЧЗ + ^2И-23 = О-
(7)
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Эти уравнения удовлетворяются следующим представлением '):

Остается еще выполнить условия совместности (4). Выражая
деформации через напряжения, имеем

д'1аг2 + д]аи — 2 ^ + ^ ^ 2 (а,, -f о22)-f-yqj^-V2e ==д,д2(ст |2+а2,),

- дА (а22 — а„) + у [(<?] — д])(а12 + а21)] + -^- V2(a12 — а21) +
(9)

Подставляя в формулы (9) напряжения, выраженные через
функции F и г|;, найдем три уравнения

^ i o> (10)

— 1)1)5 = 0, (11)

Первое уравнение известно из классической термоупругости. Это
уравнение для стационарной задачи можно записать в виде

PQ, Р = 7 Г Ц 1 у Т . (Юа)

Если отсутствуют источники тепла (Q = 0), то уравнение (10а)
переходит в бигармоническое уравнение для функции Эри. Урав-
нение (11) остается без изменений.

Функции F и ij) не являются независимыми: они связаны со-
отношениями (3). Выражая входящие в эти соотношения вели-
чины через напряжения, а эти последние через функции F и ф,
получим зависимости

а, ( t — / 2v 2t) =- - Adf?2F — ва 2е,

. (Я + 2ц) (у + е) - у ( Y + е )
4ц (Я + ц) ' D — 2 (Я + Ц) '

') Mindlin R. D., Influence of Couple Stresses on Stress Concentration,
Experimental Mechanics, 3, № 7 (1963) [русский перевод: сб. Механика, № 4(86)
(1964)].
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Нужно еще поставить граничные условия, связанные с пло-
ским деформированным состоянием. Рассмотрим бесконечный
цилиндр с направляющими, параллельными оси х3, нагрузка на
боковой поверхности которого не зависит от переменной х3. На
боковой поверхности цилиндра должны быть выполнены усло-
вия

р, = ап/г, + а12л2, р2 = в21щ + о22п2, пг3 = ц31п, + ц32п2. (14)

Здесь n = (tii, n-2, 0)—составляющие единичной нормали к гра-
нице s сечения х3 = const цилиндра. Выражая напряжения че-
рез функции F и ф и учитывая, что

, , dxi dx2 , ч dx2 dx\

«, = cos (n, xx) = —r1- = - j - 1 , n2 = cos (n, x2) = —r*- = —-r*-,

представим условия (14) в виде

ds \ дх2 дх\ I ds \ дх\ дх2) " 2 >

П о э т о м у

Здесь мы ввели обозначения
s s

f\ = — \ P2 (s) ds, f2 = J p, (s) ds.

Условия (16) эквивалентны условиям

* r + & = ^ + ^ ' 5 7 - ^ = M i - / . « 2 , ^ = ^з- (17)

Особенно интересен случай, когда боковая поверхность цилиндра
свободна от нагрузок (pi = 0, р2 = 0, т 3 = 0). Единственной
причиной деформации цилиндра остаются источники тепла и
нагрев боковой поверхности. Условия (17) становятся однород-
ными. Получим

£+£-». £-». £-«• »8>
Вернемся теперь к уравнениям (10а) и предположим, что в бес-
конечном цилиндре нет источников тепла. Деформация этого
цилиндра происходит исключительно за счет стационарного на-
грева боковой поверхности; уравнение (Юа) становится одно-
родным. Предположим, что 0 = const. Тогда в силу однородных
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граничных условий (18), однородных уравнений (10) — (12) и
условий (13)

/=" = 0, г|) = 0 (19)
во всем цилиндре.

Из формул (8) вытекает, что напряжения оц, 022, on, Маз> учз
равны нулю. Единственным отличным от нуля является напря-
жение стзз, причем

Учитывая соотношения (6), получим

*зз = - х ^ е = -£а,е. (20)

13.19. Псевдоконтинуум Коссера

Братья Коссера рассматривали также упрощенную теорию,
в которой принято, что поворот локального трехгранника равен
среднему повороту поля перемещений. Итак, принято, что

y* = - j r o ! u —<» = 0. W

Однако взаимодействие сил через произвольную поверхность
тела происходит за счет напряжений оц и моментных напряже-
ний \iji. Оба тензора считаются в дальнейшем несимметричными.

Так как в выражении atj = 2цу{11) + 2ау(1/) + б.-ДУй* несим-
метричная часть тензора не исчезает, величина 2ау<г/) (либо
аА = 2ауА) может быть отличной от нуля. Величина аА = 2ауА

становится в силу наложенного кинематического допущения (1)
опорной силой в смысле Хамеля ' ) .

Подставляя в уравнения эластостатики общего континуума
Коссера (в предположении отсутствия массовых сил)2)

= 0, (2)

(Y+e) V V + (P+Y-e) grad div у л - 4 а \ д - j (у+г) V2 rot u = 0 (3)

зависимость (1) и соотношение

аА = 2avA, (4)

где аА — конечная величина, из уравнения (3) получим

a^ = - ^ - ( Y + e)V2rotu. (5)

') Hamel G., Elementare Mechanik, Leipzig—Berlin, 1912.
2) Здесь и далее оператор 2? г цУ 2 +(Х + ц) grad div; этот оператор

обычно называют оператором Ламе. — Прим. перев.
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Подставляя это выражение в уравнение (2), имеем1)

2 (u) — rot oA = 0 (6)
ИЛИ

цУ2и + (А-+ Н.) grad div и — Tota

A = 0. (7)

Учитывая (5), имеем окончательно

цУ2и + (Я. + ц) grad div u + -j (v + e) rot rot V2u = 0. (8)

Кроме постоянных Ламе [i, X, в уравнения в перемещениях вхо-
дят постоянные у и е.

В этой упрощенной теории мы получили три уравнения в пе-
ремещениях (8). Решение этой системы уравнений при учете
заданных граничных условий приводит к определению вектора и.
Из формулы (1) получим вектор о. Поэтому мы можем опреде-
лить тензоры Yfj и У,Ц.

В соотношении

V-H = Мг/, + 2ех{|/) + К А / (9)

обращается в нуль величина Xkk, ибо

div « = xkk = Y div rot u = 0.

Формулу (9) можно записать в виде

e (d/®t ~ dtai)- (10)

Симметричную часть тензора напряжений ot/ мы получим из
формулы

где

V (^« + W

Величину oaj) определим непосредственно из уравнения равно-
весия

f . I,, о (\9\

Умножая это уравнение на £цт и используя тождество

получим
0</т> = = Т {°1т °ml) = = ~ "о" €i/m^;(. /• (^)

') Н. SchaeFer, loc. cit. стр. 841.
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Работа деформации, отнесенная к единице объема, имела в об-
щей теории Коссера вид

fa + ) (14)

V).

Первый член этого выражения представим в виде

i aHyU = T K/>Y«/> + °<i/>Y<//>) = k (°,*/)Y,//,
Заметим, что в упрощенной теории Коссера член аА\А не дает
вклада в работу деформации, этот член равен нулю.

Вернемся к уравнению (8). Перемещение u = v, удовлетво-
ряющее уравнениям

g (v) = nV2v + (Я + \>) grad div v = О,

V2rotv = 0,

является частным решением уравнения (8). Здесь v —решение
однородных уравнений классической эластостатики. Общее ре-
шение уравнения (8) можно представить в виде

u = v — rot х- (16)

Подставляя формулу (16) в уравнение (8), получим уравнение

= O, (17)

служащее для определения функции х- Зная эту функцию, можно
определить величину аА. Подставляя формулу (16) в (5) и при-
нимая во внимание уравнения (15) и (17), имеем

ff* = j i rotrotz. (18)

К уравнениям в перемещениях (8) следует добавить граничные
условия. Заметим, что структура уравнений в перемещениях не
соответствует шести граничным условиям. Если на поверхности
заданы перемещения, то не удается независимо выразить нор-
мальную составляющую вектора поворота. Мы имеем пять кине-
матических граничных условий. Аналогично обстоит дело и с ус-
ловиями в нагрузках. Читателя, интересующегося этой задачей,
отсылаем к работе Койтера1), где эта задача подробно обсуж-
дена.

Теория псевдоконтинуума Коссера хорошо развита. Предло-
жено несколько общих теорем, методов интегрирования и дано
решение ряда задач. Так, Миндлин и Тирстен 2) в цитированной
. 1

') Koiter W. Т., Couple-stresses in the Theory of Elasticity, Proc. Koninkl.
Ned. Akad. von Wetienschappen, ser. BI, 67, № 1 (1964), 17 [русский перевод:
сб. Механика, №3(91) (1965)].

2) Р. Миндлин, X. Тирстен, loc. cit. стр. 799,
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выше работе обобщили представление Папковича — Нейбера
для статических задач, а также получили фундаментальные ре-
шения в бесконечном упругом пространстве. Их теоретические
выводы были проиллюстрированы несколькими примерами. Они
относятся к колебаниям плиты, крутильным колебаниям ци-
линдра и статической задаче, связанной с напряженным состоя-
нием в бесконечном пространстве со сферической полостью.

Муки и Стернберг1), а также Боги и Стернберг2) занима-
лись задачей плоского деформированного состояния. Были обоб-
щены решения Файлона и обобщена на континуум Коссера за-
дача о штампе. Особенно интересными являются следствия, ка-
сающиеся сингулярных решений для плоского деформирован-
ного состояния.

Савин3) широко развил применение функций комплексной
переменной к двумерным задачам, введя ряд обобщений и решив
несколько задач о концентрации напряжений около отверстий.

Видимо, в будущем развиваться будет общая теория конти-
нуума Коссера, теория, основы которой мы набросали в § 13.1 —
13.18. Однако ее развитие требует проведения экспериментов,
прежде всего определения всех материальных констант.

') Muki R., Sternberg E., The Influence of Couple-stresses on Singular
Stress Concentrations in Elastic Solids, ZAMP, 16, № 5 (1965).

2) Bogy D. В., Sternberg E., The Effect of Couple-stresses on the Corner
Singularity Due to an Asymmetric Shear Loading, Int. J. Solids Structures, 4,
№ 2 (1968).

3) Савин Г. Н., Распределение напряжений около отверстий, «Наукова
думка», Киев, 1968.
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