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SEINEM VEREHRTEN LEHRER UND FREUNDE
HERRN GEH. HOFRAT PROF. DR. H WIENER
IN DANKBARKEIT GEWIDMET

VOM VERFASSER

VORWORT

Das vorliegende Bindchen beschrankt sich auf das, was
dazu gehort, in das Wesen der Kartennetze einzudringen
und die in den Schulatlanten verwendeten Entwiirfe zu ver-
stehen. Unmittelbar hervorgegangen aus dem geometri-
schen Unterricht, dem ja nach den ,Richtlinien” die
Kartenlehre zufallt, will es vor allem diesem dienen, um die
mannigfachen Beziehungen zur Raumlehre, sphérischen Tri-
gonometrie, analytischen und darstellenden Geometrie ftir den
Unterricht, wie auch far die Arbeitsgemeinschaften nutzbar zu
machen. Auch der Geograph legt auf anschauliche Darstel-
lung Wert und wird schon deshalb Nutzen aus dem Heftchen
ziehen. Es werden nur ganz elementare Kenntnisse vorausge-
setzt, tiber die jeder Obersekundaner verfiigen darfte. Das hin-
dert mcht das ,,unendlich Kleine* (in Wahrheit Endliche) kurz
zu streifen, einschlieBlich der ,Indikatrix“. Einige tiber diesen
Rahmen hinausgehende Betrachtungen fanden in einem An-
hang Platz, so besonders eine elementar-geometnsche Ab-
leitung des Gesetzes der ,vergrdferten Breiten ftr MERKA-
tors Seekarte. Dort ist auch ein Modell fur das Studium der
Netzmaschen beschrieben, das tiberdies zu Schattendemon-
strationen dienen kann, um die stereographische und die gno-
monische Projektion auf jede Berlihrebene zu verwirklichen.

Ein Stichwortverzeichnis soll dem Leser ermdglichen,
sich in der grofien Zahl von Fremdwortern und zudem viel-
fach unverstiandlichen Ausdrucken zurecht zu finden, die in
der Kartenlehre gebriuchlich sind. Herr Geheimrat Prof. Dr.
H. WieNner hat mich ermutigt, entbehrliche Fremdworter
auszuscheiden; eine ganze Reihe von, wie mir scheint,
{reffenden Verdeutschungen verdanke ich ihm, so Fernbild,
Nahbild, Abbildung durch Sehstrahlen u. a. Ich glaube, im
Unterricht und an mir selbst die Erfahrung gemacht zu ha-
ben, dafl die Bedeutung des deutschen Ausdrucks mit einer
Unmittelbarkeit zum BewufBitsein kommt, die bei fremdsprach-
licher Bezeichnung nie zu erreichen ist.

Darmstadt, Juli 1928. L. BALSER.
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I. EINLEITUNG

1. Globus. — Entfernung und Winkel auf der Kugel.
(Fig.1.) Die Erde weicht in ihrer Gestalt nur sehr wenig von
einer Kugel ab; man stelit sie daher auf einer Kugel, dem
,Globus" dar. Schneidet man eine Kugel mit einer Ebene?),
so erhilt man stets einen Kreis; auf diese Weise entstehen
z.B.die ,Mittagskreise”(Meridiankreise) durch den Schnitt
mit den Mittagsebenen (Meridianebenen), die ,Bahnkreise
(Parallelkreise) durch den Schnitt der Bahnkreisebenen (Paral-
‘lelkreisebenen). Die Mittagsebenen enthalten die Kugelmitte,
die fur sie zugleich Kreismitte ist, und ihre Schnittkreise haben
deshalb den Kugelhalbmesser zum Halbmesser; man nennt
solche Kreise ,,GroBkreise” zum Unterschied z. B.von den
Bahnkreisen, die, abgesehen vom Aquator (Gleicher), einen
kleineren Halbmesser haben. Die kiirzeste Verbindung zweier
Punkte auf der Kugelfliche, ihre ,,Entfernung® oder ihr
,Abstand“, ist der kleinere der beiden Bogen des durch
sie hindurchgehenden GroBkreises.’) Man kann dies veran-
schaulichen durch-einen gespannten Faden, der ebenso wie
ein gerader Papierstreifen sich auf der Kugelilache stets in
den Bogen eines Grofikreises legt. (Will man z. B. zur Dar-
stellung eines Bahnkreises — jedoch nicht des Aquators —
ein Papierstreifchen auf eine Kugel aufkleben, so mufl man
ibm die Gestalt eines schmalen Kreisringes geben, der sich
als Kegelstumpf an die Kugeliliche anschmiegt.)

Ein Winke!l auf der Kugelfliche, z. B. der Winkel, den
die am Kielwasser erkennbare Bahn eines Schiffes mit der
Richtung nach Norden macht, ist streng genommen der Win-
kel zweier Geraden, die man sich als Tangenten je eines
GroBkreises vorstellen darf. Diese sind auch Berithrende
der Kugelflache; sie stehen auf dem Kugelhalbmesser senk-
recht und messen zugleich den Winkel der Groflkreisebenen.

1) Man vergleiche hierzu BALSER, Sphérische Trigonometrie,
Kugelgeometrie in konstruktiver Behandlung. Diese Bibl. Nr. 69,
erster Abschnitt.

2) Beweis: BALSER, a. a. O., S. 51.
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Fig.1 zeigt zwei Kugeln mit gemeinsamer Mitte; die gro-
flere soll die Erde (sehr stark verkleinert), die kleinere den
Globus darstellen.’) Bei dieser Anordnung liegt das Urbild
auf der Erde und das Abbild auf dem Globus in ein und
demselben Erdhalbmesser, zwei entsprechende Bogen haben
denselben Mittelpunktswinkel und verhalten sich daher zu-
einander wie die Kugelhalomesser. Da dieses fiir beliebige
Entfernungen zutrifft, haben {e zwei Entiernungen auf
dem Globus dasselbe Verhaltnis zueinander wie auf
der Erde.

Aber auch die Winkel sind i. w. Gr. (in wahrer Grofie)
wiedergegeben, denn ihre Schenkel laufen parallel. Jede
Figur auf dem Globus ist daher ihrem Urbild auf
der Erde ahnlich.?)

1) Die Verkleinerung, in der die Erdkugel durch einen Globus
dargestellt wird, ist eine ganz gewaltige; ein Globus von 32 cm
Durchmesser entspricht einem MaBstab von etwa 1: 40000000, da
die Lange der Erdachse rund 2.6400000 m betragt. — Ein Bild,
das die Erde und den Globus in ihrer gegenseitigen Lage ver-
anschaulichen soll, kann die Gro8enverhiltnisse auch nicht an-
ndhernd wiedergeben. Das Lotbild Fig. 1 zeigt zwei um dieselbe
Mitte konstruierte Kugelin, deren Halbmesser sich wie 1:3 ver-
halten; hier sind also nicht nur Erde und Globus stark verklei-
nert, sondern zudem die Erde weit mehr als der Globus.

2) Die Ahnlichkeil im Raum wird festgelegt als Nahab-
bildung (vgl. Nr. 2.), derart, daBl alle Sehstrahlen durch Ur- und
Abbild in demselben Verhiitnis geteilt werden. Die Verhiltnis-
gleichheit gilt dann auch fir Stiicke einer Sehstrahlebene,
in unserem Fall einer Grofikreisebene. Durch Vertauschung der
Innenglieder gelangen wir zu einer Verhiltnisgleichung, die be-
sagt, daB zwei Stiicke des Abbilds sich zueinander verhalten wie
die entsprechenden des Urbilds. Die Vertauschung liefert also
nicht sowohl eine andere Form derselben Aussage, als viel-
mehr eine neue Aussage. — Das ist auf anderen Gebieten eben-
so; Beispiel aus der Physik: Wir belasten eine Spiralfeder mit
verschiedenen Gewichten x;, x,,... und beobachten die elasti-
schen Verlangerungen y,, ¥, , . . .; zunichst kénnen wir nur solche
GroBen ins Verhaltnis setzen, die mit demselben MaB gemessen
werden; wir gelangen zu der Verhiltnisgleichung y, : y, = X; X,
Um nun zwei Groflen, die demselben Versuch angehoren, in Ver-
bindung zu bringen, vertauscht man die Innenglieder der Ver-
héltnisgleichung und findet, daB die Mafizahlen von Verlange-
rung und Belastung einen festen Quotienten ergeben, namlich
Y :x =y, :X=-..=yi1x=C; y=c-X. (Bei umgekehrten Ver-
hdltnissen  bildet man die Produktengieichung der Innen- und
Auflenglieder; vgl. auch Nr. 7.)
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Fig. 1. Der Globus, ein ahnliches Bild der Erdkugel.

Ein Flachensttck auf dem Globus verhilt sich zu sei-
nem Urbild wie die Quadrate der Kugelhalbmesser. Zwei
Lander haben daher auf dem Globus dasselbe Flichen-
verhaltnis wie auf der Erde.)

Trotz dieser Vorztige des Globus ist seine Anwendbarkeit
beschrankt. Denn es ist unméglich, itr Bilder jeden, auch
des groBten Mafistabes Kugeln oder Teile von solchen be-
reit zu halten, zumal die Anderung des Mafistabs jedesmal
den Ubergang zu einer anderen Kugel nétig macht.

Man bedient sich daher ganz vorwiegend der ,,Karten
d.h.ebener Bilder der Erd- und Himmelskugel, denn
diese konnen auf dem Reifibrett hergestellt werden. Streng
genommen sind ja unsere kéauflichen Globen nicht auf der

1) Bei zahlreichen astronomischen Untersuchungen bleiben die
Entfernungen der Gestirne vom Beobachter (richtiger von der
Erdmitte) auBer Betracht. Man macht dann die vereinfachende
Annahme, daBl alle Gestirne auf derselben nHimmelskugel
lagen, deren Halbmesser natdrlich ganz willkiirlich ist. Obwohl
nun zwischen Himmelskuge! und Himmelsglobus Ahnlichkeit be-
steht, kann der Begriff des MaBstabes wegen der in Rede
stehenden Willkiir weder auf diesen noch auf Sternkarten An-
wendung finden.
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Kugel, sondern auf dem Reiflbrett auf Papierstreifen gezeich-
net und beim Aufkleben verzerrt.

2. Aufgaben der Kartennetze. Die einfachsten Bilder
raumlicher Gegenstinde sind vielleicht die Schatten, die
die Sonne auf eine ebene Flache — sie sei Bildtafel oder
kiirzer ,Tafel” genannt — erzeugt. Sie entstehen durch ge-
rade Lichtstrahlen, die untereinander paraliel sind. Die
Strahlen einer irdischen Lichtquelle laufen nicht parallel;
wenn die Lichtquelle aber recht weit von der Tafel entfernt
ist, so weicht das Schattenbild von dem durch die Sonne
entworfenen Bild unmerklich ab. Im allgemeinen erzeugen
wir ebene Bilder raumlicher Gegenstinde mittels,,.Sehstrah -
len“, indem wir von einem festen Punkt, dem,Auge”, Ge-
raden nach den abzubildenden Punkten legen und sie mit
der Tafel schneiden. Wir nennen ein so entstandenes Bild
ein ,Nahbild“ zum Unterschied von einem durch parallele
Sehstrahlen erzeugten ,,Fernbild®, bei dem wir uns das
Auge unendlich fern denken. Wird die Tafel von den Seh-
strahlen senkrecht getroffen, so sprechen wir von einem
,Lotbild* bei schieiem Einfallen der parallelen Sehstrahlen
von einem ,Schragbild®}?) .

Alle derartigenBilderwerden gewdhnlich,,Projektionen*
genannt; dieser Ausdruck ist aber doppeldeutig, weil er nicht
nur.auf das Bild, sondern auch auf das Abbildungsverfahren
angewandt wird. Ganz abwegig ist es aber, von ,,Karten-
projektionen" zu sprechen, weil die Kartenbilder — diese
sind ndmlich gemeint — nur ganz ausnahmsweise auf die
eben beschriebene Art mittels Sehstrahlen entstehen. Wir
ersetzen daher das Wort ,Kartenprojektionen” mit HammeRr 2)
durch ,Kartennetze®, weil es, wie wir gleich sehen wer-
den, im wesentlichen auf die Wiedergabe des Gradnetzes
ankommt,

Die Karten kénnen als ebene Bilder der Kugelober-
flache nie dem Urbild d4hnlich sein. Zum Beweis dieses
grundlegenden Satzes denken wir uns auf der Kugel drei

1) Jede Ebene, die das Auge enthalt, heifit,,Sehstrahlebene;
ihr Schnitt mit der Tafel ist als Bild aller in der Sehstrahlebene
liegenden Figuren zu betrachten. Far jede solche Figur entartet
das Bild in eine Gerade. (Vgl. Nr. 15, 18, 23, 25).

2) HAMMER, Entwarfe geographischer Karten. (s. Lit.-Verz.).
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Punkte (Fig.1); ihre kiirzesten Abstinde sind, wie oben er-
wihnt, Bogen von GroBkreisen, in der Ebene aber Stiicke
von Geraden. Sollen also die Abstinde auf der Kugel durch
die kiirzesten Verbindungslinien wiedergegeben werden, so
mufl dem Kugeldreieck ein ebenes Dreieck mit geradlinigen
Seiten entsprechen. Das 148t sich sehr wohl erreichen, indem
man die Kugel aus ihrer Mifte durch gerade Strahlen ab-
bildet: Nahbild aus der Kugelmitte auf eine beliebige Ebene,
etwa eine Bertihrebene (Nr. 18, Fig. 27, u. Nr. 23, Fig. 36).
Nun ist die Winkelsumme in einem ebenen Dreieck stets
180°% im Kugeldreieck aber verinderlich und immer grofier als
180°Y); daher ist ein Bild der Kugeliliche, das die Grof-
kreise als Geraden erscheinen laft, mit Winkelverzerrungen
behaitet. Denkt man sich z. B. ein Dreieck, dessen Grund-
linie auf dem Aquator liegt, wahrend seine Spitze in den Pol
fallt, so sind die Winkel an der Grundlinie beide je 90°,
der Winkel an der Spitze aber beliebig: er kann recht, spitz
oder stumpf sein. Man erkennt daraus die Unmoglichkeit,
die Kugel auf die Ebene &hnlich abzubilden.

Alle unsere Karten zeigen mithin Verzerrungen indem
im allgemeinen weder die Flachen noch die Winkel ihre
Grofie behalten. Die Abstinde zweier Punkte sind (auer bei
demNahbild aus der Kugelmitte) im allgemeinen nicht durch ge-
rade Strecken wiedergegeben, sondern durch krumme Linien,
so dafl die Sehnen, durch die man zwei Punkte, z. B. einer
krummlinig gezeichneten Mittagslinie verbinden kann, auf
der Erde einen lingeren Weg darstellen als die Bogen.

Da nun Ahnlichkeit nicht zu erzielen ist, ergibt sich die
Frage nach den Eigenschaften, die sich erreichen lassen,
und die fiir eine Karte wichtig sein kénnen.

Will man sich eine Ubersicht tiber die Grofe der ver-
schiedenen Lander verschaffen, so kommt es darauf an, eine
flaichentreue Karte zu konstruieren, auf der die einzelnen
Linder dieselbe Grofie haben, wie auf einem Globus von
entsprechendem Halbmesser. Ohne auf den Globus zuriick-
zugehen, kann man eine flachentreue Karte als eine solche
erkldren, bei der alle Lander dasselbe Fldchenverhilt-
nis zueinander haben wie auf der Erde. Die Flichen-

1) Beweis: BALSER, a. a. O., S. 9.
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treue wird, wie oben bewiesen, durch Winkelverzerrungen
erkauft (Nr. 91f., Fig. 8). — In anderen Fillen sind winkel-
treue Karten notig, d. h. solche, die alle Winkel in wahrer
Grofle wiedergeben; sie miissen Flachenverzerrungen aui-
weisen, so die in ,,Merkators Projektion“ entworfenen
Seekarten (Fig. 10, Nr. 9). Dieser winkeltreue Entwurf zeigt
die Polarldnder ungeheuer vergroflert gegeniiber denen in
der Nahe des Aquators. Diese Karte mul man sich zu einem
Zylinder zusammengerollt denken; denn die Erde ist hier
zunéchst auf den langs des Aquators berihrenden Zylinder
entworfen, dann ist dieser Zylinder in die Ebene ausgebrei-
tet, wie man sagt, ,,abgewickelt*.

3. Mafistab. — Gradnetz auf der Kugel. Jede Karte
gibt die Erde oder einen Teil derselben in verkleinertem
Mafistab wieder; wir stellen uns deshalb zur Vereinfachung
der Betrachtung die Aufgabe, nicht die Erde selbst, sondern
einen Globus von passender Groflie moglichst getreu auf ein
ebenes Kartenblatt abzubilden (genaueres tiber den Ma8-
stab Nr.21). Dementsprechend verwenden wir die fur den
Erdhalbmesser iibliche Bezeichnung R als solche fiir den
Halbmesser unseres Globus.

Die Naturtreue der Abbildung beurteilt man am einfach-
sten, indem man das aui dem Globus eingezeichnete ,,Grad-
netz* mit seinem ebenen Bild vergleicht (vgl. Anhang Nr. 25).
Dabei werden die Mittags- und die Bahnkreise in gleichen
Winkelabstdnden angenommen. Die Kugelfldche zerfallt durch
die ,Netzlinien* in ,Netzmaschen", die innerhalb der-
selben Zone einander vollig gleichen, wihrend sich Form
und Grofie andert, wenn man vom Aquator polwarts wan-
dert. Die Bogen der Mittagskreise sind tiberall die gleichen,
die Bahnkreisbogen werden aber kleiner und kleiner, um
am Pol ganz zu verschwinden. — Je zwei zum Aquator
spiegelige Teile des Netzes lassen sich zur Deckung bringen.

Man hat bei Abbildungen, besonders auch im Raum, streng
zwischen Deckgleichheit und Spiegelgleichheit (Stilpung)
zu unterscheiden. So liefert die Spiegelung am Aquator kein
deckgleiches Bild; nur dadurch, daB die einzelne Netzmasche
in sich spiegelig ist, wird die Deckung zweier Maschen entgegen-
gesetzt gleicher Breite ermoglicht, namlich durch die Umwendung
um einen in der Aquatorebene liegenden Kugeldurchmesser. Die
beiden Maschen kommen aber unter Vertauschung von Ost und
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West (und von Nord und Siid) zur Deckung. Der Umlaufsinn
stimmt nicht, das Zeichen der Spiegelgleichheit. Die Spiegelung
an dem Aquator fithrt jeden Punkt der Kugel in den Punkt
iber, der die gleiche Lange, aber entgegengesetzte Breite hat.
Die Spiegelung an der Kugelmitte vertauscht je zwei Gegen-
punkte, also solche, die entgegengesetzte Lange und Breite haben;
punktspiegelige Figuren auf der Kugel sind nicht deckgieich, da
der Sinn durch die Spiegelung umgekehrt wird. Dagegen liefert
die Folge der beiden Spiegelungen an der Aquatorebene und
an der Kugelmitte eine deckgleiche Abbildung, indem die zwei-
malige Umkehrung den urspriinglichen Sinn wieder herstellt. Die
Folge beider Spiegelungen vertauscht die Langen, die Breite
bleibt aber erhalten; die Folge ist nadmlich die Umwendung um
die Erdachse. — ‘

4. Trapez-, Rechteck- und Quadratkarte. Denkt man
sich das Gradnetz recht engmaschig gezogen, so dafi die
Bogen, die eine Masche begrenzen, von ihren Sehnen nicht
mehr zu unterscheiden sind, so stellt sich jede Masche als
ein gleichschenkliges Trapez dar. Man kann die Winkelab-
stinde sogar so klein wahlen, dafl die Langen der benach-
barten Bahnkreisbogen nicht mehr voneinander zu unter-
scheiden sind, und die Masche zum Rechteck, am Aquator
zum Quadrat wird. Wandert man polwérts, so behalten
die Rechtecke ihre Hohe bei, ihre Breite (von West nach Ost
gemessen) wird aber kleiner und kleiner. Nun verhalten sich
die Umfange zweier Kreise wie ihre Halbmesser, und ebenso
verhalten sich die zu gleichen Mittelpunktswinkeln gehorigen
Bogen. Daraus folgt, dafl sich die Breite eines solchen Recht-
ecks zur Hohe verhalt wie der Halbmesser ¢ des betreffen-
den Bahnkreises zum Erdhalbmesser R; dieses Verhaltnis
ist aber (Fig. 15) ¢ : R = cos @, wo @ die geographische
Breite bezeichnet. Da cos 48° etwa 2/3 ist, kann man eine
Kartenskizze von Siddeutschland (Fig. 2) in ein Netz von
Rechtecken eintragen, deren Breite zwei Drittel der Hohe
betragt. Allerdings wirde ein solches Netz nur ftir eine Karte
von verschwindend geringer stid-nordlicher Ausdehnung statt-
haft sein; nur, weil man es bei einer Skizze so genau nicht
nehmen darf, ist die Ausdehnung auf grofiere Breitenunter-
schiede gerechtfertigt. Denn je weiter man nach Norden
geht, desto kleiner wird cos @; bei 60° betragt er nur noch
1 so daB in dieser Breite die Seiten der Rechtecke sich
wie 1:2 verhalten miiiten. — Nichtsdestoweniger hat man
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Fig. 2. Rechteckskarte.
Sidwestdeutsches Stufenland.

sich frither trapeziormiger, rechteckiger und quadratischer
Netze bedient, wovon spéter die Rede sein soll; hier han-
delt es sich nur darum, eine Vorstellung von der GréBe und
Gestalt der Netzmaschen zu gewinnen, indem man sie durch
ebene Figuren ersetzt, was im ,,unendlich Kleinen" (vgl. auch
Nr. 11 Anm.) statthaft ist.

Anm. Die Rechteckskarte denkt man sich auf einen Zylinder
entworfen, der lings des mittleren Bahnkreises in die Kugel ein-

schneidet.

5. Seemeile. — Abweitung. — Bogenmafi. Bei Festle-
gung des Mafistabes wird gewdhnlich nicht der Erdhalb-
messer R zugrunde gelegt, sondern eine Entfernung auf der
Erdoberflache. Der Seemann benutzt als Einheit ftir seine
Entfernungsmessungen die ,,Seemeile® (sm), d.i. der Bo-
gen einer Bogenminute des Grofikreises. Da das Meter der
zehnmillionte Teil des Erdquadranten ist, erhalt man fiir 90°
einen Bogen von 10000000 m = 10000 km, also fur eine
Bogenminute den Wert von 10000000 :5400 = 1852 m;
das ist also die Ldnge einer Seemeile in Metern.
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Daneben spielt fiir die Nautik die Linge von Bahnkreis-
bogen eine grofie Rolle. Die inSeemeilen ausgedriickte
Linge eines Bahnkreisbogens heifit in der See-
mannssprache ,,Abweitung”. Legt man auf dem Aqua-
tor einen Weg von 60 sm zurtick, so entspricht das einem
Grad; segelt man dagegen unter der Breite von z. B. 60°
genau nach Osten, so ergibt die Abweitung von 60 sm einen
Langenunterschied von 2° weil einem Grad in dieser Breite
nur ein Weg von 30 sm entspricht. Allgemein ist die

Abweitung je Minute in der Breite ¢ = cos ¢ sm.

Besteckrechnung. Der Seemann liest am Kompafi den
,nKurs* ab, d. h. den Winkel «, den die Fahrtrichtung mit der
Mittagslinie bildet; auerdem bestimmt er mittels der,,Logge*?),
wieviel Seemeilen das Schiff in der Stunde zuriicklegt. Daraus
berechnet er die Entfernung, die er seit der letzten Kursénderung
zuriickgelegt hat, die ,gutgemachte Distanz* d. Um den
neuen Schiffsort zu finden, mufl man ermitteln, wieviel Bogen-
minuten das Fahrzeug in nordlicher, und wieviel in 0stlicher Rich-
tung zurtckgelegt hat. Zu diesem Zweck denkt man sich die
Wasserflache als eben, wodurch die Distanz d zu einer geraden
Strecke, zu einem Fahrstrahl (Vektor) v wird. Dieser 1ag8t sich
dann nach dem ,,Dreieck der Wege*® zerlegen. Der Fahrstrahl
ist Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks, dessen Katheten in
der Sad-Nord-, bzw. der West-Ostrichtung liegen. In der Geodasie
legt man die x-Achse nach Nord, die y-Achse nach Ost, so daB,
abweichend von der in der Mathematik iblichen Zahlweise, die
Drehung mit dem Uhrzeiger als positiv gilt. Bezeichnet man

1) Die Logge besteht aus der ,Loggleine*, die in gleichen
Abstinden mit Knoten versehen ist und am Ende ein Brettchen
tragt. Dieses ist mit Blei beschwert, so daB es, ins Wasser
geworfen, in aufrechter Stellung schwimmt, gewissermaen im
Wasser feststeht, wahrend das Schiff weiterfahrt. Der Lotse be-
obachtet nun, wieviel Knoten ihm wéhrend der ,Loggzeit*
durch die Finger laufen. Diese Zahl gibt — so ist die Logg-
zeit bzw. die Entfernung der Knoten bemessen — die Anzahl
der Seemeilen an, die das Schiff in der Stunde zurtcklegt; ein
Schiif ,,lauft 25 Knoten*, heifit also, es legt in der Stunde 25 sm
zurtick.

2) Meist spricht man vom ,,Parallelogramm* der Wege, der
Geschwindigkeiten, der Beschieunigungen und der Krafte anstatt
vom Dreieck oder Vieleck, obwohl weder bei der Herleitung
noch bei der Konstruktion ein Parallelogramm benutzt wird; dieses
enthalt vielmehr nur den Beweis fir die Vertauschbarkeit der

1x3
»Summanden*: =145
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(Fig.3) den in die x-Richtung ge-
drehten Fahrstrahl') mitry, den
in die y Richtung gedrehten mit
ry, die Lotbilder des Fahrstrahls
auf die beiden Achsen aber mit
t und 7, so gelten die Gleichun-
gen:

2 *» r=cosa-.r,, n=sin T,

und der Fahrstrahl r erscheint
als ,,geometrische Summe* der
. Fahrstrahlen ¢ und 13:

=r41.
Da die Distanz d in Seemeilen
2y ausgedrackt war, gilt dies auch
Fig. 3. p=cosa-t,; n=sine-ry, fiirdie berechnetenKatheten. Die

erstere liegt auf einem Grofi-
kreis, so da die Anzahl der Seemeilen zugleich die Anzahl der

Bogenminuten angibt. Die in der Richtung des Bahnkreises lie-

1) Im Gegensatz zu den Fahrstrahlen (Vektoren) stehen die.
(reinen) Zahlen, wie wir sie z. B. in den trigonometrischen Funk-
tionen kennen. — Das Verhé#ltnis zweier Fahrstrahlen, die
in derselben Geraden (,Wirkungslinie*) liegen, ist stets
eine (positive oder negative) Zahl; umgekehrt geht ein Fahrstrahl
durch Multiplikation mit einer reeilen Zahl in einen Fahrstrahl Giber,
der in derselben Geraden liegt. Es wire deshalb falsch, wenn man den
Kosinus und den Sinus etwa als das Verhalinis erklaren wollte,
in dem das Lotbild eines Fanrstrahls zu diesem selbst steht;
falsch, weil beide nicht in derselben Geraden liegen. Die obigen
Gleichungen enthalten dagegen eine einwandireie Erklarung, die
iiberdies auf Winkel aller Quadranten anwendbar ist. Frage: Was
wiirde sich aus der oben beanstandeten Erklarung fiir cos 180°
ergeben, wenn man bedenkt, dafi in dem Augenblick, wo der
veranderliche Winkel « den Wert 180° annimmt, das Lotbild mit
dem Fahrstrahl zusammenfallt? Antw.: der falsche Wert 4 1 statt
— 1. Dieser logische Widerspruch 14fit sich durch die ,,Vorschrift*,
daB der Fahrstrahl ,absolut zu nehmen“ sei, nicht beseitigen.
Wollte man oibrigens einen Fahrstrahl mittels einer Zahl festlegen,
so mifBte das eine komplexe Zahl, die wir vorhin nicht vor-
aussetzien, sein: Darstellung der komplexen Zahlen nach Gauf
durch die Punkte einer Ebene oder durch die Fahrstrahlen, die
man aus dem (Koordinaten-) Ursprung nach diesen Punkten zieht.
In dieser Auffassung sind die Haibmesser eines um den Ursprung
beschriebenen Kreises nicht gleich, weil sie verschiedene Rich-
tung haben. Ganz dhnlich ist ja auch die Geschwindigkeit eines
Punktes, der einen Kreis mit fester Winkelgeschwindigkeit durch-
lauit, nicht fest, die Bewegung nicht gleichformig; ware sie es,
so ware die Beschleunigung Nulll Vgl. z. B. Maxwell, Substanz
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gende Kathete muB aber noch in Bogenminuten verwandelt
werden, indem man sie durch cos ¢ dividiert. In der Breite
von 60° z. B. mafite man den in sm ausgedriickten Bahnkreis-
bogen mit 2 multiplizieren, um die in ost-westlicher Richtung
gutgemachte Entfernung in Bogenminuten zu verwandeln. Schlie3-
lich hat man die errechneten Bogenminuten algebraisch zu ad-
dieren zu den fiir den Ausgangspunkt ghltigen Werten, um die
geographischen Koordinaten des neuen Schiffsortes zu erhalten.
(Vgl. Nr. 17; ferner MOLLER, dem der folgende Satz wortlich ent-
nommen ist.) — ,,Die Seekarten in MERKATORS Projektion zeigen
an den Randern eine Einteilung, meist in Bogenminuten; man
kann dann an den seitlichen Randern eine Seemeile abgreifen,
natdrlich nicht am oberen oder unteren Rand, weil dort die Bogen-
linge des Bahnkreises auftritt.*

Fahrstrahlen von gleicher Lange aber verschiedener Richtung
sind oben durch die Bezeichnung unterschieden: r, r,, ry; diese
grundsatzilich wichtige Unterscheidung babe ich in meiner ,Sphar.
Trigon.'* Nr. 32 unterdriickt. — Nach dem oben Gesagten konnte .
man die Erkiirung des Kosinus und des Sinus etwa wie folgt fassen :
Der Kosinus ist das Verhaltnis des auf die x-Achse ge-
loteten Fahrstrahls zu dem in die positive x-Achse ge -
drehten Fahrstrahl,derSinus das Verhdltnis des auf die
y-Achse geloteten Fahrstrahls zu dem in die positive
y-Achse gedrehten Fahrstrahl.

Durch die Rechnung nach Seemeilen spart der Seemann
die Umrechnung eines Mittelpunktwinkels in den zugehdri-
gen Bogen, die wir fiir unsere Betrachtungen nicht immer
entbehren konnen. Im Kreis vom Halbmesser Eins gehort zu
einem Winkel von o« ein Bogen von «®: (180°: 7) = o : ¢°
(e®*=57%29 5780; log ¢ =1,75 8123; BALSER, a.a.0,, Nr. 4).
Dieser Bogen (arcus) wird mit arc « bezeichnet; es ist mithin
arc « = a : g¢. Im Kreis vom Halbmesser R gehért zum Win-
kel « der Bogen R-arc «; wihit man aber den Halbmesser R
zur Langeneinheit, so ist der in dieser Einheit ausgedriickte
Bogen gleich arc « (BaLser a. a. O., Nr. 16). — Fithrt man an
Stelle des Gradmafles « unmittelbar das Bogenmafl x =arc«
in die trigonometrischen Funktionen ein, so erhalt man z. B.

und Bewegung, deutsch von Fleischl, Braunschweig, 18817 Vieweg
u. Sohn, S. 105, wo der Hodograph behandelt ist; ferner Wiener,
Geometrische Ableitung der Additionssétze fiir Hyperbelfunktionen,
Archiv d. Math. u. Phys, Ill. Reihe. XVII, S. 25. Dieser 1910 ge-
schriebené Aufsatz enthdlt bereits die oben angegebenen Er-
klarungen des Kosinus und des Sinus. Uber Vektoren vgl. auch
Peters, Vektoranalysis, diese Bibl. Nr. 57, 1924 %,
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ftir kleine Winkel die Gleichung sin x = x; sie besagt, daf
der Sinus eines (im Bogenmafl gemessenen) kleinen Winkels
x diesem Bogen x nahezu gleich sei.

6. Abplattung. Wir hatten seither die Erde als Kugel, die
Mittagslinien als Kreise betrachtet; im Kreis gehoren zu
gleichen Mittelpunktswinkeln gleiche Bogen; der sogenannte
,Mittagskreis“ ist aber streng genommen kein Kreis, sondern
eine Ellipse, deren kleine Achse 2b von der grofien 2a
allerdings nur sehr wenig
abweicht, die Erde ist ein
sogenanntes  ,Sphiroid“.
Die Abplattung, d. h. der

. —b
Quotient aT, hatdenWert

1 .
von etwa 300° Immerhin

kommt bei Karten grofien
Mafistabs die elliptische Ge-
. - stalt des ,Mittagskreises®

B A e heaite ian in Betracht. Daher muB die
Erklarung der geographi-

schen Breite auf diesen Umstand Riicksicht nehmen: man
versteht (Fig. 4) unter der geographischen Breite
denWinkel,den die Scheitellinie mit der Aqua-
torebene bildet; dieser Winkel ist aber gleich der Pol-
hohe, weshalb beide oft als identisch auigefait werden.
Fig. 4 zeigt die Einteilung des Ellipsenquadranten nach
Breitenabstianden von 30°; man erhilt die Einteilung (nach
Zoppritz-Bludau [, S. 40) in folgender Weise: An Stelle des
Winkels, den das Lot in dem Ellipsenpunkt mit der grofen
Achse der Ellipse bildet, tragt man den gleichen Winkel,
den die Beriihrende mit der kleinen Achse einschliet, im
Ende der kleinen Achse an. Den freien Winkelschenkel schnei-
det man mit der Ellipse und verbindet den Schnittpunkt mit
dem Gegenscheitel. Die so erhaltene ,Erganzungssehne®
gibt die Richtung des der Bertihrenden gepaarten Durch-
messers (BALSER, a.a.0.,Nr.7). Der zu dieserErginzungssehne
parallele Durchmesser schneidet also aus der Ellipse zwei
Punkte der geforderten Breite aus. Der zu einem Grad ge-
horigeBogen ist amAquator kleiner als amPol (BALSER, a. a. O.,
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Nr.35).)) Bei der Lehre von den Kartennetzen nimmt man
meist auf die elliptische Gestalt der Erde keine Riicksicht. In
Fig. 4 betragt die Abplattung etwa .

II. EINIGE FLACHENTREUE ENTWURFE

7. Formel fiir die Flache der Kugelzone. Wir wenden
uns nun einigen flachentreuen Entwiirfen zu, die sich un-
mittelbar aus den Formeln fiir die Oberiliche der Kugel und
ihrer Teile ergeben. Wir gehen aus von der Berechnung des
Mantels eines geraden Kegelstumpfes. Dieser kann
bekanntlich in einen Ausschnift eines Kreisrings abgewickelt
und dann als Trapez berechnet werden; man findet

M=2xm-3@r+71)-s,

wo s die Lange der Seitenlinie, r und r die Halbmesser der
begrenzenden Kreise sind. Die Formel gilt auch ftir die beiden
Grenzfille des Kegels (' = 0) und des Zylinders (' = 7).
Wir ersetzen (Fig. 5) die Stticke r 4+ r° durch die Hohe A
und die Linge n der Flichennormalen, die in der Mitte der
Seitenlinie errichtet ist, gemessen von dieser Mitte bis zum
Schnitt mit der Achse des Drehkoérpers. Wir betrachten zu
diesem Zweck den Achsenschnitt, der bei der Drehung um
die Achse den Drehkdrper (die Drehfliche) erzeugt. Wir
loten den oberen Grundkreis auf den unteren, ziehen die
Normale n und die Mittellinie des Trapezes; letztere hat die
Linge r 4 r'. Es entstehen zwei ahnliche rechtwinklige Drei-
ecke, die s bzw. n zur Hypotenuse und k bzw. § (r + r) zu
entsprechenden Katheten haben. Daher ist’

h:s=%L(r+r1r):n=cose,

wo o« den Winkel bedeutet, den die Hohe mit der Seiten-
linie macht. Aus der Verhaltnisgleichung folgt die Produkten-

1) Die Linge eines Grades der Mittagsellipse in der Breite ¢

. p2

ist 1= Va(l - ° )2 .m; hier bedeutet & die numerische Exzen-
1 —¢&*sin®g

trizitat: & = %, e=7a*—b?, und es ist m= %, (GRETSCHEL,

S. 42),
Math.-phys. Bibl. 81: Balser, Karienlehre 2
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gleichung h+-n=s- 5(r 4+ r'). Daher kann die Formel fir
den Mantel auch in der Form geschrieben werden:

r M=2anh.
sEn L FrrY) Diese Formel gilt ebenso wie die,
= ,]m [UTIPP von der wir ausgingen, auch ftr die

T EJ’V Grenziille des Kegels und Zylinders.

' Die Kugelzone ist ein Sttick der
Kugelfldache, das von zwei Bahn-
kreisen?!) begrenzt wird. Wir teilen die Zone durch Bahn-
kreise in Streifen von so geringen Hohen A, 1”,..., daB die
entstehenden Zonen als Mantel von Kegelstiimpfen betrachtet
werden koénnen. Die Normalen n dieser Zonen sind alle unter-
einander gleich, namlich gleich dem Kugelhalbmesser R,
ihre Flachen sind also der Reihe nach gleich

2nR-h,27R-H",...;
die ganze Zone mithin
Z=2xR-(W +H +---),
also Z=2xR-h.

8. Kugelhaube. Diese Formel gilt auch itur den Grenzfall,
dafl die Kugelzone zur Kugelhaube ausgedehnt wird, indem
der obere Grenzkreis in den Pol zusammenschrumpit. —
Wird die Kugelhaube zur Kugelfliche, indem auch der andere
Grenzkreis in den Gegenpol zusammenschrumpft, so ergibt
sich die Kugeloberildche

K=4aR®.

Fur die Fliche der Kugelhaube erhilt man noch eine andere
Formel, wenn man (Fig. 6) die Hohe der Haube durch deren
Sehne s ausdriickt, diese gerechnet vom Pol bis zu einem
Punkt des Bahnkreises. Zieht man namlich im Achsenschnitt
die Ergénzungssehne, die den Randpunkt mit dem Gegenpol
verbindet, so erscheint s als Kathete eines rechtwinkligen

Fig. 5. M=2n -R- h.

1) Der Anschaulichkeit halber sowie zur Vereinfachung des
Ausdrucks bedienen wir uns der aus der Erdkunde geldufigen
Vorstellungen; die Allgemeingiiltigkeit der Betrachtungen wird
dadurch nicht beeintrachtigt.
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Dreiecks, das die Erdachse zur Hypotenuse und die Hohe
der Zone zur entsprechenden Kathetenprojektion hat. Es ist

daher s?=2R-h, 7
mithin die Flache der Haube
H = ns2. -7

9. Geometrische Deutung: Archi-
medes’ windschiefer Entwuri. Die
Formel fiir die Kugelzone Z=2=nR-h
148t eine einfache geometrische Deu- \
tung zu (Fig.7):DieZoneistflachen- Fig.6. s* =2R - h.
gleich dem Mantel eines Drehzy-
linders, der den Halbmesser der Kugel zum Halb-
messer und dieHohe derZone zur Hohe hat. Die ganze
Kugelflache wird daher flachentreu auf den Mantel eines Zylin-
ders abgebildet, der die Kugel langs des Aquators beriihrt und
der den Durchmesser der Kugel zur Hohe hat. Schneidet
man diesen Zylindermantel mit den Bahnkreisebenen, so
zerfdllt er in Streifen, die jedesmal den entsprechenden

P

L=

2
\

71N

7

\

NN/ |

Fig. 7. Archimedes’ windschiefer Entwurf.

Kugelzonen flachengleich sind. Schneidet man endlich auch
die Mittagsebenen mit dem Zylinder, so zerfallt jeder Streifen
in Rechtecke, die untereinander und mithin auch den Maschen
der Kugel flachengleich sind. Die Abwickelung des Zylinder-
mantels liefert ein ebenes flachentreues Bild der Kugelfliche.?)

1) Um die Abwickelung zu erhalten, muB man den Umfang
des Aquators 2= R, also rund 3} des Durchmessers d, abtragen.
Man verdreifacht den Durchmesser, nimmt dann nach dem Augen-
mafl 3 des Durchmessers (etwas mehr als }) in den Spitzenzirkel
und tragt die Strecke (n. H. WIENER) 4 mal (nicht 7mal) auf dem
Durchmesser ab. Die 4. Teilstrecke mufl dann durch die Mitte des
Durchmessers halbiert werden. Ist aber die Zirkeloifnung um das

2*
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Dieses Verfahren war bereits ArcHimEDEs bekannt. Die
Kugel wird hier nicht einheitlich (aus einem festen Auge)
abgebildet, sondern jeder Bahnkreis aus seiner Mitte. Alle
Sehstrahlen sind dem Aquator parallel, untereinander aber

. <
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Fig. 8. Archimedes’ windschiefer Entwurl, flichentreu.
(Afrika, Sddamerika.)

im allgemeinen windschief. Das inRede stehende Netzwird des-
halb Archimedischer windschiefer Entwurf genannt.

Stiick x zu grofl geraten, so liegt zwischen dem dritten Teilpunkt
und der Mitte der Strecke

1 d d
—Z—d—S-(7+x>=ﬁ—3x,

zwischen der Mitte und dem 4. Teilpunkt aber die Strecke

d 1 d
4(—,7-+x>——2~d=~ﬁ+4x.

Der Unterschied der beiden Teilstrecken betrigt somit 7x, das
7fache des Fehlers. Man verandert also die Zirkeldtinung nach
dem Augenmaf um 4 des Unterschieds; so wird es meist schon
bei dem zweiten Versuch gelingen, den Fehler unmerklich klein
zu machen. — Oft ist es zweckmafig, nicht d . x sondern R- =
zu konstruieren, Man wird dann den Durchmesser um den Halb-
messer verlingern und die Teilung vornehmen, wie oben be-
schrieben. Das Ende der 11. Teilstrecke bezeichnet den End-
punkt der gesuchten Strecke Rx. — Verlangert man den Durch-
messer um vier Siebentel, so erhilt man 1,} +d oder —;»nd, und man
spart die Verdreifachung des Halbmessers.

Wahrend in Fig. 7 die Abstinde der Bahnkreisbilder un-
mittelbar der Kugel entnommen sind, wurde in Fig.8 die Lange
von 140 Graden des Aquators angenommen, daraus der Erdhalib-
messer R berechnet und daraus wieder die Hohen y = R.sin ¢
(wegen der Indikatrix siehe Anhang Nr.21).
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Obwohl die Netzmaschen flichentreu abgebildet sind,
gleichen die Rechtecke ihren Urbildern der Gestalt nach nur
in der Nahe des Aquators, weichen aber nach den Polen hin

Fig. 9. Quadratische Plattkarte, vermitielnd. (Afrika, Siidamerika.)

mehr und mehr von ihnen ab. Der Pol selbst ist sogar in eine
Strecke auseinandergezogen; man spricht von einer Aus-
artung und sagt, der Pol artet in eine Strecke aus:
der Pol hat unendlich viele Bilder, entsprechend der Tat-
sache, dafd seine geographische Lange unendlich vieldeutig ist.
Die Karte ist im Pol unbrauchbar, die Ausartung als soiche ist
aber von grofler Bedeutung; sie zeigt, wie vorsichtig man
mit mathematischen Schliissen sein muf}, zumal man von der
Elementarmathematik auf , Ausartungen“ nicht gefafit ist.

Wir hatten oben die Netzmaschen mit Rechtecken ver-
glichen und gefunden, daB8 diese bei gleichbleibender Hohe
nach den Polen hin schmiler werden miissen. Bei Archi-
medes’ Entwurf ist dieses aber gerade umgekehrt; die Breite
(Abweitung far je einen Grad) ist {iberall dieselbe, die Hohe
nimmt aber nach den Polen zu ab. Die Flichentreue ist also
durch starke Winkelverzerrungen erkauft. Man erkennt
das sofort, wenn man den Winkel betrachtet, den die Quer-
linie (Diagonale) der Masche mit der Mittagslinie auf der
Kugel einerseits und im Kartenentwurf andererseits bildet.
Dieser Winkel wird auf der Kugel nach den Polen hin kleiner,
bei Archimedes’ Entwurf aber grofier.

Die quadratischePlattkarte (Fig. 9), entworfen auf den
lings des Aquators bertihrenden Zylinder, 148t diesen Winkel
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stets als solchen von 45° erscheinen; sie ist also nicht winkel-
treu, obwohl die Winkelverzerrungen nicht so bedeutend
sind wie bei Archimedes (Fig.8). Andererseits sind die Flichen
zu grof dargestellt, denn Archimedes’ Entwurf lehrt, dal bei
gleichbleibender Breite die Rechtecke nach den Polen hin
niedriger werden miiiten, um Flachentreue zu ermdglichen.
Die quadratische Plattkarte nimmt also eine mittlere Stellung
zwischen einem flichentreuen (Fig.8) und einem winkel-
treuen Entwurf (Fig. 10) ein, da der letztere bei gleichblei-
bender Breite der Rechtecke die Hohen vergroSern miifite,
so wie es der aus dem Atlas bekannte ,Merkators Entwurf"

s . e P 40 A
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70-60-50-%0-30-2040 O 10 20 30 &0 50
Fig. 10. Merkators Seekarte, winkeltreu. (Afrika, Sidamerika.)

tut (Fig. 10 u. Nr. 17,22). Man nennt deshalb solche Entwrfe,
wie die quadratische Plattkarte, ,,vermittelnd*; sie spielen
in der Kartenentwurfslehre eine groSie Rolle, weil es viel-
fach zweckmiBig ist, auf absolute Flichen- und Winkeltreue
zu verzichten, um allzustarke Verzerrungen der einen oder
anderen Art zu vermeiden.

Auch die rechteckige Plattkarte, von der oben (Nr. 4,
Fig. 2) die Rede war, ist als ein vermittelnder Entwurf an-
zusprechen, —

Will man nach ARCHIMEDES eine Karte der ganzen Erde
oder doch eines grofien Teiles derselben entwerfen, so wird
man zunachst den Globus im Lotbild darstellen (Balser a. a. O.,
Fig.5), entworfen auf die Ebene eines Mittagskreises, den
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Z80-60-%0-20 0 20 40
Fig. 11. Mollweides Entwurf, flichentreu. (Afrika, Sidamerika.)

-60

langs des Aquators berithrenden Zylinder abwickeln und die
Hohen der Zonen aus dem Lotbild entnehmen. Die in gleichen
Abstinden eingesetzten Erzeugenden des Zylinders vervoll-
staindigen die Einteilung in Rechtecke, die Bilder der Netz-
maschen sind. Anders, wenn man eine Karte in grofierem
Maflstab herstellen soll: Dann 148t sich der Globus nicht
mehr im Mafistab der Karte zeichnen, und man muf} in
diesem Fall rechnend vorgehen. Die Breite der Rechtecke
betragt je Grad 27R : 360° = R: ¢°. Die von dem Aquator
aus gemessene Hohe h des Bahnkreisbildes fiir den gpten
Bahnkreis ist (Fig. 15) i = R - sin @; soll der Aquator nicht -
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-80-60-40-20 0 20 40

Fig. 12. Sansons Entwurf, flichentreu. (Afrika, Sadamerika.)
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auf die Karte kommen, so mufl der Hohenunterschied y zweier
Bahnkreisbilder berechnet werden:

y = R - (sin ¢, — sin ¢,).
Aufg. Stelle so die Nordkiiste von Afrika im Mafstab 1:40000000
dar; 1° des Groflkreises ist 111 km lang: daher (in km)
R=111-180:n=111-¢
(BALSER, a.a.O., Nr.4).

In der Karte Fig. 8 ist die Liange der 140 Grade des Aquators
angenommern, daraus der Erdhalbmesser R (im Maf3stab der Karte)
berechnet und daraus wieder die Hohen h=R- sin ¢.

Anm. Neben den Kartenentwiirfen auf einen die Kugel beriih-
renden Zylinder kommen auch solche vor, die auf einen in die
Kugel einschneidenden Zylinder entworfen sind, wie unsere Recht-
eckskarte von Siiddeutschland.

10. Bilder der Kugelhaube. Sehnenentwuri. Oben war
die Formel ftir die Kugelhaube abgeleitet worden; sie
hat aber noch keine geometrische Deutung gefunden:
Die Kugelhaube ist flachengleich einem Kreis, der
die Sehne der Haube zum Halbmesser hat. Diesen
Kreis mag man sich in der Ebene denken, die im Pol be-
riihrt. Man kann hiernach die nérdliche Halbkugel, oder wenn
man will, die ganze Kugel flichentreu abbilden (Fig. 13);indem
man dabei die Bahnkreise eintréagt, teilt man die Karte flachen-
treu in Zonen ein. Auch hier braucht man nur die Berithr-
ebene mit den Miftagsebenen zu schneiden, um auch die
Netzmaschen flichentreu wiederzugeben. Am Pol stimmt das
Bild mit dem Urbild iberein; je weiter man sich vom Pol
entfernt, desto gréfler werden die Verzerrungen. Besonders
in die Augen springen sie jenseits des Aquators: Die Bahn-
kreisbdgen werden immer langer, die Mittagskreisbdgen
immer kiirzer. Zwei Maschen, die spiegelig zum Aquator liegen,
und die doch kongruent sind, werden in der Form vollig ver-
schieden dargestellt, ein Beweis ftr die Verzerrungen. —
Der Gegenpol ist in einen Kreis auseinandergezogen, also
auch hier eine Ausartung. Diese Entwurfsart ist von dem
deutschen Mathematiker LamBERT weiter ausgebaut worden
(vgl. Anhang Nr. 24); sie wird deshalb auch als Lamberts
flachentreuer Sehnenentwurf bezeichnet. Die Berech-
nung der Sehne — sie sei als Halbmesser des Bildkreises
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mit r bezeichnet — f{lir die Breite @ oder den Polabstand
(in Graden) p =90 — ¢ ergibt (Fig. 6)

r=2R-sin—;-p.

Vielleicht.ist es aufgefallen,
daB seither bei den stirksten
Winkelverzerrungen die Netz-
linien stets senkrecht auf-
einander standen. Das war
ein Zufall; wir werden gleich
in den nichsten Nummern Ent-
wiirfe kennenlernen, bei denen
schiefe Schnitte der Netzlinien
vorkommen (Fig. 11, 12, 18)- Fig. 13. Lamberts flachentreuer Sehnen-
Jedenfalls darf man aus dem entwurf auf die Beriihrebene im Pol.
senkrechten Schnitt der Netzlinien nicht den Schlufl ziehen,
dafl die Karte winkeltreu sei. So ist die Fernabbildung einer
Ebene auf eine andere (Parallelprojektion) nicht winkeltreu;
die senkrechten Durchmesserpaare des Kreises gehen ja in
schiefe Durchmesserpaare der Bildellipse i{iber, aber ein
Paar, das die Achsen der Ellipse zum Bild hat, bleibt senk-
recht (BALSER, a. a. O., Nr. 8).

11. Sansons Entwurf. (Fig.12 u. 14.)!) In unseren Atlan-
ten werden Aquatorialgegenden (z. B. Afrika) haufig in
»,Sansons Entwur{* dargestellt. Um ihn zu erhalten, wickle
man in folgender Weise ab: den Aquator auf einer waage-
rechten Gera-
den, der ,y-

7N
prOy AR
m aaas )\ N

tagskreis  auf / \
der die vorige \\\\ \ \ / //7

)

Strec}ielbsenk- \ /
ht i -

den Geraden, IN\\\p/

der ,,x-Achse“, Fig. 14. Sansons Entwurf.

1) Streng genommen milfite man sagen ,,Merkator-Sanson,
nicht aber ,,Flamsteed*, wie man oft liest. Uber MOLLWEIDES Ent-
wurf (Fig. 11) siehe Anhang Nr. 20.
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und zwar die nordliche Hilfte nach oben, die stidliche nach
unten. Die Bahnkreise werden auf Parallelen zur y-Achse
abgewickelt und die Netzpunkte, die derselben Mittagslinie
angehoren, mittels des Kurvenlineals verbunden.

Der Netzpunkt mit den Koordinaten 1| findet dabei sein
Bild in einem Punkt mit den rechtwinkligen Koordinaten
x=R-arcp, y=R:arc k- cos ¢.) Hieraus folgt durch
Eliminieren von ¢ die Gleichung des Bildes der Mittagslinie,
indem man den Winkel unter dem Kosinus durch den Bogen
ersetzt: y = R - arc 4 cos (x: R); hitte man R=1 und
arc A = ¢ gesetzt, so hitte man erhalten: y = c - cos x.
Hieraus folgt, daf die Mittagslinie auch als Fernbild (affi-
nes Bild) der cos-Linie konstruiert werden kann.?) Da
das Bild nur bis zu x = — 4= und x = 4= reicht und so-
mit die cos-Linie abgebrochen wird, gleicht die Umgrenzung
der Karte einer Spindel.

Flachentreue. Eine Zone von ,unendlich kleiner Breite®
kann als Mantel eines Kegelstumpfes betrachtet werden,
der sich der Kugel anschmiegt. Bei der Berechnung des
abgewickelten Mantels ersetzt man diesen in der Vorstellung
durch ein Trapez, dessen Grundlinien die Umfinge der be-
grenzenden Bahnkreise, und dessen Hohe der durch sie
begrenzte Mittagsbogen ist. Gerade ein solches Trapez kon-
struiert aber Sanson als Bild der Zone; daher ist diese
flachentreu wiedergegeben. Uberdies wird im Ur- wie im
Abbild die ganze Fliche durch die Mittagslinien in gleiche
Stiicke zerlegt, und somit sind auch die Maschen flachen-
treu abgebildet: die Karte ist flachentreu; sie
zeigt starke Verzerrungen und steht Mollweides Entwurf
nach.

Die Karte wird als ,unecht zylinderisch“ bezeichnet;
sie kann als Abwickelung eines die Kugel langs des Aqua-
tors berithrenden Zylinders gedeutet werden, wobei jedoch
die Bilder der Mittagskreise nicht rein geometrisch auf den
Mantel tibertragen sind, Der Ausdruck ,,unecht* zylindrisch
wird von den Kartographen auf solche Zylinderentwiirie
angewandt, deren Mittagslinien keine Geraden sind.

1) Die y-Koordinate stellt die ,,Abweitung* (Nr. 5) i. w. G. dar.
2) Vgl. Nr. 20.
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Die Karten 8—12 lassen einen Vergleich der verschiedenen
Entwiirfe zu; sie sind in gemeinsamem Mafistab entworien.
Uber MoLLwemEs Entwurf vgl. Anhang Nr. 20.

Anm. ,Indikatrix“!) Um die Verzerrungen der Karte un-
mittelbar beurteilen zu konnen, denken wir uns um einzelne Netz-
punkte kleine Kreise beschrieben, deren Bilder seitlich in derselben
Breite eingezeichnet sind, allerdings in einem Mafistab, der, ver-
glichen mit dem der Karte, aufierordentlich gro88 ist. (Vgl. Anhang
Nr, 21.) Diese Bilder sind nach TIssOT stets Ellipsen, im Sonder-
fall Kreise. An einer Stelle der Karte, meist in der Mitte, sieht
man diese Kreise in wahrer Grofle. Der Vergleich mit dieser Stelle
zeigt die Verzerrungen unmittelbar. Ein solch kleiner Kreis bzw. sein
Kartenbild, wird ,Indikatrix* genannt; es handelt sich um ein
Verzerrungsbild.

Der Mathematiker nennt die Kreise wohl ,,unendlich klein®;
in Wahrheit sind ihre Halbmesser als endlich, aber als verinder-
lich und der Null zustrebend vorzustellen. Wie grof} sie im Einzel-
fall zu denken sind, hédngt von der Genauigkeit ab, die man ein-
zuhalten wiinscht, bzw. die man erreichen kann.

[lI. KEGELENTWURFE

12. Wahrer Kegelentwurf. (Fig. 15,16, 17.) Die vorstehen-
den Entwiirfe eigneten sich vorwiegend zur Darstellung von
Gegenden in der Nzhe des Aquators oder der Pole; soll
eine Zone oder ein Teil einer solchen abgebildet werden,
so kann man dem Umstand, daB die
Mittagslinien nach denPolen hin sich P
einander niahern, Rechnung tragen, s
indem man die Karte auf den Mantel
eines langs des mittleren Bahnkreises

berthrenden Drehkegels entwirft, <@ 2
SKegelentwurt“., Als Grundkreis » |
des in der Breite ¢ berithrenden g 15 s=R.cotge
Kegels gilt der Bahnkreis @; sein g:gygisn(f;ssinw

Halbmesser ist (Fig. 15) o= R - cos ¢.
Die durch diesen Bahnkreis und die in der verlangerten
Erdachse gelegene Kegelspitze begrenzte Erzeugende hat
die Lange s = R - cotg o =g :sin . Nun ergibt die Abwicke-
lung des Kegelmantels einen Kreisausschnitt aus einem Kreis
von dem Halbmesser s; der den Kreisausschnitt begrenzende
Bogen hat die Liange des Bahnkreises 2mwo = 27 R - cos ¢;

1) Vgl auch Anhang Nr. 2L
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— — _ — —

der Winkel y des abgewickelten Mantels gentigt der Ver-
haltnisgleichung

y°:360° = 2mp : 2ws = sin .

Dieser Winkel 7° = 360° - sin ¢ ist also gewissermafien das
Bild des Vollwinkels, wenn man sich auf den Standpunkt
stellt, daB die den Kreisausschnitt begrenzenden Halbmesser
aus der Abwickelung von zwei zusammenfallenden Kegel-
erzeugenden entstanden sind, deren Berithrpunkte auf dem
Bahnkreis um 360° auseinander liegen. Betrachtet man die
Erzeugenden, in denen die Kegelfliche von den Mittags-
ebenen geschnitten wird, als Bilder der Mittagslinien, so
schneiden sich diese in der Abwickelung unter Winkeln, die
aus den Winkeln der Mittagslinien durch Multiplikation mit
sin ¢ hervorgehen (Fig. 15). In der Breite von 30° sind diese
Winkel also halb so gro8 wie die Winkel der Mittagslinien,
so dafl die Abwickelung einen Halbkreis liefert (Fig 16). —
Hat man die Mittagslinien in den angenommenen Abstianden
eingesetzt, so kann man die Bahnkreise als konzentrische
Kreise eintragen; das Gesetz, nach dem die Halbmesser der
Bahnkreisbilder bestimmt werden, ist zunichst ganz will-
karlich; man kann es so wihlen, dafi die Karte flachentreu,
oder auch so, daB sie winkeltreu wird (22).)) Unsere Atlan-

1) Zuweilen entwirit man die Karte nicht auf den beriihrenden,
Sondern auf einen in die Kugel einschneidenden Kegel. Das
hat den Vorteil, dal man den Winkel § der Kegelerzeugenden
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ten pilegen die Mittagsbogen abzuwickeln, wodurch ein ,ver-
mittelnder Entwurf entsteht. Ahnlich wie wir bei dem
ArcHimEDIschen windschiefen Entwurf verfuhren, kdnnen wir

Fig. 17. Kegelentwurf fiir die Breite von 40°

auch jetzt konstruktiv vorgehen und den Kegelmantel ab-
wickeln, wobei wir die Erzeugenden tber den Grundkreis

gegen die Erdachse willkfirlich wahlen kann; da aber sin f§ gleich
dem Verhaltnis des Winkels ist, unter dem die Mittagslinien im
Kartenbild erscheinen, zu dem Winkel auf der Kugel, kann man
tiber dieses Verhaltnis willkiirlich verfigen. Die Aufgabe wird
dann rein analytisch geldst. Fiir den Winkel y des abgerollten
Kegelmantels gilt dann die Beziehung y°: 360° = sin i, wo §
den Winkel bedeutet, den die Kegelerzeugende mit der Erdachse
einschlieBt. Mit sin § mufl man also die Langenunterschiede multi-
plizierend, um die Bildwinkel zu erhalten (s. o.).
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Fig. 18, Bonnes Entwurl

hinaus verlingern und auf ihnen die Mittagsbdgen aus dem
Lotbild des Globus tibertragen; der Winkel des abgerolliten
Mantels wird in gleiche Teile geteilt, entsprechend der Weite
der Netzmaschen. Der Pol artet dabei in einen Kreisbogen
aus; der durch diesen begrenzte Kreisausschnitt gehort nicht
mehr zur Karte (in Fig. 17 schwarz angelegt).})

1) Bei der ,vereinfachten' (modifizierten) Kegelprojektion
werden zwei Bahnkreise entsprechend der Abweitung geteilt, und
die Teilpunkte gleicher Lange werden durch Geraden (die Bilder
der Mittagskreise) verbunden; diese Geraden laufen aber dann
nicht durch einen Punkt,
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13. Bonnes Entwurf. (Fig. 18.) Mit Racksicht auf die grofie
Verbreitung, besonders in unseren Schulatlanten, mag der
Boxnesche Entwurf kurz erdrtert werden. Er unterscheidet
sich von dem soeben besprochenen nur durch die Konstruk-
tion der Mittagslinien. Es werden namlich wie bei Sanson
auf den Bahnkreisbildern die Bogen (Abweitung) in wahrer
GroBe abgetragen, und die Mittagslinien mit dem Kurven-
lineal ausgezogen. Der Entwurf ist, wie der Sansonsche,
flichentreu; der dort gegebene Beweis kann hier fast
wortlich wiederholt werden. Achte auf die starken Winkel-
verzerrungen, die schon an dem schiefen Schnitt der

Netzlinien sich stdrend bemerkbar machen.

Anm, Der BONNEsche Entwurf wird als ,unechter* Kegel-
entwurf oder als ,,unecht konisch‘* bezeichnet; die Bildilache ist
zwar eine Kegeliliche, die Bilder der Mittagslinien sind aber
nicht, wie bei den ,,wahren* Kegelentwirfen, unmittelbar durch
den Schnitt der Mittagsebenen mit der Bildfliche entstanden;
dann wiren sie Geraden. Ganz entsprechend bezeichnet man den
Sonderfall des BONNEschen, den SANSONschen Entwurf, als
psunechten Zylinderentwurf", wahrend ARCHIMEDES' wind-
schiefer Entwurf als ,,wahre Zylinderprojektion* gilt. (MoLL-
WEIDEs Entwurf Fig. 11 ist dagegen kein Zylinderentwurf, obwohl
er oft als unecht zylindrisch bezeichnet wird; vgl. Anhang 20.)

IV. STEREOGRAPHISCHE PROJEKTION.
MERKATORS SEEKARTE

14. Stereographische Projektion: Erklidrung, Eigenschaf-
ten. — Wir wenden uns nun winkeltreuen Entwiirfen zu,
und zwar zunichst der sogenannten stereographischen
Projektion. Aus dem Siuidpol als Auge bilden wir die Erde
auf die Berithrebene des Nordpols ab (Fig. 19). Die Mittags-
ebenen sind Sehstrahlebenen, denn sie enthalten das Auge:
den Sitidpol; sie bilden sich daher als Geraden ab (Nr. 2),
nimlich als Schnitt des Biischels der Mittagsebenen mit der
Bertihrebene im Nordpol. Die Mittagskreise schneiden sich
daher im Bilde unter ihren wahren Winkeln. Die Bahnkreise,
deren Ebenen der Tafel parallel sind, erscheinen als Kreise
um das Bild des Pols als Mitte. Der Halbmesser ¢ des Bahn-
kreises fir die Breite ¢ ist im Bilde r =2R-tg p, wo
p" =90° — ¢° den Abstand vom Pol bedeutet (Fig. 19). —

Im allgemeinen versteht man unter stereographischer Pro-
jektion die Nahabbildung derKugelfldche,entworien
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Fig. 19. Stereogr. Proj. auf
die Berithrebene im Pol mit
Loxodrome.

aus einem ihrer Punkte auf die Bertithrebene des
Gegenpunktes oder auf eine dieser parallele Ebene (Anh.
Nr. 24. 25). Es ist klar, da die Parallelverschiebung der
Bildebene ein dem urspriinglichen #hnliches Bild ergibt, so
daBl wir die Tafel als Bertihrebene denken dtirfen. — Bereits
HipparcH (160—125 v. Chr.) hat die Nahabbildung aus dem
Stidpol auf den Aquator zur Darstellung des Himmelsge-

wolbes angewandf und ihre Verwendung den Geographen
empfohlen. —

Satz. DiestereographischeProjektionist win-
keltreu.

Beweis. Wihlt man (Fig. 20) einen beliebigen Punkt A
der Oberflache als Auge, so handelt es sich um die Winkel,
die in einem beliebigen Punkt P der Kugelfliche auftreten;
sie werden eingeschlossen von den Tangenten, die man an
die Kugel in dem Punkt P anlegen kann. Diese erfiillen die
Berithrebene II in P. Legt man nun durch den Sehstrahl,
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der das Auge A mit dem Punkt P verbindet, das Ebenen-
btischel, so schneidet dieses aus der Beriihrebene II.in P
die abzubildenden Tangen- ,

ten aus und aus der Tafel, £ 9 2
nimlich der Bertihrebene 2 '
im Gegenpunkt O von A,
die Bilder dieser Tangenten,
die durch den Bildpunkt P’
gehen. Legt man noch im
Auge A ebenfalls die Be-
rithrebene A, so wird auch

aus ihr ein Strahlenbischel
ausgeschnitten. Dieses B~
schel ist nun dem in P kongruent, weil es durch Spiege-
lung an einer. Durchmesserebene in dieses {ibergeht; es ist
aber auch dem

Biischel in der

Tafel kongru-

ent, in den es 0

durch Parallel-
verschiebungin
der Richtung
des Sehstrahls

fibergefithrt

werden kann.
Somit sind
die Geraden-
btischelin Pund
im Bildpunkt
P’ kongruent,
die Karte ist

also  winkel-
Fig. 21. Stereogr. Bild 4
treu.l"") & des Kreises. A

Satz. Das stereographische Bild eines Kreises
ist ein Kreis.

Fig. 20. Winkelireue der stereogr. Projekiion.

1) Die Winkeltreue ist von PTOLEMAUS (150 v. Chr.) entdeckt

worden. R
2) Anm. Dieser von H. WIENER herrithrende Beweis benutzt

nicht die Gleichheit von Winkeln oder von Strecken sondern nur
den Begriff der Abbildung.
Math.-phys. Bibl.81: Balser, Kartenlehre 3
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Beweis. Denkt man sich (Fig. 21) den abzubildenden
Kreis als Bahnkreis, so erfiillen die Tangenten, die man in
den Schnittpunkten mit dem Bahnkreis an die Mittagskreise
legen kann, den Mantel eines Drehkegels mit der Spitze S;
ihre stereographischen Bilder sind also die Strahlen eines
Biischels durch den Bildpunkt S von S; das Bild eines Bahn-
kreises ist nun eine Kurve, die die Strahlen dieses Biischels
senklrecht schneidet. Eine solche Kurve mufl aber ein Kreis
sein.’)

15.Stereographische Projektion: Fortsetzung. Ein zwei-
ter Beweis stiitzt sich auf die Tatsache, daf jeder schiefe
Kegel auBer den Kreisschnitten, die parallel zu dem Grund-
kreis sind, noch eine zweite Schar von Kreisen aufweist, die
sogenannten ,,Wechselschnitte®. Man erkennt dies aus
den Spiegeleigenschaften des schiefen Kegels: Be-
trachten wir wieder unseren Sehsirahlenkegel, der einen
Bahnkreis zum Grundkreis und das Auge A4 zur Spitze hat,
und verbinden den Pol P mit der Kegelspitze 4, so ist, wie
bewiesen werden soll, diese Verbindungslinie eine Spiegel-
achse des Sehstrahlenkegels; dabei sei der Pol P inner-.
halb der Kegeliliche gew#hlt. Legt man durch den Seh-
strahl AP eine beliebige Ebene, so schneidet diese den
Kegel in zwei Erzeugenden, die Kugel aber in einem Kreis.
Die beiden Kegelerzeugenden bilden mit dem Sehstrahl
entgegengesetzt gleiche Winkel. Diese Winkel sind namlich
Umfangswinkel in dem Schnittkreis, den die Kugelflache mit
der betrachteten Sehstrahlebene gemein hat. Die zu diesen
beiden Winkeln gehérigen Sehnen sind aber gleich, weil sie
den Pol mit Punkten des Bahnkreises verbinden, die von den
Polen gleichen sphérischen Abstand haben. Daher ist der Seh-
strahl Spiegelachse fur die Kegelfliche. Spiegelt man den
Grundkreis an dem Sehstrahl, so geht der Kreis wieder in
einen Kreis tiber, dessen Ebene aber der des Grundkreises
nicht parallel ist. Diese Ebene bildet vielmehr mit dem Seh-
strahl einen Winkel, der dem an der Grundfliche gelegenen
Winkel entgegengesetzt gleich ist. Nun haben die Beriihr-

1) DaB konzentrische Kreise die einzigen Kurven sind, die
die Strahlen eines Biischels senkrecht treffen, kann elementar

nicht gezeigt werden. Der Beweis in Nr. 15 ist von diesem Schén-
heitsfehler irei.
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ebenen im Auge A und im Pol P (welch letztere der Grund-
ebene des Kegels parallel ist) diese Stellung zum Sehstrahl;
daher gibt die Berithrebene im Auge oder die zu ihr parallele
Tafel die gesuchte Stellung der Wechselschnitte an, w. z.
b, w.

Dieser Beweis geht zuriick auf Spieker (Lehrbuch der
Stereometrie, [1895']), wo dem Kegel eine Kugel umgeschrie-
ben wird. Dafi die
unten zur Veran-

‘schaulichung
herangezogene
Ellipse zum Be-
weis nicht notig
ist, tritt nur des-
halb zurtick, weil
nicht ausdriick-
lich gesagt wird,
dafl die Kegel-
fliche zur,,Mittel-
linie“spiegeligist.

Um uns den
schiefen Kegel
besser vorstellen
zu konnen, schnei-
den wir ihn ab
durch eine Ebene,
die senkrecht zu
dem Sehstrahl AP
steht. Jede Sehstrahlebene schneidet dann auch diese Begrenzungs-
ebene, so daB jedesmal ein Dreieck entsteht, das den Sehstrahl
AP zur Hohe hat. Da die Hohe aber zugleich Winkelhalbierende
ist, sind alle diese Dreiecke gleichschenklig (nicht aber unter-
einander kongruent); daher wird die Grundlinie eines jeden durch
den Sehstrahl AP halbiert, d. h. die Kurve, in der die zu AP
senkrechte Ebene von der Kegelfliche geschnitten wird, ist punkt-
spiegelig. Ihrer Erzeugung zufolge ist es ein ,Kegelschnitt", und
zwar eine Ellipse, da keine Erzeugende der Schnittebene parallel sein
kann; eine solche Erzeugende miiite auf AP senkrecht stehen
und mit ihrer Gegenerzeugenden zusammenfallen, was nur dann
moglich ware, wenn die Kegelilache in eine Ebene ausartete,
Anders ausgedriickt: der Kegel kann als (gerader) elliptischer
Kegel auigefafit werden. Der Sehstrahl ist also eine Spiegelachse
(keine Drehachse). o

Die Kreisschnittebenen haben au_ch gegen die elliptische Grund-
fliche entgegengesetzt gleiche Neigung.

Fig. 22. Polarkarte, vermittelnd: Bahn der Venus.

3*
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Vergleicht man die stereographische Projektion, z. B. auf
die Beriihrebene im Pol, mit der friiher besprochenen flachen-
treuen Abbildung durch die Sehnen der Kugelhauben, so
erkennt man, dafl jetzt die Flachen sehr stark auseinander
gezogen sind, um so mehr, je weiter man sich von der Karten-
mitte entfernt. Der Gegenpunkt der Kartenmitte ist ins Un-
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Fig. 23. Venus wird riicklaufig: quadratische Plaitkarte.

endliche geriickt; die Winkeltreue ist also durch starke
Flachenverzerrungen erkauft, wie das ja nicht anders
sein kann.

Eine Mittelstellung zwischen dem flichentreuen Sehnen-
entwurf und der winkelireuen Polarkarte nimmt der Entwurt
mit langentreuen Mittagslinien ein; vgl Fig. 22, die den
Lauf der Venus 1914/15 darstellt.

Die Bewegung der Wandelsterne erfolgtim allgemeinen entgegen
dertiglichen Bewegung des Himmelsgewoélbes;im anderen Fall nennt
man die Bewegung ,ricklaufig. Das Gestirn ist riickldufig vom
7. November bis zum 17. Dezember 1914. Das einem gespiegelten
S gleichende Stick der Bahnkurve ist in einer Quadratkarte
(Fig. 23), zusammen mit der Sonnenbahn dargestellt. Dabei sind
die Deklination (Abweichung vom Aquator) im GradmaB, die
Winkel der Stundenkreise aber in Zeit angegeben: 1 = 15°,

16. Die Loxodrome und ihr stereographisches Bild. Der
Seemann pilegt, besonders wenn er das Weltmeer auf einem

Segler befahrt, den , Kurs® zu halten, d. h. der Kiel des
Schiifes bildet mit der Mittagslinie immer denselben Winkel,
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der mit « bezeichnet werden moge. Die Linie, die diese
Eigenschaft hat, ist fiir die Richtung nach Norden (v = 09
oder nach Siiden (¢ = 180% die Mittagslinie, fur die Rich-
tung nach Ost oder West (¢ = 90° bzw. 270°) der Bahnkreis,
im allgemeinen aber eine Spirale, die sogenannte ,Loxo-
drome®, die wir leicht in die stereographische Polarkarte
einsetzen konnen, da dieser Entwurf winkeltreu ist. Wir er-
halten als Bild eine Kurve, die alle Geraden eines Biischels
unter demselben Winkel « schneidet, die sogenannte ,log-
arithmische Spirale” ftir den Winkel
«. Sie ist in Fig. 19 fiur den Winkel p, Pz
e = 45° eingezeichnet. Man denke sich
die Mittagslinien in gleichen, recht engen
Winkelabstanden eingetragen, so dafl
die Kurve durch ihre Sehnen (oder Tan-
genten) ersetzt wird. Dann bilden diese p’
Sehnen mit den zugehorigen Mittags- .
linien Dreiecke, die untereinander &hn- Pl P

lich sind; daher ist das Verhéltnis zweier Fig-sf)‘i‘r-a'g'f'gg‘;gi gge;r"’g-
aufeinanderfolgender Fahrstrahlen kon- '
stant, und von drei solchen Fahrstrahlen ist jedesmal der
mittlere das geometrische Mittel zwischen den beiden dufieren.
(Anhang Nr. 22))

Die genaue Konstruktion der logarithmischen Spirale kann sehr
erleichtert werden durch Zuhilienahme des Krimmungskreises.
Wir finden ihn (n. H. WIENER) durch folgende Betrachtung: Im
Inneren eines Kreises (Fig. 24) wéhle man einen Punkt O, der
als Pol einer logarithmischen Spirale ausersehen ist, verbinde
ihn mit dem Mittelpunkt K, ziehe die zu diesem Durchmesser
senkrechte Sehne PP’ sowie zwei zu ihm spiegelige Sehnen

P P, und P, P ,,
so gehoren die auf einer Seite des Durchmessers liegenden Punkte
P_, P, P,, ein und derselben logarithmischen Spirale mit dem
Pol O an. Denn die drei Fahrstrahlen aus O nach den drei Punk-
ten bilden gleiche Winkel miteinander, und nach dem Sehnen-
satz besteht die Verhaltnisgleichung

OP,,:0P=0P:0P_,,
d. h. der mittlere Abschnitt ist das geometrische Mittel zwischen
den beiden &ufleren. LaBit man P_, mit P zusammenfallen, so filit
auch P,, nach P (Fig. 25), und man erhalt den Kriimmungskreis;
seine Mitte K liegt dann auf dem zu OP senkrechten Fahrstrahl,
aufierdem auf der Normale der Tangente, wodurch die Kriitmmungs-
mitte bestimmt ist,
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Wir konnen zur Konstruktion des Bildes der Loxodrome den
Krimmungskreis im Anfangspunkt bestimmen, ihn mit dem néach-
sten Fahrstrahl schneiden, usw.

Der Fahrstrahl OK geht aus dem Fahrstrahl O P dadurch her-
vor, dafl man um 90° dreht und im Verhéltnis cotg « vergroflert.
Die Evolute (Ort der Kriimmungsmitten) der logarithmischen Spi-
rale ist daher ebenfalls eine logarithmische Spirale.

Fig.19 ist in der Weise konstruiert, dafl die Langen der
Fahrstrahlen nach Anhang Nr. 22 berechnet und die Kriim-
" mungskreise in den so gefundenen

Punkten konstruiert wurden.

17.MerkatorsSeekarte.Dieser
Entwurf (Fig. 10) ist aus der fol-
genden Aufgabe entstanden: Der

0 = Seemann, der auf dér Loxodrome
fahrt, will diese vor Antritt der
Fig. 25. Krlimmung der log. ReisezurBestimmung desKurses

Spirale: Konstruktion. . . . .
P in seine Karte eintragen, indem er

den Ausgangspunkt mit dem Ziel durch eine gerade Linie
verbindet. Auch wahrend der Fahrt trigt er die jeweils ,,gut-
gemachte Distanz, d. h. den zurtickgelegten Weg, entspre-
chend dem an der Kompafirose abgelesenen Kurs unmittel-
bar in die Karte ein und bestimmt so den Schifisort. Er ver-
langt also, dafl die Loxodrome als Gerade erscheine;
damit sich derKurs inwahrer GroBe abbilde, ist Winkeltreue
notig. Alle Netzlinien miissen (als Loxodromen fur die Winkel
0° und 90° Geraden sein, und sie miissen sich, wie auf der
Kugel, unter rechten Winkeln schneiden. Es kann mithin nur
ein Netz vonRechtecken in Betracht kommen. Indem MERKATOR
seine Seekarteaufdenlings desAquators bertihrenden Zylinder
entwarf, war die west-dstliche Ausdehnung der Rechtecke ohne
weiteres gegeben, und es handelte sich nur noch darum, die
yvergroBerten Breiten” so zu bestimmen, daff die Forderung
der Winkeltreue bei geradliniger Loxodrome erfallt war.Y)

Um das Gesetz zu erkennen, gemaB dem die- Breiten-
parallelen gelegt werden miissen, denken wir uns das Grad-

1) MERKATOR, eigentlich GERHARD KRAMER (1522—1594), hatte
Vorldufer, so den Narnberger KompaBSmacher ETZLAUB, der be-
reits 1511 eine Karte mit vergroBerien Breiten herausgab. Viel-
leicht haben beide aus einer dritten Quelle geschopft, etwa NUNEZ
(Nonius). (Aus Eckert, II,, S. 71 und 76.)
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netz recht engmaschig, wie wir das zu Beginn unserer Be-
trachtungen (Nr.4) getan haben; dann muf}, wie oben fest-
gestellt war, das Verhalinis der Breite (von West nach Ost)
zur Hohe (von Std nach Nord) gleich dem Kosinus der geo-
graphischen Breite gewiahlt werden, wenn das einzelne Recht-
eck seinem Urbild &hnlich sein soll, was nattirlich nur im
unendlich Kleinen erreichbar ist. Die siid-nérdliche Ausdeh-
nung der unendlich kleinen Rechtecke muf} also gleich sein
dem west-0stlichen Bogen, multipliziert mit 1: cos ¢ (immer
im unendlich Kleinen). Der endliche Abstand y des Bahnkreis-
bildes fiir die geographische Breite g istnach Hermann Wagner,
a.a. 0. S. 189, urspriinglich hochst wahrscheinlich unmittelbar
nach dieser Vorschriit berechnet worden als Summe vieler
sehr kieiner Teile. Man hatte also zu bilden

1 1
cosT Toosze T s

1 1
cosT Toosz T s

multipliziert mit der Bogenlinge eines Grades bzw. einer
Minute. Dabei wird die Anderung des Kosinus innerhalb
eines Grades, bzw. einer Minute vernachlissigt.

Der Mafistab ist natiirlich in verschiedenen Breiten ver-
schieden, wie wir das bereits bei der stereographischen Pro-
jektion gesehen haben.

Geht man von der stereographischenProjektion aus
und setzt dort eine Loxodrome ein, etwa unter 45% so kann
man aus diesem Bild Merkators Entwurf konstruieren: man
merkt sich, in welcher Lange die 45° Loxodrome die einzelnen
Bahnkreise trifft; dann kann man die betreffenden Mittags-
linien in MerkATOoRs Entwurf eintragen und durch die Schnitt-
punkte mit der Loxodrome die gesuchten Bahnkreise legen.

Die Rechnung liefert die folgende Taiel:

Tafel der vergréfierten Breiten.?)
In Graden des Aquators.

oder besser

Breite 10 | 20 | 30 | 40 | 50 | 60 | 70 | 80 | 90

Hohe 10 | 20,4 | 31,5 | 43,7579 75,5] 99,4 )135,6| oo

1) Vgl. Anhang Nr. 22.
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Bei 10° ist die VergroSerung nur sehr klein; wiirde man die
elliptische Gestalt der Mittagslinie beriicksichtigen, so ergébe sich
sogar eine geringe Verkleinerung (9° 57°): vgl. Z6ppritz-Blu-
dau, S.166.

V. SONDERENTWURFE: GNOMONISCHE
PROJEKTION. POLYEDERENTWURF

18. ,,Gnomonische Projektion.” Das Fahren auf festem
Kurs ist fiir den Seemann das bequemste; es wird deshalb
auch heute noch auf kiirzeren Strecken angewandt. Bei ldn-
geren Fahrten aber wiirde der Umweg, den die Loxodrome
darstellt, eine allzugrofie Zeitverschwendung mit sich brin-

gen, weshalb die grofien Dampfer
ebenso wie die Flugzeuge den Grof3-
kreis einzuschlagen pflegen. Soll
eine weitere Reise auf grofitem Kreis
ausgefuhrt werden, so braucht man

] eine Karte, die alle Grofikreise
“; als Geraden erscheinen laBt. Es
Fig. zghf‘gg;‘“é‘gmdkﬁi‘;_“'“s war bereits in Nr. 2 die Rede
davon, daf} diese Forderung durch

das Nahbild aus der Kugelmitte, die sogenannte
,gnomonische Projektion®, erfullt wird.)) — Ver-
bindet man auf einer solchen Karte Ausgangspunkt und
Ziel durch eine Gerade, so findet man die Punkte, die
man ansteuern mufl; diese kann man dann in eine Mer-
katorkarte eintragen und so den Kurs fiir die einzelnen
Teile der Fahrt festlegen, indem man kleine Bogen des
Grofkreises durch die Bégen der Loxodrome ersetzt. Es ist
aber nétig, den Kurs immer wieder zu #ndern, weil ein
GroBkreis die einzelnen Mittagslinien unter ver-
schiedenen Winkeln schneidet. Unter den Mittagsebe-
nen gibt es namlich stets eine, die auf der in Betracht kom-
menden GroBkreisebene senkrecht steht; sie geht durch die
»Achse" des GroBkreises (BALSER, a. a. O, Nr. 15 Anm.) und
durch die Erdachse. In Fig. 26 ist diese Ebene senkrecht
zur Tafel gestellt, so daB sie im Lotbild, auf eine Mittags-

1) Jede GroBkreisebene ist namlich hier Sehstrahlebene, und
diese bilden sich, wie wir bereits bei der stereographischen Pro-
jektion sahen, als Geraden ab (14).
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ebene entworfen, als Gerade erscheint. Geht man von dem
vorne liegenden Schnittpunkt des Grofikreises mit der Mit-
tagslinie um 90° weiter, so gelangt man an den Umrif3. Dieser
wird von dem Grof3kreisbild bertihrt; der Winkel, unter dem
Grofikreis und Umriimittagslinie sich schneiden, ist also nicht
unmittelbar sichtbar, weil er in der senkrecht zur Tafel stehen-
den Beriikrebene liegt. Man erkennt aber, wie der Kurswinkel
beim Ubergang von einem Rande des Bildes zum anderen
aus einem spitzen
in einen stumpfen 30
Winkel tbergeht;
in der vordersten 90
Mittagslinie ist er 120 6
ein Rechter.
Fig. 27 stellt das 150 60
Nahbild ausder
Kugelmitte dar, 0
entworfen auf die 180
Bertithrebene

im Pol; dabei <150
ist(Bezeichnungen A
wie frtiher) ~120

30,

6D

-90 0
r=R-tgp.
Fig. 27. Gnomonische
(Vgl. auch Anhang Polarkarte.

Nr. 23,24 und 25.)

19. Polyederentwurf. Die deutsche Generalstabs-
karte ist in einer besonderen Weise entworfen, der keine
die Kugel bertihrende Flache zugrunde liegt. Man verbindet
namlich die ,Netzpunkte” durch Kugelsehnen und erhilt so
ebene Vielecke. Denn die Sehnen der Mittagsbdgen, die
durch dieselben Bahnkreise ausgeschnitten werden, treffen
sich auf der verlangerten Erdachse, sie liegen also in einer
Ebene, und diese Ebene schneidet die beiden parallelen
Bahnkreisebenen in parallelen Geraden. Jedes Viereck ist
demnach ein gleichschenkliges Trapez. Diese Trapeze bilden
in ihrer Gesamtheit einen Vielflichner (ein Polyeder), der
sich der Kugel um so mehr anschmiegt, je enger das Netz
gelegt wird. Man nennt diesen Entwurf Preuflischen
Polyederentwurf. Unsere Generalstabskarte, im Mafi-
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stab 1:100000 ausgefiihrt, ist eine Gradabteilungskarte,
d. h, ihre Réander fallen mit Netzlinien zusammen, Das durch
zwei  aufeinanderfolgende

8°+30'd Linge~ 9o ,  ganzzahlige Netzlinien be-
y . “9 grenzte Feld ist von West
& %m”zgf’ nach Ost in zwei, von Std
N VDl R cHheS nach Nord in vier Teile ge-
R pzazzzzzz: ~ |- ] teilt (Fig. 28); die so ent-
“T/ 04,
6; Blatt
. %8°
a0
Fig. 28. Generalstabskarte: Einteilung. Fig. 29. Polyederprojektion.

stehende Fliche wird eine Sektion genannt; sie umfafit 30"
der Lange und 15’ der Breite. Die Eckpunkte einer Sek-
tion sind die Ecken eines Polyeders, auf dessen ebene
Seiten die Erdoberiliche gelotet wird. Uber die hier be-
schriebene Einteilung des Gradfeldes ist eine zweite gelagert,
die von West nach Ost 10, von Stid nach Nord 6 " umiafit; die
so gebildete Flache wird in der Natur unmittelbar zeichnerisch
aufgenommen auf ein Mefitisch-
blatt. Die Mefitischblatter kénnen
als eben betrachtet werden. Sie
sind im Mafistab 1:25000 auige-

nommern.
Aufg. Stelle ein Polyeder von 30°

Maschenweite her, indem du die
Seitenldngen berechnest und kon-

struierst (Fig. 29 u. 30); wie grofB ist
: : der frei bleibende Winkel ?

Anleitung zur Losung (Fig. 30).

Das Lotbild des Polyeders (ein Aus-

Fig. 30. Konstruktion der Trapeze. ~ ScChnitt genfigt), entworfen auf die
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Aquatorebene, zeigt die Sehnen der Bahnkreisbdgen in wahrer
Grofie; um die Lotung vorzunehmen, klappe man den Mittags-
kreis in die Tafel herunter, wo er mit dem Bilde des Aquators
zusammenféllt. Die Bilder der gesuchten Trapeze sind eben-
falls gleichschenklige Trapeze, deren Hohen man derart ver-
groBern mufB, dafl die Schenkel den Sehnen des Aquators gleich
werden.

Aufg. Berechne auch die Seiten und Winkel einer Sektion und
daraus den Winkel, der frei bleiben muf}, wenn man vier Sek-
tionen der Generalstabskarte aneinander legt.

Losung: Der Winkel kommt nicht in Betracht, gegeniiber den
Verzerrungen, die durch den Eingang des Papiers entstehen.

ANHANG

20. MollweidesEntwurf,auch,,Babinets homalographische
Projektion* genannt (Fig. 11, 31 und 32). — Wendet man
die flachentreue Abbildung
der Kugelhaube in das
Innere eines Kreises, der
die Sehne der

Haube zum 7‘\ S
Halbmesserhat, // / \ AN
auf die ostliche AN

begrenzende
Mittagskreis im

Halokugel an, [ [ HRARRR
\ )

[

\ L))
Bilde den Halb- / ////
messer R - VE; \| L=

der lotrechte Fig. 31. Mollweides Entwurf: Nelz.

Durchmesser kann als Bild der mittleren Mittagslinie, der
waagerechte als das des Aquators betrachtet werden, ohne
daB die Flachentreueverloren
ginge.Will man ein Kugelzwei-
eck abbilden, das durch die

I

/
L]

mittlere und eine beliebige - I R.llﬁ]cosa
weitere Mittagslinie begrenzt &/ Jﬂ&[\fz
wird,so hatmandenumschlie- | L \

Benden Kreis fernbildlich zu Fig. 32. Mollweides En.lwurf: Geselz

veréindern, mit der mittleren der veranderten Breiten.
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Mittagslinie als Spur.’) Auf diese Weise kann man die Mittags-
linien, z. B. in Abstinden von 30° einsetzen; dabei steht nichts
im Wege, den Kreis fernbildlich zu einer Ellipse zu vergrofiern,
und so das Bild iiber die Halbkugel hinaus auf die ganze
Kugelilache auszudehnen. Die Ellipse, die dabei Bildgrenze
wird, erhilt zur kleinen Achse den Kreisdurchmesser, zur
grofien den doppelten Durchmesser.

Wiinscht man auch die Bahnkreise einzusetzen, und zwar
als parallele Geraden, so gehe man auf den Kreis vom Halb-

messer R - VE zurlick und mache den Kreisabschnitt, der
durch die Bilder des Aquators und des Bahnkreises von der
Breite ¢ begrenzt wird, gleich der halben Kugelzone, die
dargestellt werden soll. Nun zerfillt (Fig. 32) dieser Kreis-
abschnitt in ein gleichschenkliges Dreieck und zwei kon-
gruente Kreisausschnitte, deren Mittelpunktswinkel « so ge-
wahlt werden mu83, dad Flachengleichheit besteht. Das gleich-

1) Das Lotbild eines Kreises ist eine Ellipse (vgl
BALSER, a. a. O., S.12if), namlich der senkrechte Schnitt des
schiefen Sehstrahlenzylinders mit der Tafel. — Wird ein gerader
Sehstrahlenzylinder von der Tafel schief geschnitten, so erhailt
man ein Schragbild des Kreises; auch dieses ist eine
Ellipse. — In beiden Fallen kann man den Urkreis (oder sein
Bild) innerhalb des Sehstrahlenzylinders parallel verschieben, der-
art, dafl die Mitten von Ur- und Abbild zusammenfallen. Dann
haben beide im ersten Fall die grofie, im zweiten die kieine Achse
der Ellipse gemein. Dreht man in dieser Lage die Ellipse um die
»Spur“ — das ist die Schnittlinie von Ur- und Bildtafel —, so
beschreibt jeder Punkt der Bildebene einen Kreis, der im Lot-
bild als Gerade erscheint, senkrecht zur Spur. In dem Augen-
blick, wo Ur- und Bildtafel zusammenfallen, liegen also Ur-
und Abbild jedes Punktes in einer Geraden, senkrecht
zur Spur. Wir haben hier ein Beispiel einer Fernabbildung
innerhalb einer und derselben Ebene. Alle Sehstrahlen
werden dann durch Abbild und Urbild in demselben
Verhidltnis geteilt; dieses Verhilinis der von der Spur
aus gemessenen Sehstrahlenabschnitte ist beim Lotbild cos «,
bei unserem Schragbild 1: cos ¢, wo « den Winkel bedeutet,
unter dem sich Bild- und Urtafel in ihrer urspriinglichen Lage
schneiden.

_ Ebenso wie den Kreis kann man z. B. auch die Sinuslinje
einer Fernabbildung innerhalb ihrer Ebene unterwerfen und er-
halt so Linien, wie wir sie bei SANSONs Entwurf als Bilder
der Mittagslinien kennengelernt haben (vgl. Nr. 11).
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schenklige Dreieck hat die Grundlinie 2R - V2 - cos « und
die Hohe R - VE - sin «; seine Fliche ist somit

2R?-sin o - cos « = R? - sin 2,
Die beiden Kreisausschnitte ergeben als Gesamtiliche
R-V2-arce-R-V2=2R arce;

dieses ist aber R?-arc 2¢.!) Fur die Fliche des Kreisab-
schnitts ergibt sich somit

R®-sin 2« + R?- arc 2c.

Die halbe Kugelzone hat die GroBfle wR - R - sin ¢; soll
Gleichheit bestehen, so mufl der Winkel « der Gleichung
geniigen
f=-sin 2¢ 4 arc 2¢ — = - sin ¢ = 0.

Man 16st diese Gleichung nach der ,regula falsi angenahert,
indem man zwei Winkel 2« ausfindig macht, deren einer
einen positiven und deren anderer einen negativen Wert der
Funktion f erzeugt. Durch Einschalten findet man dann
schnell eine geniigende Anngherung an die Null. Die gesuchte

Parallele ist schlieBlich in der Héhe y =R - V2 -sin « zu
ziehen. Weil die Ellipsen durch Fernabbildung aus dem Kreis
hervorgegangen sind, gilt die Flachentreue auch fiir die
Ellipsenabschnitte, der Entwurf ist also flachentreu.

21. Indikatrix (vgl. Nr.11). Tissot hat seinen Satz, nach dem
das Kartenbild der Indikatrix eine Ellipse ist, nicht streng
bewiesen und vor allem die Voraussetzungen nicht an-
gegeben, auf die sein Beweis sich stutzt.

Wir setzen voraus, das Gradnetz werde in ein ebenes
Netz abgebildet, dessen Kurven in dem betrachteten Gebiet
endlich und stetig verlaufen und stetig ineinander tibergehen.
Dasselbe soll von den Tangenten gelten. Die Eindeutigkeit
der geographischen Koordinaten erfordert ferner, daf§ durch
jedenPunkt eine und nur eine Kurve jeder Schar geht,wodurch
2.B. der Pol aus der Betrachtung ausgeschieden wird. Schlie3-
lich setzen wir voraus, dafl sich die Tangenten unendlich
naherBogen nurin endlicherNaheder Beriithrpunkte schnei-

1) Diese selbstverstindliche, aber oft {ibersehene Umformung
erleichtert die Rechnung bedeutend.
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den. — Unter diesen Voraussetzungen kann das Bild der
unendlich kleinen Masche, ebenso wie diese selbst, als
Parallelogramm betrachtet werden; weil diese Eigenschaft
erhalten bleibt, wenn man die Masche beliebig verkleinert,
erweist sich das Kartenbild im unendlich Kleinen als
Fernbild, oder auch als &hnlich, insbesondere als kongruent.
Dielndikatrix istalso eine Ellipse,im Sonderfall ein Kreis.
So wird Tissots ,,Satz"* zur Vorschrift, durch. die unbrauch-
bare Entwiirfe ausgeschlossen werden.

Bei dem Pol mufl eine besondere Priifung einsetzen. Far
uns kommen nur das Nahbild aus einem Punkt der Kugel-
flache auf die Bertihrebene im Gegenpunkt (stereographische
Projektion) und das Nahbild aus der Kugelmitte (gnomonische
Projektion) in Betracht; diese sind als Nahbilder, auch in
dem etwa dargestellten Pol, zugleich Fernbilder im unend-
lich Kieinen. ’

Dafi aber gerade im Pol ,,Ausartungen® recht haufig
sind, zeigen zahlreiche Beispiele, so das Fehlen eines end-
lichen Bildes bei MErkaTORS Karte und das Auftreten einer
Linie als Bild des Pols bei ArcHiMEDES’ windschiefem
Entwurf. Projiziert man die Erde aus ihrer Mitte auf den
Mantel eines lings eines Bahnkreises berthrenden Kegels,
so bildet sich der Pol in die Kegelspitze ab. Das Bild der
Indikatrix auf der Kegelflache ist zwar ein Kreis; bei der Ab-
wicklung aber erscheint der Pol als Scheitel eines Win-
kels, innerhalb dessen die Karte liegt; die Indikatrix um-
schliefit also den Pol nicht. Nur deshalb, weil die Abwicklung
als transzendentes Verfahren!) die Ebene unendlich oft tiber-
deckt (die Geographen wiederholen oft ein am Rande der
Karte liegendes Stiick, um den Zusammenhang mit der Um-
gebung hervortreten zu lassen), kommt schliefilich ein Kreis
zustande, der aber dielndikatrix mehrfach darstellt. In anderen
Fallen, so bei Sansoxs Entwurf, treten am Pol Unstetigkeiten in
der Tangente auf, und man ist gezwungen, die nattirliche Fort-

1) Ebenso wie z. B. zur Zeichnung der Sinuslinie der Kreis
auf der Geraden streng genommen unendlich oft abgewickelt
werden muf, hat es auch bei der Abwicklung des (Zylinder- und)
Kegelmantels zu geschehen, so da§ die Ebene-unendlich oft iber-
deckt wird. Das Abwickeln ist wie die Berechnung des Sinus ein
piranszendentes* Verfahren.
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setzung der Netzlinien zu unterdriicken. Meist sind also die
Kartennetze auf viel verwickeltere Weise entstanden, wie
eine Abwicklung, die doch bereits transzendent ist und z. B.
einen schiefen Schnitt des Kreiskegels als Wellenlinie er-
scheinen 1af3t.

Beispiele. Bei den Rechteckskarten sind die Bahnkreis-
bogen den entsprechenden Aquatorbogen gleich gemacht, obwoh!
sie zu diesen im Verhaltnis cos¢:1 stehen; sie sind also mit
1:cos ¢ =sec ¢ multipliziert. Bei MERKATORs Seekarte erfordert
die Winkeltreue, dal auch die Miltagsbogen mit derselben Zahl
multipliziert werden, wahrend bei ARCHIMEDES' windschiefem Ent-
wurf die Flachentreue dadurch erreicht wird, daB die Mittags-
bogen mit cos ¢ multipliziert sind.

Die Achsen der Indikatrix sind demnach bei MerkaTOR
gleich lang, die Indikatrix ist ein Kreis vom Halbmesser ¢-sec ¢.
Bei der quadratischen Plattkarte sind sie ¢ - sec @ in west-
ostlicher Richtung und ¢ in siid-nordlicher. Bei ARCHIMEDES’
flichentreuem windschiefem Entwurf sind die Achsenc:sec ¢
und ¢ - cos @.

Auf der Kugel haben alle Punkte der Indikatrix gleichen
Abstand von dem Punkt, fiir den sie konstruiert sind; wenn
sich der Indikatrix-Kreis in eine Ellipse abbildet, so er-
scheinen die in verschiedenen Richtungen gleichen Abstinde
verschieden grof, namlich in der Richtung der grofien Achse
am groften, in der Richtung der kleinen am kleinsten, d. h.
der MaBstab ist far einen und denselben Punkt in
verschiedenenRichtungen verschieden. Nur auf win-
keltréuen Karten mufl die Indikatrix alle ihre Halbmesser
senkrecht treffen, also ein Kreis um diesen Punkt als Mitte
sein, die Karte ist ,ahnlich in kleinsten Teilen*; auch die
Indikatrix bildet sich ahnlich ab.

Aufg. Konstruiere das Bild der Indikatrix a) fiir die quadrati-
sche Plattkarte aus dem Urkreis (dieser ist bei fester Sfid-Nord-
linie fernbildlich zu vergroBern), b) aus dieser Ellipse das Bild
fir den ARCHIMEDischen windschiefen Entwurf (die erhaltene Ellipse
ist bei fester West-Ostlinie fernbildlich zu verkleinern), ¢) aus
demselben das Bild fir MERKATORs Entwurf (die Ellipse ist bei
fester West-Ostlinie fernbildlich {in den Kreis] zu vergrofern),

d) dasselbe Bild unmitteibar aus dem Urkreis (Kreis ahnlich ver-
groBern). — Wihle die Breiten

@ == 60° (cos ¢ = ;) und ¢ = 48° (cos ¢ = 2).
Vgl. auch Nr. 20, Anm. 1.
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Bei ilachentreuen Karten muff die Ellipse dem Ur-
kreis auf der Kugel flachengleich sein; mithin muf
mwe? = mab sein, wenn man den Halbmesser der Indikatrix
mit ¢, die Halbachsen des Bildes mit @ und b bezeichnet.
Aus c2=a-bund a>bfolgta>%, und b < ¢. Die Form
'a? . %=1 besagt, dafl bei einer flachentreuen Karte die
MafBstibein denbeidenAchsenrichtungen einander
reziprok sind.

Aufg. Berechne die Halbachsen der Indikatrix fiir die Polar-
‘karte a) fir den flichentreuen Sehnenentwurf, b) fir die stereo-
graphlsche Projektion, c) far die vermittelnde Karte, die durch
Abwickeln der Polabstinde entsteht.
Der Halbmesser ¢ kann gleich Eins
gesetzt werden.

Schneiden sich die Netzlinien
unter schiefen Winkeln, so sind
sie doch die Trager gepaarter (kon-
jugierter) Durchmesser (Fig. 33);
man braucht daher nur den Bahn-
kreisbogen mit sec ¢ zu multipli-
zieren (graphisch), um aus einem
Durchmesserpaar die Achsen zu finden (vgl.z. B. Scheifers-
Kramer, II, Art. 41). Bei flachentreuen Karten gentigt es,
.den Urkreis, der sich an einer Stelle der Karte (meist in der
Mitte) zeigt, in eine Ellipse zu ,,verwandeln®“.

Aufg. Suche die Indikatrix ftir SANSONs flachentreuen Entwurl.

Dafl die eben durchgefithrte Betrachtung der Indikatrix
nur eine Anniherung darstellf, erkennt man z. B. daraus,
daB bei ARcHIMEDES' windschiefem Entwurf der Maf3stab auf
jeder Halbkugel polwérts abnimmt, also aus einem Punkt
nach Nord und nach Std verschieden ist, was die Indikatrix
nicht zum Ausdruck bringt. So ist bei der stereographischen
Projektion zwar das Bild eines Kreises (also auch die Indi-
katrix) stets ein Kreis, die Kreismitte istaber nicht das Bild der
Mitte des Urkreises, dieses liegt vielmehr exzentrisch; im un-
endlichKleinen wird der Unterschied allerdings vernachlassigt.

22. Gleichung der logarithmischen Spirale und der
Loxodrome. Fur die in V 16 behandelte logarithmische
Spirale, das stereographische Bild der Loxodrome, kann

TFig.33. Nelzmasche
mit Indikatrix.
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das konstante Verhiltnis zweier aufeinanderfolgender Fahr-

strahlen (Fig. 34) q¢ = r,,, : rp, aus dem Sinussatz der
ebenen  Trigonometrie

berechnet werden: ir Thss ——
_ N A e
q=sma:sin(a+—n-) z

Fig. 34. Gleichung der logarithmischen Spirale.
wo o den Winkel be-

deutet, den die Spirale mit den Mittagslinien bildet, 2 den
Winkel zwischen dem Fahrstrahl r und dem Bild r, der
nullten Mittagslinie; n ist die Anzahl der Teile, in die man

den Winkel 4 geteilt hat. Wir entwickeln sin (u +—%) und
heben durch sin «; dann folgt

i . A
g=1: (cos 5 T sin— - cotg a).
Nun darf man sich die Zahl n so grofl denken, da§ (unter

Vemachlassxgung hoherer Potenzen von %) fur cos —"— Eins
l

und ftir sin — der Bogen (er heile —) gesetzt werden kann.

Dann erhalt man

g=1:(1 +%~cotga).

Dieser Ausdruck ist wieder bis auf ,,unendlich kleine Gréfien
héherer Ordnung” gleich 1 — % cotg «. Nun wihlen wir fur
« einen Winkel von 45° oder im BogenmaB = : 4; dann wird
g=1 —-%. Weil aber die Fahrstrahlen eine geometrische
Reihe von n + 1 Gliedern bilden, wird r=r, - (1 —_ %)n
Der Klammerausdruck nihert sich mit endlos wachsendem
n bekanntlich dem Wert e™’. Es ist also schlieBlich

r
=1
= eI,
7y

Dies ist die Gleichung der logarithmischen Spirale.

Aufg. Konstruiere nach dem Gesagten die Zahl 1:e, indem
du fiir 2 den Winkel wéhlst, dessen Bogen gleich dem Halbmesser

Math.-phys. Bibl. 81: Balser, Kartenlehre 4
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Fig. 35. ,,Konstruktion** der Zaht e.

ist. Nimm etwa 16 Teile.') — Wie kann man die Zahl e unmittel-
bar finden? (Man wihle «=135%. Fig. 35.%

Da r und r, die stereographischen Bilder der Polabstinde
sind, kann man fiir das Verhéltnis r:r, den Wert

tegp=te (5 —59)

- 1
setzen; so folgt e !'=1tg (% — 7@)

1) Einfacher und genauer ist es, an die Schenkel des Winkels
% abwechselnd - 45° anzutragen. — Handelt es sich um die

genaue Zeichnung der log. Spirale, so berechnet man einzelne
Fahrstrahlen und benutzt die Krimmung (16). Bekanntlich hat
NEPER urspriinglich die Zahl (1—0,0000001)%0000000  5igq gehr
nahe 1: ¢, seinen Logarithmen zugrunde gelegt.

2) Der Gedanke, die Zahl e mittels der logarithmischen Spirale
zu ,konstruieren, rihrt von H. WIENER her.
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n 1 1

oder I=Intg (—;5 + %93)

Ebenso wie in der Ebene ein Punkt, dessen Koordinaten
eine Gleichung erftllen, auf eine Linie gebannt ist, stellt
unsere Gleichung zwischen den graphischen Koordinaten
lund ¢ eine Linie dar, und zwar anf der Kugel, namlich die

Loxodrome unter 45°
180°

Wir setzen wieder [=1%: —

180° 17 1
und erhalten A°= " Intg (T + 79?).

Um aus der Gleichung der Loxodrome das Bild des Bahn-
kreises fiir die Breite ¢ in Merkators Projektion zu finden,
konnte man, wie (17) beschrieben, die gefundene Linge I

0 Py
bzw. A° = % -1 in wahrer GroBle auf dem Aquator abtra-

gen, die Mittagslinie ziehen und sie mit der geradlinigen
Loxodrome schneiden; zweckmaBigerweise wird man statt
dessen das Stiick unmittelbar als Hohe y nach oben und
nach unten abtragen und die Bahnkreise durch die Teilpunkte
legen.!) Der Wert fur A gibt also zugleich die ,vergroferte
Breite” y, die zu ¢ gehort.”)

Aufg. Leite die Formel fiir den winkeltreuen Kegelentwurf
asb.zé)fife)ser ist von LAMBERT angegeben worden. (LAMBERT a. a. O,

Anleitung zur Lésung. Wie bildet sich auf einem winkel-
{reuen . Kegelentwurf die Loxodrome ab? Welcher Unterschied

1) Bei der Gleichsetzung des Aquator- und des Mittagsbogens
vernachlassigt man die elliptische Gestalt des letzteren; vgl. Nr.17
Fufinote. :

2) Die erste elementare Ableitung gab HOLZMOLLER (a. a. 0.),
indem er, ausgehend von dem stereographischen Bild der Loxo-
drome, ein quadratisches Netz zugrunde legte; dieses Verfahren
stand aber in keinem Zusammenhang mit dem Gradnetz. Hatte
er die Gleichung der Spirale aufgestelll, so wire er zwanglaufig
aus der Fragestellung heraus auf die natirliche Exponentialfunk-
tion in der schulmafig iblichen Form gestofien. Ich habe vor-
stehende Ableitung gelegentlich der Tagung des Forderungs-
vereins in Frankfurt a. M. im April 1927 vorgetragen (Unterrichts-
blatter XXXIII, 1927, S. 131).

4%
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I
/

mitte auf eine zum Aquator
L senkrechten Tafel.

\ 1 _—/
N .
\ \
\ //
\\ /
-6 - 45-30-75 O 1
’—Tj // ~ <
//:— /// \\\\
///__ ———————————— 0
_—
/ LT . )
\4 Fig.36. Nahbild aus der Kugel-

N

gegeniiber der stereographischen Projektion? Der Winkel, den
die Kegelerzeugende mit der Erdachse macht (und der nicht mit
der Breite iibereinstimmen muf), heifle §; setze sin f=n. Wel-
chen Winkel bilden zwei Mittagslinien auf der Karte miteinander,
die einem Langenunterschied von 1° entsprechen?

Losung:

_E_= —nl. =__£ _1_-_—-_ ( 0___1_ )
7 e~nl; - lnro— Intg {45 5P),

1 n
also r=ry-tg (450__5(,;) .

23. Nahbild aus der Kugelmitte. Konstruktion und Be-
rechnung eines Beispiels, némlich fiir die Breite 0°. Fig.36
zeigt eine gnomonische Karte, entworfen auf dieimAqua-
tor bertthrende Ebene. Ein Viertel des Blattes (rechts
gnten) dient zur Konstruktion und ist als Lotbild auf den
Aquator aufzufassen, gewissermafien ein Grundriff. In ihm
erscheint die Kartenebene als Gerade, und dasselbe gilt fir
alle Mittagsebenen. Die Kartenebene wird von den Mittags-
ebenen in senkrechten Geraden geschnitten, deren Abstand
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von der Mittellinie fiir den Langenunterschied 4 den Wert
x =R - tgh hat. Man findet das Bild des Netzpunktes 2|,
indem man im Grundrif§ die Mittagsebene bis zu ihrem Schnitt
mit der Kartenebene durchfithrt und sie dann um ihre Grund-
rispur umlegt, hierauf kann man an die Spur die Breite ¢
in wahrer Grofle antragen und findet so die Hohe des Bild-

punktes in der Karte; sie betrigt y = % -tgo.

Vorstehend sind auf geometrischem Wege die Formeln
fir die Koordinaten der Netzpunkte abgeleitet; diese wird
man jedoch meist ohne weitere Benutzung der Zeichnung
ihren Koordinaten entsprechend eintragen; die Netzlinien
ergeben sich (unter Beniitzung von Lineal und Kurvenlineal)
durch Verbinden der Netzpunkte (vgl. Nr. 24).

Je zwei Bahnkreise von entgegengesetzt gleicher Breite
liegen auf ein und demselben Sehstrahlenkegel. Diese Kegel
werden von der Tafel in Hyperbeln geschnitten, deren
reelle Achsen im Bilde der Mittellinie liegen. Die Asymptoten
der Hyperbeln sind den Randerzeugenden parallel; sie schlies-
sen daher mit dem Bild des Aquators Winkel ein, die der
geographischen Breite gleich sind. Schneidet man die Asym-
ptote mit der Scheiteltangente und errichtet im Schnittpunkt
das Lot auf der Asymptote, so schneidet dieses aus der Achse
der Hyperbel die Kriimmungsmitte ftir den Scheitel aus.

Auig. Leite die Gleichung der Hyperbel fir die Breite ¢ ab,
indem du die Grofie 1 aus den Gleichungen fiir x u. y eliminierst.

Die Karte zeigt auffallige Winkel- und Flachenverzerrun-
gen; zudem kann sie nicht ganz bis zur Halbkugel ausge-
dehnt werden, da der begrenzende Grofikreis bereits in die
yunendlich ferne Gerade“ ausartet.

24. Berechnung von Scheitelentwiirfen. (Fig. 37, 38.)
Unter dieser Bezeichnung fassen wir Entwiirfe auf die Be-
rithrebene zusammen, die in der Umgebung der Kartenmitte
dem Urbild deckgleich sind. In der Sprache der Kartogra-
phen zu reden, sind sie ,,azimutal® oder ,strahlig®, das
soll heilen: Die durch die Mitte gehenden Grofikreise wer-
den durch Geraden abgebildet, die dieselben Winkel mit-
einander bilden, wie ihre Urkreise auf der Kugel.!) Aufer-

1) Werden die Kreise abgewickelt, so entsteht ein ,mittel-
abstandstreuer* Entwurf.
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dem sind sie aber auch ,,zenital“, das bedeutet, da die
um die Mitte beschriebenen Kreise als solche abgebildet
werden. Man hat namlich auch Entwiirfe ersonnen, die diese
beiden Eigenschaften nicht vereinigen.

Gegeben seien die geographischen Koordinaten 1, | ¢, der
Kartenmitte O und die Koordinaten | » des Netzpunk-
tes P; gesucht wird der Abstand d beider Punkte sowie der
Kurswinkel «, den der verbindende Grofikreis mit der
Mittagslinie der Kartenmitte O einschlieB$f. Die Punkte O und
P bestimmen zusammen mit dem Pol N das zur Losung
dienende ,,Kursdreieck®. (Vgl. BaLsEr, a. a. 0., S. 37; die
Kartenmitte ist dort mit M bezeichnet) Wie vereinfacht sich

PI
x|} X
@
g9 ¥
Fig. 37. Sphérische Polarkoordinaten. Fig. 38. Ebene Polarkoordinaten.

die Rechnung fiir ¢, == 0°? Man kann die GroBlen d und «
als die spharischen Polarkoordinaten des Netzpunktes
P, beztglich der Kartenmitte O als Koordinatenursprung,
betrachten und aus ihnen die in der Ebene giltigen ebenen
Polarkoordinaten r und « berechnen. Dabei abertragt
sich der in der Beriihrebene gelegene Winkel « in wahrer
GroBe; wie man die spharische Entfernung d durch eine ebene
Entfernung r wiedergibt, hangt von der Wahl des Netzes ab.

Beispiele: Fir das Nahbild aus der Kugelmitte ist
r=R-tgd, fir die stereographische Projektion ergibt sich
r=2R. tg‘% d, wahrend far den flachentreuen Sehnenentwurf

r=2R-sin 5 d zu nehmen ist.") Wahlt man r=arcd, so er-

1) Um sich klar zu machen, daBl Flachentreue erreicht wird,
betrachte man die durch Horizontalkreise um O begrenzten Kugel-
hauben, die flichentreu abgebildet werden, mit ihnen die durch die



24. Berechnung der Koordinaten — 25. Modell des Gradnetzes 55

hélt man einen ,,vermittelnden* Entwurf. — Theoretisch konnte
man mittels der gefundenen Polarkoordinaten den Netzpunkt auf
der Karte festlegen; praktisch wird man aber die rechtwinkli-
gen Koordinaten x=r-cosa|y=r-sin « berechnen und sie
in die Karte eintragen, da das Abtragen von Winkeln mit dem
Transporteur auf Genauigkeit keinen Anspruch machen kann. Die
erhaltenen Netzpunkte werden schlielich unter Zuhilfenahme des
Kurvenlineals miteinander verbunden.

Auch andere Entwiirfe werden im allgemeinen durch Rech-

nung hergestellt.

25. Drahtmodell der ndrdlichen Halbkugel. (Fig. 39, 40.)
Die Maschenweite betragt 30°%; auf die Herstellung des Mo-
dells wurde be- P A
sondere Sorgfalt :
verwendet, weil es
auch Schatten-
bilder liefern
soll.}) Das Draht-
gestellistaufeinem
Brett derart be-
festigt?), daB es um
einen waagerech- _
ten Durchmesser | l
gedreht und in je- I
derLagefestgehal-
ten werden kann. | \
Ein durchschei- |
nender Schirm <=
von 1 qm Grofie
ist parallel zur
Drehachse des Modells so zu stellen, daf} er das Modell be-
riohrt. Die Beleuchtung wird durch ein punktfdrmiges 8-Volt-

Fig. 39. Modell des Gradnetzes.

GroBkreise um O (,,Azimutalkreise”) entstehenden Maschen. Da
jeder Teil der Erdoberflache aus solchen Maschen sich zusammen-
setzen 148t, wird auch dieser flichentreu wiedergegeben, die Karte
ist somit flachentreu.

1) H. WIENER, Abhandlungen zur Sammlung mathematischer
Modelle, Bd. 1, Heft 1, S. 5ff., Leipzig 1907, B. G. Teubner.

2) Das oben beschriebene Modell benutze ich bereits seit zwanzig
Jahren; die Anregung, es zu montieren, verdanke ich Herrn Ober-
studiendirektor Dr. KAMMER. Vgl. meinen Vortrag tiber Kartennetze
in math. Unterricht, Unterrichtsblétter, 33. Jahrg. 1927, S. 131.
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Lampchen bewirkt, das auf einer Schiene von auflen nach
innen bewegt wird.")

Wenn die Aquatorebene schief zum Schirm steht, erhalt
man als Bilder der Bahnkreise (Parallelkreise) zundchst E1-
lipsen, deren grofBe Achse bei weit abstehender Licht-
quelle (Lotbild) der Drehachse parallel, also waagerecht
verlauft. Gelangt bei Anndherung die Lichtquelle senkrecht
unter den hochsten Punkt des Aquators, so erscheint dieser
als Parabel mit scheitelrechter Achse. Unmittelbar vorher
hatten wir noch eine Ellipse, deren groie Achse oifen-
bar lotrecht lief. Die Ellipse geht in dem Augenblick aus
s der einen Form durch den Kreis -
in die andere tiber, in dem die Kugel
von der Lichtquelle durchschritten,
die Kugel somitstereographisch
projiziert wird. Denn bei dieser Pro-
jektion erscheinen ja alle Kreise
als solche. Man stelltalso das Modell
fur stereographische Projektion ein,
indem man auf das Erscheinen des
Kreises als Bild der Bahnkreise
achtet.

Dreht man in dieser Stellung der
Lichtquelle das Modell um den

Fig.40. . waagerechten Durchmesser, so
Modell des Gradnetzes: Skizze. bleibt die Projektion stereogra-
phisch, in welcher Breite auch die Kugel bertihrt werde,
den Pol als Beriihrpunkt nicht ausgeschlossen.?)

Auch die Winkeltreue kann (am Pol) nachgepriift wer-
den. Denn wihrend beim Eindringen des Lichts in das In-
nere der Kugel die Winkel, die an der geradlinig erschei-
nenden Mittagslinie liegen, kleiner sind als die anderen, kehrt

1) Die Lampe wird zundchst in die Hohe der Kugelmitte ein-
gestellt; man dreht sie dann so lange, bis der mittlere Meridian
auf dem parallel zur Drehachse gestellten Schirm geradlinig er-
scheint. )

2) Je nachdem die Bertihrebene im Pol, in einem Punkt des
Aquators oder in einem beliebigen anderen Punkt angelegt ist,

unterscheiden die Geographen ,,Polar-, Aquatorial- und Azimutal-
projektion*.
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sich dies beim Durchschreiten der Kugelfliche um (man ver-
gleiche das Lotbild mit dem Nahbild der Kugel aus der
Kugelmitte).

Endlich wird man auch das Nahbild aus der Kugel-
mitte (die sogenannte gnomonische Projektion) verwirkli-
chen. Wird die Kugelmitte von der Lichtquelle in der Richtung
auf den Schirm durchschritten, so erhilt man als Bild des
Aquators zunichst einen nach oben, dann einen nach unten
offenen Hyperbelbogen; der Ubergang geschieht durch die
Gerade, das Merkmal der gnomonischen Projektion. Auch
jetzt kann man das Bild auf jede Berithrebene erzeugen.

Dabei erhélt man der Reihe nach alle Formen der
Kegelschnitte. Von der Parabel und Hyperbel ist aller-
dings nur die Umgebung des Scheitels zu sehen, die den
Unterschied nur aus dem Ubergang hervortreten 1aBt; will
man grofere Teile sichtbar machen, so stelle man die Lampe
tiet (Fig. 40).1:2). ‘

1) Das Verfahren, die Kugel aus einem geeignet gewihlten
Auge zu projizieren, das oben lediglich der Veranschaulichung
diente, wurde frither in der Absicht angewandt, neue Netze zu
finden. Jetzt hat man es gliicklicherweise lingst verlassen: Ent-
wiirfe, die_vorgegebenen Bedingungen geniigen, findet man durch
Aufstellung einer Differentialgleichung. LAMBERT war es, der diesen
Weg gewiesen hat. Vgl. Ostwalds Klassiker, Bd. 54.

2) Es ist beabsichtigt, das Modell herauszugeben; Auskunit er-
teilt die Firma B. G. Teubner, Leipzig.
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Flachentreuel,2, 7—11,13, 20, 24.

Flachenverhéltnis 1.
FLAMSTEED 11,

Gauf3 5.

Generalstabskarte 19,

Geometrische Summe 5,

Gnomonische Projektion = Nah-
bild aus der Kugelmitte 2, 18,
23, 25.

Gradabteilungskarte 19.

Gradnetz 3, 25.

GroBkreis 1, 2, 5, 17, 18, 23, 24, 25.

Himmelskugel 1.

HIPPARCH 14. !

homalographisch 20.

Horizontalprojektion siehe Schei-
telentwiirfe.

Hyperbel 23, 25.

Indikatrix=Verzerrungsbild 11,21.

Kartenprojektionen = Netze 2.
Kegelentwiirfe 12, 13, 22.
Kegelschnitte 15, 23, 25.
konform = winkeltreu 2, 14—17,
22—25.
konisch = kegelférmig
konjugiert = gepaart 6, 21.
Koordinaten 11, 23, 24.
Kosinus 5.
Kriimmung 16, 23.
Kugelhaube 8, 10, 20, 24.
Kugelzone 7, 9, 11—13.
Kugeldreieck 2, 24.
Kurs 5, 16, 17, 18, 22, 24,
Kursdreieck 24.

LAMBERT 10, 11, 22, 24, 25,
Logarithmische Spirale 14, 16, 22.
Logge 5.

Lotbild 2, 16, 18, 19, 25,
Loxodrome 14, 16, 17, 22,



Stichwortverzeichnis

MaBistab 1, 2, 21.

Meridian = Mittagslinie 1, 3, 6, 17.
Meridiankreis = Mittagskreis.
MERKATOR 2, 17, 22.
Meftischblatt 19.

MOLLWEIDE 11, 20.

Nahbild = Perspektive 2, 14—16,
18, 22, 24, 25,

NEPER 22.

Netzlinien, Netzmaschen 3.

Nonius 17.

Orthodrome = Grofikreis.

orthogonale Proj. = orthographi-
sche Projektion = Lotbild 2,
18, 25.

p Polabstand.

Parallelkreis = Bahnkreis 1, 8.

Perspektive = Nahbild (s. dleses)

Plattkarte 4.

Polarkoordinaten 24.

Polarprojektion = Entwurf auf die
Beriihrebene imPol 10, 14—16,
18, 22, 25,

Polyederentwurf 19,

Projektion = Abbildung durch
Sehstrahlen 2,

Quadratkarte 4.

r Abstand in der Ebene.

R Erdhalbmesser (Globus).

¢ Halbmesser des Bahnkreises.
0°=180°: = 5.

Rechteckskarte 4.

s Sehne der Kugelhaube, Kegel-
erzeugende.

SANSON 9, 11, 18.

Scheitelentwiirfe 24.

Schragbild 2.

Seekarte 17, 22.

Seemeile sm 5.
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Sehnenentwurf 10, 24.

Sehstrahlen, Sehstrahiebenen 2,
14, 15, 18, 20, 25.

Seitenabweichung = Kurs,

Sektion 19.

Sinuslinie 11, 20.

Sinusoidaler Entwurf 11.

Skalar = Verhéltniszahl (reell) 5.

Spharoid 6.

Spiegelung 3.

Spur 20, 23.

Stereographische Projektion 14,
15, 22, 25.

Sternkarten 1, 12.

Tissor 11, 21.
transcendent 21.
Trapezkarte 4.

unecht Kkonisch, unecht zylind-
risch 13.
unendlich klein 4, 11, 21.

Vektoren = Fahrstrahlen 5.

vereinfachte Kegelprojektion 12.

Verhéltnisgleichung 1.

vermittelnder Entwurf 2,4,12,15,24.

Verzerrung 2, 9, 10, 11, 13, 15,
17, 21, 24, 25.

Verzerrungsbild = Indikatrix 11,
21. :

wahrer Kegelentwurf 12,

windschiefer Entwurf 9.

Winkel auf der Kugel 1.

Winkeltreue 1, 2, 14-17, 21, 22,
24, 25.

Zenit = Scheitel.
Zenitalprojektion s, Scheltelent-
wurf 24.
Zentralprojektion = Nahblld
—, gnomonische 18, 23.
—, stereographische14—16,22,25.
Zylinderentwarfe 4, 9, 11, 17, 22.
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Von demselben Verfasser erschien ferner:
Sphéirische Trigonometrie

Kugelgeometrie in konstruktiver
Behandlung

Mit 22 Fig. [52 S)] klL 8. 1927. (Math.-Phys. Bibl. Bd. 69.)
Kart. M 1.20

Der Leser wird an dem einfachen aber wichtigen Beispiel der Kugel als
Erd- oder Himmelskugel in die Methoden der darstellenden. Geometrie ein-
gefiihrt, Nachbargebiete sind planmafig herangezogen (Affinitit), alles
Notige aber ist in der Arbeit entwickelt. Der Ubergang von einem
sphirischen Koordinatensystem zum andern wird durch einen SeitenriB
vermittelt, und er fiihrt zu den Grundformeln der sphirischen Trigono-
metrie, die auf die wichtigsten praktischen- Aufgaben angewandt werden.
Den Schluff macht die Konstruktion der Polarecke mit Anwendungen.

Sphirische Trigonometrie zum Selbstunterricht. Von weil. Geh.
Studienrat Prof. Dr. P. Crantz, Berlin. 2. Aufl. bearbeitet von Studienrat
Dr. M. Hauptmann, Leipzig. Mit zablr. Fig.i. T, kL. 8. 1928. (ANuG 6o3.)
Geb. B 2.—

Behandelt die besonderen Eigenschaften des sphirischen Dreiecks, und seine An-
wendungen in der Erd- und Himmelskunde an zahlreichen, ausfithrlich erkliirten Bei-~
spielen und Aufgaben.

Einfithrung in die darstellende Geometrie. Von Studienrat Prof. 2.
B. Fischer, Berlin. Mit 59 Fig. [91S.]kl.8. 1921, (ANuG341.) Geb. Bk 2.—
Der Verfasser behandelt die Grundlehren der darstellenden Geometrie an der Hand
der wichtigsten Aufgaben, um so in erster Linie eine Anleitung fiir den Selbstunterricht
zu bieten. Aus dem gleichen Grunde werden in der Einleitung Anweisungen fiir das
praktische Zeichnen gegeben, wie auch die notwendige Raumanschauung dadurch ge-
fordert wird, daB zunZichst Projektionen auf nur einer Tafelebene in Betrachtung gezogen
werden, wodurch das zweite Tafelverfahren dann um so leichter verstdndlich wird. Wenn
die Darstellung sich auch auf das Wichtigste beschrinkt, so reichen doch die x8q ,»Grund-
aufgaben® in alle Hauptgebiete der darstellenden Geometrie {Schatten, Durchdringungen ,
Axonometrie, Perspektive) hinein.

Einfiihrung in die darstellende Geometrie. Von Studiendirektor
Dr. W. Kramer, Altdsbern. (MPhB 66/67.) Kart. je £/ t.20.
1. Teil: Senkrechte Projektion auf eine Tafel. M. 71 Fig. [495.] k1. 8. 1926.
2. Teil: Grund- und Aufrifverfahren. Allgemeine Parallelprojektion,
Perspektive. [In Vorb. 1928]
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Projektionslehre. Die rechtwinkl. Parallelprojektion und ihre Anwendung
auf die Darstellung techn. Gebilde nebst einem Anhang {iber die schief-
winkl. Parallelprojektion in kurzer, leichtfaplicher Behandlung fiir Selbst-
unterricht und Schulgebrauch. Von Oberschullehrer 4. Sciundeisizy, Glei-
witz. 2. Aufl. Mit 165 Fig. [go S.] kl. 8. 1923. (ANuG 564.) Geb. Zf 2.—

»Vom Leichten zum Schweren iibergehend, baut sich der gewiB nicht einfache Stoff
leicht und sicher auf; durch eine Reihe von Aufgaben und eine Anleitung zu deren L&sung
wird der Lerneifer wesentlich geférdert. Zudem erleichtert der klare Text das Studium
auBerordentlich.« (Der Profanbau.)

Grundziige der Perspektive nebst Anwendungen. Von Geh. Reg.-Rat Dr,
K. Doehlemann,weil.Prof.a. d. Techn. Hochschulein Miinchen. 3., durchges.
Aufl. Mito1 Fig. u. 11 Abb. [108S.] kL 8. 1928. (ANuG 510.) Geb. Bk 2.—

Leitet unter Vermeidung aller schwierigen mathematischen Ableitungen die Grund-
lehren der riumlichen Darstellung ab, indem es die Zeichnung eines seinen Massen und
seiner Lage nach bekannten (Gegenstandes fiir einen ebenfalls genau festgelegten Stand-
punkt entstehen 148t und an Hand zahlreicher Anwendungsbeispiele auch die Gesetze der
freien Perspektive ableitet.

Geometrisches Zeichnen, Von Oberschullehrer 4. Schudeisky, Gleiwitz

Mit 172 Abb. im Text u. auf 12 Taf. {IV u.99S.] kL. 8, 1919. (ANuG 568.)
Geb. Bh 2.—

Der erste Abschnitt ist dem Zirkelzeichnen gewidmet und behandelt zun#chst die
grundlegenden geometrischen Zeichenaufgaben wie Teilung von Strecken und Winkeln,
sodann Aufgaben iiber den Kreis und die aus Kreisbdgen zusammengesetzten Linien und
Verzierungen, schlieBlich die schwierigen Kegelschnittlinien von Ellipse, Parabel und Hy-
perbel. Der zweite Teil leitet zum MaBstabzeichnen an und erdrtert die verschiedenen
Methoden der VergroBerung und Verkleinerung gegebener Flichen. Da der praktische
Gesichtspunkt stindig in den Vordergrund der Darstellung gestellt wird, wendet sich das
Bindchen an alle, die aus Neigung oder Beruf sich mit Zeichnen beschiftigen.

Darstellende Geometrie des Geldndes und verwandte Anwen-

dungen der Methode der kotierten Projektionen. Von Dr.
R. Rothe, Prof. a. d. Techn. Hochschule in Berlin. 2., verb. Aufl. Mit 107 Fig,
i. T. [VI u. 92 S.] kL 8. 1919. (Math.-Phys. Bibl. Bd. 35/36.) Kart. ZA 2.40

»Die mit groBem Geschick ausgewihlten zahlreichen praktischen Beispiele beleben
auBerordentlich und gestatten miihelos das Eindringen in die sonst schwierig zu bewilti-
gende Materie. Das in Satz, Druck und Ausstattung vortrefflich sich prisentierende Bind-
chen macht dem Verlage alle Ehre und kann nur wirmstens empfohlen werden.*

(Osterr. Zeitschrift f. Vermessungswesen)

Kartenkunde. Einfihrung in das Kartenverstindnis. Von Finanzrat Dr.

A. Egerer, Vorstand der Topograph. Abteilung des Wiirttemberg. Statisti-

schen Landesamtes in Stuttgart. Mit 49 Abb. [146 S.] k1. 8. 1920. (ANuG 610))
Geb. ZH 2.—

Zur Einfiihrung in das Kartenverstindnis behandelt das Bindchen die Verwertung
der Ergebnisse de'r Landesvermessung zur Herstellung von Plinen und Karten, ferner
den KartengrundriB, die Darstellung der Bodenformen sowie den Grebrauch der Karte

und gibt zum SchluB eine ausfiihrliche Beschreibung aller deutschen topographischen
und Spezialkarten.

Karte und Kroki. Erliuterte Herstellung und Lesen von Karten aller Art

mit besond. Beriicksichtig. einfacher Methoden. Von Stud.-Rat Dr. A. Wolf,
Berlin. Mit 47 Fig.1. T. [IV u. 58 S.] k1.8. 1917. (MPhB 27.) Geb. B/ 1.20

Im ersten Teil wird ein Uberblick iiber alle Arbeiten gegeben, die zur Herstellung
unserer Generalstabskarten.notxg sind, d. h. insbesondere fiber die trigonometrischen, topo-
graphischen und kartographischen Arbeiten, Der 2. Teil beschiftigt sich mit der Anferti-
gung voun Skizzen und Krokis.
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Geographisches Wanderbuch. Ein Fiihrer fiir Wandervégel und Pfad-
finder. Von Studienrat Dr. 4. Berg, Sondershausen 2. Aufl. Mit 212 Abb.
1. T. [IV u. 300 S.] 8. 1918. (TNB 23.) Geb. 2% 5.80

»Geographisches Arbeiten im Gelinde in seiner ganzen Vielseitigkeit: Messen und
Beobachten, Zeichnen und Photographieren, Kartenlesen und Krokieren, Entwerfen von
Reliefs und Panoramen, Orientieren und Signalisieren, das Studium von Wind und Wetter,
Bach und FluB, des Pflanzen- und Tierlebens, endlich des Menschen und seiner
Werke — das alles behandelt das Buch.“ (Geographische Zeitschrift.)

Landmessung. Von Geh. Finanzrat F. Swckow, Berlin. Mit 69 Zeich-
nungen i. T. [116 S.] kL 8. 1919.. (ANuG 608.) Geb. AK 2.—

Nach einem Uberblick iiber die landmesserischen Arbeitsmethoden im allgemeinen
werden Horizontalaufnahme und Nivellement mit besonderer Beriicksichtigung der dazu
bendtigten Ger#te behandelt, ohne daB besondere mathematische Vorkenntnisse voraus-
gesetzt werden.

Nautik, Von Dir. Dr. J. Méller, Elsfleth. 2. Aufl. Mit 64 Fig. i. T. u. 1 See-
karte. [116 S.] Kkl 8. 1919. (ANuG 255.) Geb. Bf 2.—

Mathematische Himmelskunde. Von Prof. Dr. O. K7ogf, Direktor der
Univ.-Sternwarte in Jena. Mit 30 Fig. i. T. {48 S.] kl. 8. 1925. (MPhB 63.)
Kart. AL 1.20

Astronomie in ihrer Bedeutung fir das praktische Leben. Von
Dr. 4. Marcuse, Rrof. an der Univ. Berlin. 2. Aufl. Mit 26 Abb. i. T.
[1o9 S.] kL 8. 1919. (ANuG 378.) Geb. BK 2.—

Himmelsbeobachtung mit bloBem Auge. Fiir reifere Schiiler, Stu-
dierende u. Naturfreunde. Von Studienrat 7. Rusck, Dillenburg. 2. Aufl.
Mit 30 Abb. im Text und 1 Sternkarte als Doppeltafel. [IV u.164S.] 8.
1921. (TNB 5.) Geb. £ 3.20

Beobachtung des Himmels mit einfachen Instrumenten. Von
Studienrat F. Ruwsch, Dillenburg. 2. Aufl. Mit 6 Abb. [II u. 51 S.] k. 8.
1919. (MPhB 14.) Kart. B4 1.20

Himmelsglobus aus Modelliernetzen. Die Sterne durchzustechen und
* von innen heraus zu betrachten. Von Hofrat Dr. 4. Hifler, weil. Prof,
an der Universitit Wien. 2. Aufl. [1913.] 1928. In Mappe Af 3.—

Praktische Mathematik. Von Dr. R. Newendorf, Prof. a. d. Univ. Kiel.
(ANuG 341 u. 526.) Geb. je Bf 2.—

I. Teil: Graphisches und numerisches Rechnen, kaufminnisches Rech-
nen im tiglichen Leben. Wahrscheinlichkeitsrechnung. 3. Aufl. Mit
29 Fig. im Text uw. auf 1 Taf. [IV u. 106 S} kl. 8. 1923.

IL Teil: .Geometrisches Zeichnen. Projektionslehre. Flichenmessung.
Kérpermessung. Mit 133 Fig. [IV u. 104 S.] kL 8. 1918.
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Fortsetzung von 2. Umschlagseite

Einfthrung in die darstellende Geometrle. Von W. Kramer. [ Teil. Senkr, Projektion
auf eine Tatel. (Bd. 66.) II. Teil. Grund- und AufriSverfahren. Aligemeine Parallel-
projektion. Perspektive. [In Vorb. 1928.] (Bd. 67)

Darstellende Geometrie des Gelindes und verwandte Anwendungen der Methode der
kotierten Projektionen. Von R. Rothe. 2., verb. Aufl. (Bd. 35/36)

Einfihrung in die Kartenlehre (Kartennetze). Von L. Balser. (Bd.81)

Karte und Kroki. Von H.Woiff. (Bd.27)

Konstruktionen in begrenzter Ebene. Von P.Zdahlke. (Bd. 11)

Einf@hrung in die projektive Geometrie. Von M. Zacharias. 2. Aufl. (Bd. 6)

Funktionen, Schaubilder, Funktionstafeln. Von A. Witting. (Bd. 48)

Eintdhrung in die Nomographie. Von P.Luckey. 2. Aufl. (Bd. 28)

Nomographle. Praktische Anleitung zum Entwerfen graphischer Rechentafeln mit durch-
gefdhrien Beispielen aus Wissenschatlt und Technik. Von P.Luckey. 2, neubearb.
u. erweit. Aufl, der ,Einfihrung in die Nomographie*, 2. Teil. (Bd. 59/60)

Theorie und Praxis des logarithmischen Rechenstabes. VonA. Rohrberg. 3. Aufl. (Bd.23)

Mathematische Instrumente. Von W. Zabel. 1. Hilfsmitiel und Instrumente 2um Rechnen.
Il Hilfsmittel und Instrumente zum Zeichnen. {in Vorb. 1928.] (Bd. 76/77)

Die Anfertigung mathematischer Modeltle. (Ftir Schiler miltlerer Klassen.) VonK. Giebel.
2. Aufl. (Bd. 16)

Mathematik und Logik. Von H. Behmann. (Bd. 71)

Mathematik und Biologle. Von M.Schips. (Bd. 42)

Mathematik und Sport. Von E. Lampe. |in Vorb. 1928, (Bd.74)

Die mathematischen und physikalischen Grundlagen der Musik. Von J. Peters. (Bd.55)

Mathematik und Malerei. 2 Bande in 1 Band. Von G.Wolff, 2. Aufl. (Bd.20/21)

Elementarmathemaiik und Technik. Eine Sammlung elementarmathematischer Aufgaben
mit Beziehungen zur Technik. Von R. Rothe. (Bd. 54)

Finanz-Mathematik. (Zinseszinsen-, Anleihe- und Kursrechnung.) Von K.He rold. (Bd. 56)

Dle mathematischen Grundlagen der Lebensversicherung. Von H. Schttze. (Bd. 46)

Rlesen und Zwerge im Zahlenreiche. Von W.Lietzmann. 2. Aufl. (Bd. 25)

Gehelmnisse der Rechenkiinstler. Von Ph. Maennchen. 3. Aufl. (Bd. 13)

Wo steckt der Fehler? Von W.Lietzmann und V. Trier. 3. Aufi. (Bd. 52)

Trugschlisse. Gesammelt von W. Lietzmann. 3. Aull. (Bd. 53)

Die Quadratur des Krelses. Von E.Beutel. 2. Aufl. (Bd.12)

Das Delische Problem (Die Verdoppelung des Wirfels). Von A. Herrmann. (Bd. 68)

Mathematiker-Anekdoten. Von W. Ahrens. 2. Aufl. (Bd. 18)

Die Failgeseize. Von H. E. Timerding. 2. Aufl. (Bd. 5)

Krelsel. Von M. Winketmann. {In Vorb. 1928] (Bd. 80)

Atom- und Quantentheorie. Von P, Kirchberger. 1. Atomtheorie. II. Quantentheorie.
(Bd. 44 u. 45)

lonentheorie. Von P.Brauer. (Bd.38)

Das Relativitétsprinzip. LeichtfaBlich entwickelt von A. Angersbach. (Bd. 39)

Drahtlose Telegraphie und Telephonie im ihren physikalischen Grundlagen. Von
W.llberg. (Bd.62)

Optik. Von E. Gfinther. [in Vorb. 1928.} (Bd. 78)

Die Grundlagen unserer Zeitrechnung. Von A. Barneck. (Bd. 29)

Mathematische Himmelskunde. Von O.Knopf. (Bd. 63)

Mathem. Streifzdge durch die Geschichte der Astronomie. VonP.Kirchberger. (Bd. 40)

Theorie der Planetenbewegung. Von P. Meth. 2, umgearb, Aufl. (Bd. 8)

Beobachtung des Himmels mit eintachen Instrumenten. Von Fr. Rusch. 2. Aufl. (Bd. 14)

Grundzige der Meteorologie. Von W. Kénig. (Bd.70)
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