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MEINEN FREUNDEN

ERHARD SCHMIDT
UND

ERNST ZERMELO



Aus dem Vorwort der ersten Auflage.

Die Umwilzung, welche die Theorie der reellen Funktionen durch
die Untersuchungen von H. Lebesgue erfahren hat, ist ein ProzeB, der
heute in seinen Hauptziigen als abgeschlossen gelten kann. Ein Ver-
such diese Theorie von Grund aus und systematisch aufzubauen scheint
mir daher notwendig geworden zu sein; dies hat mich bewogen die Vor-
lesung, die ich im Sommersemester 1914 an der Universitat Gottingen
gehalten habe, auszuarbeiten, und mit manchen Erweiterungen und Zu-
siitzen versehen, der Offentlichkeit vorzulegen.

Ich habe mich bemitht die Tatsachen, die zar Darstellung einer
Theorie der reellen Funktionen notwendig sind, direkt aus den am An-
fang des Buches angefiihrten Axiomen tiber reelle Zahlen ohne jede
weitere Voraussetzung zu entwickeln und in eine solche Reihenfolge
zu bringen, daB alle Beweise moglichst aus ihrer natiirlichen Quelle
entspringen und daher zu Sitzen fithren, die man mit groBer Allgemein-
heit aussprechen kann.

Das Fundament, auf dem die ganze Theorie der reellen Funktionen
beruht, ist die Theorie der Punktmengen, diese unvergiingliche Schopfung
Georg Cantors. In den Kapiteln, die diesem Gegenstande gewidmet sind,
habe ich aber durchaus nicht den Grad der Vollstindigkeit erstrebt, der

in einem der Mengenlehre selbst gewidmeten Werke — von denen es
vorziigliche in deutscher Sprache gibt — unerliBlich wire, sondern

mich damit begniigi, die Resultate aufsustellen, die in spiiteren Ab-
schnitten wirklich benutzt werden oder die fir das allgemeine Ver-
stindnis der Theorie unentbehrlich sind.

Gottingen, Dezember 1917.
C. Carathéodory.

Vorwort der zweiten Auflage.

Da die seit einiger Zeit notwendig gewordene zweite Auflage dieses
Buches durch mechanischen Neudruck hergestellt worden ist, ist es
nicht moglich gewesen, groSere Anderungen im Texte vorzunehmen.



VI Vorwort

Abgesehen von kleinen Verbesserungen sind vor allem der Ab-
schnitt iiber Punktmengen von nicht mefbarem Inhalt (§5 332—334)
nach einer Note von Herrn Jul. Wolff (C. R. 177 [1923] p. 863) und
die Erweiterung des Definitionsbereiches stetiger Funktionen (§§ 541
bis 543) neu redigiert worden. Bei der letzten Frage sowie auch im
§ 367 bin ich der Darstellung von Herrn F. Hausdorff im fiinften
Bande der Mathematischen Zeitschrift (1919) gefolgt.

AuBerdem habe ich zwei kleine Untersuchungen, die nicht im
Texte eingeschoben werden konnten, als Noten am Ende des Werkes
aufgenommen. Die erste dieser Noten, die eine schone Bemerkung iiber
den Vitalischen Satz enthilt, ist aus einer Mitteilung von Herrn
H. Bohr entstanden.

Endlich habe ich das Literaturverzeichnis am Ende des Buches,
wie ich hoffe, praktischer eingeteilt und auch einiges aus den neuesten
Veroffentlichungen beriicksichtigt.

Miinchen, 21. Mai 1927.
C. Carathéodory.
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Einleitung.

1. Die Theorie der reellen Funktionen beruht auf der Theo-
rie der reellen Zahlen. Wenn man diese genetisch aufbauen will,
so muB man nacheinander die positiven ganzen Zahlen, die negativen
ganzen Zahlen, die rationalen und endlich die irrationalen Zahlen be-
trachten und ihre Eigenschaften untersuchen.*)

Fiir unsere Zwecke geniigt es aber, wenn wir zeigen, daB man unter
den Eigenschaften der Zahlen einige hervorheben kann, aus denen dann
die tibrigen folgen. Diese ausgezeichneten Kigenschaften wollen wir
,Axiome“ nennen. Die Aufzihlung der Axiome soll nun durchaus nicht
eine Theorie der reellen Zahlen ersetzen (die mindestens eine Unter-
suchung tiber die Widerspruchslosigkeit und die Unabhéngigkeit der
Axiome und noch manches andere enthalten miite), aber wir gewinnen
durch eine solche Aufzihlung den festen Grund, auf dem wir alles
Ubrige ohne weitere Voraussetzung aufbauen werden.

Anordnungs- und Verkniipfungsaxiome.
2. Die Axiome der Anordnung lauten:

I1. Die Zahlen kénnen angeordnet werden, d. h. wenn a
und b zwei Zahlen bedeuten, so muB von den drei Méglich-
keiten a—b, a>b, b>a
stets eine und nur eine erfiillt sein.

12. Es gibt mindestens zwei Zahlen, die nicht einander
gleich sind.

I13. Aus der Voraussetzung a>b und b>¢ folgt stets a>c.

Die Gleichung @ = b soll dabei bedeuten, daB die beiden Zeichen a
und b dieselbe Zahl darstellen. Ist also @ =5, so ist auch stets b = g,
und aus den beiden Gleichungen a = b und b = ¢ folgt stets @ =¢. Ferner

*) Siehe z. B. 0.H6lder, Die Arithmetik in strenger Begriindung. Programm-
abhandl. d. philos. Fakult. zu Leipzig (in Kommission bei Teubner, Leipzig 1914),
sowie A. Pringsheim, Vorlesungen iiber Zahlenlehre, Erste Abteilung (Teubner,
Leipzig 1916).

Carathéodory, Reelle Funktionen. 2. Aufl. 1



2 Einleitung §3

folgt aus a=> und b>¢, oder aus a>b und b=c, daB a>c ist. All-
gemein kann man, wenn a = b ist, in allen Relationen zwischen Zahlen
das Zeichen a durch das Zeichen b ersetzen.

Die Relation a > b wird ,a grofler als b ausgesprochen; zur Be-
quemlichkeit der Darstellung filhrt man noch die Zeichen

< H + ) g ) é.
ein, die folgende Bedeutung haben:

a < b ist eine andere Schreibweise fiir b > a und wird ,a kleiner
als b“ ausgesprochen.

a =+ b: ,a ungleich & bedeutet, daB entweder @ > b oder a < b,
aber nicht @ = b ist.

a > b: ,a gréBer oder gleich 4“ oder auch ,@ nicht kleiner als 5%
bedeutet, daB entweder @ >> b oder a = b, aber nicht a < b ist.

a < b: ,a kleiner oder gleich b oder auch ,a nicht grifer als 0%
bedeutet, daB entweder @ << b oder a = b, aber nicht a > b ist.

3. Die Axiome der Addition lauten:

II'l. Sind @ und b beliebig gegebene Zahlen, so gibt es
eine eindeutig bestimmte Zahl ¢, die man die Summe von a
und b nennt; man schreibt

c=a-+D.

I12.DieSummenoperation besitzt die kommutative Eigen-
schaft a+b=b+a.

II3. Die Summenoperation besitzt die assoziative Eigen-
schaft a+®+c)=(a+b) +c.

I14. Wenn ¢ > a’ ist, soista+b>a’4 b.

Aus 114 folgt erstens unmittelbar, daB, wenn a < a’ ist, die Re-
lation @ + b <a'+ b gilt, und zweitens, daB wenn a + b > oder —
oder < a'+ b ist, die Zahl @ bzw. > oder = oder < a’ ist. Der Beweis
dieser letzten Behauptung ist in allen Fillen tibereinstimmend. Setzen
wir z. B. voraus a 4 b > a’+ b, und nehmen wir an, es wiire nicht @ > a’,
dann kann nur o' >a gelten, woraus mit Berlicksichtigung von II 4
folgt: @'+ b > a + b, was aber der Voraussetzung widerspricht.

Es ist selbstverstindlich, daB man zwei Gleichungen gliedweise
addieren kann: aus ¢ = o’ und b ="b'folgt @ + b =a'+ .

Aber man kann auch zwei Ungleichheiten ¢ >b und a'> ¥’
gliedweise addieren. Denn es ist nach 114

a+a'>b+ad und o'+ b>b-+0,
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ferner nach IT 2

b+a=a+b und V+b=>b+17,
also nach 13

a+a>b+0.

4. Das Axiom der Subtraktion lautet:

III. Sind a und b irgend welche Zahlen, so gibt es stets
mindestens eine Zahl ¢, so daB @ =150 4+ ¢ ist. Die Zahl ¢ wird
die Differenz von ¢ und b genannt.

Mit Hilfe der fritheren S#tze kann man beweisen, da es nur eine
Zahl ¢ geben kann, welche die Gleichung a =b + ¢ befriedigt. Aus
@ ="b+ cund a = b + ¢ folgt ndmlich b + ¢ = b + ¢’ und hieraus nach
dem vorigen Paragraphen ¢ = ¢'.

5. Wir fiihren jetzt die Null ein; es gibt nach III eine Zahl &, so
daB fiir ein gegebenes @ die Gleichung
a=¢+ a

besteht. Diese Zahl § ist von @ unabhéingig. Denn aus b=¢+ b
folgt zunichst

b+a=(E+b+a
und hieraus nach den Axiomen der Addition

a+b= (& +a)+ 0.

Es ist daher ¢ = ¢'+ o und somit wegen der Eindeutigkeit der Sub-
traktion ¢ = ¢’. Die so definierte Zahl nennen wir Null und schrei-
ben & = 0.

6. Jetzt kann man positive und negative Zahlen trennen. Eine
Zahl p heiBt positiv, wenn p > O ist, und eine Zahl » heiBt negativ,
wenn 7 < 0 ist. Jede von Null verschiedene Zahl ist nach 11 entweder
positiv oder negativ.

Satz 1. Ist p eine positive Zahl, so ist a +p > a.

Es ist nach Voraussetzung p > 0; also nach 114 ist a+p>a+0=a.
Analog gilt fiir eine negative Zahl » die Gleichung: a + n < a.
Satz 2. Ist a > b und setzt man a =0b + ¢, so ist ¢ > 0.

In der Tat wiirde aus ¢ < O folgen b +¢< b, was der Voraus-
setzung b + ¢ = a > b widerspricht.

7. Zwei Zahlen a und a’ heilen entgegengesetzt, wenn ihre
Summe Null ist: @ + a'=0. Ist @ =0, so ist auch a’= 0, denn dies
1*



4 Einleitung §8

folgt aus @ 4+ a’=0 = a nach der Definition der Null. Ist dagegen
a > 0, so muB ¢'<0 sein. Denn wire a’> 0, so wire nach dem vorigen
Paragraphen a + a’> a > 0, und wire a'= 0, so wire a+a'=a>0,
was beides der Definition entgegengesetzter Zahlen widerspricht.

Das Axiom I 2 verbunden mit diesem letzten Resultat zeigt uns,
daB es sowohl positive, wie auch negative Zahlen gibt.

Ist a gegeben, so ist die zu a entgegengesetzte Zahl a” durch die
Gleichung @ + a'= 0 eindeutig bestimmt. Man fiihrt jetzt das Minus-

zeichen ein, indem man schreibt ¢'= —a, wenn a und a’ entgegen-
gesetzte Zahlen sind. Wegen der Symmetrie der Definition solcher
Zahlen muB dann ¢ = — a’ sein und also @ = — (-—a).

Ist a=¢+ b, so ist ¢ = a 4 (—b) oder kurz ¢ = a — b. Denn aus
a=c+bfolgta+ (—b)=c+b+(—b),alsoa—b=c+0=c.
8. Die Axiome der Multiplikation lauten:

IV1. Zu zwei Zahlen a und b gibt es eine eindeutig be-
stimmte Zahl ¢, die das Produkt beider heiBt. Man schreibt
¢=a-b, oder auch ¢ = ab.

Uber die Multiplikation gelten die Gesetze:

IV2. Das kommutative Gesetz: a-b =b-a.

IV 3. Das assoziative Gesetz:a-(b-¢) = (a-b)-c.

IV4. Das distributive Gesetz:a-(b+¢)=a-b+a-c.

IV5. Ist p, > 0 und p; > 0, so ist auch p, p, > 0.

Es seien a und b beliebige Zahlen; nach dem Frijheren haben wir

b="5+0, also a-b = a-(b+0),

folglich nach IV4: a-b =a-b+ a-0. Nach der Definition der Null
ist daher -0 = 0. Das liefert uns den

Satz 3. Das Produkt einer beliebigen Zahl mit der Null ist gleich Null.

Sind @ und o’ entgegengesetzt und b eine beliebige Zahl, so folgt
aus dem letzten Satze, wegen a + a’'= 0, mit Hilfe des distributiven

Gesetzes: (a+a’)b=a-b+a"-b=0

Aus der letzten Formel bekommen wir ferner
(~@)(—8) = = [a- (= B)] = — [~ (&-B)] < a D,
Die letzten , Vorzeichenregeln® zusammen mit IV 5 liefern den

Satz 4. Das Produkt einer positiven und einer negativen Zahl ist
negativ; das Produkt von zwei negativen Zahlen ist positiv.

oder
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Hieraus folgt insbesondere der

Satz 5. Das Prodult ab von zwei Zahlen a und b verschwindet dann
und nur dann, wenn eine der beiden Zahlen gleich Null ist.

Denn fiir jeden der anderen mdglichen Fille ist das Produkt, wie
wir sahen, entweder positiv oder negativ.

Satz 6. Ist p eine positive Zahl, und ist a>b, so ist auch ap>bp.
Ist n eine negative Zahl, und ist @ > b, so ist an < ban.

Nach Voraussetzung kann man schreiben: a =b + p,, wo p, positiv
ist. Also ist
ap = bp + pp, > bp,
an =bn + p;n < bn.

9. Das Axiom der Division lautet:

V. Ist b0 und a eine beliebige Zahl, so gibt es stets
mindestens eine Zahl ¢, so daB @ =c¢-b ist. Man schreibt dann

c= —Z— oder c=a:b. Die Zahlc heiBt der Quotient von a durchb.

Die Bedingung b < 0 ist natiirlich notwendig; ist nimlich =0,
so hat die Gleichung ¢ = ¢b nur dann eine Losung, wenn a =0 ist,
und in diesem Falle ist ¢ vollstindig willkiirlich.

Ist aber b+ 0, so 1Bt sich zeigen, daB ¢ durch unsere Forderung
eindeutig bestimmt ist. Denn angenommen, es gibe noch eine Zahl ¢,
so daB zu gleicher Zeit ¢b = ¢’b und ¢ == ¢’ stattfinden, so konnte man
die Gleichung aufstellen ¢'= ¢ + %k, wo & == 0 sein muB. Daraus wiirde
aber folgen

c¢'b=(c+k)b=cbh+ kb=cb,

was der Voraussetzung widerspricht.

10. Wir fiihren jetzt die Eins ein. Es gibt nach V fiir jedes a<4=0
eine Zahl ¢, so daB a = ¢a ist. Diese Zahl ist von ¢ unabhingig. Denn
ist b0 und b=2¢'b, so ist auch ab=ae&'dh. Da aber nach dem
vorigen Resultat die Division eindeutig ist, so muB a = a¢’ und daher
&'a = ea sein; eine zweite Anwendung desselben Schlusses liefert dann
die zu beweisende Gleichung & = ¢'. Die so bestimmte Zahl ¢ driicken
wir durch das Zeichen 1 aus.

Ist p irgend eine positive Zahl, so folgt aus p-1 = p > 0, mit Hilfe
der Sitze iiber das Vorzeichen eines Produktes, daB 1 weder Null noch
negativ sein kann; wir haben also:

1>0.
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Zahlenmengen. Axiome der natiirlichen Zahlen.

11, Charakteristisch fiir unsere heutige Mathematik ist die gleich-
zeitige Betrachtung von Gesamtheiten von Zahlen, die man Zahlen-
mengen nennt. Die einzelnen Zahlen a, die zu der betrachteten Ge-
samtheit {a} gehdren, nennt man die Elemente der Menge. AuBerdem
betrachtet man auch sogenannte ,leere“ Mengen, d.h. solche, die kein
einziges Element besitzen. Zwei verschiedene Elemente einer Menge
stellen stets zwei verschiedene Zahlen dar.

Haben zwei Mengen {a} und {b} die Eigenschaft, daB jedes Ele-
ment b von {b} zugleich auch Element von {a} ist, so sagt man, daB
die Menge {b} eine Teilmenge von {a} ist. Hiernach ist jede Menge
eine Teilmenge von sich selbst. Man setzt auBerdem noch fest, daB die
leeren Mengen Teilmengen von jeder heliebigen Zahlenmenge sind. Ist
{b} eine Teilmenge von {a}, gibt es aber gewisse Elemente von {a},
die nicht in {b} enthalten sind, so sagt man, daB {b} eine echte Teil-
menge von {a} ist.

12. Die Axiome fiir die natiirlichen Zahlen lauten:

VI1 Die Zahl 1 ist eine natiirliche Zahl, und (n + 1) soll
ebenfalls eine natiirliche Zakhl sein, sobald # eine solche ist.

VI2. Jede Teilmenge von natiirlichen Zahlen, welche die
Zahl 1 und mit der Zahl % immer auch (k4 1) enthslt; ist mit
der Gesamtmenge der natiirlichen Zahlen identisch.

Die Menge der natiirlichen Zahlen nennt man auch die natiirliche
Zahlenreihe und bezeichnet sie folgendermafBen:

1,238, ...;

hierbei ist 2 = (14 1), 3 = (24 1) usf.
Es sei n eine natiirliche Zahl; die Gesamtheit der natiirlichen Zah-

len %, die der Bedingung
ELn

gentigen, ist eine echte Teilmenge der natiirlichen Zahlenreihe, denn
sie enthilt nicht die natirliche Zahl (n+ 1). Man nennt diese Tellmenore

den Abschnitt der natiirlichen Zahlenreihe an der Zahl » und
bezeichnet sie durch das Symbol:

1,2, ..,n
13. Das Axiom VI 2 ist einem Satz gleichbedeutend, den man das

Prinzip der vollstindigen Induktion oder auch den SchluB von
n auf (» + 1) nennt und folgendelmaﬁen aussprechen kann:
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Satz 1. Ist B(k) irgendeine Behauptung, die von einer Zahl k ab-
hingt und
a) fiir k=1 besteht,
b) stets mit k auch fiir (k1) besteht,

so ist die Behauptung B (k) ausnahmslos fiir alle natirlichen Zahlen richtig.

In der Tat enthilt die Teilmenge {n} der natiirlichen Zahlenreihe,
fiir welche B(F) richtig ist, sowohl die Zahl 1 als auch die Zahl (k+1),
sobald sie die natiirliche Zahl % enthalt.

Man kann sogar einen etwas allgemeineren Satz derselben Art be-
weisen.

Satz 2. Ist B(k) irgendeine Behauptung, die von einer Zahl k ab-
hiingt und
a) fiir k=1 besteht,
b) immer mit k auch fiir (k -+ 1) besteht, wenn k eine Zahl des Ab-
schwitts der natiirlichen Zahlenreihe an der Zahl n bedeutet,
so ist B(k) fiir alle Zahlen des Abschwitts der natiirlichen Zahlenreihe an
der Zahl (n+ 1), also auch insbesondere B(n+ 1), richtig.

Es sei {¢} die Teilmenge der natiirlichen Zahlen, fiir welche ent-
weder B(g) besteht, oder ¢ >n ist. Diese Menge enthilt wegen a) die
Zahl 1 und wegen b) enthilt sie stets mit ¢ auch (¢4 1). Hieraus folgt
nach VI 2, daB fiir jede natiirliche Zahl % entweder B (k) oder £ > n
bestehen muf. Die Behauptung B (k) ist also fiir alle Zahlen des Ab-
schnitts & < richtig, und da B(n) richtig ist, ist auch B (» + 1) richtig.

14. Wir leiten jetzt einige der Haupteigenschaften der natiirlichen
Zahlen ab.

Satz 3. Alle natiirlichen Zahlen sind positiv; die Zahl Eins ist die
kleinste unter ihnen.

In der Tat ist die Relation & > 1 fiir &k = 1 richtig; ist diese Re-
lation ferner fiir & = » erfiillt, d. h. ist » > 1, so ist (» 4+ 1)>1. Nach
VI 2 sehen wir also, daB jede natiirliche Zahl > 1 und daher positiv
ist. Ferner muB aber auch jede von Eins verschiedene natiirliche Zahl

> 1 sein.

Satz 4. Sind a und b natiirliche Zahlen und a > b, so ist die Diffe-
renz (a—b) ebenfalls eine natiirliche Zahl, und man kann schreiben a=b-+n,
wo n eine natirliche Zahl bedeutet.

Ist £ =1, so ist (k—1) = 0; ist (k— 1) entweder gleich Null oder
gleich einer natiirlichen Zahl, so ist (¢ + 1)—1) = ((* — 1)+ 1) immer
gleich einer natiirlichen Zahl. Nach dem Satz 1 ist also jede Zahl von
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der Form (k —1), wo ¥ eine natiirliche Zahl bedeutet, entweder gleich
Null oder gleich einer natiirlichen Zahl. Hieraus folgt aber die Richtig-
keit unseres Satzes fiir b =1 und fiir jedes beliebige @ > b; denn es
ist dann (@ —b) = (@ — 1), und diese letzte Zahl ist wegen der Be-
dingung @ > b von Null verschieden.

Angenommen der Satz wire bewiesen fiir b =% und fiir jedes be-
liebige @ > b, so wird nach dem Prinzip der vollstindigen Induktion
unser Satz allgemein bewiesen sein, wenn wir zeigen, daB er auch fiir
b = k + 1 und fiir jedes beliebige a > b richtig ist. Es sei also a >k 41;
dann ist erstens (# — 1) > % > 1 und folglich nach dem Friiheren eine
natiirliche Zahl. Nach Voraussetzung ist nun (¢ —1) =%+ n, wo n
eine natiirliche Zahl bedeutet, und daher & = (k4 1) + n = b + n, was
wir beweisen wollten.,

Ganz #hnlich zeigt man, daB die Summe und das Produkt von
zwei natiirlichen Zahlen wieder natiirliche Zahlen sind.

15. Wir beweisen jetzt den wichtigen Satz:

Satz 5. Jede Menge {a} von natiirlichen Zahlen, die wicht leer ist,
besitat ein kleinstes Element, d. h. es gibt mindestens ein Element a, von
der Eigenschaft, daf jedes beliebige Element a > a, ist.

Wir bezeichnen mit o’ irgendein Element von {a}; ein solches
muB nach Voraussetzung immer existieren. Um nun den Satz zu be-
weisen, bemerken wir, daB, wenn die Zahl Eins Element von {a} ist,
unsere Menge ein kleinstes Element besitzt, und daB dann unsere Be-
hauptung richtig ist. Ist aber 1 nicht in {a} enthalten, so ist die Zahl 1
kleiner als jedes Element von {a}. Wire nun fiir jede natiirliche Zahl &,
die kleiner als jedes Element von {a} ist, diese Eigenschaft auf (k41)
tibertraghar, so miiBte, nach VI 2 jede natiirliche Zahl, also auch a’,
kleiner sein als jedes Element von {a}, was einen Widerspruch enthilt.

Es gibt also notwendig eine natiirliche Zahl %, die kleiner als jedes
Element von {a} ist, so daB die natiirliche Zahl (k+ 1) diese Eigen-
schaft nicht besitzt. Oder anders ausgedriickt, mindestens ein Element a,
von {a} ist <(k+1). Da a, eine natiirliche Zahl > k ist, so ist nach
Satz 4

ag=Fk+n.

Aus g, <k + 1 folgt dann & + » <% + 1 und schlieBlich (Satz 3), daB
n =1 oder @y =k + 1 sein muB. Fiir jedes andere Element a von {a}
gilt aber ebenfalls die Darstellung @ = % + » und folglich ist

a,<a,
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d. h. die Zahlenmenge {a} besitzt ein kleinstes Element, wie wir be-
weisen wollten.

16. Das Prinzip der vollstindigen Induktion erlaubt auch den An-

zahlbegriff, d. h. die Kardinalzahlen mit Hilfe unserer Axiome zu
erkliaren.

Definition. Von einer beliebigen Menge*) sagt man, daB sie
nur aus endlich vielen Elementen besteht, wenn man ihre Ele-
mente eineindeutig den Zahlen irgend eines Abschnittesk<n
der natiirlichen Zahlenreihe zuordnen kann, oder, wie wir
kurz sagen wollen, wenn man die Menge auf den Abschnitt
eineindeutig abbilden kann.

Gelingt es nun zu zeigen, daB man jede Menge -von ;endlich vielen
Elementen nur auf einen einzigen Abschnitt k¥ <% der natiirlichen
Zahlenreihe eineindeutig abbilden kann, so ist die Zahl » charakteri-
stisch fiir unsere Menge, und man kann von einer Anzahl vonn Ele-
menten sprechen.

Enthilt die Menge ein einziges Element, so kann man sie nur auf
den Abschnitt ¥ < 1 der natiirlichen Zahlenreihe eineindeutig abbilden.

Es sei nun # eine natiirliche Zahl von der Eigenschaft, daf keine
Menge, die auf den Abschnitt x<n eineindeutig abgebildet werden kann,
auch auf einen anderen Abschnitt & <n’ abbildbar ist, wobei n'<n ist.
Wir zeigen jetzt, daB (n 4 1) dieselbe Eigenschaft besitzt, und entneh-
men dann aus dem Prinzip der vollstindigen Induktion, daB diese Eigen-
schaft, wie wir beweisen wollten, fiir jede natiirliche Zahl gilt.

Es sei also {a} eine Menge von endlich vielen Flementen, die ein-
eindeutig auf die Abschnitte ¥ <% + 1 und % <N + 1 der natiirlichen
Zahlenreihe abgebildet werden kann; es ist zu zeigen, daB n = N ist.
Es sei a’ dasjenige Element der Menge, das bei der ersten Abbildung
der Zahl (n + 1) entsprichf, a” dasjenige Element, das bei der zweiten
Abbildung der Zahl (N + 1) entspricht. :

Wir bezeichnen mit {a} —a’, {a}—a” und {a}— a'—a” die
von a’, von a” und von ¢’ und a” verschiedenen Elemente von {a}.*¥)
Die Menge {a}— a” ist auf den Abschnitt ; < N abgebildet; man kann
aber auch, indem man die Elemente von {a}— a’— a” sich selbst ent-

*) Die obige Definiton kann man auBer auf Zahlenmengen auch auf all-
gemeinere Mengen, z. B. auf die weiter unten definierten Punktmengen, anwenden.

*5) Im Falle, daB die Zeichen @’ und a” zufillig dasselbe Element be-
zeichnen sollten, stellen natiirlich die Symbole {a} — a’, {a} — a” und
{a} — a’—a” dieselbe Zahlenmenge dar.
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sprechen 1iBt und a” auf ' abbildet, die Elemente von {a}— a” und
{a)} —a’ eineindeutig aufeinander abbilden und folglich die erste dieser
Mengen ebenso wie die zweite auf den Abschnitt & < beziehen. Hier-
aus folgt aber nach Voraussetzung, daB n — N sein muB, was zu be-
weisen war.

Betrachtet man die Zahlen eines beliebigen Abschnittes & < n der
natiirlichen Zahlenreihe als Elemente einer Menge, so sieht man, daB
es Mengen von endlich vielen Elementen gibt, deren Anzahl # ist.

Die Abbildung einer Zahlenmenge von endlich vielen Elementen
auf den Abschnitt £ < # der natiirlichen Zahlenreihe kann man dadurch
zum Ausdruck bringen, daB man die Elemente der Menge mit Indizes
versieht, und sich einer der Bezeichnungen

Ayy Qgy - v vy By

oder
) o (=1,2,...,n)
bedient.

17. Satz 6. Eine Zahlenmenge a,, dg, . . ., a, von endlich vielen Ele-
menten enthdlt ein griftes und ein kleinstes Element.

Jeder Zahl a, unserer Zahlenmenge ordnen wir eine Zahl b, fol-
gendermaBen zu: es soll b, = a, sein, und wenn % eine Zahl des Ab-
schnitts ¥ <(n—1) der natiirlichen Zahlenreihe bedeutet, so soll b, ,
gleich der groBeren unter den beiden Zahlen b, und a,,, sein. Nach
dem Satze 2 des § 13 sind dann die b, fiir alle Zahlen des Abschnitts k <n
definiert; ferner ist nach demselben Satze jedes b, also insbesondere
b, gleich einem unter den Elementen a,, a,,...,a,, und es gilt fiir
jedes & < n die Beziehung

0. <h<

= "n)

womit der erste Teil des Satzes bewiesen ist. Ebenso beweist man,
daB die gegebene Zahlenmenge ein kleinstes Element besitzt.

Das Stetigkeitsaxiom.

18. Eine Zahlenmenge, die nicht aus endlich vielen Elementen be-
steht, braucht kein groBtes oder kleinstes Element zu besitzen. Die
Menge der natiirlichen Zahlen besitzt z. B. kein groBtes Element, denn
man kann jeder natiirlichen Zahl n eine groBere, nimlich (v +-1) zu-
ordnen, die auch in der betrachteten Menge enthalten ist.

Dagegen sollen die reellen Zahlen noch folgendem letzten Axiom
geniligen:
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VIIL. Ist {a} eine beliebige Zahlenmenge, so heiBe eine
Zahl A, die von keinem Element a von {a} iibertroffen wird,
eine obere Schranke der Zahlenmenge {a}. Dann ist die
Menge { A} der oberen Schranken 4 von {a} entweder leer,
oder sie besitzt ein kleinstes Element G, das die obere Grenze
von {a} genannt wird.

Mit anderen Worten: entweder gibt es iiberhaupt keine Zahl, die
groBer oder gleich allen Elementen von {a} ist, oder es gibt eine Zahl G,
die nicht nur diese Eigenschaft besitzt, sondern noch eine zweite, nim-
lich, daB man jeder Zahl ¢'< G

ein Element a’ von {a} zuordnen kann, das groBer als G’ ist:
G’ <a'

Das Axiom VII 1Bt die Existenz von Zahlenmengen { a }szu, fir welche
die Menge { A} der oberen Schranken A von {a} leer ist. Dies findet
z. B. in folgendem Falle statt: Es sei & eine beliebige positive (also von
Null verschiedene) Zahl; wir betrachten die Zahlenmenge {ke}, in der
die Zahl - eine beliebige natiirliche Zahl bedeutet. Gibt es dann Zahlen,
die > simtlichen % sind, so sei @ die obere Grenze von {ke}. Dann
ist erstens fiir jede natiirliche Zahl %

1) keL o,
zweitens aber gibt es eine natiirliche Zahl %, so da
@ Lpg >0 —¢

ist, weil (o — &) kleiner als die obere Grenze  ist.
Nun folgt aber aus (2)
(7‘40 + 1)8 >e ’
d. h. eine Ungleichheit, die der Bedingung (1) widerspricht.

Wir fiihren jetzt folgende Definition ein: Kann man jeder be-
liebigen Zahl « ein Element der Zahlenmenge {a} zuordnen,
das groBer ist als &, so sagt man, die Zahlermenge {a} hat
die obere Grenze + oo (gelesen: ,plus unendlich®).

Das Stetigkeitsaxiom kann man dann kurz aussprechen:

Jede Zahlenmenge hat entweder eine endliche obere
Grenze oder die obere Grenze 4 oo.

Ferner liefert das soeben bewiesene Resultat einen wichtigen Satz,
den schon Archimedes benutzt hat und der nach ihm genannt wird,
obgleich er wahrscheinlich schon von Eudoxos stammt:

Satz von Archimedes. Ist & eine beliebige, positive Zahl, so ist die
obere Grenze von {¢, 2¢, 3¢, ...} =4 oo.
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19. Wir betrachten jetzt die Menge {a’} der zu den Zahlen a' einer
Menge {a} entgegengesetzten Zahlen

a'=—a.
Ist die obere Grenze von {a’} eine Zahl G, so nennt man die Zahl
g=—0

die untere Grenze der Zahlenmenge {a}. Ist die obere Grenze von
{a’} aber 4+ o0, so sagt man, daB die untere Grenze von {a} gleich
— oo ist.

Die untere Grenze einer Zahlenmenge hat also folgende Bedeutung:
Falls es Zahlen gibt, die < allen Elementen von {a} sind, so ist die
untere Grenze von {a} die gr5Bte unter diesen Zahlen. Falls aber der-
artige Zahlen nicht existieren, so ist die untere Grenze gleich — co.
Jede reelle Zahl wird im Gegensatz zu den Symbolen + oo als ,end-
lich“ bezeichnet.

20. Eine Zahl, die einer natiirlichen Zahl entweder gleich oder ent-
gegengesetzt ist, oder die gleich Null ist, nennt man eine ganze Zahl.

Der Begriff der ganzen positiven Zahlen deckt sich daher mit
dem Begriff der natiirlichen Zahlen. Ferner beweist man ohne Schwie-
rigkeit nach unseren fritheren Darlegungen, daB die Summe, die Dif-
ferenz und das Produkt von zwei ganzen Zahlen wieder eine ganze
Zahl ist.

Ist @ eine beliebige Zahl, so gibt es, wenn wir im Satz von Archi-
medes ¢ = 1 setzen, nach diesem Satze eine ganze positive Zahl p, die
grofer als — a ist:

p>—a
oder
1) p+a>0.

Man bezeichne mit ¢ die kleinste natiirliche Zahl, die (p+ ) iiber-
trifft (§ 15, Satz 5). Ist dann ¢ >1, so ist (g— 1) ebenfalls eine natiir-
liche Zahl, und man hat
2) —1Zp+a<yg;

ist aber ¢ = 1, so ist wegen (1) die Relation (2) ebenfalls erfiillt. Die
ganze Zahl

n=q—p—1
hat also stets die Eigenschaft, daB
n<aln+1

ist, d. h. wir haben den Satz:
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Satz 2. Ist a eine beliebige Zahl, so gibt es stets zwei aufeinander-
folgende ganze Zahlen n und (n+ 1), welche die Relation

nla<n+l
erfiillen.

21. Eine Zahl von der Gestalt
0 2,
wo p und g ganzzahlig sind und ¢ 40 ist, heiBt eine rationale
Zahl; das Symbol (1) heift ein Bruch, p ist der Zihler, ¢ der
Nenner des Bruches. Jede ganze Zahl ist rational; man braucht ja
bloB, um die Form (1) herzustellen, p gleich der gegebenen ganzen Zahl
und g =1 zu setzen.

Die Summe, die Differenz, das Produkt und der Quotient
von zwei rationalen Zahlen sind wieder rationale Zahlen; dabei ist die
Null als Divisor stets ausgeschlossen.

Es seien a und b zwei beliebige Zahlen, die voneinander verschieden
sind, und es sei @ < b. Nach dem Satz von Archimedes kénnen wir eine
natiirliche Zahl ¢ finden, so daB

qb—a)>1
ist, was man auch
2 qa + 1 <gqb
schreiben kann.

Nach dem vorigen Satze kann man zwei aufeinanderfolgende ganze
Zahlen (p—1) und p finden, so daB

p—1<qa<lyp
ist, und diese letzte Relation kann man noch schreiben
3) ge<p<ga+l.
Vergleicht man (2) und (3), so erhilt man
ga <p<gb
und hieraus
a< »g <b.

Satz 3. Sind a und b verschiedene Zahlen, so gibt es immer mindestens
eine rationale Zahl r, die zwischen ihnen liegt.

Bezeichnet man mit {r} die Gesamtheit der rationalen Zahlen, die
kleiner sind als eine gegebene Zahl a, so ist keine Zahl a’< a groBer
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oder gleich allen Zahlen von {r}, da nach dem letzten Satze rationale
Zahlen existieren, die zwischen a’ und a liegen. Hieraus folgt:

Satz 4. Jede Zahl ist die obere Grenze der rationalen Zahlen, die
ste wbertrifft.

Ebenso beweist man, daB jede Zahl die untere Grenze der ratio-
nalen Zahlen ist, die die gegebene Zahl {ibertreffen.

Ein anderer sehr niitzlicher Satz ist folgender:
Satz 5. Die untere Grenze der Zahlen von der Form
1
o
wo n eine beliebige natiirliche Zahl bedeutet, ist gleich Null.

In der Tat sind alle diese Zahlen positiv, ihre untere Grenze also
sicher nicht negativ. Ist aber ¢ eine beliebige positive Zahl, so gibt es
nach dem Satz von Archimedes eine natiirliche Zahl », so daB

ne>1
oder

Le
ist. Hieraus folgt aber die Behauptung unmittelbar.

22. Die Symbole + oo und — oo, die wir eingefiihrt haben, sind
keine eigentlichen Zahlen; wiirde man versuchen alle friiheren Axiome
auf die durch diese Symbole erweiterte Menge aller reellen Zahlen an-
zuwenden, so wiirden sich sehr bald Widerspriiche einstellen. HEs ist
aber moglich, Regeln fiir das Rechnen mit den Symbolen + oo aufzu-
stellen, deren Anwendung #uBerst bequem ist, weil sie in vielen Féllen
die Ausdrucksweise bedeutend abkiirzen. Da es sich nur um eine kleine
Anzahl solcher Regeln handelt, kann man sich in jedem speziellen Falle
leicht vergewissern, ob ihre Anwendung zu richtigen Resultaten fiihrt.
Der Leser dieses Buches muB dies stets tun und zugleich im Auge be-
halten, daB es sich lediglich um eine Ausdrucksweise handelt, die
nur erlauben soll, gewisse langwierige Fallunterscheidungen zu vermei-
den. Ob im Folgenden ein Buchstabe nur eine endliche Zahl oder auch
eins der Symbole 4 oo bedeuten darf, wird immer unzweideutig aus
dem Zusammenhange hervorgehen.

Fiir die durch + oo und — oo erweiterte Menge aller reellen Zahlen
erkliren wir nun folgende Bezeichnungen und Relationen:

1. Ist @ eine beliebige endliche Zahl, so setzen wir

1) a<+o00o und a>—o0,
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auBerdem aber noch
2) —o00 < 00,
_ Geniigt also z B. eine Zahl @ unserer erweiterten Menge der Be-
dingung
a<+4oo,
g0 heiBt das, daB o entweder eine endliche Zahl oder — oo ist.
2. Ist a eine endliche Zahl, so setzt man

(3) a+o00=+00+a=+o,

(4) a—00=—00+ag=—00

und auBerdem

(D) 4+ 00 +00 =+ 00, —00 — 00 = — 0.

3. Bedeutet p eine positive und % eine negative Zahl, so setzt man
P (+00) = (+ 00)p =00
n-(+00) = (4+00):n=—0©
po(—00) = (— o) p = — 0
n-(—o00) = (—00)-n =400

(+09) (00) = + 0
(M (+ 00) (= 0) = (—o0) (+: 00) = —
(—00) (—00) =+ o0
Aus (6) folgt dann insbesondere, daB
0 — (—00) =(— 1) (~0) = + 0
st 4. Ist a eine beliebige endliche Zahl, so setzt man
a a
© . —Y
Die soeben erklirten Operationen werden wir sehr oft benutzen; da-
gegen sind die folgenden Operationen nicht erklirt und sollen stets
als sinnlos angesehen werden:
1. die Division einer beliebigen endlichen oder unendlichen Zahl
durch Null,
2. Die Operationen

+00—00, —oo+00, 0(x00), ()0, -EZ. %

(6)

und auBerdem

28. Die Betrachtung der unendlichen Zahlen im Sinne des vorigen
Paragraphen erlaubt insbesondere den Wortlaut gewisser Sitze iiber
*) Hieraus folgt insbesondere, daB das distributive Gesetz der Multiplika-

tion fir die durch + o erweiterte Menge der reellen Zahlen nicht mebr unbe-
schrinkt gilt, z. B. in (2—1) © = .
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obere und untere Grenzen von Zahlenmengen sehr zu vereinfachen, da
man dann die verschiedenen Fille, wo diese Grenzen endlich oder un-
endlich sind, alle zusammen behandeln kann. Es konnen sogar unend-
liche Zahlen unter den Elementen unserer Mengen vorkommen, ohne
daB wir unsere Betrachtungen zu verindern brauchen:

Satz 6. Sind {a} und {b} 2wei beliebige Zahlenmengen und kann
man jedem Element a von {a} mindestens ein Element b von (b} zuordnen,
das nicht kleiner als a 1ist, so ist die obere Grenze G, von (b} nicht kleiner
als die obere Grenze G, von {a}.

Kann man dagegen jedem Elemente von {a} mindestens ein nicht
groferes Element von (b} suordnen, so besteht zwischen den unteren Gren-
zen g, von (b} und g, von {a} die Relation

gaggb'

Aus G, > G, wiirde nimlich folgen, daB mindestens ein Element
von {a} existiert, das groBer als G, und folglich als alle Elemente von
{b} ist; und aus g, < g, wiirde man die Existenz eines Elementes von
{a} behaupten konnen, das kleiner ist als g, und folglich als alle Ele-
mente von {b}. Beides widersprichtaber den Voraussetzungen des Satzes.

Ein spezieller Fall des vorigen Satzes ist folgender:

Satz 7. Ist die Zahlenmenge {a) eine Teilmenge der Zahlenmenge {b}
so bestehen swischen den oberen und unteren Grenzen dieser Zahlenmengen
zugleich beide Relationen

G, <G, wd g,>g,

In der Tat ist dann jedes Element von {a} gleich einem Elemente
von {b}.

Absolute Betrige.

24, Unter dem absoluten Betrag einer endlichen Zahl a ver-
steht man eine nicht negative Zahl, die mit |a| bezeichnet und folgen-
dermafien definiert wird:

la|=a falls a>0,
la|=—a falls a<O
ist.
Es ist stets
(1) la] =|—al,

wie gofort aus der Definition erhellt.
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Sind @ und b zwei beliebige endliche Zahlen, so ist:
1. falls a >0 und >0 oder a <0 und b < O ist,

la + b| = |a| + |?],
2. falls >0 und b <0 oder a <O und b > O ist, entweder
la +b| =la| —|b] <|a| + [b]

oder
la +b] =[b] —|a| <|a| + [3].
In allen Fillen ist also
@ ol — 1Bl] < + B] < |a] + [b].
Ferner ist immer, wegen (1),
3 |a-b| =|a|-|b].

Setzen wir ferner
li °°l =+ oo,

so sieht man leicht, daB die Relationen (1), (2) und (3) fiir die durch
+ oo erweiterte Menge aller Zahlen erhalten bleiben, so lange die darin
ausgefiihrten Operationen einen Sinn haben (§ 22).

25. Sind a und b zwei endliche Zahlen, so kann man mit Hilfe
des Begriffs des absoluten Betrages einen Ausdruck fiir die gréfere und
die kleinere der beiden Zahlen ableiten. Es sei z. B. @ < b; dann hat man

|b—al=b—a
und

p_atdtiv—al
el

Ist aber a > b, so findet man
|b—a|=a—10

a____a—i—b-}-g]b-——a[.

und daher

Die grioBere der beiden Zahlen ist also stets

a+4b4|b—al
) ’

und ebenso findet man, daB die kleinere der beiden Zahlen gleich

a+b—|b—al
2
ist.
Carathéodory, Reelle Funktionen. 2, Aufl. 2
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Das Zuordnungsaxiom.

26. Es ist meistens bequem, die Sprache der analytischen Geo-
metrie zu benutzen, und statt von Zahlen, von Punkten, die auf einer
Achse liegen, zu sprechen. Dies erfordert ein neues Axiom, das uns
aber deshalb natiirlich erscheint, weil die Streckenrechnung der Alten,
die im Lehrbuche von Euklid ihre endgiiltige Darstellung gefunden hat,
den vorhergehenden Axiomen — soweit sie fiir positive Zahlen gelten —
geniigt.

Dieses Axiom, das die Verbindung zwischen Analysis und Geo-
metrie herstellt, lautet:

VIII. Ordnet man jedem Punkte P einer Achse, auf wel-
cher der Nullpunkt O und der Einheitspunkt E gegeben sind,
eine Zahl z zu, die gleich dem Verhdltnisse

0p
—
OFE
-_—> —> .
der gerichteten Strecken OP und OF ist, so entspricht ver-

moge dieser Zuordnung jeder endlichen Zahl 2 genau ein
Punkt P der Achse.

Wiihlen wir in einer Ebene zwei Achsen, die sich senkrecht schnei-
den, und legen den Nultpunkt jeder Achse in ihren Schnittpunkt mit
der andern, die Einheitspunkte aber in zwei andere beliebige Punkte
dieser Geraden, so ist jedem Punkte der Ebene das Zahlenpaar seiner
Koordinaten zugeordnet, und umgekehrt jedem Zahlenpaar ein Punkt
der Ebene.

Ganz analog wird jedem Zahlentripel ein Punkt des dreidimen-
sionalen Raumes zugeordnet, und umgekehrt.

Endlich kann man aber auch die Sprache der #-dimensionalen Geo-
metrie einfiihren, indem man jedem Komplex (z,, z,, ..., ,) von
» endlichen Zahlen einen Punkt des n-dimensionalen Raumes R, zu-
ordnet. Damit gewinnen wir die Mdglichkeit, unseren Resultaten, die
sich eigentlich nur auf Zahlen beziehen, eine gewisse Anschaulichkeit
zu verleihen, ohne deshalb diese Resultate weniger scharf und streng
ableiten zu miissen.
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Kapitel 1. Uber Punktmengen.
Definitionen.

27, Betrachtet man die umkehrbar eindeutige Abbildung der reellen
Zahlen auf die Punkte einer Achse (§ 26), so entspricht jeder Zahlen-
menge (§ 11), die aus endlichen Zahlen besteht, eine sogenannte
lineare Punktmenge.

Eine lineare Punktmenge ist eine Gesamtheit von Punk-
ten einer Geraden, die ganz beliebig -ist; d. h. wir brauchen
nur zu wissen, daB jeder Punkt der Geraden nur entweder
zur Menge oder nicht zur Menge gehdren kann.

Beispiele von linearen Punktmengen:

1. Die Punktmenge, die aus dem Punkte z = O allein besteht.
2. Die Punktmenge, deren Elemente den ganzen Zahlen 0,1,2,3,...
entsprechen.

3. Die Punktmenge, die aus den Punkten

z=x (k=1,2,3,...)

besteht.

4. Die Punktmenge, die aus den Punkten unter 3. und auBerdem
aus dem Punkte z = O besteht.

5. Die Menge aller rationalen Punkte (d. h. Punkte mit rationaler
Abszisse).

6. Die Punktmenge, deren Punkte die Bedingung
0Lz<1
befriedigen. Diese Punktmenge enthilt den Punkt 2 = O, aber nicht

den Punkt z = 1.

7. Das lineare Intervall von a bis b (¢<<b). Das ist der In-
begriff aller Punkte der Achse,

die der Bedingung

i t } J.
0 e 1 b
a<lar< b Fig. 1.
geniigen, wobei ¢ und b endliche Zahlen bedeuten. Die Punkte ¢ und b
heiBen die Endpunkte des Intervalls und gehoren nicht znm Inter-
vall. Der Punkt
atd
2
heift der Mittelpunkt des Intervalls, die positive Zahl (b—a) wird
die Lange des Intervalls genannt.
2*
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28. Der Begriff einer ebenen Punktmenge ist ganz analog dem
fiir lineare Punktmengen auseinandergesetzten. Jedem Punkte der Ebene
ist das Zahlenpaar seiner Koordinaten zugeordnet und eine ebene
Punktmenge ist also als eine Menge von Zahlenpaaren aufzufassen.

Ebenso sahen wir (§ 26), daB man jeden Komplex von % end-
lichen Zahlen (z;, 5, ..., #,) einen Punkt des n-dimensionalen Rau-
mes R, nennt. Eine Punktmenge in diesem Raume ist dann jede Menge
von derartigen Zahlenkomplexen. Hierbei ist zu beachten, daf wir einen
solchen Zahlenkomplex nur dann als Punkt ansehen, wenn jede Zahl des
Komplexes endlich ist.

29. Dieselbe Rolle, die das lineare Intervall ¢ <z < b unter
den linearen Punktmengen spielt, spielt das Rechteck oder zwei-
dimensionale Intervall fiir die ebenen Punktmengen. Ein zwei-
y, dimensionales Intervall I in der zy-Ebene ist die Menge aller
Punkte, fiir die zugleich

a<z<b und a'<y<¥V

op--- ist. Dabei ist zu beachten, daB die Punkte, die
1 man gewohnlich als Rand des Rechtecks zu be-
a zeichnen pflegt, also z. B. der Punkt

_ mit den Koordinaten

0 a b - a'+b'
Fig ¢ r=a, Y= —

nicht zum Intervall T gehoren. (Vgl. hierzu die Definition des abge-
schlossenen Intervalls, § 55.)

Ahnlich kénnen wir im n-dimensionalen Raume #-dimensio-
nale Intervalle definieren. Dies sind die Mengen aller Punkte
(2, ..., ,), fiir welche zugleich die Ungleichheiten

a, <z, < b, k=12 ...,n)

stattfinden. Hierbei bedeuten die @, und b, vorgegebene endliche
Zahlen; die positiven Zahlen (b, —a,) nennt man die Lingen der
Kanten des Intervalls. Ein Intervall mit lauter gleichen Kanten heiBt
ein n-dimensionaler Wiirfel, im speziellen Falle, wo # = 2 ist, ein
Quadrat.

Der Punkt mit den Koordinaten

1B
2

heiBt der Mittelpunkt des Intervalls oder des Wiirfels.
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Die Grundoperationen an Punktmengen.

30. Wir bezeichnen die Punktmengen symbolisch durch groBe latei-
nische Buchstaben
4, B, ....

Die Punktmengen, die wir gleichzeitig betrachten und miteinander
vergleichen wollen, sollen alle in einem und demselben n-dimensionalen
Raume R, liegen, wobei n irgendeine natiirliche Zahl bedeutet. Die
Punkte des R, zusammengenommen nennen wir den Gesamtraum;
auBerdem ist es bequem auch eine leere Menge einzufiihren, d. h. eine
solche, die keinen einzigen Punkt besitzt. Fiir diese leere Punktmenge
werden wir oft das Zeichen O benutzen.

Sind alle Punkte einer Punktmenge B in der Punktmenge 4 ent-
halten, so heiBt B eine Teilmenge von 4; diese Beziehung stellen wir
durch das Zeichen

B<A oder A>B

dar. Die leere Menge soll. als Teilmenge von jeder beliebigen Punkt-
menge A4 gelten
0< 4.

Unter die Teilmengen B einer Punktmenge 4 nehmen wir auch die
Punktmenge A selbst auf; gibt es Punkte von 4, die mnicht in B ent-
halten sind, so heiBt B eine echte Teilmenge von 4. Ist sowohl A< B
als auch 4 > B, so bestehen die beiden Punktmengen aus denselben
Punkten, und wir schreiben

A =D

31. Unter der Komplementéirmenge 4’ einer Punktmenge 4
verstehen wir die Punktmenge, die aus allen Punkten des Gesamt-
raumes besteht, die nicht zu A gehoren, und nur aus diesen.

Ist z. B. 4 die lineare Punktmenge 0 <z <1, der Gesamtraum
also die z-Achse, so ist 4" die Menge aller Punkte, fiir welche z <0
oder z > 1 ist.

Bedeutet aber A dieselbe Strecke in der zy-Ebene, d.h. die Ge-
samtheit der Punkte, fiir welche zugleich 0 <2 <1 und y = 0 ist, so
besteht die Komplementirmenge A" erstens aus allen Punkten der Ebene,
fiir welche y = 0 ist, und auBerdem aus den Punkten, fiir welche ent-
weder £ < 0,y =0 oder z > 1, y =0 ist.

Fiir die Komplementérmenge gilt ferner die Beziehung: Ist 4 < B,
so ist stets B'<< A4".
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32. Durchschnitt von zwei Punktmengen 4 und B nennen
wir die Gesamtheit der Punkte, die sowohl in A4 als auch in B ent-
halten sind. Wir schreiben, wenn D den Durchschnitt von 4 und B be-
zeichnen soll,

D = AB¥)
Haben 4 und B keine gemeinsamen Punkte, so ist

AB=0,

indem wir wieder mit Null die leere Menge bezeichnen. Insbesondere
ist also auch

A-0=0.
Es ist tibrigens stets

AB< A4,
und nur dann

AB=A,

wenn A eine Teilmenge von B ist.
Es ist trivial, daB fiir den Durchschnitt das kommutative Ge-
setz gilt:
AB=DBA.
Ebenso gilt das assoziative Gesetz:
(4B)C = A(BC)= ABC.
Endlich sehen wir, da8, wenn 4 < 4, und B << B, auch
AB< A, B,
ist.
33. Es selen 4 und B zwei Punktmengen ohne gemeinsamen
Punkt: AB=0; dann nennen wir die Punktmenge, die aus allen
Punkten von 4 und aus allen Punkten von B, soweit sie vorhanden

sind, und nur aus diesen Punkten besteht, die Summe S der beiden
Punktmengen 4 und B und schreiben

S=A4+ B.
Es versteht sich von selbst, daB auch hier das Gesetz
A+B=DB+ 4

*) Um diese Schreibweise als Produkt zu verstehen, denke man sich eine
Funktion ¢, (P) des Punktes P (vgl. §83), die in allen Punkten einer beliebigen
Punktmenge M gleich Eins ist und in den Punkten der Komplementirmenge 21 °
von M verschwindet; dann ist

@D(P)=‘;’A(P)'9’B(P)-
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gilt. Das Symbol (4+ B) + C hat aber nur dann einen Sinn, wenn
einerseits 4B =0, anderseits (4 +B)C=0 ist; letzteres ist aber dann
und nur dann der Fall, wenn AC = BC =0 ist. Aus BC =0 folgt
nun, daB (B+ C) einen Sinn hat, und dann aus AB = AC =0, daB
A(B+ C) = 0 ist. Man sieht schlieBlich ein, daB die rechte Seite der
Gleichung

(44+B)+C=4+ (B+0)

einen Sinn hat, sobald dies fiir die linke der Fall ist, und da8 die Glei-
chung dann immer richtig ist. Das kommutative und das assozia-
tive Gesetz gelten also fiir die Summe von Punktmengen.

Fiir Durchschnitt und Summe gilt ferner das distributive
Gesetz

C(A+B) = CA + CB,

denn links steht die Menge der Punkte, die zu C und zu 4 oder B ge-
horen, und rechts die Menge der Punkte, die zu C und 4 oder zu C
und B gehoren.

Bei der Anwendung dieses Gesetzes ist aber dar-
auf zu achten, daB nicht immer beide Seiten zugleich @
einen Sinn haben. Wenn die linke Seite einen Sinn

hat, d. h. AB =0 ist, so hat auch die rechte Seite ‘
einen Sinn, denn dann ist %u@
(C4)-(CB)=(C-0)(4B) = C-0=0. ¥ig. 5.

Ist aber umgekehrt (C4) (CB) = CAB =0, so kann man nicht schlieBen,
daB A B = 0 ist, wie die nebenstehende Figur zeigt.

34. Ist Bin A enthalten, also 4 B= B, so ist die Differenz (4—D)
der beiden gegebenen Mengen durch die Gesamtheit der Punkte definiert,
die zu 4, aber nicht zu B gehéren. Differenz und Summe stehen hier-
nach in der Beziehung: Wenn C= A4 — B ist, so ist A= C+ B.

35. Wir gehen jetzt zum Begriff der Vereinigungsmenge iiber,
einer Verallgemeinerung des Summenbegriffs, bei welcher die Leerheit
des Durchschnitts nicht mehr vorausgesetzt wird: Die Vereinigungs-
menge V von zwei beliebigen Punktmengen besteht aus dem Inbegriff
der Punkte, die zu 4 oder B gehoren. Wir schreiben symbolisch

V=A4+B.
Offenbar ist
A+B=DB+ A4,

A+ (B+C)=(4+B)+C.



24 Kap. I Uber Punktmengen § 36. 37

Hier gilt das distributive Gesetz ohne Einschrénkung:
C(A4+B)=CA+ CB.
Ferner haben wir fiir 4 << 4, und B<< B,
A+B<<A +B.

36. Die Vereinigungsmenge ¥V von zwei Punktmengen 4 und B
besteht aus allen Punkten von 4 und aus allen Punkten von B, die nicht
in A enthalten sind. Man kann also schreiben:

V=A4+B=A+(B— AB).

Die Operation (B — A B) kommt fast ebenso oft vor wie die des Durch-
schnitts 4 B oder der Vereinigung A+ B von zwei Mengen und muB
daher auch unter die Grundoperationen iiber Mengen aufgenommen
werden.

37. Mit Hilfe des Begriffs der Komplementirmenge lassen sich die
drei Grundoperationen 4B, 4 + B, (4— A B) aus einer beliebigen unter

ihnen ableiten.
Wir wollen z. B. die Operation 4B zu Grunde legen; setzen wir

V = A+ B, so besteht die Komplementirmenge 7" von ¥V aus allen
Punkten, die zugleich zu 4’ und zu B’ gehoren (s. Fig.4). Also ist

(1) V'=AB’
und da die Komplementirmenge einer Komplementirmenge die ur-
spriingliche Menge ist, so hat man

(2 A+ B=(4'B.

Mit Hilfe des Schlusses von » auf (» + 1)
p kann man die Formeln (1) und (2) auf
B die Vereinigungsmenge von beliebig vielen

Punktmengen in endlicher Anzahl iibertragen.

w Setzt man nimlich

Vim Ay 4 dy b 4,
+1=A1+A2+”'+An+An+1

4 e
AB V"
Fig. 4. und ist nach Voraussetzung
4 ’ ’ ’
V,=A4,/’4y... A/,
so folgt aus (1), wenn man diese Gleichung auf die Vereinigungsmenge
V.p1von ¥, und 4, , anwendet,

’ ’ ’ ’ ’
Vi =V, 4, =4,... 4, .
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Fiir jede natiirliche Zahl » ist also
3) (A, +4g+---+4,)=(4,4y... 4)).

Ahnlich sieht man, daB, wenn 4 und B zwei beliebige Punktmengen
bedeuten,
4) A— AB=AB

ist.
Endliche und unendliche Punktmengen. Abz#hlbarkeit.

38. Die einfachsten nicht leeren Punktmengen sind die, die aus
einer endlichen Anzahl von Punkten bestehen, und die man also ein-
eindeutig auf einen Abschnitt der naturhchen Zahlenreihe abbilden
kann (§ 16) Uber solche Punktmengen, die man endliche Punkt-
mengen nennt, gilt folgender Satz:

Satz 1. Jede nicht leere Teilmenge B einer endlichen Punktmenge A
ist wiederum eine endliche Punkimenge, und die Anzahl der Punkte von B
ist nicht grofler als die von A. Ist auferdem B eine echte Teilmenge
von A, so ist die Anzahl ihrer Punkte Kleiner als die von A.

“ Besteht die Punktmenge A aus einem einzigen Punkte P, so ist
jede Teilmenge von A entweder leer oder identisch mit 4. Der erste
Teil des Satzes ist also in diesem Falle richtig. Um ihn allgemein zu
beweisen, geniigt es also nach dem Prinzip der vollstéindigen Induktion,
zu zeigen, daB er fiir eine Punktmenge von (% -+ 1) Punkten richtig ist,
sobald er fiir eine Punktmengé von » Punkten besteht.

Es seien P, P, ..., P,, P,,, die Punkte von 4; ist dann der
Punkt P, nicht in B enthalten, 80 ist B eine Teilmenge von (4—P, ,).
Diese letzte Punktmenge ist aber auf den Abschnitt ¥ < der natiirlichen
Zahlenreihe eineindeutig abgebildet und enthilt also % Punkte. Die
Punktmenge B ist also endlich und kann nicht mehr als #» Punkte ent-
halten. Ist dagegen P, ., ein Punkt von B, so ist entweder (B—P,,,)
leer, und dann enthilt B nur einen emz1gen Punkt, oder man kann den
vorigen SchluB auf die Punktmenge (B— P, _,) anwenden Diese letzte
Punktmenge ist daher eineindeutig auf einen Abschnitt £ < m der natiir-
lichen Zahlenreihe abgebildet und es ist 7 < #. Ordnet man dann den
Punkt P, , der Zahl (m + 1) zu, so ist B auf den Abschnitt & < <(m+1)
abgebildet, und unsere Behauptung bewiesen.

Um den zweiten Teil des Satzes zu beweisen, betrachten wir eine end-
liche Punktmenge 4 von n Punkten und eine echte nicht leere Teil-
menge B von 4, die also z. B. den Punkt P, nicht enthélt. Nach dem
Vorigen ist B eine endliche Punktmenge; es sei m die Anzahl ihrer
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Punkte. Nun ist aber (B+ P,) ebenfalls eine Teilmenge von 4 und
die Anzahl ihrer Punkte ist (m + 1); also ist (m +1) <% und daher,
wie wir zeigen wollten, m < n.

39. Eine zweite Klasse von Punktmengen ist die, deren Punkte
man auf die Zahlen der natiirlichen Zahlenreihe abbilden kann. Es ist
zuniichst zu zeigen, daB eine solche Punktmenge A4, deren Punkte wir
mit P,, P,, ... bezeichnen, keine endliche Punktmenge sein kann.
Nehmen wir niimlich an, sie wire endlich und % sei die Anzahl ihrer
Punkte, dann miiite nach dem Satze des vorigen Paragraphen jede
nicht leere Teilmenge B von A endlich sein und nicht mehr Punkte als
n enthalten. Dies ist aber insbesondere nicht der Fall fiir die Teilmenge

B=P1+P2+"'+Pn+1

von A, die auf den Abschnitt X <%+ 1 der natiirlichen Zahlenreihe
abgebildet ist.

Die Punktmengen, zwischen deren Punkten und den natiirlichen
Zahlen eine umkehrbar eindeutige Zuordnung moglich ist, nennt man
unendliche, abzihlbare Punktmengen. Die Haupteigenschaft der
abzdhlbaren Punktmengen ist folgende:

Satz 2. Jede Teilmenge B einer abzihlbaren Punktmenge A ist ent-
weder endlich oder abzihlbar.

‘Wir bezeichnen mit a,, a,, ... diePunkte einer abzihlbaren Menge 4
und bemerken, daBl die Punkte einer beliebigen nicht leeren Teilmenge C
von A auf eine Teilmenge der natiirlichen Zahlen abgebildet sind, die
ein kleinstes Element besitzt (§ 15 Satz 5). Dieses kleinste Element ist
Bild eines Punktes von C, den wir den ersten Punkt der Teilmenge C
von A nennen.

Nun sei B eine Teilmenge von 4, die nicht endlich ist. Mit Hilfe
des Prinzips der vollstindigen Induktion definieren wir fiir jede nabiir-
liche Zahl p einen Punkt b, folgendermaBen. Der Punkt

bl = an1
soll der erste Punkt der Teilmenge B von A4 sein, und mit

by 1= Onp 41
soll fiir p > 1 der erste Punkt der Punktmenge
B — {bl; b }

s b,
bezeichnet werden. Diese letzte Punktmenge ist némlich nicht leer, da
sonst die Menge B selbst endlich wire, was der Voraussetzung wider-
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spricht. Wir bezeichnen mit B die Gesamtheit der Punkte b,; diese
Punktmenge ist nach dem Vorigen eindeutig definiert, und man hat
fiir jede natiirliche Zahl p

1) {byy...,b,} <B<B.
Nun bemerke man, daB wegen der Ungleichheiten
<ty <mg<--- und n>1,
nach dem Prinzip der vollstéiindigen Induktion, stets
n, =k
sein muB. Ist jetzt a, irgendein Punkt von B, so ist also fiir p >k

der Punkt
bp = @,

sicher von a, verschieden, und hieraus folgt, daB @, kein Punkt von
B —{b, by, ..., b}

sein kann und daher in {b;,...,b,} und nach (1) auch in B enthalten
sein muf.

Die Punktmenge B enthilt also jeden Punkt von B; es ist also

B<B
und wegen (1) _
B = B,

d. h. die gegebene Punktmenge B ist abzihlbar, da B nach ihrer Kon-
struktion abzihlbar ist.

40. Die vorigen Sitze haben wir fiir Punktmengen bewiesen;
wir haben aber nirgends davon Gebrauch gemacht, daB die Elemente
dieser Mengen wirklich Punkte sind. Wir konnen daher endliche und
abzihlbare Mengen einfithren, deren Elemente

Al! 'A2) AS) b

selbst beliebige Punktmengen sind. Solche ,Mengen von Punktmengen®
nennt man auch endliche oder unendliche Folgen von Punktmengen.
Wir definieren zwei neue Operationen: Die Durchschnitts- und

die Vereinigungsmenge von abziihlbar unendlich vielen Punktmengen.
Die Durchschnittsmenge

D=A,-4,-4,...

besteht aus allen Punkten, die in jeder der Punktmengen A, ent-
halten sind und nur aus diesen.
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Die Vereinigungsmenge
Ve=Ad +4;,+4;+---
ist die Gesamtheit der Punkte, die in mindestens einem 4, vorkommen.
Man findet, daB auch hier die Formel (§ 37)
V=(4,-4y-45-...)
ihre Geltung behilt; denn jeder Punkt der Komplementirmenge V*
von ¥ muB in allen 4," enthalten sein, und jeder Punkt des Durch-
schnitts aller 4," ist ein Punkt von 7.
Anstatt
V=4, +4,+4;+---
kann man auch schreiben
V=B +B,+B,+---,
wenn man unter B, By, . .. folgendes versteht:
B, =4,
B,=A4,— 4,B,
By = 4, — 4,(B, + B,)
By = Ak+1 — 4s(Bi+ B, + - +By.
Dann ist in der Tat
Bl+-Bz+"'+B]¢=A1'i‘-A2'i'"'-i‘Ak-

Die Vereinigungsmenge abzihlbar vieler Mengen 148t sich also ersetzen
durch die Summe abzihlbar vieler Mengen, die Teilmengen jener sind.

41. Sind zwei Folgen 4,, 4,, ... und B,, B,, ... von je abzihl-
bar vielen Punktmengen gegeben, und ist fiir jedes %

-Ak < BI:,

so folgt aus der Definition des Durchschnitts und der Vereinigungs-
menge der A resp. By, daB sowohl

A, -Ay-A;---<B, B, B, -
als auch

N A4+ Ay Ayt <B4+ By By t---
18t.

42. Es sei mit 4, eine Menge von abzihlbar vielen Elementen
Gp1, Gps, . .. bezeichnet, und wir nehmen an, daB wir abzihlbar viele
derartige Mengen 4,, 4,, ... vor uns haben. Dann kann man eine ab-
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zihlbare Menge A finden, deren Elemente aus lauter Elementen a,, der
4, bestehen und zwar so, daB jedes dieser Elemente einmal und nur
einmal vorkommt.
‘Wir schreiben das Schema:

Ayt Gyqy Oygy Oygy vy Qygy oo

Ag: Gy, Qggy Gy, - - -y Gggy v+

Ayt agy, Agg,y Aggy - -y Ggyy - -

Ay @pyy Gypgy Bygy ooy Uy

und ordnen die Elemente a,, (deren Gesamtheit wir mit 4 bezeichnen)
folgendermafen um:

A: ayy; Gy, Gyo; Ggyy Gggy Bygs Tggyevvy Qygy oo o5 Oggyevoy Qigl oo

Zu jeder Indexsumme p + g =s gibt es nur endlich viele Elemente,
die in der Menge 4 aufeinanderfolgen und nach fallendem ersten Index
geordnet sind. Dadurch ist eindeutig der Rang jedes Elementes a,,
festgelegt. Dem Elemente a,, gehen z. B.

14244 (p—1) =228

Elemente voraus, ihm selbst kommt der Rang 1&%—__1_) + 1 zu. Das

Element a,, tritt in einer (_J‘rruppe auf, die mit a,,,_, , beginnt; daher
ist der Rang k von a,, gleich

—1 —2
1) b= Pty )2(p+q )+q'
Hieraus folgt insbesondere, wenn man p + g =s setzt,
(2) (s—1)2(s—2)<k§s sg—l);

ist nun % eine beliebige positive ganze Zahl, so kann man auf eine und
nur eine Weise zwei ganze positive Zahlen p und ¢ so bestimmen, daff
die Relationen (1) und (2) erfiillt sind: man wmuB zuerst die ganze
positive Zahl s so wihlen, daB (2) befriedigt wird, und hierauf

—1)(—2)
2

g=k— und p=s—gq

setzen.
43. Satz 3. Sind C,, G, ... endlich oder abzahlbar unendlich viele
Punktmengen, von denen jede aus endlich oder abzihlbar unendlich vielen

Punlien besteht, so hat die Vereinigungsmenge V dieser Mengen dieselbe
Eigenschaft.
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Man kann in der Tat
V=B +B+---

setzen (§ 40), wobei die B, als Teilmengen von C, ebenfalls aus endlich
oder abzihlbar unendlich vielen Punkten bestehen (§ 39). Bezeichnet
man die Elemente derjenigen B,, die nicht leer sind, mit ay,, @, . . -,
so werden die B, als Teilmengen unserer Mengen 4, des § 42 erscheinen
und ¥ als Teilmenge der abzihlbaren Menge 4. Die Punktmenge V" ist
also jedenfalls abzihlbar, falls sie nicht nur endlich viele Punkte enthilt.

44. Es seien abzihlbar unendlich viele Folgen
1) Apyy Arsy Aisy - - - (k=1,2,8,...)

von abzihlbar unendlich vielen Punktmengen gegeben. Mit ¥, und D,
bezeichnen wir die Vereinigungsmengen und Durchschnitte

=Ak1‘i‘Ak2+Ak3 -
Dy= Ay Ay dys -+
ferner mit ¥ und D die Punktmengen |
V=V +V,+Vy+---
D=D, D,y Dy---

Nach dem §42 kann man die Punktmengen 4, abzéihlen und folg-
lich ihre Vereinigungsmenge ¥ und ihren Durchschmtt D bilden. Jeder
Punkt von ¥ 1st in mlndestens einer Punktmenge 4,, enthalten, folg-
lich in mindestens einem ¥V, und schlieBlich auch o V. Bs ist also
V <V. Umgekehrt ist jeder Punkt von ¥ in mindestens einem 7,

folglich in mindestens einem 4, und also auch in V enthalten. Es 1st
also

V=7,
und auf ganz analoge Weise zeigt man, daB
D=D

ist.

45. Satz 4. Die Menge der Punkie der x-Achse mit positiver ratio-
naler Abszisse ist abzdhlbar.

Um diesen Satz zu beweisen, verstehen wir unter dem a,,, des § 42
den Bruch —I;—, wobei p und ¢ natiirliche Zahlen sind. Diese Briiche

lassen sich also in eine Reihe bringen; darunter kommen aber einige
rationale Zahlen 6fter vor:

1_5%7'12"% (_);?a %7%7%7 iv Fe 4) ()7(): ) f;-"-
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Die Menge aller rationalen positiven Zahlen ist also, als Teilmenge der
abzihlbaren Menge aller positiven Briiche, selbst abzihlbar.

Da ferner die Menge aller negativen rationalen Zahlen einschlieB-
lich der Null aus demselben Grunde auch abzihlbar ist, so ist die Menge
aller rationalen Zahlen, als Summe zweier abzihlbarer Mengen, auch

abzéhlbar (§ 43, Satz 3).

Satz 5. Sdimtliche Punkte der Ebene mit rationalen Koordinaten
bilden eine abzihlbare Punktmenge.

z und y seien die rationalen Koordinaten eines Punktes P der
Menge; z kann ddnn die abzéhlbar vielen Werte der rationalen Zahlen
annehmen

BTy, Tgy Vg oo}
dasselbe gilt von y
LA SVR TS TR

Den Punkt P mit den Koordinaten # = 7, und y = », fassen wir jetzt
als Element a,, unseres Schemas im § 42 auf. Da aber die Menge aller
a,, @bzéhlbar ist, so ist damit der Satz bewiesen.

Ganz analog beweist man mit Hilfe des Schlusses von % auf (n +1):

Satz 6. Sdmiliche Punlie des n-dimensionalen Rawmes, die durchweg
rationale Koordinaten besitzen, bilden eine abzihlbare Menge.

46. Der Begriff der Abzéhlbarkeit bekommt nun erst dadurch seine
rechte Bedeutung, daB es auch nicht abzihlbare Punktmengen gibt.
Die Existenz solcher Punktmengen behauptet folgender Satz von
G. Cantor:

Satz 7. Ein lineares Intervall ist eine nicht abzihlbare Punlimenge.

Wir beweisen diesen Satz, indem wir zeigen, daB jede abziihlbare
Teilmenge des gegebenen Intervalls eine echte Teilmenge (§ 30) des
Intervalls ist.

‘Wir miissen also, wenn z,, %,,... eine Folge von Punkten be-
deutet, die im linearen Intervall a, < z < b, enthalten ist, einen Punkt £
dieses Intervalls bestimmen, der nicht in dieser Folge enthalten ist. Zu
diesem Zwecke werden wir eine Folge ineinandergeschachtelter Inter-
valle: d,> 0, >0d; > --- konstruieren, von der Eigenschaft, daB 9, die
Punkte z,, z,, . . ., %, nicht enthilt. Wir bezeichnen ein Intervall, dessen
Endpunkte ¢ und g sind, durch das Symbol [e, §] und setzen d,=[ay, b,];
wir suchen hierauf den Punkt x, unserer Folge auf, und zerlegen das
Intervall [2,, b,] in drei gleiche Teile durch die Teilpunkte a, und b,.
Wir setzen 0, = [a,, b;] und bemsrken, daB ¢, den Punkt 2, nicht ent-
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hilt. Der Punkt 7, kann nun entweder ein Punkt von d, sein oder nicht.
Im ersten Falle zerlegen wir [z,, b,], im zweiten Falle [a,,b,] durch
die Teilpunkte a; und b, in drei gleiche Teile. Das so konstruierte Inter-
vall d, = [a,, b, enthilt , nicht, und da d; << d, ist, so enthilt es auch
nicht z,. Dieses Verfahren setzen wir fort: ist 8, = [a,, b,] ein Intervall,
das die Punkte #, ..., nicht enthilt, so zerlegen wir, je nachdem z, , ,

% . in 0, enthalten ist

l ) R —l oder nicht,
5 1 a, z, a‘zl&li’z b %3 by das Intervall
Fig. 5. 3 [%,1,D;] oder [a@;,b,] in drei gleiche

Teile und nehmen die so bestimmten
Teilpunkte a,,, und b, ,, als Endpunkte des Intervalls 8, ,,. Nach dem
Axiome der vo]lsta.ndlcren Induktion enthilt fiir jede natiirliche Zahl %
das Intervall o, kemen einzigen der Punkte 2,, #,, ..., z,. AuBerdem
folgt ebenfalls (nach unserer Konstruktion), daf fiir j ede positive ganze
Zahl die Relationen

) G< @, 4<b, b ,<b

erfiillt sind. Sind also k und p zwei beliebige natiirliche Zahlen, so
ist fiir k < p immer ¢, < @, <b, und fiir k> p immer a, <, <b,,
also jedenfalls stets

) a, <b,.

Da aus (2) fiir jedes k& die Relation a,< b, folgt, ist die obere Grenze
§ aller @, eine endliche Zahl (§ 18) und es ist fiir jedes &

a, <t und £Z0,,

letzteres wegen (2). Endlich folgt noch aus ,<a, ., <& und £<b,,,<b,,
daB
a, < g < bk

ist, d. h. daB der Punkt £ fiir jedes ¥ im Intervalle d, liegt. Also ist
£ ein Punkt des gegebenen Intervalles [a,, b,] der von 2, verschieden
ist, was auch % fiir eine natiirliche Zahl sein mag; d. h. & ist nicht in
der Folge enthalten, w. z. b. w.

Dieser Satz, den wir fiir das eindimensionale Intervall bewiesen
haben, gilt auch fiir Intervalle beliebiger Dimension. Denn ein
solches enthilt stets ein eindimensionales Intervall als Teilmenge, kann
also selbst nicht abzihlbar sein, da die Teilmenge einer abzihlbaren
Menge selbst abzihlbar ist (§ 39).

47. Vergleichen wir unser letztes Resnltat mit dem Satze des §45,
daB die Punkte mit rationalen Koordinaten, die im n- dlmensmnalen
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Raume, und folglich (§ 39) auch die, die in einem beliebigen Teile des
Raumes enthalten sind, stets eine abzéhlbare Punktmenge bilden, so folgt
hieraus, daB in jedem Intervall des Raumes auBer diesen Punkten noch
andere existieren miissen. Insbesondere sieht man, daf in jedem linearen
Intervall @ <<z <b zwischen zwei Zahlen, auBer den rationalen Zah-
len auch andere, sogenannte irrationale Zahlen liegen miissen.

AuBlerdem gilt der Satz:

Satz 8. Die Menge der irrationalen Zahlen eines Intervalls ist nicht
abzdhlbay.

Wiire sie nidmlich abzéhlbar, so wiirde das Intervall als Summe
von zwei abzihlbaren Mengen ebenfalls abzihlbar sein (§ 43), was dem
vorigen Satze widerspricht.

48, Es ist moglich in jeder der speziellen Punktmengen, die wir
bisher als Beispiele erwiihnt haben, bestimmte Punkte anzugeben, die
in diesen Mengen enthalten sind. So ist-z. B. der Mittelpunkt eines
Intervalls (§ 29) in diesem enthalten. Diese Operation, die als Zuord-
nung eines bestimmten Punktes einer Menge zu dieser aufgefaBt werden
kann, wird oft als Auswahl eines Punktes der Menge bezeichnet (vgl.
hierzu den § 83 unter III).

E. Zermelo hat bemerkt, daB man zum Beweise einer Reihe von
Sitzen, die fiir den Aushau der Analysis unerldBlich sind, die Moglich-
keit einer Operation fordern muB, die darin besteht, gleichzeitig aus
jeder Teilmenge des Gesamtraumes einen Punkt auszuwéhlen, und da8
man diese Forderung als neues Axiom zu betrachten hat.

Das Auswahlaxiom. Unter den Zuordnungen, bei denen jeder
nicht leeren Punktmenge A eines n-dimensionalen Raumes,
ein Punkt P dieses Raumes entspricht, existieren solche, bei
denen P stets in A enthalten ist.

Es ist m. a. W. méglich, jeder Punktmenge 4 eifies n-dimensionalen
Raumes R, einen ihrer Punkte eindeutig zuzuordnen und dies gleich-
zeitig fiir alle Punktmengen des Raumes.

49. Das Auswahlaxiom erlaubt uns folgenden Satz zu beweisen:

Satz 9. Jede unendliche Punktmenge enthdlt abzdllbare unendliche
Teilmengen.

Es sei A eine unendliche Punktmenge; wir ordnen jeder nicht
leeren Punktmenge C des Raumes nach dem Auswahlaxiom einen
Punkt P; zu, der in ihr enthalten ist. Nun konstruieren wir mit Hilfe

Carathéodory, Reelle Funktionen. 2. Aufl. 3
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des Prinzips der vollstéindigen Induktion eine abzihlbare Punktmenge

B={P,P,...}
folgendermaflen. Man setze
P, =P,
und mit Hilfe der Bezeichnung

C,=Ad—{(P,..., P,)
Pk+1=-PUk7

setze man zweitens

was immer moglich ist, weil A nach Voraussetzung eine unendliche
Punktmenge bedeutet und daher C; nicht leer ist. Die so definierte ab-
zahlbare Punktmenge B ist eine Teilmenge von 4. AuBerdem aber ist
B eine unendliche Punktmenge, weil nach unserer Konstruktion fiir

k==m auch P,4 P, ist.

Sitze iliber Intervalle.

50. Um die Punktmengen néher untersuchen zu konnen, miissen
wir uns ein Instrument zurechtschneiden, mit dem wir im allgemeinen
n-dimensionalen Raume Schliisse ziehen k6nnen. Dies wird durch fol-
gende einfache Sitze iiber Intervalle erreicht.

Satz 1. Der Durchschnitt von zwei Intervallen ist leer oder wieder
ewn Intervall.

Es seien im #-dimensionalen Raume (wobei » auch gleich Eins
gedacht werden kann) die beiden Intervalle

I ¢/<x,<b und I /<2, <b’ (k=12 ...,n)
gegeben. Wir setzen

_ et e+ e —a| _ b — bt
&= B) b, = 2 i

dann ist a, die groBere der beiden Zahlen @, und a,”, b, die kleinere
der beiden Zahlen b, und b,” (§ 25). Haben nun die Intervalle I’ und
I” einen Punkt

PR -TRRRPR

gemeinsam, d. h. ist ihr Durchschnitt nicht leer, so ist fiir jedes &
@ < § <Dy,
und der Punkt £ ... £, ist im Intervalle

1) I: g <z, <b (k=1,2,...,n)
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enthalten. Ist umgekehrt fiir jeden Wert von k&
@ < by,
so existiert das Intervall (1) und jeder Punkt von I ist sowohl in I’
als auch in I” enthalten. Man hat also
I=I1T"
Satz 2. Jedes Intervall ist in einem Wiirfel enthalten, dessen Mittel-
punkt der Anfangspunlt der Koordinaten ist.
Es sei
I a<z<b k=1,2,...,n)
das gegebene Intervall; man nenne ¢ die groBte unter den 2x Zahlen
|a,| und |b,|; dann geniigt der Wiirfel
—c< g <c (k=1,2,...,m)
den Voraussetzungen des Satzes.

Satz 3. Jeder Punkt P eines Intervalls T ist Mittelpunkt eines Wiir-
fels, der ganz in I enthalten ist.

Es seien (&, §,,...,£,) die Koordinaten des Punktes P und
I g <z, <b, (k=1,2,...,n)
das gegebene Intervall. Nach Voraussetzung sind die 2% Zahlen (§,—a,)
und (b, — &,) alle positiv und von Null verschieden. Es sei & die kleinste
unter ihnen; dann hat der Wiirfel
E—h<a, <&+ k=1,2,...,n)
die verlangten Eigenschaften.

Satz 4. Sind P und Q zwei vomeinander verschiedene Pumkte mit
den Koordinaten (£, &, ..., E,) und (9, ny,...,1,), So kann man einen
Wiirfel J finden, der P zum Mittelpunkie hat und @ wicht enthilt. Ist
auperdem P ein Punkt des Intervalls 1, so kann man verlangen, daf3 der
Wiirfel J eine Teilmenge von I ses.

Um den ersten Teil des Satzes zu beweisen, bemerke man, da8, da
die Punkte P und @ getrennt liegen, die Zahlen |§, — 7,| nicht alle Null
sein konnen. Ist z. B. & die groBte unter ihnen, so hat der Wiirfel

EL—h<a, <E+D k=1,2,...,n)

die gewiinschte Eigenschaft.
Ist zweitens P ein Punkt des Intervalls I, so nenne man J den
soeben bestimmten Wiirfel; die Intervalle I und J’ haben den Punkt P

gemeinsam. Nach dem Satze 1 ist also die Punktmenge I'=1I-J' ein
3‘
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Intervall, das zwar P aber nicht @ enthilt. Hierauf bestimme man den
Wiirfel J, der nach Satz 3 den Punkt P als Mittelpunkt besitzt und in
I’ enthalten ist; dieser Wiirfel ist der gesuchte.

51. Es sei p eine gegebene natiirliche Zahl und %, k,, .. ., &, irgend-

welche ganze Zahlen. Wir betrachten die n-dimensionalen Wiirfel

foi — s .

1L < (j=1,2,...,m)
und zwar simtliche Wiirfel, die man erh#lt, wenn man p fest-
hilt und alle moglichen Kombinationen der Zahlen %; be-
trachtet. Diese Wiirfel sind alle von gleicher GroBe und ihre Mittel-
punkte besitzen die rationalen Koordinaten

L .

_Z%; (]=1,2,...’n)
hieraus folgt aber, daB die Menge der betrachteten Wiirfel abzihlbar
ist (§ 45). Ist (&, ..., E,) ein beliebiger Punkt des Raumes, so kann
man (§ 20) die k; so wihlen, daB die Ungleichheiten

k;— 1< pk <k +1 (j=1,2,...,n)

simtlich gelten; hieraus folgt, daB jeder Punkt des Raumes in der Ver-
einigungsmenge unserer Wiirfel enthalten ist, oder wie wir sagen wollen,
daB der Raum von unsern Wiirfeln iiberdeckt wird.
Es sei endlich
I a;<u;<b; (G=1,2,...,m

ein beliebiges Intervall des n-dimensionalen Raumes. Ein Wiirfel unserer

Menge hat dann und nur dann Punkte mit I gemeinsam, wenn die Un-

gleichheiten

Iy —1
p

pa; —1<k<pb;+1

simtlich erfiillt sind. Hieraus folgt aber, daB das Intervall I nur mit
endlich vielen unserer Wiirfel Punkte gemeinsam hat.

Endlich bemerken wir, da wenn A4 eine beliebige positive Zahl
bedeutet, und wenn wir die natiirliche Zahl

2
P>

wihlen, die Kantenliinge unserer Wiirfel kleiner als 4 ist.

ki1
’p >a; und

<,
oder

Satz 6. Man kann den ganzen n-dimensionalen Raum mit einer ab-
zdhlbaren Menge von gleich grofen Wiirfeln iiberdecken, deren Kanten-
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linge Kleiner als eine vorgeschriebene positive Zahl A ist. Es ist auPerdem
moglich, diese Wiirfel so zu wdihlen, daf3 es nur endlich viele unter ihnen

gibt, die mit einem willkiirlich gegebenen Intervall I des Rawmes Punkte
gemeinsam haben,

Vergleich einer Punktmenge mit dem Gesamtraum.

52. Definition 1. Eine Punktmenge 4 heiBit beschrinkt,
wenn sie Teilmenge eines Intervalls ist.

Insbesondere ist jedes Intervall beschrinkt; dagegen ist z. B. die
abziéhlbare lineare Punktmenge x =1, 2, . .. nicht beschrinkt.

Definition 2. Ein Punkt P heiBt innerer Punkt einer Punkt-
menge A, wenn ein Intervall Ip existiert, das P enthilt und
zugleich Teilmenge von 4 ist.

Man muB also zugleich P << Ip und Ip << 4 haben. Insbesondere
ist jeder Punkt eines Intervalls innerer Punkt dieses Intervalls, weil
man in diesem Falle Ip= A4 setzen kann. Ein Intervall besteht aus
lauter inneren Punkten.

Definition 3. Jede aus lauter inneren Punkten bestehende
Punktmenge Up, die einen Punkt P enthilt, soll eine Um-
gebung dieses Punktes genannt werden.

Jede Umgebung Up von P enthilt ein Intervall Ip, in welchem P
selbst enthalten ist; gibe es néimlich kein solches Intervall, so wire P,
entgegen der Definition von Up, kein innerer Punkt von Up. Ander-
seits ist aber schon ein Intervall Ip, das P enthidlt, eine Umgebung
von P, weil es aus lauter inneren Punkten besteht. Man kann also
sagen, dafl eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir,
daB P innerer Punkt von 4 sei, darin besteht, daB eine Um-
gebung von P Teilmenge von A sei.

53. Mit Hilfe des Begriffes der Umgebung wollen wir nun die
Punkte des Gesamtraumes in bezug auf eine Punktmenge A klassifizie-
ren; es bestehen folgende Moglichkeiten:

1. Es gibt eine Umgebung Uy von P, so daB Upd =0 ist.
Dann gehort also weder P selbst noch ein anderer Punkt von Up zu 4,
sondern Up ist Teilmenge der Komplementirmenge A4’. Folglich ist P
innerer Punkt von 4"

2. Es gibt kein Up, so daB Upd = 0 ist; es gibt aber min-
destens ein Up, das nur einen einzigen Punkt ¢ von 4 enthilt.
Dann muB @ mit P zusammenfallen: man kann nimlich nach der Defini-
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tion der Umgebung ein Intervall Iy finden, das P enthilt und in Up
enthalten ist, und, falls @ und P voneinander verschieden sein sollten,
ein Teilintervall I von Ip konstruieren, das P aber nicht ¢ enthilt
(§ 50, Satz 4). Dann ist I eine Umgebung von P und, da Ir<Ip<<Up
ist, ist IpA<<UpA. Nun besteht UpA nach Voraussetzung aus dem
einzigen Punkte @, und @ ist nicht in Jp und folglich auch nicht in
I, A enthalten. Es miiBte also I, 4 entgegen der urspriinglichen Voraus-
setzung eine leere Menge sein. Also ist der Punkt P in 4 enthalten,
und es gibt Umgebungen Up von P, die keinen weiteren Punkt von
A enthalten; der Punkt P heit dann ein isolierter Punkt der Punkt-
menge A.

3. Jede Umgebung Up von P enth#élt mindestens einen
Punkt von 4, der von P verschieden ist. Dann muBl jede Um-
gebung Up unendlich viele Punkte von A enthalten; angenommen
némlich man konnte ein Up so wihlen, da auBer etwa P nur noch
endlich viele Punkte @,, @,, ..., @, in UpA4 enthalten sind, dann konnte
man m Intervalle I,, I,, ..., I, finden, die P enthalten und in Up ent-
halten sind und die auBerdem die Eigenschaft haben, dafl I, den Punkt @,
nicht enthilt (§ 50, Satz 4). Der Durchschnitt =11, ... I, dieser
Intervalle ist wieder ein Intervall, das P enthilt, in Up enthalten ist,
und keinen einzigen der Punkte @, enthalten kann; dies Intervall I ist
dann eine Umgebung von P, die auBler vielleicht P keinen einzigen Punkt
von A enthilt, und dies widerspricht unserer Voraussetzung,

In diesem Falle heift P Hiufungspunkt von A; er kann, aber
braucht iibrigens nicht selbst ein Punkt von 4 sein.

Ich wiederhole die Definition des Haufungspunktes:

Ein Punkt P des Raumes heiBt Hiufungspunkt von 4,
wenn jede Umgebung Up von P mindestens einen Punkt von 4
enthilt, der von P verschieden ist; und dann miissen unend-
lich viele Punkte von 4 in Up enthalten sein.

Unter den Haufungspunkten unterscheiden wir noch besonders
Kondensationspunkte und innere Punkte (§ 52).

4. Definition. Ein Haufungspunkt P heiBt Kondensations-

punkt, wenn fiir keine Umgebung Up von P der Durchschnitt
UpA abzéhlbar ist.

Ist also P Haufungspunkt von 4, aber kein Kondensationspunkt,
so gibt es zwar keine Umgebung Uy von P, fiir welche Up4 endlich
ist, aber mindestens ein Up, so daB UpA abzihlbar ist.

Jeder innere Punkt von 4 ist Kondensationspunkt; nach
Voraussetzung gibt es ein Intervall I, das P enthilt und in A4 ent-
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halten ist. Ist dann Up eine beliebige Umgebung von P, so gibt es ein
Intervall Jp, das P enthilt und Teilmenge von Up ist. Aus

In<A und Jp<<Up

Ipdp < AUp.

Nun ist IpJp ein Intervall (§ 50, Satz 1) und folglich nicht abzihlbar
(§ 46), umsomehr gilt dasselbe dann von AU,.

Beispiele. Zu 1: A4 bestehe aus den Punkten 0 <<z <C1. Der Punkt
—1 ist innerer Punkt der Komplementirmenge.

Zu 2: A bestehe aus den Punkten O < 2 < 1 und auBlerdem aus
2 = —1 und z = — 2; die beiden letztgenannten Punkte sind isolierte
Punkte von 4.

Zu 3: A bestehe aus den Punkten 1, M 3 ey %, <., Simt-

liche Punkte der Menge sind isolierte Punkte. Der nicht zur Menge ge-
hérende Punkt 0 ist Hiufungspunkt, aber nicht Kondensationspunkt
von A.

Zu 4: A besteht aus den Punkten 0 < # < 1. Die Punkte 0 und 1
sind Kondensationspunkte, die nicht in 4 enthalten sind.

folgt

Klassifizierung von Punktmengen.

54. Wir haben schon unter den Punktmengen abzihlbare und nicht-
abziihlbare, beschriinkte und nichtbeschrinkte (§ 46, 52) unterschieden.
Zu weiteren Unterscheidungen gelangt man, wenn man eine Punkt-
menge A mit der Menge H, ihrer Hiufungspunkte vergleicht, die von
vielen Autoren die Ableitung der Punktmenge A genannt wird. Im
allgemeinen liefert allerdings dieser Vergleich nichts bemerkenswertes.

Es gibt jedoch zwei extreme Fille:

1. Hy< A4, d. h. jeder Hiufungspunkt von A ist Punkt der
Menge A. Dann heiBt die Menge 4 abgeschlossen.

2. Hy,> A, d. h. jeder Punkt von A ist Hiufungspunkt von 4.
Dann heiBt die Punktmenge 4 in sich dicht.

3. Diese beiden Fille brauchen, wie Beispiele zeigen (§ 55), sich
nicht auszuschlieBen; eine Menge A kann sowohl abgeschlossen, als in
sich dicht sein; dann heiBt die Punktmenge 4 perfekt.

Diese Begriffe und auch die Bezeichnungen sind von G. Cantor
geschaffen worden Ferner ist zu bemerken, da8 nach unserer Definition
eine Punktmenge 4 auch dann als abgeschlossen angesehen werden mub,
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wenn die Menge H, ihrer Hiufungspunkte leer ist. So ist z. B. die Ge-
samtheit der Punkte mit durchweg ganzzahligen Koordinaten eine ab-
geschlossene Punktmenge.

Satz 1. Die Komplementirmenge einer abgeschlossenen Punktmenge
besteht aus lauter inneren Punkien.

Beweis: A sei abgeschlossen und P sei ein Punkt der Komple-
mentérmenge 4. Dann .ist P kein Punkt von 4, und, wegen der Ab-
geschlossenheit von 4, auch kein Hiufungspunkt von 4. Also gibt es
eine Umgebung von P, die keinen einzigen von P verschiedenen Punkt
von A4, und folglich keinen einzigen Punkt von A4 enthilt. D. h. der
Punkt P ist innerer Punkt der Komplementérmenge 4’.

Satz 2. Besteht A aus lauter inneren Punkten, so ist die Komple-
mentdrmenge A’ von A abgeschlossen.

Beweis: Es ist zu beweisen, dafl jeder Héufungspunkt der Komple-
mentirmenge 4" zu 4’ und also nicht zu 4 gehort. Das folgt aber so-
fort daraus, daB jeder Punkt von A4 innerer Punkt ist; daher gibt es um
jeden Punkt P von 4 ein Intervall, das ganz zu 4 gehort, in dem also
kein Punkt von 4’ liegt.

Diese Dualitit zwischen abgeschlossenen Punktmengen und solchen,
die aus lauter inneren Punkten bestehen, ist, wie wir sehen werden, sehr
tief ausgeprigt; wir werden sie am besten dadurch auch #uBerlich zum
Ausdruck bringen, wenn wir die Eigenschaft einer Menge, lauter inneve
Punkte zu besitzen, durch einen Namen charakterisieren, der zum Worte
»abgeschlossen® in Beziehung steht. Wir wollen die Punktmengen, die
aus lauter inneren Punkten bestehen, offene Punktmengen nennen;
dies konnen wir umso unbedenklicher tun, als wir spiter beweisen wer-
den, daB eine Punktmenge nicht zu gleicher Zeit abgeschlossen und
offen sein kann (§ 213), es sei denn, dafl sie mit dem Gesamtraum iden-
tisch ist.

Nach dieser Ausdrucksweise ist eine Umgebung eines Punktes P
eine offene Punktmenge, die P enthiélt. Ebenso werden wir von
Umgebungen einer beliebigen Punktmenge A4 sprechen: das sind
die offenen Punktmengen, die 4 als Teilmenge enthalten.

55. Wir bezeichnen mit I das Intervall
I g <z<b, (k=1,2,...,7n)
und mit 7 die Punktmenge, welche durch die Bedingungen
I: a,<5<H (k=1,2,...,7n)
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gegeben ist. Ferner bezeichnen wir mit A und H die Mengen, die aus
den Hiufungspunkten von I bzw, I bestehen; da << I ist, so ist auch

€)) H<H.
Bezeichnet man mit (§, ..., &) die Koordinaten eines Punktes P, der
in der Komplementirmenge von I liegt, so muB von den 2n GroBen

(@, — &), (§,— b,) mindestens eine positiv und von Null verschieden sein.
Es sei h die groBte unter diesen Zahlen, dann hat das Intervall

GL—h<a, <E+D (k=1,2,...,n)

keinen einzigen Punkt mit I gemeinsam, d. h. P ist ein.innerer Punkt
der Komplementirmenge von I. Diese Komplementiirmenge ist dem-
nach offen und I ist eine abgeschlossene Punktmenge; es ist also

@) H<1
Zweitens sieht man, daB, wenn P ein beliebiger Punkt von T ist,

jedes Intervall Jp, das P enthiilt, auch Punkte von I enthalten muS,

die von P verschieden sind, d. h., dafl P ein Hiufungspunkt von I ist;
demnach ist

(3) I<H.
Aus (1) und (2) folgt, daB H ~< I ist, und dies mit (3) verglichen gibt
@ -~

Der Vergleich von (1) und (3) gibt I << H und dies liefert in Ver-
bindung mit (2) L
®) I-1

Man kann die Gleichungen (4) und (5) folgendermaBen deuten: Ein
beliebiges Intervall I ist eine offene Punktmenge, deren Hiu-
fungspunkte eine I enthaltende perfekte Punktmenge I bil-
den; die Punktmenge I heiBit ein abgeschlossenes Intervall.

Insbesondere hat aber auch unsere Untersuchung gezeigt, daB es
perfekte Punktmengen gibt, was natiirlich durch die Definition des
vorigen Paragraphen noch nicht gewihrleistet war.

56. Man kann die Sitze des § 50 auf abgeschlossene Inter-
valle tibertragen.

Satz 3. Haben zwer abgeschlossene Intervalle einen inneren Pumkt
gemeinsam, so ist shr Durchschnitt wieder ein abgeschlossenes Intervall.

Der Beweis ist identisch mit dem oben gegebenen, nur daB man
die Zeichen > und < durch > urd < zu ersetzen hat.
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Satz 4. Jeder Punkt P eines Intervalls I ist Mittelpunkt eines ab-
geschlossenen Wiirfels @, der ganz in I enthalten ist.

Es seien (&, &, .. ., £,) die Koordinaten des Punktes P und
I a<z<b, k=1,2,...,m)

das gegebene (nicht abgeschlossene) Intervall. Nach Voraussetzung sind
die 2% Zahlen (§,— a,) und (b,—§,) alle positiv und von Null ver-
schieden. Es sei & die kleinste unter ihnen; dann hat der abgeschlos-
sene Wiirfel

h h
E—s<unl&+ 5
die gewiinschte Eigenschaft.

Durch Kombination dieses letzten Resultates mit dem Satze 4 des
& 50 erhilt man endlich:

Satz 5. Sind P und Q zwei voneinander verschiedene Punkte, so
kann man einen abgeschlossenen Wiirfel J finden, der P zum Mittel-
punkte hat und Q nicht enthdlt. Ist auPerdem P ein Punkt eines ge-
gebenen Intervalls I, so kann man noch verlangen, daf der abgeschlossene
Wiirfel J eine Teilmenge von I sei.

Uberdeckungssiitze.

57. Wir leiten jetzt einige Sitze ab, welche die Grundlage fiir das
weitere Kindringen in die Theorie der Punktmengen bilden.

Es sei B
I: a<Lz<b

ein abgeschlossenes lineares Intervall. Jedem Punkte P dieses Intervalls
sei nun eindeutig ein (offenes) lineares Intervall 8, zugeordnet, das den
Punkt P enthilt. Dann gilt der Satz

Das abgeschlossene Intervall I 148t sich mit einer end-
lichen Anzahl von Intervallen 6, vollig iiberdecken.

Mit anderen Worten: es gibt eine endliche Anzahl von Punkten

p,P,..., P, so daB
I<0op+0p+---40p,
ist.

Wir wollen einen Punkt £ von I erreichbar nennen, wenn der
ausgesprochene Satz mindestens fiir das abgeschlossene Teilintervall
a <o L § richtig ist, und die Menge der erreichbaren Punkte
untersuchen. Es wird zu beweisen sein, daB der Punkt 2 = b zu dieser
Menge gehort.
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Nun ist diese Menge nicht leer; jeder Punkt & des Durchschnitts
1.8, von
I a<z<b

mit &, ist nimlich erreichbar. Anderseits ist nach Konstruktion fiir
alle erreichbaren Punkte £ < b; diese Zahlenmenge besitzt also eine
obere Grenze w <b. Nach Definition der oberen Grenze darf kein
Punkt « des Intervalles I, fiir welchen z > o ist, falls ein solcher Punkt
existiert, erreichbar sein; dagegen gibt es fiir jedes positive h erreich-
bare Punkte §, fiir welche @ —h <<§ ist. Nun ist, wegen a <o <b,
der Punkt o in T enthalten und es ist ihm nach Voraussetzung ein
Intervall
0 o—h<z<o+k

zugeordnet. Wihlt man einen erreichbaren Punkt & zwischen (o —h)
und o und bezeichnet mit d,, d, ..., d, endlich viele der gegebenen In-
tervalle dp, deren Vereinigungsmenge das Intervall a < o < £ enthiilt,
so wird die Vereinigungsmenge
o +0y+---+4d,+9,

alle Punkte des Intervalls ¢ < z < @ + k enthalten. Hieraus folgt aber,
daB erstens o selbst erreichbar ist und zweitens, daB o = b ist; denn
wire @ < b, so wiirden Punkte ¢ von I im Intervalle o <z <o + k
liegen. Diese Punkte wiren aber erreichbar, und es wire fiir sie zu-

gleich £ > w, was der Konstruktion von o widerspricht. Also ist der
Punkt b selbst ein erreichbarer Punkt, w. z. b. w.

58. Dieser Satz liBt sich durch den Schluf von » auf (»+ 1) auf
mehrdimensionale Intervalle iibertragen; der Wortlaut des Satzes wird
dabei nicht geiéindert: Es sei I ein abgeschlossenes 7-dimensionales In-
tervall, und jedem Punkte P dieses Intervalls ein (n-dimensionales) In-
tervall 0p zugeordnet, das P enthilt. Es gibt dann endlich viele Punkte
P, P, ..., P, von I von der Eigenschaft, daB

I <08p +0p+--+0z,
ist.

Wir nehmen an, der Satz sei fiir (» — 1) Dimensionen bewiesen,
-und betrachten die Punkte P des abgeschlossenen Intervalls

I: L2, <}, (k=1,2,...,n)
fir welche
z, =E

ist, wobei £ irgendeine feste Zabl des linearen abgeschlossenen Inter-
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valls a, < £ < b, bedeutet. [Die Fig. 6 stellt die Konstruktion fir den
Fall » = 2 dar.]
Diese Punkte P werden auf gewisse Punkte P’ des (n — 1)-dimen-
sionalen Raumes 2, 2,,...,x,_, projiziert und die Gesamtheit der
Punkte P’ erfiillt ein abgeschlossenes (% — 1)-dimensionales In-
%y tervall

J: ¢, <Lz, < b, (k=1,2,...,(n—1))

Ebenso wird das
Intervall 0, das ei-
I nem Punkte P zu-

geordnet ist, auf ein
(» — 1)-dimensiona-
“1"*4n. les Intervall 95 pro-
] jiziert,dasdenPunkt
\ P’ enthilt.
b; a,! Nun kann man
I
1
'

b, b,

v

{

£--4--

X
3

Y

)
8

_—
~
L} - ca e = —

nachVoraussetzung
eine endliche

e o - — =} -

Ss
7]
£

b

—1 -, Anzahl  von
o s b ” Punkten P,’,

Fig. 6. P2” ceey Pj"
..., P, finden, so daB, wenn man mit 8,’,...,d/,...,0, ihre zuge-
ordneten (% — 1)-dimensionalen Intervalle bezeichnet,

J <0 +8 10,

-

~

STt

= -
K,
e

ist. Wir kehren jetzt zu unserem n-dimensionalen Raume zuriick, und
betrachten die Punkte P;, deren (n—1) erste Koordinaten mit denen
von P, zusammenfallen und fiir welche auBerdem z, = £ ist; die diesen
Punkten zugeordneten Intervalle bezeichnen wir mit

0 o <z < BV k=1,2,...,n)

und bemerken, daB die 2m Zahlen
(-« wmd BO—§ y=1,2,...,m)
alle positiv und von Null verschieden sind. Es sei 2h; die kleinste unter

diesen Zahlen; dann muB jeder Punkt des n-dimensionalen abgeschlos-
senen Intervalls

7T . { 4 <5, <b
&

=1,2,...,—1
g—hééxngg‘f‘he (k 1,2, y 1)
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in der Vereinigungsmenge
O+ 0, +---4 0,
liegen.

Nun wenden wir den Satz des vorigen Paragraphen an: Wir haben
jedem Punkte £ des abgeschlossenen linearen Intervalls a, <z, <b,
ein lineares Intervall § — h, < z,< £ 4+ h; zugeordnet. Wir kinnen also
endlich viele Punkte &, &, ..., &, finden, so daB das lineare Intervall
a, Lz, < b, durch die Vereinigung der Intervalle

o — by, <, <&+ My k=1,2,...,p)

iiberdeckt wird. Dann ist aber auch fiir unser gegebenes n-dimensio-
nales abgeschlossenes Intervall

T<IT§1+ ﬂgﬂ"r“i‘ﬂ:ep,

und da jedes der Intervalle H,, Hy, ..., H, durch die Vereinigungs-

menge von endlich vielen dp liberdeckt werden konnte, so gilt dasselbe
von I.

59. Unser Resultat 1iBt eine weitere Verallgemeinerung zu, durch
die es erst in brauchbarer Form erscheinen wird:

Uberdeckungssatz von Borel. Ist jedem Punkte P einer abge-
schlossenen und beschrinkten Punktmenge 4 eine Umge-
bung dp eindeutig zugeordnet, so kann man die ganze Punkt-
menge A mit einer endlichen Anzahl dieser Umgebungen
iberdecken.

D. h. es gibt endlich viele Punkte P, P,,..., P,, so daB
‘ A<op +0dp,+---+0p,
1st.

Die Punktmenge A ist beschrinkt; man kann also ein Intervall
(§ 52) und folglich auch ein abgeschlossenes Intervall I finden, das 4
in seinem Inneren enthilt. Alle Punkte von (I —4) = I A’ sind innere
Punkte von 4, da die Komplementirmenge einer abgeschlossenen Menge
nur aus inneren Punkten besteht (§-54). Jedem Punkte @ von (I —4)
kann man also ein Intervall yo zuordnen, das ¢, aber keinen Punkt von
A enthilt. Den Punkten P von 4 kann man aber Intervalle d5 zuord-
nen, die P enthalten und jedesmal Teilmengen der gegebenen Umgebungen
dp von P sind. Nach dem vorigen Satze kann man endlich viele Punkte
Q, Qs -.-, Qund P, P, ... P, von I finden, so daB

A<TI<ypo+ye+ - +roy+0s+0n+---+05
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ist. Da nun die Intervalle 4 keinen Punkt von A enthalten, ist
A<0p +0p+ -+ 05,<0p +0p+ -+ 05,

womit der Borelsche Satz bewiesen ist.

Die beiden Voraussetzungen der Beschriinktheit und Abgeschlossen-
heit der Menge A sind fiir den Satz aber notwendig: Jedem Punkte der
beschrinkten, aber nicht abgeschlossenen unendlichen Punkt-
menge 1, 1, §, ... oder jedem Punkte der abgeschlossenen, aber
nicht beschrinkten unendlichen Punktmenge 1,2, 3, ... kann man
z. B. ein Intervall zuordnen, das nur ihn enthilt, so daB also erst un-
endlich viele Intervalle hinreichen, um die Menge zu iiberdecken.

60. Setzt man weder die Abgeschlossenheit noch die Beschrinkt-
heit der Menge voraus, so gilt aber wenigstens noch der folgende Uber-
deckungssatz:

Uberdeckungssatz von Lindeléf. Ist jedem Punkte P einer be-
liebigen Menge 4 eine Umgebung U, zugeordnet, so kann
man eine hochstens abzéhlbare Teilmenge P, P,,... von A
finden, so daB

A< Up + Up,+---
ist.

Die dem Punkte P zugeordnete Umgebung Up enthilt ein Inter-
vall, das P enthilt; dieses Intervall enthilt einen Wiirfel, der P zum
Mittelpunkte hat (§ 50, Satz 3). Wenn man bewiesen hat, daB A sich
mit abzihlbar vielen solcher Wiirfel iiberdecken lifit, so ist damit erst
recht bewiesen, daf es sich mit abzihlbar vielen Umgebungen Up iiber-
decken lifBt. Jedem Punkte P der Menge 4 ordnen wir also einen
Wiirfel W5 zu, der P als Mittelpunkt enthilt. (Wir konnen der Ein-
deutigkeit halber festsetzen, daB Wy der groBte der ganz in Up liegen-
den Wiirfel sein soll, die P zum Mittelpunkte haben, da ein derartiger
groBter Wiirfel immer existiert, sofern Up nicht identisch mit dem Ge-
samtraum ist.) Die Seitenlinge von Wy sei ap.

Wir zerlegen jetzt die gegebene Punktmenge 4 in abzéhlbar viele
Teilmengen 4,, 4;,..., 4,,.... Hierbei sei 4, die Menge der Punkte
von 4, fiir welche ap > 1 ist, ferner 4, die Menge derjenigen Punkte,
fiir welche 1 > ap > 1, und allgemein 4, die Menge derjenigen Punkte,

fiir welche

1 1
k—12“”>k—

ist; einige dieser Punktmengen 4, kérnen leer sein, aber jeder Punkt
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von A ist in einer und nur einer dieser Mengen enthalten:
A=A4, + A, + 4, +---.

Wenn man noch zeigt, daB man jede dieser Mengen 4, mit endlich oder
abzéhlbar vielen Wiirfeln W) tiberdecken kann, so ist der Beweis ge-
filhrt (§ 42). Zu diesem Zweck iiberdecken wir den ganzen Raum mit
abzdhlbar unendlich vielen kongruenten Wiirfeln, deren Seiten gleich

2—115 sind (§ 51, Satz 5). Wir bezeichnen mit w,,w,, ... die abzihlbare

Teilmenge (§ 39) dieser Wiirfel, die mindestens einen Punkt von 4, ent-
halten. Dann ist
Ak-<’w1 “i‘Ws'i‘Wa'i‘"',

und fiir jede natiirliche Zahl j
Aw; = 0.

Nach dem Auswahlaxiom (§ 48) kann man jeder dieser Punktmengen
A,w; einen ihrer Punkte zuordnen. Der zu einem solchen Punkte P
gehorende konzentrische Wiirfel W iiberdeckt ganz den entsprechenden

Wiirfel w;, da die Seite des letzteren kleiner als %f ist. Die Punkt-

menge A4, ist somit von endlich oder abzihlbar vielen Wiirfeln W
und folglich von abzéhlbar vielen Umgebungen Up iiberdeckt. Da die
Vereinigungsmenge abzdhlbar vieler abzihlbarer Mengen wieder ab-
zéhlbar ist, so kann A selbst mit abzihlbar vielen Umgebungen Up
iiberdeckt werden.

61. Der soeben bewiesene Satz kann im Falle,daB 4 beschrinkt
und die Umgebungen Up Wiirfel sind, die P zum Mittelpunkte haben,
noch etwas verschirft werden. In diesem Falle gibt es nach dem Satze 5
des § 51 nur endlich viele Hilfswiirfel w,, w,, ... und folglich in der
abzihlbaren Folge W,, W,,... von Wiirfeln, die 4 iiberdecken, nur
endlich viele, die im Beweise des vorigen Paragraphen einem A4, zu-
geordnet sind. Es gibt also ebenfalls nur endlich viele dieser Wiirfel,

deren Seitenldnge grofer als % ist, wo p eine beliebige natiirliche Zahl
bedeutet.

Hieraus folgt aber, dal man die W,, W,, ... nach absteigendér
Lénge ihrer Kanten ordnen kann:

Satz. Ist jedem Punkie P einer beschrinkien Punktmenge A ein
Wiirfel Wp mit P als Mittelpunkt zugeordnet, so kann man die Punkt-
menge A mit abedhlbar vielen Wiirfeln W,, W,, ... iberdecken, deren
Seitenliingen a,, a, . .. die Relation a, > a, ., befriedigen.
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Sitze iiber Héufungs- und Kondensationspunkte.

62. Satz 1. Jede nicht leere beschrinkte Punlitmenge ohne Hiufungs-
punkt besteht aus endlich vielen Punkten.

Wegen ihrer Beschriinktheit liegt die Punktmenge 4 in einem ab-
geschlossenen Intervall 7. Um jeden Punkt P von I kann man, weil P
nach Voraussetzung kein Hiufungspunkt von 4 ist, eine Umgebung Up
von P so bestimmen, daB Up entweder keinen einzigen Punkt von A4
oder nur den Punkt P allein enthilt (§ 53). Nach dem Borelschén Uber-
deckungssatz kann man nun endlich viele Punkte P,, P, ..., P, so
finden, daf _

I <LUp+Up+---+ Up,

A= AT=A(UI’,+ UPg-i- s + UPm)

ist. Die Punktmenge 4 besteht also nach der Konstruktion der Um-

gebungen U, hochstens aus den endlich vielen Punkten P;, P,, ..., P,.

und folglich

Der Satz 1 ist gleichbedeutend mit folgendem:

Satz 2. Jede aus wunendlich vielen Pumnlten bestehende beschriinkte
Punkimenge besitzt mindestens einen Haufungspunkt.

Ferner gilt der Sataz:

Satz 3. Die Menge H, der Haufungspunlte einer Punkimenge A ist
abgeschlossen.

Es ist zu beweisen, daB, wenn der Punkt P Hiufungspunkt von
H, ist, er in der Punktmenge H, selbst enthalten ist. Jede Umgebung
Up von P enthdlt nach Voraussetzung mindestens einen Punkt @ von
H; die Punktmenge Up ist aber zugleich auch (§ 52, Definition 8) eine
Umgebung von @. Sie muB also unendlich viele Punkte von A ent-
halten und aus der Tatsache, daB letzteres fiir jede Umgebung von P
zutrifft, folgt, daB P, wie wir es beweisen wollten, ein Haufungspunkt
von 4 ist.

63, Satz 4. Jede Punktmenge A, die keinen in ihr liegenden Kon-
densationspunkt besitzt, ist endlich oder abziihlbar und hat also wberhaupt
Jeinen Kondensationspunlkt.

Um jeden beliebigen Punkt P der Punktmenge 4 kann man, weil
P kein Kondensationspunkt von 4 ist, eine Umgebung Up von P so
bestimmen, daf die Punktmenge UpA aus hochstens abzihlbar vielen
Punkten besteht. Nach dem Lindelfschen Uberdeckungssatz (§ 60) kann
man nun 4 mit hochstens abzihlbar unendlich vielen derartigen Um-
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gebungen iiberdecken. Die Punktmenge 4 erscheint dann als Vereini-
gungsmenge von abzihlbar vielen abzihlbaren Mengen und ist folglich
selbst abzahlbar, falls sie nicht endlich ist (§ 43, Satz 3).

Aus dem letzten Satze folgt ohne weiteres:

Satz 5. Jede nicht abzihlbare Punktmenge enthilt mindestens einen
threr Kondensationspunkie.

Ist daher A eine nicht abziihlbare Punktmenge und C, die Menge
ihrer Kondensationspunkte, so ist der Durchschnitt 4C,4 von 4 und C,4
nicht leer. Die Punktmenge (4 — 4 C.), die auch leer sein kann, besitzt
keinen einzigen Kondensationspunkt; denn sie ist eine Teilmenge von 4
und ihre Kondensationspunkte miiBten daher alle in C, enthalten sein,
d. h. in einer Punktmenge, die mit (4 — A C,) keinen einzigen gemein-
samen Punkt besitzt. Nach Satz 4 ist also (4 — AC,4) eine hichstens
abzihlbare Punktmenge.

Fiir jede Umgebung Uy eines beliebigen Punktes P des Raumes ist nun
(1) AUp=AC1Up + (A~ ACa)Up;
die Punktmenge (4—AC,) Up ist als Teilmenge von (4— .4 C,) abzihl-
bar oder endlich. Ist nun 4 C,Up ebenfalls eine abzihlbare Punktmenge,
so muB also nach (1) dasselbe auch von der Punktmenge A4 U, gelten
und hieraus folgt, daB P dann kein Kondensationspunkt von 4 sein kann.

‘Wenn dagegen P ein Kondensationspunkt von 4 ist, d. h. wenn P
in C,, enthalten ist, so muB also fiir jede Umgebung Up von P die Punkt-
menge A C,4Up aus nicht abzihlbar unendlich vielen Punkten bestehen,
d. h. der Punkt P ist auch Kondensationspunkt von AC,4. Da nun aber
anderseits jeder Kondensationspunkt von AC, in C, enthalten sein
muB, weil AC, eine Teilmenge von A ist, sehen wir, daB die Punkt-
mengen A und 4C, dieselben Kondensationspunkte besitzen.

Satz 6. Bezeichnet man mit C4 die Menge der Kondensationspunkte
eier nicht abzihlbaren Punkimenge A, so ist:

a) die Punktmenge AC, ebenfalls nicht abzihlbar und die Menge
ihrer Kondensationspunkte identisch mit C.,

b) die Punktmenge (A — A C.) leer oder hichstens abzihlbar.

Aus dem Satz 6 a) entnimmt man, daB jeder Punkt von A C, Kon-
densationspunkt von AC, ist, und daB folglich umsomehr die Punkt-
menge AC, in sich dicht ist. Jede nicht abzihlbare Menge ent-
hilt also eine in sich dichte Teilmenge und die Punktmengen,
die wie die Menge der Zahlen

1, %7 %’ s
keine in sich dichte Teilmenge enthalten, sind alle abzihlbar.
Carathéodory, Reelle Funktionen. 2. Aufl. 4
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Ebenso sieht man, daf die Menge C, der Kondensationspunkte
von A in sich dicht ist; denn jeder Punkt von C, ist Kondensations-
punkt und folglich auch Hiufungspunkt von AC,, d. h. einer Punkt-
menge, die in C4 enthalten ist.

Anderseits kann man durch dieselbe SchluBweise, wie beim Satze 3,
einsehen, daB die Punktmenge C, abgeschlossen ist. Ist nimlich P ein
Héufungspunkt von C4, so enthilt jede Umgebung Up von P mindestens
einen Punkt @, der zu O gehdrt und da Up auch Umgebung von @ ist,
so kann nach der Definition der Kondensationspunkte die Punktmenge
Up A nicht abzihlbar sein. Also ist P selbst ein Kondensationspunkt
von A und folglich in C, enthalten. Da die Menge C, der Kondensa-
tionspunkte von A sowohl in sich dicht als auch abgeschlossen ist,
gilt der :

Satz 7. Die Menge C, der Kondensationspunkte einer nicht abzihl-
baren Punkimenge A ist perfekt. ~

64. Ist eine Punktmenge 4 abgeschlossen und nicht abzihlbar, so
ist die Menge C,4 ihrer Kondensationspunkte, als Teilmenge der Menge H.,
ihrer Hiufungspunkte, eine Teilmenge von 4 und es bestehen die Glei-
chungen
ACs=0C4 und (A—AC)=A4-—C,.
Der Vergleich mit den Sétzen 6 und 7 liefert uns dann unmittelbar den
Cantor-Bendixsonschen Satz, der folgendermaBen lautet:

Satz 8. Jede abgeschlossene Punktmenge ist endlich, abzihlbar oder
perfekt oder die Summe einer hichstens abzihlbaren und einer perfekten
Punkimenge.

Es ist leicht, Beispiele von nicht abgeschlossenen Punktmengen zu
geben, die weder abzihlbar noch perfekt sind und die sich nicht als
Summe einer perfekten und einer abzihlbaren Punktmenge darstellen
lassen: z. B. dus lineare Intervall « < << b. Dies Intervall I ist weder
abzihlbar noch perfekt. Ist ferner 7' eine beliebige perfekte Teilmenge
von I, so enthilt die offene Komplementéirmenge 7 von T den Punkt a
und die Punktmenge 7 — T' = IT" ist eine offene Punktmenge, die min-
destens ein Intervall enthilt, das @ zum Endpunkte besitzt; sie kann
demnach nicht abziihlbar sein.

65. Es ist sehr merkwiirdig, daB man den Satz 7 (§ 63) in gewisser
Hinsicht umkehren kann:

Satz 9. Jede perfekte Punkimenge ist nicht abzihlbar und identisch
mit der Menge threr Kondensationspunkte.
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Ist A perfekt, also abgeschlossen, so ist
<< 4.

Man braucht also nur zu zeigen, daB jeder Punkt von 4 in C, enthal-
ten ist, oder daB, wenn P ein Punkt von A4 ist und wenn I, ein Inter-
vall bezeichnet, das P enthilt, die Punktmenge Ir A nicht abzahlbar ist.
Dies liiBt sich ganz dhnlich beweisen, wie die Nicht-Abzahlbarkeit des
Intervalls (§ 46).

Da P Hiufungspunkt von A4 ist, enthilt IrA unendlich viele
Punkte. Wir nehmen an, daB diese eine abzihlbare Menge

(1) IiA=P +Py+---+P,+---

bilden. Da P, und P, verschiedene Punkte sind, die in Ip liegen, so
kann man um P als Mittelpunkt einen abgeschlossenen Wiirfel W, kon-
struieren, der in Ip liegt und P, nicht enthilt (§ 56, Satz 5). Da nun
nach Vora.ussetzung die Punktmenge 4 in sich dicht ist und folglich
der Mittelpunkt P, von W, Haufungspunkt von 4 ist, gibt es sicher
im Innern des (offenen) Wiirfels W, Punkte von 4, die von P, ver-
schieden sind; unter diesen, die eine Teilmenge von (1) bilden, sei P,
der mit dem kleinsten Index (§ 15, Satz5). Um P, als Mittelpunkt
legen wir einen abgeschlossenen Wiirfel W,, der in W1 enthalten ist
und den Punkt P, mcht enthélt. Der Mittelpunkt P, des Wiirfels W,
ist dann der erste Punkt der Reihe (1), der in W, enthalten ist; auBer—
dem sieht man, daB m, > 2 ist. Mit P, bezeichnen wir den ersten
Punkt der Reihe (1), der im Innern von W, liegt und von P, ver-
schieden ist; ein solcher Punkt existiert immer, weil P, (ebenso wie
oben Pg) Haufungspunkt von A ist. Um P, als Mittelpunkt legen wir
wieder einen abgeschlossenen Wiirfel W, der in W, enthalten 1st und
P, nicht enthalf

Indem wir auf diese Weise fortfahren, erhalten wir eine Folge von
ineinandergeschachtelten abgeschlossenen Wiirfeln

@) Wi>W,>Wy>- -,
deren respektive Mittelpunkte
(3) P2=‘Pml7.'sz’ Pm,?

folgende BEigenschaften haben:

a) der Punkt P,, ist der erste Punkt der Reihe (1), der in W,
vorkommt;
b) der Punkt P,, kommt in dieser Reihe spiter als P, vor, d.h.
es ist stets m, > k.
4.
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Die Punktmenge { P, , P, , ...} besteht dann aus unendlich vielen von-
einander verschiedenen Punkten, die alle in I, liegen; sie hat also min-
destens einen Haufungspunkt 2 (§ 62, Satz 2). In jeder Umgebung Uy
von & liegen unendlich viele von den Punkten P, , P, , ..., also un-
endlich viele, die in der Folge (3), bei fest gewihltem k, spiter als
P, vorkommen. Da diese Punkte dann auch in W, vorkommen miissen,
ist & Haufungspunkt von W, und danun auch (weil W, abgeschlossen
ist) in W, enthalten. Hieraus folgt, daB & in jedem W, enthalten
ist und also nicht unter den Punkten der Reihe (1) vorkoramen kann,
von denen jeder, wegen der Eigenschaften a) und b) von W, nur in
endlich vielen W enthalten sein kann. Anderseits aber sind die P,, lau-
ter Punkte von 4; der Punkt & ist also Héufungspunkt von 4, und
weil 4 perfekt ist, in 4 enthalten. Da endlich & <W, < I,» ist, konnen
die Punkte von 1,4 entgegen der Voraussetzung keine abziihlbare
Menge bilden.

66. Betrachtet man die Menge H, der Hiufungspunkte und ', der
Kondensationspunkte einer beliebigen Punktmenge 4, so kann man vier
neue Punktmengen bilden. Die Menge Hy der Hiufungspunkte von
Hiufungspunkten, die Menge Cy der Kondensationspunkte von Hiufungs-
punkten, und endlich die Mengen H; und C¢ von Hiufungs- und Kon-
densationspunkten der Kondensationspunkte C,.

Es folgt aus der Definition
(1) CA < HA ’
und weil H, abgeschlossen ist (§ 62, Satz 3)
Cp < Hy<< Hy,.
Nun ist aber C4 perfekt (§ 63, Satz 7) und, wegen des Satzes 9,
CC = HC = CA;
anderseits hat man wegen (1)
Ce< Cy

oder, wenn man alles miteinander vergleicht,

Co=H;=Cs<Cpr< Hg < H,.

Hiufungspunkte von Durchschnitts- und Vereinigungsmengen.

67. Sind 4,, 4,, . .. endlich oder abzéhlbar unendlich viele Punkt-
mengen und [ ihr Durchschnitt, und betrachtet man die Menge H), der
Hiufangspunkte von D, so liegt nach Voraussetzung in jeder Um-
gebung U, eines Punktes P von Hj ein von P verschiedener Punkt (4]
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der Menge D. Dieser Punkt @ ist aber als Punkt von D auch Punkt
jeder beliebigen unter den Punktmengen 4,; also ist P Haufungspunkst
von 4, und folglich in der Menge H.,, dieser Haufungspunkte enthalten.
Da dieses fiir jedes % gilt, ist P ein Punkt des Durchschnitts aller H 4,
und also Hp eine Teilmenge dieses Durchschnitts:

(1) Hy< Hay Hy H,, . ...

Es braucht aber natiirlich, selbst wenn nur endlich viele Punkt-
mengen A; gegeben sind, Hp nicht identisch mit dem Durchschnitte
der H, zu sein. Sind z. B. 4, und 4, zwei abgeschlossene lineare Inter-
valle, die einen einzigen gemeinsamen Punkt P besitzen, so ist H)p
leer, wogegen H, H,, den Punkt P enthilt.

68. Ist
V=A + 4, + 43+ - --

die Vereinigungsmenge von endlich oder abzihlbar unendlich vielen
Punktmengen und wird mit H, die Menge der Hiufungspunkte von ¥
bezeichnet, so ist, wie man sofort sieht, jeder Hiufungspunkt P von 4,
auch Hiufungspunkt von ¥, oder in Zeichen

@) Hy>=Hy + Hy + Hi 4.

Sind die A, in unendlicher Anzahl, so kann es Punkte von Hy geben,
die nicht in der Vereinigungsmenge der H,, liegen. Bestehen z. B. die
A4, aus einem einzigen Punkte mit rationalen Koordinaten und sind alle
rationalen Punkte in ¥V vertreten, so sind die H,, alle leer und dasselbe
gilt von der Vereinigungsmenge

Hy + Hy+
jeder Punkt des Raumes ist dagegen in Hy enthalten.
Sind aber die A, in endlicher Anzahl, so ist immer
3) Hy=Hy+ Hy +-- -+ Hy,,
wenn

VA, + Ay 4+ 4,

ist. Diese Relation braucht nur im Falle von zwei Punktmengen 4,
und A4, bewiesen zu werden; sie kann dann ohne weiteres, mit Hilfe des
Schlusses von n auf (n + 1), verallgemeinert werden.

Es sei also V=4, + 4; und P sei ein Punkt von Hy. Ich be-
haupte, daB P entweder in H, oder in H,, enthalten ist. Wire nim-
lich P weder in der einen noch in der andern dieser Punktmengen ent-
halten, so wiirde es zwei Intervalle Z, und I, geben, die beide P ent-
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halten und die so bestimmt werden konnen, daB I, auBer vielleicht P
keinen Punkt von A4, und I, auler eventuell P keinen Punkt von 4,
enthilt. Dann wiirde das Intervall I = I, I, (§ 50, Satz 1) den Punkt P,
aber keinen von P verschiedener Punkt von V enthalten, d. h. P whre
entgegen der Voraussetzung kein Punkt von Hy. Es ist also

Hy < Hy, + Ha,
Hy=H, + H,,.

und, wegen (2),

69. Satz 1. Der Durchschnitt von endlich oder abzdhlbar unendlich
vielen abgeschlossenen Punkimengen ist leer oder abgeschlossen.

Es seien 4,, 4,, ... abgeschlossene Punktmengen, d. h. H,, << 4;.
Hieraus folgt (§ 41)
HyHy - <A Ay =D
und, wegen (1), § 67:
. Hy<< D.

Satz 2. Sind die nicht leeven Punktmengen A,, 4, . .. abgeschlossen
und ineinandergeschachielt

A1>‘A2>‘A3>'"',-

st auperdem A, beschrinkt, so ist der Durchschwitt D dieser Punktmengen
nicht leer. ‘

Der Satz bedarf nur dann eines Beweises, wenn die Punktmengen 4,
in unendlicher Anzahl vorhanden sind. Wire nun der Durchschnitt D
aller 4, léer, so konnte man jedem Punkt P von 4, eine kleinste Zahl
kp zuordnen, so daB die Punktmenge A, unserer Folge den Punkt P
nicht enthilt. Da ferner 4;, abgeschlossen ist, so ist die Komplemen-
tirmenge A;, von A;, eine Umgebung von P (§ 54, 52). Nach dem
Borelschen Uberdeckungssatz kann man. hierauf die beschrinkte und
abgeschlossene Punktmenge 4, mit einer endlichen Anzahl dieser
Umgebungen iiberdecken. D.h. man kann endlich viele ganze Zahlen
kyy kg, ..., Lk, finden, so daB jeder Punkt von 4, in mindestens einer
der Komplementirmengen von Ay, Ay, ..., A, liegt. Es sei & die
groBte unter den Zahlen %, &, ..., k,; dann ist 4, eine Teilmenge von
Jeder der Mengen A;,, Ay, ..., Ay, weil die gegebenen Mengen 4, A, ...
ineinandergeschachtelt waren. Die Komplementéirmenge 4; von A; ent-
hillt also jede einzelne unter den Komplementiirmengen von 4y, 4y, .. oA,
und folglich nach unserer Konstruktion auch 4, selbst. Es miifite da-
nach der Durchschnitt 4, 4, leer sein, und dies ist im Widerspruch mit
der Voraussetzung, daB 4, nicht leer und eine Teilmenge von A, ist.
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Ohne die Voraussetzung, daBl A, (oder allgemeiner, daB mindestens
eine der Punktmengen 4,) beschrinkt sein soll, hitten wir unseren Satz
nicht beweisen konnen. Die linearen Punktmengen

4, kELx k=1,2,..)

sind abgeschlossen und ineinandergeschachtelt, ihr Durchschnitt ist
aber leer.

Satz 3. Die Vereinigungsmenge von endlich vielen abgeschlossenen
Punktmengen ist abgeschlossen.

In der Tat folgt aus

Hy=Hy + Hy + -+ Ha,
und aus

HAI:< A’H (k=17v27‘ © m)
Hy =<V

daf} auch

ist, d. h. daB V eine abgeschlossene Punktmenge ist.

Dagegen braucht die Vereinigungsmenge von unendlich vielen ab-
geschlossenen Punktmengen nicht abgeschlossen zu sein; die rationalen
Punkte des Raumes bilden z. B. eine nicht abgeschlossene Punktmenge,
die als Vereinigungsmenge von abzihlbar unendlich vielen Mengen, die
aus einem einzigen Punkte bestehen, also abgeschlossen sind, angesehen
werden kann.

70. Satz 4. Die Vereinigungsmenge
Ve=Ad,+ 4+

von endlich oder abzdhlbar unendlich vielen in sich dichten Mengen ist in
sich dicht.

Der Satz folgt direkt aus (2), § 68 und aus der Voraussetzung, daf
fir jeden Wert von %
-HAk >' Ak
ist.
Satz 5. Der Durchschnitt einer offenen und eimer tn sich dichten
Punktmenge ist in sich dicht, sobald er nicht leer ist

Ist A eine offene, B eine in sich dichte Punktmenge und P ein
Punkt von 4 B, so gibt es ein Intervall Jp, das P enthélt und in 4 ent-
halten ist. Ist dann Ip ein beliebiges Intervall, das P enthilt, so hat
das Intervall IpJ, dieselbe Eigenschaft. Da B in sich dicht ist, gibt es
in IpJp einen von P verschiedenen Punkt ¢, der in B und folglich,
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da Jp << A ist, in A B enthalten ist. Also ist P Hiufungspunkt von
A B und die Punktmenge A B in sich dicht.

Erinnert man sich an die Definition der perfekten Punktmengen
(§ 54), so folgt aus unseren Sitzen 3 und 4:

Satz 6. Die Vereinigungsmenge von endlich vielen perfekten Punkt-
mengen ist perfekt.

Dagegen braucht weder der Durchschnitt von zwei, noch die Ver-
einigungsmenge von unendlich vielen perfekten Punktmengen perfekt zu
sein. Betrachtet man z. B. die perfekten linearen Punktmengen

1 1
A,. n+1gx§_;, (n=1,2,..)
so besteht der Durchschnitt 4, , 4, aus dem einzigen Punkt 1:2 und
die Vereinigung A4, + 4, +--- kann geschrieben werden 0 <2 <1;
die beiden letzten Punktmengen sind aber nicht perfekt.

71, Um die analogen Sitze iiber offene Punktmengen abzuleiten,
benutzen wir die Tatsache, dal die Komplementirmenge einer offenen
Punktmenge abgeschlossen ist.

Sind 4,, 4,, ... offene Punktmengen, 4,", 4,, ... ihre Komple-
mentdrmengen, so ist (§ 40)

A, + Ay + - =(4,4,45..)"

Nach Satz 1 ist 4,"4,"A;" ... abgeschlossen oder leer; wir haben
also den

Satz 7. Die Vereinigungsmenge von endlich oder abzihlbar unendlich
vielen offenen Punktmengen ist offen.

Ahnlich entnehmen wir aus

A4y A, =4+ 45+ +A4,)
mit Hilte des Satzes 3

Satz 8. Der Durchsclnitt von endlich vielen offenen Pumkimengen

ist offen, falls er micht leer ist.

Dagegen kann man iiber den Durchschnitt von abzihlbar unendlich
vielen offenen Punktmengen keine so einfache Aussage machen. Es
ist leicht, Beispiele zu bilden, bei denen dieser Durchschnitt leer ist

1
An : 0 <z < 7{ )
oder aus isolierten Punkten besteht

1 1
Aﬂ' _7<x<TL'o
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oder perfekt ist

1 1
u. s. f. (vgl. hierzu den § 81).

2. Satz 9. Ist A eine beliebige Punktmenge und H, die Menge
threr Haufungspunkte, so ist (A + H.4) abgeschlossen; ist A in sich dicht,
so ist (A + H,) perfekt. Die Punktmenge (A + H,) nennen wir die ab-
geschlossene Hiille von A.

Setzt man
(1 B=A4+ H,

und bezeichnet man mit Hy die Hiufungspunkte von H,, so ist, weil
H, abgeschlossen ist,

Hy < H,
und folglich nach der Gleichung (3) des § 68
(2) HB=HA+HE=HA<B;

ist aber A4 in sich dicht, d. h. 4 << H,, so ist nach (1) B = H, und
folglich nach (2)
Hp = D.

Die Wichtigkeit des Begriffs der abgeschlossenen Hiille einer Punkt-
menge 4 wird durch folgenden Satz hervorgehoben:

Satz 10. Die abgeschlossene Hiille (A + H,) einer beliebigen Punlt-

menge A ist die kleinste abgeschlossene Punkimenge, die A als Teilmenge
enthalt.

Wir bezeichnen mit B eine beliebige abgeschlossene Punktmenge,
die 4 als Teilmenge enthilt. Man hat dann die Beziehungen

3) A< B uwnd H;< B;

aus der ersten dieser Relationen folgt H,<< H; und die zweite zeigt
hierauf, da8

4) H,<B
ist. Der Vergleich von (3) mit (4) liefert dann
4+ Hy< B,

womit unsere Behauptung bewiesen ist. (Vgl. hierzu die §§ 213—215.)
73. Man kann abzihlbar unendlich viele Punktmengen

¢y Y1y Yoy Vs oo
ein fiir allemal so definieren, daB jede offene Punktmenge desn-di-
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mensionalen Raumes als Vereinigungsmenge von Mengen, die
eine Teilfolge von (1) bilden, angesehen werden kann. Durch
Bildung von Komplementéirmengen kann man dann jede abgeschlossene
und also auch jede perfekte Punktmenge aus den Mengen der Folge (1)
ableiten.

Die Wahl der ,Grundmengen” p, ist natiirlich in hohem Grade
willkiirlich; man kann z. B. festsetzen, daB die y, lauter Wiirfel sind,
deren Mittelpunkte rationale Koordinaten besitzen und deren Kanten-
lingen

a——-% (r=1,2,8,...)
sind und simtliche Wiirfel dieser Art in die Folge (1) aufnehmen. Nach
den §§ 45 u. 42 bilden nimlich diese Wiirfel wirklich eine abzihlbare
Menge.

Es sei nun 4 eine beliebige offene Punktmenge und P ein Punkt
von 4; es gibt dann einen Wiirfel W, der P zum Mittelpunkt hat, ganz
in 4 liegt, und dessen Kantenléinge 1:m ist. Man nenne W, den zu W
konzentrischen Wiirfel, dessen Kantenlinge 1:2m ist, und @ sei ein be-
liebiger Punkt mit rationalen Koordinaten, der im Inneren von W,
liegt. Der Wiirfel W, der @ zum Mittelpunkte hat und dessen Kanten-
linge 1:2m ist, ist einerseits in W, also auch in A enthalten, anderseits
enthilt er aber auch. P in seinem Inneren. Der Wiirfel W, ist aber in
unserer Folge (1) enthalten; es gibt also Mengen in dieser Folge, die
zugleich Teilmengen von 4 und Umgebungen von P sind.

Bezeichnen wir also der Reihe nach mit y,, Vn - - - diejenigen
Wiirfel der Folge (1), die in A enthalten sind, so liegt jeder Punkt von A
in der Vereinigungsmenge

V= ynl'i' 7’7:24_ Tt

umgekehrt ist aber ¥ eine Teilmenge von A und wan hat daher ¥'= A,
wie wir zeigen wollten.

Die soeben geschilderte Konstruktion behilt ihre Giiltigkeit, wenn
wir jeden der Wiirfel »,, die wir benutzt haben, durch seine abge-
schlossene Hiille 7, ersetzen.

Wir sehen hieraus, daB man jede offene Punktmenge als
Vereinigungsmenge von abzihlbar unendlich vielen abge-
schlossenen — und sogar perfekten — Punktmengen dar-
stellen kann.

Relativbegriffe.

74. Von einer Teilmenge A einer gegebenen.Punktmenge S sagt
man, daB sie auf S (oder relativ zu S) abgeschlossen ist, wenn
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der Durchschnitt von § mit der Menge H; der Hiufungs-
punkte von 4 in 4 enthalten ist; es soll m. a. W. sein:
@ H,S< A=<S.

Die relative Abgeschlossenheit einer Punktmenge unterscheidet sich
also lediglich dadurch von der gewdhnlichen (§ 54), daB man die Hiu-
fungspunkte von 4, die in S enthalten sind, allein beriicksichtigt.

Wir bezeichnen mit 4 die abgeschlossene Hiille von 4; dann ist
wegen (1) _

A8=(4+ H)S=4,
d. h. eine Punktmenge 4, die auf S abgeschlossen ist, ist der Durch-
schnitt von S mit ihrer abgeschlossenen Hiille A.
Ist anderseits B eine abgeschlossene Punktmenge, d. h. ist

2 Hy< B,
und setzt man
3) A = BS,
so folgt zunichst aus (3)

Hy<<Hp
und daher nach (2)

H,<B
Also ist auch

H,S<BS=4,

d. h. 4 ist abgeschlossen auf S.

Satz 1. Dafiir, daf3 eine Punkimenge A auf einer gegebenen Punki-
menge S abgeschlossen sei, ist notwendig und hinreichend, daf3 A der Durch-
schnitt von S mit einer abgeschlossenen' Punktmenge sei; dann ist auch stets
A gleich dem Durchschnitt von S mit der abgeschlossenen -Hiille A-von A.
Insbesondere sollen leere Punktmengen auch als abgeschlossen auf S gelten.

Es seien 4, 4,, ... endlich oder abzihlbar unendlich viele Punkt-
mengen, die auf S abgeschlossen sind, 4,, 4,, ... ihre abgeschlossenen

Hiillen. Aus

4,=4,8, A, =A,8, ...
folgt

A4y =S8(A,4,..)

und nach dem Satze 1 des § 69 sieht man, daB auch der Durchschnitt

A, 4, ... auf § abgeschlossen sein muB. Ganz ihnlich beweist man
den zweiten Teil des folgenden Satzes.

Satz 2. Der Durchschnitt von endlich oder abzihlbar unendlich vielen
und die Vereinigung von endlich vielen Punktmengen A,, die auf S abge-
schlossen sind, sind ebenfalls auf S abgeschlossene Punktmengen.
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Aus dem Satze 1 folgt ferner, daB wenn S selbst abgeschlossen ist,
jede auf S abgeschlossene Punktmenge, als Durchschnitt von zwei ab-
geschlossenen Punktmengen, ebenfalls im gewGhnliclien Sinne abge-
schlossen sein muf.

Satz 3. Jede Punkimenge A, die auf einer abgeschlossenen Punkt-
menge S abgeschlossen st ist eine abgeschlossene Teilmenge von S.

75. Von einer Punktmenge 4 wollen wir sagen, daf sie auf S
(oder relativ zu S) offen ist, wenn 4 eine Teilmenge von S und (S—4)
auf S abgeschlossen ist. Ist 4 offen auf S, so ist

(S — 4) = BS,

wobei B nach dem ersten Satze des vorigen Paragraphen eine abge-
schlossene Punktmenge bedeutet. Nun ist die Komplementirmenge B’
von B offen und

A=8—(S8—4)=8S—BS=DFBS

der Durchschnitt einer offenen Punktmenge B’ mit S. Ist umgekehrt
A=U-8,

wo U eine offene Punktmenge bedeutet, so ist die Komplementirmenge
U’ von U abgeschlossen und

S—A=8—-U0US=U'S
emne auf S abgeschlossene Punktmenge.

Satz 4. Dafiir, daf3 eine Punkimenge A offen auf einer Punktmenge S
liege, ist notwendig und hinreichend, dafs A der Durchschnitt von S mit

emner offenen Punktmenge sei. Insbesondere sollen leere Punktmengen auch
als offen auf S gelten.

Man sieht ebenso, wie im vorigen Paragraphen, daB die Vereini-
gung von endlich oder abzihlbar unendlich vielen und der Durchschnitt
von endlich vielen Punktmengen, die auf S offen sind, ebenfalls auf S
offene Punktmengen sein miissen; und daB, wenn S selbst eine offene
Punktmenge ist, jede Punktmenge 4, die auf S offen liegt, ebenfalls
eine im gewGhnlichen Sinne offene Punktmenge sein muB.

Beispiele von relativ abgeschlossenen und relativ offenen Punkt-
mengen:

1. Die lineare Punktmenge 0 < # < 1 ist abgeschlossen auf dem
Intervall 0 <2 < 2.

2. Die lineare Punktmenge 0 <z <1 ist offen auf dem abge-
schlossenen Intervall 0 <z < 2
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Uberall dichte und nirgends dichte Punktmengen.

76. Definition. Ist S eine gegebene Punktmenge, so heiBt
eine beliebige Punktmenge 4 iiberall dicht auf S, wenn jeder
Punkt von S Héufungspunkt des Durchschnitts AS ist, oder
in Zeichen, wenn
(1) S<Hys
ist.

Danach liegen z. B. die rationalen Punkte des 7-dimensionalen
Raumes iiberall dicht auf jedem offenen oder abgeschlossenen Intervall
dieses Raumes.

Da AS eine Teilmenge von S ist, ist

2) Hys < Hg,
also muB nach (1)
(3) S< Hs,

d. h. die Punktmenge S mufl notwendig in sich dicht sein.
Die abgeschlossene Hiille von S
T=S8+ Hg
ist dann, nach dem Satze 9 des § 72 eine perfekte Punktmenge und

man hat:
4) T = Hg.

Ist P irgend ein Punkt von T, so ist P nach (4) Héufungspunkt
von S, also nach (1) Haufungspunkt von H, s, und da diese letzte Punkt-
menge abgeschlossen ist, ist P in H,gs enthalten; wir haben mithin:

IT<Hys-
Nun folgt aber aus S<< 7', daB auch AS< AT und daB
Hys<<Hur
ist; also ist auch
T<Hyr,

d. h. die Punktmenge A ist tiberall dicht auf T.

Satz 1, Jede auf einer beliebigen (in sich dichten) Punktmenge S iiber-
all dichte Punktmenge A ist auch auf der (perfekten) abgeschlossenen Hiille
von S wberall dicht.

Ferner gilt folgender Satz:

Satz 2. Sind A,, 4y, ... und Sy, S,, ... beliebige Punkimengen in
endlicher oder abzihlbarer Anzahl gegeben, und ist fiir jedes in Betracht
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kommende It die Punkimenge A, uberall dicht auf S,, setzt man. ferner
A=A, + 4+ A5+ - -
S=8+8+8 +---,

so ist A idiberall dicht auf S.

Setzt man in der Tat
V=A8 + 4,5 + 4,5+ -,

so ist

AS = AS, + A8, + AS, +---
>7,

H,s> Hy.

also

Anderseits ist nach der Relation (2) des § 68
Hy>H,y 5+ Has,+---
HAkSk >' S);-

und nach Definition

Also ist schlieBlich
Hys> 8 +8+---=8,

womit die Behauptung bewiesen ist.

77. Ist 4 tberall dicht auf S, so liegt in jeder Umgebung U,
eines Punktes P von S nach Definition mindestens ein Punkt von A8,
der von P verschieden ist und diese Bedingung ist hinreichend, dafiir,
daB A iiberall dicht auf S sei. Benutzt man aber die Eigenschaft von S,
in sich dicht zu sein, die wir als notwendig erkannt haben, so geniigt
es zu verifizieren, daB Up tiberhaupt einen Punkt von A S enthélt, um
schlieBen zu kdnnen, daB A4 iiberall dicht auf S ist.

Weil néimlich S in sich dicht ist, gibt es dann in Up einen von P
verschiedenen Punkt @ von S und man kann eine Umgebung U, von @
finden, die P nicht enthiilt und Teilmenge von Up ist. Diese Punkt-
menge U enthiilt nach Voraussetzung mindestens einen Punkt P,, der
in AS liegt; dann ist P, & P und in ASU, enthalten, d. h. P ist
Hiufungspunkt von A458.

Satz 3. Dafiir, daf3 die Punkimenge A auf der in sich dichten Punlki-
menge S dberall dicht liege, ist notwendig und hinreichend, daf} jede Um-
gebung Up eines beliebigen Punktes P von S mindestens einen Punkt von.
AS enthilt.
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Jetzt beweisen wir den Satz:

Satz 4. Der Durchschnitt A B einer offenen Punkimenge A und einer
beliebigen Punktmenge B, dic beide iiberall dicht auf S sind, ist ebenfalls
wberall dicht auf S.

Es sei P ein beliebiger Punkt von S und Up eine Umgebung von P.
Da die Punktmenge 4 iiberall dicht auf S ist, ist Up.4 S nicht leer und
die Punktmenge Up4 enthilt mindestens einen Punkt @ von S. Nun
ist UpA, weil A offen ist, ebenfalls eine offene Punktmenge und somit
eine Umgebung U, von . Also kann, weil B iiberall dicht auf S ist,
die Punktmenge

UeBS = Up ABS

nicht leer sein’ und U, enthilt mindestens einen Punkt von ABS.
Anderseits ist S notwendig in sich dicht, so daB, nach dem vorigen
Satze, A B iiberall dicht auf S liegen muB.

78. Aus dem soeben bewiesenen Satze folgt ohne weiteres, daf der
Durchschnitt von endlich vielen offenen Punktmengen, die sémtlich
tiberall dicht auf S sind, ebenfalls iiberall dicht auf S sein muB. Fiir
den Durchschnitt von abzihlbar unendlich vielen offenen Punktmengen
ist dies keineswegs immer der Fall, wie folgendes Beispiel zeigt.

Es seien 7, 75, ... die rationalen Punkte des Raumes und man
setze S gleich der Summe aller dieser rationalen Punkte und A4, gleich
der Komplementéirmenge des Punktes 7,; dann sind die 4, offene, auf S
iiberall dichte Punktmengen und der Durchschnitt 4, 4,4, ... aller
Punktmengen 4, hat keinen Punkt mit S gemeinsam und ist also nicht
iiberall dicht auf S.

Um so interessanter ist folgender fiir die Anwendungen wich-
tiger Satz:

Satz 5. Sind die absdhlbar unendlich vielen Punktmengen A, 4,, ...
alle offen und iiberall dicht auf einer Punktmenge S, die perfekt oder offen
oder allgemeiner der Durchschwitt T U einer perfekten Punktmenge T und
einer offenen Punktmenge U ist, so ist der Durchschnitt

1) D=A4,4,4,...
dieser Punktmengen ebenfalls uberall dicht auf S.

Es sei P ein Punkt von S=T"U und Up eine heliebige Umgebung
von P. Nach Voraussetzung enthiilt Up einen Punkt @, von 4,8 und
es existiert dann auch, weil 4, und U offene Punktmengen sind, ein
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abgeschlossener Wiirfel W, der ¢, zum Mittelpunkte hat und in 4, UUp
enthalten ist: o
©)) W, <A4,UUr.

Der offene Wiirfel W,, der aus den inneren Punkten von W, besteht,
ist eine Umgebung von @, und enthilt daher mindestens einen Punkt
@, der in 4,5 enthalten ist; wir kénnen dann, weil nach Voraussetzung
A, eine offene Punktmenge ist, einen abgeschlossenen Wiirfel W, finden,
der @, zum Mittelpunkte hat und in 4; W, enthalten ist. Indem wir
auf diese Weise fortfahren, bestimmen wir nacheinander fiir alle natiir-
lichen Zahlen £ =1, 2,... Punkte @,, die auf S liegen, und abge-
schlossene Wiirfel W, mit den inneren Punkten W,, die ¢, zum Mittel-
punkte haben, und welche den Beziehungen

3) W, <4,W,_, (k=2,3,..)
gentigen. Aus diesen folgt:

(4) Wi<W,.

und

(5) Wi <4y

setzen wir jetat _

(6) B=W,T,

so sind die Punktmengen B, fiir jeden Wert von % als Durchschnitt
von zwei abgeschlossenen Punktmengen abgeschlossen und nicht leer,
weil diese ja beide mindestens den Punkt @, enthalten. Ferner ist,
wegen (4) und (6)

B, >B,>B,>---
und fiir jedes k¥, wegen (5) und (6)
(7 B,<A,T.

Endlich ist B, als Teilmenge von W, eine beschrinkte Punktmenge.

Nach dem Satze 2 des § 69 ist der Durchschnitt B, B,B; . . . der
Punktmengen B, nicht leer; dieser Durchschnitt ist aber einerseits,
wegen (1) und (7), eine Teilmenge von D7, anderseits wegen (6) und
(4) eine Teilmenge von W, und folglich nach (2) von UU,. Mithin
ist die Punktmenge

DTUU,=DSUp
nicht leer, woraus folgt, dal D iiberall dicht auf S liegt (§ 77, Satz 3).

79. Definition. Eine Punkimenge A heiBt nirgends dicht
auf einer insich dichten Punktmenge S, wenn die Menge B der
inneren Punkte derKomplementirmenge von AS iiberall dicht
auf S liegt.
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Da die Punktmenge B nach Voraussetzung iiberall dicht auf S
liegen soll, so gibt es in jeder Umgebung Up eines Punktes P von S
einen Punkt @, der zu BS gehtrt. Es sei U, eine Umgebung von @,
die in der offenen Punktmenge B enthalten ist. Fiir die Punktmengen U,
und Uq gilt dann erstens die Bedingung

(1) UgUpS +0
und zweitens ist, weil Uy~ B und B keinen Punkt von 4 S enthilt,
2) ASUyUp = 0.

Nehmen wir umgekehrt an, daB man jeder Umgebung Up eines belie-
bigen Punktes P von § eine offene Punktmenge U, zuordnen kann, so
daB die Relationen (1) und (2) zugleich erfiillt sind. Die Punktmenge
Uy Up besteht dann aus lauter Punkten der Komplementirmenge von
AS und da Uy Up eine nicht leere offene Punktmenge bedeutet, so sind
diese Punkte innere Punkte dieser Komplementirmenge. Wir konnen
also schreiben

U, Up < B
und daher auch
UQ Up -< B Up;
also ist nach (1)
BUS 40,

und da dies fiir jede Umgebung Up eines Punktes P von S gelten muB,
und S eine in sich dichte Punktmenge bedeutet, so ist nach dem Satze 3
des § 77 die Punktmenge B tiberall dicht auf S.

Anderseits besteht nach demselben Satze die notwendige und hin-
reichende Bedingung dafiir, daB die Punktmenge 4 nicht tiberall dicht
auf UpS liege, in der Forderung, daB eine Umgebung U, eines Punktes @
von UpS existiert, fiir die der Durchschnitt 4 Uy UpS leer ist, so daB
dann die Relationen (1) und (2) zugleich stattfinden. Alles zusammen-
fassend haben wir den

Satz 6. Dafiir, daf3 eine Punkimenge A nirgends dicht auf einer
Punktmenge S liege, ist notwendig und hinreichend, daf3 man jeder Um-
gebung Up eines belicbigen Punktes P von S eine offene Punlimenge Uy
zuordnen kann, so daf die beiden Relationen UgUpS <=0 und ASUUp=0
augleich erfillt sind, was damit gleichbedeutend ist, daf3 keine offene Punkt-
menge U existiert, die mit S gemeinsame Punkte besitzt, so daf3 A iiberall
dicht auf US liegt.

Es gilt nun der Sata:

Satz 7. Der Durchschnitt S einer perfekien Punkimenge T und einer

offenenn Punktmenge U kann nicht als Vereinigungsmenge von abzdhlbar
Carathéodory, Reelle Funktionen. 2, Aufl, 5
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unendlich vielen Punktmengen A,, A,, ... dargestellt werden, die alle
nergends dicht auf S liegen.

Setzt man niimlich
V=A, +4,+ 4, +---

und bezeichnet mit V7, 4/, 4,",... die Komplementirmengen von
V, 4,, A,, ..., so ist (§ 40)
V' =A4,4,4, .. ..

Nun sind nach Voraussetzung die 4, Teilmengen von § und wenn
man mit B, die inneren Punkte der Komplementiirmenge von 4,=4, S
bezeichnet, so ist ,

ezeichnet, so is B< 4

V'> B B,B; . ...
Wenn nun die offenen Punktmengen B, iiberall dicht auf S liegen,

so gilt dasselbe nach dem Satze 5 des vorigen Paragraphen vom Durch-
schnitt B, B, B; . .. und die Punktmenge

S—V=8V'>8B,B,...

kann daher nicht leer sein.

Also hat man

5

Sitze iiber gewisse Durchschnittsmengen.¥)
80. Wir betrachten eine Folge
(1 B>B,>By> - --
von abzihlbar unendlich vielen ineinandergeschachtelten abgeschlos-
senen Punktmengen von folgender Beschaffenheit:

Die Punktmenge B, be-
B[] 5 steht aus 2* abgeschlos-

5[] senen getrennt liegenden
Wiirfeln, deren Kanten-
B"E 5 g | lingenalle <1:2*sind, und

[J3s ? 7| jeder Wiirfel der Punkt-

menge B, enthilt zwei von

den Wiirfeln der Punktmenge B,
Ferner sei

(2) ‘41>'-A~2>“43>'"'

eine Folge von abzihlbar unendlich vielen ineinandergeschachtelten ab-
geschlossenen Punktmengen, und es sei

(3) ’ Ak "< %

*) Dieser Abschuitt wird erst im Kap. X benutzt werden.

+1°

Fig. 7.
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und fiir jeden der abgeschlossenen Wiirfel W, die in B, vorkommen, sei
(4) AW, =+0.

Da die beiden letzten Bedingungen natiirlich erfiillt sind, wenn man
A, = B, setzt, werden wir die allgemeineren Punktmengen A4, statt der
B, nur dann einfiihren, wenn wir durch duflere Umstiande dazu veran-
laBt sind (vgl. § 82).

Wir wollen jetzt zeigen, daB der Durchschnitt

®) A=A,4,4,...

eine perfekte Punktmenge darstellt. Zuerst bemerken wir, dafl nach
den Siitzen 1 und 2 des § 69 die Punktmenge A4 abgeschlossen und
nicht leer ist. Ist nun P ein Punkt von 4 und Up eine beliebige Um-
gebung von P, so kann man die natiirliche Zahl & so bestlmmen dafl
der abgeschlossene Wiirfel W, der P zum Mittelpunkte hat und dessen
Kantenlinge gleich 1:2%-1 ist, ganz in Up liegt (§§ 52, 56). Unter den
2k Wﬁrfeln, aus welchen die Punktmenge B, zusammengesetzt ist, gibt
es, wegen (3) und weil P in 4, liegt, einen, z. B. W, der den Punkt P
enthilt. Da nun die Kantenlinge von W, kleiner oder gleich 1:2* ist,
hat man

W, <W<Up.

Die Punktmenge W,B,,, besteht nach Definition aus zwei ge-
trennten, abgeschlossenen Wiirfeln, von denen der eine W den Punkt P
nicht enthdlt. Nun liegen aber fur jedes p > (k + 1) eine Anzahl der

Wiirfel von B, 1nnerhalb Wﬁ und nach (4) ist dann fir jede dieser
Zahlen p

A,V 5+ 0.

Nach (2) gilt dieselbe Relation fiir alle iibrigen Werte von p, die
< (k+1) sind, “und da die Punktmengen 4, PV alle abgeschlossen sind,
ist der Durchschmtt L L L

AW g = (A4, W) (W) . ..

nicht leer (§ 69, Satz 2). Dies besagt aber, daB die Punktmenge 4 in
der Umgebung Up von P mindestens einen von P verschiedenen Punkt
enthilt, und da P ein beliebiger Punkt von 4 und Up eine beliebige
Umgebung von P bedeutete, muB A4 in sich dicht sein. Wir hatten aber
schon gesehen, daB A abgeschlossen ist; also ist die Punktmenge 4
eine perfekte Punktmenge.

81. Wir sind jetzt imstande, zwei Siitze zu beweisen, die uns spéter
niitzlich sein werden (vgl. § 473).

5‘&
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Es seien mit U,, U,, . .. abzihlbar unendlich viele offene Punkt-
mengen bezeichnet; wir betrachten den Durchschnitt

(1) D=UT,...

dieser Mengen, von dem wir voraussetzen, daB er eine in sich dichte
Punktmenge H enthalt.

Es seien P, und P, zwei Punkte von H, die also beide in D und
folglich in U, enthalten sind. Wir kinnen zwei getrennt liegende ab-
geschlossene Wiirfel W, und W, finden, die P, und P, zu Mittel-
punkten haben, beide in U, enthalten sind und deren Kantenlinge die
Zahl 1:2 nicht tibersteigt. Nennen wir B, die Summe der beiden Wiirfel,
so hat man

B, < T,.

Da H in sich dicht ist und der Punkt P, von H im Inneren des
Wiirfels W, liegt, gibt es mindestens zwei Punkte P,, und P,, von H,
die innere Punkte von W, sind. Man kann dann, weil P,, und P,
als Punkte von H in D und folglich in der offenen Punktmenge U,
liegen, zwei abgeschlossene Wiirfel W,, und W,, finden, die getrennt
liegen, in U, W, enthalten sind, deren Mittelpunkte die Punkte P,, und
P, , sind und deren Kantenlinge <1:2? ist. Ebenso kann man in U, W,
zwei abgeschlossene Wiirfel W,, und Wy, bestimmen, die getrennt
liegen, und deren Kantenlinge < 1:22 ist. Setzt man dann

Be =W11 +W12 +W21 +We2;
B, < U,

und besitzt die Eigenschaften, die im vorigen Paragraphen von der
gleichnamigen Punktmenge gefordert waren.

Aligemein bestimmt man, indem man auf diese Weise fortfahrt,
fiir jede natiirliche Zahl % Punktmengen B, die aus 2 abgeschlossenen
Wiirfeln bestehen, deren Mittelpunkte Punkte von H sind, fiir welche
auflerdem die Relation

©) B, < U,

gilt und fiir welche sonst die iibrigen Bestimmungen stattfinden, die
wir im vorigen Paragraphen festgesetzt hatten.

Der Durchschnitt aller B, ist, wie wir sahen, eine perfckte Punkt-
menge, die wegen (2) und (1) eine Teilmenge von D ist. Aus der Vor-
aussetzung, dab D eine in sich dichte Teilmenge enthiilt, folgt also, daB
es auch eine perfekte Punktmenge enthalten muB und daher nicht

g0 ist
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abzihlbar sein kann (§ 65, Satz 9). Enthilt die Punktmenge D keine
in sich dichte Punktmenge, so muB D notwendig abzihlbar sein (§ 63);
wir haben also den Satz, den man Herrn W. H. Young verdankt:

Satz 1. Der Durchschnitt von absdhlbar unendlich vielen offenen
Punkimengen ist entweder leeér, oder eine abzihlbare Punktmenge, die
keine in sich dichte Punkimenge enthdlt, oder aber er enthdlt mindestens
eine perfekte Punkimenge.

Ein interessantes Ergebnis diases Satzes ist, daB nicht jede ab-
zihlbare Punktmenge als Durchschnitt von abzihlbar vielen offenen
Punktmengen dargestellt werden kann. Die Menge der rationalen Punkte
z. B. ist abz#hlbar und zugleich in sich dicht; der Durchschnitt von
abzibh'bar vielen offenen Punktmengen kann also nicht aus diesen
Punkten allein bestehen, wenn er sie alle enthilt.

82. Wir betrachten jetzt eine Folge M,, M,, ... von Punktmengen,
von denen jede die Vereinigung von abzihlbar unendlich vielen abge-
schlossenen Punktmengen N, ; ist:

(1) My=Ny +Ny+-- (k=1:2.:---)
und nehmen .an, daB der Durchschnitt
@) D=MMM,...

dieser Punktmengen nicht abzihlbar ist. Wir bezeichnen mit Cp die
Kondensationspunkte von D und setzen

C= DOD;

dann ist (§ 63, Satz 6) die Punktmenge C nicht abzéhlbar und in der
Menge C)p ihrer eigenen Kondensationspunkte enthalten und ferner ist
C in jedem M, enthalten, also

3) C=CM, k=1,2,...).

Es seien P, und P, zwei Punkte von C und W,, W, zwei getrennt
liegende (offene) Wiirfel, die P, und P2 zu Mittelpunkten haben, und
deren Kantenlinge <1: 2 ist. Da W, einen Kondensationspunkt von C,
nimlich P, als Mlttelpunkt besitzt, ist die Punktmenge W, C nicht ab-
zihlbar und das Gleiche gilt wegen (3) von der Punktmenge M, w,C.
Wiiren nun die Punktmengen

N, W, C (G1=1,2,..)
alle abzihlbar, so wiirde dasselbe von ihrer Vereinigung M, W, C gelten
miissen, was nicht der Fall ist; man kann daher eine natiirliche Zahl p,
finden, so daB N,, W,C nicht abzihlbar ist. Ebenso kann man aber



70 Kap. L. Uber Punktmengen. — Siitze tiber gewisse Durchschnittsmengen § 82

auch eine natiirliche Zahl p, finden, so daB N, , W,C nicht abziihl-
bar ist. Setzt man nun, indem man mit W, und W, die abgeschlos-

senen Hiillen yon W, und W, bezeichnet,
B, = I/—Vi + Wz und 4, = (Nlpl + ‘Nlp,)Bl)

so ist A, abgeschlossen, weil N;,,, N;, und B, es sind (§ 69, Satz 1
und 3). Ferner ist 4,<< M, und 4, < B, und die Punktmengen 4, W, C,
A, W,C sind nicht abzéihlbar. Bezeichnen wir mit C, die Menge der
Kondensationspunkte von (A4, W,C 4 4, W,C), soweit sie in dieser
Punktmenge enthalten sind, und wihlen in C; W, und C, W, je zwei
Punkte P,,, P,, und Py, P,,, so konnen wir die obige Konstruktion,
in der man ( durch C, ersetzt, wiederholen; ich behaupte, daB man
auf diese Weise zwei Folgen von abgeschlossenen Punktmengen B,,
B,, ... und 4, 4,, ... erhiilt, welche die Eigenschaften, die im § 80
fir die gleichnamigen Mengen gefordert waren, besitzen. Es handelt
sich darum zu zeigen, daB, wenn die B, und 4, gegeben sind, die B,
und 4; ,, konstruiert werden kénnen. Von den A4, verlangen wir nun
folgendes: Es soll 4, << M;, A, <<B, und 4,<< A4, _, sein und fiir jeden
Wiirfel W, der in B, vorkommt, soll 4, W_C nicht abzihlbar sein.
Nun ist nach (3)

AW,C = M, AW,C

und daher die Punktmenge M, , 4, W,C ebenfalls nicht abzihlbar.
Es seien @, und @, zwei Kondensationspunkte dieser Menge, die in ihr
liegen und W,,, W,, zwei Wiirfel, die @, und ¢, zu Mittelpunkten
haben, deren Seiten < 1:2%+! sind und deren abgeschlossene Hiillen
W, und W, getrennt liegen und Teilmengen von B, sind. Dann kann
man wie oben die natiirlichen Zahlen ¢, und g, so wihlen, daB die
Punktmengen
NoynoWer 4,C und Ny, W, 4,C

nicht abzihlbar sind. Fithrt man diese Operation fiir alle 28 Wiirfel W
der Punktmenge B, aus und bezeichnet mit B,,, die Summe der ab-
geschlossenen Wiirfel W,,, W,, und mit ¥, , die Vereinigung aller
2%+1 abgeschlossenen Punktmengen Nisgr N p1yg, - - -» 50 geniigt es

Ak+1 = Vk+1AkBk+1

zu setzen, um allen geforderten Eigenschaften zu geniigen.
Der Durchschnitt
A= 4,4,4;...

aller 4, ist dann nach dem § 80 eine perfekte Punktmenge, die in 1D
enthalten ist, und wir haben den Satz:
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Satz 2. Der Durchschnitt
D=MMM,...

von abzihlbar unendlich vielen Punktmengen, von denen jede dic Vereini-
gung abzdhlbar vieler abgeschlossener Pumkimengen ist, enthdlt eine per-
fekte Teilmenge, sobald er nicht abzihlbar ist.

Da jede offene Punktmenge als Vereinigung von abzihlbar unendlich
vielen abgeschlossenen Punktmengen angesehen werden kann (§ 73),
enthilt der letzte Satz einen Teil des vorigen. Nur kann hier der Durch-
schnitt D sehr wohl abzihlbar und in sich dicht sein, was frither nicht
der Fall war. Es konnten z. B. alle M, einander gleich sein und aus der
Menge der rationalen Punkte des Raumes bestehen.

Kapitel II. Der. Grenzbegriff.

Der allgemeine Funktionsbegriff.

83. Der moderne Begriff einer Funktion deckt sich mit dem einer
Zuordnung.

I. Im einfachsten Fall der reellen eindeutigen Punktfunk-
tionen wird jedem Punkte P einer gegebenen beliebigen Punktmenge 4
des n-dimensionalen Raumes eine endliche oder unendliche Zahl ein-
deutig zugeordnet, die man z. B. mit f(P) bezeichnet, um die Abhingig-
keit dieser Zahl vom Punkte P hervortreten zu lassen. Die Punktmenge 4,
die gegebenenfalls alle Punkte des Gesamtraumes R, umfassen kann,
heiBt der Definitionsbereich der Funktion f(P).

Unter den einfachsten Punktfunktionen sind diejenigen hervorzu-
heben, deren Definitionsbereich 4 aus einer abzihlbaren unendlichen
Punktmenge besteht. Den Punkten

Pl: P‘J: .
von A4 entsprechen dann eindeutig die Zahlen
1) Ay Aoy« ..

Diese Gesamtheit der Zahlen @,, von denen jede durch ihren Index k
einer natiirlichen Zahl eindeutig zugeordnet ist, nennt man eine Zahlen-
folge. Zahlenfolgen unterscheiden sich dadurch von den Punktfolgen,
die wir bisher betrachtet haben (s. z. B. den § 40), daB zwei verschie-
dene Elemente @, und a, der Folge (1) dieselbe Zahl bedeuten kénnen
Wir werden manchmal eine Zahlenfolge durch Angabe ihres allgemeinen
Elements, also z. B. die Folge (1) mit a,, bezeichnen.
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II. Neben den Punktfunktionen, die uns hauptsichlich beschiftigen
werden, werden wir auch sehr oft Mengenfunktionen betrachten:
diese erhilt man dadurch, daf man jederPunktmenge 4 einer gewissen
Menge % von Punktmengen eine endliche oder unendliche Zahl zuord-
net, die wir z. B. auch mit f(4) bezeichnen werden. Die Menge A, die
gegebenenfaﬂs alle moglichen Punktmengen eines Raumes R, umfa,ssen
kann, “heiBt dann ebenfalls der Definitionsbereich der Mengen-
funktion f(4).

So kann man z. B. die Summe der Kantenliingen der Intervalle
(829) als eine Mengenfunktion ansehen. Hierbei besteht der Definitions-
bereich U aus der Gesamtheit der Intervalle des betrachteten Raumes.

III. Ein weiterer Funktionsbegriff, dem man fast alle Gebilde, die
bisher in der Analysi§ betrachtet worden sind, unterordnen kann*), ist
folgender:

Jeder Punktmenge A einer gewissen Menge 2 von Punktmengen
wird nicht mehr eine Zahl, sondern wieder eine Punktmenge B desselben
oder eines anderen Raumes eindeutig zugeordnet.

Der Gesamtheit 2 der betrachteten Punktmengen A4 entspricht dann
also eine Gesamtheit B der zugeordneten Punktmengen B und man
sagt, daB U auf B eindeutig abgebildet ist.

Als Beispiel fiihren wir die abgeschlossene Hiille 4 einer Punkt-
menge 4 an, die ja jeder Punktmenge zugeordnet ist (§ 72).

Der am meisten gebrauchte Fall einer Abbildung ist der, wo
die Punktmengen 4 und B jede aus einem einzigen Punkte bestehen
und die Gebilde A und B wieder gewdhnliche Punktmengen sind
(vgl. § 200).

84. Unter den Abbildungen von zwei Mengen % und 8 von Punlkt-
mengen 4 und B aufeinander sind die eineindeutigen Abbildungen
besonders zu beachten. Man sagt, daB die Abbildung eineindeutig ist,
wenn zwei verschiedenen Punktmengen 4, und 4, von U stets zwei
verschiedene Punktmengen B, und B, von B zugeordnet sind. Dann
entspricht umgekehrt jeder Punktmenge B von B wieder eine eindeutig
bestimmte Punktmenge 4 von %. Bei eineindeutigen Abbildungen ist
also sowohl A auf B als auch B auf A abgebildet.

*) Z. B. die mehrdeutigen Funktionen, die analytischen Funktionen einer
komplexen Veréinderlichen, die Funktionen von abzihlbar unendlich vielen Ver-
inderlichen, die Gebilde, die aus endlich oder unendlich vielen Funktionen dieser
verschiedenen Arten bestehen u.a m.
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Der obere und der untere Limes.

85. Es sei A eine beliebige Punktmenge und f(P) eine Funktion,
deren Definitionsbereich 4 ist. Wir fithren nun, wenn « eine beliebige
endliche Zahl oder 4 oo bedeutet, folgende Bezeichnung ein, die uns
auch spiter gute Dienste leisten wird:

M(f>a)

soll die Teilmenge von 4 bedeuten, die auch leer sein kann, in welcher
die Werte der Funktion f(P) groBer als « sind,

M (f =)

soll die Teilmenge von A bedeuten, in welcher f(P) den Wert « an-
nimmt; und &hnlich erkliren wir die Symbole

M(f<w), M(f2e), M(f<a), M(f+e), ust

Setzen wir jetzt zur Abkiirzung

1) {Aa = M(f> DC), Aa* = M(fg“)i
' B,=M(f<a), BX=M(f<a),
so haben wir

@) A, +B¥=B, + A¥=A.

AuBerdem haben wir

AF=A, + M(f=cq)

und daher

®) 4, < 4%,
und ebenso findet man

4) B, < B*.

Sind nun « und B zwei Zahlen, und hat man « < g, so ist

A= A% + M(e<f<P)

und daher

(5) A< A,
ebenso beweist man, daf

6) B < B,
ist.

86. Es sei jetzt f(P) eine Funktion, deren Definitionsbereich 4
eine unendliche Punktmenge ist. Wir betrachten die Zahlenmenge {«},
die aus allen Zahlen besteht, fiir welche die oben definierte Punktmenge
A, aus unendlich vielen Punkter besteht. Ist diese Zahlenmenge nicht
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leer, so sei ihre obere Grenze mit ¢ bezeichnet; ist die Zahlenmenge { « }
aber leer, so setzen wir ¢ = — 0.

Die Zahl @, die also in jedem Falle eindeutig bestimmt ist, heiBt
der obere Limes des Wertevorrats der Funktion f(P) in ihrem
Definitionsbereiche 4.

Wir werden bald an Beispielen sehen (§ 88), daB dieser obere Limes
sowohl endlich als auch gleich + oo sein kann. Zuerst wollen wir aber
zeigen, daB man die Zahl & auch auf andere Weise definieren kann.

Es sei erstens « <<+ co und £ eine beliebige Zahl, die « iibertrifft,

< &
dann gibt es Zahlen &', die zwischen & und & liegen,

e <§<E,
und die Relationen (3) und (5) des vorigen Paragraphen lehren, daB
A< 4F< 4
ist. Nun ist aber, weil § > @ ist, nach Definition 4, eine endliche
Punktmenge, d.h. eine solche, die nur aus héchstens endlich vielen Punk-
ten besteht; nach dem Satze 1 des § 38 miissen also ihre Teilmengen A,
und A;* ebenfalls endliche Punktmengen sein.

Wir sehen also, daB, sofern Zahlen £ existieren, die grofer als «
sind, die beiden Punktmengen A4; und 4;* endlich sein miissen.

Zweitens sei & > — oo und 7 eine beliebige Zahl, die von « iiber-
troffen wird,

1<
dann ist nach der obigen Definition 4, eine unendliche Punktmenge,
und das gleiche gilt, wenn man die Relation (3) des vorigen Paragraphen
beriicksichtigt, von 4 *.

Wir sehen also, daB, sofern Zahlen % existieren, die kleiner als «
sind, die beiden Punktmengen 4, und 4,* aus unendlich vielen Punkten
bestehen miissen.

Hieraus folgt, da Zahlen § fiir welche A; oder 4,* endliche Punkt-
mengen sind, dann und nur dann existieren, wenn « < + oo ist, und
daB dann « die untere Grenze dieser Zahlen ist, und daB Zahlen 7, fiir
welche 4, und 4,* unendliche Punktmengen bedeuten, dann und nur
dann existieren, wenn @ > — oo ist, und daB dann « gleich der oberen
Grenze dieser Zahlen ist.

Wir konnen demnach den Satz aussprechen:

Satz 1. Man erhdlt den oberen Limes & des Wertevorrats einer Funk-
tion f(P) in ihrem Definitionsbereich A, indem man dic obere Grenze
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der Zahlen n bestimmt, fiir welche die Punktmengen
M(f>n) oder M(f=n)

unendlich sind, oder die untere Grenze der Zahlen § bestimmt, fiir welche
die Punktmengen
M(f>8) oder M(f2E)

endliche Punktmengen sind. Von diesen vier Operationcn sind entweder
nur zwei ausfiihrbar, und o ist dann gleich + oo, oder sie sind alle vier
gleichzeitig ausfiihrbar und liefern dann denselben Wert fiir «.

87. Wir fiihren jetzt folgende Definition ein:

Definition. Der untere Limes « des Wertevorrats einer
Funktion f(P) in ihrem Definitionsbereich 4 ist eine Zahl,

die dem oberen Limes § des Wertevorrats von’ — f(P) ent-
gegengesetzt ist, d. h. es soll

«=—p

sein, falls § eine endliche Zahl ist, und ¢ gleich —oco oder + oo
sein, je nachdem g gleich + oo oder — oo ist.

Wir bemerken, daB fiir jede endliche Zahl & die Gleichungen
D {M(f<a)=M(—]">—-a),
M(f<a) = M(—f=—0)

gelten. Es sei nun erstens ¢ > — oo und

N <
dann ist nach Definition § <+ oo und
— 97> 8.
Also bestehen nach dem vorigen Paragraphen die Punktmengen
2) M(—f>—n) und M(—f=-—n)

aus héchstens endlich vielen Punkten; da nach (1) diese Punktmengen
identisch sind mit unseren friiheren Punktmengen B, und B,*, so miissen
diese ebenfalls endliche Punktmengen sein.

Zweitens sei ¢ < -+ oo und
a<§;

dann ist — & < B, und nach dem vorigen Paragraphen miissen die

Punktmengen
M(—f>—§) und M(—f2—F
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oder, was dasselbe ist, die Punktmengen B; und B* aus unendlich
vielen Punkten bestehen.

Satz 2. Der untere Limes o des Wertevorrats einer Funktion f(P)
ist gleich der oberen Grenze der Zahlen v, fiir welche die Punktmengen

M(f<n) oder M(f<1)

endlich sind, oder auch gleich der unieren Grenze der Zahlen &, fiir welche

die Punlimengen
M(f<§) oder M(f<¥)

unendlich sind. Von diesen Operationen sind entweder nur zwei oder alle
vier ausfihrbar, je nachdem o unendlich oder endlich ist.

Wir wollen jetzt die Zahlen @ und ¢ miteinander vergleichen. Es
sel @ < + oo und £ eine beliebige Zahl, die & iibertrifft:

(3) <k
Dann ist die Punktmenge A, eine endliche Punktmenge; nach der Glei-

chung (2) des § 85 ist aber

und da A eine unendliche Punktmenge ist, mufl auch B;* aus unend-
lich vielen Punkten bestehen. Dies ist aber nur dann méglich, wenn

(4) =2

ist; wire nun o > , so konnte man Zahlen £ finden, die zwischen den
beiden Zahlen « und % liegen, und die beiden Relationen (3) und (4)
konnten nicht gleichzeitig bestehen. Es muB also stets

ea

sein. Wir haben die letzte Relation nur unter der Voraussetzung be-
wiesen, dal & < 4 oo ist; im Falle ¢ = + oo ist sie aber von selbst
erfiillt, und wir haben den Satz:

Satz 3. Der untcre Limes ¢ des Wertevorrats einer Funktion f(P)
st nie grofler als der obere Limes & dieses Wertevorrats.

88. Wir werden den Begriff des oberen und des unteren Limes im
folgenden ausschlieBlich auf Zahlenfolgen (§ 83) anwenden, und es ist
daher zweckmiBig, die folgenden Sitze, die iibrigens — bis auf die Kon-
struktion des § 95 — auch mit der bisherigen Allgemeinheit gelten, nur
fiir diese auszusprechen.
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Ist

(1) @,y gy g, . . .

irgendeine Folge von (endlichen oder unendlichen) Zahlen, so bezeichnet
man die Zahlen & und « auch 6fter durch die Zeichen

¢ =1lima,,

n=o

e=1lima,,
in denen @, das allgemeine Element der gegebenen Zahlenfolge bedeutet.
Diese Gr6Ben « und ¢ werden die Hauptlimites der Zahlenfolge ge-
nannt; @ heiBt der obere, a der untere Limes der Folge. Sie haben
nach den fritheren Betrachtungen folgende Bedeutung:

Die Zahl « ist die obere Grenze der Zahlen 7, fir welche eine
der Relationen

n<a, oder n<a,

fiir unendlich viele Werte der natiirlichen Zahl k erfiillt ist, oder
auch die untere Grenze der Zahlen &, fiir welche eine der Relationen

E<a, oder £<La,

nur fir héchstens endlich viele Werte von % erfiillt ist.

Die Zahl « ist die obere Grenze der Zahlen 7, fiir welche eine der
Relationen

n>a, oder 5=>a,

nur fiir héchstens endlich viele Werte von % befriedigt ist, oder auch
die untere Grenze der Zahlen &, fiir welche

E>a, oder £E>a,

fiir unendlich viele Werte von k erfiillt ist.

Unsere urspriingliche Definition von « (§ 87) liefert uns iibrigens
den Satz

Satz 4. Es gilt slets die Relation

lim(—a,) =—1lma,.
Wir wollen an einigen Beispielen zeigen, daB die Hauptlimites
einer Folge von Zahlen sowohl voneinander verschieden als auch ein-
ander gleich, sowohl endlich als unendlich- sein kdnnen:
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1. Ist
1
a,=—,
n

so wird jede negative Zahl durch unendlich viele a, iibertroffen, jede
positive Zahl aber nur durch héchstens endlich viele. Es ist also

«=0,
und ebenso sieht man, daB
o«=10
1st.
2. Ist
a, =n,
so findet man
o« ==+ 0.
3. Es sei
aﬂn—x"““l""&lﬁ a2n=—1+7:¢— (r=1,2,3,..);
dann ist
¢=—1 und «=-+1.
4. Es sei _
Ugpoy =M, O, =—nN (n=1,2,8,...);
dann findet man
@=—00, a=-+00.
5. Es sei
1
a2n—1=-;7 Ay, =N (n=1?273"">;
dann ist
¢e=0, w=+40o0.
\ 89. Es sel
(1) Ay, gy gy - ..
eine beliebige Zahlenfolge mit den Hauptlimites « und @ und
(2) bl’ b?’ bS’ ¢

sei eine Teilfolge von (1) mit den Hauptlimites § und .
Es sei nun &< 4 oo, und £ bedeute eine beliebige Zahl oberhalb .
Es gibt dann nur hochstens endlich viele a,, fiir welche

t<a,

1st, und weil die Folge (2) eine Teilfolge von (1) ist, ebenfalls nur
hochstens endlich viele b,, fiir welche

E<b,
E> 8,

ist. Hieraus folgt aber
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und da dieses fiir alle Zahlen § gilt, die « iibertreffen, muB auch
pa

sein. Die letzte Relation gilt natiirlich auch, wenn & = + oo ist, und
ist daher allgemein. Ebenso findet man die Relation

«e<B.

Ist nun B < @, so gibt es Zahlen &, die zwischen f und « liegen.
Diese Zahlen & werden dann selbst von unendlich vielen Elementen g,
iibertroffen, aber nur von hochstens endlich vielen b,, und hieraus
folgt, daB es dann unendlich viele Elemente a, geben muB, die in der
Folge (2) nicht enthalten sind Ebenso schlieBt man fiir den Fall,
wo ¢ < f§ ist.

Satz 5. Zwischen den Hauptlimites o und o einer Zahlenfolge
Ay, gy Ggy - . .
wnd den Hauptlimites B und B eincr belicbigen ihrer Teilfolgen

. _ by, by, by, . ..
bestehen stets die Relationen

e<B<F<a.

Gibt es nur endlich viele Elemente der ersten Folge, die nicht in der zwei-
ten vorkommen, so ist auferdem immer

«=f wnd «=4§.

Nach genau derselben Methode beweist man den Satz:
Satz 6. DBestehen zwischen den Elementen zweier Znhlenfolgen a,
ay, ... und by, by, ... dic Bedingungen
Hmébn ( =1,2,3,..)

so gelten auch swischen ihren Hauptlimites «, &, p und f die Relationen
«e<p wmd wZp.
90. Wir betrachten zwei beliebige Zahlenfolgen

al’ a27 a‘S) M

N byy by, by; -,
sowie die Zahlenfolge

€1y Cgy Cgy - oy
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die man erhilt, wenn man die Folge der a, und b, gliedweise summiert,

c,=a,+b, n=1,2,3,...)
und bezeichnen resp. mit @, e, f, B, 7, v die Hauptlimites dieser Fol-
gen. Hierbei wird natiirlich stillschweigend vorausgesetzt, daB (falls nicht
alle a, und b, endliche Zahlen bedeuten) die Operation a,+b, fiir jeden
Wert von n ausfiihrbar ist (§ 22).

Es seien zuniéichst & und B endliche Zahlen und p eine beliebige
positive Zahl. Die Menge NN, der natiirlichen Zahlen #, fiir welche

w, > o+ %,
ist leer oder endlich; desgleichen die Menge N, der natiirlichen Zahlen,
fiir welche
b,> B+
ist. Fir alle natiirliche Zahlen, die weder zu N, noch zu N, gehiren,
ist zugleich
angi-{-% und b,,gfu—%
und daher B
Gp S+ f+p. .
Es gibt aber hochstens endlich viele natiirliche Zahlen, die in der
Vereinigungsmenge (N, + N,) enthalten sind: fiir diese allein kann
G >a+p+p
sein und hieraus schlieBt man, daB
7<e+p+p
sein muB. Die letzte Relation ist fiir jede positive Zahl p richtig und
man hat daher auch

) F<a+h
Es sei zweitens die eine der beiden Zahlen & oder § gleich — oo
und die andere von + oo verschieden, so da nach dem § 22

Ct+pf=—o00
ist. Ist z. B.

&=—o0 und f<+ oo,

so wihle man eine beliebige Zahl £ und eine zweite beliebige Zahl 7,
die f iibertrifft. Die Menge der natiirlichen Zahlen, fiir welche

a,>&—mn oder b >n
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ist, ist dann leer oder endlich und es gibt nach demselben SchluB wie
frither ebenfalls nur hochstens endlich viele Zahlen c,, fir welche

ist. Hieraus folgt aber 7 < & und weil £ eine beliebige endliche Zahl
bedeutet _
7=—o00=72+ .

Ist endlich eine der Zahlen & oder B gleich + oo und die andere
verschieden von — oo, so ist
«+f=+o00
und die Relation (1) ist wieder erfiillt. Diese Relation ist m. a. W. stets
erfiillt, auBer wenn von den beiden Zahlen « und 8 die eine gleich + oo,

die andere gleich — oo ist, d. h. wenn die Summe & 4 § nicht definiert
ist (§ 22).

91. Wir wollen jetzt y mit (@ + ) vergleichen; es seien zunichst die
beiden Zahlen & und § endlich und p eine beliebige positive Zahl. Die
Menge N, der natiirlichen Zahlen, fiir welche

a, >« — %— ,
ist unendlich; die Menge N,, fiir welche
bS8 5

ist leer oder endlich. Unter den Elementen von NN, sind also sicher un-
endlich viele vorhanden, die nicht in N, enthalten sind, und fiir diese
ist zugleich

a,‘>E——12i und b,>f ——%;

es gibt also eine unendliche Menge von natiirlichen Zahlen, fiir welche

C, >& + é —p
ist. Hieraus folgt aber L

7=+ p—p;
und, da die positive Zahl p beliebig ist,
@) 7Za+ B

Es sei zweitens @ = + oo und B von — oo verschieden; ist dann &
eine beliebige Zahl und 7 < B, so sieht man genau wie oben, daB es
unendlich viele natiirliche Zahlen gibt, fiir welche zugleich

a,>&—y und b,>7

Carathéodory, Reelle Funktionen. 2. Aufl, 6
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stattfinden. Also gibt es auch unendlich viele natiirliche Zahlen #, fiir
welche c>E

ist. Ebenso wihle man 7 <« und £ beliebig, wenn ¢ > — oo und
B =+ oo ist; dann gibt es unendlich viele Zahlen n, fiir welche zugleich
B a,>n und b,>E—1q
stattfinden. Fiir diese natiirlichen Zahlen ist dann auch
¢, > &.
In den beiden letzten Fillen muB also 7 > & sein, und weil £ be-

liebig war, B
r=+oco=a+p
sein. Die Bedingung (1) ist ferner stets erfiilll, wenn der eine der

beiden Hauptlimites & und f gleich — oo und der andere von + oo
verschieden ist, denn man hat dann

¢+ f=—o0;

wir sehen also, dal sie immer stattfindet auBer, wenn die Opera.tlon
o + f nicht a.usfuhrbar ist, d.h. wenn die eine der Zahlen & oder §
gleich + oo und die andere gleich — oo ist.

Durch Vertauschung der beiden Folgen a, und b, erhilt man aus (1)
die Relation

r2e+p.
Wendet man endlich die Resultate des vorigen und dieses Para-
graphen auf die Folgen (— a,), (—b,) und (— ¢,) an und beriicksichtigt

den Satz 4 des § 88, so kommt:
S+ (B —r2(=)+(—B) —r=(—®) +(—p)
oder
r=ae+pf; ySe+f; y<e+p
und wir kdnnen also den Satz behaupten:

Satz 1. Zwischen den Hauptlimites e, @, B, 8, Y, ¥ der drei Zahlen-
folgen
@y by o =a,+0b, n=1,2,3,..)

bestehen stets die sechs Bedingungen :

a+p<yp<iti<y<a

'Col

I'@ ™I
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Jede dieser sechs Bedingungen ist immer richtig, wenn sie einen Sinn hat,
d. h. wenn nicht in den vorkommenden Summen (a,+b,), (¢ + B) . s. f.
der eine Summand gleich + oo, der andere gleich — oo ist.

92. Es seien ay, ag,... und b, b,, . .. zwei Zahlenfolgen, die aus
lauter positiven, endlichen Zahlen bestehen und fiir welche die Glei-
chungen
(1) a,b, =1 n=1,2,..)

simtlich erfiillt sind. Die Hauptlimites dieser Zahlenfolgen bezeichnen
wir wieder mit ¢, @, f# und B und bemerken, daB keine dieser Zahlen
negativ sein kann. Ist nun @ >0 und 7 eine positive Zahl, die kleiner
als « ist,

2) 0<n<a,

so gibt es unendlich viele natiirliche Zahlen n, fiir welche a, >y
ist, und daher nach (1)

by <
ist. Hieraus folgt aber
1
3) p=-
Ist zweitens « < + oo und £ eine beliebige Zahl oberhalb «,
4 x <,

so gibt es nur hochstens endlich viele natiirliche Zahlen, fiir welche
a, > £ und daher auch nach (1)

m<%
ist. Hieraus folgt aber
®) B= .

Ist also zunichst « eine endliche und von Null verschiedene Zahl,
so folgt aus (3) und (5), daB die Zahl 8 ebenfalls endlich und von Null
verschieden sein muB, und diese Relationen konnen dann geschrieben
werden

6) n< 5 <&
Hieraus folgt aber -
1
(7) B =&,

weil man sonst entweder eine Zahl 7 oder eine Zahl & finden konnte,
fir welche die Relationen (2), (4) und (6) nicht zugleich gelten konnen.
6.
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Ist aber @ = + oo (oder & =0), so kann man 73 (oder —1—) gleich

einer beliebigen positiven Zahl p setzen und es folgt dann aus (3)
(oder (9))
_ﬂ_=0 bzw. B=+ .

Satz 8. Bestehen zwischen zwei Zahlenfolgen mit positiven Elementen
a, und b, die Bedingungen
ab =1, rn=1,2,..)

so st von den beiden Hauptlimites « und B der eine gleich Null, falls der
andere unendlich ist und umgekehrt, und in jedem anderen Falle ist

@P=1.

Das Ergebnis des vorigen Satzes kann ohne Miihe auf den Fall er-
streckt werden, daB die a, auch die Werte O und 4+ oo annehmen, und
die entsprechenden b, gleich + oo bzw. gleich 0 sind.

93. Wir betrachten jetzt wieder drei Zahlenfolgen, deren Elemente
a,, b,, ¢, nicht negativ und durch die Gleichungen

cﬂ = a’lb bn

miteinander verbunden sind. Die Voraussetzung, daB die Zahlen a,, b,
alle endlich sein sollen, ist fiir das Folgende nicht notwendig; wir miissen
nur verlangen, daB, wenn a, = + oo ist, b, >0 und wenn @, = O ist,
b, <+ oo sein soll. Es seien wieder «, &, §, f, 7 und 7 die Haupt-
limites dieser Folgen. I

Wir nehmen zunichst an, die beiden Zahlen @ und § seien beide
endlich und bezeichnen mit p eine beliebige positive Zahl. Es gibt nur
hochstens endlich viele natiirliche Zahlen, fiir welche

a,>c+p oder b, >p+p
ist. Ist aber zugleich a, <&+ p und b, < B + p, so ist auch
¢, = a,b, < (@ + p) (B +2)

und hieraus folgt, daB es nur hichstens endlich viele natiirliche Zahlen
gibt, fiir welche

&> @+p) (B+p)
sein kann. Dies besagt aber, daB fiir jedes p >0

1) 7<@+p)(B+p
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ist. Es sei nun ¢ eine beliebige positive Zahl; setzen wir p gleich der
kleineren der beiden Zahlen

1 und £

_ a+p+1’
so ist: _ 3 ~
@+ B+p)=ef+p@+h+p)
(2) <@B+p@+p+1)
Laff +¢.

Aus (1) und (2) folgt dann, daB 7 < &B + ¢ ist, und da letateres
fiir jedes positive & gelten muB, bekommt man
©)) 7

Die letzte Relation ist natiirlich auch dann erfiillt, wenn eine der
beiden Zahlen gleich + oo ist und die andere endlich oder unendlich
aber == 0; denn man hat dann

@ =+ oo.

94. Wir nehmen jetzt an, die beiden Zahlen @ und f seien endlich
und von Null verschieden. Sie miissen dann beide wegen unserer Vor-

aussetzungen positiv sein, und wenn & eine beliebige positive Zahl be-
deutet, so ist die kleinste der drei Zahlen

%6 wxp
ebenfalls positiv; diese letzte Zahl bezeichnen wir mit p.
Es gibt nur hochstens endlich viele natiirliche Zahlen n, fiir welche
bn é g 4

ist, dagegen unendlich viele, fiir welche

a, > o —P
ist. Also gibt es auch unendlich viele natiirliche Zahlen, fiir welche
zugleich

a,>a¢—p und b, >p—p

und daher auch o
. cn=anbn>(“_p) (E—p)
stattfindet. Mithin ist
@ 7=2(@—p)(B—p).
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Anderseits haben wir
@—p)B-—p)=ef—p@+p+p
> —p @+
>uf—¢.
Es ist also, da & beliebig gewihlt werden konnte,
) 72 ap.
Zu demselben Resultate gelangen wir, wenn eine der Zahlen «
oder B gleich + co und die andere &= 0 ist. Es sei z. B. @ = + oo;

man wihle zwei positive Zahlen £ und 5, von denen die erste beheblg _
und die zweite kleiner als f ist. Dann beweist man mit &hnlichen Uber-

legungen, wie diejenigen, die zu (1) fiihrten, die Relation
72E-7

und da nach fester Wahl von % die Zahl £ beliebig genommen werden

kann, mufl
y="Fo0o=uf

sein. Endlich ist die Relation (2) ebenfalls erfiillt, wenn die eine der
Zahlen « oder B verschwindet und die andere endlich ist; denn es ist
dann «f = 0.

Gibt es unter den Elementen a, oder b, unendlich viele verschwin-
dende, so gilt dasselbe fiir die Folge der ¢, und wir haben

off =
und daher auch
ySep,

auBer, wenn die Produkte @f oder ¢f nicht ausfiihrbar sind.

Smd aber nur héchstens endlich viele natiirliche Zahlen vorhanden,
fiir welche a, oder b, _verschwinden, so kann man, um die Unbest1mmt~
heitsgrenzen ¢, «, ﬁ, 8, 7,7 zu berechnen, von diesen absehen (§ 89,
Satz 5), und daher voraussetzen, daB die Elemente a,, b, und ¢, alle
positiv sind. Wendet man dann die vorhergehenden Resultate auf die
drei Folgen

|
[

1
Yo = m=1,2,..)

an, so ergibt sich mit Hilfe des § 92

Iy
3
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oder f
3) ey ef.

Bei dieser Uberlegung muB man natiirlich die Fille, in welchen
eine oder mehrere der Zahlen ¢, 8, B, ¢ gleich Null oder unendlich
sind, wieder getrennt behandeln, und man sieht leicht ein, daB die Rela-
tionen (3) immer dann stattfinden, wenn in den vorkommenden Produk-
ten nicht die eine Zahl gleich Null und die andere gleich 4 oo ist.

Satz 9. Sind
a,b, und c,=a, b, (n=1,2,..)

drez beliebige Folgen von nicht negativen Zahlen mit den Hauptlimites «, «,
B, B, ¥, 7, so bestehen zwischen diesen Zahlen immer die Relationen

«f < y<“§<y<aﬂ,

solange nicht in den vorkommenden Produlten der eine Faktor gleich Null
und der andere gleich + oo ist.

95. Die Hauptlimites einer Zahlenfolge kann man durch schritt-
weise Bildung von oberen und unteren Grenzen berechnen:

Satz 10. Bezeichnet man mit e, die obere, mit «, die untere Grenze
der Zahlenfolge

(1) an? an+17 a’n+2} ct

und setzt

@ ¢ = untere Grenze von {a, ¢, ...},
3) n = obere Grenze von {¢,, «,’, ...},

so sind die Zahlen & und n gleich den Hauptlimites o und o der Zahlen-
folge

4) a,, ag, Ay, .. ..
Der Wortlaut dieses Satzes ist so zu verstehen: sind alle &, = 4 0o,
so hat man auch § = + oo zu setzen, und ebenso mul man 5 = — oo

nehmen, wenn simtliche ¢/ gleich — oo sind.

Wir wollen z. B. beweisen, daB die durch die Gleichung (2) defi-
nierte Zahl £ gleich dem oberen Limes der Folge (4) ist. Dazu be-
merken wir, da die Zahlenfolge (1) durch Weglassen von endlich vielen
Elementen von (4) entsteht; nach dem Satze 5 des § 89 haben also die
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beiden Folgen dieselben Hauptlimites, und es kann daher die obere
Grenze «, von (1) nicht kleiner als @ sein:

() 0> .

Ist insbesondere @ = + oo, so ist fiir jedes » die Zahl ¢, = 4 oo
und dasselbe gilt dann auch von £ man kann dann schreiben

(6) t=a.

Ist aber @ << + oo, 50 sei £ irgend eine Zahl, die & iibertrifft. HEs
gibt dann nur héchstens endlich viele natiirliche Zahlen %, fir welche

M a, > &’
ist. Bezeichnet man mit n, die groBte unter diesen natiirlichen Zahlen,
oder die Zahl Null im Falle, dafl die Bedingung (7) fiir keinen Wert
von # stattfindet, so ist fiir » > n, stets @, << £" und man hat daher
Cpyt1 <¢.
Hieraus folgt aber nach (2)
<y
und da £’ eine beliebige Zahl bedeutet, die & iibertrifft:
E<a.
Anderseits entnimmt man aus (2) und (5)
£E2>u;
und es muB daher, wie wir angekiindigt hatten,
t=u

sein. Genau ebenso beweist man, daf 5 = « ist

Konvergente Zahlenfolgen.
96. Definition. Eine Zahlenfolge
1) ay, 4y, ag, . . .
heift konvergent, wenn ihre beiden Hauptlimites zusammen-
fallen:
lim ¢, = lim g, ;

der gemeinsame Wert dieser beiden Zahlen heiBt der Grenz-
wert der Folge (1) und wird mit
lim a,

bezeichnet.
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Der Grenzwert einer Zahlenfolge kann sowohl endlich als auch un-
endlich sein*) Er ist z. B. dann und nur dann gleich -+ oo, wenn
lim @, = + o©

n=o

ist; wegen des Satzes 3 des § 87 ist dann ndmlich auch immer

Han==+oo.

Ist die Zahlenfolge (1) konvergent, und ist der Grenzwert

¢=lima,
eine endliche Zahl, so gibt es — wenn ¢ eine beliebige positive Zahl
bedeutet — nur endlich viele natiirliche Zahlen n, fiir welche

(2) a,>c+¢ oder a,<e—e
ist. D. h. es gibt nur endlich viele natiirliche Zahlen #%, fiir welche
(3) i Ian - al >¢

ist. Existiert umgekehrt eine endliche Zahl «, so daB fiir jedes belie-
bige positive ¢ nur endlich viele Elemente der Zahlenfolge (1) die Be-
dingung (3) befriedigen, so konvergiert die Zahlenfolge gegen . In der
Tat ist, wenn man mit ¢ und & die Hauptlimites unserer Folge be-
zeichnet, fiir jedes positive &
e<oe+ée und e>e—e¢
und daher
e« e>a.

Diese beiden letzten Bedingungen in Verbindung mit e < @ zeigen aber,
daB

e=a=ua
ist.

Satz 1. Dafiir, dafi eine Zahlenfolge a,, ay, ... gegen eine endliche
Zahl o konvergiere, ist notwendig und hinreichend, daf3 bei beliebig vor-
geschriebenem & > 0, nur hichstens endlich viele natiirliche Zahlen n exi-
stieren, fur welche

lan - “l 2 ¢
ist.

*) Gewohnlich, werden Zahlenfolgen mit unendlichem Grenzwert als diver-
gent bezeichnet; die im Text benutzte Terminologie besitzt aber in Hinsicht
auf unsere spiteren Ziele groBe Vorteile, auf welche wir nicht verzichten wollen.
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9%7. Es sel
1) Ay Oy, Ayy - - -

eine beliebige Folge von endlichen Zahlen. Wir setzen
®)) b, = obere Grenze von {|a, ,—a,|, |a,,s—a,l, ...}

Ist der ohere Limes « der Zahlenfolge (1) gleich + oo, und bezeichnet
man mit § eine beliebige positive Zahl, so gibt es, wenn die Zahl » ge-
geben ist, unendlich viele natiirliche Zahlen £, fiir welche die Ungleichheit

a>a,+ &
gilt. Unter den Zahlen |a, ,—a,|, @, s—a,l, ... gibt es also auch
mindestens eine, die groBer als £ ist und man folgert hieraus
b,> &
und daher auch, weil £ eine beliebige positive Zahl bedeutet
b,=+ oo.

Alle Elemente der Zahlenfolge b, sind dann gleich + oo und man findet
ebenso, daB ebenfalls alle ,= + oo sind, wenn der untere Limes der
Zahlenfolge (1) gleich —oo ist. Wenn aber weder =+ 00 noch ¢ =— oo
ist, so miissen beide Zahlen « und ¢ endlich sein. Ist dann & eine be-
liebige positive Zahl, so gibt es nur h6chstens endlich viele natiirliche
Zahlen £, fir welche a, auBerhalb des Intervalls

e e
e—g<zla+g

liegt. Hieraus folgt erstens, daf man ein Intervall finden kann, in
dem simtliche Zahlen der Folge (1) liegen, woraus man entnimmt,
daB die b, lauter endliche Zahlen sind, die alle unterhalb einer festen
Schranke liegen. Zweitens aber folgt aus dieser selben Tatsache, daB
man eine natiirliche Zahl N finden kann, so daB fiir jede natiirliche
Zahl » > N die Bedingung

¢« —5<a,<@++
stattfindet, und daB daher fiir jedes n = IV und fiir jede natiirliche Zahl p
]an-}-p_a’n] <(&_QC) +&.
Die Definitionsgleichung (2) von b, zeigt dann, daB fiir jedes n > N
bn g (&_ ﬁ) + €.

Es gibt also nur hochstens endlich viele b,, welche die Zahl (@ —e) + &
iibertreffen, und man hat, wenn man mit § den oberen Limes der Zah-
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lenfolge b,, b, ... bezeichnet
B<(@—a) + e

Die letzte Relation ist fiir jedes beliebige & >0 erfiillt, und man hat
daher _
@) B<a—ua.

Anderseits hat man, wenn man mit 8, die untere Grenze und mit
den unteren Limes der Folge b,, by, ... bezeichnet und wenn man be-
riicksichtigt, daB kein b, negativ sein kann,
(4) 0B <BZB.

Konvergiert nun die Zahlenfolge (1) gegen eine endliche Zahl «, so
hat man

(©)) e=0a=aq
und daher nach (3) und (4)
® 0= o= B =P

Die Zahlenfolge by, by, ... konvergiert also ebenfalls und zwar
gegen Null und die untere Grenze (3, der Zahlen b, ist auch gleich Null.
Es sei umgekehrt

(M Bo = 0;

dann kann man, wenn ¢ eine beliebige positive Zahl bedeutet, eine natiir-
liche Zahl » finden, fiir welche

b < ¢

n = 2
ist. Ist dann p eine beliebige natiirliche Zahl, so ist nach (2) stets
a,| <+

]an-}—p_ = 9

oder

&
a, — <

&
__<__(ln+ <an+§~

D=

o]

Es gibt also nur hochstens endlich viele natiirliche Zahlen %, nimlich
die Zahlen des Abschnitts ¥ < (7 — 1) der natiirlichen Zahlenreihe, fiir
welche @, auflerhalb des abgeschlossenen Intervalls

& &
a,— t<w<a, + 1

2
viele a, iibertrifft, und daB (an+ -;—) nur durch hochstens endlich viele

liegen kann, und hieraus folgt, daB (an——i) nur hochstens endlich
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a, iibertroffen wird. Man kann daher schreiben, wenn man noch die
Relation ¢ < w beriicksichtigt,

&
an——2—

&
a,+ 5

I
IA
Rl
IA

[

und also auch

Rl

IR
I

E.

Da ¢ beliebig ist, muB also @ = « sein, d. h. die Folge (1) mu8 konver-
gieren und es miissen also auch die Zahlen B und § gleich Null sein.

Satz 2. Essei a,, as, . . . eine Zahlenfolge mit den endlichen Haupt-
limites o« und «. Setzt man fiir jede natiivliche Zahl n

b, = obere Grenze von {|a,,,—a,|, |a, —a,]|,...},

so ist notwendig und hinreichend fiir die Konvergenz der Folge der a,, daf8
die Folge der b, gegen Null konvergiere oder auch nur, daf die untere
Grenge der b, gleich Null se.

Driickt man die Bedingung, daB die untere Grenze f§, der Folgé
b, by, ... verschwinden soll, explizite aus, so fiihrt der letate Teil des
vorigen Satzes auf das Konvergenzkriterinm von Cauchy.

Satz 3. Cauchys Konvergenzkriterium. Eine notwendige und
hinreichende Bedingung dafiir, daf eine Zahlenfolge a,, a,, . . . konvergent
sei und einen endlichen Grenzwert besitze, ist die, day man zu jeder posi-
tiven Zahl & mindestens eine natiirliche Zahl N () suordnen kann, so dafs
fiir jede natiirliche Zahl p die Bedingung

lawsp—an| < &

erfillt ist. Man kann dann zw jeder positiven Zahl & eine Zahl N zu-
ordnen, so daf} fiir jede natiirliche Zohl p und fiir jede natirliche Zahl
n> N’
| Gyl < e
28t.

98. Ist ay, ay, ... eine konvergente Folge von Zahlen und b,, by, . . .
irgendeine ihrer unendlichen Teilfolgen, so gelten nach dem Satze 5 des
§ 89 zwischen den Hauptlimites dieser Folgen die Beziehungen:

e<B<p<@
und da hier ¢ = & = « ist, muB auch § = B = « sein:

Satz 4. Jede Teilfolge eimer konvergenten Zahlenfolge ist konvergent
und besitzt denselben Grenzwert.
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Man kann einen Satz derselben Art auch fiir nicht konvergente
Zahlenfolgen aufstellen:

Satz 5. Jede unendliche Zahlenfolge a,, a,, . . . besitzt Teilfolgen
b, by, ..., die gegen ihwen oberen Limes « oder gegen tihren umteren
Limes o konvergieren.

Wir wollen z. B. b, by, ... so bestimmen, daf

limd, =«
ist. Ist @ = — oo, so ist die Folge der a, konvergent, und man kann

b, = a, setzen.
Ist o eine endliche Zahl und p eine gegebene natiirliche Zahl, so
betrachten wir die Gesamtheit N, der nattirlichen Zahlen #, fir die

— 1
an>ot-—-z-,

ist. Fiir jedes p ist dann N, eine unendliche Menge von Zahlen; wir
setzen n, gleich der kleinsten natiirlichen Zahl von INV;, hierauf n, gleich
der kleinsten Zahl von N,, die >, ist, also n, gleich der kleinsten Zahl
von Ny — {n,}N; und allgemein #, _, gleich der kleinsten Zahl, die in

Nepi—{n,m, .. -;”k}NkH_

vorkommt. Setzt man dann .
by = ay,, *k=12..)

so ist die Zahlenfolge b, by, . . . eine Teilfolge der gegebenen und fiir
ihren oberen Limes § gilt daher die Relation

1) B<a.
Anderseits ist fiir jede natiirliche Zahl & > p
q>a—%ga—;-

Es gibt also nur hochstens endlich viele Zahlen b;, b, ..., die durch
(Ix ———1~) iibertroffen werden, und der untere Limes § der Zahlenfolge
b, by, . . . geniigt der Relation .
bza—
Da dieses fiir jede natiirliche Zahl p stattfindet, so hat man
pze
und daher mit Beriicksichtigung von (1) und von < 8

B-=B=2q.
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Ist schlieBlich @ = + oo, so indere man den obigen Beweis dahin,
daB man die Zahlenfolge

(@) (p=1,2,...)

b
durch die Folge der natiirlichen Zahlen ersetzt.
Ein Korollar unseres letzten Satzes ist folgendes:

Satz 6, Wenn der obere Limes jeder unendlichen Teilfolge einer ge-
gebenen Folge a,, ay, . .. immer gleich einer und derselben Zahl ist, so
konvergiert die Folge der a,.

Wiire nimlich & < &, so konnte man zwei Teilfolgen von a,, a,, ...
finden, die bzw. gegen o« und « konvergieren, deren obere Limites also
voneinander verschieden sind.

99. Die Sitze 4—10 der §§ 88—95 erlauben das Rechnen mit
konvergenten Zahlenfolgen zu begriinden. Wir bedienen uns der
folgenden bequemen Symbolik:

a,— o
soll bedeuten, daB die Folge a,, a, ... konvergiert, und daB

lima, = o

k=00
ist.

Wir entnehmen nun aus dem Satze 6 des § 89 folgendes Resultat:
Satz 7. Ist fiir jedes k die Relation a, < b, erfillt, so folgt aus
a,— o und b,—> 8,

auch « < .

Ferner liefert der Satz 4 des § 88 unmittelbar das Ergebnis:
Satz 8. Ist fiir jedes k die Relation a, = — b, erfiillt, so folgt aus

a, — o auch b, — — «a.
Eine direkte Folge des Satzes 7 des § 91 ist ferner:

Satz 9. Sind a,, a,, ... und b, by, . .. zwei gegebene Zahlenfolgen,
von denen die erste gegen o konvergiert, so gelten die Gleichungen

EIE (4 +b) = e + E:
.P:Iﬂ(“k+bk)=“+_ﬂ_:
solange die vorkommenden Summen ausfiihrbar sind. Aus

a,— o« und b,— f8
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folgt dann insbesondere
(0, + b)) — (¢ + B),

falls diese Summen einen Sinn haben.

100. Bei der Ubertragung des Satzes des § 94 kann man sich von
der Bestimmung, daB die vorkommenden Zahlen alle positiv sein miissen,
befreien, und folgendes behaupten:

Satz 10. Sind die Folgen a,, a,, ... und by, by, . .. konvergent, so
folgt aus a, — « und b,— B, daf} auch

ab, — ef,
wenn diese Produkte einen Sinn haben.

Es seien zunichst die Grenzwerte ¢ und § beide positiv; dann
gibt es nach Voraussetzung nur hochstens endlich viele @, und ebenso
nur hdchstens endlich viele b,, die negativ oder Null sind. Es gibt also
eine Zahl N, so daB fiir jede natiirliche Zahl p sowohl ay,,> 0 als
auch by, > 0 ist. Die Zahlenfolgen ayyi, ayis, ... und dyiy, byye, ...
konvergieren als Teilfolgen der gegebenen Folgen gegen die Grenzen o
und B (§ 98, Satz 4) und die Relationen des Satzes 9'in § 94 liefern dann

lim ay; ,byiep = af.

p=co

Die Folge a,b,, ayb,, . . ., die sich von der Folge ay 10y 41, @xi2byss,...
nur um endlich viele Elemente unterscheidet, hat dieselben Hauptlimites
wie diese (§ 89, Satz 5) und muB daher auch gegen «f konvergieren.

Ist zweitens die eine der beiden Zahlen « und g, z. B. die Zahl «,
negativ, so setze man @,'= — a,. Dann ist nach dem Satz 8 des vorigen
Paragraphen die Folge a,, ), . . . konvergent und

ay — — o;
nach dem soeben bewiesenen Resultat ist dann
@ by — — «f,
und, da fiir jedes k¥ die Zahlen a,b, und a,'b, entgegengesetzt sind,
a b, — «p.

Ahnlich sieht man die Richtigkeit unserer Behauptung ein, wenn
beide Zahlen ¢ und f negativ sind.

Ist schlieBlich & = 0 und B eine endliche Zahl, so ist die Folge
by, by, ... beschrinkt, falls nicht einige b, unendlich sind. Es gibt
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aber jedenfalls eine Zahl M und eine natiirliche Zahl £, so daf fiir
jedes &t >k,

[b | <M

ist. Ist dann & eine beliebige positive Zahl, so gibt es, weil a, gegen
Null konvergiert, nur hiochstens endlich viele natiirliche Zahlen %, fiir
welche

o] > f;‘
ist; fiir alle anderen Werte von % ist aber dann
lab < e.

Es gibt also nur hochstens endlich viele Werte von %, fiir welche
|a.b,| = & ist, d. h.

ab,— 0.
Der angekiindigte Satz ist also fiir alle Fille bewiesen.

101, Endlich gilt noch der Satz:

Satz 11. Ist unter denselben Voraussetzungen wie im vorigen Satze
Jedes b, endlich und == 0, B =0, und sind « und B nicht beide oo, so
st die Folge

B U R T
b, 7 D, b’
komwvergent, und es ist
L, &
bk 8-

Es geniigt den Satz fiir § > 0 zu beweisen, da man diese Voraus-
setzung erzwingen kann, indem man mit Beriicksichtigung des Satzes 8
(§99) notigenfalls jede der Zahlen ¢, und b, durch die entgegengesetzten
Zahlen —a, und — b, ersetzt. Es sind dann h&chstens nur endlich viele
Zahlen b, nicht positiv und fiir die iibrigen gilt nach dem § 92

Diese Relation gilt aber dann ebenfalls, wenn wir die negativen b, hin-
zufiigen, und der behauptete Satz reduziert sich nun auf eine einfache
Anwendung des vorigen.

102. Eine Zahlenfolge a,, a,, a;, . . . heiBt monoton wachsend,
wenn stets fiir jede natiirliche Zahl %

M Ty p1 = O
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ist, sie heift monoton abnehmend, wenn fiir jedes %

. Wy S 0
1st.

Satz 12, Eine monotone Zahlenfolge konvergiert stets. Ist sie wachsend,
so konvergiert sie gegen thre obere Grenze, ist sic abnehmend, gegen ihre
untere Grenze.

Wir wollen z. B. eine monoton wachsende Zahlenfolge betrachten
und mit ¢, @ und « ihre beiden Hauptlimites und ihre obere Grenze be-
zeichnen. Wir haben dann mit den Bezeichnungen des § 95 und, wenn
wir die Bedingungen (1) beriicksichtigen:

@, = obere Grenze von {a,,a,,,,...} = «,
’
«,'= untere Grenze von {a,, a,,,,...} = a,.

Ferner haben wir nach dem Satze 10 desselben Paragraphen

« = untere Grenze von {¢,, &, ...} =,

o = obere Grenze von {¢, ap,...} = .
Also ist, wie wir beweisen wollten,

e=qa=c.
103. Es sei s eine positive Zahl; wir wollen die Folgen unter-
suchen, die dadurch entstehen, daB man
a,=s und @, ,=5¢q

setzt. Dann ist @, eine sogenannte Potenz von s und man schreibt

a, = s% Ist s groBer als Eins, etwa gleich (1+ p), so ist die Folge
der Potenzen s, s% ... monoton wachsend, denn es ist

stHl= (1 +p)s*> sh

sie konvergiert also gegen ihre obere Grenze, von der wir zeigen wollen,
daB sie gleich + oo ist. Dazu beweisen wir die Ungleichheit

s* > (1 +kp).

Diese Relation ist in der Tat fiir £ =1 erfiillt, und wenn sie fiir ein
beliebiges % erfiillt ist, so ist

stti=(1+p)s* = (1+p) 1+kp),
und folglich
s> 1+ (k+1)p + kp*>1+ (k+1)p.

Carathéodory, Reelle Funktionen. 2. Aufi. 7
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Ist M eine beliebige Zahl, so kann man % so wihlen, daB
1+kp>M

ist (§ 18); das entsprechende s* ist dann auch groBer als M, und die
obere Grenze aller s* ist also grofer als jede beliebige Zahl und also
gleich 4 co. Wir konnen also schreiben
st — 4+ (fiir s>1).
Ist dagegen s< 1, so setze man
t= L.
§
Es ist dann

1
=%

und, da ¢ > 1 ist, folgt nach dem Obigen

tk

.1
lim = =+ o0,

k=0
also nach dem Satze 11 des § 101
s¥F—0 O<s<l).

Endlich sieht man, dal die letzte Relation auch fiir negative s statt-
findet, sobald |s| <1 ist, denn es ist allgemein

|s¥ = sl

Summen von positiven Zahlen.

104. Es sei
(1) D1y Doy Dgy - - -
eine Folge von lauter nicht negativen Zahlen. Ist
Ny, Ngy ooy My

irgendeine Menge, die aus endlich vielen verschiedenen natiirlichen
Zahlen besteht, so nennt man die Summe

) Pyt Pt o+ D,
eine Teilsumme der Folge (1).

Definition. Wir definieren jetzt als Summe
3) s =27,

simtlicher Zahlen der Folge (1) die obere Grenze aller mdg-
lichen Teilsummen (2).
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Diese Summe ist also stets eine nicht negative Zahl, die auch gleich
+ oo sein kann. Um sie zu berechnen, geniigt es, diejenigen ihrer Teil-
summen zu betrachten, die den Abschnitten der natiirlichen Zahlenreihe
entsprechen. Es gilt der Satz:

Satz 1. Setst man

. sm=p1+p2+”'+pm}
so ist stets

s=2p,~=lims,.
k m=co
In der Tat ist stets

und daher + 1

. Sm—i—l .% Sm -
Die Folge

A N

ist also monoton wachsend und konvergiert gegen ihre obere Grenze
(§ 102, Satz 12), die wir mit & bezeichnen wollen:

S,—> 0.

Nun ist nach unserer Definition der Zahl s = 3'p, stets
%

Sa s
und daher ist auch die obere Grenze 6 der s, nicht groBer als s,
4) 6<s.

Ist anderseits
s,=_pg1,1+_pnz:l— nt +pﬂk

eine beliebige Teilsumme, und bezeichnet man mit m die grofte unter
den endlich vielen Zahlen n,,...,n,, so enthilt s, jede der Zahlen, die
in s’ vorkommen und (s,,—s’) ist entweder gleich Null oder gleich einer
Summe von endlich vielen nicht negativen Zahlen. Es ist daher

s’<s, L6
und, da s eine beliebige Teilsumme von (1) bedeutet, muB auch
(5) sLo
sein. Aus (4) und (5) folgt endlich
6=s,

wie wir beweisen wollten.

105. Der Hauptsatz iiber Summen von positiven Zahlen ist fol-
gender:

7‘
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Satz 2. Sind P, P,, ... endlich oder abzdhlbar unendlich viele nicht
negative Zahlen und ist jedes P, di¢ Summe von endlich oder abzihlbar
unendlich vielen nicht negativen Zahlen p,,,,

P, m "_"%wpmk ’
so ist die Summe der P, gleich der Summe der p,,,.
2 P m =% Pur-

Man setze

1) s =21‘Pm 6=gpmk§

wir wollen s und ¢ vergleichen.
Wir betrachten eine beliebige Teilsumme der p,,

(2\) pm.,’kl' + Pmy'ky + e + pmj' j’;

die erste dieser Zahlen wird zu einer Summe P, gehoren; man streiche
aus der Teilsumme (2) simtliche p,, weg, die zu dieser Summe ge-
horen. Die Summe der weggestrichenen Zahlen sei w,; es ist dann
%, < P,,. Die erste der iibrigbleibenden Zahlen von (2) gehdre zu P,,;
man streiche aus (2) nun auch siimtliche Zahlen, die zu P, gehoren,
weg; ihre Summe sei m, und wir haben mw, < P,, Wenn man so fort-
fihrt, ist man nach hochstens j Schritten zu Ende und es folgt hieraus

p"‘llkxl +p'm,’k,’ + e +_p"nj')"j'= “1 + “2 + cee “r’
éPm-‘\L Pm,+"'+-Pm,-;
<s.

Da die Teilsumme (2) beliebig war, ist fiir die obere Grenze ¢ aller
solchen Teilsummen
3) ¢ <s.

Es sei nun 1 eine beliebige positive Zahl, die kleiner als s ist, und @
eine Zahl zwischen 2 und s:
A<u<s.

Die Zahlen 2 und p sind endliche Zahlen, selbst wenn s = + oo ist.

Man kann nach dem vorigen Paragraphen eine natiirliche Zahl » so
finden, daB l

(4) Ss=P+ P+ - +P >p

ist. Nun wihle man die natiirlichen Zahlen kyy kg, ..., k., derart daB
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P11+P12+"‘+p1k,>P1"‘y_l;

r

—1
P21+P22+"'+I’2k,>P2"P ’

r

pr1+pr2+“‘ +.prk,.>‘Pr_ﬁ:l'

r

Die durch Addition dieser Ungleichheiten links entstehende Teilsumme
der p,,, heiBe my; dann ist

| o2 m> P+ Pyt o+ P+ (i—p),
und mit Beriicksichtigung von (4)

6> .

Da die letzte Ungleichheit fiir jede Zahl 1 < s gilt, mu
6=>58

und also, wegen (3),
G=3s

sein.

Dieses Resultat zeigt: man erhélt die Summe von abzihlbar un-
endlich vielen nicht negativen Zahlen auch, wenn man die gegebene
Menge in endlich oder abzihlbar unendlich viele Teilmengen zerlegt,
jede fiir sich summiert, und die erhaltenen Zahlen wieder addiert.

Konvergente Reihen.

106. Es sei
@ Ay, Ggy g,y . . .

eine Folge von abzihlbar unendlich vielen beliebigen reellen endlichen
Zahlen. Wir bilden die Summen

(2) sm=a1+a2+"'+a'm)

die aus den m ersten Zahlen der Folge (1) bestehen und betrachten die
Zahlenfolge

) 515 S, S35
Definition. Konvergiert die Zahlenfolge (3) gegen einen

endlichen Grenzwert s
§,—> 8,
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so sagt man, die Reihe
4) Qg+ +ay+- .-
konvergiert¥), und besitzt die Summe s; man schreibt:
S=a,+ ay +ag+ - - -.
Die Reihe (4) konvergiert also dann und nur dann, wenn das

Cauchysche Kriterium (§ 97, Satz 3) fiir die Folge s,,s,,... der Ab-
schnitte der Reihe erfiillt ist. Nun ist aber

Spap— S = Cpy1t Gppot - -+ Cpip
8o daB man das betreffende Kriterium folgendermafen aussprechen kann:
Satz 1. Dafiir, daf3 eine Reihe
o+ ag +- - -

konvergiere, ist notwendig und hinreichend, daf3 man jeder positiven
Zahl ¢ mindestens eine natiirliche Zahl N zuordnen kann, so daf} fiir jede
natiirliche Zahl p

®) lavis+avie+ - Fan | L e

sei. Man kann dann stets jeder positiven Zahl ¢ eine natiirliche Zahl N’
zuordnen, so daf fir jede natirliche Zahl p und jede natiirliche Zahl n> N’

(6) ilafz+1+"'+an+p1§6
st

Aus dem zweiten Teil des vorigen Satzes folgt als Korollar, wenn
man p =1 setzt:

Satz 2. Dafiir, daf3 eine Reihe a, + a, + - - - konvergiere, ist not-
wendig, daf3
(D lima,=0

set.

*) Nach unserer fritheren Terminologie (§ 96, FuBnote) miiBten wir konse-
quenterweise auch diejenigen Reihen konvergent nennen, fiir welche die Zahlen-
folge (38) einen unendlichen Grenzwert besitzt; z. B. miifte dann die Reihe

1—142—14+83—14...
konvergent genannt werden. Dies wiirde aber nicht nur einer hundertjihrigen
Gewohnheit widersprechen, sondern auch an sich unzweckmiBig sein. Gelegent-
lich werden diese Reihen eigentlich divergent genannt im Gegensatz zu den
Reihen, wie

1—141—14-.-,

fiir welche s, keinen Grenzwert besitzt, und die uneigentlich divergent ge-
nannt werden.
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Aus der Bedingung (7) folgt iibrigens nicht, daB eine Reihe not-
wendig konvergieren muB. Setzt man z. B.

a =—
n n’

so ist zwar (7) erfiillt, aber es ist
L
n4p

p
==

lan+l+"'+a2n‘>%

la“+1+...+a_n+p|> 4.4

1
oy (p mal genommen)

und daher fiir p=n

Die Bedingung (6) kann also fiir keinen Wert von n erfiillt werden,
wenn man

e=1
nimmt.

107. Es sei gq;, gy, ... eine Folge von positiven Zahlen, deren
Summe endlich ist; ferner sei a,, a,, ... eine Folge von Zahlen, die
der Bedingung

}aml g q"l

geniigen. Dann ist stets
(1) { lan+1+"'+an+pl§]aw+ll+"'+]an+p|
§Qﬂ+l+..'+q"+p~

Nun kann man, weil die Summe der g, endlich ist, jeder positiven
Zahl & eine Zahl N zuordnen, so daB fiir jedes p

qN+1+ diide qN+p§ €
ist. HEs ist dann auch nach (1) fiir jedes p

lays1+--- + ah’+pi é &,
d. h. die Reihe
a+ a; + - --

ist konvergent.

Definition. Eine Reihe a, + a, + - -+ heiBt absolut konver-
gent, wenn man eine Folge von nicht negativen Zahlen ¢,, g, . ..
finden kann, deren Summe endlich ist, und fir welche
(2) | < ¢ (m=1,2..)
stattfindet
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Aus (2) folgt: wenn die Reihe a, 4 a5 + - - - absolut konvergiert,
so mufl die Summe der nicht negativen Zahlen

(3) Iaml (m=1; 2,3,.. )
endlich sein; denn keine Teilsumme der Folge (3) ist grofier als die

Summe der ¢,,. Ist umgekehrt die Summe der Zahlen (3) endlich, so
konvergiert die gegebene Reihe absolut:

Satz 3. Fiir die absolute Konvergenz einer Reihe

a, “+ Qg + ..
ist motwendig und hinreichend, daf3 die Summe

Sl
endlich set.

Wir betrachten noch folgendes Beispiel. Es sei a eine beliebige
Zahl, die der Bedingung
la| <1
gentigt. Die Reihe
4) l+a+4+a+a®+ ...

konvergiert. Denn es ist

Sptat=s,.,,=1+as,,

und daher
_1—g"
S =14’
woraus folgt (§ 103)
§ —> .
m l—a

Die Reihe (4) konvergiert aber absolut, weil die Summe
L+ [a|+ [a®] + % + - -

1
1—|al

den endlichen Wert

besitzt.

108. Um zu zeigen, daf es konvergente Reihen gibt, deren Summe
endlich ist und die nicht absolut konvergieren, betrachten wir eine
monoton abnehmende Zahlenfolge

(1) A
die gegen Null konvergiert
2) a,— 0,

m
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und hierauf die Reihe
(3) @G — Qg+ g — @y + -+ -..

Die Teilsummen s,,, dieser Reihe mit geradem Index bilden eine mono-
ton wachsende Zahlenfolge, denn es ist

Stm+2 ™ Sam= Ogm4+1— Bamys >0
Ferner ist
Sgm =0y —(@g—g)— - —(@p_g~ 8y, _y)— Ay < Gy,
und hieraus folgt, dath die obere Grenze dieser Zahlen die Zahl @, nicht
iibertrifft und daher endlich ist. Die Grenze

m=oo
ist also endlich. Ganz analog beweist man die Existenz einer endlichen
Grenze s’ fiir die Teilsummen mit ungeradem Index

§'=lim 85, , 4
m=o

Endlich sieht man, daB

. . .
§'—s=1lim (85, ,— S,) = limag, =0
m=oo m=o0

ist, woraus die Konvergenz der Reihe (3) leicht folgt.
Setzt man nun insbesondere

a. = —-
m m »
so sind die Bedingungen (1) und (2) erfiillt, und daher die Reihe
1 1 1
e Y

konvergent. Diese Reihe ist aber nicht absolut konvergent, weil die
Summe

‘ 1+3+5+--=+4o0
ist (§ 106).

109. Es sei
1) S=a,+ay+---
eine konvergente Reihe und 1 eine beliebige endliche Zahl. Wir setzen
) b, = 1a, rn=1,238,..)
und betrachten die Reiha
®) bt byt

Es folgt dann mit den Bezeichnungen

Sp=a,+---+a,, t,=b+---+0,
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aus der Gleichung
t"l = 'lsm’

dafl die Zahlenfolge ¢, 7,, . .. konvergiert und daB

lim¢, = 1lims,
ist (§ 100, Satz 10). Die Reihe (3) ist also ebenfalls konvergent und ihre
Summe gleich dem Produkte von 4 mit der Summe von (1). Ist die
Reihe (1) absolut konvergent, so ist die Summe der positiven Zahlen

b =12/ a,] (n=1,2,..)
endlich, woraus die absolute Konvergenz der Reihe (3) folgt.
Satz 4. Ist
4) S=a,+ 0+ ---
eine konvergente Reihe und A eine belichige endliche Zahl und setzt man
b, =4a,, =1,23...)

so st die Rethe
5) t=0b+by+---
konvergent vnd man hat
t=1»1-s,
Ist die Reihe (4) absolut konvergent, so gilt dasselbe von der Reihe (5).
Wir beweisen ferner den Satz:
Satz 5. Sind

(6) s=a,+ay+--- und t=>b +by+---
zwet konvergente Reihen von Zuhlen, so ist die Reihe
) r=(a,+b)+ (6 + ) +-- -,

die man durch gliedweise Addition erhilt, ebenfulls konvergent, und stellt
die Zahl (s +1) dar. Sind die beiden Reihen (6) absolut konvergent, so
gilt dasselbe von der Reihe (7).

Setzt man in der Tat
=0+ -+ a,, tm=b;+---+b,,,,
Y= (al +b1) + e + (a’m’*"bm),

so ist
'):m = sm + tm)
und daher die Folge 7y, 5, . . . konvergent (§ 99, Satz 9); auBerdem gilt
dann die Gleichung
limr, =lims, 4+ lim ¢, =s +¢.

m =00 m=o0 m=o0
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Den letzten Teil des zu beweisenden Satzes entnimmt man aus der
Relation

Ein ganz analoger Satz gilt tiber die gliedweise Subtraktion von
zwei konvergenten Reihen.

110. Es sei
) S=a;+ a + - -
eine absolut konvergente Reihe und man setze
(2) .pm =_Iaml2+' Ay, s = laml2—' Ay .

Die Zahlen p,, und g, geniigen den Bedingungen
®) 0<p,<en|, 0=4g,<]a,l,
(4) pm - Qm = a’m Y

und hieraus folgt, daB man die Reihe (1) durch gliedweise Subtraktion
von zwel Reihen mit nichtnegativen Gliedern

(5) p=p+p+---,
(6) g=q t+q+ -

erhalten kann, die beide eine endliche Summe besitzen. Wir haben also
§ =p — g; nun bemerke man, dal nach (2) die Zahlen p,, gleich a,
oder gleich Null sind, je nachdem a,, positiv ist oder nicht. Die Reihe (5)
ist also gleich der Summe der positiven Glieder der Reihe (1), falls es
solche gibt und gleich Null im entgegengesetzten Fall; und ebenso sieht
man, daf (G) gleich der Summe der absoluten Betrige der negativen
Glieder von (1) ist, falls es solche gibt und gleich Null im entgegen-
gesetzten Fall.

Da auch umgekehrt die Reihe (1) absolut konvergiert, wenn p und ¢
endlich sind, haben wir den Satz:

Satz 6. Fiir die absolute Konvergenz einer Reihe
S=4a, + ag + - --

ist notwendig und hinreichend, daf3 die Summe p ihrer positiven Glieder
und die Summe — q threr negativen Glieder beide endlich seien. Is ist
dann stets

S=p—gq.
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111, Es seien

Ay1y Oygy Qygy v v -

1) g1y Aggy g3y - -+

abzihlbar unendlich viele Folgen von Zahlen. Die Gesamtheit der Zahlen
a,,, ist abzihlbar (§ 42). Wir nehmen nun an, daB die Summe der ab-
zihlbar unendlich vielen nicht negativen Zahlen |a,,| endlich ist.
Dann ist, wenn

(2) bl? b27 bs} et

eine Folge bedeutet, die durch Umordnung der Zahlen (1) in eine ein-
fache Folge entsteht, die Reihe

§=20b +by+b+---

absolut konvergent, ebenso wie auch jede der Reihen

(3) sm=am1+a’m2+am3+"' (m=1,2,3,.-.).
Wir setzen
b b bl — b
D= l_k._l2ii’ 0 = I_kIT_&,
Ann Xnn — %m
Pun = l_l_;*___’ Qun = lamnl2 Cmn

und bemerken, daB die Summen

P =%7Pu Q =; x>
‘Pm =‘"§'pm”, Qm =%’qmn
lauter endliche Zahlen bedeuten, die den Gleichungen
s=P— Q, sm=Pm— Qn
geniigen. Ferner ist nach dem Satze 2 des § 105
P=P + P+ P +---
Q= Ql+Qs+Qs+"‘
und daher, weil P und @ endliche Zahlen sind (§ 109)
P—Q=(P,— Q)+ (P~ Q)+ -
oder

(4) S=8+8+8+ .



§ 112 Konvergente Reihen 109

Man zeigt ebenso, da wenn man

(5) tn=a'1n+a2n+a3n+"'
setazt,

(6) s=t1+ts+ts+"'
ist.

Satz 7. Sind abzihlbar unendlich viele Zahlen a,, gegeben und ist
die Summe threr absoluten Betrige |a,,,| endlich, so ist

(7) Zamn =2(Za’mn) =2(2amn)‘
Alle Reihen, die in der Gleichung (7) vorkommen, sind absolut konvergent.
Nach dem § 105 ist es fiir die Endlichkeit der Summe der |a,,,|
notwendig und hinreichend, daf die Reihen
Sm=|a’m1| + la'mﬂ-l +-

S1+S2+Ss+"'

einen endlichen Wert besitzen. Dagegen folgt diese Endlichkeit nicht
aus der absoluten Konvergenz der Reihen (3) und (4) allein; es kénnen
sogar die vier Reihen (3), (4), () und (6) absolut konvergieren und die
Reihen s, + s, + - -+ und 4, + 4, + - - - verschiedene Zahlen darstellen.
Betrachten wir z. B. das Schema

und

0 1 1 1 1
y 4 8» 167 *

— 1 0 1 1 1
87 ) 2 4 8’

1 1 1 1
— % T O; 2y 4

1 1 1

T8y T4y T ey 07 2

Man hat hier

1 ;= 1
S = / amn=2m—ll 'n T amn=-2n—1
n m

S§+8+- =2, Lttt =-2
obgleich alle betrachteten Reihen absolut konvergieren.
112. Es seien die Reihen
o (motat
t=b 4 by +---

beide konvergent. Wir betrachten die Produkte @,,b; und nehmen an,
dafl die Summe der abzihlbar unendlich vielen nicht negativen Zahlen

und daher
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la,b,| endlich ist. Dann sind erstens, falls nicht alle a, oder alle b,
verschwinden, die Reihen (1) absolut konvergent, und zweitens ist nach
dem vorigen Satze

2 Sa,b _S(?a b,) .

m-n
myn
Anderseits ist
"l n

b,=a, b, ~a,
und daher nach (2)

2am ,‘——tZam=s-t,

myn

eine Gleichung, die auch im ausgeschlossenen Falle gilt.
Sind umgekehrt die Reihen (1) absolut konvergent, so sind die

Zahlen
S=2!a’mi und ‘T=21bnl

endlich, und man beweist durch eine analoge Rechnung wie die obige,
daB die Summe aller |a,,b,| gleich ST, und daher endlich ist.

Satz 8. Sind
s=a +a+--- und t=0b +by+---
zwei absolut konvergente Rethen, so ist stels
st=Sa,b,.

Man kann also insbesondere schreiben
st=ayby + agby + a,by + agh; + ayby + a,by + ayb, + - - -

Konvergente Punktmengen.

113. Es sei A eine beschrinkte lineare unendliche Punktmenge
und f(P) eine Funktion, die in jedem Punkte P von 4 gleich der
Abszisse 2 des Punktes P ist, d. h. es sel

f(P) .

Der obere Limes « und der untere Limes ¢ des Wertevorrats der
Funktion f(P) auf 4 (§ 86, 87) sind dann endliche Zahlen und stellen
die Hiufungspunkte von A dar, welche die groBt- oder kleinstmogliche

Abszisse besitzen. Denn es ist einerseits, wenn g > « ist, und g eine
Zahl bedeutet, die zwischen « und § liegt, d. h. wenn

e<g<p

ist, die Halbgerade ¢ << 2 eine Umgebung von B, die nur hochstens
endlich viele Punkte von A4 enthilt, so dal der Punkt g kein Hiufungs-
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punkt von A4 sein kann, und anderseits liegen, wenn p < & ist, un-
endlich viele Punkte von 4 auf der Halbgeraden p <z und daher auch
im Intervall p << < g, woraus folgt, daB « ein Hiufungspunkt von 4
ist. Ganz analoge Betrachtungen gelten fiir «. Die Zahlen « und ¢
sind also dann und nur dann gleich einer und derselben Zahl «, wenn
die Menge H4 der Haufungspunkte von A, die nicht leer sein kann,
(§ 62, Satz 2) aus einem einzigen Punkt P, besteht. Wir nennen dann,

dhnlich wie im § 96 fiir Zahlenfolgen, die Punktinenge 4 konvergent
und P, die Grenze von A.

Den Begriff einer konvergenten Punktmenge kann man nun leicht
auf Punktmengen des n-dimensionalen Raumes iibertragen:

Definition. Von einer Punktmenge 4 des n-dimensionalen
Raumes sagen wir, daB sie gegen einen Punkt P, konver-
giert, und daB sie diesen Punkt als Grenze besitzt, wenn 4
beschrinkt ist, der Punkt P, Hiufungspunkt von 4 ist und
A keinen anderen Hiufungspunkt besitzt.

114, Uber konvergente Punktmengen gelten folgende Sitze:

Satz 1. Eine konvergente Punkimenge besteht aus unendlich vielen
Punlkien und ist abzdihlbar.

Wire n#imlich die Punktmenge A4 endlich, so hitte sie keinen
einzigen Haufungspunkt und wire sie nicht abzihlbar, so hitte sie
mindestens einen und folglich unendlich viele Kondensationspunkte
(8 63) und daher entgegen der Voraussetzung auch unendlich viele
Hiufungspunkte.

Satz 2. Dafiir, daf eine unendliche Punkimenge A gegen einen
Punkt P, konvergiere, ist notwendig und hinreichend, daf3 nur hochstens
endlich viele Punltc von A auflerhalb einer jeden Umgebung U von P,
liegen.

Wenn es nédmlich eine Umgebung U von P, gibt, so daB (4 — 4 0)
unendlich viele Punkte enthilt, so muB (4 — A U), wenn es beschrinkt
ist, mindestens einen Haufungspunkt P, enthalten, der sicher von P,
verschieden ist. Die Punktmenge A4 ist also entweder nicht beschrinkt
oder sie besitzt mindestens einen von P, verschiedenen Hiufungspunkt.
In keinem dieser Fille kann sie gegen P, konvergieren.

Ist umgekehrt A4 eine Punktmenge, die nicht gegen P, konvergiert,
so ist sie entweder nicht beschrinkt und es liegen unendlich viele Punkte
von A auBerhalb einer beliebigen beschrinkten Umgebung von P,
oder sie besitzt einen von P, verschiedenen Héufungspunkt P, und man
kann zwei getrennt liegende Wiirfel W, und W, konstruieren, die P,
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und P, zu Mittelpunkten haben. Der Wiirfel W, ist dann eine Um-
gebung von P, auflerhalb welcher unendlich viele Punkte von 4 liegen,
nimlich die Punkte, die im Inneren des Wiirfels W, enthalten sind.

Satz 3. Dafiir, daf3 eine unendliche Punkimenge A gegen einen
Punkt P, konvergiere, ist (notwendig und) hinreichend, daf3, wenn man
sich eine beliebige Folge
) w,, W,, W, ...
von Wiirfeln gibt, die Py zum DMittelpunite Laben, und deren Kanien-
lingen gegen Null konvergieren, nur hiochstens endlich viele Punlte von A
auPerhalb eines jeden Wiirfels der Folge liegen.

Ist nédmlich U eine beliebige Umgebung von P,, so gibt es min-
destens einen Wiirfel W, der Folge (1), der in U als Teilmenge ent-
halten ist (§ 52); hieraus folgt aber, daB nur héchstens endlich viele
Punkte von A auBerhalb von U liegen konnen, und nach dem vorigen
Satze, daB 4 gegen P, konvergiert.

Satz 4. Jede Punkimenge A, die einen Hiufungspunkt P, besitzt,
enthdlt auch mindestens eine Teilmenge B, die gegen P, konvergiert.

Es sei

Wo>W, >Wy >Wy>- - -

eine Folge von ineinandergeschachtelten Wiirfeln, die P, zum Mittel-
punkte haben, und deren Kantenlinge gegen Null konvergiert. Nach
Voraussetzung enthiilt jeder dieser Wiirfel unendlich viele Punkte
von A. Hieraus folgt, daB unter den Punktmengen

A(WO_W1)7 A(W]—W2)) A(I/Vs_Ws):-ﬂ

unendlich viele existieren, die nicht leer sind. Jeder dieser nicht leeren
Punktmengen ordnen wir nach dem Zermeloschen Auswahlaxiom (§ 48)
einen ihrer Punkte zu, und bekommen eine unendliche Folge P,, P,, ...
von Punkten, die in 4 liegen und gegen P, konvergieren.

Satz b. Eine Folge P;, P,, ... von Punkten konvergiert dann und

nur dann gegen einen Punkt
Py oo, ... 0,
wenn fiir die Koordinaten
Apyy Upgy - oy Urg

eines jeden Punltes P, der Folge das Gleichungssystem
() Lh_m G =« (G=12,...9)
bestehd.
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Das Gleichungssystem (2) ist ndmlich identisch mit der Bedingung,
daB auBerhalb eines jeden Wiirfels

W,: (aj—;)<xj<(uj+%> (G=12,...m)

der Folge W,, W,, W, ... von Wiirfeln nur hdchstens endlich viele
Punkte unserer Punktmenge liegen. Der zu beweisende Satz ist also
inhaltlich mit den friiheren Sitzen 2 und 3 identisch.

Limes superior und inferior von Folgen von Punktmengen.

115. Die Eigenschaft einer Punktmenge B, Teilmenge einer Menge
A zu sein:

¢Y) B<A4,
hat eine gewisse formale Ahnlichkeit mit der Beziehung
b<a

zwischen zwei Zahlen. Hierauf fuBend kann man den Begriff der oberen
und der unteren Grenze einer Zahlenmenge auf Folgen von Punktmengen
iibertragen: Die obere Grenze einer Zahlenmenge {a} ist die Kleinste
Zahl «, die von keiner Zahl der Menge ubertroffen wird. Annlich kénnen
wir, wenn eine Folge

@) Wi A, 4y, 4, . ..

von Punktmengen gegeben ist, eine Menge V aufsuchen, die erstens jede
der Mengen A, als Teilmengen enthilt, und zweitens selbst in jeder
Punktmenge enthalten ist, die der ersten Forderung geniigt. Es ist klar,
daB die Vereinigungsmenge

VA, + 4, + Ay + -

beide Eigenschaften besitzt, und daher der oberen Grenze entspricht.
Ahnlich si¢ht man, daB der Durchschnitt

D=A, 4,4, .

alle Punktmengen enthélt, die Teilmengen von 4, fiir jedes k sind, und
daB er bei unserer Analogisierung dem Begriffe der unteren Grenze
entspricht.

116. In Anlehnung an den § 95 konnen wir jetzt zwei Punkt-
mengen definieren, die das Analogon der Hauptlimites von Zahlen-
folgen sind. Wir setzen, wenn die Folge (2) von Punktmengen ge-
geben ist, fiir jede natiirliche Zahl £

Carathéodory. Reelle Funktionen. 2, Aufl. 8



114 Kap. II. Der Grenzbegriff § 117

3 V}c=Ak4_Ak+1+'A'k+i+.“
und
(4) Dk=AkAk+1Ak+s' T
Hierauf schreiben wir fiir die gesuchten Anraloga der Hauptlimites:
®) lim sup 4, =V, V,V,...
k=o
(6) lim inf A, =D, + Dy + Dy + - - -.
k=ow

Die geometrische Bedeutung der beiden Punktmengen (5) und (6)
ist dann folgende:

Satz 1. Der Limes superior einer Folge von Punkimengen besteht
-aus allen Punkten des Rawmes, die in unendlich vielen Mengen der Folge
enthalten sind. Der Limes inferior aber aus den Punkten des Raumes,
die in allen Mengen der Folge mit Ausnahme von hichstens nur endlich
vielen enthalten sind.

Ein Punkt P des Raumes, der in unendlich vielen der Mengen
A4y, A,, ... enthalten ist, ist in jedem V, enthalten, da auf jedes A4,
sicher noch ein 4, folgen muB, das P enthilt; er ist also auch in
dem Durchschnitte aller ¥,, d. h. in lim sup 4, enthalten. Ist dagegen
P in nur endlich vielen 4,, z. B. in

Ay Ay oo Ay

enthalten, so wihle man & groBer als die grofte der Zahlen k,, &y, ... &, .
Dann ist P sicher nicht in ¥, und folglich auch nicht im Durchschnitte
aller V, enthalten.

Ist zweitens P in endlich vielen 4,, z B. in
Ay Ay - Ay

nicht enthalten, wohl aber in allen iibrigen, so ist P auch in D, ent-
halten, sobald & grdBer ist als die groBte der Zahlen k,, &y, ... k,,.
Also ist P in der Vereinigungsmenge aller D,, d. h. in lim inf 4,
enthalten. Ist dagegen P in unendlich vielen 4, nicht enthalten, so ist
P in keinem D, enthalten, weil auf jedes 4, mindestens ein 4, » folgt,
das P nicht enthilt. Es kann also auch nicht P in der Vereinigungs-
menge der D, d.h. in lim inf 4, enthalten sein.

117. Der Limes superior und der Limes inferior einer Folge von
Punktmengen geniigen folgenden Sitzen, die unseren fritheren Sitzen
tiber die Hauptlimites von Zahlenfolgen analog sind:
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Satz 2. Ist 4,, A,, ... cine gegebene Folge von Punkimengen, so ist:
(1) lim inf 4, <<lim sup 4, (vgl. § 87, Satz 3).
k=co

In der Tat ist jeder Punkt, der in allen 4, mit Ausnahme von
hochstens endlich vielen enthalten ist, gewiB in unendlich vielen A4,
enthalten.

Satz 3. Ist A eine Folge von Punkimengen A,, A,, ... und ist A’
die Folge der zugehorigen Komplementirmengen A,, Ay, ..., so gelten
die Relationen
) lim sup 4," = (lim inf 4,)"

3) lim inf 4,"= (lim sup 4,)"  (vgl § 88, Satz 4).

Der lim sup.4,” besteht niimlich aus allen Punkten, die in unendlich
vielen 4, enthalten sind; die Komplementéirmenge dieser Punktmenge,
aus allen Punkten, die nur in hochstens endlich vielen 4, enthalten sind.
Diese letzten Punkte sind aber dann in allen 4, mit Ausnahme von
h6chstens endlich vielen enthalten; sie fallen also mit den Punkten von
lim inf 4, zusammen. Somit ist die erste der beiden Gleichungen bewiesen.

Die zweite folgt aber aus der ersten durch Vertauschung von %
mit A"

Satz 4. Es seien A, A, ... und B, B,, ... zwei belichige Folgen
von Punkimengen und der Limes superior und inferior ‘einer jeden dieser
Folgen mit A, A, B, B bezeichnet. Wir betrachten ferner die Folge der
Vereinigungsmengen (A4, + B,) und die Folge der Durchschnitte A, B, und

setzen _
C =lim sup (4,+ B,), C=1liminf(4,+ B),

D = lim sup 4,B,, D = lim inf 4, B,;
dann gelten die Relationen:
: A+B _ 5 _ 7.3
4) _4+_13<Q<z4_§.<6 A+ B
und
AB & 5
6)) ‘Q=2<§B<D<AB

(vgl. § 91, Satz 7 und § 94, Satz 9).

Jeder Punkt, der in unendlich vielen 4, enthalten ist, ist in un-
endlich vielen (4, + B,) enthalten, und es ist also
C > 4;
8*
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ebenso findet man, daB B eine Teilmenge von C ist, so dab auch
C>A+B
sein muB. Anderseits ist aber ein Punkt von (! in unendlich vielen

(4, + B,) enthalten und muB daher entweder in unendlich vielen A4,
oder in unendlich vielen B, enthalten sein, so daB man schreiben kann

C<A+B.
Es ist daher .
(6) C=A44+B8,
und wegen unseres Satzes 2
) C>A+B wd C>4+B.

Jeder Punkt, der in simtlichen A4, enthalten ist, mit Ausnahme
von hochstens endlich vielen unter ihnen, ist auch in allen (4, + B))
enthalten mit Ausnahme von héchstens nur endlich vielen unter ihnen;
es ist also

A=< 0;
B<C,

ebenso findet man

so daB man auch

©) A+B=<C

schreiben kann. Endlich ist jeder Punkt, der in allen (4, + B,) mit
Ausnahme von hochstens nur endlich vielen unter ihnen enthalten ist,
entweder in unendlich vielen A4, und folglich in A enthalten, oder aber
er ist in nur hochstens endlich vielen 4, enthalten und dann kann er
in nur hochstens endlich vielen B, nicht enthalten sein; d. h. er ist dann
ein Punkt von B. Man hat also in jedem Kall

) C<AiB
und durch Vertauschen von A, und B, in der vorigen SchluBkette
(10) C<4+3B.

Die Relationen (6) bis (10) sind aber identisch mit (4).

Auf ganz analogem Wege beweist man die Relationen (2); man
kann sie aber auch mit Hilfe des Satzes 3 und der Betrachtung von
Komplementirmengen aus (1) entnehmen (vgl. § 40).

Die beiden letzten S#atze erlauben auch, wenn man sie miteinander
vergleicht, ein dhnliches Resultat fiir die Mengenfolge der (4, — 4, B,)
auszusprechen. Es ist niimlich

(Ae — 4,B) = 'A'I:Bk’
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und daher z. B.
lim sup (4, — 4,B,) < A4 - lim sup B,;
nach dem Satze 3 ist aber
A - lim sup B, = AB)=A4—4B.

Durch #hnliche Uberlegungen erweist man die iibrigen Behaup-
tungen im folgenden

Satz 5. Fir je swei Mengenfolgen A, A,, ... und By, By, ...
gelten die Relationen

A~ AB =liminf (4,— 4,B) <543
< limsup (4,—4,B) << A—AB.

Satz 6. Ist B,, B,, ... eine beliebige Teilfolge von A, A,, ...,
so st stets

(11) lim inf 4, << lim inf B, < lim sup B, << lim sup 4,.

Wird aber By, Bs, ... durch Streichen von endlich vielen Elementen von
A4,, 4,, ... gebildet, so ist

(12) lim inf A4, = lim inf B, < lim sup B, = lim sup 4,
(vgl. § 89, Satz b).

Die mittlere Ungleichheit (11) ist nichts anderes als die Behauptung
des Satzes 2. Ferner ist jeder Punkt, der in nur hochstens endlich vielen
Punktmengen A, nicht enthalten ist, erst recht in nur hochstens endlich
vielen Punktmengen B, nicht enthalten, und jeder Punkt, der in un-
endlich vielen B, enthalten ist, erst recht in unendlich vielen 4, ent-
halten.

Entsteht aber B, B,, ... durch Streichen von endlich vielen Ele-
menten von 4,, 4,, . .., so ist auch umgekehrt jeder Punkt, der in nur
hochstens endlich vielen B, nicht enthalten ist, auch in nur hdchstens
endlich vielen 4, nicht enthalten, und jeder Punkt, der in unendlich
vielen 4, enthalten ist, ist auch in unendlich vielen B, enthalten.

118, Wir definieren jetzt die Konvergenz der Mengenfolgen genau
so, wie frither die Konvergenz von Zahlenfolgen (§ 96).

Definition. Eine Folge von Punktmengen 4,, 4,, 4;, . . .
konvergiert gegen die Menge 4, wenn

lim sup 4, = lim inf 4, = 4
k=o k=c
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ist. Wir schreiben dann
limA,=A4 oder 4,— A.
k=

Aus dem letzten Satze folgt dann unmittelbar das Resultat:

Satz 7. Jede unendliche Teilfolge einer konvergenten Folge von Punkt-
mengen ist konvergent und hat denselben Limes (vgl. § 98, Satz 4).

Umgekehrt beweisen wir den Satz:
Satz 8. Gult fiir alle unendlichen Teilfolgen By, B,, ... von 4, 4,,...
lim sup B, = lim sup 4,,

so konvergiert die Hauptfolge (und also auch jede Teilfolge). Ein analoger
Sate gilt fiir den Limes inferior (vgl. § 98, Satz 6).

Nehmen wir an, die Folge der 4, konvergiere nicht; dann gibt
es einen Punkt P, der in lim sup 4,, aber nicht in lim inf 4, ent-
halten ist. Ich nenne B;, B;, ... die Teilfolge von 4,, 4,, ..., die
aus sémtlichen Punktmengen 4, besteht, welche den Punkt P nicht
enthalten. Die Teilfolge B,, B, . . . besteht aus unendlich vielen Punkt-
mengen, da sonst P in lim inf A4, enthalten wire. Nun enthilt aber
der lim sup B, nicht den Punkt P und ist entgegen der Voraussetzung
von lim sup 4, verschieden.

Man kann mit konvergenten Folgen von Punktmengen #hnlich wie
mit konvergenten Zahlenfolgen rechnen. Hierzu benutzen wir die
Sitze 3, 4 und 5 des § 117.

Satz 9. Aus
A4,— 4
folgt fiir die Komplementirmengen A, und A’ von A, und A
4 — A (vgl. § 99, Satz 8).
Satz 10. Aus

4, —~> A und B,—~ B
folgen die Gleichungen
(4,+B)—>A4+B

A, B,— AB
(4, — 4,B) — (4~ 4B)
(vgl. § 99, Satz 9 und § 100, Satz 10).
Ubrigens bemerke man, daB die Sitze des § 117 uns erlauben, den
Limes superior und den Limes inferior der Folgen (4, + By, 4, B, und
(dy— 4, B,) zu berechnen, wenn nur eine der Folgen 4,, 4,, ... oder
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By, B,, . .. konvergiert. So hat man z. B., wenn 4, — 4 ist:

limsup (4,+B,) =4+ B
lim sup 4, B, — AB

lim sup (4, — 4,B,)=A — AB
lim sup (B, — 4,B,) = B— BA

und &hnliche Gleichungen fiir die lim inf dieser Mengenfolgen.

119, Folgen von ineinandergeschachtelten Punktmengen

(1> A1<A2<A3'<"'
(@) B > B,> Byp~- - -

wollen wir, dhnlich wie im § 102 fiir Zahlenfolgen, monoton wachsend

und monoton abnehmend nennen. Es gilt dann der Satz:

Satz 11, Monoton wachsende Folgen von Punkimengen konvergieren
gegen ihre Vereinigungsmenge, monoton abnehmende Folgen von Punkt-

mengen gegen thren Durchschnitt (vgl. § 102, Satz 12).

Setzen wir némlich mit der Bezeichnung des § 116

Vi=dA+ 4, +---
. D,,=AkAk+1...,
so ist wegen (1)
Vi=", D=4,
und daher
limsup 4, =V, V,V,---=7V,
lim inf 4, =D, + Dy + --- =Vy;
es ist also
lim‘Ak=V.1=Al‘i'A2'i‘"'.
k=
Setzt man zweitens
V¥ =B+ B, . +---
D¥=~BB, ,---
so ist nach (2) * PR

Vi¥=DB, und DF*=D*
Also
lim sup B,= V* V# V¥ ... = D*

lim inf B,=D*+ Dy*+ ... = D*
und schlieBlich
lim :BI.‘:: D1*= B1B2.B3 PN
k=w
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120. Beispiele. 1. Es sei im linearen Raum
L,,—1{0,1,2,8,...,2k} und L, ,={1,3,5,...,(2k+1)}.
Dann ist die Null und jede positive Zahl in unendlich vielen L, ent-
halten; die geraden Zahlen und die Null sind in unendlich vielen L,

nicht enthalten; jede ungerade Zahl (2% + 1) kommt aber in allen L,
vor, mit Ausnahme der 2% ersten. Es ist also

liminf L, ={1,3,5,...},
lim sup L, ={0,1,2,3,...}.
2. A, bestehe aus dem abgeschlossenen zweidimensionalen Intervall,
das in der zy-Ebene durch die Bedingungen —

1 2 4
A arses ooy 05yl i

definiert wird (Fig.8). Man sieht leicht ein, daB kein Punkt 4
der Ebene in unendlich vielen A4, vorkommt. Es ist also

limsup 4,, eine leere Punkt-
"4 77| menge und das gleiche gilt 4
L T4 dann notwendig von dem lim !
. 14 inf. Die Folge der Punkt-
<.-:4‘% mengen konvergiert:
T RT3 1 lim 4,=0. -
Fig. 8. k=o Fig. 9.
3. Die Folge 4,, 4,, . . . bestehe wieder aus zweidimensionalen

Intervallen und es sei
A — <<, —h<y<k.

Dann besteht sowohl lim sup A, als auch lim inf 4, aus der ganzen
y-Achse (Fig.9). Bezeichnet man diese (nicht beschriinkte) Punktmenge
mit Y, so ist lim 4, — Y.

k=

Kapitel III. Funktionen.

Definitionen.

121. Bei Punkt- und Mengenfunktionen (§ 83) ist es niitzlich, unter
den Zahlen, die als Werte der Funktion vorkommen konnen, auch die
Symbole 4+ co und — oo aufzunehmen. Eine Funktion, die auf ihrem
ganzen Definitionsbereich ausschlieBlich endliche Werte annimmt, heiBt
eine endliche Funktion.
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Die Gesamtheit der Werte, die eine Punkt- oder Mengenfunktion
innerhalb ihres Definitionsbereiches A annehmen kann, bildet eine Zah-
lenmenge, deren obere und untere Grenze die obere und untere
Grenze der Funktion auf 4 genannt werden; wir werden im fol-
genden diese Zahlen durch die Zeichen

G(f; 4) baw. g(f; 4)

darstellen. Sind diese Zahlen beide endlich, so heifit die Funktion auf
4 beschrinkt.

Eine endliche Funktion braucht nicht beschrinkt zu sein; z. B. ist
die Funktion f(z) =2 auf der ganzen z-Achse endlich, aber nicht be-
schriinkt und dasselbe gilt von der Funktion /() = 1:2 innerhalb des
Intervalls 0 <z < 1.

Besteht bei einer Punktfunktion fiir einen Punkt Py von 4 die
Gleichung
f(Pu) = G(f; 4),

so sagt man, daB die Funktion f(P) im Punkte Py ein Maximum besitat.
Ahnlich spricht man von einem Minimum der Funktion im Punkte P, ,

wenn die Gleichung
, f(P,) = g(f; 4)
gilt.

Sind f, und f, zwei Punkt- oder Mengenfunktionen, mit demselben
Definitionsbereich, so kann man mit Hilfe der Rechenoperationen

\fils fifor fifar %

neue Funktionen definieren, die fiir alle Elemente des Definitionsbe-
reiches erklirt sind, fiir welche diese Operationen ausfiihrbar sind.

122. Eine Punktfunktion F(P), die auf einer Punktmenge B eines
m-dimensionalen Raumes erklirt ist, kann auch als Funktion der Ko-
ordinaten z,, Z;, - . ., %,, des Punktes P angesehen werden; man schreibt
dann

F(‘P)Ef(xhxw ce oy Ty
und spricht von einer Funktion der m Verinderlichen z, ..., .
Es seien ¥,, ¥y, - - -, ¥,, gegebene endliche Punkt- oder Mengen-
funktionen, die denselben Definitionsbereich 4 besitzen. Jedem Elemente
von A entspricht dann im m-dimensionalen Raum ein Punkt @ mit
den Koordinaten

[2%) '4’2; 0y wm;
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wir nehmen an, dieser Punkt liege stets im Definitionsbereiche B der
Funktion F'(P). Dann ist jedem Elemente von 4 eine Zahl

F(Q) = f(flpl: Pgy v ')'l’m)

zngeordnet und wir haben eine neue Funktion erkldrt, die den Defini-
tionsbereich A besitzt, und von der man sagt, daB sie durch Substi-
tution der Funktionen 9, ... ¥, in f(z,,...,,) entstanden ist.

Limesfunktionen einer Punktfunktion.

123. Eine Punktfunktion f(P), die auf einer Punktmenge 4 definiert
ist, ist auch auf jeder Teilnienge B von A4 definiert, und die obere Grenze
G(f; B) der Funktion f(P) auf B, sowie auch ihre untere Grenze g (f; B)
sind wohldefinierte Zahlen. Diese Gr6Ben sind Mengenfunktionen, deren
Definitionsbereich B aus allen Teilmengen B von 4 besteht. Es ist nun
stets, weil die Menge der Funktionswerte von f(P) auf B in der Menge
der Funktionswerte von f(P) auf 4 enthalten ist,

9(f; 4) < g(f; B) < G(f; B) < G(f; 4).
Es sei nun H, die Menge der Héiufungspunkte von 4 und
A=A4+ H,
die abgeschlossene Hiille von A (§ 72). Ist P ein Punkt von 4 und
Up eine beliebige Umgebung von P, so ist der Durchschnitt Up A4 nie

leer, weil der Punkt P entweder Punkt oder Hiufungspunkt von A ist.
Es existieren also die beiden Zahlen

G(f; Upd) und g(f; Urd).

Wir halten nun P fest und betrachten die Menge der Zahlen G(f; Up4)
fir alle moglichen Umgebungen Up von P; die untere Grenze ®(P)
dieser Zahlenmenge soll der obere Limes der Funktion f(P) im
Punkte P genannt werden.

Ahnlich erkliren wir den unteren Limes der Funktion f(P)
im Punkte P als die obere Grenze ¢(P) der Zahlenmenge g(f; Up4)
fir alle moglichen Up. Die Zahlen @(P) und ¢ (P) konnen als Funk-
tionen von P aufgefaBt werden, die den Definitionsbereich 4 besitzen;
wir wollen diese Funktionen die Limesfunktionen von f(P) nennen,
und zwar soll @(P) die obere und ¢(P) dieuntere Limesfunktion
heifen. Fiir jeden Punkt P des Definitionsbereiches 4 von f(P) und
fiir jede Umgebung U/ von P hat man g(f; Ur4) < F(P) < G(f; UpA)
und daher gelten auch die Relationen

e(P) <f(P) < @(P). (P<4)
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124, Um ®(P) zu berechnen, betrachten wir eine monoton ab-
nehmende Folge von konzentrischen Wiirfeln

(1) W1>'W2>W3>'"’)
die P enthalten und deren Kantenlingen gegen Null konvergieren.
Wegen W, ,4 < W, A ist, wenn man

D, (P) = G(f; AW,), ou(P)=g(f; AW))
setzt, nach (1)
D, <P, und Prr1 = Py

Die Folgen @, @,, ... und @,, ¢;,... sind also beide monoton und
konvergieren daher gegen ihre untere und obere Grenze. Nun sind die
Zahlen @,, @,, ... unter den Zahlen G(f; UpA) enthalten, weil jedes
W, eine Umgebung von P ist, also ist

) @(P) < lim @

k=
anderseits gibt es, wenn Uy eine beliebige vorgeschriebene Umgebung
von P bedeutet, mindestens ein W,, das in diesem Up enthalten ist. Es

gibt also nach (1) mindestens ein @,, das nicht gréBer ist als G(f; AUp);
um so mehr ist dann die untere Grenze der @,,

lim @, < G(f; UpA),
k=

und, da die letzte Relation fiir jedes willkiirliche Up gilt, ist
3) lim @, < @(P).
k=oo

Der Vergleich von (2) und (3) liefert
@(P) = lim @,(P),
k=0
und ebenso findet man '
9(P) = lim ¢,(P).
Fiir jedes % ist nach Definition
9u(P) £ 0,(P),
also ist auch nach dem Satze T des § 99
¢(P) < 2(P).

Satz 1. Die uniere Limesfunktion einer Funktion f(P) ist in keinem
Punkte von A grifBer als dic obere Limesfunktion von f(P) in diesem
Punlte.
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125. Betrachtet man die Funktion

fi(P) = —f(P)

auf dem Definitionsbereich 4 von f(P), so ist fir jede Umgebung Up
eines Punktes P der abgeschlossenen Hiille 4 von 4

G(fy; Upd) = — g(f; Upd)

9(f; Upd) = — G(f; Upd).
Hieraus folgt aber der Satz:

und

Satz 2. Zwischen den Limesfunktionen von zwei Iunktionen f(P)
und f1(P), die denselben Definitionsbereich besilzen und entgegengesetzt

sind, .
gelten stets die Relationen

?,(P)=—o@(P) und ¢,(P)=— @(P).

126. Es sei P, ein Hiufungspunkt von 4 und @, @,, ... eine
Folge von Punkten, die in 4 enthalten sind und gegen P, konvergieren
(§ 114, Satz 4). Ist im Punkte P, die obere Limesfunktion @ (P) unserer
Funktion f(P) nicht gleich 4 oo und ist die Zahl

(1) »> (P,
so gibt es nach Voraussetzung eine Umgebung Uy von P,, fiir die
@) G Urd) <p

ist. Hs liegen aber nur hochstens endlich viele Punkte @, auBerhalb
von Up (§ 114, Satz 2) und es gibt folglich wegen (2) nur héchstens
endlich viele @,, fiir welche

f(@)>p

sein kann. Hieraus folgt aber (§ 86)
T £(Q) <

und da p eine beliebige Zahl bedeutet, die nur der Ungleichheit (1)
gentigen soll, so ist auch

T £(Q) < @(B),

eine Bedingung, die offenbar auch dann erfiillt ist, wenu @(P,) = + oo ist.

Ganz analog beweist man die zweite Behauptung des folgenden
Satzes:
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Satz 3. Ist P, ein Hiufungspunkt des Definitionsbereichs einer Funk-
tion f(P), so gelten fiir jede gegen P, konvergierende Folge von Punlkten
@1, Qs - .. die beiden Relationen

®3) Lim £(Q,) < @(Py),
4 ,]‘i__l%f(Qk) = p(F,)-
Ist nun @(P)) = — 0o, so konvergiert wegen der Bedingung (3)
jede Folge von Zahlen
(@), (@), - .
gegen @(P)). Ist aber ®(P)) > — oo, so sei
P<p<p<---

eine monoton wachsende Folge von Zahlen, die gegen @(P,) konver-
gieren,

%) p— (P,
und

W,>W,>W,, ...

eine monoton abnehmende Folge von Wiirfeln, die séimtlich P, zum Mittel-
punkt haben und deren Kantenlingen gegen Null konvergieren. Aus

G(f; W d) 2 @ (Py) > py

folgt nach dem Auswahlaxiom (§ 48), daB man innerhalb eines jeden
dieser Wiirfel einen Punkt @," von 4 ausfindig machen kann, fiir welchen
(6) Q) > ps

ist.

Nun sind zwei Fille zu unterscheiden: gibt es erstens nur endlich
viele unter den so konstruierten @, die vom Punkte P, verschieden
sind, so kionnen von einer gewissen Stelle ab die W, keinen von P, ver-
schiedenen Punkt @),” enthalten und es miissen daher diese @, mit P,
zusammenfallen. Dann ist aber wegen (6) fiir jedes &

f(Po) > Py
und wegen (5)
™ f(Po) = ().

Dieser erste Fall kann natiirlich nur dann eintreten, wenn P, in 4 ent-
halten ist; anderseits ist aber dann stets fiir jede Umgebung U» von P,

f(Py) £ G(f; Upd)
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und folglich
(8) f(Po) < @ (Py)-
Der Vergleich von (7) und (8) liefert endlich
f(Py) = @ (Py).-

Im zweiten Falle, in welchem es unendlich viele @," gibt, die von
P, verschieden sind, konnen wir alle diejenigen Werte von %, fiir welche
vielleicht @), mit P, oder ein Punkt @, mit einem fritheren Punkt ¢
zusammentillt, auBer Betracht lassen, und es bleibt immer noch eine
unendliche Punktfolge

Ql’ Qﬁ’ Qs: v
iibrig, die gegen P, konvergiert. In der Zahlenfolge
(9) (@), f(@), - -

gibt es dann hochstens endlich viele Elemente, die unter den (k—1)
ersten zu suchen sind, fiir die

f(Qm) épk
ILIE f(Qm) gpk

m=

und, weil die letzte Ungleichheit fiir jeden Wert von % gilt,
(10) Jim £(Q,) = B(Py):

ist. Hieraus folgt aber

Da nun der Satz 3 auch fiir unsere spezielle Folge gilt, bestehen
beide Ungleichheiten (3) und (10) gleichzeitig und die Zahlenfolge (9)
konvergiert daher (§ 96) gegen @(P,).

Satz 4. Ist P, ein Héufungspunkt des Definitionsbereiches A einer
Funktion f(P), so gibt es stets eine gegen P, konvergierende Folge von
Punktern Q,, Q, ..., so daf

}:iin f(@) = (F,)
ist, oder P, ist ein Punkt von A, in dem
f(Po) = 2(F,)
ist. Diese beiden Moglichkeiten schlieflen sich aber nicht aus.

Ein entsprechender Satz gilt natiirlich auch fiir die untere Limes-
funktion ¢ (P) von f(P).
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Halbstetigkeits- und Stetigkeitspunkte.

127, Fiir jede Umgebung U, eines Punktes P des Definitionsbe-
reiches A einer Punktfunktion f(P) hat man

. g9(f; Urd) < f(P) < G(f; Ur4)
und daher auch
1) p(P)<f(P) < 2(P).

In allen isolierten Punkten von 4 (§ 53) sind natiirlich diese drei
Zahlen gleich, da bei geeigneter Wahl von Uy dieMengen UpA4 aus einem
einzigen Punkte bestehen. Die iibrigen Punkte von A4 liegen auf dem
Durchschnitt 4 H4 der Punktmenge 4 mit der Menge H, ihrer Hiu-
fungspunkte. Fiir jeden Punkt P dieser letzten Punktmenge sagt man:
die Funktion f(P) ist in P nach oben halbstetig (oder auch auf-
wiirts halbstetig), wenn

f(P) = @(P)

ist, sie ist in diesem Punkte nach unten halbstetig (oder auch ab-
wiarts halbstetig), wenn

f(P) = o(P)

ist, und sie ist im Punkte P stetig, wenn sie sowohl nach oben als
nach unten halbstetig ist, d. h. wenn

, ¢(P) =f(P)= @(P)
ist.

128. Es gibt Funktionen, die in keinem Punkte von 4 H, halb-
stetig, geschweige denn stetig sind. Wir definieren z. B. die Funktion
f(x) der einen Verinderlichen  folgendermaBen auf der Halbachse 2> 0:

Fiir jeden rationalen Punkt z = % (wo p und ¢ teilerfremd und
positiv sein sollen) ist f(z) =1— %, wenn g eine gerade Zahl und

flx)=—1+ %, wenn ¢ eine ungerade Zahl bedeutet, und fiir jeden

irrationalen Punkt ist f(z) = 0. Bezeichnet man mit d ein heliebiges
Intervall, das einen Punkt der Halbachse # > O enthilt, und mit % eine
beliebige ganze Zahl, so liegen unendlich viele rationale Punkte p:g, wo
p und g teilerfremd und ¢ gerade ist, im Intervall d, dagegen nur end-
lich viele dieser Punkte, bei denen ¢ < % ist. Es gibt also sicher inner-
halb 0 Punkte, fiir welche

f@21-7
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ist. Da diese Eigenschaft fiir jeden Wert von % erfiillt ist, muB
G(f;9) =1

sein. Anderseits ist fiir jedes > O nach Definition f(2) < 1; die obere
Grenze von f kann daher nicht griBer als Eins sein und wir haben fiir
jedes beliebige unter den betrachteten Intervallen &

G(f;0)=1.
Hieraus folgt aber fiir jeden Punkt z > 0
D(x) =1,
und genau ebenso wiirde man finden, daB
@ =—1
ist; da aber fiir jeden positiven Wert von z
(@) <1
ist, kann niemals f(z) = @(z) oder f(x) = @(x) sein.
129. Wenn in einem Punkte P von 4 H, die Funktion f(P) nach

oben halbstetig ist, so muB entweder f(P) = + oo sein, oder man kann,
weil hier f(P) = ®(P) ist, jeder Zahl 4, die f(P) iibersteigt,

(1) f(P)< 4,
eine Umgebung Uy von P zuordnen, so daB
(2) G(f; Urd) < 4

ist. Umgekehrt sieht man, wenn f(P) = + oo ist, so muB die obere
Limesfunktion @(P), die nie kleiner als f(P) sein kann, ebenfalls gleich
+ oo sein. Anderseits folgt aber aus der Ungleichheit (2)

®) @(P) < 4;

kann man also schliefen, daB jeder Zahl 4, die die Bedingung (1) er-
filllt, eine Umgebung Uy von P zugeordnet werden kann, fiir welche
(2) gilt, so muf

@(P) < f(P)

sein, woraus mit Hilfe der Bedingung (1) des § 127 die Halbstetigkeit
von f(P) im Punkte P folgt.

Wir konnen also folgenden Satz aussprechen, dessen zweite Hilfte
entweder direkt bewiesen oder mit Hilfe des Satzes 2 in § 125 auf die
erste zuriickgefiithrt werden kann:



§ 130 Halbstetigkeits- und Stetigkeitspunkte 129

Satz 1. Dafiir, daf3 eine Funktion f(P) in einem Punkte P, von
AH 4 nach oben halbstetig sei, ist notwendig und hinreichend, daf3 entweder

jeder Zahl
4> f(Fy)

eine Umgebung Up von P, zugeordnet werden konne, fiir die
G(f; Urd) < 4

stattfindet, oder daf3 f(P,) = + oo sei. Fiir die Halbstetigheit nach unten
muf} in analoger Weise entweder f(Py) = — oo sein, oder

g(f; Upd) > 4
bestdtigt werden kinnen, sobald i < f(P,) ist.

Es sei @, @, . .. eine beliebige Punktfolge, die in A4 liegt und
gegen den Punkt Pj von 4 H, konvergiert. Aus dem Satze 3 des § 126
folgt, daB, wenn f(P) im Punkte P, aufwirts halbstetig ist, stets

lim £(Q,) < f(Fy)

stattfinden muB. Ist dagegen P, ein Punkt von 4 H,, in dem die Funk-
tion f(P) nicht aufwirts halbstetig ist und daher
f(Py) < @(Fy)

ist, so gibt es nach dem Satze 4 des § 126 Punktfolgen @, @, . .
fiir die

°)

Lim 7(Q) = @(Po) > f(Fy)

ist, und hieraus folgt der Satz, dessen zweiter Teil sich ganz analog be-
weisen 1dBt:

Satz 2. Dafiir, daf3 eine Funktion f(P) in einem Punkie Pyvon A H,
nach oben halbstetig sei, ist notwendig und hinreichend, daf3 fiir jede in A
liegende und gegen P, konvergierende Punktfolge Q,, @, . . .

) T £(Q) <f(P)
ist. Fiir die Halbstetigheit nach unten in P, lautet die entsprechende Be-

dingung
®) Lim £(Qy) = 1(Py)-

130. Die beiden letzten Sitze erlauben auch Kriterien fiir die Ste-
tigkeit einer Funktion auszusprechen.
Carathéodory, Reelle Funktionen. 2. Aufi. 9
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Satz 3. Dafiir, daf3 eine Funktion f(P) in einem Punkte P, von A_H 4
stetig sei, ist notwendig und hinreichend, daf3 man, wenn f(P,) endlich
ist, jeder positiven Zahl &.eine Umgebung U, von P, zuordnen kann, so
daf3 fiir jeden Punkt Q von U, A

If(Po) — (@I < ¢
ist, und dap, wenn f(P,) unendlich ist, o (P,) = + 0o oder ®(Py)= — oo sei.

In der Tat ist in allen drei Fillen die Funktion f(P) im Punkte P,
sowohl aufwirts wie auch abwirts halbstetig und man hat @(P,) =
(Po) = @(Fy).%)

Satz 4. Wenn eine Funktion {(P) im Punkie P, endlich und stetig
ist, so kann man jeder positiven. Zahl & eine Umgebung U von Py zuordnen,
so dafp fiir je zwei Punkte @, und Q, von UA

(@) — (@) Z e

gilt.
Man braucht ndmlich nur die Umgebung U von P, so zu wihlen,
daf fiir jeden Punkt @ von U nach dem vorigen Satze

If(P)—f(Q) < 5

ist, und hierauf die Relation

(@) — F(@) S [£(Q) — F(Po)| + If(Po) — £(@)]

anwenden, die aus
folot f(Qx)—f(Qs)=(f(Q1)_f(P0)) +(f(Po)”‘f(Q2))
olgt.

Die notwendige uud hinreichende Bedingung dafiir, daB die Rela-
tionen (4) und (5) des vorigen Paragraphen zugleich erfiillt seien, ist

das Bestehen von
. f(Qk)“’f(Po)5
hieraus folgt der

Satz 5. Fir die Stetigheit einer Funktion f(P) in einem Punkte P,
von A H 4 ist notwendig und hinreichend, daf fiir jede in A liegende und
gegen Py konvergierende Punktfolge Q,, Qs, . . . die Gleichung

lim £(@) = £(Py)
bestehe.

*) Gewdhnlich wird die Stetigkeit einer Funktion nur in solchen Punkten P,
von AH, definiert, in denen f(P,) endlich ist. Die im Text gegebene Definition
hat lediglich den Zweck, gewisse Fallunterscheidungen zu vermeiden.
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Die Funktion einer Verdnderlichen
f(#)=2
ist fiir jeden Wert z, stetig; denn im Intervall
0: gpg—e<ae<zyte
G(f;0) =gy +¢ und g(f;0) =z — ¢,

woraus tolgt, daB f(x) sowohl nach oben wie nach unten halbstetig ist.
Ein Beispiel einer Funktion f(z), die in einem Punkte stetig ist,
wo sie unendlich wird, erhdlt man, wenn man

@) = ﬁ filr 20

ist

setzt und

£(0) = + oo
nimmt; in der Tat ist dann auch

p(0) = + oo

131. Die letzten Sitze in Verbindung mit denen der §§ 91—94
erlauben uns folgende Resultate auszusprechen:

Satz 6. Sind die Funktionen f,(P) und fy(P) in demselben Be-
reiche A definiert, und beide in einem Punlte Py, von AH, nach oben
(unten) halbstetig, so ist ihre Summe, falls sie in einer Umgebung P,
ausfihrbar ist, ebenfalls nach oben (unten) halbstetig in diesem Punkie.

Es sei @, @,, ... eine Punktfolge, die in A enthalten ist und
gegen P, konvergiert. Dann folgt aus

Ef‘l(@k)éﬂ(Po) und M(:Qk)éfs(l)o)

die Relation L
lim (£,(@ + 72(Q) <1 (Po) + f,(Po);

und ebenso folgt aus

lim £,(@) = fi(P,) und lim £;(Q) = 72 (P)
die Relation
lim (£,(@) + 7:(Q0) = f(Po) + f2(Po),

womit der Satz bewiesen ist.

Auf ganz analogem Wege beweist man die Sitze:

Satz 1. Sind die Funktionen f,(P) und f,(P) in demselben Bereiche A
definiert, positiv, und, in einem Punkte P, von AH4 nach oben (unten)
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halbstetig, so ist ihr Prodult f,(P)f,(P), falls es ausfiihrbar ist, eben-
falls nach oben (unten) halbstetig in diesem Punkte.

Ist ferner f(P) nach oben (unten) halbstetig im Pumkte P,, so ist
— fi(P) dort nach unten (ober) halbstetig.

Satz 8. Ist f(IP) nicht negativ und in einem Punkte P, von AH,
nach unten (oben) halbstetig, so ist die durch die Gleichungen

1 "
P (P) = 7P fir f(P)>0
Pp(P) =+ oo fir f(P)=0
definierte Funktion v (P) nach oben (unten) halbstetig vm Punkie P,.
Fir Stetigkeitspunkte erhilt man, wenn man den Satz 5 des

vorigen Paragraphen mit den Resultaten der § 99—101 vergleicht:

Satz 9. Sind swei Funktionen fy(P) und f,(P), die denselben Defi-
nitionsbereich A besitzen, beide stetig in einem Punkte P, von AH,,
so ist die Summe, die Differenz, das Produkt und der Quotient der beiden
Funktionen, solange diese Operationen in einer Umgebung von P, aus-
fiihrbar sind, ebenfalls stetig im Punkte P,.

132, s seien f,(P) und f,(P) zwei Funktionen mit demselben
Definitionsbereich A; wir bezeichnen mit ¥ (P) die Funktion, die in
jedem Punkte von A gleich der groBeren der beiden Zahlen £, (P) und
fo(P) und mit ¢ (P) die Funktion, die auf A stets gleich der kleineren
dieser Zahlen ist.

Sind nun die Funktionen f,(P) und f,(P) nach oben halbstetig in
einem Punkte P, von 4 Hy, so gilt dasselbe sowohl von @(P) als
auch von (P). Es geniigt iibrigens den Fall zu betrachten, wo die
Funktionen #(P) und ¢(P) im Punkte P, von + oo verschieden sind,
da eine Funktion in jedem Punkte, wo sie gleich + oo ist, von selbst
aufwirts halbstetig ist. Ist nun zuniichst « eine beliebige Zahl, die
W(P,) tbertrifft, so iibertrifft « sowohl f;(P,) als auch f£,(P,) und es
gibt, weil beide Funktionen in P, halbstetig sein sollen, zwei Umgebungen
U und U” von P,, so daB

G Ud)Sa, Gl U'd)<e.
Setzt man U= U’'U", so ist fiir jeden Punkt @ von U sowohl
als auch f; nicht gréBer als « und daher
G(W,UA) < «;

nun ist aber U eine Umgebung von P, und folglich ¥(P) nach oben
halbstetig im Punkte P,.
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Zweitens sei  eine beliebige Zahl, die y(P,) iibertrifft; dann ist
mindestens eine der beiden Zahlen f,(P,) und f,(P,) kleiner als 8. Es
sei z. B. f;(P,) < und U eine Umgebung von P,, fiir die wegen der
Halbstetigkeit von f;(P) im Punkte P,

G(f,; UA) < B
ist. Es wird aber dann um so mehr
Gy; U4) < B

sein, woraus folgt, daB ¢ (P) im Punkte P nach oben halbstetig ist.
Ganz #hnlich schlieBt man, daB ¥(P) und ¥(P) im Punkte P, nach
unten halbstetig sind, wenn das gleiche fiir f;(P) und f,(P) zutrifft.
Also miissen auch die Funktionen ¥(P) und ¢ (P) beide in jedem
Punkte stetig sein, fiir welchen £, (P) und f,(P) zugleich stetig sind.
Satz 10. Haben zwei Funktionen f, (P) und fy(P) einen gemeinsamen
Definitionsbereich A, und bezeichnet man mit W(P) die grofere, mit y(P)
die kleinere der beiden Zahlen f,( P) und f,(P), so sind in jedem Punkte
P,, in welchem die Funktionen f,(P) und f,(P) beide nach oben oder
beide nach unten halbstetig oder beide stetig sind, ebenfalls die Funktionen
W(P) und (P) augleich nach oben oder unlten halbstetig oder stetig.

Bemerkt man, daB der absolute Betrag |f(P)| einer Funktion f(P)
als die groBere der beiden Zahlen f(P) und — f(P) angesehen werden
kann, so folgt noch aus dem letzten Satze:

Satz 11. Ist die Funktion f(P) stetig in einem Punkte P, ihres De-
finitionsbereiches, so gilt auch dasselbe von der Funktion |f(P)|.

1383, Satz 12, Beseichnet man mit A die abgeschlossene Hiille des
Definitionsbereiches A einer Funktion f(P), mit @(P) und @(P) ihre
beiden Limesfunktionen und mit U eine offene Punktmenge, so gelten,
wenn A U wicht leer ist, die Gleichungen:

(1) G(2; AT) = G(D; 4U) = G(f; AT)
@) g9(9; AU) = glp; AT) =g(f; AT).

Fiir jeden Punkt P des Durchschnitts AU ist (weil U eine Um-
gebung von P ist) nach der Definition von @(P)

2(P) < G(f; 40).
Es ist daher auch fiir die obere Grenze von @(P) auf AU
®) &(®; 1U) < G(f; AD).
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Anderseits hat man in jedem Punkte P von AU

f(P)< @(P)
und daher auch
) G(f; AU) < G(®; AT).
Endlich ist 4 eine Teilmenge von A4, woraus folgt
®) G(2; AU)< G(@; AT).

Der Vergleich von (3), (4) und (5) liefert aber sofort die Gleichungen (1)
und ebenso beweist man die Gleichungen (2).

Der folgende Satz riihrt von WeierstraB her:

Satz 13. Ist der Definitionsbereich A einer Funktion f(P) eine be-
schrinkte Punktmenge, die mehr als einen Punkt enthdlt, so gibt es auf
der abgeschlossenen Hiille A von A mindestens swei Punkte Py und P,,,
so daf3 die Gleichungen

(6) @(Py) = G(f; 4)
() 9 (P,) =g(f; 4)
gelten.

Es gentigt, den Satz fiir den Fall zu beweisen, daB die Funktion
f(P) keine Konstante ist; dann ist G(f; 4) > — oo und wir konnen
eine monoton wachsende Zahlenfolge

(8) Py <Py<pg<---

konstruieren, fiir welche

©) lim p, = G (f; 4)

ist. Jedem Punkte P der abgeschlossenen Hiille A von 4, fiir den

(10) 2(P) < G(f; 4)

ist, kénnen wir nun eine Zahl p, der Folge (8) zuordnen, so daB
2(P) < p,

ist, und es gibt dann auch eine Umgebung Up von P, fiir die

(11) G(f; Upd) <p,

ist. Da aber der Definitionsbereich 4 unserer Funktion beschriinkt ist,
so ist die abgeschlossene Hiille 4 ebenfalls beschriinkt. Unter der An-
nahme, dal in jedem Punkte von 4 die Ungleichheit (10) erfiillt ist,
kann man nach dem Borelschen Ubeldeckungssatze endlich viele Punkte

P,P, ... P

a
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bestimmen, so daB die Vereinigung der zugeordneten Umgebungen
(12) UPn UP:; s UPa

die beschrinkte und abgeschlossene Punktmenge A und daher auch
die Punktmenge A enthilt. Es ist nun nach (11) jedem Punkte P,
eine natiirliche Zahl k; zugeordnet, so daB

G(f; Uij)g_pkj (G=12,...0)

ist. Bezeichnet man mit 8 die griBte unter den endlich vielen Zahlen
ky, ...k, soist fir jeden Punkt P von 4

f (P ) é p(?;
weil P stets in mindestens einer der Punktmengen (12) liegt; es miiBte

aber dann auch
G(f; 4) <ps
stattfinden, was nach (8) und (9) nicht maoglich ist, da
P <DPgi1 <G 4)

ist. Die Annahme, daB die Ungleichheit (10) fir jeden Punkt von A
erfiillt ist, ist also nicht richtig, und es muB, weil nach dem Satze 12
stets

?(P) < G(f, 4)
ist, fiir mindestens einen Punkt P, von 4
D (Py) = G(f; 4)

sein. Genau ebenso beweist man die zweite Hilfte des Satzes d. h. die
Gleichung (7).

Ist A nicht beschrinkt, so braucht die Zahl G(f; 4) fiir keinen
Punkt von A durch @®(P) angenommen zu werden; fiir die Funktion
f(z) = z, die auf der ganzen z-Achse definiert ist, ist z. B.

G(f;4) =+ o0
| B(2) =z < G(f; 4).
Da nach dem Satze 12
G(f; 4) = G(2; 4)
ist, besagt der WeierstraBsche Satz, daB die obere Limesfunktion @(P)
auf der abgeschlossenen Hiille 4 von A4, falls diese beschrinkt ist, ein

Maximum Py besitzt (§ 121). Ist dann U’ eine beliebige Umgebung
von Py, so folgt aus

G(f; AT) = @ (Py) = 6(1; 4),
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daB auch

G(f; AU) = G(f; 4)
sein muB, Genau ebenso schlieBt man, daB fiir jede Umgebung U” von P,

‘ 9(f; AT") = g(f; 4)
gilt.
Halbstetige und stetige Funktionen.

134. Definition. Eine Funktion, die auf einer insich dichten
Punktmenge A definiert ist, heiBt nach oben halbstetig, wenn
giein jedem Punkte von 4 nach oben halbstetigist und ebenso
sagen wir, daB sie nach unten halbstetig oder stetig ist, wenn
sie- in jedem Punkte ihres.Definitionsbereiches die gleich-
namige Eigenschaft besitzt.

Es sei f(P) eine Funktion, die auf ihrem Definitionsbereich 4
nach oben halbstetig ist und B eine beliebige in sich dichte Teilmenge
von A. Wir bezeichnen nun mit @,(P) die obere Limesfunktion von
f(P), wenn man B als Definitionsbereich von f(P) betrachtet. Dann
ist, wenn P einen beliebigen Punkt von B und Up eine Umgebung von

P bedeutet
G(f; BUp) < G(f; AUp),

woraus folgt, wenn wir wieder mit @ (P) die obere Limesfunktion von
f(P) im Definitionsbereiche 4 bezeichnen,

0,(P)< 2(P).
Anderseits ist (§ 123)
f(P)< @,(P)

und nach Voraussetzung, weil f(P) eine auf 4 nach oben halbstetige

Funktion bedeutet,
f(P) = 2(P);

f(P)= @,(P)
und konnen folgenden Satz aussprechen, dessen zweite Hilfte ebenso
zu beweisen ist:

Satz 1. Eine Funlktion f (P), die auf einer Punktmenge A nach oben
halbstetig ist, ist auf jeder in sich dichten Teilmenge B von A ebenfalls
nach oben halbstetfg Ebenso ist f(P) in B nach unten halbstetig oder stetzg,
wenn sie die gleiche Etigenschaft auf A besitzt.

135. Die obere Limesfunktion @(P) einer beliebigen Funktion f(P)
ist auf der abgeschlossenen Hiille 4 des Definitionsbereiches 4 von £(P)

wir haben also auch
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definiert. Es sei B eine in sich dichte Teilmenge von 4 und ¥(P) die
obere Limesfunktion von ®@(P), wenn man die letzte Funktion auf der
Punktmenge B allein betrachtet.

Ist nun P irgend ein Punkt von B, so hat man erstens (§ 123)
(1) ?(P) < ¥(P)
und anderseits, wenn Up eine beliebige Umgebung von P bedeutet

P(P)L G(®; BUp) £ G(P; AUp);
nun ist nach dem Satze 12 des § 133
G(®; AUp) = G(f; AUp)

W(P) < G(f; AUy)
fiir jede beliebige Umgebung Up von P. Hieraus folgt aber
T(P) < o(P),

@(P) = W(P).

Die Funktion @(P) ist also nach oben halbstetig auf B; ebenso
sieht man, daB ¢ (P) nach unten halbstetig auf B ist.

Satz 2. Auf jeder in sich dichten Teilmenge der abgeschlossenen
Hiille A des Definitionsbereiches A einer Funktion f(P) ist die obere
Limesfunktion @(P) der Funktion f(P) nach oben halbstetig, die untere
Limesfunltion @(P) dieser Funktion nach unten halbstetig.

Ist schon A selbst in sich dicht, so ist 4 perfekt und die Funk-
tionen @(P) und ¢(P) halbstetig auf ihrem gesamten Definitions-
bereich 4.

136. Mit Benutzung der Relativbegriffe, die wir in den § 74, 75
eingefiihrt haben, konnen wir folgenden Satz aussprechen, den wir spéter
(§ 344, Satz 3) noch vervollstindigen werden:

Satz 3. Dafiir, daf eine Funktion f(P) auf einer in sich dichten
Punktmenge A nach oben halbstetig sei, ist notwendig und hinreichend,
daf3 fiir jede beliebige endliche Zahl o die Punkimenge

M(f = o)

leer oder relativ zu A abgeschlossen sei; oder auch, daf fir jedes end-
liche o die Punktmenge

und daher auch

oder mit Hilfe von (1)

M(f < e)

leer oder relativ su A offen sei. Fiir die Halbstetigheit nach unten der
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Funktion f(P) ist notwendig und hinreichend, daf3 die Punkimengen
M({f<La) oder M(f>«),
falls sie nicht leer sind, abgeschlossen oder offen auf A seien.

Es sei z. B. f(P) nach oben halbstetig auf 4; es ist zuniichst zu.
peweisen, daB jeder Punkt von 4, der Haufungspunkt von M(f > «)
ist, in der Punktmenge M (f > «) enthalten ist (§ 74). In der Tat kann
nicht, wenn @ ein solcher Punkt ist, f(Q) < « sein; denn es wiirde
dann, wenn man bedenkt, daB f(P) nach oben halbstetig ist, jeder Zahl p.
die zwischen f(Q) und « liegt, eine Umgebung U, von @ zugeordnet
werden konnen, fiir welche

G(f;Ued) <p

wiire, und der Punkt @ konnte nicht Hiufungspunkt von M(f > «) sein.
Ist umgekehrt f(P) nicht halbstetig nach oben in jedem Punkte
von A, so existiert ein Punkt @ von A, in dem f(Q) < @(Q) ist;
withlt man nun die Zahl « zwischen f(Q) und @(Q), so ist in jeder
Umgebung U,y von ¢
G(f; Ugd) = D(Q) >«

flQ) <e.

Es gibt also Punkte von U, die zu der Punktmenge M(f > «)
gehoren und diese Punkte sind von @ verschieden. Der Punkt @ ist
also Hiufungspunkt von M(f> «); er gehort auBerdem zu A, aber
nicht zu M(f > «), d. h. die Punktmenge M(f > «) ist nicht abge-
schlossen auf 4. Die erste Behauptung unseres Satzes ist also erwiesen.
Nach dem § 75 folgt dann sofort, daB es notwendig und hinreichend
ist, daB M (f < @) offen auf 4 liege, wenn f(P) nach oben halbstetig
sein soll.

Die Sitze 1 und 4 der §§ 74, 75 zeigen uns dann, daB unsere
Funktion f(P) dann und nur dann nach oben halbstetig ist, wenn die
Punktmengen M (f > «) der Durchschnitt von 4 mit abgeschlossenen,
die Punktmengen M (f < «) der Durchschnitt von 4 mit offenen Punkt-
mengen sind. Der zweite Teil des obigen Satzes 1Bt sich ganz dhnlich
behandeln.

Erinnert man sich an die Definition der stetigen Funktionen, so
hat man als Korollar des vorigen Satzes:

Satz 4. Dafiir, dap die Funktion f(P) auf einer in sich dichten Punkt-
menge A stetig sei, ist notwendig und hinreichend, daf3 fiir jedes beliebige
endliche o die Punktmengen M(f > o) und M(f < «) abgeschlossen auf A
oder daf die Punkimengen M (f > ) und M(f < «) offen auf A seien.

und zugleich
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13%. Der Satz 13 des § 133 liefert ferner unmittelbar, wenn man
im mit der Definition der halbstetigen und stetigen Funktionen kom-
biniert, folgende Resultate:

Satz 5. Eine Funktion f(P), die auf einer beschrinkien und abge-
schlossenen Punkimenge A definiert ist und die in jedem Hdaufungspunkt
von A nach oben (unten) halbstetig ist, besitst mindestens ein Maximum
(Minimum,).

Die obere Limesfunktion @(P) erreicht nimlich unter den Voraus-
setzungen des Satzes ihren Maximalwert in einem Punkte Py, und es ist
mugleich f(P) = @(P) in jedem Punkte von 4, also insbesondere

f(Px) = @(Pyx) = G(f; 4).
Satz 6. Eine auf einer beschrinkiten und abgeschlossenen Punktmenge

definierte endliche Funktion, die in jedem Hiufungspunkt ihres, Definitions-
bereiches stetig ist, ist beschrankt.

In der Tat erreicht nach dem vorigen Satze f(P) in einem Punkte
P, ihr Maximum und in einem Punkte P, ihr Minimum und es ist stets

f(Pe) < f(P) S f(Py).

Die Zahlen f(P,) und f(P,) sind nach ihrer Definition endlich; be-
zeichnet man mit M die groBere der beiden Zahlen |f(P;)| und f(P,)),
so ist stets, wie wir zeigen wollten,

F(P) <M.

138. Es sei F(Q)=f(,, &, ..., &, eine beliebige Funktion des
Punktes @ in einem m-dimensionalen Raum R, die auf einer Punkt-
menge B definiert ist; ferner seien

(1) §(P), &(P), - -, En(P)

stetige Funktionen des Punktes P eines n-dimensionalen Raumes %,
deren gemeinsamer Definitionsbereich eine in sich dichte Punktmenge 4
ist. Jedem Punkte P von A sollen gemif (1) Werte entsprechen, die,
als Koordinaten eines Punktes des m-dimensionalen Raumes aufgefaBt,
einen Punkt @ darstellen, der in B liegt; dann ist (§ 122) die Funktion

Fy(P) = fE(P), &), - .., §,(P)
auf der Punktmenge 4 definiert. Wir bezeichnen mit @,(P), ¢,(P)
die oberen und unteren Limesfunktionen dieser Funktion und mit @ (@)
und @ (@) die oberen und unteren Limesfunktionen von F'(Q).
Es sei U, eine beliebige Umgebung von @ im R_, W, ein Wiirfel
mit der Kantenlinge 2¢, dessen Mittelpunkt @ ist und der ganz in Uy
enthalten ist. Man kann, weil die Funktionen (1) stetig sind, Umge-
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bungen U, U, .. ., U™ finden, so daB fiir jeden Punkt P’ der Um-

gebung U .
: BE)-EBI<e  (=1,2...m)

Up=ULTS ... U,

so liegt fiir jeden Punkt P” dieser Punktmenge, die auch eine Um-
gebung von P ist, der Punkt des m-dimensionalen Raumes mit den

Koordinaten . ) .
E.(P7), &(P7), - - ., En(P")
im Inneren von Wy und also auch im Inneren von U,. Man hat demnach
?,(P)< G(I, Upd) < G(F, Uy B)
9. (P) 2 g(Fy, Urd) = g(F, UeB).

Da diese Relationen fiir jede beliebige Umgebung U, von @ statt-
finden, ist schlieBlich

ist. Setzt man

und

?,(P) < 2(Q)
9. (P) = ¢ (@),
also auch

9(Q) =9 (P) S Fi(P) = F(Q) < ¢,(P) < 2(Q)-
Ist also insbesondere die Funktion F'(Q) im Punkte @ nach oben

halbstetig, d. h. ist
FQ)=2(9),

so muf im entsprechenden Punkte P
F\(P) = @,(P)

sein, d. h. F;(P) ist ebenfalls nach oben halbstetig. Ebenso sieht man,
daB, wenn F'(Q) im Punkte @ nach unten halbstetig ist, die durch Sub-
stitution gewonnene Funktion F(P) im entsprechenden Punkte P nach
unten halbstetig ist.

Am meisten werden diese Sitze angewandt, wenn F'(Q) sowohl
nach oben wie nach unten halbstetig ist, d. h. wenn F(Q) eine stetige

Funktion ist; dann muB auch die durch Substitution gewonnene neue
Funktion F, (P) ebenfalls stetig sein.

Schwankung. Punktiert und totalunstetige Funktionen.
139. Wenn man um jeden Punkt P des Definitionsbereiches A
einer Funktion f(P) eine Umgebung Up so abgrenzen kann, daB die

heiden Zahlen G(f; AU wnd  g(f; AUY)
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endlich sind, so wollen wir sagen, da} die Funktion f(P) im Kleinen
beschréankt ist. Die Funktion f(P) ist dann jedenfalls endlich; sie
braucht aber nicht beschrinkt zu sein — wie das Beispiel f(z) =z
zeigt — auBer wenn die Punktmenge 4 abgeschlossen und beschrinkt
ist, in welchem Falle man eine #hnliche SchluBweise wie fiir den Satz 13
des § 133 anwenden kann.

Der Satz 12 des § 133 zeigt, daB, wenn die Funktion f(P) im Klei-
nen beschrinkt ist, ihre Limesfunktionen ®(P) und @(P) in jedem
Punkte von A endlich sind und daB sie sogar im Kleinen beschrinkt
sind, wenn man @(P) und ¢(P) auf der Punktmenge A allein betrach-
tet, d. h. von den Werten dieser Funktionen auf der Punktmenge (4 — 4)
absieht. Dagegen brauchen diese Limesfunktionen auf der Punktmenge
(A—A) nicht endlich zu sein, wie das Beispiel der Funktion

f(@) = &

im Intervalle 0 <z <1 zeigt, deren Limesfunktionen im Punkte z == 0
beide gleich + oo sind.

Sind umgekehrt @(P) und @ (P) endlich auf 4, so kann man jedem
Punkte P von A4 eine Umgebung Up zuorduen, so daB

G, AU < o(P) +1, 9(f;AU)2p(P) —1
stattfindet, d. h. f(P) ist auf der Punktmenge 4 im Kleinen beschréinkt.

Satz 1. Dafir, dafi eine Funktion f(P) auf threm Definitionsbe-
reiche A im Kleinen beschrankt sei, ist notwendig und hinreichend, daf
thre Limesfunktionen @(P) und @ (P) in jedem Punkt von A endlich
seien. Dann sind diese letzien Funktionen ebenfalls auf der Punkimenge A
im Kleinen beschrinkt.

140. Sind die Limesfunktionen @ (P) und ¢(P) in einem Punkte P
der abgeschlossenen Hiille 4 des Definitionsbereichs .4 einer Funktion
f(P) beide endlich, so nennt man die Differenz

S(P) = @(P) —9(P)

die Schwankung der Funktion im Punkte P; man bemerke, daB diese
Zahl nie negativ sein kann. Wir bezeichnen mit ¢, (P) die untere Limes-
funktion der Funktion @(P) im Punkte P; aus der Tatsache, daB stets
¢(P) < O(P) ist, folgt, daB die untere Limesfunktion der Funktion ¢ (P),
die, wie wir gesehen haben, gleich ¢ (P) ist (§ 135, Satz 2), die Zahl p, (P)
nicht iibertreffen kann.
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Es ist daher

9(P) <9 (P) < 2(P)
und die Schwankung
Sar(P) = 2(P) — ¢,(P)
der Funktion @(P) im Punkte P kann nicht groBer sein als S(P). Eine
analoge Betrachtung iiber die Schwankung Sy (P) der Funktion ¢ (P)
liefert den
Satz 2. In einem Punkie P von A, in welchem die Schwankung S(P)
einer Funktion f(P) definiert ist, sind die Schwankungen Sq(P) und
Sy(P) der Limesfunktionen ®(P) und @(P) nie grofer als S(P). Daf
unter Umstinden Sa(P) < S(P) und S,(P) < S(P) sein kann, zeigt das
Beispiel des § 128.
Wir geben uns eine beliebige positive Zahl & vor und bestimmen,
unter der Voraussetzung, daB @(P) und ¢(P) endliche Zahlen sind,
zwei Umgebungen Uy und Uy des Punktes P, so daB

G(f; Uid) < B(P) + =,

9(;Urd) = ¢ (P) — &

ist. Fiir zwei beliebige Punkte Q und R des Durchschnitts Up = Uz U’
unserer beiden Umgebungen ist dann

9(P)— + <f(Q < 2P+ +,
9 (P)— + <f(B) < ®(P) + 5
und hieraus entnimmt man den

Satz 3. Jeder positiven Zahl ¢ kann man eine Umgebung Up eines
Punltes P von A zuordnen, so daf} fiir je zwei Punkte Q und R von Up

die Bedingung
(@) —fB) < S(P) + ¢

erfiillt ist, vorausgesetet, daf3 die Schwankung S(P) von f(P) im Punkte P
definiert ist.

141. Es sei eine Funktion f(P) auf einer Punktmenge 4 erkliirt,
die perfekt oder offen oder der Durchschnitt einer perfekten und einer
offenen, also jedenfalls eine in sich dichte Punktmenge ist (§ 70, Satz 5);
ferner sei f(P) im Kleinen beschriinkt auf ihrem Definitionsbereich.
Dann ist auch in jedem Punkte von A die Schwankung

(1) S(P) = o(P) — o(P)
definiert; auBerdem sind nach dem Satze 2 des § 135 die Funktionen
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@(P) und @(P) halbstetig auf 4, die erste aufwiirts, die zweite abwiirts
und nach den Sitzen 6 und 7 des § 131 ist ihre Differenz S(P) eine
nach oben halbstetige Funktion auf 4. Ist also p irgendeine natiir-
liche Zahl, so ist die Teilmenge von A

@) @=M@<3

eine auf A offene Punktmenge (§ 136, Satz 3) und kann (§ 75) als der
Durchschnitt von 4 mit einer offenen Punktmenge U, dargestellt werden.
Es kann nun vorkommen, da$ jede der unendlich vielen Punktmengen

By, B;, By, ...

tiberall dicht auf 4 liege (§76); das Gleiche gilt dann auch von den offenen
Punktmengen U, U,, Uy, ... und nach dem Satze 5 des § 78 vom
Durchschnitt

U=U0,0;....
Also ist auch die Punktmenge
3) B= B B,B;---= AU

iiberall dicht auf 4; in jedem Punkte von B ist nach (2) und (3) die
Schwankung S(P) kleiner als jede der Zahlen 1:p und daher gleich Null,
und folglich ist jeder Punkt von B ein Stetigkeitspunkt unserer Funk-
tion f(P).

Ist zweitens nicht jede der Punktmengen B, iiberall dicht auf 4,
so kann man eine Umgebung Uy eines Punktes P von 4 und eire natiir-
liche Zahl p, so wihlen, daB fiir jeden Punkt von AUp

S(P)>--
. y2)
1st.

Bei den unstetigen Funktionen, die auf einer beliebigen in sich
dichten Punktmenge A definiert werden, unterscheidet man die punk-
tiert unstetigen Funktionen, deren -Stetigkeitspunkte iiberall dicht
auf - liegen und die totalunstetigen Funktionen, welche diese Eigen-
schaft nicht haben. Mit dieser Terminologie gilt also nach dem
Obigen der :

Satz 4. Wenn der Definitionsbereich A einer Funktion f(P), die im
Kleinen beschrinkt ist, perfekt ist, oder offen, oder der Durchschnitt einer
perfekten und einer offenen Punktmenge, so ist es hinreichend dafiir, dap
die Funlktion f(P) punktiert unstetig sei, daf fiir jede natiirliche Zahl p
die Punktmenge )
M(S <)
iiberall dicht auf A liege.
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Die Beschrinkung iiber den Definitionsbereich 4 ist natiirlich wesent-
lich: es bestehe z. B. A aus allen rationalen Zahlen

z = % (p und g teilerfremd, ¢ > 0)

der z-Achse mit Ausnahme der Null und es sei

flo) =

Die Funktion f(«) ist halbstetig nach oben und ihre Schwankung S(2)
ist in jedem Punkte von A gleich f(x). Sie ist also totalunstetig,
obgleich die Punktmenge
1
M(S <)

fiir jeden Wert von ¢ iiberall dicht auf A4 liegt. Dagegen ist die obere
Limesfunktion @ () von f(z), die in jedem Punkte der 2-Achse definiert
ist, punktiert unstetig. Die Punkte der Komplementirmenge von
4 sind Stetigkeitspunkte von @(z).

142. Satz 5. Jede halbstetige, im Kleinen beschrimkte Funktion ist
punktiert unstetig, falls ihr Definitionsbereich A denselben Bedingungen
wie im vorigen Satze genwiigt.

Es sei Up eine beliebige Umgebung eines Punktes P von A4; ferner
sei f(P) z B. nach oben halbstetig. Wir bezeichnen mit ¥, eine Um-
gebung von P, in welcher f(P) beschrinkt ist. Dann ist die Zahl

9(f; AU Vp)

endlich und es gibt fiir jede natiirliche Zahl p einen Punkt ¢ von 4 U,V
so daB

F(Q) L g(f; AULVE) + ;

ist. Aus
g5 AUV < 9(Q) < F(Q)
und aus
-
folgt dann A9 (@

S(Q)=2Q— 9=,

womit nach dem vorigen Satze unsere Behauptung erwiesen ist.

Funktionen einer Ver#nderlichen.

143. Bei den Funktionen einer Veriinderlichen spielen gewisse Be-
griffsbildungen, die mit dem Vorhergehenden in engem Zusammenhange
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stehen, eine wichtige Rolle. Wir nehmen an, es sei das Intervall
I: a<z<b

im Definitionsbereich A einer Funktion f(x) enthalten. Wir betrachten
die Limesfunktionen @,(2) und ¢,(z) der Funktion f(z), wenn man
die Funktion f(z) nur auf dem Intervall I betrachtet. Die bei-
den Funktionen @,(z) und ¢, () sind alsdann in den Endpunkten a
und b des Intervalls I definiert, und wir konnen die Bezeichnungen ein-
fithren:

® @, () — I f(a),
@ #.(@) = lim f(s),
®) 0, T (@),
@ 0,(8) — lm (3.

In diesen Formeln sollen die Symbole (a+ 0), (b—O) daran erinnern,
daB @ den Anfangs- und b den Endpunkt des Intervalls I bedeutet.
Sollen also die beiden Ausdriicke

) lim f(#) und Tim f(x)

z=a+0 x=a-0
zugleich einen Sinn haben, so muB die Funktion f(z) in allen Punkien
einer gewissen Umgebung von @, die von a verschieden sind, definiert
sein. Die groBite der beiden Zahlen (5) bezeichnen wir dann mit

®) lim £(z)
und ebenso bezeichnen wir die kleinere der beiden Zahlen
©) lim f(x) und lim f(w) )
r=a+0 z=a-0
falls sie beide definiert sind, mit
® lim /().
Es gelten natiirlich stets die Relationen
©) lﬁf(x) 2 lim f(z),
(10) hm f () > 11m f(x) ,
(11) i (z) 2 lim f(2).

Carathéodory, Reelle Funktionen. 2. Aufl. 10
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Haben die Zahlen (1) und (2) denselben Wert, so bezeichnen wir sie
mit einem der einfacheren Symhole

(12) lim Z‘(x) oder f(a+0);
x=a+

ebenso schreiben wir fiir die Zahlen (3) und (4), falls sie gleich sind,.
(13) lim f(z) oder f(b—0).
z=b-0

Endlich schreibt man fiir die Zahlen (6) und (8), wenn sie einander

gleich sind,
lim f(x).

Dies letztere kann dann und nur dann vorkommen, wenn die vier Zah-
len (5) und (7) ein und denselben Wert haben, oder wenn die Zahlen
f(a+0) und f(a— O) beide definiert und einander gleich sind, so daf
man hat

(14) lim f(2) = fla-+0) = f(a—0).

144, Ist die Funktion f(2) in allen Punkten einer Umgebung des
Punktes = a, also auch im Punkte a selbst definiert, so ist der obere
Limes @(a) von f(x) im Punkte a gleich der grofieren der beiden Zahlen

f(a) und lim f(z),
und der untere Limes ¢(a) gleich der kleineren der beiden Zahlen
f(@) und lim f(x);

die Funktion f(x) ist also dann und nur dann im Punkte £ = @ nach
oben halbstetig, wenn

(15) (&) 2 T ()
ist, und sie ist dann und nur dann in @ nach unten halbstetig, wenn
(16) f(e) < lim £(2)

ist. Endlich ist f(z) dann und nur dann stetig in @, wenn die beiden
letzten Relationen zugleich stattfinden; dies ist aber wegen (11) dann
und nur dann der Fall, wenn

f@) = Tm f(z) = lim 1(2),
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oder, mit Beriicksichtigung von (14), wenn
an f(@) = f(a + 0) = f(a —0)
ist.

145. Fiir den speziellen Wert @ = 0 kann man die Bezeichnungen
der vorigen Paragraphen etwas vereinfachen, indem man z. B. statt

T f(2)
einfach et
M) Tim /(z)
x=+0

schreibt, und #hnlich fiir die anderen vorkommenden Symbole. Ebenso
werden wir dann f(a -+ 0) einfach durch f(4 0) ersetzen. Ist ferner die
Funktion f(z) fiir alle Werte von z definiert, die eine positive Zahl «

iibertreffen, so ist f (—;) fiir alle Punkte des Intervalls O<x<% de-
finiert. Fiir die GriBe

T 1

zlirfof x)

schreiben wir dann

@) lim £(z)
€=+ D0
und ebenso setzen wir
. . 1\
®) im £() =1lim /(o).

Im Falle, daB die GréBen (2) und (3) einander gleich sind, bezeich-
nen wir sie durch die einfacheren Symbole

lim f(z) oder f(4 o).
r=+4o

Ganz dhnlich definiert man, wenn die Funktion f(z) fiir alle Werte von
z erklirt ist, die kleiner sind als eine negative Zahl 8, die Ausdriicke

lim f(x), lim f(z)
und im Falle der Gleichheit dieser Zahlen bezeichnet man sie wieder mit
lim f(z) oder f(— o).

146. In einem Intervall @ < 2 < b, das im Definitionsbereich 4
einer Funktion f(z) enthalten ist, betrachten wir eine Zahlenfolge z,
Zy, . .. die gegen a konvergiert:

1) Z,—>a (2> a).
10%
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Der Satz 3 des § 126 lehrt uns dann, wenn wir die Gleichungen (1)
und (2) des § 143 berticksichtigen, da

@) T f(s) < T 1(2),
= z=a+0
3) Jim f(5) 2 lim £(2).

Ebenso zeigt vus der Satz 4 des § 126, daB die beiden letzten Relationen
bei geeigneter Wahl der Folge ;, 2, . .. als Gleichungen geschrieben
werden konnen. Endlich schlieBen wir aus dem § 130, daB f(a -+ 0)
dann und nur-dann existiert, wenn fiir jede Folge z,, z,, ... die Zah-

lenfolge (&), (@), - - -

konvergent ist; es ist dann stets
) (@) — f(a +0).

Betrachtet man Zahlenfolgen z,, ;, . .., die den Bedingungen
(5) T, —> a (z, < a)

geniigen, so gelten genau dieselben Resultate, in denen man nur (a+0)
durch (a — 0) zu ersetzen hat.

Es ist niitzlich, zu bemerken, daB die Sitze der §§ 99—101, wenn
man sie auf unsere Relation (4) anwendet, folgendes Resultat liefern:

Existieren fiir zwei Funktionen £, () und f;(z) die Symbole f; (@ + 0)
und f;(a+0) und setzt man

s(@) =f,(@) + fo(),

p(@) =f(z) - f3(2),

- 59,

so kann man auch schreiben
8(a+0)=fi(a+0) + f3(a+0),
p(@+0)=f(a+0)-f;(a+0),

_fh@+0
9@ +0)=¢ 6 oy
solange die betreffenden Operationen ausfithrbar sind, und dasselbe gilt
auch, wenn man in diesen Gleichungen (a +0) durch (a — 0) ersetazt.
Endlich kann man die Resultate dieses Paragraphen auf den Fall
iibertragen, daB a eine der Zahlen + oo ist.
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Monotone Funktionen.
147. Die Gesamtheit der Punkte einer offenen Punktmenge

a<ax<b,

wobei @ und b endliche oder unendliche Zahlen bedeuten, nennt man
ein lineares Gebiet (vgl. § 225).

Von einer endlichen Funktion f(z), die auf einem Gebiete 4. de-
finiert ist, sagt man, sie sei monoton wachsend, wenn stets fiir
zwei beliebige Punkte #, und z; des Gebietes 4 die Relation

M® (@ —,) (f@wy) — flxy)) 20

stattfindet; man sagt die Funktion ist monoton abnehmend, wenn
stets

@ (23— 2,) (fl)) — fl2)) 0

ist. Beide Arten von Funktionen bezeichnet man kurz als monotone.
Die Funktion f(z)= ist z.B. monoton wachsend, die Funktion f(z)=—z
monoton abnehmend. Die Relation (1) ist gleichbedeutend mit der Be-
dingung, daf stets mit z, > 2, auch f(x,) > f(,) stattfinde, die Rela-
tion (2), daB stets mit 2, > 2, auch f(z,) < f(z,) sei.

Man sieht leicht ein, daB die Konstanten die einzigen Funktionen
sind, die sowohl monoton wachsend als abnehmend sind. Ist jedesmal,
wenn xg > x, auch f(2g) > f(«,), so sagen wir, daB die Funktion f(z)
stets wachsend ist, und ebenso sprechen wir von stets abnehmen-
den Funktionen, wenn mit #, >z, immer auch f(z;) < f(z,) stattfindet.

Ist f(x) eine monoton wachsende Funktion, so sind die Funktionen

—f@) wnd f(—2)

monoton abnehmend; jede Eigenschaft der monoton wachsenden Funk-
tionen 148t sich also sofort auf monoton abnehmende iibertragen und
es geniigt, die ersteren genauer zu studieren.

148. Es sei f(x) eine monoton wachsende Funktion, die in einem
Gebiete
4: a<z<b

definiert ist und § ein beliebiger Punkt dieses Gebietes. Wir bezeichnen
mit (&) die untere Grenze der Funktionswerte f(2), die auf dem Ge-
biete & < # < b angenommen werden,

(1) «(§) =g(f; E<z<b)

und setzen ebenso

@) ¢(§) = G(f; a <z <¥).
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Sind z, und z, zwei Punkte des Gebietes 4, die der Bedingung

7 < E< Zq
geniigen, 8o ist wegen der Monotonie von f(z)
®@) flz,) < «(8) £1(§) < «(§) < f(a),

woraus folgt, daB die beiden Zahlen «(£) und () endlich sind. Als
Funktionen von § aufgefaBt, sind die Funktionen « (&) und w() auBer-
dem noch monoton wachsend im Gebiete 4.

Essei &, &, . . . eine Folge von Zahlen, die alle im Gebiete £ <<z <<b
liegen und gegen den Punkt § konvergieren. Da stets f(£,) > «(§) ist,
hat man

4) lim f(g) 2 (8).
Anderseits kann man, wenn man sich eine positive Zahl ¢ vorgibt, die
Zahl z, in der Relation (3) so wihlen, daB

fla) S w(8) + ¢

ist; da nur endlich viele Punkte £, &;, ... auBerhalb des Intervalls
§ <z <, liegen und fiir alle iibrigen Punkte f(§,) < f(x;) ist, muB
nun auch

T £(8) < flay) < F(E) + 2
sein, und weil die letzte Relation fiir jedes positive & gilt, hat man
®) Iim f(8) < 7).

Die Bedingungen (4) und (5), die gleichzeitig gelten miissen, zeigen nun,
daB die Zahlenfolge f(£,), f(&), . . . konvergiert, und da8

(&) — ().
Nach dem § 146 kann man also schreiben
(6) a(§) = (¢ +0)
und ebenso findet man
(M () = f(§—0).

Dieselbe SchluBweise zeigt, daB im Anfangspunkte @ des linearen
Gebietes a << # < b, der Ausdruck f(a + 0) oder, falls @ = — oo ist, der
Ausdruck f(— oo) einen Sinn hat. Diese Zahl braucht aber nicht end-
lich zu sein und kann auch den Wert — co annehmen, und #hnliches
gilt von der Zahl f(b—0) baw. f(+ oo), die ebenfalls definiert ist.
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Nach dem § 144 ist die obere Limesfunktion @(z) der Funktion
f(x) in einem beliebigen Punkte des Gebietes 4 gleich der griBten

der drei Zahlen
fz—0), f(z), f(z+0)

und die untere Limesfunktion ¢ (z) gleich der kleinsten dieser Zahlen.
Nun ist aber nach (3), (6) und (7), wenn wir die Buchstaben z und &

vertauschen,
flz—0) < f(2) < fz+0)
9(z)=f(z—0), @(z)=fz+0).

Indem wir alles zusammenfassen haben wir den

und daher auch

Satz 1. Die Limesfunktionen @ (z) und @(x) einer in einem linearen
Gebiete A definierten monoton wachsenden Funktion f(x) sind monoton
wachsend und durch folgende Gleichungen definiert:

P(2) =f(z+0) = g(f;  <E<D),
¢()=fz—0) =G(f; a<E<2).
Sind z, und 2, zwei Punkte des Gebietes 4 und hat man z, < z,,

so haben die beiden Punktmengen #, <z < b und @ < =z < x; gemein-
same Punkte und es ist daher

9 5<z<b) X G(f;a<z<a,).
Hieraus entnehmen wir den
Satz 2. Fiir zwei Punkte x, und x, des Gebietes A ist, mit den Be-
zeichnungen des vorigen Satzes, wenn x, < 2, gill,
D(z,) < 9(,)-

149. Die untere Limesfunktion der monoton wachsenden Funktion
@(z) ist nach dem Satze 1 gleich @(z—0). Nun bemerke man, daB
aus @ () > f(x) stets

1) ?(z—0) = f(z—0) 5 9(2)
folgt. Anderseits ist nach dem Satze 2 fiir jedes #, << #, wenn beide
Punkte z und z, in 4 liegen,
, O () < 9(2)
und hieraus folgt
@) ?(z—0) < g(2).
Aus (1) und (2) folgt, wenn wir noch beriicksichtigen, daB ¢(x) halb-
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stetig nach unten ist (§ 135, Satz 2),

3) D(z—0)=9(z) = p(z—0)
und ebenso findet man
4) 9(5+0) = 0(z) — B(z-+0).

Haben zwei monoton wachsende Funktionen f(z) und f;(z) dieselbe
obere Limesfunktion @(z), so muB nach (3) sowohl f(z—0) wie auch
fi(x —0) gleich @(x— 0) sein und wir haben den Satz:

Satz 3. Zwe: monoton wachsende Funktionen, welche dieselbe obere

(untere) Limesfunktion besitzen, miissen auch dieselbe untere (obere) Limes-
funktion haben.

Wir betrachten eine beliehige Funktion f,(z), welche der Relation
®) 9 (@) <fi(2) < @ (x)

geniigt, und bemerken, daB, wenn 2" und z” zwei Punkte von A be-
deuten und wenn z’'<C 4" ist, nach dem Satze 2

fi(@) £ (@) < 9(2") <27

stattfinden muB, woraus folgt, daB f,(x) ebenfalls monoton wachsend
ist. Es folgt aber dann noch auBerdem aus (5)

9(@+0) <fi(+0) < B(s+0);

dies, verglichen mit der Gleichung (4), liefert f, (x4 0) = @(z), und
ebenso findet man f; (—0) = p(z). Die Funktion f,(«) hat also die-
selben Limesfunktionen wie f(z); umgekehrt mufl aber jede Funktion
fi(z), welche die Funktionen ¢(z) und @(z) als Limesfunktionen be-
sitzt, die Relation (5) befriedigen.

Satz 4. Dafiir, daf3 eine Funktion f,(x) dieselben Limesfunktionen
@ (x) und @(x) wie die monoton wachsende Funktion f(z) besitee, ist not-
wendig und hinreichend, daf

p@) <fi(2) < P(2)
sei. Die Funktion f(x) ist dann ebenfalls monoton wachsend.

Die Schwankung S(z) einer monoton wachsenden Funktion ist
durch die Gleichung gegeben

S(z) = @(@) — 9(z) = f(x +0) — f(z—0).
Mit Hilfe von (3) und (4) haben wir also den Satz:

Satz 5. In jedem Punkie ihres Definitionsbereiches A ist die Schuwan-
kung einer, monoton wachsenden Funktion gleich der Schwankung einer
jeden ihrer Limesfunktionen (vgl. § 140, Satz 2).
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150. Die Summe

(1 s(z) = f1(2) + f5(2)
von zwei monoton wachsenden Funktionen f£;(z) und £, (z) ist ebenfalls
monoton wachsend. AuBerdem folgt aus dem § 146, daB

s +0) = f,(@+0) + £,z +0),
56— 0) = f(@—0) + f;(=—0)

sein muf, und hieraus erhdlt man durch gliedweise Subtraktion den Satz:

Satz 6. Die Schwankung der Summe von zwei monoton wachsenden
Funktionen, die denselben Definitionsbereich A haben, ist in jedem Punlkte
von A gleich der Summe der Schwankungen dieser Funktionen.

Ebenso sieht man, daB das Produkt
p(2) =1,(#) (@)

von zwei monoton wachsenden positiven Funktionen monoton wachsend
ist, und daB die Relation

p(@+0)—p@—0)=f(z+0)fy(z+0) - f,(z—0) fo(z—0)
gelten muB. Ist endlich f(#) positiv und monoton wachsend, so ist
1
2(%) = 705
monoton abnehmend und man hat

1
1(a=0) = 2@ +0) =755~ g

1561. Wir bezeichnen mit B, die Teilmenge des Definitionsbe-
reichs A einer monotonen Funktion f(z), in der die Schwankung S(z)

dieser Funktion die Zahl 712 tibertrifft:

1) B,—M($>%).

Wir wollen nun zeigen, daB die Punktmenge B, fiir jeden Wert der
natiirlichen Zahl » eine hochstens abzihlbare Punktmenge ist. Im ent-
gegengesetzten Falle wiirde sie mindestens einen Kondensationspunkt
besitzen, der im Gebiete 4 liegt (§ 63) und es wiirde ein Intervall

(2 e<z<p

geben, das mit seinen Endpunkten in 4 enthalten ist, und in dem
nicht abzihlbar unendlich viele Punkte von B, enthalten sein miiBten.
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Es seien anderseits £, &, . . ., £, beliebig viele Punkte von B,, die in
(2) enthalten sind; wir konnen die Bezeichnungen so festsetzen, daB

a<§1<§2<~--<§p<ﬂ

ist. Wihlt man irgend welche Punkte z;, «,, ..., #,_,, die den Be-
%o o z = dingungen

' 'E; f E,‘ < Ty < §k+l (k——‘l; 2} eee (p—l))

T T T
geniigen, und fiihrt noch die Bezeichnung ein

@ & hpg,
€« = xO) ﬂ = xp ’
80 ist nach der Relation (3) des § 148
(@) —[(@_1) 2 &+0) —fE—0) =8E) (¢=1,2,...,p)

und daher

(3) f(ﬁ) - f(a) =k:2:(f(xk) - f(xk—-l))

> 8() + -+ 8(E,)-
Nun sollten die &, alle in B, enthalten sein, d. h. es sollte
@ SE)> o (k=1,2...,7)
sein; dann folgt aber aus (3) und (4)
B —f(e) > 2

» <n(fB) — ().

Die Anzahl der Punkte von B,, die im Intervall (2) liegen, ist also nicht
groBer als die endliche Zahl # (f(8) — f(e)); daher kann die Punktmenge B,
keinen Kondensationspunkt besitzen und muB hochstens abzihlbar sein.

oder

Die Vereinigungsmenge
B, + B+ B+ ---

ist also ebenfalls hochstens abzihlbar (§ 43), und sie enthilt alle Punkte
von 4, in denen die Schwankung S(z) nicht verschwindet; daher der Satz:

Satz 7. Jede monotone Funliion besitzt hichstens abzdhlbar viele Un-
stetigheitsstellen.

In jedem Intervall, das einen Punkt von A enthilt, gibt es also
mindestens einen Stetigkeitspunkt von f(z), und da 4 in sich dicht und
f(z) im Kleinen beschriinkt ist (§ 139), so ist jede monotone Funktion
f(z) entweder stetig oder hSchstens punktiert unstetig (§ 141).
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152. Es seien 7, und z, zwei beliecbige Punkte des linearen Ge-
bietes A, in dem die monoton wachsende Funktion f(z) definiert ist und
es sei x, < 2,. Die Unstetigkeitspunkte dieser Funktion, die im Intervall

) 7 <z <
liegen, bilden eine aus hochstens abzéhlbar unendlich vielen Punkten
(2) iy Eoy &gy o -

bestehende Punktmenge. Wir fiihren die Funktion D(z,,z,) der zwei
Veriinderlichen z; und #, ein, die durch die Gleichung

3) D(z,,1,) = (flz,+0) — fx) +§ S(&) + (f@y) — fla,—0))
definiert ist, wenn die Punktmenge (2) nicht leer ist, und durch
D(z,,2) = (flw,+ 0) — f@) + (flwy) — flay— 0)),

‘wenn diese Punktmenge leer ist. Nach dem Satze 1 des § 104 ist, wenn
die Punktmenge (2) unendlich viele Punkte enthilt

@ IS8 = lin 3'S(E).

Nun ist, wenn man ein Intervall « <2 < f8 betrachtet, dessen Endpunkte
in (1) liegen und welches die Punkte £, &,,..., §, enthilt, nach der
Relation (3) des vorigen Paragraphen

P
S'8() < 1(6) — 1@
und daher, weil
. f(B) £ f(#,—0) und f(«) 2 f(z,+0)
ist,
14

Z8(6) < f(a —0) — £z, +0):
Nach (4) ist also auch

;S(gk) <@ —0) —flz, +0)
und, wenn man diese letzte Relation mit (3) vergleicht,
®) D(2,,25) < () — f().
Man sieht sofort ein, daB die Relation (5) auch dann bestehen muB,
wenn die Punktmenge (2) nur aus endlich vielen Punkten besteht oder
auch, wenn diese Punktmenge leer ist.

Die Funktion D(z;,a,), die ihrer Natur nach nie negativ sein kann,
wollen wir die totale Diskontinuitit der Funktion f(z) im Inter-
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vall (1) nennen, die Differenz (f(xy) — f(x,)) heiBt die Variation der
monoton wachsenden Funktion f(z) in diesem Intervall (vgl. § 178).
Die Relation (5) kann also folgendermaBen ausgesprochen werden:

Satz 8. In jedem Teilintervall des Definitionsbereichs A einer monoton
wachsenden Funktion f(x) ist die lofale Diskontinuitit der Funktion nie
yriofier als ihre Variation.

153. Sind z,, x, und z; drei Punkte des Definitionsbereichs .4
unserer monotonen Funktion f(x) und ist

2 < T < 23,

so folgt aus der Gleichung (3) des vorigen Paragraphen in Verbindung
mit dem Satze 2 des § 105, daB stets

(1) D(zy,25) = D(ay,25) + D(,5)
sein muB. Nun sei , ein fester Punkt und # ein beliebiger Punkt von 4;
wir definieren auf dem Gebiete 4 eine Funktion y(z) folgendermaBen:
l ¥ (z) = D(z,, %) fir = > z,,
©) l V(&) =—D(z,2,) fiir z<a,
Y(z,) = 0.

Mit Hilfe von (1) sieht man sofort ein, daB, wenn z, und z, zwei be-
liebige Punkte von A bedeuten und #, < x, ist, die Gleichung

(3) ¥ (@) — ¥(m) = D (y,5)
stattfinden muB. Hieraus folgt aber, daB ¢ (x) eine monoton wachsende
Funktion ist, und daB in jedem Intervall ihre Variation gleich der to-

talen Diskontinuitit von f() ist. Ferner liefert die letzte Gleichung in
Verbindung mit den Relationen (3) und (5) des vorigen Paragraphen

“) f(@s) — flx,—0) < P () — ¥(zy),
®) (@, +0) — f(z) L ¥ (z5) — ¥(ay),
(6) (@) — fla) 2 ¥ (%) — ¥(ay).

Aus der Relation (4) folgt
im (3 (zy) — ¥ () > (@) — F(23—0)

xy=x,—0
¥(25) — ¥(2—0) 2 f(2,) — f(zs—0);
dhnlich schlieBt man aus (6)
(@) — f(@s —0) 2 ¥ (5) — (2, —0)

oder
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und diese beiden Relationen geben zusammen

¥(2;) — ¥ (2 — 0) = f(25) — f(2y—0).
Ebenso folgt aus (5) und (6)

V(@4 0) — ¥ () = (2, +0) — f(=,).
Da die Punkte z, und z, ganz beliebige Punkte von A waren, sehen wir
also, daB fiir jeden Punkt  von 4 die Gleichungen

o [ 90 ~$=0 =) - fle=0),
¥(z+0) — ¥() = flz+0) - f(2)
gelten miissen. Aus diesen beiden letzten Gleichungen folgt nicht nur,
daB in jedem Punkte von 4 die Schwankung der Funktion () gleich
der Schwankung von f(z) ist, sondern auch nach der GJeichung (3) des
vorigen Paragraphen, daB die totale Diskontinuitéit von 4 (x) in einem
beliebigen Intervall z, < # < z,, dessen Endpunkte in 4 enthalten sind,
gleich der totalen Diskontinuitét von f(#) in diesem Intervall ist. In
einem solchen Intervall ist also die totale Diskontinuitét von 3 (z) gleich
ihrer eigenen Variation.
~ Setzt man
® . (@) = ¥ (@) + (%),
so ist fiir je zwei Punkte 2, und 2, von 4
(@) — (@) = ¥ (@) — v(2) + 2(23) — 2(,)

und daher nach (6), wenn z, < z, ist,

2(25) — 2(z,) 2 0.

Die Funktion y(z) ist also monoton wachsend; ferner folgt aus (8)
nach dem Ergebnis des § 146

f(@+0)~flea—0)=¢(@+0) —¥(@—0) + x(x+ 0) — (= —0)
oder, wenn man die Gleichungen (7) beriicksichtigt,
1@ +0) — z(—0)=0.
Die Funktion y(z) ist also eine stetige Funktion, und wir haben den
Satz:

Satz 9. Jede auf einem linearen Gebiete A definierte monoton wachsende
Funktion f(z) kann als Summe von zwei monoton wachsenden Funktionen
Y () und y(z) betrachtet werden, deren erste (x) in jedem abgeschlos-
senen Teilintérvall von A eine totale Diskontinuitiit besitzt, die gleich ihrer

eigenen Variation und auch gleich der totalen Diskontinuitit von f(z) in
diesem Intervall ist, und deren zweite y(x) eine stetige Funktion ist.
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154. Ist ¢ eine Konstante und setzt man
6y ¥(2) =v() +ec, wz) = 1(2) — ¢,
so ist wiederum ¥ (z) eine monoton wachsende Funktion, deren totale
Diskontinuitit in irgend einem Teilintervall von 4 gleich ihrer Varia-

tion in diesem Intervall ist, und %(z) ist eine stetige monoton wachsende
Funktion; tiberdies hat man

f(@) = 9(@) + 7).
Man erhilt auf diese Weise simtliche Zerlegungen von f(z) in eine

Summe von zwei Funktionen, welche die oben genannten Eigenschaften
haben. Denn aus der Stetigkeit von 7(z) folgt

f(@+0) — fl&) = ¥(z + 0) — ¥(x),

f(@) —f(@—0) =P (z) — ¥(z-0),
und hieraus, daB in jedem Intervall, dessen Endpunkte in 4 liegen, die
totalen Diskontinuititen von f(z) und % (x) einander gleich sind. Folg-
lich miissen die Variationen von ¢(z) und %(z) in jedem solchen Inter-
vall ebenfalls einander gleich sein; d. h. man muB fiir jeden Punkt z
von A B ~_

¥() = ¥(a) = ¥(2) — (2,

haben, woraus dann leicht die Gleichungen (1) folgen.

155. Es sei mit
1 Zyy Tgy v e -
eine abzihlbare Punktmenge bezeichnet, die auf dem linearen Gebiete 4
iiberall dicht liegt; ferner sei jedem Punkte x, eine Zahl y, zugeordnet
und fiir zwei beliebige natiirliche Zahlen %, %, sei stets
2 (xi:. - xk,) (?/1;l —4,)=20.
Ist dann z irgendein Punkt von 4 und mit p,, Dy, - .. diejenige Teil-
menge der natiirlichen Zahlenreihe bezeichnet, fiir welche
(3) Ty > %
ist, und setzt man

f(z) = untere Grenze von War Ypar -+

so ist die Funktion f(«) wegen (2) monoton wachsend und auBerdem
ist fiir jede natiirliche Zahl %

4) flx) = y,.

Wir bezeichnen mit @(z) und ¢(2) die Limesfunktionen der so-
eben konstruierten Funktion f(z) und bemerken, daB jede monoton
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wachsende Funktion f,(z), welche die Bedingung

(5) fi(@) =9 (k=1,2,...)
befriedigt, dieselben Limesfunktionen wie f(z) haben muB. In der Tat
liegen in jedem Teilintervall des linearen Gebietes 4 Punkte z;, fiir

welche
@) = fi(=)
ist, und daher folgt auch fiir jeden Punkt z von A

f@+0)=f,@+0) wd f(z—0)=fi(z—O0).

Es ist also
(6) p(2) L f1(2) £ D(2)

und hieraus folgt, daB die Punktmenge, in welcher die Funktion f,(x)
von f(z) verschieden sein kann, aus den Unstetigkeitspunkten von f(x)
besteht, die in der Folge (1) nicht enthalten sind.

Umgekehrt wichst jede Funktion f,(z), die die Bedingung (6)
erfiillt, monoton (§ 149, Satz 4). Die Gesamtheit der monoton wachsen-
den Funktionen, welche in den gegebenen Punkten z, die vorgeschrie-
benen Werte y, annehmen, fillt also zusammen mit der Gesamtheit der
Funktionen, die die Bedingungen (5) und (6) zugleich befriedigen.

156. Die Unstetigkeitspunkte einer monoton wachsenden Funktion
konnen iiberall dicht auf dem Gebiete 4 liegen.

Wir ordnen, um dies an einem Beispiele zu zeigen, jedem Punkte
des Intervalls 0 <z <1, mit rationaler ¥
Abszisse p:q (p undg teilerfremd), deren 1% .....
Nenner ¢ eine Potenz von 2 ist, zwei 41 Fig. 11 . !
Zahlen @(z) und ¢ (z) zu, die durch T I !
folgende Regel berechnet werden, nach- * b1 .
dem wir noch auBerdem 3

(1) 2(0)=9(0) =
und
(1) = p(1) =1 41

gesetzt haben Man zerlege das Ordi- % 3t E
natenintervall von @(0) bis @(1) (siehe T I-»-
Flg 11) in drei gleich» Teile und setze ;o= —~—

r

H(E-----

1
T
5 3

¢(3) gleich der Ordinate des unteren + * % LN B s
Teilpunktes und @ (%) gleich der des oberen; d. h. es sei

2) o) =% 26 ==

Zi1 4
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Dann teile man wieder die Ordinatenintervalle von ®(0) bis ¢(3) und
von @(}) bis (1) je in drei gleiche Teile und wihle ebenso die unteren
Teilpunkte fiir () bzw. @(3), die oberen Teilpunkte fir @ (%) bzw.
@(3). Ebenso teile man, um im allgemeinen
2n +1 2n+41
3) ® (—15—,1-——) und @ (W“)
zu bekommen, das Ordinatenintervall
n n-1
2 (5t) <y <o (375)

in drei gleiche Teile und setze die erste der Zahlen (3) gleich der Ordi-
nate des untersten dieser Teilpunkte, die zweite der Zahlen (3) gleich
der Ordinate des obersten Teilpunktes; d. h. es gelten die Rekursions-

formeln
o e Tel) + o)
o) - ofat) + 3032

Wir haben auf diese Weise die Funktionen ¢(z) und ®(z) auf einer
abzihlbaren Punktmenge z,, 2,, z,, . . . definiert, die auf dem Intervall
0 <z <1 iberall dicht liegt; hierbei ist

®) By=, Ty =5, Ty=§, Ty =§, % =3, .
und fiir jedes z,
(6) o) < D ().

Sind ferner 2, und x, zwei Punkte unserer Folge und ist Z2; < &, SO
zeigt man leicht, daB

) Q(xj) < o(xy)

ist. Aus (6) und (7) folgt erstens nach dem vorigen Paragraphen, daB
man im Intervall 0 < <1 zwei monoton wachsende Funktionen
() und @(x) bestimmen kann, welche in den Punkten der Folge (5)
die vorgeschriebenen Werte annehmen und zweitens, daB die Gleichungen

(8) D(z+0) = p(r+0) und D(z—0) = p(z—0)

itberall befriedigt sind Die Gleichungen (8) zeigen, daB die Funktionen
@(z) und @(z) dieselben Limesfunktionen besitzen und daB also ihre
BSehwankung S(z) in jedem Punkte mindestens gleich dem absoluten Be-
trage ihrer Differenz ist. Fiir die Punkte der Folge (5) ist insbesondere

9) S(z) 2 0(x,) — P(z)-
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Die totale Diskontinuitit D(0, 1) der beiden Funktionen im Intervall
0 <z <1 geniigt nun der Bedingung

(10) DO, 1) = 35(z)
und es ist daher nach (9)
(11) D0, 1) = S(P@w)—9(@).

Nun ist aber, wenn man die letzte Summe ausrechnet,
Z(Q(xk)_¢(5‘k)) = ‘;— +—:i+ '§‘3+ e
k
1 2 2\ .
1

und also
(12) D(0,1)>1.

Anderseits ist, wegen der Bedingungen
O<p@)<l, 0<P@@)<1

die Variation der Funktionen @(x) und ¢(z) hichstens gleich Eins im
Intervall 0 <z <1 und dies ist nur dann mit (12) vertriglich, wenn

[ DO, 1)=1
(13) l = g(@(xk) — (@)

ist. Aus der letzten Gleichung folgt aber, daB die Gleichheitszeichen
auch in den Relationen (9) und (10) gelten miissen, und dies besagt
erstens, daB unsere Funktionen auBer in den Punkten der Folge (5)
keine Unstetigkeiten haben konnen und zweitens, daB ihre Schwankung
in diesen Punkten gleich ihrer Differenz ist. Hieraus folgt, wenn man
noch die Gleichungen (8) beriicksichtigt, daB @(z) aufwirts und @(z)
abwirts halbstetig ist.

157, Jeder beschrinkten, in einem abgeschlossenen Intervall de-
finierten, monoton wachsenden Funktion f(x) kann man ein geometrisches
Bild zuordnen, das man den Graph der Funktion nennt. Der Graph ist
eine ebene Punktmenge, die aus allen Punkten der zy-Ebene besteht,
deren Abszissen z auf dem abgeschlossenen Intervall

1 4: aLz<b
liegen, und deren Ordinaten y der Bedingung
@) p(2) Sy < 0(2)

Carathéodory, Reslle Funktionen. 9. Auf. 11
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geniigen, in der wieder

®) ¢(z) =f(z—0), @(z)=[f(=+0)

genommen worden sind. Zwei mono-
ton wachsende Funktionen, welche
dieselben Limesfunktionen besitzen,
haben demnach denselben Graph;
insbesondere ist der Graph von f(z)

derselbe wie der Graph von @(z)

und ¢(x).

Der Durchschnitt des Graphs
von f(z) mit einer Parallelen

* g == zur y-Achse, welche die
z-Achse in einem Punkte £ von 4
schneidet, besteht nach (2) entweder
aus einem einzigen Punkt oder aus einem abgeschlossenen linearen
Intervall auf der betrachteten Geraden.

Fig. 12.

1568. Wir wollen jetzt die Punkte des Graphs bestimmen, die auf
einer Parallelen y = % zur z-Achse liegen, und bemerken dazu, daB die
Abgzissen dieser Punkte, d. h. die Werte von z, fiir welche

p(2) <1< D(2)
ist, mit dem Durchschnitt der beiden Punktmengen
@) Mp@ <) wd M(D@ 1)
identisch sind. Es geniigt den Fall zu untersuchen, in dem die gegebene
Funktion f() nicht konstant ist; setzt man
©) ¢—9(@) wd §—DE),
80 ist dann ¢ < 8 und eine der beiden Punktmengen (4) ist leer, sobald
7 nicht auf dem abgeschlossenen Intervall
6) 4 e<y<p
liegt. Anderseits ist aber fiir « <5< f keine der Punktmengen (4) leer
und diese Punktmengen sind beide — weil () abwirts und @(x) auf-
wiirts halbstetig ist — abgeschlossen auf 4 (§ 136, Satz 3). Beriick-
sichtigt man noch die Monotonie dieser Funktionen, so sieht man, daB
es in A zwei Punkte § und £ gibt, so daB die erste Punktmenge (4) iden-
tisch ist mit der Punktmenge _
(M a<z <E
und die zweite mit der Punktmenge
(8) E<a <1
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I"Ibrigens muB £ ég_sein, denn sonst wiirde in 4 mindestens ein_ Punkt &
existieren, so daB £ < £'< £ wire. Es wiirde dann aus £"> £ die Re-

lation
pE) >

D(E)<7

folgen, was nicht zu gleicher Zeit stattfinden kann, weil stets ¢ (§) < ®(£")
sein muf. Der Durchschnitt der beiden Punktmengen (7) und (8) be-

steht_ also im Falle £ =§ aus einem einzigen Punkt # = § und im Falle
& << & aus dem abgeschlossenen Intervall

E<a<E

und aus £'< £ die Relation

Die Zahlen & und § kénnen als Funktionen von % aufgefaBt werden,
deren Definitionshereich das abgeschlossene Intervall 4, ist; wir schreiben

9 E=o,(n), = D, (n).
Nach unseren bisherigen Uberlegungen ist dann stets
(10) P1(n) < 2,(n)

und der Durchschnitt des Graphs mit der Geraden y = % durch die Be-
dingung :
(11) o) 2 < 2, (n)

charakterisiert. Die Bedingung (11) wird mithin durch genau dieselben
Punkte der zy-Ebene befriedigt, wie die Bedingung (2).

159. Wir wollen jetzt zeigen, daB die Funktionen g, (y) und @,(y)
als Limesfunktionen einer monoton wachsenden Funktion von y auf dem
abgeschlossenen Intervall 4, aufgefaBt werden kénnen.

Es seien 7 und 5’ zwei Punkte von 4, und 4 < 5" wir setzen

E=2,(n), &=p().

Da die erste der Punktmengen (4) und die Punktmenge (7) identisch
sind, ist

B <,
und ebenso findet man
2(E) 27"
Hieraus folgt mit Beriicksichtigung von 5 <7’
‘P@) < 2(8),

11*
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was nicht moglich ist, wenn £'< E sein sollte (§ 148, Satz 2). Aus
n < 7’ folgt also £ < &', oder

(12) 2,(n) £ 91(n")-

Mit Hilfe von (10) hat man dann auch

o, () L oi(n) wd D,(n) < D,(n),

d. h. die beiden Funktionen ¢, (¥) und @, (y) sind monoton wachsend.
Hieraus folgt mit Beriicksichtigung von (10)

P () £ 9,(1+0) < @, (n +0);
anderseits aber hat man, weil die Relation (12) eine Folge von <<%’ ist,
2, (n"=0) £ ¢ (7).

Nun folgt aber, nach dem Satze 4 des § 149, aus diesen letzten Rela-
tionen, die fiir jedes beliebige 1 oder %’ innerhalb A4, gelten und- die
man daher schreiben kann

D,(y—0) <L 9,(y) < D,(y+0),

daB die beiden monoton wachsenden Funktionen ¢,(y) und @, (y) die-
selben Limesfunktionen haben miissen.
Da die zweite der Punktmengen (4) und die Punktmenge (8) iden-
tisch sein sollen, folgt aus
E=o.(n)

2() <7

sein muB. Ist dannn” eine Zahl zwischen @(£") und %, so muB £'<g,(n")
sein; denn aus &' > ¢, (") wiirde, entgegen der Definition von %”, die
Relation @(§") > 1" folgen. Man kann also, weil " <7 ist und ¢, (1)
monoton wichst, schreiben:

E<g(n—0).
Da die letzte Relation fiir alle Zahlen £'<<E gilt, ist auch £ < o, (4 —0)

oder
P ("7) Lo(p—0).

Anderseits ist aber @, (y) monoton wachsend und daher
@ (1—0) < . (n);

@ (n—0) = @ (n),
d. h. die Funktion ¢, (y) ist nach unten halbstetig. Ganz &hnlich

und aus §'< &, daB

man muf also haben
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beweist man, daB
D, () = D,(n+0)

ist, d. h. daB die Funktion ®,(y) nach oben halbstetig ist. Hiermit
ist das behauptete Resultat bewiesen.

160. Die beiden monoton wachsenden Funktionen @ (z) und @, (y)
haben nach dem Obigen die Eigenschaft, denselben Graph zu besitzen.
Die Beziehung zwischen den Funktionen ®(z) und tp(x) einerseits und
den Funktionen @, (y) und ¢, (y) andererseits ist also eine symmetrische
und dieselben Uberlegungen, die uns erlaubt haben @;(y) und g, (y) zu
berechnen, wenn @(z) oder ¢(x) gegeben waren, fuhren zur Bestim-
mung von @(z) und ¢(z), wenn man D,(y) oder ¢,(y) kennt.

Aus der Bedeutung der Relationen (7) und (8) des § 158 folgt, wie
wir schon bemerkt haben,

p(B)<n<L 2(Y),
was man auch schreiben kann

) P(2,m) < < (9, )-

Fiir jeden Punkt y des Gebietes 4, haben wir also

@) 9(2,®) <y < D(9,®);

ebenso muB fiir jeden Punkt z des Gebietes 4 die Relation
3) P (P@) < 2 < Dy (p@)

erfiillt sein.
Sind die Funktionen @ (x) und ¢ () nicht stets wachsend, d. h. gibt
es zwel Punkte £’ und £” des Gebietes 4, fiir welche

E<t” wd )= @) =9E")= 2E") =1
ist, so muB zugleich
() <E und @ (n)2¢"

sein, d.h. die Funktionen @, (y) und ¢,(y) besitzen eine Unstetigkeit
im Punkte y =#. Ist umgekehrt dieses der Fall, d.h. ist @ (7)< ®,(7),
so muB

¢(2,m) = 2(p, ()
stattfinden und dies in Verbindung mit (1) liefert

(D, () = D(p; (),

was nur dann moglich ist, wenn die Funktionen ¢ () und @(z) nicht
stets wachsend sind.
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Die Funktionen @, (y) und ¢, (y) sind also dann und nur dann stetig
im Gebiete 4,, wenn eine der Funktionen @ (z) und ¢(z) (und dann auch
beide) im Gebiete A stets wachsend sind. Und ebenso sind @(x) und
¢(z) dann und nur dann stetig in 4, wenn die Funktionen ®@,(y) und
@, (y) stets wachsend in 4, sind.

Ist die Funktion ®(z) stetig und stets wachsend, d: h. ist fiir jeden

Punkt z von 4
?(2) = p(2)

und fiir jedes Punktepaar ', " dieses Gebietes, fiir welches 2’<<z" ist,
auch

B(z') < B(z"),

so ist die Funktion @, (y) stetig und stets wachsend, und man hat ins-

besondere
P, (y) = 91 ()-
Die Relationen (2) und (3) werden dann einfach
2(2,@) =y, D (P@) =2

und die Funktion z = @,(y) heilt die zu y = &(z) inverse Funk-
tion, oder auch die Umkehrung der Funktion ®(z).

161. Die Summe von zwei stetigen und stets wachsenden Funk-
tionen hat dieselbe Eigenschaft, ebenso das Produkt von zwei derartigen
Funktionen, falls sie positiv sind (§ 131, Satz 9).

Ebenso sieht man leicht ein, daB, wenn y = ¢(u) und » = f(x),
beide stetig und stets wachsend sind, dasselbe von

y=v(f@)
gelten muB (§ 138).

Da die Funktion y = 2 monoton und stets wachsend ist, so gilt
auf der Punktmenge 0 <z <+ oo dasselbe von y=2-2=2% Die Um-
kehrung dieser Funktion

y= V;:

die fiir nicht negative z definiert ist, hat demnach dieselbe Eigenschaft.
Ebenso sieht man, daB dieUmkehrung von y=2™ (fiir ganzzahlige m),
die fiir positive # definiert ist, stetig und stets wachsend ist; man schreibt

diese Funktion in der Gestalt
1

y=axm.
Endlich kann man, wenn man
1
y=1pw)=us und wu=f(z)=2"
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setzt und die Bezeichnung

2
v (f@) = z*

2
einfiihrt, nach dem obigen Resultat schlieBen, daB z¢ fiir positive Werte
von z definiert ist und eine stetige und stets wachsende Funktion von
« darstellt, deren Inverse leicht zu berechnen ist.

Erzeugung stetiger Funktionen.
162. Da unter allen Punktfunktionen die Klasse der stetigen Funk-
tionen die einfachsten und daher wichtigsten Funktionen umfaft, ist es

notwendig, bestimmte Regeln anzugeben, durch welche man derartige
Funktionen bilden kann.

Zunichst bemerken wir, daB, wenn P einen Punkt des %-dimensio-
nalen Raumes mit den Koordinaten
P:og, @y y®yy..o, @,
bedeutet, fiir jeden festen Wert von % die Funktion
f(P) = =,
stetig ist. Die Gesamtheit der Punkte

r ’ ’
. Q: xy ..., 1),
fiir welche

n—h<az' <z +h (R>0)

ist, ist ndmlich eine Umgebung von P, fiir welche

If(P) — QI <h

ist, dieses ist aber fiir die Stetigkeit von f(P) hinreichend (§ 130, Satz 3).

Ebenso sieht man, daB jede Konstante eine stetige Funktion dar-
stellt. Benutzt man die Sitze, daB Summe und Produkt von stetigen
Funktionen wieder stetige Funktionen sind, so sieht man leicht ein, da
ganze rationale Funktionen oder, wie wir sagen wollen, Polynome in
den n Verinderlichen 2, . . ., , stetig sind. Denn man kann jeden Aus-
druck der Form

Saa kgt g
als eine Summe von Produkten von stetigen Funktionen ansehen.

Ebenso ist jede rationale Funktion mehrerer Veriinderlichen stetig,
solange der Nenner nicht verschwindet.

163. Zu neuen stetigen Funktionen kommt man durch Einsetzen
von Polynomen in nicht rationale stetige Funktionen einer Verénder-
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lichen, z. B. in solche, die man durch Inversion von monotonen stets
wachsenden Funktionen erhélt. So ist z. B. der Ausdruck

Vi, —9)" + (@—%) + - - + (@.—9,)
eine stetige Funktion der 2% Veriinderlichen z, ... z,, ¥, ...y,, die fiir

Jeden Punkt dieses 2#-dimensionalen Raumes definiert ist, weil der Aus-
druck unter dem Wurzelzeichen nie negativ sein kann.

164. Zu komplizierteren stetigen Funktionen kann man mit Hilfe
des folgenden Satzes gelangen:

Satz 1. Es seien die Funltionen f,(P) und f,(P) auf den perfekten
Punkimengen A, bew. A, stetig und in den Punlkten des Durchschnities
A A, cinander gleich. Damn ist die Funktion f(P), die auf der Ver-
einigungsmenge

A=4, + 4,

definiert ist und in jedem Punkte von A, gleich f,(P), in jedem Punkte
von A, gleich f,(P) ist, ebenfalls stetig auf A.

Ist némlich « eine beliebige endliche Zahl, so besteht die Teilmenge
M M(f= o)

von A aus der Vereinigung der Teilmengen M(f, > ¢) von A4, und
M(fy > &) von A4;. Die letzten Punktmengen sind relativ zu A, und
A, abgeschlossen (§ 136, Satz 3); da aber 4, und A, perfekte Punkt-
mengen sind, miissen sie (§ 74, Satz 3), und daher auch ihre Vereini-

gungsmenge (1) im gewdhnlichen Sinne abgeschlossen sein und ebenso
sieht man, dafB

M(f< o)

eine abgeschlossene Punktmenge ist. Dies ist aber nach dem Satze 4
des § 136 hinreichend dafiir, daB f(P) eine stetige Funktion sei.

165. Unter den stetigen Funktionen, die man mit Hilfe des letzten
Satzes bilden kann, sind die stiickweise linearen Funktionen beson-
ders zu erwihnen.

Fiir Funktionen einer Ver-
dnderlichen zerlegt man das In-
tervall, in dem die Funktion de-
finiert werden soll, in eine end-

)
1

L
[} D .
1

liche Anzahl von Teilintervallen
o und gibt sich die Werte der
Funktion in den Endpunkten £, &, ... dieser Teilintervalle. Im Inneren

El E‘! E‘] E‘ ES
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dieser Intervalle ist dann die Funktion durch die Bedingung der Linea-
ritdt eindeutig bestimmt.¥)

166. Aus dem Resultat des § 138 folgt ohne weiteres, daB die
Funktion von & Verinderlichen, die man erhiilt, wenn man in einer ste-
tigen Funktion von n Verinderlichen (% — k) unter diesen GroBen gleich
Konstanten setzt, auf jeder in sich dichten Teilmenge ihres Definitions-
bereiches ebenfalls stetig ist.

Insbesondere sind die Funktionen der einen Variablen z,

(@, Ggy ooy @1y Ty Gy ey B),
die man erhilt, wenn man alle Variablen bis auf die Eine z, festhilt,
stetig.

Die Umkehrung dieses Satzes ist aber nicht richtig; es gilt viel-
mehr der

Satz 2. Eine Funktion von n Verinderlichen kann, als Funktion
Jjeder einzelnen ihrer Variablen aufgefaft, stetig sein und doch als Punkt-
funktion des n-dimensionalen Rawmes Unstetigheiten aufweisen.

Wir wollen dies an einem Beispiele zeigen:
Wir betrachten die Funktion f(z, y), die im Punkte z =y =0 ver-

schwindet,
’ f (07 O) =0,
und in allen anderen Punkten der Ebene durch die Gleichung
./
f(x) .7/) - w"’—}-y?

gegeben ist. Fiir y = y, ist unsere Funktion als Funktion von z stetig,
sowohl wenn g, 0 ist, als auch wenn y,= 0 ist, in welchem Falle f(z,0)
identisch verschwindet. Ebenso ist f(z,y) stetig als Funktion von y,
wenn man z =z, setzt. Anderseits gibt es in jeder Umgebung des
Punktes 2 = y = 0 Punkte, in denen z =y ist; fiir diese Punkte hat
f(z,y) den Wert 1, solange z <= 0 ist, und den Wert Null, wenn #=0
ist. ¥¥)

*) Ahnlich muB man sich fiir Funktionen von zwei Verinderlichen die Werte
der Funktion in den Ecken eines Dreiecknetzes, fiir Funktionen von drei Ver-
inderlichen ihre Werte in den Eckpunkten eines Tetraedernetzes usf. geben.

**) Man kann das Beispiel leicht so modifizieren, daB w = f(z, ) auf jeder
Geraden der Ebene stetig und dennoch als Funktion von zwei Veriinderlichen
unstetig ist. Man braucht bloB wieder £(0,0)=0 und in allen anderen Punkten
der Ebene

—_yzr
f(zi y) x 4 + y 2
zu setzen.
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Konvergente Funktionenfolgen.

167, Es sei A eine beliebige Punktmenge und auf A seien abzihl-
bar viele Funktionen

@) fi(P), f(P), - -

definiert. Diese Funktionen konnen nun iiberall endlich sein, ohne doch
beschriinkt zu sein (§ 121). Ferner kann eine jede der Funktionen f, (P)
iiberall beschrinkt sein, ohne da8 doch eine Zahl M zu existieren
braucht, so daB fiir jedes k

@) (Pl< M

1st. Es ist z. B., wenn fi(P) =% ist, jede Funktion f,(P) beschrinkt,
aber es gibt keine Zahl 1, die alle |f,(P)] iibertrifft.

Existiert dagegen eine solche Zahl M, so daB fiir jedes % die Un-
gleichheit (2) erfiillt ist, so heiBt die Funktionenfolge gleichmiBig
beschrinkt auf 4.

Ist jetzt P ein bestimmter Punkt von 4, so sagt man, daB die
Folge (1) im Punkte P konvergiert, wenn

lim ,(P)

existiert. Konvergiert die Funktionenfolge in jedem Punkte P von 4,
s0 heiBt die Folge f,(P) auf 4 konvergent. Dann ist durch

fi(P) — f(P)
eine neue Funktion auf A definiert.
Die Grenzfunktion f(P) braucht nicht endlich zu sein, wenn die

einzelnen Funktionen f,(P) endlich sind, ja selbst dann nicht, wenn sie
beschrinkt sind. Setzt man z B.

f(P) =F,

so ist die Folge konvergent und besteht aus lauter beschréinkten Funk-
tionen und es ist trotzdem die Grenzfunktion f(P) identisch gleich + oco.

Dagegen muB die Grenzfunktion f(P) beschrinkt sein, wenn die
Folge (1) gleichmiifiig beschrinkt ist. Ist nimlich die Bedingung (2)
fiir jedes & erfiillt, so muf auch in jedem Punkte P von A4

lim [£,(P)| = | (P)| < U
sein (§ 99, Satz 7).

168. Die Umkehrung gilt aber nicht. Es kann die Grenzfunktion
f(P) beschriinkt sein, ohne daB die f,(P) gleichmBig beschriinkt wiren.
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Es sei z. B. die Funktionenfolge der einen Veréinderlichen z auf dem
abgeschlossenen Intervall 0 < z < 1 folgendermafien definiert:

£:(0)=0, (1) =0, Y
AlE)=0 ) =h o

und zwischen diesen Punkten sei f,(#) linear.
Die gegebene Funktionenfolge konvergiert

iiberall gegen Null: fiir x = O ist dies selbstver-

standlich; fiir 2 > 0 ist aber f(z) =0, sobald 77

Tig. 14,

|
) >% ist. Trotzdem ist die gegebene Folge "5T __i_ T
nicht gleichmiBig beschrinkt. 2k &

169. Ganz ihnlich kann man sehen, daB eine Folge von stetigen
Funktionen gegen eine unstetige Funktion konvergieren kann. Es seien
wieder die f,(z) stiickweise linear und zwar sei

fk(x)-o fir ‘x‘—~ % fk(0)=1
und f,(«) linear in den abgeschlossenen Intervallen
——l-ﬁx_<_0 und 0_<_a:£-}—-

Dann ist die Folge f;(2) konvergent und die Grenzfunktion f(x) gleich
Null fiir x40 und gleich Eins far z=0.

Ein anderes Beispiel dieser Art ist folgendes:
Man setze

filz) = I:l—_lk—x—,; ! Fig. 15.
die Funktion f,(z) ist stetig fiir alle #. Fiir =0 ist
:(0)=1, also limf,(0)=1;
fiir z == O ist aber =

k k
170. Die Dirichletsche Funktion. Man kann von stetigen
Funktionen ausgehend durch sukzessive Anwendung von Grenzprozessen
sehr komplizierte unstetige Funktionen bilden. Wir wollen auf diese
Weise die Funktion einer Verinderlichen 2 darstellen, die fiir alle ratio-
nalen Werte von z gleich Eins ist und fiir alle irrationalen Werte von
verschwindet.

Die rationalen Punkte der x-Achse lassen sich in eine Reihe

Oy, gy . ..

lim f,(z) = O. =5 0 1
k=00
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bringen. Wir setzen

o(z) = hm i +ka:’

und
v,(2) =9@—u)+e@—a)+- -+ 9E—a,).
Dann ist
F(z) = lim v, (2)

die gesuchte Funktion. Ist in der Tat z irrational, so sind alle (x—e,,)+0
und alle p(z — «,,) = 0; fiir jedes » ist also ¥,(x) =0 und mithin auch
F(x) = 0. Ist aber 2=, so ist fiir jedes n>p

'pn(x) = 1 Y
also ist auch die Grenzfunktion F(z) = 1.

Setzt man
gkn(w) T 1 k@—ay)t + 14 k(z—a,)? +oeet 14+ k(x—e,)??

so ist (§ 99, Satz 9)

wn (x) = ,}1=H°l° gkn(x)
und

(1) F(z) = lim lim g, ,(x).
n=o k=00

Man beachte die Reihenfolge der Limites; es ist, wie wir im § 111
schon gesehen haben, nicht statthaft, die Reihenfolge von zwei Grenz-
prozessen ohne weiteres zu vertauschen. Hier wire z. B.

@) lim lim g, ,,(2) = + o0
k=0 n=0

und nicht gleich F(z). In der Tat gibt es unendlich viele rationale
Zahlen «, im Intervalle von (x— 1) bis (x4 1), also unendlich viele

Indizes p, fiir welche
1

1
1fk(lz—ap)? > 1%

Also ist die Summe

hm glcn(x)
aller Ausdriicke "
1
1 k(x—a,)?

gleich + co. Das gleiche gilt dann auch vom Ausdrucke (2).
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Gleichmi#Bige Konvergena.
171. Es sei die Funktionenfolge

1) fi(P), f(P), - -

auf der Punktmenge 4 konvergent und die Grenzfunktion f(P) sowohl
wie auch die einzelnen Funktionen f,(P) endlich.
Wir betrachten die Folge der nicht negativen Funktionen

@ 9u(P) =1 (P) — F(P)I;
man nennt manchmal £,(P) die kte Approximation der Funktion f(P)

und ¢, (P) den Fehler der kten Approximation. Da die Folge (1)

konvergiert, so ist
¢ (P) — 0.

Nun setzen wir mit der Bezeichnung des § 121
P = G(p;4);
die Zahl &,, welche die obere Grenze der Funktion ¢, in der Punkt-
menge A darstellt, hiingt nicht mehr von der Lage des Punktes P ab.
Im Beispiele des § 168 ist &, =% und
&, —> 4 oo,

Die Funktionenfolge (1) kann also konvergieren, ohne daB die #,
gegen Null konvergieren; ist das aber der Fall, ist also
lim 9, =0,
k=

80 sagt man, daB die Funktionenfolge (1) gleichmidBig auf der Punkt-
menge A konvergiert.

172. Folgende zwei Sitze finden eine hiufige Anwendung:

Satz 1. FEine gleichmifig konvergierende Folge won beschrinkten
Funktionen st gleichmifig beschrinkt, und FLonvergiert gegen eine be-
schrdnkte Funktion.

Man kann mit den Bezeichnungen des vorigen Paragraphen , so
wihlen, daB fiir £ >k, die Relation &, <1 besteht. Ist dann k>Lo, S0
ist in Jedem Punkte P von 4

fi(P) — f,,(P) = (i(P) — {(P)) — (f,,(P) — (D))
und folglich
™ 11:(P) — fi,(P)]| £ 9:(P) + 9, (P) < 2.
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Nach Voraussetzung gibt es zu jeder positiven ganzen Zahl & eine
positive Zahl M, so duB fiir jeden Punkt P von 4

(P < M,
ist. Fiir &>k, ist nun nach (1)
I(P)| L |1 (P)| + | P) — £, (P)| < My + 2.
Bedeutet daher I/ die groBte der k, Zahlen
M, M,..., M,_,, M +2,

If(P)| < M,

d. h. die Funktionenfolge ist gleichm#Big beschrinkt. Der zweite Teil
des Satzes ist nach dem § 167 eine Folge des ersten.

so ist fiir jedes &

Satz 2. Eine gleichmdfig konvergierende Folge von Funktionen, die
i etnem Punkte P stetig sind, konvergiert gegen eine tm Punkie P stetige
Funktion.

Nach Voraussetzung (§ 171) ist die Grenzfunktion f(P) endlich.
Ist ¢ eine beliebig vorgeschriebene positive Zahl, so. kann man % so
wihlen, dafB '
g < =

ist. Die Funktion f(P) ist im Punkte P endlich und stetig; man kann
eine Umgebung Up von P finden, so da fiir jeden Punkt @ der Punkt-
menge UpAd
@ —AD)I<5
ist. Nun ist
If(P) —fu(P)| = 9u(P) < 0, < 5
und
(@)~ DI = e (Q<H< g
Endlich ist
f(P) = (@) = (FB —f;®) + (fulD) — (@) + (ful@ — F(Q)
und daher
If(P) — F(QI LIf(R)—f(P)| + |f(P) — (DI + (@) — F(Q)]
<s.

Da die letzte Ungleichheit bei beliebiger Wahl von & fiir jeden
Punkt einer geeigneten Umgebung von P gilt, ist f(P) stetig in P.
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Auf ganz analogem Wege hitte man zeigen konnen, daB die Grenz-
funktion einer gleichmiiBig konvergierenden Folge von Funktionen, die
alle in einem Punkte P nach oben (oder unten) halbstetig sind, eben-
falls in P nach oben (unten) halbstetig ist.

173. Durch gleichmiBig konvergierende Folgen von Polynomen
kann man Funktionen darstellen, die keine Polynome sind. Setztman z.B.

f(@)=14+z+2*+-..-+
1—gk+1
[ R

so ist fiir (2| <1
11m |#¥| =0 und hm ﬁ(x) =

— &

Man hat demnach
xk‘ +1 ‘

P (%) =

und, wenn & eine positive Zahl zwischen Null und Eins bedeutet und
z im Intervalle

1) —14s<2<]l—¢

liegt,

—

a- s)k«l-l
0 (@) <0 = .
Es ist also (§ 103)
lim &, =0
k=o»
und die Konvergenz eine gleichmiBige im Intervalle (1).
174. Eine auf der Punktmenge A definierte Folge

M) fi(P), f5(P), -

von Funktionen heiBt monoton wachsend oder abnehmend, wenn fiir
jeden Punkt P von A4 die Zahlenfolge (1) monoton wachsend resp. ab-
nehmend ist. Monotone Folgen von Funktionen sind natiirlich stets
konvergent (§ 102) und geniigen den folgenden beiden S#tzen:

Satz 3. Eine monoton wachsende Folge von Funktionen, die in einem
Punkte P, von A alle nach unlen halbstetig sind, konvergiert gegen eine
im Punkte P, nach unten halbstetige Funktion. Ist die Folge monoton
abrnehmend und die T'unktionen der Folge im Punkte P, nach oben halb-
stetig, so hat die Grenzfunktion diesclbe Eigenschaft.

Es geniigt, den ersten Teil des Satzes zu beweisen, .da der zweite
Teil aus dem ersten sofort folgt, wenn man die Funktionen f,(P) durch
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— f.(P) ersetzt. Wir setzen
@) (P) = lim £,(P);

ist f(P,) = — oo, so ist die Funktion f(P) im Punkte P, nach unten
halbstetig und der Satz bewiesen. Ist f(P,)>—o0, so sei 4 eine be-
liebige Zahl, die kleiner als f(P,) ist. Wir konnen in der Folge

HP)SABSHMP)L -

eine Funktion f;(P) finden, fiir welche f,(P,) > 4 ist und hierauf, weil
f(P) im Punkte P, nach unten halbstetig ist, eine Umgebung U von

P,, so daB '
9 4U) =2

stattfindet, Da die Folge aber monoton wachsend ist, muf auch
g(i4U) =2

sein, und nach dem Satze 1 des § 129 ist dann die Grenzfunktion f(P)
im Punkte P, nach unten halbstetig.

Satz 4. Eine monoton wachsende (abnehmende) Folge von Funk-
tionen, die in jedem Hiufungspunkt einer abgeschlossenen und beschriinkten
Punktmenge A nach unten (nach oben) halbstetig sind, konvergiert gleich-
mafig, wenn die Grengfunktion endlich und in den oben erwdiihnten Hiiu-
fungspunkten stetig ist.

Es sei z. B. die Folge der f,(P) monoton wachsend und die Funk-
tionen f,(P) nach unten halbstetig in den Hiufungspunkten von 4. Nach
dem Obigen kann man, weil die Grenzfunktion f(P) endlich ist, jeder
positiven Zahl & und jedem Punkte P von A eine Umgebung U% und
eine natfirliche Zahl % so zuordnen, daB fiir jeden Punkt @ von U’ 4

®) @Q2F(P) =, |
ist. Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von f(P) kann man zweitens
eine Umgebung U7 von P finden, so daB in jedem Punkte von U% A

4) QAP+ 5

ist. Nennt man Up den Durchschnitt der beiden Umgebungen U7 und
Ur von P, so ist nach (3) und (4) fiir jeden Punkt @ von UpA

(@) —H(@ <.

Nun kann man nach dem Borelschen Uberdeckungssatz (§ 59)
endlich viele Punkte P,, P,, ..., P, finden, so daB die Vereinigungs-
menge der zugeordneten Umgebungen U, U, . .., U, die ganze Punkt-
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menge A4 enthilt. Nennt man k&, k,, .. ., k, die den Punkten P,, P,,..., P,
zugeordneten Werte des Index % und bezeichnet man mit » die groBte

dieser Zahlen, so ist fiir jeden Punkt P von 4 und fiir jedes k >«

9(P) = f(P) — fi(P) L&
Es ist also fiir jedes &k > x
. B=G(p; 4) ¢
und, da & beliebig war,
9,— 0,

d. h. die Konvergenz ist gleichmiBig auf 4.

175. Das Cauchysche Kriterium fiir konvergente Zahlenfolgen gibt
uns eine Handhabe, um die Theorie der gleichmiBigen Konvergenz von
Funktionenfolgen weiter auszubauen.

Es seien die Funktionen £ (P) der Folge wieder endliche Funk-
tionen; wir setzen

U, (P) = obere Grenze vou |f, . (P) — fr,,(P)| (9,4=0,1,2,3,..)

Nach dem Cauchyschen Kriterium (§ 97) ist fiir die Konvergenz
unserer Funktionenfolge gegen eine endliche Funktion notwendig und
hinreichend, daB

P (P) — 0
in jedem Punkte P von 4 sei.

Ist unsere Funktionenfolge gleichm#Big konvergent, so kann man
jeder positiven Zahl ¢ eine natiirliche Zahl x zuordnen, so daB mit
den Bezeichnungen des § 171 fiir jedes ;> x die Relation 8,c§% statt-

findet. Dann ist aber fiir jeden Punkt P von 4 und fiir 5>«

i+ p44(B) = Frap(P) S et p 4o (P) — (P + |F(P) — fry (P
= 'ﬂk+p+q + 'ﬂk+p
<e
und hieraus folgt
Gy 4) L ¢,

und schlieBlich, weil & eine beliebige positive Zahl bedeutet,
e)) lim G(y,; 4)=0.
k=o
Bezeichnen wir mit %,(P) die obere Limesfunktion von v,(P), so
ist nach dem § 133, wenn wir mit 4 die abgeschlossene Hiille von 4

bezeichnen
Carathéodory, Reelle Funktionen. 2. Aufl, 12
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G(B; A) = G(y,; A)

und also nach (1) B
®)) lim G(¥,; 4) = 0.
k=0

Wir sehen also, dafl, wenn die gegebene Funktionenfolge f; (P),
f:(P), ... gleichmiBig gegen die endliche Funktion f(P) konvergiert,
die Funktionenfolge %, (P), %,(P), ... auf der abgeschlossenen Hiille
von A4 ebenfalls gleichmiBig und zwar gegen Null konvergiert. Umge-
kehrt ist aber diese letzte Bedingung, die mit der Gleichung (2) und
daher auch mit (1) gleichbedeutend ist, hinreichend fiir die gleichm#Bige
Konvergenz der Folge der f,(P); denn man hat in jedem Punkte

(P) = gj‘_jglf;+q(P) — ()| =f(P)—£(P)|
und daher
Gy 4) = 9.
Nun bemerken wir, daf die Funktionen ¥(P) nach oben halb-
stetig sind, und daB in jedem Punkte von A
B(P)2 B(P) ...

ist. Ist nun A4 eine beschriinkte Punktmenge, so muB die abgeschlossene
Hiille 4 von A ebenfalls beschrinkt sein; nach dem Satze des vorigen
Paragraphen folgt aber dann, daB, wenn in jedem Punkte von A

3) lim #,(P) = 0

ist, die Folge der ¥,(P) gleichméBig gegen Null konvergieren mub;
wir haben also den .
Satz 5. Fir die gleichmifige Konvergenz der Funktionenfolge der

f(P) auf ihrem Definitionsbereich A ist notwendig, dap in jedem Punkte
der abgeschlossenen Hiille A von 4

lim ¥,(P) =0
k=0
sei; diese Bedingung ist hinreichend, wenn die Punktmenge A beschrinkt ist.

176. Die vorigen Resultate geben uns die Mittel, folgenden merk-

wiirdigen und wichtigen Satz zu beweisen, den man Herrn R. Baire
verdankt:

Satz 6. Es sei A eine Punktmenge, die perfelt, offen, oder der Durch-
schnitt einer perfekten und einer offenen Punktmenge ist; ferner sei f(P)
eine Funktion, die auf A definiert und im Kleinen beschrinkt ist wnd die
als Grenze einer konvergenten Folge von auf A endlichen und stetigen
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Funktionen f,(P) dargestellt werden kann. Dann ist f(P) immer hich-
stens punktiert unstetig.

Nach dem Satze 4 des § 141 geniigt es zu beweisen, daB fiir jedes
gegebene positive ¢ die Punktmenge M (S < ¢), in welcher die Schwan-
kung S(P) von f(P) kleiner ist als die Zahl ¢, tiberall dicht auf 4 liege;
und dies ist nach dem Satze 3 des § 77 stets der Fall, wenn fiir jede
Umgebung Up eines beliebigen Punktes P von A der Durchschnitt
)] M(S < &)AUp
nicht leer ist.

Wir fiihren die Funktionen ein:

(2) % (P) = obere Grenze von |f;, ,(P) —f(P)|firp =1,2,3,...
und bemerken, da, wenn wir zur Abkiirzung

‘Pl(P) = If;;+1(P) '—fk(P)ly
und g, , ,(P) gleich der groBeren der beiden Zahlen

‘Pm(P) und |ﬁ+m+1(P)—ﬁ(P)|

setzen, die Folge der ¢, (P) monoton wichst und gegen 7,(P) konver-
giert. Wegen der Stetigkeit der Funktionen f,(P) auf 4 miissen die
Funktionen ¢, (P) ebenfalls stetig sein und nach dem Satze 3 des § 174
sind die Funktionen y,(P) nach unten halbstetig.

Hieraus folgt (§ 136, Satz 3), daB die Punktmenge

Mz > )

relativ zu dem Definitionsbereich 4 der y,(P) offen ist und daher als
der Durchschnitt einer offenen Punktmenge U, mit 4 dargestellt wer-
den kann.

Beriicksichtigt man nun, daf nach dem Cauchyschen Konvergenz-
kriterium (§ 97) in jedem Punkte von 4

3) lim 7,(P) = 0

ist, so folgt, daB die Punktmenge
4) AU, U, U, . ..

leer sein muB. Wiren nun sémtliche Punktmengen U, iiberall dicht

auf A4 Up, so konnte, weil 4 Up der Durchschnitt einer abgeschlossenen

und einer offenen Punktmenge ist, nach dem Satze 5 des § 78 der

Durchschnitt von AUp mit U, U, Uy ... nicht leer sein, und dann

konnte auch die Punktmenge (4) nicht leer sein. Hieraus folgt die

Existenz einer natiirlichen Zahl s, fiir welche U, nicht iiberall dicht
12#



180 Kap. III. Funktionen § 177

auf 4 Up ist, oder, was gleichbedeutend ist, die Existenz einer offenen
Teilmenge ¥, von Up, fiir welche

VoA =0 uwd VU, 4=0
zugleich stattfinden. In jedem Punkte @ von 7 4 ist also fiir jede

natiirliche Zahl p _ .
Ifm+p(Q> - fm(Q)i é 4
und daher ist auch fiir die Grenzfunktion f(P)

() (@) — fu(@)] < <

Wegen der Stetigkeit der Funktion f,,(P) auf 4 kénnen wir eine
offene Teilmenge ¥ von V, finden, die Punkte von 4 enthilt, so daB
fiir zwei beliebige Punkte @, und @, von VA4 die Relation

6) (@) — (@) <5
erfiillt ist. Nun ist aber

11(@0) — @) < [Fn (@) — ()] 4 1F(Q0) — £ ()| + 17, (Q2) — F(Q0)
und wegen (5) und (6), weil @, und @, beide in ¥V enthalten sind,

(@) — F(@) <5
Es ist daher auch

G AV)—g(f; AV) < ¥ < e

und mithin, da ¥ auch eine Teilmenge von Up ist, die nicht leere Punkt-
menge AV in der Punktmenge (1) enthalten. Diese letzte Punktmenge
ist also, wie wir zeigen wollten, ebenfalls nicht leer.

Dieses Resultat ist um so bemerkenswerter, als die Grenzfunktion
einer konvergenten und gogar einer monoton wachsenden Folge von
nach oben halbstetigen und "beschrinkten Funktionen schon totalun-
stetig sein kann. Man bezeichne z. B. mit 7;, 7,,. .. die abzihlbar un-
endlich vielen rationalen Punkte des Raumes und setze f(P) gleich
Eins in den Punkten 7, 7y, ..., 7, und sonst gleich Null. Die Folge
fi(P), fy(P), . .. ist dann .monoton wachsend, sie besteht aus lauter
halbstetigen Funktionen und die Grenzfunktion ist totalunstetig.

Funktionen von beschrénkter Variation.
177. Es sei die Funktion f(x) im abgeschlossenen linearen Intervall
(1) L <,
definiert und endlich. Wir zerlegen dieses Intervall durch endlich viele
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Punkte £,, &, ..., in (m 4 1) Teilintervalle; dabei seien die Bezeich-
nungen so gewahlt, daB, wenn wir zur Vereinfachung der Formeln noch
@ = &g, =8,

setzen, die Ungleichheiten

(2) ‘§0<gl<"'<'§m<gm+1
stattfinden. Nun betrachten wir alle Differenzen
®3) fEryrr) — (&) (k=0,1,...m),

die einen positiven Wert haben, falls es solche gibt, und setzen ihre
Summe gleich P, im Falle aber, daB keine der Zahlen (3) positiv ist,
setzen wir P =0. Ebenso nennen wir — N die Summe der negativen
Zahlen, die in (3) vorkommen, und setzen N =0, wenn keine negativen
Zahlen in (3) enthalten sind. Jeder Zerlegung (2) sind also die Zahlen
P und N eindeutig zugeordnet und diese geniigen den Beziehungen

4 P>0,N>0,
®) f(@) — f(@) =P — N,
(6) P+N=k§olf(§k+l)_f(gk)"

Wir bezeichnen mit p(x,, z5), #(2,, z,) und ¢(z,, 2,) die oberen
Grenzen der Zahlen P, N und (P -+ N), wenn man die Intervallein-
teilung (2) beliebig variiert; die Zahlen p(x,, z,) und n(z,, z,) werden
die positive bzw. die negative Variation der Funktion f(z), die
Zahl ¢(z,, z,) die totale Variation dieser Funktion im Intervalle (1)
genannt.

Wegen (4) ist fiir jede Intervalleinteilung

PL P+ N Lty x)
und daher auch

(7> p(xl) xz) g t(xl: x2)5
und ebenso findet man
(8) n(wy, 2) < 8wy, 3).

Anderseits folgt aus
P+ N L p(2y, @) + n(z,, 1),
weil diese Ungleichheit fiir jede beliebige Intervalleinteilung (2) gilt,
9) by, 7o) < p(@1, ) + 0(2y, 7).

Die Relationen (7), (8) und (9) zeigen, daf die Variationen der
Funktion f(z) entweder alle drei endlich, oder daB die totale Variation
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und mindestens eine der beiden anderen gleich + oo sein miissen. Im
ersten Falle nennt man die Funktion f(«) von beschrinkter Variation
im abgeschlossenen Intervall (1).

Es seieni z,, %;, z; drei Punkte, die der Bedingung z; <<z, <2
gentigen, und f(z) sei im abgeschlossenen Intervall

(10) 7 Lr <z

definiert. Jeder Intervalleinteilung des abgeschlossenen Intervalls
#, < x < z, entspricht nach dem Friiheren eine nicht negative Zahl P;
ebenso ordnen wir jeder Einteilung von 2, <z < z; in endlich viele
Intervalle die Zahl P’ zu. Es ist dann stets

P+ P < p(ay, ay)
und daher auch
(11) Py, 73) + p(25, 73) < Py, 735)-

Wir betrachten anderseits irgend eine Intervalleinteilung des ab-
geschlossenen Intervalls (10) und die zugeordnete Zahl P”; durch
Hinzufiigung des Punktes x, zu den iibrigen Teilungspunkten erhalten
wir eine neue Intervalleinteilung mit.der zugeordneten Zahl P*. Dann

ist aber stets
P’ P* wnd P*< p(wy, 25) + p(2, 25)

und daher, weil P” einer beliebigen Intervalleinteilung von (10) zu-
geordnet war,
P&, @5) SP(21, %) + P2, 5)-

Diese letzte Relation mit (11) verglichen, liefert endlich

(12) (@, %) = p(2y, 25) + p(@y, 75)
und ebenso findet man
(13) n(xy, Z3) = n(xy, T3) + (2, 73).

178. Wir nehmen jetzt an, daB f(«) im Intervalle z, <z <1z,
von beschriinkter Variation sei. Wegen der Gleichung (5) des vorigen
Paragraphen ist fiir jede der betrachteten Intervalleinteilungen

P =N+ (flz) — f@) < n(2y, %) + (flay) — flxy),
N =P — (f(zy) — fla)) < p(&,, ) — (flwy) — f(zy)

und daher auch

P&y, %) 02y, 25) + (flay) — f@y),
n(zy, B) < p(oy, 2g) — (fwy) — flxy).
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SchlieBlich folgt aus den beiden letzten Relationen die Gleichung
@) f(@g) — (1) = p (21, 3;) — (7, 75).

Wir wollen jetzt die totale Variation ¢(x,, #,) berechnen; man hat
fiir jede der betrachteten Intervalleinteilungen
t(z, %) =2 P+ N
und nach dem Vorigen
P+ N=P+ (P—(fa) —f@))
=2P + n(z, 3) — p(@;, 5)-
Es ist also stets
b(@y, 29) 2 2 P + n(xy, 2,) — p(#y, 5)
und daher, wenn wir in der letzten Relation P durch seine obere Grenze
p(z,, x,) ersetzen, und die Relation (9) des vorigen Paragraphen beriick-
sichtigen,
@) (g, 33) = p(%y, 2y) + n(2y, 25).

Bei Funktionen von beschrinkter Variation ist also -die totale
Variation in einem Intervall stets gleich der Summe der positiven und
der negativen Variation in diesem Intervall.

Fiir monoton wachsende Funktionen verschwindet die negative
Variation und die positive Variation ist gleich der totalen und gleich

der Differenz (f@y) — fx,); unsere Jetz1ge Terminologie deckt sich also
in diesem Falle mit derjenigen, die wir im § 152 benutzt haben.

179. Bs sei
(1) A a<z<d

ein beliebiges lineares Gebiet (§ 147) und f(z) eine Funktion, die auf
A deﬁmert ist und die auf jedem abgeschlossenen Intervall z, <z < 7,
dessen Endpunkte in 4 liegen, von beschrinkter Variation ist. Wir
wollen dann sagen, daB die Funktion f(z) innerhalb des Gebietes 4
von beschrinkter Variation ist.

Es sei z, ein gegebener fester Punkt und z ein beliebiger Punkt,
die beide in A4 liegen. Wir fithren zwei Funktionen p(z) und n(z)
durch die Gleichungen ein:

p(x‘) = f(xo) + p(“‘o’ x) fir 2 > Zo ,

n(x) = 'n(xo: ) yw &> Ty,
@ () =1 (2o), n(2,) =0,

p() =f(@) —p(=, %) firz<z,

n(‘T) = _"n(x7xo) n T < Zg.
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Die beiden letzten Relationen des § 177 zeigen uns dann, ddB, wenn
x,, &, zwei beliebige Punkte von 4 bedeuten und z, <z, ist, die Glei-

chungen
3 p(23) — (%)) = 2(21, %y),
(4) n(zy) — n(2y) = n(xy, 7,)

gelten miissen; und es ist daher
f(@) — (@) = 0@ — p@y) — (n(@) — n(y)
oder nach (2) ‘
(5) f(z) =p(x) — n(x).
Nun sind nach den Gleichungen (3) und (4), weil die Zahlen p(z,, ;)
und # (z,, z,) ihrer Bedeutung nach nicht negativ sein konnen, die Funk-

tionen p(z) und n(x) monoton wachsend; die Gleichung (5) liefert also
den Satz:

Satz 1. Jede Funktion f(z), die innerhalb eines linearen Gebietes A
von beschrinkter Variation ist, ist die Differenz von zwei monofon wachsen-
den Funktionen, die in diesem Gebiete definiert sind.

Es seien umgekehrt ¢ (z) und (2) zwei monoton wachsende Funk-
tionen, die auf A4 definiert sind und

(6) f(#) = 9(@) — ¥ (2).

Ist dann, wie im vorigen Paragraphen irgendeine Einteilung des abge-
schlossenen Intervalls #, < <y, dessen Endpunkte in 4 liegen, durch
die Punkte

(7) { §o<§1<~"<§m<§m+1;
z =&, Z, =8, .,

charakterisiert, so folgen aus der Tatsache, daB stets

- (w(gk+1) —PE) ) — FE) < (‘P(gk+1) — &)
gelten muB, die Ungleichheiten

(8) { Pé 4}7(972) - (p(xl)/’
Né ¢(x2) - w(xl)’

wobei P und N dieselben Bedeutung wir frither haben. Die Relationen (8)
zeigen, daB die Zahlen P und N fiir jede Einteilung des betrachteten
Intervalls unterhalb fester Schranken liegen, so daB die Funktion f(x)
innerhalb des Gtebietes A von beschriinkter Variation sein muB. Wir
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konnen also die Funktionen p(z) und »(z) wie oben bilden und es ist
stets nach (8)

9) { p(z:) — p(2y) < 9(%) — 9(a),
n(z,) — n(zy) < ¥{ws) — ¥(3y).
Satz 2. Jede Funktion f(2), welche in einem linearen Gebiet A die
Differenz von zwei dort monoton wachsenden Funktionen ¢ (&) und ¢(x)

ist, ist von beschrinkter Variation innerhalb des Gebietes A. Insbesondere
besitzt jede in A monotone Funktion diese Figenschaft.

180. Aus der Definition der beschrinkten Variation einer Funktion
innerhalb eines Gebietes 4 folgt unmittelbar der Satz:

Satz 3. Sind swei Funktionen f,(x) und f,(x) im linearen Gebicte A
definiert, und hat man fiir je zwei Punkte xz, und z, von A
fa(za) — fa(@)| Z |fi (@) — fi(@)],

so st die Funktion fy(z) von beschrimkier Variation innerhalb A, wenn
dasselbe von f,(x) gilt.

Beriicksichtigt man, daf stets
|| @) — | F(@)] < | F() — fla)]s

so folgt aus dem vorigen Satz folgender:

Satz 4. Ist innerhalb eines Gebietes A die Funltion f(x) von be-
schrdnkter Variation, so gilt dasselbe von |f(z)|.

Ferner haben wir noch die Sitze:

Satz 5. Sind f,(z) und fy(x) von beschrinkter Variation innerhalb
eines Gebictes A, so gilt dasselbe von threr Summe, threr Differenz und
threm Produlte.

Es folgen némlich aus
fi(@) = p,(2) — ny (),
_ f3(®) = Py (%) — ny(2)
die Gleichungen
() + f2(2) = (P @) + ps @) — (m, @) + 75 (2)),
f1(@) — f(2) = (@) + 7, @) — (m, (@) + 5 (2))-
Ferner kann man, wenn z, einen. beliebigen Punkt von 4 bedeutet, von
den Funktionen p, (%), n, (%), py (x) und n,(x) voraussetzen, daB sie fiir

x>z, nicht negativ sind, denn die hier in Betracht kommenden Eigen-
schaften dieser Funktionen bleiben erhalten, wenn man jeder von ihnen
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eine und dieselbe Konstante hinznaddiert. Dann folgt aus
fi(®@) - £3(2) = (P, @) p; @) + 1, @ 13 (%)) — (P10 N5 (@) + Py (@) 1, @),

daB das Produkt £, (z)-f,(x) fiir >, von beschrinkter Variation ist.
Und dieses gilt, weil z, ein beliebiger Punkt von 4 war, fiir das ganze
Gebiet 4.

Satz 8. Ist f(x) innerhalb des Gebietes A von Null verschieden und ist
in jedem abgeschlossenen Teilintervall von A die Funktion

1

(1) @)
beschréinkt, so ist sie innerhalb A von beschrinkter Variation, wenn f(z)
es 1st.

Fiir jeden Punkt eines beliebigen abgeschlossenen Intervalls
z, Lo Ly, das in A4 liegt, ist nach Voraussetzung

1
o] <4
fiir zwei beliebige Punkte &, und £, , dieses Intervalls hat man daher
ot 2 — £(E)
f(§k+1) f(gk) é w [f(gk+1) f(gk)l
und hieraus folgt schon die Behauptung.

Satz 7. Sind f(x) und f,(2) 2wei Funktionen von beschrinkter Va-
riation innerhalb A und bezeichnet man mit ¥ (x) die grifere, mit v (z)
die kleinere der beiden Zahlen f,(z) und fy(x), so sind diese beiden Funk-
tionen ebenfalls von beschrinlter Variation innerhalb A.

In der Tat ist
W(z) = fil@) +1f; () +2|f1(w)— fg(:c)!’

¥ (z) = L@ + 1, @) -—2i fl(m)_f?(w)l’
und daher der zu beweisende Satz auf die vorhergehenden zuriickgefiihut.
Ist f(2) eine Funktion von beschréinkter Variation innerhalb A4, so
folgt aus ihrer Darstellung als Differenz von zwei monoton wachsenden
Funktionen p(«) und %(z) unmittelbar, daB fir jeden Punkt 2 von A

die Zahlen
@ { f(+0) =p(@+0) —n(z+0),
f(#—0)=p@—0) — n(z—0)

existieren und, weil p(z + 0) und (2 4 0) monoton wachsend sind, daB
die Funktionen (2) ebenfalls von beschrinkter Variation sind.
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Bemerkt man, daB die obere Limesfunktion @ (x) und die untere
Limesfunktion ¢(z) vor f(x) gleich der groBten bzw. kleinsten der

drei Zahlen
f(x—O), f(x)7 f(a:-|—0)
ist, so folgt als Anwendung des letzten Satzes:

Satz 8. Die Limesfunktionen einer Funktion, die innerhalb eines Ge-
bietes A von beschrdnkter Variation ist, haben dieselbe Eigenschaft.

181. Wir wollen jetzt die Unstetigkeiten einer beliebigen Funktion
1) f(@) = p() — n(z)

von beschrinkter Variation untersuchen. Dazu bemerken wir, dafl, wenn
p(x) und n(z) dieselbe Bedeutung haben wie vorher und wenn mit &
ein beliebiger Punkt von 4 bezeichnet wird, die Zahlen

@ p(E+0)—pE) und n(E+0)—n(E)

nicht beide zugleich von Null verschieden sein kdnnen. Wire

dies néimlich der Fall, und mit % die kleinere dieser beiden Zahlen be-

zeichnet, so filhre man eine Funktion () ein, die fiir # < & verschwin-

det und fiir 2 > § gleich 2 ist. Dann sind die beiden Funktionen
¢(@) =p(@) — 2(@) wnd $(2) =n(z) — x(2)

monoton wachsend in 4, und es ist auBlerdem
(@) = g (@) — ¥ (2).

Sind nun 2, und z, zwei beliebige Punkte von 4, fiir welche z, <£ <,
ist, so hat man

@ (2y) — @(a,) = p(as) — p(x,) — b <p(@y) — p(@1),

was der ersten Relation (9) des § 179 widerspricht. Ganz analog be-
weist man, daB die Zahlen

p(E) —p(E—0) und n(f)—n(E—0)
nicht beide zugleich groBer als Null sein konnen.
Hieraus folgt aber, daB fiir jeden Punkt z des linearen Gebietes 4
gy { 1101191~ 0te £0 i) i +.0) — i)
= (p@ + 0) — p@) + (n@ + 0) — n@)

sein muB, und genau ebenso findet man die Gleichung

4)  |f(@)—fz—0)| = (p@ — p@x—0)) + (n@) — nz—0)).
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Aus den beiden letzten Gleichungen folgt der Satz:
Satz 9. Fiir die Stetigkeit einer Funktion von beschrinkter Variation

f(z) =p(@) — n(2)-

in einem Punlte x von A ist notwendig und hinreichend, daf3 die beiden
Funktionen p(x) und n(z) in diesem Punkte stetig seien. Insbesondere ist
Jjede stetige Funktion, die innerhalb des Gebietes A von beschrinkter Varia-
tion ist, die Differenz von zwei monoton wachsenden stetigen Funktionen.

Nach diesem ist. die Menge der Unstetigkeitsstellen von f(x) iden-
tisch mit der Vereinigungsmenge der Unstetigkeitsstellen von p(2) und
von n{z) und daher wie diese (§ 151, Satz 7) hochstens abzéihlbar.

Satz 10. Die Menge der etwaigen Unstetigheitsstellen einer Funkiion
von beschrinmkter Variation ist hichstens abzdhlbayr.

182. Unter Diskontinuitit der Funktion f(z) von beschrinkter
Variation in einem Punkte, wo diese nicht stetig ist, verstehen wir die

Zahl
’ D(@) = |fz+0) — (&) + | f(2) — flz = O)};
nach den Gleichungen (3) und (4) des vorigen Paragraphen ist dann
D(@) = (p@+0) —p@—0) + (n+0) — nix—0)).

Uater totaler Diskontinuitit der Funktion f(z) in einem ab-
geschlossenen Intervall z, <z <z, verstehen wir die Summe von
|z, + 0) — f(2y)], | f(25) — f(2,— O)| und von allen Diskontinuititen
von f(2), die im Innern des Intervalls stattfinden. Die letzte Gleichung
in Verbindung mit den Gleichungen (3) und (4) des vorigen Paragraphen
und mit Beriicksichtigung des § 152 fiithrt zu folgendem Satz:

Satz 11. Bezeichnet man mit D(x,, x,), D,(2;, %) und D, (%, )
die totalen Diskontinuitdten der Funktionen f(z), p(z) und n(x) im abge-
schlossenen Intervall x, < xz < a,, so st stets

D(zy, x;) = Dp(%: %) + D, (%, x,).

Die Gleichung (15) des § 178 zeigt, daB in jedem abgeschlossenen
Intervall 2, < # <z, die totale Variation von f(z) gleich der Summe
der totalen Variation von p(x) und n(z) ist; vergleicht man dieses Re-
sultat mit dem obigen Satze, so folgt aus dem Satze 8 des § 152 der

Satz 12. In jedem abgeschlossenen Teilintervall des Gebictes A ist die

totale Diskontinuitit einer Funltion f(x) von beschrinkier Variation nie
grofler als thre totale Variation.

183. Es seien, wenn man mit den obigen Bezeichnungen

1 (@) =p(z) — n(2)
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setzt, @, (&), @;(2), ¥, () und ¥, (x) vier monoton wachsende Funk-
tionen, die im Gebiete 4 definiert sind und die den Bedingungen

(2) p(@) = 9:(@) + 9, (2), n(2) = ¥,(2) + ()
geniigen. Es sind dann, wenn man
®) (@) = 9.(@) — ,(2), fo() = @y(2) — ¥, (2)
setzt, die Funktionen f;(z) und f,(2) von beschrinkter Variation und
(4) fl@) = fi (@) + ().
Setzen wir jetzt mit unseren fritheren Bezeichnungen
(5) @) =p,(@) — (@), (%) =p() — n(a),

so folgt nach der ersten Relation (9) des § 179, wenn 2’ und 2" zwei
beliebige Punkte des Gebietes 4 bedeuten, und #’'< 2" ist, aus (3) und (5)

(6) p(@") =2 (2) < 9:(2") — 9 (@),

O] 2y (") — p(2) < 92(27) — 9:(2);
anderseits ist nach (4) und ()

f(z) = (p,@) + pe(x)) — (@) + ny(2)),

und da die beiden Funktionen (p, (@) + ps (@) und (, (@) + #4(x)) monoton
wachsend sind, muB nach derselben Relation

(8) pa”) —p@) < (py@") + @) — (m&") + py (@)

stattfinden. Wire nun eine der Relationen (6) oder (7) eine Ungleich-
heit, so hitte man mit Hilfe von (2)

(12" + pa@") — (0, @) + p5(2") <pf”) — p(&"),

was der Bedingung (8) widerspricht. Also muB in jeder der Relationen
(6) und (7) das Glexchheltszemhen gelten, woraus man sofort entnimmt,
daB sich die Funktionen g, (z) und @y(z) nur um Konstanten von pl(x)
und p,(x) unterscheiden. Aus (3) und (5) folgt alsdann, daB y,(z)
und 1, () sich von n,(2) und n,(x) ebenfalls nur um Konstanten unter-
scheiden. Es muB daher in jedem abgeschlossenen Teilintervall von 4
erstens die totale Variation von f, () glelch der Summe der Variationen
von @, (x) und 9, (z) sein, und zweitens nach dem Satze 11 des vorigen
Paragraphen die totale Diskontinuitét von f;(x) gleich der Summe der
totalen Diskontinuititen von ¢, (x) und v, (z).

Bestimmt man also in den Gleichungen (2) — wie es nach dem
Satze 9 des § 153 stets moglich ist — die Funktionen ¢,(z) und
¥, (z) derart, daB in jedem a.bgeschlossenen Teilintervall von A4 ihre
totalen Diskontinuititen gleich ihren eigenen Variationen sind, so muB
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auch stets die totale Diskontinuitit von f;(z) gleich ihrer totalen Varia-
tion sein. Nach dem soeben erwihnten Satze sind dann die Funktionen
®5(z) und ¢, (z) stetig, und das Gleiche gilt dann auch von f;(z). Ferner
ist in jedem Punkte von 4 die Diskontinuitét von f(z) gleich der Dis-
kontinuitit von f;(«), denn es ist, wegen der Stetigkeit von f,(x),
f@+0)—f(@) =f,(z+0)~fil@), f(@—0)—f(2)=fi(z—0) —f1(2).
Alles in allem haben wir den

Satz 13. Jede auf einem linearen Gebiete A definierte Funktion f(x),
die von beschrinkter Variation inmerhalb A ist, ist die Summe von zwei
Funktionen f, (x) und f,(x), die ebenfalls von beschrinkter Variation inner-
halb A sind, von denen die erste in jedem abgeschlossenen Teilintervall
von A eine totale Diskontinuitit besitzt, die gleich threr eigenen totalen
Variation und auch gleich der totalen Diskontinuitit von f(x) in diesem
Intervall ist, und die zweite eine stetige Funktion bedeutet.

Die Schliisse des § 154, die man auch hier machen kann, zeigen
uns ferner, daB die Funktionen f,(x) und f,(z) durch die von ihnen ver-
langten Eigenschaften bis auf additive Konstanten eindeutig festge-
legt sind.

184. Es gibt stetige Funktionen, die in keinem Teilintervall von 4
von beschrinkter Variation sind. Man betrachte das Intervall a <z <b,
wo b= a + h ist, und in diesem Intervall die Punkte

h
xk=a+§7€ (k=1,2,3,...).
Hierauf definiere man eine Funktion ¢ (z; a,b) folgendermaBen:
1) qz(x'ab)=0 fir >0 und z2<a,

7
?) 9@) =%, o) =0, g@)="2, plz)=0, ...,
3) @(x) soll linear sein, in jedem der Intervalle
bze2, =227, .
Die Funktion () ist stetig, aber ihre totale Variation im Inter-
valle ¢ <2 < b ist gleich + oo.
Nun bilde man folgender-

mafBen eine Folge‘von stetigen
Funktionen f,(2), f,(z), - .

man setze

fi(x) ist stuckwelse
linear; das groBte Teilintervall von 0 <z <1, in dem £, (z) linear ist,

z I, Fig. 16. b
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ist das Intervall } <2 < 1. Man setze
f2(#) = f1(z) + o(x; 3,1).

Die Funktion f,(z) ist stiickweise linear. Es gibt zwei Teilintervalle
von grofter Linge, in denen f,(x) linear ist; das sind die Intervalle

iI<z<it und $<z<l1.

fs(@) = f2(@) + o(@; 5,5 + 953, ).
Die Funktion f;(x) ist ebenfalls stiickweise linear und enthilt vier groBte
Intervalle, in denen sie linear ist; das sind die Intervalle
t<o<l, i<o<i, i<o<i, i<a<l.
Wir setzen
fi@) =1+ o@: 5,1 + 0@ 8,9 +o@ 5 D + o4, 1).
Indem man auf diese Weise fortfihrt, erhélt man eine monoton wachsende

Folge von stetigen Funktionen, die gleichm#Big konvergieren und folg-
lich eine stetige Funktion f(x) als Grenzwert haben. Denn es ist

L#@) — AE@) <55 6@ =L@ <g) - fin@) — @) <55

AuBerdem ist aber die Funktion f(z) in keinem Intervall « <z <, das
einen Punkt von 0 < 2 < 1 enthiilt, von beschriinkter Variation. Die
totale Variation der Grenzfunktion f(z) in diesem Intervall ist nimlich
mindestens gleich der totalen Variation #,(«,f) von jeder einzelnen
Funktion f;(x), und diese ist gleich + oo, sobald das Intervall e <z <f
ein Teilintervall enthélt, das man in der Gestalt

2m — 1 2m

<<y, (0<m<L 251

Man setze

schreiben kann.

Kapitel IV. Entfernung und Zusammenhang.

Entfernung von Punkten,

185. Unter Entfernung von zwei Punkten P und @ des n-dimen-
sionalen Raumes mit den Koordinaten

(1]
) Q: Y Yo+ - o» Yn
versteht man den Ausdruck

@) E(P,Q=E@QP)=V(w,—9)'+ @—w'+ -+ @—)

{P: Zyy Loy ooy X
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Von diesem Ausdrucke haben wir bewiesen, daB er eine stetige
Funktion der 2 Verinderlichen z, . .. z,, ¥, . . . ¥, ist (§ 163) und so-
mit eine stetige Funlktion des Punktes P bei festgehaltenem @ oder des
Punktes @ bei festgehaltenem P (§ 166).

Aus der Stetigkeit von E(P, @) als Funktion von P allein folgt,
daB, wenn 7, eine beliebige positive Zahl und @ einen festen Punkt be-
deutet, die Punktmenge
(3) EP, Q) <7,
eine offene Punktmenge sein muB (§ 136, Satz 4).

Die Punktmenge (3) deckt sich fiir » = 1 mit dem linearen Intervall

Y — 1 <2 < Yy + 7}

fir » =2 nennt man sie einen Kreis, fiir # >3 eine n-dimensionale
Kugel mit dem Mittelpunkte

Q: Y Y- Yu
und dem Radius r,. Wir werden aber im Folgenden um den Wortlaut
zu vereinfachen auch dann von Kugeln sprechen, wenn wir tiber die
Dimension % des betrachteten Raumes nicht vorausgesetzt haben, daB
sie mindestens gleich 3 sein muB.

Eine Kugel K(Q;7,) mit dem Mittelpunkte @ und dem Radius 7,
ist also fiir uns immer die offene Punktmenge (3); da sie ihren Mittel-
punkt @ enthilt, so ist sie eine Umgebung von Q (§ 52).

Man bezeichne mit W(Q; r,) den Wiirfel

W(Qsr): hh—ro<a <yp+7,. (h=1,2,...,n)

Fiir jeden Punkt P der Komplementirmenge von W .ist mindestens fiir
ein k

und daher nach (2)

|Z — gl =70

E(P, Q) = 17,-

Die Kugel K(@;7,) ist also eine Teilmenge des Wiirfels W (@Q; r,) und
demnach eine beschrinkte Punktmenge.

'186. Die abgeschlossene Hiille (§ 72) einer Kugel K(Q; 7,) nennen
wir eine abgeschlossene Kugel und bezeichnen sie mit K (Q; r,).

Die Gesamtheit 4 aller Punkte P, fiir welche
4) E(P, Q) <7,
ist, ist eine abgeschlossene Punktmenge (§ 136, Satz 4), die K(Q; r,)
enthélt; es ist also -
k K(Q57) < 4.
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Anderseits ist jeder Puukt P von A entweder ein Punkt von K(Q;r,),
oder ein Punkt, fiir welchen

®) E(P, @)=,

ist. Dann muB aber in (2) mindestens eine unter den Zahlen (z,—1,)40
sein; es sei z. B. '

2, =1y, + h. h=0

Ein Punkt P’, dessen simtliche Koordinaten auBer der %ten mit denen
von P zusammenfallen und fiir welchen als kte Koordinate

z, =y, + &b <ol
genommen wird, geniigt aber der Bedingung
E(P', @) <o,

weil die Funktion J/u eine stets wachsende Funktion von w ist (§ 161).
Hieraus folgt, daB jeder Punkt, welcher der Gleichung (5) geniigt,
Hiufungspunkt von K(Q;r,) ist, und daf folglich
K (Q;r)=4
sein muB. Die abgeschlossene Kugel K (Q;7,) ist also iden-
tisch mit der Punktmenge
E(P, Q) <1,.
18%. Der Dreieckssatz. Sind P, @ und R beliebige Punkie im
n-dimensionalen Raume, so ist stets
E(P, Q)< E(P, R) + E(Q, B).
Es seien z, die Koordinaten von P, y, die Koordinaten von - und

z, die Koordinaten von R; dann ist zu be- R
weisen, daB stets

} ;(xk_w <

Vzk‘(xk— %) + V%‘(?/k —2z)?

stattfindet.
Setzen wir 7, — 7, =&, und y, — 2, = 7,, so geht dies iiber in:

1) V;(EI. - < ]/‘2—' &7+ V; N

Verschwinden samtliche & (oder siimtliche ), so ist die Relation (1)
Cainthéodorv, Reelle Funktionen. 2, Aufl. 13

Fig. 17.
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evident. Wenn dies nicht der Fall ist, so erhebe man diese Relation ins
Quadrat und es ist nur noch zu beweisen:

2(21: — m)z < ngz + 21’7;&2 + 2 ] 251:2 '2771:2-

Fithrt man links die Quadrate aus, so heben sich D2 und >'7,% weg
und es bleibt, nachdem man noch rechts und links durch 2 dividiert hat:

@ — S <V g2 g

Ist
> & > 0,
so ist die Ungleichheit (2) erfillt, der Satz also richtig. Ist dagegen
> bm <0,

s0 ist keine Seite von (2) negativ und die zu beweisende Ungleichheit
dquivalent mit

3) (2 & ’h)2 < 2 &’ 2 0.

Um die Relation(3) zu beweisen, gehen wir von der Ungleichheit aus
0< S0k + un,

die fiir alle 4 und p gilt, weil die rechte Seite eine Summe von Qua-
draten ist. Setzen wir

) a=2§k2: b=2'§k77k7 c=2’7k27
so 1st

(4) 0 < (A + um)® = ad® 4 2bip + cp?

fiir alle 2 und u. Uns interessiert nur der Fall a >0, da fiir a =0, d. h.
im Falle des Verschwindens simtlicher &, der Dreieckssatz schon be-
wiesen ist. Setzen wir dann

b
A=——_ und p=1,
so nimmt die letzte Ungleichheit die Form an

bt b ac—Db?
() 0<ass—20 2 o=l

>
und da a positiv ist, folgt daraus
< ac,

was sich in unserer neuen Bezeichnung mit der zu beweiscnden Un-
gleichheit (3) deckt.
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188. Wir wollen noch untersuchen, wann das Gleichheitszeichen
stattfindet, d. h. wann zwischen drei Punkten P, @, R des n-dimensio-
nalen Raumes die Relation

E(P’ Q) = E(Ps -R) + E(R) Q)

besteht, unter der Voraussetzung, daB P und @ voneinander verschiedene
Punkte sind.

Nach den Schliissen des vorigen Paragraphen kann dies nur dann
der Fall sein, wenn
= 2 EkZ =0

ist, oder wenn b%— ac = 0 ist.

Die Relation (5) des vorigen Paragraphen zeigt aber im letzten
Falle, wenn man sie mit (4) vergleicht, daf dann

© S Lk gn)=0

ist; und da die Summe (6) aus lauter nicht negativen Gliedern besteht,
so muB jedes einzelne fiir sich verschwinden, d. h. man hat, wenn man
die Bezeichnung

b
—— =z
a
einfiihrt,
(M = — & (k=172;‘-'"')'
Es muB also entweder a = O sein, oder die Grofen 7, sind den §,
proportional.
Wir fragen nun nach Werten. von 7, fiir welche die Gleichung

-VZ(gk + ‘ng)2 = V2§k2 + V.th%kz,

die man durch Einsetzen von (7) in (1) erhilt, richtig ist. Dies liefert,
wenn, wie es sein soll, alle Wurzelzeichen positiv genommen werden,
11 +7z|=1+4 ||
eine Gleichung, die offenbar nur fiir positive Werte von 7z oder fiir
=0 erfiillt ist.
Ersetzen wir in (7) die GroBen &, und u, durch die urspriinglichen
Koordinaten von P, @ und R, so bekommen wir

(yo— &) + v (1, —2,) =0

oder

_ T z, + 1
z"—l—i—r 4 1—|—ry’"
13*
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Setzt man endlich

wohei also die Bedingung z >0 in die Bedingung 0 <#<1 iibergeht,
so erhilt man
) g=(1—1t)a, + ty,
und ferner
== g=to—y), m=0—4=0C—1) @y

Der bisher ausgeschlossene Fall @ = O entspricht aber dem Werte
t=0 des Parameters; 148t man also den Parameter ¢ das abgeschlossene
Intervall
) 0<t<1
durchlaufen, so erhilt man aus (8) simtliche Punkte, fiir welche das
Gleichheitszeichen im Dreieckssatz gilt.

Die Gesamtheit der Punkte R des Raumes, deren Koordinaten
(2 #, ... #,) den Gleichungen (8) mit der Nebenbedingung (9) ge-
niigen, nennt man die Strecke, welche P mit ¢ verbindet, und be-
zeichnet diese Punktmenge mit P ).

Abgesehen vom trivialen Fall, wo die drei Punkte P, @ und R
alle zusammenfallen und die Entfernungen alle Null sind, lautet also
der vollstindige Dreieckssatz folgendermafien:

Fiir alle Punkte R der Strecke, welche zwei voneinander
verschiedene Punkte P und @ des n-dimensionalen Raumes
verbindet, ist

E(P, Q)= E(P, R) + E(R,Q);
fiir alle tibrigen Punkte des Raumes ist
E(P, Q) < E(P,R) + E(R,Q).

Entfernung von Punktmengen.

189. Definition. Es sei 4 eine beliebige Punktmenge und P
irgendein Punkt des Raumes. Dann definieren wir als Ent-
fernung B(P, 4)zwischen dem Punkte P und der Punktmenge 4
die untere Grenze aller E(P, @), wenn @ ein beliebiger Punkt
von 4 ist.

Die Entfernung E(P, 4) ist demnach eine Punktfunktion, die von
P abhiingt, wenn man A4 festhilt, und eine Mengenfunktion, die von A
abhiingt, wenn man P festhilt.

Die Punktmenge A braucht hier durchaus nicht abgeschlossen zu
sein; fiir abgeschlossene Punktmengen 4 gilt aber der Satz:
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Satz 1. Ist P ein beliebig gegebener Punkt und A eine abgeschlossene
nicht leere Punktmenge, so gibt es mindestens einen Punkt @, auf A, so dap
N B(P, @3) ~ E(P, 4

Es sei E(P, A) =d; die Zahl d ist endlich. Wir betrachten die
abgeschlossene Kugel K (P; (d 4 1)) mit dem Mittelpunkte P und dem
Radius (d 4-1). Dlese Kugel ist eine beschriinkte Punktmenge, und der
Durchschnitt AK (P;(d + 1)) ist es also auch. Ferner ist dleser Durch-
schnitt nicht leer, denn es gibt Punkte von A, deren Entfernung von P
kleiner ist als (d + 1), da d die untere Grenze dieser Entfernungen ist;
endlich ist er als Durchschnitt von zwei abgeschlossenen Punktmengen
ebenfalls abgeschlossen (§ 69, Satz 1). In dieser beschrinkten und ab-
geschlossenen Punktmenge muB aber die in ¢ stetige Funktion E(P, )
in mindestens einem Punkte ¢, ihre untere Grenze annehmen (§ 137,
Satz 5). Nun ist nach Konstruktion @, ein Punkt von 4 und fiir jeden
anderen Punkt @ von 4 mufl

E(P, Q) = E(P, Q)
sein, sowohl wenn ¢ auBerhalb der abgeschlossenen Kugel K oder
in dieser liegt. Also ist, wie wir zeigen wollten,

E(P, @) = E(P, 4).
190. Es sei 4 eine beliebige Punktmenge und A ihre abge-

schlossene Hiille. Da 4 eine Teilmenge von 4 ist, so ist fiir jeden
Punkt P des Raumes N
) E(P, A) = E(P, 4).

Nun gibt es nach dem vorigen Satze einen Punkt @, von A, fiir
welchen B
2 E(P, 4) = E(P, @)
ist. Ist @, nicht nur in 4, sondern auch in A enthalten, so muB

E(P7 A—) :S E(P) Qo)
und wegen (1) und (2) _
®) E(P, 4) = E(P, 4)
sein. Sonst muB ¢, ein Hiufungspunkt von 4 sein, und es gibt in jeder
Umgebung von ¢,, insbesondere in jeder Kugel mit dem Mittelpunkte
@, und dem beliebigen Radius &, Punkte @, die zu A4 gehoren. Fiir
einen derartigen Punkt ist
E(Q, @) <e,

und nach dem Dreieckssatze (§ 187) ist demnach
E(P. Q)< E(P, Q) + E(Q, @) < E(P, ) +¢.
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Es ist also fiir jedes positive &
E(P, ) <E(P, 4) + ¢,
und mit Hilfe von (1) wird wieder die Gleichung (3) bestitigt.

Wir haben also den

Satz 2. Der Abstand E(P, A) eines Punktes P von einer beliebigen
Punktmenge A st stets gleich dem Abstande E(P, A) swischen P und
der abgeschlossenen Hiille A von A.

Insbesondere ist E(P, 4) dann und nur dann gleich Null, wenn
E(P, Q,) verschwindet, d. h. wenn P mit ¢, zusammenfillt. Dazu ist
aber hinreichend und notwendig, da P ein Punkt von 4 sei.

Ferner gilt auch der

Satz 3. Jede Umgebung Up eines Pumnkies P enthilt eine Kugel
mit P als Mittelpunkt.

Es sei U’ die Komplementirmenge von Up; da P nicht zu U’ ge-
hort, und auch, weil U’ abgeschlossen ist, kein Hiufungspunkt von U’
ist, so ist

E(P, V) =ry+0.

Die Kugel mit dem Mittelpunkte P und dem Radius r, ist daher
vollstindig in Up enthalten. Nimmt man eine positive Zahl ¢ << #,, so
ist sogar die abgeschlossene Kugel mit dem Mittelpunkte P und
dem Radius ¢ in Up enthalten.

191. Satz 4. Der Abstand E(P, A) zwischen einem verdnderlichen
Punlkte P und einer festen Punkimenge A ist eine im ganzen Raume stetige
Funktion von P.

Es sei @ ein beliebiger Punkt von A; nach dem Dreieckssatze hat
man, wenn Py und P zwei beliebige Punkte des Raumes bedeuten

E(P, @) <E(P, P,) + E(P,, Q)
und folglich, weil E(P, A)< E(P, Q) ist:
E(P, A) < E(P, P,) + E(P,, Q).

Da diese letate Ungleichheit fiir jeden beliebigen Punkt @ von 4
gilt, ist also auch

E(P, )< E(P, P,) + E(Py, 4)
und durch Vertauschung von P mit P, erhilt man

E(P,, A) < E(P, P)) + E(P, A).
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Hieraus folgt aber
|E(P: A) - E(Pm A)l éE(Pr Po)-
Ist jetzt ¢ eine beliebige positive Zahl, so stellt die Ungleichheit
E(P,, P)< ¢

bei verinderlichem P und festem P, eine Umgebung von P, dar, niim-
lich die Kugel mit P, als Mittelpunkt und ¢ als Radius. Fiir jeden
Punkt dieser Kugel ist

IE(P; A) - E(PM A)I§£7
d. h. die Funktion E(P, 4) ist stetig im Punkte Py (§ 130, Satz 3).

192. Definition. Als Entfernung E(4, B) zweier Punkt-
mengen A4 und B definieren wir die untere Grenze aller
E(P, Q), wenn P in 4 und @ in B liegt.

Dann erkennt man zunichst, daB auch
(1) E(A, B) = untere Grenze von E(P, B) fir P<< A4
ist. Es ist nimlich jedem Element der Zahlenmenge der E(P, @) ein

nicht groferes Element der Zahlenmenge der E(P, B) zugeordnet und
daher sicher

E(A, B) > untere Grenze von E(P, B) fir P<<A.
Wire nun wirklich
E(A, B) > untere Grenze von E(P, B),
so miifte es mindestens ein P, in 4 geben, so daB
E(4, B) > E(P,, B)
ist. Hieraus wiirde aber die Existenz eines @, in B folgen, so da
E(4, B) > E(P,, @),

was aber der Definition von E(4, B) widerspricht. Also ist die Glei-
chung (1) richtig und ebenso beweist man, daf
@) E(A, B) = untere Grenze von E(Q, 4) fir Q<B
ist.

193. Es seien 4 und B zwei beliebige Punktmengen, 4 und B
ihre abgeschlossenen Hiillen. Dann ist zunichst, weil A eine Teilmenge
von A ist,

() E(4,B)X E(4, B).
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Ferner sei ¢ eine beliebige positive Zahl; man kann nach Definition
einen Punkt P von A und einen Punkt ¢ von B finden, fiir welche

@) E(P,Q)< E(4, B) +

ist. In der Kugel K (P;;—) gibt es ferner mindestens einen Punkt P
von 4, weil P entweder Punkt oder Hiufungspunkt von 4 ist. Nun
ist wegen des Dreiecksatzes
E(P, Q)< E(P, P) + E(P, @),

und, wenn man (2) sowie auch die Relationen

E(4,B)<EP,Q), EP P)<y
beriicksichtigt, B
(3) E(4,B)< E(A, B) + s.

Diese letzte Ungleichheit, die fiir jedes & gilt, liefert mit (1) ver-
glichen die Relation E(4, B)= E (4, B). Genau ebenso beweist man
die Gleichungen E (4, B) = E(4, B) und E(4, B) = E(4, B). Man
erhilt also den

Satz 5. Sind A und B swei beliebige Punkimengen und A und B
ihre abgeschlossenen Hiillen, so gelten die Relationen.

E(A,B)=E(4,B)= E(4, B)= E(4, B).

194, Satz 6. Sind A und B zwei abgeschlossene Punktmengen und
ist iiberdies die eine von ihnen, 2. B. A beschrinkt, so bt es einen Punkt
P in A und einen Punkt @, in B, so daf

E(Py, Q) = E(4, B)
ist, und die Entfermmg E(A B) ist dann und nur damn gleich Null,
wenn A und B einen gemeinsamen Punlkt besitzen.

Da die Funktion E(P, B) auf der abgeschlossenen und beschrinkten
Punktmenge A stetig ist, erreicht sie in einem Punkte P, von A ihr
Minimum (§ 137, Satz 5) und es ist nach dem § 192

E(4, B) = E(P,, B;

ferner gibt es wegen der Abgeschlossenheit von B einen Punkt @ vou B,
fiir welchen

E(Py, B) = E(F,, Q)

stattfindet (§ 189, Satz 1), womit der erste Teil des Satzes bewiesen
ist. Der zweite Tell des Satzes folgt aber direkt aus der Tatsache, daB



§ 195. 196 Durchmesser 201

E(P,, @,) dann und nur dann verschwindet, wenn Py und @), zusammen-
fallen.

Bemerkung: Der Satz braucht nicht richtig zu sein, wenn keine
der beiden Punktmengen beschrinkt ist. Es seien z. B. A4 und B die
abgeschlossenen Punktmengen der zy-Ebene

A: x =0 fiir beliebige v, B: y=—}”—fﬁr.'c=}=0.

Diese abgeschlossenen Punktmengen haben keinen gemeinsamen
Punkt und es ist doch E(4, B) = 0.

Durchmesser.

195. Wir nennen Durchmesser einer Punktmenge A4 die obere
Grenze der Entfernungen von zwei beliebigen ihrer Punkte und be-
zeichnen diese Mengenfunktion mit D (4).

Sind

Tyy Loy o ooy L, UNd Wy, You vy Yy

die Koordinaten von zwei Punkten P und @ eines n-dimensionalen
Wiirfels, dessen Kanten gleich a sind, so folgt aus der Formel (2) des
§ 185 und aus den Ungleichheiten

|z, — g < @ (k=1,v2,...,n)

EP, Q)< a]/ﬁ

Ist die gegebene Punktmenge A eine Teilmenge des Wiirfels W,
8o ist also auch ibr Durchmesser

D(4)LaVn;
jede beschrinkte Punktmenge hat also einen endlichen Durchmesser.
Ist umgekehrt der Durchmesser D (4) = endlich und P, irgend
ein Punkt von 4, so ist 4 eine Teilmenge der Kugel K (Py; 2¢) und
da diese eine beschrinkte Punktmenge ist (§ 185), so ist A ebenfalls

beschrinkt. Der Durchmesser einer Punktmenge ist also dann und nur
dann endlich, wenn die Punktmengeé beschrinkt ist.

die Relation

196. Es sei A eine beschrinkte und abgeschlossene Punktmenge,
0= D(4)

ihr Durchmesser. Jedem Punktepaare P, ¢ von 4 mit den Koordinaten

P: za...z,

Q: %Y. Ya
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entspricht ein Punkt R des 2n-dimensionalen Raumes mit den Koor-
dinaten

'R: xl’ x2.‘"" xﬂ? yl? y37 ct yﬂ'

Wenn P und @ jeder fiir sich die Gesamtheit der Punkte von 4
durchliuft, so beschreibt R eine Punktmenge B des 2n-dimensionalen
Raumes. Diese Punktmenge B ist beschréinkt und abgeschlossen.
Letateres sieht man sofort ein, wenn man bemerkt, daB, wenn

R'= (P, Q")
ein Hiufungspunkt von B ist, sowohl P’ als auch @’ in A enthalten
sein miissen, so dal R’ in B enthalten ist.

Die Funktion
f(B)= E(P, )
ist, wie wir sahen, eine stetige Funktion im 2#-dimensionalen Raume
(§ 163); sie erreicht also ihr Maximum in einem bestimmten Punkt
By= (Py, Q)
der Punktmenge B, und es ist
D(A) = E(Py, )
Wir haben also den Satz:

Satz 1. Auf jeder beschrinkten und abgeschlossenen Pumkimenge A
gibt es zwei Punkte P, und Q,, derem Entfernung gleich dem Durch-

messer von A ist:
E(P,, @) = D(4).

197. Satz 2. Ist A die abgeschlossene Hiille einer beschrinkten
Punltmenge A, so ist der Durchmesser D (A) von A gleich dem Durch-
messer D (A) von A.

In der Tat ist A ebenfalls beschriinkt, und es gibt zwei Punkte

P, und ¢, dieser Punktmenge, deren Entfernung gleich dem Durch-
messer von A ist:

E(P,, ¢,) = D(4).

Ist & eine beliebige positive Zahl, so liegt in jeder der Kugeln
K(PO; ;) und K(Qo;%) mindestens ein Punkt P bzw. @ von 4 und
man hat _
oder, wenn man

E(P,, P)< ,, EPF ¢ <D(4) ud EQ Q)< ,
beriicksichtigt,
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D(4) < D(A) + ¢;
da dies fiir jedes positive & gilt, ist
D(A) < D(4).
Anderseits ist 4 eine Teilmenge von 4 und folglich
D(4) < D(4).

Der Vergleich der beiden letzten Ungleichheiten liefert den be-
haupteten Satz.

Gleichmi#Bige Stetigkeit.

198. Es sei f(P) auf einer beschrénkten und abgeschlossenen
Punktmenge A definiert und dort beschrinkt. Die Schwankung S(P)
der Funktion f(P)ist dann ebenfalls eine beschriinkte Funktion auf 4 und
ihre obere Grenze p ist eine endliche Zahl. Nach dem Satze 3 des § 140
kann man jedem Punkte P von A nach Vorgabe einer positiven Zahl ¢,
die nicht von P abhingt, eine Umgebung Up zuordnen, so daB fiir je
swei Punkte @, und @, von UpA die Bedingung

(1) If(@) — (@) =S(P)+e<p+e
erfiillt ist.

Da A beschrinkt und abgeschlossen ist, kann man den Borelschen
Uberdeckungssatz anwenden (§ 59). Bs gibt nach ihm endlich viele
Punkte P,, P,, ..., P, von A, so daB die zugehérigen Umgebungen

U, Uy ..., U,, von denen man voraussetzen kann, daB keine von
ihnen den ganzen Raum ausfiillt, der Bedingung
2) A< U +U;+---+ U,

geniigen. Nun seien U/, Uy, ..., U, die Komplementirmengen von
U, U, ..., U,;ist dann @ irgend ein Punkt des Raumes, so sind die
Entfernungen

(3) E(Q, Uk') (k=1,2,..., m)
als Funktionen von @ endlich und stetig im ganzen Raum (§ 191). Be-
zeichnet man mit ¢ (@) die groBte der Zahlen (3), wenn % die Folge
1,2, ..., m durchliuft, so ist @(Q) ebenfalls eine durchweg stetige
Funktion (§ 132, Satz 10). Auf der beschrinkten und abgeschlossenen
Punktmenge A gibt es also einen Punkt @, so daB fiir jeden anderen

Punkt ¢ von 4 -
P(Q) = ¢(Qo)

ist. Der Punkt @, ist wegen (2) in mindestens einer der offenen Punkt-



204 Kap. IV. Entfernung und Zusammenhang § 199

mengen Uy, U, . . ., U, also z. B. in U, enthalten. Es ist daher (§ 194)
E(Q, Uy) >0

9(Q) = 6 > 0;
fiir jeden Punkt @ von A ist also

und aumsomehr

(4) p(@)=0>0.
Nun seien @, und ¢; zwei beliebige Punkte von 4, deren Entfernung
(5) E(Q, @) <9

ist. Da nach (4)
9(@Q) =90

ist, s0 gibt es mindestens eine Punktmenge U}, so daB
E@Q,U)=9

ist; zugleich folgt dann aus (5), daB die Punkte @, und @, beide in
der Komplementiirmenge U, von U; enthalten sind, so daB fiir die
beiden Punkte @, und @, die Relation (1) besteht. Hieraus folgt der

Satz 1. DBezeichmet man mit w die obere Grenze der Schwankungen
einer beschrinkten Funktion f(P) auf einer beschrinkten und abgeschlos-
senen Punktmenge A, so kann man jeder positiven Zahl & eine positive
Zuahl 0 zuordnen, so daf} aus der Ungleichheit

E(Q, @) <9
(@)~ (@) <u+s

die Relation

folgt.

199. Ist insbesondere f(P) eine auf einer beschrinkten und per-
fekten Punktmenge A stetige Funktion, so kann man jeder positiven
Zahl ¢ eine positive Zahl § so zuordnen, daB, wenn @, und Q, zwei be-
liebige Punkte von A4 bedeuten, deren Entfernung kleiner als 0 ist, die

Relation
IF(Q) — (@) <L e

gilt, denn es ist hier u=0.

Diese Eigenschaft ist natiirlich weitergehend als der bloBe Begriff
der Stetigkeit; nach diesem konnte man, wenn @, festgehalten wird,
eine Zahl 0'(@,) finden, welche dieselbe Eigenschaft wie oben & besitat.
Diese Zahl 9'(-Q,) variiert aber mit @,, und es wire denkbar gewesen,
da die untere Grenze von 0'(Q,), wenn @, die Punktmenge 4 be-
schreibt, Null wiire, obgleich 0°(@Q,) selbst fiir jeden Punkt dieser
Punktmenge von Null verschieden ist. Die Bedeutung unseres Satzes
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besteht aber eben darin, daB man die Funktion 0'(Q,) so bestimmen
kann, daB ihre untere Grenze d, von Null verschieden ist. Man kann
also fiir ein gegebenes ¢ dieselbe Zahl 0, gleichmiBig fiir jeden Punkt
¢, wihlen und man driickt diese Higenschaft der stetigen Funktionen
aus, indem man ‘sagt

Satz 2. Auf jeder beschrinkten und perfekten Punktmenge ist eine
endliche und stetige Funktion gleichmdf3ig stetig.

Ist die Punktmenge A4 nicht abgeschlossen, so ist der Satz nicht
mehr richtig; dies kann z. B. an der Funktion
1
Yy=%
im Intervall 0 <z <1 bestitigt werden. Das gleiche gilt, wenn 4 nicht
beschréinkt ist, wie aus der auf der ganzen z-Achse definierten Funk-
tion y = x? folgt.
Man kann unseren Satz auch folgendermafen formulieren. Wir
bezeichnen mit ¢(d) die obere Grenze der Zahlen

(@) — f(@)]

fir alle Paare von Punkten, die voneinander um weniger als d entfernt
sind. Die Funktion ¢(d) von ¢ ist monoton wachsend und unser Re-
sultat 148t sich schreiben

}itg 6(0)=0.

Stetige Abbildung.

200. Ist jedem Punkte P einer Punktmenge 4 des »-dimensionalen
Raumes ein Punkt P* eines m-dimensionalen Raumes eindeutig zuge-
ordnet und nennt man A% die Gesamtheit der Punkte P* die man
erhiilt, wenn P in der Punktmenge A4 liegt, so sagt man, daB A4 auf 4*
eindeutig ,,abgebildet” ist und bezeichnet A* als das ,Bild“ von 4 (§ 83).
Hierbei sind % und m zwei beliebige natiirliche Zahlen; es kann sowohl
n<m als auch n=m oder »>m sein. Es konnen mehrere, ja unend-
lich viele Punkte P von 4 dasselbe Bild haben; wir sprechen z. B.
auch dann von einer Abbildung, wenn A¥ sich auf einen einzigen
Punkt reduziert.

Die analytische Darstellung einer derartigen Abbildung erhélt man,
indem man bemerkt, daf die Koordinaten des Punktes P* Zahlen sind,
die durch die Lage von P innerhalb A eindeutig bestimmt sind, und
daB man daher die Abbildung vollstéindig kennt, wenn man sich m Funk-
tionen

O 9 (P); P2\ P), -+, Pl P)



206 Kap. IV. Entfernung und Zusammenhang § 201

gibt, welche diese Koordinaten darstellen. Umgekehrt liefert jede
Folge (1) von m endlichen Funktionen, die alle in der Punktmenge 4
definiert sind, die Abbildung von A auf eine Punktmenge A% des
m-dimensionalen Raumes.

201. Die Abbildung, die durch das Funktionensystem (1) definiert
ist, heift in einem Punkte P stetig, wenn simtliche Funktionen des
Systems in diesem Punkte stetig sind.

Ist die Abbildung stetig im Punkte P, und K(P;¢) eine Kugel
mit dem Mittelpunkte P und dem Radius ¢, so setze man

B,= 4 K(P;0)

und bezeichne mit 0(p) den Durchmesser des Bildes B,* von B,.
Wir wollen zeigen, da8
®)) lim d(p) =0
=0

ist. ’

Ist nimlich 7 eine positive Zahl, so kann man Umgebungen U
des Punktes P fiir k=1, 2, ..., m angeben, so daB fiir alle Punktepaare
@, @, des Durchschnitts einer derartigen Umgebung mit A

|‘Pk<@1) — ()| <7

ist. Fiihrt man die Bezeichnung
Up= UL UL ... U™

ein, so ist Up eine Umgebung von P und fiir hinreichend kleine Werte

von @
K(P; 0) << Up.
Das Bild @,* @,* eines Punktepaares @, @, von B, geniigt dann

der Bedingung
E(QF @5 <nVm

d(0) < nVm.

Aus der Tatsache, daB die letzte Zahl 4}/m durch geeignete Wahl
von 7 einen beliebigen positiven Wert darstellen kann, folgt dann ohne
weiteres die Gleichung (2).

Umgekehrt sieht man aber, daB, wenn die Gleichung (2) gilt und
wenn man @ einen solchen Wert gibt, daB

UORSE
ist, fiir jeden Punkt @ von B, und fiir jedes %

P (Q) — p(P) <e

und es ist folglich auch
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ist, so daB die Funktionen (1) und folglich die Abbildung im Punkte P
stetig sind.

Die Bedingung (2) ist daher nicht nur notwendig, sondern auch
hinreichend fiir die Stetigkeit der Abbildung in P.

202. Wir nehmen jetzt an, daB die Abbildung in allen Hiufungs-
punkten einer abgeschlossenen und beschrinkten Teilmenge B
von A stetig ist. Wir wollen dann zeigen, daf das Bild B* von B
ebenfalls beschrinkt und abgeschlossen ist.

DaB B* beschrinkt ist, folgt direkt aus dem Satze 6 des § 137, weil
nach diesem Satze jede der m Funktionen ¢,(P) beschrinkt ist, wenn
P in B liegt.

Es sei nun R¥ irgend ein Hiufungspunkt von B*, falls ein solcher
existiert; dann kann man eine abzihlbare Teilmenge von unendlich
vielen Punkten
1 P P* ..., PF ...

von B* finden, die gegen R* konvergiert (§ 114, Satz 4). Jeder der
Punkte P,* der Folge (1) ist das Bild von mindestens einem Punkte
von B, aber kann auch mdglicherweise unendlich vielen solchen Punkten
entsprechen. Jedenfalls kénnen wir nach dem Auswahlaxiom (§48)einen
Punkt P, von B wihlen, dessen Bild mit P* zusammenfillt; auf diese
Weise erhalten wir eine abzihlbare Folge

@) P, P, ...

von Punkten, die alle von einander verschieden und folglich in unend-
licher Anzahl vorhanden sind.

Die in der beschrinkten Punktmenge B liegende unendliche
Folge (2) besitzt mindestens einen Haufungspunkt @, der iibrigens mit
einem der Punkte P, zusammenfallen kann. Wegen der Abgeschlossen-
heit von B ist nun @ in B enthalten und besitzt folglich ein Bild Q% das
in B* enthalten ist. Ferner ist nach Voraussetzung die betrachtete Abbil-
dung von B auf B* stetig im Punkte . In jeder beliebigen Umgebung
Uq+ von Q% liegt eine Kugel K(Q%*;¢) des m-dimensionalen Raumes, die
@* zum Mittelpunkte und & als Radius hat (§ 190, Satz 3). Nach dem
vorigen Paragraphen kann man eine Zahl ¢ finden, so daB das Bild P*
eines jeden Punktes P von B, der innerhalb der n-dimensionalen Kugel
K(Q; o) mit dem Mittelpunkte @ und dem Radius ¢ liegt, um weniger
als ¢ von Q¥ entfernt ist. Nun enthélt die Kugel K(@; o) als Umgebung
von @ unendlich viele Punkte der Folge (2), von der ja @ ein Hiu-
fungspunkt ist; also muBl die - dimensionale Kugel K(@*;¢) und da-
her auch die gegebene Umgebung U+ von @* unendlich viele Punkte
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der Folge (1) enthalten. Dieser Schluf gilt fiir jede Umgebung von Q*,
woraus folgt, daB der Punkt @* ein H#éufungspunkt der Folge (1) ist.
Diese letzte Folge besitzt aber nach Konstruktion einen einzigen Hiufungs-
punkt, nimlich R* also ist .

Q%= R*
und hiermit ist bewiesen, daf R* in B* enthalten ist, und ferner, daB
B* abgeschlossen ist.

203. Mit denselben Voraussetzungen wie im vorigen Paragraphen
kann man nach dem Resultate des § 198 (wenn man beriicksichtigt,
daB in unserem Falle die dort vorkommende Zahl g verschwindet) fol-
gendes schlieBen:

Es ist moglich, jeder positiven Zahl &£ >0 eine positive (von Null
verschiedene) Zahl 0 so zuzuordnen, daB, wenn P und @ zwei belie-
bige Punkte von B sind und P*und @* ihre Bilder in B* bezeichnen, aus

EP @Q)<o

notwendig
E(P* @%) <«
folgt.

Man wihle z. B. 9 als die kleinste der Zahlen 0, (k=1,2, ..., m),
wo die d, so gebildet sind, daB mit der Ungleichheit

EP, Q) <9,
die Bedingung

|9 (P) — (@] < ﬁ
besteht.

Kontinuen.

204. Definition. Eine abgeschlossene Punktmenge, die aus
mehr als einem Punkte besteht, heifBit zusammenhingend,
wenn man sie nicht in zwei abgeschlossene nicht leere
Punktmengen zerlegen kanu, die keine gemeinsamen Punkte
besitzen.

Anders ausgedriickt: Die abgeschlossene Punktmenge 4 heiBt zusam-
menhingend, wenn man nicht zwei abgeschlossene Punktmengen 4,
und 4, finden kann, so daB

Ad=4, + A4,
ist. Kine zusammenhingende abgeschlossene Punktmenge heiBt auch
ein Kontinuum.

Durch diese Definition ist noch nichts tiber die Existenz eines
Kontinuums ausgemacht: es kénnte Ja sein, daB jede abgeschlossene
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Punktmenge sich in zwei abgeschlossene Punktmengen ohne gemeinsame
Punkte zerlegen lifit. Die Existenz von Kontinuen werden wir erst spiter
durch die Herstellung einer solchen Menge beweisen (§ 210); dies hin-
dert uns aber nicht, eine Reihe von Eigenschaften der Kontinuen zu
untersuchen, die aus der Definition selbst folgen.

205. Satz 1. Ein Kontinuwm ist eine perfelkte Punktmenge.

Nach Definition ist ein Kontinuum A4 eine abgeschlossene Punkt-
menge. Wire diese Punktmenge nicht auch in sich dicht, so wiirde sie
mindestens einen isolierten Punkt P enthalten. Dann kann man 4 in
die beiden abgeschlossenen Punktmengen P und (4 — P) zerlegen, was
der Definition des Kontinuums widerspricht.

Satz 2. Es sei A eine beliebige Punktmenge und A thre abgeschlossene
Hiille. Dafiir, daf3 A ein Kontinuum sei, ist notwendig und hinreichend,
daf man jedem beliebigen Punktepaare P, Q in A ein Kontinuum C zu-
ordnen kamn, das P und @ enthilt und selbst in der abgeschlossenen
Punktmenge A enthalten ist.

Ist nimlich 4 ein Kontinuum, so kann man stets C= A4 setzen;
die Bedingung ist also notwendig.

Ist dagegen A kein Kontinuum, so kann man zwei abgeschlossene
nicht leere Punktmengen B, und B, finden, fiir welche die Bedingung

(1) A-B+3B,
gilt.

Nun kann aber keine von den beiden Punktmengen 4B, und 4 B,
leer sein; denn aus A B, = 0 wiirde z. B. folgen

A=AA = A(B,+ B,)=AB,,

und da die Punktmenge B, abgeschlossen ist, miiBte die abgeschlossene
Hiille A von A in B, enthalten sein, und B, entgegen der Voraussetzung
leer sein. Wihlt man nun den Punkt P in 4B, und den Punkt @ in
AB, und ist C eine abgeschlossene Teilmenge von A, die P und @
enthélt, so ist keine der beiden Punktmengen

¢,=CB, und C,=CB,

leer; diese Punktmengen sind aber als Durchschnitt von abgeschlossenen
Punktmengen abgeschlossen und aus

0,C,= CB,B,=0,
C=CA=C(B,+ B)=0C,+0Cy,

folgt, daB C kein Kontinuum ist. Unsere Bedingung ist also auch hin-
reichend.
Carathéodory, Reelle Funktionen. 2. Aufl. 14
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Satz 3. Sind die Mengen A, und A, Kontinuen mit einen gemein-
samen Punkt P, so ist ihre Vereinigungsmenge A=A, + A, auch ein
Kontinuum.

Die Punktmenge A ist abgeschlossen (§ 69, Satz 3); wire sie kein
Kontinuum, so kénnte man schreiben

4=0C + C,,

wo C; und C, abgeschlossene nicht leere Punktmengen bedeuten, und
man kénnte auBerdem die Bezeichnung so wihlen, daB der gemeinsame
Punkt P in C; enthalten ist. Es sei @ ein Punkt von C,; der Punkt @
ist entweder in A; oder in 4,, z. B. in A, enthalten. Dann haben wir

A=A A=A4,0C,+ 4,0,

die Punktmenge A4,C, ist nicht leer, -weil P darin liegt; ebenso ist
A4, C; nicht leer, da @ darin liegt. Beide Mengen sind ferner abge-
schlossen und besitzen wegen C,C, = O keinen gemeinsamen Punkt.

Danach wire aber 4, entgegen dei urspriinglichen Voraussetzung kein
Kontinuum:

206. Es sei A eine beliebige Punktmenge, die den Punkt P, ent-
hilt, und 0 eine feste positive Zahl. Es kann nun vorkommen, da8
man, wenn P einen zweiten festen Punkt von A bedeutet, endlich viele

Punkte
Q Q5 - -5 O

finden kann, die simtlich in 4 liegen, so daB simtliche Entfernungen

E('P(H Ql)) E(Qll Q2)) S | E(Qm—l? Qm)i E(Qm} 'P)

kleiner als 0 sind. Dann sagen wir, daB man die Punkte P, und P
durch eine ,0-Kette“ innerhalb 4 miteinander verbinden
kann.

Es gilt nun folgender Satu:

Satz 4. s sei A eine abgeschlossene Punkimenge und 0 eine feste posi-
tive Zahl und die Punktmenge A, bestehe aus einem bestimmten Punkt P,
von A und aus sdmtlichen Punkten P von A, die man mit Py durch eine
0-Ketle verbinden kann. Dann ist A, abgeschlossen. Ist ferner A, =A—4,
nicht leer, so ist A, auch abgeschlossen.

Es sei ein beliebiger Hinfungspunkt von 4, mit R, bezeichnet;
damn ist R, auch Hiufungspunkt von 4 und folglich in 4 enthalten.
Wir betrachten die Kugel K(R,;0) mit dem Mittelpunkte R, und dem
Radius 6. Dann liegt nach Voraussetzung mindestens ein Punkt P, von
4, in dieser Kugel, weil R, Hiufungspunkt von 4, ist. Ferner ist P,
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als Punkt von 4,, durch eine -Kette innerhalb 4 von P, aus erreichbar.
Da P; in unserer Kugel liegt und daher E(P,,R,)< ¢ ist, kann eben-
falls R, durch eine 0-Kette innerhalb A mit P, verbunden werden.
Infolge dieser beiden Eigenschaften gehort R, zur Menge A, ; die Punkt-
menge A, ist folglich abgeschlossen.

Es sei zweitens 4, nicht leer und R, ein Hiufungspunkt von 4,.
Da 4, << A und A4 abgeschlossen ist, ist R, in 4 enthalten. Der Punkt
R, ist daher entweder ein Punkt von 4, oder von 4,. In der Kugel
K(R,; 0) liegt aber mindestens ein Punkt P, von A,; wiirde nun R,
in A4; liegen, so kinnte man R, und folglich entgegen der Voraus-
setzung auch P, durch eine o- Kette mit P, verbinden. Also liegt jeder
Hiufungspunkt R, von A4, in dieser Punktmenge, d. h. 4, ist ab-
geschlossen.

Ist also A, fiir ein bestimmtes & nicht leer, so ist die gegebene
Punktmenge A kein Kontinuum, da man sie dann in die beiden abge-
schlossenen Punktmengen 4, und .4, zerlegen kann. Man kann daher
den Satz aussprechen:

Satz 5. Zwei belichige Punkte eines Kontinuuwms konnen fiir jeden
beliebig vorgeschriebenen Wert von 6 durch eine - Kelte innerhalb des
Kontinuuwms verbunden werden.

207. Der letzte Satz erlaubt oft von einer gegebenen Punktmenge
mu beweisen, dal sie kein Kontinuum ist; fiir beschréinkte und abge-
schlossene Punktmengen kann man ihn aber auch uwmkehren:

Satz 6. Ist A beschrinkt und abgeschlossen und kann wman stets fir
Jedes beliebige § zwes beliebige Punkte von A durch eine 6- Kette innerhalb
A meteinander verbinden, so ist A ein Kontinuum.

Angenommen 4 wire kein Kontinuum, so gibe es also zwei abge-
schlossene Punktmengen 4, und A4,, in die man A zerlegen kann:

A=A + 4,.

Da A, und 4, als Teilmengen von 4 ebenfalls beschrinkt sind, so
haben sie nach einem fritheren Satze (§ 194, Satz 6) eine von Null ver-

schiedene Entfernung
E(4,, 4,)=¢>0.

Nun sei P, ein Punkt von 4, und P, ein Punkt von .4,; wihlen
wir die positive Zahl 0 kleiner als &, indem wir-z. B. 0 = &:2 setzen,
so gibt es keine ¢-Kette mit diesem d, die P, und P, innerhalb 4 ver-
bindet. Denn es sei

Pi=Qy @y Qo oy Qs Po= @y
14 %



212 Kap. IV. Entfernung und Zusammenhang § 208. 209

eine beliebige Kette von Punkten, die in A4 liegen. Der erste Punkt
dieser Kette, niimlich @, = P,, liegt in 4,, der letate, nimlich @, . ,= P,,
liegt in 4,. Es gibt also unter den endlich vielen Punkten der Kette
einen letzten Punkt, z. B. @,, der in A4, liegt, und @, , liegt dann
in 4,. Es muB aber dann sein

EQw Q) > E(A,, A))=¢> 0.

Unter der Annahme, da A kein Kontinuum ist, kann man also
ein 0 angeben, so dafl eine zugehdrige 8- Kette nicht stets zwei Punkte
von A innerhalb A verbinden kann.

208. Wir kehren jetzt einen Augenblick zu den Betrachtungen der
§$ 200—203 zuriick. Es sei 4 ein beschrinktes Kontinuum des
n-dimensionalen Raumes, das durch eine stetige Abbildung auf die
Punktmenge A* des m-dimensionalen Raumes abgebildet wird, von der
wir voraussetzen, dafl sie mehr als einen Punkt enthilt. Wir hatten
gesehen (§ 202), daB A* beschrinkt und abgeschlossen ist.

Sind P* und @Q* zwei beliebige Punkte von A%, so gibt es in 4
nach Voraussetzung zwei Punkte P und @, so daB P* das Bild von P
und @* das Bild von @ ist. Wihlt man jetzt eine beliebige positive
Zahl ¢, so kann man nach dem § 203 eine Zahl d so bestimmen, daB
jede 0-Kette zwischen P und @, die in A4 liegt, auf eine ¢-Kette zwischen
P* und @* innerhalb A4* abgebildet wird. Da man nun nach dem
Satze 5 (§ 206) innerhalb des Kontinuums A fiir jedes 0 die Punkte P
und @ miteinander durch eine 0-Kette verbinden kann, so kann man
fiir jedes ¢ die Punkte P* und @* durch eine & Kette innerhalb A*
miteinander verbinden und A* ist nach unserem letzten Satze ein Kon-
tinuum:

Satz 7. Das stetige Bild ecines beliebigen beschrinkten Kontinuums
ist wieder ein Kontinuum, falls es mehr als einen Punkt enthiilt.

209. Es sei A ein beschrinktes Kontinuum und A* ein stetiges
Bild von 4, das mehr als einen Punkt enthilt. Nach dem vorigen
Paragraphen ist 4* ein Kontinnum und daher (§ 205, Satz 1) eine per-
fekte Punktmenge. Wir wollen nun zeigen, daB, wenn C eine Teilmenge
von A ist, die tiberall dicht auf 4 liegt (§ 76), das Bild C* von C iiberall
dicht auf A* liegen muB. Nach dem Satze 3 des § 77 geniigt es hierzu,
wenn wir zeigen, daB in jeder Umgebung U« eines beliebigen Punktes P*
von A* ein Punkt von C* enthalten sein muB. Nun enthilt aber Ups
eine Kugel K(P¥; g), die den Mittelpunkt P* und den Radius ¢ besitzt.
Ist dann P ein Punkt von A, der auf P* abgebildet wird, so gibt es
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wegen der Stetigkeit der Abbildung eine Kugel K(P; 9), deren simtliche
zu A gehorige Punkte in das Innere von K (P*;¢) abgebildet werden,
Nun enthilt, weil C iiberall dicht auf A4 liegt, der Durchschnitt von C
mit K (P; 0) mindestens einen Punkt @. Das Bild @* von @ ist aber
dann sowohl in C* als auch in K (P#*; g) enthalten, und hieraus folgt,
daB, wie wir es beweisen wollten, die Punktmenge C* U p+ nicht leer ist.

210. Die letzten Sitze erlauben von einer groBen Anzahl von
Punktmengen zu beweisen, daB sie Kontinuen sind, und somit die Exi-
stenz von Kontinuen darzulegen.

Zunichst bemerken wir, daB das eindimensionale abgeschlossene
Intervall

(1) 0<t<,

weil es die Forderungen des Satzes 6 (§ 207) erfiillt, ein Kontinuum ist.

Die Punkte einer Strecke P (), welche zwei Punkte P und Q des
n-dimensionalen Raumes verbindet, werden durch die Gleichungen (8)
und (9) des § 188 definiert. Demnach ist aber die Strecke PQ das
stetige Bild eines Kontinuums und also ebenfalls ein Kontinuum (§ 208,
Satz 7).

B)ezeichnet man mit I ein beliebiges abgeschlossenes n-dimen-
sionales Intervall, und sind P und @ zwei beliebige Punkte von 1, so
liegt nach den Definitionsgleichungen der Strecke P Q diese ganze Strecke
in I; nach dem Satze 2 (§ 205) ist also I ein Kontinuum,

Genau ebenso sieht man, daB die Gesamtheit der Punkte des Raumes
ein Kontinuum bilden, weil man je zwei Punkte des Raumes durch eine
Strecke verbinden kann.

211. Jeden Punkt einer abgeschlossenen Kugel kann man mit dem
Mittelpunkte durch eine ganz in der Kugel liegende Strecke verbinden.
Man betrachte niimlich die Kugel

K@P;r): EP QZ<Lr,

wobei P den Mittelpunkt und ¢ einen beliebigen Punkt der Kugel be-
deutet; dann ist, wenn man mit £ und 7, die Koordinaten von P und @
und mlt ¢ eine oeexgnete Zahl zwischen Null und Eins (diese Zahlen
mit einbegriffen) bezeichnet, fiir jeden Punkt R der Strecke PQ

E(P, R) — tV 3 (n,— &)

=t-E(P Q)
<r.
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Sind jetzt @, und @, zwei beliebige Punkte der abgeschlossenen
Kugel K (P;#), so enthilt diese Kugel die Kontinuen @, P und P ¢, .
also auch das Kontinuum

QP + QP

(§ 205, Satz 3). Diese Kugel ist also selbst ein Kontinuum.
Unter Oberfliche oder Begrenzung einer n-dimensionalen Kugel
K (P;r) versteht man (cf. § 213) die Punkte der Menge

K (P;r) — K(P;r);
das sind die Punkte @, fiir welche
EP, Q)=r
ist. Wir wollen beweisen, daf jede Kugeloberfliche (falls > 1) ein
Kontinuum ist. Hs geniigt aber, die Kugeloberfliche
1 zit a4 -4 2r=1

zu betrachten, weil jede andere Kugelfiiche ein stetiges Bild dieser ist.
Bezeichnet man nidmlich mit %, die Koordinaten des Mittelpunktes und
mit + den Radius einer beliehigen Kugel des n-dimensionalen Raumes,

so erhdlt man die Koordinaten y, . . . 4, eines beliebigen Punktes der
Oberfliche dieser Kugel, wenn man
Y= + 77 (k=1,2,...,n)

setzt, und die Gleichung (1) berticksichtigt.
Nun bemerke man, daB die Punktmenge (1) die Vereinigungsmenge
der Punktmengen

@) { g =ux, (70=1,2,...(n—1)),
E=V1—(o°+ 2>+ +a2,)

und

®) { M= % (k=1,2,...m—1)),
=V G F A

ist, beide fiir alle Werte von ,, «,, ..., 2,_, genommen, die Punkte
der (n — 1)-dimensionalen abgeschlossenen Kugel
@ A I S
darstellen.

Nun sind (2) und (3) als stetige Bilder des Kontinuums (4) selbst
Kontinuen (§ 208, Satz 7), und da der Durchschnitt dieser Punktmengen

nicht leer ist, ist nach dem Satze 3 des § 205 ihre Vereinigungsmenge
ebenfalls ein Kontinuum.
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212. Nach den obigen Beispielen gibt es in zwei- oder héher
dimensionalen Rédumen sehr mannigfache Arten von Kobtinuen. Fiir
lineare Mannigfaltigkeiten ist dies mnicht der Fall; es gilt niimlich
der Satz:

Satz 8. Jedes lineare Kontinuum ist entweder ein abgeschlossenes
Intervall oder eine (abgeschlossene) Halbgerade oder die ganze Gerade.

Zunichst zeigen wir, daB, wenn ein lineares Kontinuum C die Punkte
P und Q enthiilt, es jeden Punkt R der Strecke P Q enthalten muB. Es
habe R die Abszisse §, B, sei die Menge der Punkte, deren Abszisse
z< ¢ und B, die Menge, deren Abszisse > § ist. Die Punktmengen B,
und B, sind abgeschlossen; ferner enthilt (B, + B,) jeden Punkt der
Achse. Es ist also
C=CB, + (B, .

CB, und CB, sind nicht leer und sind auBerdem abgeschlossen, da C,
B, und B, abgeschlossene Punktmengen sind. Hitten nun OB, und CB,
keinen gemeinsamen Punkt, wire also OB, B, leer, so wire C kein Kon-
tinuum. Nun ist ferner

OB,B,< B,B,

und B, B, enthilt nach Konstruktion nur den Punkt R. Also enthilt
auch CB, B, und demnach auch C den Punkt R. Damit ist die Be-
hauptung bewiesen.

Nun sei « die untere Grenze der Abszissen aller Punkte von C,
und B die obere Grenze dieser Zahlenmenge; ist § irgend ein Punkt der
Achse, fiir welchen

«<E<P
ist, so gibt es sicher zwei Punkte z, und , von C, die den Bedingungen
e<z, <t und §<a<p

gentigen. Nach dem soeben erhaltenen Resultat muB also £ in C ent-
halten sein. Ist eine der Zahlen & oder § endlich, so muB wegen der
Abgeschlossenheit von C der Punkt 2=« bzw. 2= in C enthalten
sein. Es sind also nur folgende Fille moglich:

1. « und f sind beide endlich und die Punktmenge C besteht aus
dem abgeschlossenen Intervall

ez B,
2. « ist endlich und 3= + oco; C besteht aus der Halbgeraden

el 2,
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3. @ =— oo und B ist endlich; C besteht aus der Halbgeraden
< B,

4. ¢ =— 00 und g=+o00 und C besteht aus der ganzen Geraden.

DaB in jedem dieser Fille C wirklich ein Kontinuum darstellt, ist
mit Bilfe unserer friiheren Sitze sofort zu verifizieren.

Begrenzung von Punktmengen.

213. Der n-dimensionale Gesamtraum R, ist nach dem § 210 ein
Kontinuum. Ist also weder die Punktmenge 4 noch ihre Komplementér-
menge A’ leer, so konnen diese beiden Punktmengen nicht zugleich
abgeschlossen sein. Und wenn insbesondere 4 eine offene Punktmenge
ist, so ist A" abgeschlossen (§ 54) und also 4 nicht, woraus folgt:

Satz 1. [Eine Punkimenge, die vom Gesamiraume verschieden 1ist,
kann nicht zugleich offen und abgeschlossen sein.

Aus diesem Satze kann man aber noch einen weiteren Schluf
ziehen; wir bezeichnen mit H, und H - die Menge der Haufungspunkte
von A und A’ und bemerken, daB Jeder Punkt des Raumes in mindestens
einer der abgeschlossenen Hiillen (4 4 H,)und (4’'+ Hy ) von 4 baw. 4’
liegt. Da §Rn ein Kontinuum ist, kann also der Durchschnitt

@ y=(4+ H) (4" + Hy)

dieser beiden Punktmengen nicht leer sein. Die Punktmenge y, die als
Durchschnitt von zwei abgeschlossenen Punktmengen stets abgeschlossen
ist, wird die Begrenzung der Punktmengen 4 und 4’ genannt. Es
gilt also der

Satz 2. Jede vom Gesamtraume verschiedene nicht leere Punktmenge
besitst eine abgeschlossene und nicht leere Begrenzung.

214. Den Durchschnitt y 4 einer Punktmenge mit ihrer Begren-
zung, der auch leer sein kann, nennt man manchmal den Rand der
Punktmenge. Eine Punktmenge hat also stets eine Begrenzung, aber
nicht immer einen Rand. Aus (1) folgt mit Beriicksichtigung von

dab A(.A.+H4)=A. und A(A'+H41)=AHA',
a,

)] vA=A(A+H,) (4"+ Hy)=AH,
ist. Hieraus und aus y4'=A4’"H, entnimmt man ferner die Gleichung

3) y=yA+yAd’= AH, + A Hy.
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Die Gleichungen (2) und (3) liefern den

Satz 3. Der Rand einer Punkimenge A ist identisch mit-dem Durch-
schnitte von A mit den Hiufungspunkien der Komplementirmenge A’
von A. Die Begrenzung von A st gleich der Summe der Rinder von A
und A’

Aus der Gleichung (3) folgt ferner

A+y=A+AHy + A'Hy
©)) = A+ A H,
=4 'i‘ HA y

was man, mit Beriicksichtigung des § 72, folgendermaBen aussprechen
kann:

Satz 4. Die Vereinigungsmenge einer Punkimenge A mit ihrer Be-
grenzung y st gleich der abgeschlossenen Hiille von A.

Nach dem letzten Satze ist (A’+ p) eine abgeschlossene Punkt-
menge und ihre Komplementirmenge (4 — Ay) daher offen. Nun folgt

aber aus (2) A—dy—d—AH
— =A— AH,;

jeder innere Punkt von A ist aber ein Punkt, der in A4, aber nicht in
H,: enthalten ist, und daher ein Punkt von (4 — 4). Eine beliebige
offene Teilmenge von A besteht aus lauter inneren Punkten von 4 und
muB daher in (4 — 4y) enthalten sein; da nach dem Obigen diese letzte
Punktmenge selbst eine offene Teilmenge von A4 ist, haben wir den

Satz 5. Die Punktmenge (A — Ay), die aus allen Punkten von A
besteht, die nicht auf der Begrenzung y von A liegen, tst die grifite offene
Teilmenge von A. Jede beliebige offene Teilmenge von A ist in thr ent-
halten.

215. Ist die Punktmenge A abgeschlossen, so fillt sie mit ihrer
abgeschlossenen Hiille zusammen und nach dem Satze 4 des vorigen
Paragraphen muB die Begrenzung » von 4 in A enthalten sein, oder,
was dasselbe ist, es muB p — y 4 =0 sein. Ist umgekehrt dies der
Fall, so ist

A+y=A4A+(y—pd)=4

und A ist, wieder nach dem Satze 4, abgeschlossen.
Ist dagegen A eine offene Punktmenge, so muB nach dem Satze 5
des vorigen Paragraphen

A—Ay=4

sein, d. h. Ay eine leere Punktmenge sein. Aus Ay = O folgt umgekehrt
aus demselben Satze, da8 A4 offen ist.
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Satz 6. Line Punktmenge A ist dann und nur dann abgeschlossen,
wenn sie thre Begrenzung y enthdlt; sie ist dann und nur dann offen,
wenn sie keinen einzigen Punkt von p enthdlt.

Ferner beweisen wir den

Satz 7. Die Degrenzung einer abgeschlossenen (oder offenen) Punkt-
menge ist nirgends dicht.

Es sei z. B. 4 eine offene Punktmenge, A" ihre abgeschlossene
Komplementirmenge und y die Begrenzung dieser beiden Mengen. Man
muB zeigen, daf jeder Punkt des Raums Hiufungspunkt von inneren
Punkten der Komplementirmenge von p ist (§79). Nun besteht aber
diese Komplementérmenge

44 (4" —y)

schon selbst aus lauter inneren Punkten, da sie die Summe von zwei
offenen Punktmengen ist. Jeder Punkt des Raumes ist nun entweder
ein Punkt von A4 4 (4 —y) oder ein Punkt von p; im ersten Falle ist
er Haufungspunkt von 4 +(4'—y), da diese Punktmenge als offene
Punktmenge in sich dicht ist. Im zweiten Falle ist er nach der Defi-
nition von  ein Haufungspunkt von A und umsomehr ein Hiufungs-
punkt von A4 4 (4"'— ).

216. Es sei C ein Kontinuum, das einen Punkt P einer Menge A4
mit einem Punkte @ der Komplementirmenge A’ verbindet; wir be-
zeichnen wieder mit p die Begrenzung von A. Dann ist, da jeder Punkt
des Raumes in einer der beiden abgeschlossenen Punktmengen

A+Hy, A"+ Hy

C—C(4+ H+ C(A"+ Hy).

Nun sind die beiden Punktmengen C(4+ H,) und C(A4"+ Hy)
nicht leer und als Durchschnitt von abgeschlossenen Punktmengen eben-
falls abgeschlossen. Da C ein Kontinuum ist, kann ihr Durchschnitt

CA+Hy) (A"+ Hy)=Cy
nicht leer sein; hiermit ist aber gezeigt, daB C stets mindestens einen
Punkt von p enthilt.

Satz 8. Jedes Kontinuum C, das einen Punkt P einer beliebigen
Punlktmenge A und einen Punkt Q der Lomplementirmenge A’ von A
enthalt, muf3 mindestens einen Punkt der Begrenzung y von A enthalten.

liegen mu8,

217. Sind 4 und B zwei Punktmengen ohne gemeinsame Punkte
wnd ¢ und 8 ihre Begrenzungen, so liegt auf jeder Strecke P Q, die
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einen Punkt P von 4 mit einem Punkt @ von B verbindet, sowohl
ein Punkt von « als auch ein Punkt von §, denn P @Q ist ein Konti-
nuum, das sowohl Punkte der Mengen 4 und B als auch Punkte ihrer
Komplementirmengen enthilt. Es ist daher stets

1 E(«, p) < E(P, Q)
und da P und @ beliebig in A und B angenommen werden konnten,
E(«, f) < E(4, B).

Anderseits sind die Begrenzungen ¢ und § von 4 und B nach
dem Satze 4 des § 214 Teilmengen der abgeschlossenen Hiillen 4 und B
von 4 und B, und hieraus schlieBt man, daB

@) E(e, ) = E(4, B)

ist. Beriicksichtigt man endlich den Satz 5 des § 193, nach welchem
E(A,B)=E(4, B) ist, so folgt aus (1) und (2)

(C)) E(e, 8) = E(4, B)
d h. der

Satz 9. Die Enifernung (A, B) von zwei Punkimengen A und B,
deren. Durchschnitt leer ist, ist gleich der Entfernung E(e, 8) ihrer Be-
grenzungen o« und f3.

Im speziellen Falle, in dem B aus einem einzigen Punkte P be-
steht, ist die Punktmenge B identisch mit ihrer Begrenzung f und es
folgt aus dem letzten Satze der

Satz 10. Die Entfernung zwischen einem Punkte P und einer be-
liebigen Punkimenge A, dic ihn nicht enthdlt, ist gleich der Enifernung
awischen P und der Begrensung o von A.

Hieraus folgt, wenn P ein beliebiger Punkt des Raumes ist, so
ist die GroBe E(P,«) entweder gleich E(P, 4) oder gleich E(P,A"),
je nachdem P in der Komplementirmenge 4’ von 4 oder in A4 selbst
enthalten ist.

218. Es sei 4 eine beliebige abgeschlossene Punktmenge und es
sei weder A noch ihre offene Komplementirmenge A" leer. Dann ist
die stetige Funktion ¢(P)= E(P, A), welche die Entfernung zwischen
einem beliebigen Punkte P des Raumes und A4 darstellt, nicht identisch
Null, und man kann positive Zahlen h angeben, fiir welche die Punkt-
menge

ey B, = M(p(P)<h)

nicht mit dem Gesamtraume R, zusammenfillt, Wenn die Punktmenge 4
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aus einem einzigen Punkte P besteht, so ist die Punktmenge B, ein-
fach die Kugel K(P;h); im allgemeinen Falle ist jede Kugel K(P; k),
deren Mittelpunkt P auf A liegt, in B, enthalten, denn es ist fiir jeden
Punkt ¢ einer derartigen Kugel

E(Q,4) < E(Q,P)<h.

Ist umgekehrt ¢ ein Punkt von B,, so gibt es nach (1) mindestens
einen Punkt P auf A4, so daB

EP, Q<h

ist, und daher mindestens eine Kugel K(P;Fh), deren Mittelpunkt auf
A liegt und die @ enthilt. Unsere Punktmenge B, ist m. a. W.
dieVereinigungsmengealler
derartigen Kugeln.

Da ¢ (P) eine stetige Funktion
ist, folgt aus der Gleichung (1),
daf die Punktmenge B, eine
offene Punktmenge ist (§ 136,
Satz 4). Sie enthilt also keinen
einzigen Punkt ihrer Begren-
zung B, und fiir jeden Punkt P
dieser Begrenzung mufl also
@(P) > h sein; anderseits aber
ist jeder Punkt P von @, Hiu-
fungspunkt von B, und wegen der Stetigkeit von ¢(P) muB in einem
solchen Punkte @ (P)<h sein. In jedem Punkte P der Begrenzung g,
von B, ist also

(2) E(P, A) = ¢(P) =h.

Es sei nun S ein beliebiger Punkt des Raumes, der nicht in B,
enthalten ist, so daf man schreiben kann

B;

Fig. 18.

(3) E(S, A) =k>h;
nach dem Satze 10 des vorigen Paragraphen ist dann
4) E(S, B) = E(S, B,).

Um diese letzte Zahl mit Hilfe von (3) zu berechnen, bemerken
wir, daB auf der abgeschlossenen Punktmenge 4 mindestens ein Punkt
I liegt, fiir den
(5) E(S,R) = E(S, 4)=k

ist. Auf der Strecke SR, die einen Punkt von B, mit einem Punkte
ihrer Komplementirmenge verbindet, mu8 nach dem Satz 8 des § 216
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mindestens ein Punkt P von g, liegen; dann ist

(6) E(S, R) = E(S, P)+ E(P, R),

(7) . E(S’ P)gEOS; B1)s E(P7 R)2 E(P, 4)=h
und der Vergleich von (5), (6) und (7) liefert

8) ES,B)<k—h.

Anderseits konnen wir auf der abgeschlossenen Punktmenge f,
einen Punkt P’ so bestimmen, daB

) E(S, P') = E(S, f))

ist, und nach (2) auf der abgeschlossenen Punktmenge A einen Punkt R,
so dafB

(10) E(P,R)=E(P,4A)=h
ist. Dann folgt aus
(11) k=E(S,A)<E(S,R)
und
(12) E(S, R) < E(S, P') + E(P', R')
durch Vergleich der letzten vier Relationen
(13) E(S,B) =2 k—h.
Die Relationen (8) und (13) zeigen uns endlich, da8
(14) E(S,B)=k—h

ist. Mit Hilfe von (3) und (4) sieht man ferner, daB fiir alle Punkte S
des Raumes, die nicht in B, enthalten sind, die Gleichung

E(S,A)— ES,B,)=h
gilt. Fiir alle Punkte P des Raumes, fiir welche die Gleichung (2) gilt,
ist insbesondere

E (P ’ -Bh) =0,
woraus folgt, daB P auf der Begrenzung g, von B, liegen muB.

Satz 1. Wir betrachten alle offenen Punkimengen B, die aus allen
Punkten bestehen, deren Entfernung von einer gegebenen abgeschlossenen
Punlktmenge A Kleiner als die positive Zahl h ist, und bezeichnen mit f,
thre Begrenzung, sofern B, nicht mit dem: Gesamiraum identisch ist. Dann
besteht jede der Punkimengen B, aus allen Punklen P, fiir welche BE(P, A)=h
ist und nur aus diesen.

Fiir jeden beliebiyen Punkt S der nicht in B, enthalten ist, gilt ferner
die Gleichung

E(S,4) = E(S,B,) +h.
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219. Wir nehmen jetzt an, daB fiir eine Zahl k> # die Punktmenge
B.=M(p <k)
vom Gesamtraume 9, verschieden ist, und bezeichnen mit §, die Be-

grenzung von B,. Fir jeden Punkt S, der auf 8, liegt, ist nach dem
vorigen Paragraphen

ES,A)==F
und daher auch nach demselben Paragraphen
E(S,B)=E(S,B,)=Fk—nh.
Hieraus folgt aber nach den §§ 192 u. 217

E(ﬂl:, —B).) = E(ﬁ;,, ﬁh) =k—nh.

Bezeichnet man ferner mit C, die Komplementéirmenge von (B, + 8,),
so ist, falls C; nicht leer ist, die Begrenzung y, von C, eine Teilmenge
von f3;, weil B, und C, offene Punktmengen sind, und man hat

E(Cy, B,)) = E(y,B,) =k —h.

Nach dem Satze 5 des § 193 ist dann auch, wenn man mit B, die
abgeschlossene Hiille von B, bezeichnet,

EC,B)=Fk—h.
Wir haben also den
Satz 12. Aufer den Punkimengen B, und B, des vorigen Satzes be-
trachten wir noch die offenen Punkimengen C,, die aus allen Punkten P

bestehen, fiir welche E(P, A) > h ist. Ist dann k>h und ist C, nicht leer,
so gelten die Gleichungen

E( % h)=E(ﬁk}Bh)=k—h-

Gebiete.

220. Eine ihnliche Theorie des Zusammenhanges, wie wir sie in
den §§ 204—212 fiir abgeschlossene Punktmengen dargestellt haben,
wollen wir jetzt auch fiir offene Punktmengen entwickeln.

Definition. Eine offene Punktmenge heiBt zusammen-
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