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Einleitung.

Der modernen Mondtheorie liegt eine periodische Losung des Diffe-
rentialsystems des parallaktenlosen restringierten Dreikorperproblems, die
sogenannte Variationskurve zugrunde, die Hill') in einer beriihmten Arbeit
gefunden hat. Es werden dabei die Koordinaten z und y als Fouriersche
Reithen von ¢ angesetzt. Man erhélt (durch Vergleichung der Fourier-
schen Koeffizienten im Differentialsystem) fiir die Fourierschen Koeffizienten
ein unendliches System von Bedingungsgleichungen, die nicht linear und
auch nicht von rekursivem Charakter sind, so dal die Fourlerschen Koeffi-
zienten grundsdtzlich nur alle gleichzeitig bestimmt werden kénnen. Praktisch
geht Hill so vor, daB er in dem System der Bedingungsgleichungen gewisse
Terme vernachlassigt, wodurch es einen rekursiven Charakter erhilt. In
das System der Bedingungsgleichungen geht ein Parameter m ein, der von
der — zuniichst willkiirlich gelassenen — Periode der angesetzten Lésung
herrithrt (die Fourierschen Reihen werden differentiiert, bevor man die Be-
dingungsgleichungen erhélt). Die Fourierschen Koeffizienten sind, unter
Zugrundelegung des (unverkiirzten) Systems der Bedingungsgleichungen,
nach Potenzen von m zu entwickeln.

Die dabei auftretenden neuartigen Konvergenz- bzw. Existenzfragen,
die den sich auf endliche Systeme beziehenden Cauchyschen Untersuchungen )
nicht zugénglich sind, muBte Hill ausdriicklich®) offen lassen; seine kiihne
Methode wurde nur durch den numerischen Erfolg gerechtfertigt:

1) G. W. Hill, Coll. Math. Works 1, Washington 1905, S. 284—335.

) Nach einer Bemerkung von H. v. Koch kann z. B. die Cauchysche Majorant en-
methode unmittelbar auf gewisse unendliche Systeme iibertragen werden. Doch liegt
das Hillsche System wohl auBerhalb der Tragweite der sehr speziellen Sitze, die auf
diese Weise iiberhaupt erhalten werden kdnnen. Methodische Bemerkungen findet
man in meinen Aufséitzen Math. Annalen 95 (1926), S. 544—556; 98 (1927), S. 273 bis
280; Math. Zeitschr. 28 (1928), S. 451—470.

3) Vgl. Hill, a. a. 0. S. 287.
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«I regret that, on account of the difficulty of the subject and the
length of investigation it seems to require, I have been obliged to pass
over the important questions of the limits between which the series are
convergent, and of the determination of superior limits to the errors
committed in stopping short at definite points. There can not be a rea-
sonable doubt that, in all cases, where we are compelled to employ infinite
series in the solution of @ problem, analysis is capable of being perfected
to the point of showing us within what limits our solution is legitimate,
and also of giving us a limit which its error cannot surpass. When the
coordinates are developed in ascending powers of the time, or in ascending
powers of a parameter attached as a multipler to the disturbing forces,
certain investigations of Cauchy afford us the means of replying to these
questions. But when, for powers of the time, are substituted circular
functions of it, and the coefficients of there are repanded in powers and
products of certain parameters produced from the combination of the
masses with certain of the arbitrary constants introduced by integration,
it does not appear that anything in the writings of Cauchy will help us
to the conditions of convergence.”

Vor einiger Zeit habe ich diese Liicken z. T. ausgefiillt*), und zwar
unter direkter Zugrundelegung eines passenden allgemeinen Existenzsatzes
iiber unendliche Systeme von impliziten Gleichungen, der die gesuchten
Funktionen (d.h. die Fourierschen Koeffizienten) fiir hinreichend kieine
Werte von |m| nicht nur festzulegen und anzugeben, sondern auf passende
Weise, namlich derart abzuschiitzen gestattet hat, daf daraus die Existenz
und die zweimal stetige Differentiierbarkeit der fiir die Koordinaten ange-
setzten Fourierschen Reihen geschlossen werden konnte. Damit war fiir
hinreichend kleine Werte von |m| die Zuldssigkeit des Hillschen Ver-
fahrens sichergestellt, und zwar auf demselben rechnerischen Wege, auf
welchem bei Hill die numerische Behandlung erfolgt. Denn der Beweis
jenes Existenzsatzes ist, im Anschlull an E. Lindeléf, nur die primitive
Konstruktion der Loésung auf Grund der Methode des unbestimmten
Koeffizienten der Maclaurinschen Reihen, die auch von Hill verwendet
wird®). — Herr E. Holder hat inzwischen gefunden, daB die Existenz

4 A. Wintner, Math. Zeitschr. 24 (1925), S. 259—265; vgl. Astr. Nachr. 223
(1925), S. 232—237.

5) Es sind bekanntlich auch andere periodische Losungen in der Mondtheorie
untersucht worden, sowie periodische Lésungen, von denen anzunehmen ist, daB sie
mit der Hillschen Variationskurve identisch sind, trotzdem sie unter Zugrundelegung
von anderen Parametern oder Koordinaten erhalten worden sind. Vgl. G. W. Hill,
loc. cit.?) 4, S. 78-93; A. Liapounoff, Fortschritte der Math. 26 (1895), S. 1103;
¥. R. Moulton, Transact. of Amer. Math. Soe. 7 (1906), S. 537ff., insb. 8. 566.
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der Variationskurve fiir hinreichend kleine Werte von |m| auch unter
Zugrundelegung der Lichtensteinschen Methoden sichergestellt werden
kann.

Diese Ergebnisse lassen die Frage offen, ob die Variatiationskurve
noch auch bei demjenigen Werte von m existiert, der bei dem Erdmond
vorliegt, d. h. ob dieser Wert ,hinreichend klein“ ist. Unldngst habe ich,
anlaflich einer wesentlich weitergehenden Untersuchung ¢), gefunden, daf}
diese Frage zu bejahen ist. Ich habe némlich die Fourierschen Koeffi-
zienten, die durch die Maclaurinschen Reihen zunichst vielleicht nur fiir
sehr kleine Werte von |m| dargestellt werden, auf Grund der Bedingungs-
gleichungen analytisch fortgesetzt, zugleich passend abgeschétzt und dabei
den zum Erdmond gehérigen Wert wesentlich iiberschritten. Es fragt sich
nun, ob zum Existenzbeweis der Variationskurve des Erdmondes die ana-
lytische Fortsetzung nicht iiberfliissig ist, d. h. im wesentlichen, ob der
zum Erdmond gehérige Wert von m noch im Innern des gemeinsamen
Konvergenzkreises der Maclaurinschen Reihen der Fourierschen Koeffi-
zienten liegt.

Ich werde hier diese Frage bejahend beantworten wund so beweisen,
daf} die Hillschen Reihen fiir den Fall des Erdmondes konvergeni sind.
Es ergeben sich daraus unmaitielbar auch die Fehlerabschitzungen, die von
Hill in den oben zitierten Zeilen verlangt werden.

AuBer jenem Existenzsatz iiber unendliche Gleichungssysteme ist dabei
die folgende Riemannsche Bemerkung”) von Wichtigkeit: Sind ¢, (¢) und
@, (t) Fouriersche Reihen derart, daf der n-te Fouriersche Koeffizient so-
wohl bei @, als auch bei @, gleich O (|n|™%); 6 >1 ist, so ist®) der n-te
Fouriersche Koeffizient des Produktes g, ¢, ebenfalls — O (|n|~°). Anders
ausgedriickt: Die Summe

v n |
2 s (6>1)

wobel die Summationszeiger ¥ =0 und k== auszulassen sind, bleibt
unterhalb einer nur von ¢ abhéngigen, also von n unabhingigen Schranke ?).

Ist einmal die mathematische Grundlage fiir die Variationskurve ge-
wonnen, die von Hill loc. cit. berechnet wurde, so gilt dies auch von seiner

% A. Wintner, Math. Zeitschr. 28 (1928), S. 430—450.

") B. Riemann, Ges. Werke, 2. Aufl. (1892), S. 250; vgl. Liitkemeyer, Diss. Gottingen
1902.

8 Der Satz gilt bekanntlich auch dann, wenn anstatt O durchweg o gelesen
wird, sofern nur eine kleine Zusatzbedingung hinzukommt. Vgl A. Zygmund, Math
Zeitschr. 24 (1925), 8. 49, insb. die Fufinote %).

% Vgl. A. Wintner, Math. Annalen 96 (1926), S. 309—311.
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Perigdumstheorie'®). Denn Hill stiitzt sich dort auler auf die Variations-
kurve nur auf seine Theorie der unendlichen Determinanten bzw. der
charakteristischen Exponenten, die seit den Untersuchungen von Poincaré*!)
mathematisch in vollkommen befriedigender Weise begriindet ist. Numerische
Verhiltnisse kommen dabei, im Gegensatz zu der Untersuchung der Variations-
kurve, iiberhaupt nicht in Betracht, da ja das Problem ein lineares (und
iibrigens ein Eigenwertproblem?)) ist. — Entsprechendes gilt bei der Be-
riicksichtigung der Parallaxe'®). Denn die Brownsche periodische Losung?),
bei der auch die Parallaxe berlicksichtigt wird, 148t sich, wie man sich
leicht iiberzeugt, mit meiner Methode ebenso behandeln wie die Hillsche
Variationskurve, die zur Parallaxe Null gehort. Nur hat man sodann um
einen Parameter mehr (ndmlich auBler m auch die Parallaxe), was jedoch
keinerlei Schwierigkeit verursacht?).

Was endlich die hoheren Potenzen etwa der Exzentrizitit anlangt,
wie diese in der Brownschen Theorie'®) berechnet werden — die Theorie
der charakteristischen Exponenten behandelt nur die erste Potenz des
jeweiligen ,storenden®, d. h. neu hinzugefiigten Integrationsparameters —
so ist dabei nicht mehr von periodischen Losungen und iiberhaupt nicht
von einer Theorie mit unendlich vielen Verinderlichen die Rede, sondern
nur von einer sinngeméfen Umschreibung der gewéhnlichen schrittweisen
Anniherungen bzw. des Linstedt-Poincaréschen Verfahrens. Es werden dabei
beim k-ten Schritt offenbar nur die Terme k-ter Ordnung behandelt und
die Terme der ersten & — 1 Ordnungen festgehalten, trotzdem der k-te
Schritt auf den (k — 1)-ten zurlickwirkt. Man hat es also nicht etwa mit
einer fertsigen Reihe zu tun, und die iibliche Behauptung, wonach die
Reihen das Differentialsystem zumindest formal befriedigen, ist wohl nur
cum grano salis zu verstehen. Man hat ja {iberhaupt keine , Reihe®, sondern
nur einen unendlichen Prozef'?) von ineinandergeschachtelten Reihen. Wird
also die Riickwirkung des k-ten Schrittes auf den (k—1)-ten nicht be-
riicksichtigt, so diirfte der ProzeB, wenn er konvergieren wiirde, das
Differentialsystem gewill gar nicht befriedigen. DaBl das Verfahren dennoch

10) G. W, Hill, loe. cit. 1), S. 243—270.

1) H. Poincaré, Les méthodes nouvelles de la mécanique céleste 2 (1893), S.260
bis 270 oder loc. cit. 1%), S. 49—56.

12) Vgl. eine Bemerkung von mir in der Zeitschr. f. Phys. 48 (1928), S. 151.

13y Vel. G. W. Hill, loc. cit. ), 4, S. 153—168.

14) E. W. Brown, Amer. J. of Math. 14 (1893), S. 141—160.

1) Vgl. loc. cit. ®), S. 2841

16) Siehe etwa E. W. Brown, Amer. J. of Math. 17 (1895), 8. 318—358;
H. Poincaré, Legons de mécanique eéleste 2, 2 (1909), S. 77—109.

1) Vgl. loc. cit. %), sowie Astr. Nachr. 224 (1925), S. 7—10.
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zu groBen praktischen Erfolgen gefiihrt hat, beruht einerseits auf dem be-
sonderen, beim Erdmond vorliegenden numerischen Verhiltnissen des
dynamischen Systems, andererseits aber sehr wesentlich auf der Moglich-
keit, die immer wieder neu eintretenden verfiigharen Integrationskonstanten
im Einklang z. B. mit der Delaunayschen Mondtheorie und mit der Er-
fahrung zu deuten und festzulegen. Es ist freilich — abweichend von der
Brownschen Mondtheorie — sehr wohl mdglich, die Differentialgleichungen
unter Benutzung der Theorie der unendlich vielen Verinderlichen formal
wirklich zu befriedigen'®), und zwar auch dann, wenn der charakteristische
Exponent irrational ist. Doch muf man dann die mondtheoretische
Konstantendeutung preisgeben, indem némlich die Terme auf eine andere
Weise gruppiert werden®). Aber auch rein mathematisch wire damit z. Z.
nicht viel gewonnen. Einem Konvergenzbeweise stehen nimlich, wie aus
meiner zitierten Annalenarbeit hervorgeht, die aus der Methode der all-
gemeinen Storungen bekannten Integrationsdivisoren!?) im Wege, die hier
eigentlich als Differentiationsdivisoren erscheinen?2?).

§ 1.
Die von Hill zugrunde gelegten Differentialgleichungen sind:

(1) E—29+5=38x; §+2+5—=0 (r=a>+y?),

wobei  und y die kartesischen Koordinaten des parallaktenlosen Mondes
in einem geozentrischen Achsenkreuz bezeichnen, in welchem die Sonne
ruht, indem die konstante Drehgeschwindigkeit gleich der mittleren Be-
wegung der Sonne gewihlt ist. Die Einheiten sind so festgelegt wie bei
Hill, dessen Ansatz der folgende ist:

+ o +©
(2) = 3 acos(2¢+1)7; y= Y asin(2741)7.
Hierbei ist
N
m
ferner
nl
m = ’
n—mn

gesetzt, wobei n’ die mittlere Bewegung der Sonne, n diejenige des Mondes
(bezogen auf ein ruhendes Achsenkreuz) bezeichnet, so dafl bei dem Erdmond

%) Vgl. meine unter °) zitierte Arbeit.
19) Z. B. H. Poincaré, loc. cit. 1), S, 94—99.
20) Loc. cit. 9), S. 308.
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der Periodenquotient m etwas kleiner als */,, ausfillt:
(3) my = 0,08084 ...

Die Aufgabe ist, die Funktionen a,(m)=a, derart zu bestimmen,
daB durch (2) eine Losung von (1) geliefert wird. Zu diesem Ende mufl
nach Hill das folgende System von Bedingungsgleichungen befriedigt
werden:

+o +o
(4) l_;;[?: t]a,a,_; [j]i=§wa’ia—i+j—1+(j)i=§waia—i—j—lzo

fir j=+1,+2,...,
wahrend dem Zeiger j = 0 die Beziehung
to 32
(5) { 3af - 1

i=—w 5 {{2i+14m} +2m%}

i=—00

entspricht, welche die Rolle einer ,Verzweigungsgleichung hat. Die
Klammerausdriicke in (4) sind rationale Funktionen von m mit absoluten
Koeffizienten:

(6) [4,7] =

1 4(G-)it 4P+ 424 (i —j+ ) mtm?
j 2(472—1)—4m-+m? ’

3m24j®—8j—2—4(j+2) m—9m?

(7) [1]=— 1652 24P —1)—4dm+m?  °
. 3m20*—16j+2-4(5j—2)m+9Im?
(8) (7)=— 165° 2(49 1) —dmtm?

Das System (4) ist homogen, indem es in einer Gestalt geschrieben werden
kann, in welche nur die Verhiltnisse g’ eingehen; vgl. (10) und (11). Dem-
0
entsprechend kann man die Verzweigungsgleichung (5) zunéchst beiseite
lagsen. Es soll bis zum § 8 angenommen werden, daBl j <0 ist, so daB
es sich nur um die eigentlichen Bedingungsgleichungen (4) handelt.
Wegen (6) ist [j,7]= —1 und [§,0] =0, also wegen (4)

+ + 00
(9) a’Oa‘j :i—%’o’o[?.’ ﬂaia‘i -J [7]_?0‘)&1(1—”‘—] 1+( )_%1 i —1—-1 12
wobei der Apostroph neben dem ersten Summenzeichen die Auslassung der
beiden Summationszeiger ¢ = 0 und ¢ = j bedeutet. Ich fithre nun in (9)
die Substitution
b;

(10) @ =may 5 (1==+1,%2,...)
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?‘2

ein und' multipliziere die so erhaltene j-te Gleichung mit mag> 50
daB (9) in o ) .. )
(1) f=m Ul b ) X LS D
1=—® e :— 2]
+0) 2 e ==L (i=+1,%2..)
1= —00

itbergeht. In der Tat kann in der ersten Summe (9), wegen ¢ <=0 und
¢ = j, weder a; noch a;_; gleich a, ausfallen; vgl. (10). Anders steht es,
wegen (10), bei der zweiten und der dritten Summe in (11), so daBl sie
nicht mehr quadratische Formen, sondern quadratische Polynome der un-
endlich vielen Verinderlichen b, sind.

Es ist iibrigens wesentlich, dall es in (11) rechterhand einen Term
gibt, der in den b, nicht einmal linear, sondern von diesen unabhingig
ist. Sonst wiirde némlich jedes b, nicht nur fiir m = 0, sondern identisch
verschwinden, so dal die gesuchte periodische Losung nicht vorhanden,
bzw. die Substitution (10) nicht erlaubt wére. Denn zunéchst ist (11)
wegen (6), (7), (8) und (10) von der Form

(12) b=mfi(m; b, b 1, byb ) (=1 +2,..),

wobei die Potenzreihe f; keine negativen Potenzen der unendlich vielen
Argumente enthdlt. Sie kann ferner ,passend“ abgeschatzt werden [vgl.
weiter unten (43)], so daB es nur eine, nach Potenzen von m fortschrei-
tende Losung geben kann®'). Wiirde nun kein f, ein konstantes Glied ent-
halten, so wire bj(m) =0;j=241,42,... eine, also die einzige Lésung
von der gesuchten Art, g.e. d.

Es ist nicht schwer, die Terme anzugeben, die von den b; unabhingig
sind. In der zweiten Summe (11) muB hierfiir (wenn alles zusammen-
gezogen wird, was zusammengezogen werden kann)

(13a) i=0, —¢4+4—1=0,
in der dritten aber

(18Db) i=0, —7¢—j—1=0
gesetzt werden, d. h,

(13a) i=1, =0,

bzw.

(138) j=—1, 2=0.

) Vgl loc. cit. 4).
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Also nur in der (+1)-ten und in der (— 1)-ten Gleichung gibt es ein
konstantes Glied, und beidemal nur ein einziges; vgl. (7), (8). Die iibrigen
Gleichungen kommen, wie man leicht einsieht, erst bei der Berechnung der
beziehentlich m hoheren Glieder in Betracht, wihrend in den beiden ersten
Gleichungen (12) die konstanten ,,Hauptterme beziehentlich m lineare Glieder
der Maclaurinschen Reihe b,(m) bzw. b_, (m) ergeben. Dem entspricht es,
daB bei der fiir unsere Zwecke notwendigen numerischen Abschitzung der
f; die beiden Hauptterme die eigentliche Schwierigkeit verursachen und
eine allzu weitgehende Abschitzung iiberhaupt zu verhindern scheinen.

§ 2.
Um (11) in (12) iiberzufiihren, hat man
F
(14) =2,
4m—m?
(15) %=1~ g(gep
(16) 'Z;}:@j—'l_wj'_{_./‘lj,
(17) P =9, =y, 4=,
+o N
— ’ ] ) 7 — . . .
(18) (PJ Wig; [7,2]2.2(7.—1:)2 b1b1—.7’
- g? +m“i“—i+j—1
(19) ’/’j:[ﬂmig/:awfa
. +o
it @id_i—j
(20) zj—(y)mzigo—w

zu setzen. Hierbei sind Pis ¥) lj Funktionen von m; b,,b_,, ..., wahrend
w; nur von m abhéngig ist.

Um das System (12) meinem zitierten Existenzsatz unterwerfen zu
konnen, hat man alle f;((x; B, B, ...) abzuschatzen?®). Hierbei ist & >0,
p>0 und f;(m;b,b_,,...) die beste Majorante der Potenzreihe
fj(m ;0,,b_4,...), d. h. die Potenzreihe, in welche f; iibergeht, wenn man
darin die Glieder, die zusammengezogen werden koénnen, zusammenzieht
und sodann die Koeffizienten durch ihre Betrige ersetzt. In fj(oc; B,B,-..)

22) Bs gelten jedoch auch weitergehende Sitze. Vgl Math. Zeitschr. 28 (1928),
S. 451—470.
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gind alle b, =8 gesetzt. Aus Griinden, die spéter ersichtlich sein werden,
1

diirfen wir ¢ = —1—2-, B = 3 also
1 1 .
(21) ]m]—lzﬁ {bjlé”g‘ (==+1=%2,..)
annehmen.
§3

In den §§ 4, 5, 6 sollen bzw. die Zahlen
=71 11 =111 —71.1 1
@j<ﬁ’—3_’§"">’ %(1’2,3‘,5‘,..‘), Aj(ﬁ’§’§"">
(j:ilyizy"')

abgeschitzt werden. In § 7 erfolgt die besondere Behandlung der Haupt-
terme, endlich in § 8 der Konvergenzbeweis.
Zunichst sollen die folgenden Ungleichheiten bewiesen werden:

BN + o
’

N | 10 j2

22 — L — < 17;

(22) i:z_:e i i=_mi2<a'~i>2<
1 16

(23) w; <’1"2> <

Hierbei sind aus den Summationen (22) die Zeiger ¢ =0 und ¢ =4 aus-
zulassen; § ist eine beliebige, von Null verschiedene ganze Zahl. o;(m) ist
die unter (15) erklirte quadratische Funktion und w; " (m) die beste Ma-

jorante der Maclaurinschen Reihe der gebrochenen rationalen Funktion

1
Die erste Ungleichheit (22) folgt wegen =* <10 aus

+°=, 1 +® 1 .
D ——<2 n=2%,
e (E— 1) i=1

die zweite braucht aus Symmetriegriinden nur fiir § > 0 bewiesen zu werden.

Fur1<7,<[ }lstabero< <= ,also

I Sy

O Hey @-2”(1_7) =20

——

undfurz>[ }>0 gilt —:—2 also
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; <42Y =,

@_[ 2} 2($—7) i:{’i}( > (z—j) i=[m]2l i) =

2 2

~

j—1 i

Il/\

(*)

wahrend fiir 7 > j genauer %> 1, also
+ + @ +

i=j+11’2(1’_7) i:j+1(2_‘ i=1

endlich offenbar

-1 @ + o

*) D=2 i< (i>0)

i=— V(2] im: R (E+9) =1

behauptet werden kann. Durch Addition der vier mit (*) bezeichneten
Ungleichheiten (die erste steht auf der vorigen Seite) folgt

+ oo + oo
D cat14) Y L1020 gy,
im—w 2 (1—1) =1

womit auch die zweite Abschitzung (22) bewiesen ist.
Setzt man
4 2
o5& m) =gr—1 tagpoT)

so dafl wegen (15)
0;(m, m) = w;*(m)
gilt, wenn
1
&M =14

gesetzt wird, so hat man zunichst
_ /1 1 1 r 4 1
% (17 13) < sap—1 (12 + 141

(4—1)=6:

also wegen 2(4j2—1)2>2

5 <112’ 12>§— <§+l}ﬂ><ll8+%0<%(=118+ﬁ>'

Es ist ferner fiir |£]|< %, 7|4

also auch
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Denn die Maclaurinsche Reihe von oj(§,77) hat ebenso viele Glieder wie
Variablen, und jedes Glied enthdlt eine andere Variable. Damit ist (23)

bewiesen.
§ 4.
Wegen (17), (18), (16), (6) ist

(6 4(j—1)i e FRVEL NS B
24) &, — {_i _ 3
(34) %= 23 s F- T oD R

i 2 i
i 2(4°=1) i“(a‘—i)“} ibies

1=—®

i 4
I b.b, .
+m2{ SH D) FG = 2 7 o) e

4 _* by
(m m)Zamy T g m i il

= j1+¢j2+¢j3‘
Wir behandeln zunéichst &, und P;;. Es ist wegen j+0 und ¢<0
i 4 j* o | 1 1 1 2 1
i 2(4°=1) (i —14)" 4711 (=)' T  4=1(=9) 3 (i)
5 4j j2 _ 211 4 1 <i 1 1 2 1
P14 =11 G—)T 1 4-1G—)> 3 (i—)*
A S =1 | r Lt 1t _1 1
i 2(45° 20| |47 1] (i=j) T 2:14~1 (i—j)° 6 (i—§)*’
also wegen (22)
= /1.1 1 = (1.1 1
(25) B (155503 )+ B (5555 50 )
1
1 /2, 2\ 3° 1, 1y ywi1 1
< 2= L2 22
=12i§w<3+8)<i—7>2+< RIS >¢_Z_w 6 3% (i—j)°
41 ,1/1, 11 w 1 110
=[§a+g<ﬁ+ﬂzﬂ s 2y <l tntamlss
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Es ist ferner

}_i 4(j—1)¢ j? :2} j H?-l 1
i 2(45%—1)i%(j—i)® 2j+11|2j—1] (s—9)*
£2| H—l_l 1 721;’
= =241 [—=2-1|(j—0) 38 (i—j)°
l_i 4j24-4j 7° _ f?'+1H j j 1
i 2(45°=1) 4% (j—0)® 2j+1]|2j—1] |3 (j—1)®
R e e
= 1241 i (j—1)° 3|2 j—i||j—1
2 g® 2 1
<z 1 R < il
<SS woi T e (vegen [AB|< |41+ BJ),
i 2 j? 1 1 1 1

IA

1 1
14-1(j—i)* 8 (j—4)"

1
i 2(45°=1)é%(j—4)° ]47'2—1!(?'"1')2
also wegen (22) und (24)

- 1 1
(26) \ b (1557

w

0|
-

N

+o .
(41 2 e 2 1 11 1
o (IS S S R
=,=2 3 (@—?)2+3iz(i—i)2+3(i—j)2+3(i—f)2 3?
71 1 21y 7110, 21
71 /N 7110, 21
89, =~ (-9 8 9%__mi2(j—i)2<3 9 3 +3 9 17
102
81+81_2+81<2+20
Aus (24), (25), (26) folgt
— /1 1 1 1 3 1
(27) ¢j<ﬁ,§,§,...)<§6+2+§6=2+3.

§ 5.

Wir gehen zu ¥, iiber. Bezeichnen zwei Apostrophe neben einem

J
Summenzeichen:
+ oo”

i=—o

die Auslassung der beiden Summationswerte ¢ =0 und ¢ =35 —1, setzt
man ferner

+
* 8m? 4j2—8j—2—4(j+2)m—9m® 1" bib_;y
(28) ¥ =— = 2 P PRRETYT
16 2(4j°-1) i b (—i+i—1)
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so ist wegen (17), (19), (15), (7), (10)
(29) ![/ p* 3m? 4j2—8j—2—-4(j+2)m—9m? a;_,; 2

J 16 2(452—-1) a, m?
Da der Quotient ‘

I4j2—8j—2 E_1252_47'_1]

2047 —1) 471
seinen Hochstwert fiir j = —1 annimmt, so ist er
2+4-1 5
ST ~3
Es gilt ferner wegen (21)
4(7+2)m1_ 142 1
12(47 - T 2"”"47_ !é Im| =1 =2Im| <5
und
—9m2 1 3 9 3 1 1
- <mp L =Smprgd L1
@4ir—1|=2 -1 2 2 127 96
endlich
+ +
ZO:” Ibib—‘+j—1L< 1 2.:” 1 <_2—19<—1~
S (=i =1 T8 A (-1 96 2’

also wegen (28)

gr(l.1 1 v _3 1/5 1 1y1 38 1 _ 1
(30) Tj<T2’3’3"“)<'16122<3+6+96) < <%0
Fiir j 1 ist nach (10)

%-1 =m ——~.bj—1 P

() (j—1)

Wegen ( ll)ég 1 folgt daher aus (29), daB die beste Majorante von

¥, — ¥* bei allen j 41 fiir [m| <L und |b;_

h < % dem Betrage nach

1
1 31 1
< +3 +96)i"§2<i€€ 3
9),

ausfallt, also, wegen (30), (28) und (2
=1 1 1 1 .
(31) 9?(1‘2‘3‘?) 2+600 10 (7+1)
gilt. Fiir j =1 folgt aus (29) wegen % =1 nur
0
* 3 /5 1 1 3 1 3 3 3 1
= <G (s tetas)2<5(2—m) T 9<% — 5w

also, wegen (30) und da ¥, — ¥ ein Monom ist, offenbar

(32) Py (G505 ) <o
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§ 6.
Die Potenzreihe A. 1iBt sich ebenso wie ¥, behandeln, nur ist dabei
nicht j =1, sondern j = — 1 auszuzeichnen. Bedeutet das Zeichen
+(D//I
7
daB 7+ 0 und ¢ = — 4 —1 ist, wird ferner
3 5 20§%—16j+2—4(5j—2)m-+9Im® bib_y_j
A¥F = = J—1
16m 2(45°-1) 2 P(—i—j—1)

gesetzt, so ist wegen (17), (20), (15), (8), (10)
’ 3m? 20j—16j+2—4(5j—2)m+9m® a_;_, 2

‘ — Ax oM Y- &
<33) AJ“AJ 16 2(452—1) a, m2T
Hierbei nehmen alle drei Quotienten
1202 — 16§42 | —4(5j—2) | 9
2@ -1 |° | 2o 0 j2(r-n)
wie man sich leicht iiberzeugt, ihren Hochstwert fiir j = —1 an, so da
2042 16§ +2 10j2—8j+1] 104841 6
2452 —1) ‘ ! 471 ’é g —0+1g
—4(5j—=2)ym | 5j—2 —-5-2 4 7
1 2(4j%—1) | |’ } ml} -1 ] 3l | < 5m =18
9m? 9 [m®* 3 2 3
‘ 4j2—1)|§§ -1 —aml e <

2
also, wegen (21),
—x/1 11 6 7 1 " 9
(30 (g pp ) <psmCtutsts) 2 Foor
317 w2 _ 37210 1
<G P < 161496 < 107

ausfillt. Fiir j &= —1 ist nach (10)

O—i=1 4 b_jy

a (—j—1)*"

1
Wegen oS <1 folgt daher aus (33), daf die beste Majorante von
Aj— AF bei allen j4 —1 fir |m|< 12 und |b_j_1|§é dem Betrage

nach

11 11 1
(35) 16<6+ 18+18>—§§ 2<% <13
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ist. Fiir j = —1 hat man hingegen 2=2=' —1, also, wegen (33),” nur

ay
9 1
|A—_A*ll<16(6+18+18) < > “__{_"6:
woraus (34) die Abschitzung

- 1 11 1 1 1
(36) A_1<1—2; g;g,---><2—f—z—f—g—,—m
ergibt, wihrend fiir j 4= —1 wegen (34), (35) bereits
- /1 11 1 1 )
37 4w s e <ut (G4+~1)

gilt.

§7.

Die Schranke in (36) ist so groB, daf wir uns, wie aus dem nach-
stehenden hervorgeht, genétigt sehen, die Schranke (27), die fiir alle 5
gilt, fiir j = —1 wesentlich zu verschirfen. Dies ist moglich, und zwar
aus dem folgenden Grunde: Die Schranke (27) ist nur wegen (23) so
groB, wie sie ist, und die Schranke (23) ist nur darum eine so groBe
Zahl wie 17, weil in (23) auch groBe |j| beriicksichtigt werden. Nun
sind die 4; gliicklicherweise eben fiir groBe |j| klein, so daB bei der
Summe (16) eine Art Kompensation moglich ist.

Zu diesem Ende beachte man nur, dal wegen (24)

+ o
N L 4(=1—1) 1 .2 1
bu= 2 {2 2(4=1) ¢ —1-i)‘2+O_32(4~1)i9(~1~iﬁ}b"b"“

i=-w 4 (

_ (_%_1>_1_bb (t40, 74+ —1),

P z(z—}—l)g 17i+1

also, wegen (21),

+ o0 o
' 1
s =219 VN2

ieme (1) 27< " =2:@>

5/ 8 57 8 1 1
<m(~3t2%)=me=a<z -

mithin, wegen (25) und (24),

= /1.1 1

(38) 45_1(1*2;*3"‘3‘,---)<

ausfallt,

Aus (16), (27), (32), (37) folgt nun:

(39) Fi(igpg)<(@F3)Fot (s +1s)-
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aus (16), (38), (31), (36):

7 1. 11 P 1 1 9 1 1
(40) -F__1<12*>’§,73’,...> §+ 6+<Z+§+_ﬁ)ﬁ>’

aus (16), (27), (31), (37):

(41) Ff<é? %é) <<2+%>+T16+<%+100> fir [7}>1,

aus (39), (40), (41):
(42) Fy(gpgog)<8+o=7 fir j=+1+2,..,
endlich aus (14), (23), (42) als Schluiresultat der Abschétzungen:

15

(43) fi(igs 3030 ) <4 (j==+1,+2...).

§ 8.

Nun habe ich loc cit. *) den folgenden Satz bewiesen: Ist die Potenz-
reihenfolge {f;(&;7,,7_,,...)} derart, daB f;(4; B, B,...) < M ausfills,
wobei die positiven Zahlen 4, B, M von den Zeigern unabhingig sind, so
hat das unendliche implizite Gleichungssystem 7, = &f; in einem hinreichend
kleinen Kreise | &| < « genau eine, bei & = 0 holomorphe Losung #; = 7, (&).
Und zwar kann

« = Min (4, 3)
gesetzt werden, und es gilt fiir |£| < e die Ungleichheit
|m;(&)| < B (G=+1+2..).

Die Koeffizienten der Maclaurinschen Reihen 7, (&) sind reell, wenn die-
jenigen der f; reell sind.

Setzen wir nun 4 = B ——-—, so darf wegen (43) M =4, mithin

12’
auch 12, dh e= gesetzt werden. Folglich hat das System (12)
genau eine bei m =0 holomorphe Lésung b, = b,(m), und zwar ist sie
im Kreise |m | < 5 holomorph und dem Betrage nach <z 1 - 1, ferner

fiir m > 0 reell. Da nach Poincaré?®) in die Maclaurinsche Relhe b;(m)
mindestens m!i| aufgeht, so folgt daraus nach dem Schwarzschen Lemma

Jmli
(44) |b;(m)| < (g7 fiir lml<12,

so daB dabeil die Reihe
S(laym)] + la_y(m))
J=

23) H. Poincaré, loc. cit. %), S. 36.
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wegen (10) gewil konvergiert. Setzt man nun die a; (j 4 0) in die Ver-
zweigungsgleichung (5) ein, so kann @, als Funktion der Quotienten, also,
wegen (10), als Funktion von m allein dargestellt werden. Durch formales
Rechnen findet Hill

(1—|~1ﬁ>3a0=1—}—2}3(m),

wobei B (m) eine nach positiven ganzen Potenzen fortschreitende Reihe
mit reellen Koeffizienten bedeutet, die nach den vorhergehenden fiir hin-
reichend kleine |m |, etwa fiir |m| < y, gewiB konvergiert, da ja die Pri-
missen des Weierstraschen Doppelreihensatzes erfiillt sind. Also kann

a, (m)%O fir 0 <m <y auf genau eine Weise bestimmt werden, und

zwar ist dabei a,(m) >0, wegen P (0)=0. Es wire nun moglich, daB
y <o=75 und daB sogar der Konvergenzkreis von @B (m) iiberhaupt

kleiner ist als derjenige von b;(m) oder Z’E:; Ich habe aber in der
0

zweiterwahnten Arbeit®) u. a. bewiesen, daB a,(m) wenn auch vielleicht
nicht fiir |m|<e, so doch gewi fiir 0 < m < ¢ holomorph ist und
aulerdem =0 (also >0). Wegen (10), (44) ist damit (die Existenz
und) die Konvergenz der Reihen (2), (10), die offenbar eine Lésung von
(1) darstellen, fiir 0 < m < ;% bewiesen. Nun liegt die Zahl (3) im Innern
dieses Intervalles, g. e. d.

Die von Hill gewiinschten Restabschétzungen ergeben sich aus (44)
mit Riicksicht auf die Cauchysche Koeffizientenabschétzung unmittelbar.
Es ist iiberfliissig zu erwdhnen, daB « = J; vielleicht, ja hochstwahr-
scheinlich ziemlich kleiner ist als der gemeinsame Konvergenzradius der
Potenzreihen b, (m), so daf diese und auch die Fourierreihen noch besser
konvergieren, als das aus (44) allein folgen wiirde.




Lebenslauf.
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sowie die verschiedensten Forderungen zu verdanken habe.

Leipzig, den 22. 5.1928.

Aurel Friedrich Wintner.




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Gray Gamma 2.2)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (ISO Coated v2 300% \050ECI\051)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Off
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Perceptual
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.1000
  /ColorConversionStrategy /sRGB
  /DoThumbnails true
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts false
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 150
  /ColorImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 150
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.40
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 150
  /GrayImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 150
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.40
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 600
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /PDFA1B:2005
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<


    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e55464e1a65876863768467e5770b548c62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200036002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc666e901a554652d965874ef6768467e5770b548c52175370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200036002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>



    /HUN <>
    /ITA (Utilizzare queste impostazioni per creare documenti Adobe PDF adatti per visualizzare e stampare documenti aziendali in modo affidabile. I documenti PDF creati possono essere aperti con Acrobat e Adobe Reader 6.0 e versioni successive.)
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020be44c988b2c8c2a40020bb38c11cb97c0020c548c815c801c73cb85c0020bcf4ace00020c778c1c4d558b2940020b3700020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200036002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken waarmee zakelijke documenten betrouwbaar kunnen worden weergegeven en afgedrukt. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 6.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>


    /SKY <>

    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>

    /DEU <>
    /ENU <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.276 841.890]
>> setpagedevice




