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Yorwort.

Das vorliegende Buch verdankt seine Entstehung der Zusammen-
stellung und Ordnung von praktischen Berechnungen tiber Dreh-
schwingungen, was von selbst zu Erginzungen und Erweiterungen
anregte. Besonderen Wert habe ich auf die liickenlose Begriindung
jedes Berechnungsverfahrens gelegt. Fir jedes Verfahren ist die An-
wendung an sorgfiltig durchgerechneten Zahlenbeispielen gezeigt,
die meist unmittelbar aus der Praxis entnommen sind. Die Zahlen-
beispiele wurden absichtlich mit fiir praktische Zwecke unnétig groBer
Genauigkeit gerechnet und die Richtigkeit der Ergebnisse an Kontroll-
rechnungen bewiesen. Die iibertrieben grofe Genauigkeit der Zahlen-
rechnungen, die ich ohne wesentliche Mehrarbeit mittels Rechen-
maschine erzielte, soll néamlich solchen Lesern, die mangels mathe-
matischer Vorbildung den analytischen Begriindungen fremd gegeniiber-
stehen, die Berechnungsverfahren in Zahlen vorfilhren, und die
Feststellung der Richtigkeit der Ergebnisse soll ihnen neben der Rech-
nungspriifung den Beweis der Richtigkeit des Verfahrens ersetzen. Solche
Leser mogen sich an den langen und scheinbar verwickelten Eigenschwin-
gungsgleichungen nicht stoBen; denn diese Gleichungen sind nur der
Vollstandigkeit halber aufgefiihrt, und es wird in dem Buche gezeigt,
dafl und wie man ihrer ganz entraten kann. Die vorgefiihrten Berech-
nungsverfahren selbst sind denkbar einfach, und ich hoffe, sie so deut-
lich dargelegt zu haben, daBl jeder Praktiker, auch ohne besondere
mathematische Kenntnisse, sich ihrer mit Nutzen bedienen kann.

Die Genauigkeit der Berechnung ist aber auch unerld8lich bei den
Untersuchungen der gedampften Drehschwingungen. Denn da die prak-
tisch vorkommenden ddémpfenden Widerstinde verhéaltnisma8ig klein zu
sein pflegen, so sind die von der Dampfung herrithrenden harmonischen
Drehmomente gegeniiber den von der Trigheit der schwingenden Massen
hervorgerufenen so klein, daB ihre Beriicksichtigung eben einen gréBeren
Genauigkeitsgrad der Rechnung voraussetzt. Aus diesem Grunde ver-
sagen fiir solche Fille auch die zeichnerischen Berechnungsverfahren.

Ich habe den Versuch gemacht, die dimpfenden Widerstinde zu
untersuchen und fiir die wichtigsten Arten wenigstens ungefihre
Zahlenwerte zu geben. Nur der wissenschaftliche Versuch kann hieriiber
endgiiltigen Aufschlufl bringen. Aber ich hoffe, daB gerade die vor-
liegenden theoretischen Untersuchungen imstande sein werden, den Leit-
faden fiir die Anstellung und Auswertung solcher Versuche zu bilden.

Schwabach- Nirnberg, Februar 1921.

Heinrich Holzer.
Maschinenfabrik Augsburg-Niirnberg.
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Einleitung.

Die Schwingungserscheinungen spielen in der gesamten Technik
eine gewaltige Rolle, deren Bedeutung mit dem Ausbau der Technik
stetig wiichst. Jeder Konstruktionsteil, der zeitlich wechselnde Krifte
aufzunehmen hat, vollfithrt unter der Einwirkung dieser Krifte infolge
seiner KElastizitit erzwungene Schwingungen, welche die Beanspru-
chungen des Bauteiles gegeniiber der statischen Beanspruchung wesent-
lich erhéhen kénnen. Da das Bestreben der Technik dahin geht, die
Baustoffe immer besser auszunutzen, das heifit die von der Raumeinheit
des Baustoffes aufgenommenen Forminderungsarbeiten, die dem
Quadrat der Spannungen proportional sind, moglichst gro3 zu halten,
so erkennt man schon, wie wichtig es ist, den EinfluBl der Schwingungen
auf die Beanspruchung mit Sicherheit zu beherrschen. Andererseits
schreitet die Entwicklung des Maschinenbaues in der Richtung fort, die
Leistung einer Maschine, sei es durch VergréBerung ihrer Abmessungen
oder sei es durch Vermehrung der zu einer Gesamtheit vereinigten
Maschineneinheiten zu steigern, was wiederum die Moglichkeit gefihr-
licher Schwingungszustéande vervielfé,lﬁgt. Bekanntlich werden die
erzwungenen Schwingungen dann gefihrlich, wenn ihre Periode an-
nihernd oder ganz mit der Periode der Eigenschwingungen zusammen-
fallt (Resonanz), denn bei fehlender Dampfung bringt dann jede noch
so kleine erregende Kraft dauernd wachsende Schwingungsausschlige
hervor, welche die Beanspruchung des Konstruktionsteils bis zum
Bruch steigern. Es wird also die Sorge des Konstrukteurs sein miissen,
jenen gefihrlichen Zustdnden moglichst ganz aus dem Weg zu gehen.
Das erfordert aber zuniichst die genaue Kenntnis aller in Betracht
kommenden Eigenschwingungszahlen. Die neuere technische Literatur
hat denn auch der Wichtigkeit dieser Erkenntnis Rechnung getragen
und eine Rejhe von genauen oder angenséherten Verfahren zur Be-
stimmung der Eigenschwingungszahlen bei beliebig gegebener Massen-
verteilung gebracht?).

1) Frahm, Z. d. V. D. 1. 1902; Stodola, Die Dampfturbinen; Holzer,
Schiffbau 1907; Giimbel, Z.d. V. D. I. 1912; BlaB, Z.d. V. D. L. 1914; Krause,
Z.d.V.D. L 1914; Geiger, Dissertation, 1914; Mies, Dinglers P. J. 1915; Kutz-
bach, Z. d. V. D. I. 1917/1918; Dreves, Z. d. V. D. 1. 1918; Lewis, Journ. of
Am. Soc. of Naval Engineers 1919.

Holzer, Drehschwingungen, 1



2 Einleitung.

Aber leider ist dem Konstrukteur mit der Kenntnis der Eigen-
schwingungszahlen allein nicht gedient, denn die Forderung, weit
genug von den kritischen Zustéinden entfernt zu bleiben, 1a8t sich in
gar vielen Fillen nicht einhalten. Die Anzahl der im Betriebsbereich
einer Maschine in Frage kommenden Eigenschwingungszahlen ist
niamlich um so gréBer, je groBer die Anzahl der Betriebsmassen und je
hoher die Betriebsdrehzahl ist. Ja, die Betriebsdrehzahl ist in fast
allen Fillen iiberhaupt nicht fest, sondern in mehr oder weniger weiten
Grenzen verinderlich, so daBl notwendigerweise im Betriebsbereich
oft nicht nur eine, sondern mehrere kritische Drehzahlen liegen.
DaB solche kritische Gebiete im Betriebsbereich tiberhaupt geduldet
werden konnen, ist nur dem Einflu der Dampfung zu verdanken.
Ohne Dampfung wiirden die erzwungenen Schwingungen bei Resonanz
unendlich groBBe Ausschlige (theoretisch) erreichen, mit der Dampfung
aber sind die Ausschlige auch in diesem Fall von ganz bestimmter
endlicher GroBe. Es muB also das Bestreben sein, die Schwingungs-
ausschlige bei gegebener Dampfung mdoglichst sicher vorausberechuen
zu koénuen. Die vorliegende Arbeit soll einen Beitrag zur Losung dieser
Aufgabe bilden. Sie beschriankt sich dabei auf Drehschwingungen,
obschon in genau gleicher Weise auch die Schwingungen behandelt
werden koénnen, welche eine Reihe von Massen vollfithren, die durch
Zug- und Druckfedern oder -Gestiange elastisch miteinander verbunden
sind, denn die Form#nderung zwischen zwei Massen ist wie bei den
Drehschwingungen der Liange der dazwischenliegenden Feder einfach
proportional.



I. Allgemeines.
1. Drehelastizitit der Welle.

Es sei die Welle einer Maschine durch ihre Konstruktionszeichnung
und die Befestigungsart aller auf ihr sitzenden Massen gegeben. Die
Welle besteht aus einer Aufeinanderfolge von runden Wellenstiicken
mit verschiedenen Durchmessern und aus Kurbelkrépfungen. Zum
Zwecke der Untersuchung ist die Welle zundchst durch eine dreh-
elastisch gleichwertige Welle von iiberall gleichem, beliebig wahlbaren
Durchmesser zu ersetzen!). Diese Welle heifle die Bezugswelle, und
das iiberall konstante polare Triigheitsmoment ihres Querschnittes sei
J,. Ein Wellenstiick der gegebenen Welle von der Lénge ! ist mit
einem Wellenstiick [, der Bezugswelle drehelastisch gleichwertig, wenn
beide sich durch gleiche verdrehende Momente um gleiche Winkel ver-
drehen. Die Linge [, wollen wir die bezogene Linge des wirklichen
Wellenstiickes I nennen. Fiir ein zylindrisches Stiick der gegebenen Welle
von der Linge ! und dem polaren Trigheitsmoment J ist dann:

J,
hy=1-%. 1)

Die bezogene Linge runder Wellenstiicke von nicht zylindrischer Form
ergibt sich aus

w=1o[ %, @)
0
wobei J das (verdnderliche) po- = x |
lare Trigheitsmoment des zum | 1
Wellenelement dI gehérigen Quer- '*3:»;:-'—11_—:': . ﬁ N
schnittes bedeutet. Als prak- | T A
tisches Beispiel sei der hdufig vor- e
kommende kegelige Ansatz be- 2 —
rechnet (Fig. 1). Fig. 1.
Es ist
d x
dy b

) Frahm, Z d. V. D. 1. 1902, S. 800.

1*



4 Allgemeines.

Bei voller (ingebohrter) Welle ist J = ;;—~d4 demnach

ca

l

] 7[/(190#!]/011:1‘ Jo 1t ;__1")
T3\ I

7y

oL | (L Jy Ll VI L
SR B ) [ e
gy 1 VIV, b 1Jy dy|(ds\* d |
:’JZ:;Z(’PZI)“Z?) + '“} 3, dj(dj> +di+1" (3)
Denkt man sich diese Gleichung auf die Form gebracht: J, = [- % ,

so ist .J’ das der Reduktion zugrunde zu legende mittlere Tragheits-
moment des Kegelansatzes, also

" ] [
09I A - 1 3J,
) \T\ I J/ — (3&)
08 LT~ 1 dy [(d ) 1% d‘, + 1]
| M~ i
.07 \ ‘\ % | . d dy
s N\ ]
T 96 ‘\ 71 Ebenso kann man sich den der
45 N2y ‘ Umrechnung  entsprechenden
| .
N N ! mTttleren Durchmesser d’ er-
03 \\\ | mitteln.
4 . . .

T 02 - Diese Rechnungen sind in
’ , Zahlentafel 1 durchgefithrt und
a7 i, ! die Ergebnisse in Fig. 2 zu-

10 37 32 73 3% 15 76 17 78 39 50 sammengestellt.
Fig. 2
Zahlentafel 1.
‘ . ‘
32 = \‘ 1,0 ‘ 1,1 l L2 1,3 1,415 |16 17 i 1,8 | 1,9 { 2,0
o S — o ST SN P —
(%) % - 200 331 {364 |399 |4 5 |5.16 15,59 6,04 00
i, + d, +1=9 ,31 13, ,99 14,36 4,75 | 5,1 }5,59 16, 6,51 |7,
i i I i
JiJy = 1,000, 0,824/ 0,687 0,578 0,491: 0,421 0,363, 0,316‘l 0,276/ 0,243 0,214
d:dy = 0,911/ 0,872/ 0,837 0,806/ 0,777, 0,750 0,725/ 0,702/ 0,881

1,000, 0,953 0 j |
i [ i !

Hat man es schlieBlich mit runden Wellenteilen vou beliebiger
Gestalt zu tun, so kann man sie immer durch eine Anzahl kegeliger
Teile ersetzt denken und die bezogenen Liéngen mit Hilfe von Zahlen-
tafel 1 und Fig. 2 rasch ermitteln.

Einer besonderen Uberlegung bedarf die Frage, was man als be-
zogene Linge einer Wellenflanschkupplung anzusehen hat. Ein ver-
drehendes Moment kann nur durch die Flanschschrauben hindurch
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vom einen Wellenstrang zum anderen iibertragen werden. Die Uber-
tragung kann entweder durch die von den Schraubenkriften erzeugte
Reibung allein erfolgen, oder es miissen dabei die Schraubenbolzen
und -Locher in der Umfangsrichtung des Schraubenkreises elastische
Forminderungen erfahren. Nur wenn die Schraubenreibung das grofite
(mit Beriicksichtigung der Schwingungen) wirklich auftretende Dreh-
moment sicher allein ibsrtragen kann, ist das Trigheitsmoment des
Flansches fir die Berechnung der bezogenen Linge zugrunde zu legen,
andernfalls muf} die bezogene Linge aus den elastischen Forménderungen
der Bolzen und Flanschen berechnet werden. Eine ahnliche Betrachtung
gilt auch fir aufgekeilte Naben. Genau genommen ist die gesamte
elastische Form#énderung von Keil, Welle und Nabe fiir die Ermittlung
der bezogenen Lange des Nabensitzes zu beriicksichtigen. Eine gentigend
genaue Berechnung aller wirklich eintretenden Formé#nderungen stéft
aber sowohl beim Schraubenflansch, wie bei der aufgekeilten Nabe
auf grofle Schwierigkeiten, so dall man eigentlich auf Versuche ange-
wiesen ist, um die wirklichen bezogenen Lingen zu finden. Es ist
aber in beiden Fillen so viel klar, daB die bezogenen Liangen gréBer
ausfallen miissen, als wenn man beide Kuppelflanschen als ein Stiick
ansieht und die Naben als aus einem Stiick mit der Welle betrachtet.
Eine ungefahre Berechnung eines Kupplungsflansches, dessen Schrauben-
reibung wesentlich geringer als die zu iibertragende Umfangskraft ist,
148t erkennen, daB eine solche Flanschkupplung unter Umstinden
einem gleichlangen Wellenstiick gleichwertig ist, dessen Durchmesser
nicht gréBer als der zur Kupplung gehorige wirkliche Wellendurchmesser
ist. Aus gleichem Grunde sind aufgekeilte Naben, die nur geringe
Momente von der Hauptwelle ableiten, etwa die Naben der Steuerrader,
nur als geringe Verstirkung der Hauptwelle anzusehen. Im allgemeinen
pflegen Flanschen und Naben nur einen kleinen Anteil an der ganzen
Wellenlange auszumachen, so daB auch der Einflul eines Fehlers in
der Schitzung ihrer bezogenen Linge klein bleibt.

Von wesentlicherer Bedeutung ist die richtige Ermittlung der
bezogenen Liange einer Kurbelkrdpfung, besonders fiir Maschinen
mit vielen nebeneinanderliegenden Zylindern. Da in der Literatur sich
richtige Angaben dariiber nicht finden, so soll hier die ausfiihrliche
Berechnung gezeigt werden.

Bei der Durchleitung eines verdrehenden Momentes M, durch
cine Kurbelkrépfung suchen sich infolge der Verdrehung des Kurbel-
zapfens die beiden Kurbelschenkel aus der urspriinglichen Krépfungs-
ebene nach entgegengesetzten Seiten herauszudrehen, was zum Teil
von den an die Schenkel anschlieBenden Wellenlagern unter Entstehung
von Lagereinspannmomenten }M; und Lagerdrucken A verhindert wird.
Setzen wir die Lager symmetrisch zur Kropfungsmitte voraus, so gibt
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Fig. 3 Drehsinn und Richtung dieser Lagerreaktionen im Verhiltnis
zum Drehsinn von M, richtig wieder!). Die Momente M, und M, sind
durch ihre Momentenachsen dargestellt (als Gerade senkrecht zur
Momentenebene und nach der Richtung, von wo aus gesehen das Moment
im Uhrzeigersinn dreht). Das Gleichgewicht verlangt: A - 2L = 2 M,
oder
A-L=M,. 4)
Die Krifte 4 und die Momente M, und M, bringen an der Kurbel-
krépfung elastische Form#nderungen hervor, die eine relative Ver-
schiebung v der Punkte 1 und 4 (Fig. 3) senkrecht zur Kropfungsebene
ergeben. Die genaue Berechnung aller Forminderungen stoBt auch

hier auf Schwierigkeiten; insbesondere ist die Formé#nderung der
Kurbelschenkel von dem AnschluB der Wellen- und Kurbelzapfen
wesentlich beeinflufit, so daf der Versuch zu Rate gezogen werden
miilte. Gliicklicherweise fallt die Formidnderung der Schenkel fir die
bezogene Liange der Krépfung nicht sehr ins Gewicht.

Um die relative Verschiebung des Punktes 1 gegen Punkt 4 zu bestimmen,
denken wir uns den Punkt 4 festgehalten und ermitteln den EinfluB jeder Einzel-
forméinderung auf die Bewegung von 1 senkrecht zur Kropfungsebene.

Der linke Kurbelschenkel wird aus der Xrépfungsebene hers;usgebogen. Die

Biegungsgleichung lautet mit E als Elastizitdtsmodul, J, = STl als Tréigheits-

moment des rechteckigen Schenkelquerschnitts, und y, als Durchbiegung:

d*y.
EJ, dw;:Mo——Axl.

1) Nach Professor Foppl aus einem Gutachten an die Maschinenfabrik
Augsburg-Niirnberg, aus dem auch die nachfolgenden Beziehungen (4) und zum
Teil (19) stammen,
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Ihre Integration liefert fiir x, = r die Neigung der elastischen Linie:
2

7
( i Z/1> B Myr— 4 5
dxy z=r EJ,
und die Durchbiegung:
' 7'2 A 7’3
T2 e
(Y)ey=r = THET

Die Form der elastischen
Linie ist in Fig. 4 als Kurve 4,
3 dargestellt; die Kurbelzapfen-
Mittellinie 2, 3 projiziert sich
dort als Punkt und die Mittel-
linie des vorerst noch unge-
bogenen rechten Kurbelschen-
kels hat die Richtung der
Tangente 2, 1 an die elastische
Linie 4, 3. Durch die Biegung Fig. 4.
des linken Schenkels allein er-
leidet also Punkt 1 des rechten Schenkels die Verschiebung 4, 1 nach abwirts,
welche sich berechnet zu:

r2 r3
/| JP—
dy, L 2 4 3
=g =r (58] =), =y (5)

(Wegen des erwihnten Einflusses des Wellen- und Zapfenanschlusses ist die
wirkliche Forminderung kleiner als die hier ermittelte; man kénnte dies auch
durch einen Berichtigungsfaktor berticksichtigen, wovon aber hier und in der Folge
abgesehen wird.)

Der linke Schenkel wird aber auch verdreht, und zwar in seiner Querschnitts-

fliche I- A durch das Moment M,— A2L und in seiner Querschnittsfliche b- A

’ 2 b z+b
durch das Moment A4 (L +5 1 ) — My oder wegen (4) = A4 -5 -

Im ersten Fall (Fig. 5) verdreht sich die Mittellinie 4’, 3" gegen 4, 3 um den
Verdrehungswinkel

r
M, — AL
2 2 2
b o Zgel R
G l3 h3
2
z3 t’ s TN
3 IR
77 1
Ty w7
Fig. 5.

im Uhrzeigersinn (G' Schubelastizitdtsmodul), wodurch sich auch Punkt 1 nach
abwirts bewegt um

r
r B4+Wbr M“—AQ
PR 2 @ (6)

V=g 7, = 3,6



b} Allgenieines.

Im zweiten Fall verdreht sich die Mittellinie 3, 3" gegen 4, 4’ um den Ver-
drehungswinkel (Fig. 6)

4>

_1‘_
b2 L p2 2
B3RS :

T, = 3,6 - r——

Hierdurch verschiebt sich der Punkt 1 nach aufwirts um die Strecke

A2f+7b
2 1 A2
”3:“{2 + 32‘[)) ’2:—3’6{{517&?’( + '32'1')) G2 : - (7

Endlich erleidet der linke Schenkel noch Verschiebungen unter dem EinfluB
der Schubkraft 4. Diese Forminderungen sind zwar verhdltnismaBig klein, sie
sollen aber hier der Vollstindigkeit halber beriicksichtigt werden. Die Kraft A4

1,24-b
verschiebt die Fliche 4/, 3’ gegen die Flidche 4,3 um den Betrag $; = G

2 e? A4S
______________________ S
‘3 —~‘\3‘_ _____________________ fj’

nach aufwirts und um ebensoviel bewegt sich auch der Punkt 1 infolge dieser
Forminderung (Fig. 7), so daB
Py = 1L24-b (8)
ARy
Die Kraft 4 verschiebt ferner die Fliche 3, 3’ gegen 4, 4’ nach aufwirts und um
dieselbe Strecke auch den Punkt 1, so daB (Fig. 8)

12-4r
BTG b ®)
5 77 4@
33 : f )
22 ;’05 4,/,—15"
Fig. 8.

Damit sind alle Verschiebungen von 1 infolge von Forménderungen des
linken Kurbelschenkels bestimmt und wir suchen nun die Verschiebungen infolge
der Forminderungen des Kurbelzapfens, dessen Querschnitt wir mit ¥, und dessen
polares Trigheitsmoment wir mit .J, bezeichnen wollen, so dafl das dquatoriale

Trigheitsmoment = .J”

9 Der Zapfen verdreht sich unter dem Moment M,— Ar
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um den Winkel 7, = _ﬂ.{o —Ar

. 2z (Fig. 9), wodurch sich Punkt 1 nach abwirts

verschiebt um die Strecke

T = MOE—AK 2r. (10)
22 G=¢7 44’y
N e S
77§
Fig. 9.

Der Kurbelzapfen verbiegt sich infolge des Momentes
z z
A <L + 5 ~x2’)-ﬂ[, =4 <2 ~x._,) .

Die Bicgungsgleichung ist
EJ, d%y, z
5 = (5 —m)

Sie ergibt fiir #; = 2 die Tangentenrichtung der elastischen Linie

d N N 2 [ w2 2
(7;;‘) B 5 5 - %) =0

und die Durchbiegung
23
12

W), , =4 (; Z; _%3) =4

nach aufwirts.

Infolgedessen ist die Verschiebung von 1 infolge der Biegung des Zapfens
(Fig. 10):

B Az?
T T G6RJ,

Vs

(1)

Schlieflich betrdgt die Schiebung des Zapfens durch die Schubkraft 4 und
damit die Verschiebung von 1 (Fig. 7):
1,186 4= )

=g (12)
Zuletzt ist ntoch der Einflufl der Forménderungen des rechten Kurbelschenkels
‘auf die Bewegung des Punktes 1 festzustellen.
Die Biegung erfolgt nach der Gleichung:

2
Eed-TY a4 ).

dx?
Sie liefert die Bewegung (Fig. 4):
1 /. 2 73
v,,:—ETI:(M‘,—QMA 3) (13)
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Die Verdrehung des Schenkels in der Querschnittsfliche - % ergibt denselben Ver-
drehungswinkel und dieselbe Verschiebung wie fiir den linken Schenkel (Fig. 5):

und

oder

und

und

W=7

Vyp = Vg .

Die Verdrehung in der Fliche b- & liefert den Drehwinkel (Fig. 6):
p2 2 /
s n R py (L_f,_f’,)_Ml}

b*hd G 2 2
oL 0240 4 240
O A A

die Verschicbung des Punktes 1
D2+ h% rb A 240

=T3S s g Ty
Die Schiebungen durch die Kraft 4 liefern (Fig. 7):
Vig = Uy
(Fig. 8) .
Vg = Vg.
Die Gesamtverschiebung des Punktes 1 gegeniiber 4 ist also
n=13
72 3,6 121 he 243
v= Dlu= M|yt g GJ} A['“é')ﬁ’.i;
h=1
LB LR bt 36 D4R r( D) 24D 24r
¢ w2 Ta w2 T ani Tash
z-r? 23 1,186 2
ter T eEg “@“FT}

(14)

(15)

(16)
(17)

(18)

Die Gleichung (18) kann zur Berechnung von 4 und wegen Gl. (4)
auch von M, dienen, wenn die tatsichliche Verschiebung » der Kurbel-
schenkel, etwa aus dem Lagerspiel oder aus Versuchen, bekaununt ist.

Die Auflosung ergibt:
[ r® , 36(%+R%) zr)| 19
Mol g7+ —qww P Tar|—? (19)
Sr 36 P b7 36 b2+lfi(z+b)2+24b 2dr wrt o TI6s’
suSTE B e T G aen Tar Ters T ar,

Da aber aus Verdrehungsversuchen gemessene Verschiebungen v
wohl in den seltensten Fillen zur Verfiigung stehen werden und da
auch v im wesentlichen vom Lagerspiel, nicht aber linear von M, ab-
hiangen wird, so empfiehlt Professor F6ppl v ganz zu vernachlassigen,
weil es bei Lagern, die doch meist bis dicht an die Schenkel heranreichen,
nicht sehr groB ausfallen kann. Mit dieser Vernachldssigung ergibt
Gl. (19) zweifellos einen zu grofien Wert von A und damit auch von M.
Da aber die durch 4 und M, hervorgerufenen Verdrehungen denen
entgegengesetzt sind, die vom verdrehenden Moment M, herriihren,
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so kommt die Vernachlissigung von » einer zu klein berechneten
bezogenen Liénge der Kurbelkrépfung gleich.
Andererseits ersiecht man aus Gl. (19), da 4 und damit auch M,

verschwindet, wenn:
72 3,6 124 A2 zr
v=Wolgy g e T wT
Um zu zeigen, wie grol » nach Gl. (20) ausfillt, sei ein Zahlenbeispiel durch-
gerechnet. Es sei eine Kurbelkropfung gegeben mit r = 17,5 cm, b = 8,5 cm,
h =30 cm, ! = 38 cm, Zapfendurchmesser d. = 19 cm, z = 21 cm, K = 2,2 - 108
und ¢ = 0,83 - 108.
Damit berechnet sich:

b h? 8,5 - 30°%

(20)

= =T T 4
J, io 2 19125 cem?,
— T o= T 194 — 4
J, 39 d! 3 19 12794 cm?,
Fz:%djz%-192:283,5cm2.
52 2
M, - 17,5 Lo 3,6 382 4 302 85175 - 21 - 17,5

2,2-10°-19125 © 0,83 - 106 383 - 303 0,83 - 10° - 12794
= M, 107 %[0,00728 + 0,00102 + 0,03461] = M, - 10~ % - 0,0429 cm .

Die Grofle eines verdrehenden Momentes, welches den Zapfen mit 1000 kgem ™
beansprucht, ist

2

M,= ’1’6‘ - 193 - 1000 = 1346800 kgem.

Fiur ein solches Moment ergibt sich
v = 1,3468 - 0,0429 = 0,058 cm.

Wenn also die Schenkelpunkte 1 und 4 sich um 0,058 cm auseinanderbewegen
koénnen, verschwinden die. Lagerreaktionen ganz. Das ist schon eine ziemlich
kleine GréBe, zumal wenn man bedenkt, daf3 sie noch zu groB berechnet ist und
daB die Verschiebung eines Schenkels aus der Kropfungsebene heraus die Hilfte
dieses Wertes betriigt.

Da aber die Lager immer Spiel haben miissen, so diirfte die Vernach-
lassigung von A vielleicht einen kleineren Fehler bedeuten, als die
Vernachlassigung der wirklich eintretenden Verschiebung » gegen

r? 3,6 124 h?
die Grofie M, i, a E br —l—
GroBenordnung ist. Die Vernachlasmgung von 4 ist, wenn die tat-
sichliche Verschiebung v kleiner ausfillt als nach GIl. (20), gleich-
bedeutend mit einer etwas zu grofB berechneten bezogenen Linge der
Kurbelkrépfung.

Die bezogene Linge der Kurbelkropfung zwischen den AuBen-
flachen der beiden Schenkel ergibt sich aus dem Verdrehungswinkel ¢
dieser beiden Fliachen unter dem EinfluB von M, M, und 4, der genau
so grof} sein muB, als der Winkel, um den sich die Endquerschnitte

] , die mit v von gleicher



12 Allgemeines.

des der Kropfung entsprechenden Stiickes I, der Bezugswelle durch
das Moment M, verdrehen. Wir miissen daher noch diesen Verdrehungs-
winkel ermitteln.

Die Biegung der Schenkel 1, 2 und 4, 3 liefert die Verdrehungswinkel (Fig. 4):

Myr—a’y My—a(r-7)

dy, ‘dy, 2 \ 2
g, = |2 ~J3 — 4+ 77
P11 92 <dxl)x1:, (dx&)z,,:r Hy A
2Myr— Ar?

vt e = g S 21)

Die Verdrchung der Schenkel in der Querschnittsfliche 7- & ergibt (Fig. 5):

7,212 4 h2 r )

73”{—9’4:2’1:*@ “‘"l‘?;hs'b .MO_‘4’2' . (22)

Die Verdrehung der Schenkel in der Fliche b - & liefert keinen Verdrehungs-
winkel in der Wellenquerschnittsebene (Fig. 6), ebensowenig die Verschiebungen
v, und v, (Fig. 7). Die Verschiebungen v, und v,; ergeben die Verdrehungswinkel
(Fig. 8):

2,44
g5+ gs = — G bk (23)
Die Verdrehung des Kurbelzapfens (Fig. 9) erzeugt den Verdrehungswinkel:
My— Ar
=T =2 (24)

Die Biegung (Fig. 10) und die Verschiebung (Fig. 7) des Zapfens ergeben
keine Verdrehungswinkel.
Demnach betrigt der gesamte Verdrehungswinkel der Kurbel-

kropfung
h=17

; 2r 1,2 2+hr, oz
= Z o= Iy [ﬁ;f;* G e 0T é;}j
r? 7201 +h2br z-7r 2.4 ] .
4| RN T L 2
ALVJJSJr G o 2 TG, T dbh (23)

Ebensogro muf der Verdrehungswinkel des Bezugswellenstiickes
sein, also
A,
G:j() ’
Daraus berechnet sich die bezogene Lénge der Kurbelkropfung
zwischen den AuBlenflichen der Schenkel zu

¢ =1 (25a)

aJ L S (12 ) J
Z v o, -9, 70} o [ | 0,
e A Y+
(,1 r‘) Gy oy @R b Sy 24, (26)
M) EJ, ’ pryo2 g, T bhr -

:W: aus Gl (19) gegeben,

wenn die durch M verursachte Verschichung v der Schenkel bekannt ist.

In dieser Gleichung ist der Ausdruck
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Setzt man die Lager mit soviel Spiel voraus, daBl Lagerreaktionen
infolge des Durchleitens des Drehmoments M, nicht entstehen, so wird
NN Jo (12 + R?) gy

=2 — - B S B g 27
E']sr+7,2 b+ -2 (27)

fo IE J,

In dieser Gleichung kann noch der mittlere Posten der rechten Seite
wegen seiner Kleinheit vernachlissigt werden, was gegentiiber der Ver-
nachldssigung von A belanglos ist und sogar eine Verringerung des
mit der Unterdriickung von A begangenen Fehlers bedeutet.

Bei geniigend grofem Lagerspiel ergibt sich also fiir die bezogene
Liange der Kurbelkropfung der einfache Ausdruck:

LGy
BJ, J,

I, =2

+z (28)

Die Durchrechnung unseres Zahlenbeispiels wird klaren Einblick in alle
Verhaltnisse gewdhren.
Der Nenner in Gl. (19) berechnet sich zu:

o 2-1758 3,6 3824307 85-175% = 36 8,5%430°
3:22-10°-19125 " 0,83 - 105 383-30° 2 70,83 -10° 8,5%-30%
17,521 +-85)2 24-85 . 24-175 | 21-17,5%
2 70,83-105-30-38 0,83~ 10°-30-8,5 ' 0,83 - 10° - 12794
213 1,186 - 21

-+ 10°° [0,08492 4 0,00893 - 1,93658

Y6-22-10°-12794 ' 0,83-10°-283,5
+ 0,02156 -+ 0,19844 - 0,60562 -+ 0,05484 -+ 0,10584] = 10 ©-3,0167 .
Damit schreibt sich Gl. (19) fir unser Beispiel:
M, - 0,0429 — ¢ - 108

~3,0167
G, (26) wird fir J, = J, = 12 794:
0,83 12794 12794 - (382 -+ 302)
] = 9.0%%, . N Bl G J.g5.
0= 2 59 1915 1T T2 380-30 0l
A7) [0,83 12794 12794 (382 + 30%) 8,5 2412794
S e e « Mt P Jt [
(MO) 2.2 19125 0T TR T ggrigge e P T g TIns

i4f) -[4,41 10,62 - 21 - 6,88]

l,— 8,83 = 1,24 421 — (w
,

ly = 31,07 — @T) +32,91.
[}

__ Fur das von uns angenommene Drehmoment M, = 1 346 800 kgem ergeben
?1chJalso }iir verschiedene Annahmen von » die folgenden bezogenen Lingen
ir 0o = ;¢

v = 0; A4 =19 152; ji[r = 0,24886; I, = 22,88
WMo

= 0,02; = 12 523; = 0,16272; == 25,72

= 0,04; = 5 893; = 0,07657; = 28,55

= 0,058; = 0 5 = 0 ; = 31,07

Nach Gl (28) berechnet sich 7, = 29,83 .
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2. Massen.

Fiur die Berechnung der Schwingungsausschlige miissen ferner
alle an den Drehschwingungen beteiligten Massen gegeben sein. Fir
die Zwecke der Untersuchung bezieht man simtliche Massen auf einen
willkiirlich wahlbaren Abstand 7 von der Drehachse der Welle in der
Weise, daf die auf diesen Abstand bezogene Masse dieselbe kinetische
Energie besitzt wie die wirkliche Masse. Ist also d M irgend ein Elemen-
tarteilchen einer Masse und ¢ sein Abstand von der Drehachse, so ist
die bezogene Masse d M, dieses Teilchens

92
AMy=dM>; . (29)
7
oder
1 m
Mozﬁ[92dM=ﬁ- (30)
wenn m das Tragheitsmoment der gegebenen Masse in bezug
auf die Wellenachse ist.
Am einfachsten wihlt man den beliebigen Bezugsradius r =1,
so dal3
My=m (30a)

wird. In technischen Berechnungen wird oft statt des Trigheits-
momentes das ,,Schwungmoment* (¢ D?) [oder 2 (G D?)] angegeben,
wobei (GD?) in kgm? ausgedriickt zu werden pflegt. Wir bedienen
uns hier des technischen Mafisystems mit kg, cm und s als
Einheiten. Zwischen dem Schwungmoment in kgm? einer Masse
und ihrem Tragheitsmoment in kgem s2? besteht die einfache Beziehung
104 (G D?)
v
wobei ¢ = 981 cm s~ 2 die Erdbeschleunigung bedeutet.

Soweit es sich also um fest mit der Welle verbundene Massen
handelt, kommt deren Trigheitsmoment in bezug auf die Wellenachse
in Frage. Bei Kolbenmaschinen nehmen aber auch die hin- und her-
gehenden Kolben und Triebwerksteile infolge ihrer gelenkigen Ver-
bindung mit der Welle an den Schwingungen teil, und zwar je nach
der Kurbelstellung in mehr oder weniger groBem Mafle: in den Tot-
punkten gar nicht, in Mitte des Hubes mit dem vollen Betrag. Eine
Kolbenmaschine hat also auch je nach der Kurbelstellung verschiedene
Eigenschwingungszahlen (ruhende Maschine). Es interessieren aber
gerade die Schwingungen im Betriebe. Fithrt die Welle einer laufenden
Maschine Drehschwingungen aus, so ist in jedem Augenblick die an der
Schwingung beteiligte Masse eine andere. Eigentlich miite also mit
zeitlich verinderlichen Massen gerechnet werden, was eine wesent-

m= — 2,5484 (G D2) . (31)
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liche Erschwerung der Untersuchung bedeuten wiirde. Erfahrungs-
gemi kann man aber in solchen Fillen die Schwingungserscheinungen
praktisch genau genug wiedergeben, wenn man statt der zeitlich ver-
anderlichen Masse eine mittlere unveréinderliche Masse annimmt. Nach
dem Vorgange Frahms werden die hin- und hergehenden Massen
mit der Halfte jhrer GroBtwirkung in Rechnung gesetzt. Die Treib-
stangenmasse, die zum Teil drehende, zum Teil hin- und hergehende
Bewegung ausfithrt, zerlegt man in der iiblichen Weise in zwei Einzel-
massen, einen rotierenden Teil am Kurbelzapfen, der ganz, und einen
hin- und hergehenden Teil am Kreuzkopfzapfen, der zur Halfte in
Ansatz kommt.

Ist also fiir ein Kurbeltriebwerk vom Kurbelradius » das Gewicht
des rotierenden Teils der Schubstange G,, das Gewicht aller hin- und
hergehenden Teile (einschlieflich des Anteils der Schubstange) G, so
ist, wenn my das Triagheitsmoment der Kurbelschenkel und des Kurbel-
zapfens bedeutet, das gesamte in Rechnung zu ziehende Tragheits-
moment

G,
G+

m = my -+ 2, (32)

Wegen der in Wirklichkeit zeitlich veridnderlichen schwingenden
Massen einer laufenden Xolbenmaschine sind auch deren Eigen-
schwingungszahlen nicht scharf bestimmt, und jedes kritische Gebiet
erstreckt sich daher nicht auf eine scharf gegebene Drehzahl, sondern
itber einen gréferen Drehzahlbereich?).

Die Masse der Welle selbst kann meist ganz vernachlissigt werden,
wenn das Massentrigheitsmoment der Welle im Vergleich zu den
Tragheitsmomenten der iibrigen Massen nur klein ist. Immerhin aber
konnen Falle vorkommen, bei denen die Masse der Welle beriicksichtigt
werden muf}, z. B. bei den langen Schraubenwellen der Schiffe. Wie
in solchen Fillen der Einflul der Wellenmasse genau und angenihert
berechnet wird, soll spiter gezeigt werden.

3. Periodische Krifte und Momente.

Die Ursache der Schwingungserscheinungen bilden periodisch
wechselnde Krifte oder Momente, bei Kolbenmaschinen die Tangential-
krifte oder Drehmomente der Arbeitszylinder und der Pumpen, die
sich, den Beharrungszustand vorausgesetzt, nach jeder Maschinen-
umdrehung oder nach einer bestimmten Zahl von Maschinenumdrehungen
wiederholen (z. B. Viertaktmaschinen mit der Periode zweier Um-

1) Siehe die Verdrehungsdiagramme Frahms inder Z. d. V. d. I. 1918, §. 179.
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drehungen). Die an den einzelnen Kurbeln wirkenden Drehmomente
sind demnach periodische Funktionen der Zeit, d. h. das Drehmoment
nimmt in gleichen Zeitabstinden 7' immer wieder den gleichen Wert an.
T heiBlt die Dauer der Periode. Man pflegt solche periodische Funktionen
durch ein Polardiagramm darzustellen, in welchem der Radiusvektor
in gleichen Zeiten gleiche Winkel, in der Zeit T den vollen Kreis oder
den Winkel 25 zuriicklegt. Die Winkelschnelle der Periode ist

_2=

=7

(33)

(Daraus geht hervor, daB es im allgemeinen nicht zulissig ist, an Stelle der
Zeit den von der Maschine zuriickgelegten Kurbelwinkel oder ein Vielfaches davon
anzunehmen, denn in gleichen Zeiten werden im allgemeinen nicht gleiche Winkel
zuriickgelegt, das gilt nur angenéhert fiir Maschinen mit grofler Gleichformigkeit
des Ganges.)

Bekanntlich hat Fourier gezeigt, dal sich jede beliebig gegebene
periodische Funktion F (wt) darstellen lafit durch eine Reihe von

der Form
Fwt) =4y + A;sinwt 4+ A,sin2wit + 4ysin3wit 4+ ... } .
& + Bycoswt + Bycos2wit + Bycos3wit 4 ... (34)

in welcher die GroBen 4j, B; bestimmte konstante Werte sind. Sie
ergeben sich ndmlich aus Gl.(34), wenn man die Gleichung mit sink w¢,
bzw. mit cosh w ¢ multipliziert und fiir den ganzen Bereich der Periode 2 n
integriert. Dabei verschwinden simtliche Integrale der Form:

27

]sinkwtsinhwtdmt =0
0

E._’:r

/coskwtsin hotdwt =0

0

wenn k= h,

wie man leicht nachweist, und es ergibt sich:
27 2
. - o [ - Ah
/lv (nt)ysimhwtdmnt= A,L/ sinfhwtdot = ;
\ h

0

A= T1sin2hmt

0
hoot]>
u j' :‘ﬂ‘4h5

2

0
oder

27

]
A== /F (mtysinhotdomi '
7
0 l

(32)
1
ebenso By =~ /F (ot)ycoshamtdwmi

1)
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Die Integrale dieser Gleichungen lassen sich in allen Fillen,
wenigstens graphisch, leicht ermitteln.
Fiir 4, ergibt sich:

27

1
A=y /F (@) d(wt). (35a)
0

Man nennt eine solche Zerlegung einer gegebenen periodischen
Funktion ihre harmonische Analyse.
In Gl. (34) lassen sich je zwei entsprechende Glieder noch in ein’
einziges Glied zusammenfassen von der Form:
Aysinhwt+ Byecoshwt =Chrsin(hwt + &) (36)
Dabei ist, wie man leicht beweist: )
Ch=Y4; + B;
B, (36 a)
h

&, = arctg 1

Man nennt C;, den Ausschlag (Amplitude), ¢ den Phasenver-
schiebungswinkel des harmonischen Gliedes der Aten Ordnung.
C), ist nimlich der GroBtwert, den das.Glied fiir
alle Werte von ¢ annehmen kann und ¢, ist sein
Phasenwinkel zur Zeéit ¢ = o. Man kann den
Ausdruck C,sin(hwt + ¢) darstellen (Fig. 11)
durch die Projektion Cj, einer Strecke C;,, die in

der Dauer einer Umdrehung 7T, = z: mit der

2
Winkelgeschwindigkeit w, = h - —Tit = hw gleich-

formig umléuft. Aus Gl. (36) folgt auch um- Fig. 11.
gekehrt, daB man jedes harmonische Glied von

der Form C,sin(hwt 4+ &,) zerlegen kann in die Summe zweier harmo-
nischer Glieder mit den Ausschligen 4, = C} cosg, mit dem Phasen-

winkel 0 und B, = C}sin¢;, mit dem Phasenwinkel
-+ g) =coshwt.

Als Beispiel sei die harmonische Analyse der Drehmomente einer Viertakt-
Dieselmaschine gezeigt. Die Gleichférmigkeit ihres Ganges sei so gro3 voraus-
gesetzt, daB genau genug der Kurbelwinkel als der Zeit proportional angesehen

Z , denn sin (k wt

40 kg fem?

20 30 kg fem?
Fig. 12a. 2 Fig. 12b. 20

70 70

7 — 17

Holzer, Drehschwingungen. 2
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werden kann. Die Kolbenkrifte sind aus den Indikatordiagrammen ¢ fiir groBe
Fiillung, b fir kleine Fiillung gegeben (Fig. 12). Um die harmonischen Dreh-
momente gleich fiir alle Maschinendrehzahlen zu erhalten, behandeln wir die
Tangentialkrifte der Maschine getrennt nach solchen, die allein von dem Gasdruck

auf den Kolben herrithren, wobei wir die Indikatordiagramme gleicher Fiillung
als fiir alle Drehzahlen praktisch unverinderlich annehmen, und nach solchen
Tangentialkriften, die allein durch die Tréigheitskriifte der hin- und hergehenden
Massen erzeugt werden. Genau genommen wiren auBerdem noch die Reibungs-

Tig. 13a.
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krifte des Kolbens und der Triebwerksteile zu beriicksichtigen, von denen wir
hier mangels genauer Kenntnis dieser Kriifte absehen miissen. Man pflegt sie in
roher Schiitzung auch wohl dadurch zu beriicksichtigen, daB man die (ohne Reibung)
ermittelten Tangen-
tialkréifte mit einer Er-
fahrungszahl kleiner
als 1 multipliziert. Die
vom Gasdruck auf den
Kolben allein erzeug-
ten Tangentialkréfte
mogen mit 7", die von
den Massenkriften her-
rithrenden mit 7" be-
zeichnet sein, so daB
die gesamte Tangen-
tialkraft 7= T"-- T".
Fir die Umrechnung
(oder Konstruktion)
der Kolbenkrifte in
Tangentialkrifte ist
ein Verhdltnis 4 = 1
des Kurbelradius zur
Schubstangenlidnge
vorausgesetzt worden.
Um die Losung der
Aufgabe moglichst all-
gemein zu halten, sind
weder iiber die Abmes-
sungen der Maschine
noch iiber die GroBe
der hin- und hergehen-
den Massen bestimmte
Zahlen angenommen
worden, so daBl die
Tangentialkrifte her-
rithrend vom Gasdruck
mit F . r, die von den
Triagheitskriften stam-
. Griw}
menden mit — -
multipliziert werden
miissen, um daraus im
Einzelfalle die Dreh-
momente zu erhalten;
F bedeutet dabei die
wirksame Kolben-
fliche in cm2, r den
Kurbelradius in cm,
G das Gewicht der hin- an,
und hergehenden Teile in kg, wy = 30 die der Maschinendrehzahl n, entsprechende

Winkelgeschwindigkeit der Kurbel in s~! und g=98lcms~? die Erdbeschleu-
nigung.

A
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20
In den Fig. 13a und 13b sind die Werte 7" sin’ @ ¢ fiir groBe bzw. fir kleine
Fillung als Funktion der Zeit (des Kurbelwinkels), in den Fig. 14a und 14b die
entsprechenden Werte 7" cosh w ¢ fiir h = 1,2, 3 ... 10, bezogen auf die Periode

des Viertakts (2 Maschinenumdrehungen) dargestellt, und zwar nur fiir die Kom-
pressions- und Expansionsperiode, weil die Gasdriicke fiir Ansaug- und Ausschubhub

vernachlidssighbar klein sind. Die von den Kurven 7"sink wt und 77 cos b wi

Fig. 14a.
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mit der Zeitachse (Abszissenachse) gebildeten Flichen dienen zur Berechnung von
Aj, und Bj, gemdB Gl (35).
Fiir die Massenkrifte zeigt Fig. 15 dieKurven 7 sink o tfirh =1,2,3 ... 6
bezogen auf die Periode
einer Maschinenum-
drehung, weil sich die
Massenkrifte fiir jede
Maschinenumdrehung
wiederholen. Die Kur-
ven 7"/ cosh » ¢ brau-
chen nicht aufgezeich-
net zu werden, da ihre
Flichen fiir die ganze
Periode der Umdre-
hung wegen der Sym-
metrie der Massen-
driicke fiir den Kolben -
hin- und Riickgang
samtlich Null werden,
wovon man sich leicht
iiberzeugt. Aus dem
gleichen Grunde der
Symmetrie sind dic
Kurven 7"""sin hwt nur
fir die halbe Umdre-
hung dargestellt, weil
sie sich fiir die andere
Hilfte  symmetrisch
wiederholen.
Die positiv und
negativ aufgetragenen
Kurven der Tangen-
tialkrdfte 77 und 7
selbst sind in den Fig.
13 bis 15 gestrichelt
eingezeichnet. Sie um-
hiillendieEinzelkurven
T sinhwt, T coshwi
und 7" sinhw{, denn
an jeder Stelle gibt
der positive oder ne-
gative Wert der Tan-
gentialkraftden GroBt-
wert an, den diese
Gliederannehmen kon-
nen.
Man erhilt aus
den Kurven und ihren
Flachen die in Zahlen-
tafel 2, Seite 23, zusammengestellten Werte der harmonischen Drehmomente.
Fiir einen beliebig gegebenen Fall eines einfachwirkenden Viertaktmotors
kann man sich damit leicht dic gesamten harmonischen Drehmomente aus der
Summe der Werte fiir Gasdruck und Massen bestimmen. Man mulBl nur dabei

Fig. 14b.
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beachten, daf die harmonischen Teilmomente der Massen, 4} und B}, welche in
bezug auf die Periode einer Umdrehung von der Aten Ordnung sind, in bezug auf
die Periode des Viertaktes der 2 Aten Ordnung angehéren, und daB folglich auch
alle Komponeénten A4}
und B)/ der Massen,
welche “sich auf eine
ungerade Ordnung
des Viertaktes bezie-
hen, gleich Null sind.
Es seien z. B. die
harmonischen Dreh-
momente einer einfach
wirkenden Viertakt-
Dieselmaschine 6. und
9. Ordnung (die Ord-
nung bezogen auf die
Periode des Viertakts)
fur eine Maschinen-
drehzahl ny = 360/Min.
zu ermitteln. Die Kol-
benfliche betrigt F=
962 ecm?2, der Kurbel-
radius r =17,5¢cm, das
Gewicht der hin und
her gehenden Teile
G = 200 kg.
Um schon aus der
Bezeichnung zu erken-
nen, ob sich die Ord-
nung auf die Periode
der Maschinenumdreh-
ung oder auf jene des
Viertakts bezieht, wol-
len wir die Ordnungs-
ziffern im letzteren
Fall in Klammern set-
zen. Nicht einge-
klammerte Ord-
nungsziffern be-
ziehensichalso auf
die Maschinenum-
drehung. (Man fin-
det in der technischen
Literatur wohl auch
die  Ordnungsziffern
des Viertaktes durch
jene der Umdrehung
ersetzt, wobei man fur
die ungeraden Ord-
nungen sich gebrochener Zahlen bedienen muf; die 9. Ordnung der Viertakt-
periode wiire also als 4!/,te Ordnung der Umdrehung bezeichnet. Aber logisch
richtig ist diese Benennungsweise nicht; das Kennzeichen der harmonischen Ana-



Periodische Krifte und Momente. 23

Zahlentafel 2.
Viertakt: 1 Periode = 2 Maschinenumdrehungen = 2 x.
Harmonische Drehmomente der Gasdriicke allein.

m=] 1] 2] 4 s [ 6 "7 | 89 |10
A S S— - S —— ! - - _
a) GroBe A(,,,:Fr:ﬁ 2,25 3,46 | 3,44 2,83] 2,26 1,84 1,42| 096/ 054 041
Fillung | Bjy: Fr= | 2,37 ' 1,09 —o 02 ,—0,5¢ —0,59 | —0,52 ﬁo 59 |—0,67 —0,72 —0,50

0,61' 0,42 0,30
—0,24 ’-O 14 —O0,14

I

b)Kleine[ 4/, F r | 1,37 | 2,19 1,87° 148! 1,19 085
Fiillung | B): F 0,84 030 '_0 16 |—0,30 —0,35 —0,32 '—0,29

Massen: 1 Periode = 1 Maschmenumdlehung =2a.
Harmonische Drehmomente der Massenkrifte allein.

h = ‘ 1 | 2 ! 3 4 5 ; 6
- WG e T R ¢ e
Al 7" wi= | 0,047 —0497 -—0,153 | —00I11 +0,003 0,006
, G, |
Bj/: g o= 0 0 0 0 0 ‘ 0

i I
lyse ist die Zerlegung in Glieder, dic nach sin und cos der ganzzahligen
Vielfachen der Periodenwinkel fortschreiten.) Man erhilt aus Zahlentafel 2:

a) fur groBe Fillung: b) fir kleine Fillung:
A(’G) =1,84 Fr=1,84-962-17,5 = 30976 kgem, Al =1,19 F r=20034 kgem,
Blgy= —-0,52 F r == — 8754 kgem, Bj =—0,32 Fr =— 5387 kgem,
A{g) = -1 0,54 F r = 9091 kgem, Aly= 0,42 F r = 7071 kgom,
Bly=—0,72 Fr = — 12121 kgem Bly,=-—0,14 F r = —2357 kgem.
Fiir den Anteil der Massenkrifte findet sich: '
a 200 T 360
Mo AN 3 Zp2p2 ""2, Sl ==
A, = Af 0,153 p r2w? =—0,153 - 081 17,5 302 13495 kgem,
By =B} =0
A =B =
Damit berechnen sich die gesamten harmonischen Drehmomente:
a) fir groBle Fillung: b) fur kleine Fiillung:
A gy = Al -+ Alf= 30976 —13495—17481 kgem, A ;, = 20034 — 13495 — 6539 kgem,
B = B('o, + B = — 8754 kgem, B g =-—5387kgem,
Cg = }A(G T+ B(G) 19550 kgem, Ce = 8472 kgem,
B
tgeg :71@‘ = —0,5008, tgeq = —0,8238,
©
o = —26° 36" = —0,464 fg = —39°20"= 0,689
Ebenso ergibt sich:
Ag = Al + Al = 9091 kgem, A = 7071 Kgem,
By = By, 4 Bl = —12121 kgem, Bg = —2357 kgerr,
Cg=VA2 + By = 15151 kgem, Cg = 7454 kyem,
B
tgeg — f = —1,3333, tgeg — -—0,3333,
©®

£y = —53° 8" = —0,927, £g = —18° 26" = —0,322,
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Zahlentafel 2 kann auch zur ungefihren Bestimmung der harmonischen Dreh-
momente einfachwirkender Zweitakt-Dieselmotoren verwendet werden, wenn
man von dem Unterschied der Zwei- und Viertakt-Indikatordiagramme absieht.
Es ist zu diesem Zweck nur zu setzen:

Ay =2 Apy
und
B, =2By,.

Fiir eine einfachwirkende Zweitakt-Dieselmaschine der gleichen GroBe und fiir
die gleiche Drehzahl werden also die harmonischen Drehmomente 3. Ordnung
ungefihr:

Ay = Ay 4 A =2 Aj + AY und By =2 Bj, 4 BY.
a) fiir groBe Fillung:
A, =2-1,84 Fr—0,153 G 2 — 230976 — 13495 — 48450 kgem,
By =2-—0,52+Fr=-—17500 kgem,
Cy = 51500 kgem, tgey = —0,361.
b) fiir kleine Fiillung:
A, =2-1,19 Fr—0,153 g 20t = 26570 kgem,

By=-—-2-0,32F r = —10770 kgem
Cy = 28650 tge; = —0,405.

Unser Beispiel einer harmonischen Analyse ist nur fir 10 Glieder
beziiglich der harmonischen Momente der Gasdriicke und fir 12 bzw.
6 Glieder beziiglich jener der Massendriicke durchgefithrt. Eigentlich
hat die Fouriersche Reihe unendlich viele Glieder. Wie man aber
aus unserem Beispiel erkennt, werden im allgemeinen die Glieder
hoherer Ordnung immer kleiner, zudem sind sie auch nicht mehr genau
bestimmbar, weil die Ungenauigkeiten der Drehkraftdiagramme und
der Zeichnung immer mehr ins Gewicht fallen. Da die Grofle und damit
die Gefiahrlichkeit der Schwingungsausschlige den Amplituden der
harmonischen Drehmomente proportional ist, so kommen fir die
Zwecke der Schwingungsuntersuchung auch nur die grofiten Glieder
der Reihe vor allem in Frage. Nur bei Vielzylindermaschinen kénnen,
wie sich zeigen wird, auch die kleineren Glieder hoherer Ordnung noch
von merklichem EinfluB} sein, weil sich fiir viele Zylinder die verhaltnis-
maBig kleinen Momentimpulse jedes Zylinders in ihrer Wirkung auf die
Schwingungsausschlige fiir alle Zylinder addieren und so dennoch
infolge der Vielzahl der Zylinder an Bedeutung gewinnen.

Die harmonische Analyse beliebig gegebener periodischer Funktionen
kann auch mit mechanischen Mitteln geschehen; die dazu dienenden
Geriite heiBen harmonische Analysatorent').

1) Siehe die Beschreibungen des Henrici-Coradi-Analysators bei Hort: Diec
Differentialgleichungen des Ingenieurs, S. 281, und des Analysators von Mader,
Elektrotechn. Zeitschr. 1909, S. 847. Weitere Gerite sind beschricben im Biich-
lein: Orlich, Aufuahme und Aunalyse von Wechselstromkurven (Vieweg, Braun-
schweig 1906), das ich wihrend des Druckes kennenlernte.
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II. Drehschwingungen ohne Dimpfung.

4. Ungedédmpfte Schwingungen einer Einzelmasse.

Das Zustandekommen der Drehschwingungen moge zuniichst am
einfachsten Fall einer einzigen Masse gezeigt werden, die fest auf einer
Welle (Drehfeder) sitzt, deren
eines Ende fest eingespannt ist;
Fig. 16. An der Masse moge ein
periodisch wechselndes Drehmo-
) ment M wirken. Die Perioden-

Fig. 16. dauer des Momentes sei 7, die
x Winkelschnelle der Periode mit-
hin o = Das Moment M denken wir uns durch harmonische

M
—

Analyse in seine harmonischen Komponenten zerlegt:
=0
M= >1 (4psinhwit -+ Bycoshwt).
=1
(Das konstante Glied 4, der harmonischen Analyse bleibt, weil nicht
periodisch verdnderlich, auBer Betracht; es wiirde nur einen konstanten
zusitzlichen Verdrehungswinkel verursachen.)

Auf der zylindrischen, unverdrehten, masselos vorausgesetzten
Welle denken wir eine Mantellinie (etwa die hochstgelegene) angerissen.
Infolge der Verdrehung der Welle verzerrt sie sich in eine Schraubenlinie.
Die Winkelabweichung, die jeder Punkt der Mantellinie gegeniiber
seiner Lage im unverzerrten Zustand (Ruhelage) erleidet, ist fiir jeden
Punkt der Wellenlinge verschieden und, da hier nur Forménderungen
innerbalb der Elastizitatsgrenze vorausgesetzt werden, proportional
dem Abstand vom Einspannquerschnitt; fiir den Einspannquerschnitt
ist der Verdrehungswinkel = Null, fiir den Wellenquerschnitt am
Sitz der Masse = ¢ . Um diese Forménderung der Welle hervorzubringen,
ist ein Drehmoment erforderlich von der GréBe

! .
M= ¥ p=c (p]‘

¢ ]‘

it c=—
miv ¢ l

(37)

(@ Schubelastizitatsmodul des Wellenmaterials in kg/em?2, J polares
Tragheitsmoment des Wellenquerschnitts in cm4, 1 die Wellenlinge
in em vom Einspannquerschnitt bis zum Sitz der Masse.)

Infolge der Schwingung &ndert sich der Schwingungswinkel ¢ in
jedem Augenblick; ¢ ist also eine vorerst unbekannte Funktion der
Zeit, deren Bestimmung unsere Aufgabe bildet.
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Wir bezeichnen Drehwinkel und Drehmomente im Uhrzeigersinn
als positiv. Das zum Verdrehungswinkel ¢ gehorige elastische Moment
der Welle mul man mit negativem Vorzeichen versehen, — c ¢, denn
es sucht die absolute GroBe des Winkels ¢ zu verkleinern, ob dieser
Winkel positiv oder negativ ist.

Da wir uns die Masse starr mit der Welle verbunden denken, so
macht sie die Winkelausschlige des Wellenendquerschnittes mit;

deo o

Tt ist demnach ihre augenblickliche Winkelgeschwindigkeit, T ihre

Winkelbeschleunigung. Die Tragheit der Masse wird nach dem
2

d’Alembertschen Prinzip durch das negative Moment ——m-%}

beriicksichtigt, wenn m das Massentrigheitsmoment in bezug auf die
Wellenachse in kgems? bedeutet. Das Gleichgewicht aller am Massensitz
wirkenden Momente verlangt also die Gleichung:

e roe . '
—moa —cqz—f—h%l(Ah81nkwt+B,,coshwt):0. (38)

Gl. (38) ist die Differentialgleichung der Drehschwingung, sie ist,
wie man sieht, linear von der zweiten Ordnung. Thre vollstindige Lésung
setzt sich bekanntlich aus zwei Teilen zusammen?!) und lautet:

@ =

" o h=oo
&, 8in '/%t + f,cos V:@t} -+ Z (apsinkwt + freosh wt) (39)
pyes|

Darin sind «, und S, die willkiirlichen Integrationskonstanten,
mittels welcher man die Losung allen Anfangsbedingungen anpassen
kann, wihrend die Werte &y und fj, nicht willkiirlich, sondern aus den
gegebenen harmonischen Momenten A, und B, eindeutig bestimmt
sind. Differenziert man nimlich die Losungsgleichung (39) zweimal

d2
nach ¢ und setzt die Werte 9

T und @ in die Schwingungsgleichung (38)

ein, so erhilt man:
h{go h=10
2 [(c—mh2w?) (xpsinhwt + frecoshwt)]= (dpsinhwt 4 Bycoshwi)
h=1 h=1
und daraus:
Kp = A
P e — mho?
. B,
P T ec—mhie?.

(40)

Der auf der rechten Seite von Gl. (39) in eckigen Klammern stehende
erste Teil rihrt von den Eigenschwingungen des Systems her,

1) Niehe Foppl, Vorlesungen iiber technische Mechanik, Bd. 1V,



Ungedampfte Schwingungen einer Einzelmasse. 27

wahrend der unter dem Summenzeichen stehende zweite Teil die
erzwungenen Schwingungen darstellt. Nur die letzteren hingen
gemil Gl. (40) von der Grofle des gegebenen periodischen Momentes,
des erzwingenden Momentes, ab.

Man hat also wesentlich zwischen freien oder Eigenschwin-
gungen und zwischen erzwungenen Schwingungen zu unterscheiden.

Wie man aus Gl. (39) erkennt, besitzen die Eigenschwingungen
in unserem einfachen Fall die Winkelgeschwindigkeit

wy = Vﬁ (1)

oder mit der Bedeutung von ¢ aus GI. (37)

Wy = _G_‘_I . (41a)
Im
Damit wird die Eigenschwingungsdauer T':
27 1/lm
Tozlzzn‘/l_’f. (41b)
@y GJ
und die Bigenschwingungszahl in der Minute ny:
30 304/6J
- . 41
o ="~ Wo = ] Tm (41c)

Wie aus Gl. (40) ersichtlich, hingt jede GroBe o) nur von der mit
ihr gleichphasigen Komponente 4, des harmonischen Momentes gleicher
Periode (k), jede GroBe B, nur vom gleichphasigen Moment B, ab.
Daraus folgt, dal man zur Ermittlung des Einflusses des Gesamt-
momentes M, das sich aus harmonischen Momenten von beliebigen
Perioden und Phasen zusammensetzen kann, auf die GroBe des
Schwingungswinkels ¢ die Einzelanteile des Schwingungswinkels fiir
die harmonischen Momente gleicher Periode und gleicher Phase
fiir sich bestimmen kann, d. h. so, als wiren am System nur die har-
monischen Momente von der betreffenden Periode und der gewiahlten
Phase wirksam. Die Einzelwinkel sind schlieBlich fiir alle harmonischen
Momente zu addieren, um den gesamten Drehwinkel zu erhalten. Man
sagt dafir kurz, daB sich die Schwingungswinkel, die von den einzel-
nen harmonischen Drehmomenten erzeugt werden, einander iiberlagern.
Diese Eigenschaft der erzwungenen Schwingungen ist dem Umstand
zuzuschreiben, daB die Differentialgleichung der Schwingung linear ist.

Aus Gl. (40) geht ferner hervor, dafl die Werte «; und f; unendlich

grol werden, wenn der Nenner Null wird, wenn also hw = L ist,
m

vorausgesetzt, daB nicht gleichzeitig auch 4, und Bj = 0 sind. Das
heift: .Bei fehlender Dampfung werden die Schwingungs-
ausschlige (theoretisch) unendlich grofl, wenn die Periode
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eines erzwingenden harmonischen Momentes von endlicher
Gr5Be mit der Periode der Eigenschwingung zusammenfallt
(Resonanz).

b. Schwingungssysteme mit beliebig vielen Massen.

Nach der Behandlung dieses einfachen Falles einer KEinzelmasse
kénnen wir an die Untersuchung der Schwingungen einer mit beliebig
vielen Massen besetzten Welle gehen, an welcher an beliebig gegebenen
Stellen beliebig gegebene periodische Drehmomente von im allgemeinen
verschiedenen Perioden wirken. Die Perioden brauchen im allgemeinsten
Fall nicht einmal ganzzahlige Vielfache der Umdrehungsdauer der
Maschinenwelle zu sein, wie im Fall der unmittelbar durch Kurbeln
mit der Welle verbundenen Arbeitszylinder und Pumpen; man kann
sich etwa vorstellen, dafl durch Ubersetzungsgetriebe (Riemen, Zahn-
riader u. dgl.) auch periodisch wechselnde Drehmomente beliebiger
Periodendauer auf die Maschinenwelle einwirken. Unsere Aufgabe
besteht nun darin, fir all diese periodischen Momente den Schwin-
gungswinkel jeder Masse fiir jeden beliebigen Zeitpunkt zu bestimmen,
d. h. den Winkel, um den die betreffende Masse aus der Ruhelage
abgelenkt ist. Zu diesem Zweck wird man zuerst alle gegebenen
periodischen Drehmomente 3; durch harmonische Analyse in eine
Summe harmonischer Momente mit den Phasenwinkeln 0 und Z
losen von der Form: -

auf-

k=0
My = D (Ap, smhwt + By jcoshayt).
e

Der doppelte FuBzeiger der harmonischen Komponenten 4 und B ist
zur Kennzeichnung der verschiedenen Grundperioden 1= E(;t der
!

gegebenen periodischen Drehmomente erforderlich. Der erste Fulzeiger
gibt wie bisher die Ordnungszah!l beziiglich der Grundperiode an, der
zweite Zeiger 1afit erkennen, dafl sich die Komponente auf das Dreh-
moment der Periodendauer 7T; bezieht. Im ganzen seien periodische
Drehmomente mit p verschiedenen Grundperioden (die ganzzahligen
Vielfachen einer Grundperiode sind also in I und p nicht enthalten) an
der Welle wirksam, so dal} I die ganzen Zahlenwerte 1. 2 ... bis p an-
nehmen kanu. Der lineare Charakter der Differentialgleichung der
Drehschwingungen erlaubt auch hier wieder, die Aufgabe der Bestim-
mung des Schwingungswinkels jeder Masse fiir alle verschiedenen
Perioden dadurch zu vereinfachen, dafl man die Einzelschwingungs-
winkel jeder Masse fiir die harmonischen Momente gleicher Periode
und gleicher Phase fiir sich bestimmt und dic Einzelwinkel aller
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Perioden und Phasen addiert. Der augenblickliche gesamte Schwingungs-
winkel @ der erzwungenen Schwingung ist dann:
l=ph=c0

@ =2 D (xn,8imh oyt + i coshyt). (42)

=1k=1

Unsere Aufgabe beschréinkt sich also hinsichtlich der erzwungenen
Schwingungen auf den Fall, daBl an der Welle gegebene harmonische
Momente gleicher Periode und gleicher und entgegengesetzter
Phase wirken (entgegengesetzter Phase deshalb, weil die Komponenten
A1 Bp,; zum Teil auch negativ sein konnen). Die Eigenschwin-
gungen ergeben sich fir den Fall, dafl die harmonischen Momente an
der Welle samtlich Null sind. Wir wollen die Eigenschwingungen hier
zuerst behandeln.

6. Ungedimpfte Eigenschwingungen beliebiger Massensysteme.
Es sei n die Anzahl der mit der masselos gedachten Welle ver-
bundenen Massen, m; das Massentrigheitsmoment der vom einen
Wellenende aus gezahlten kte® Masse in bezug auf die Wellenachse,
cx,x+1 sei die GroBe des elastischen Drehmomentes, welches entsteht,
wenn der Querschnitt der Welle in der Ebene der k-ten Masse gegen
den Wellenquerschnitt in der Ebene der (k 4- 1)**® Masse um die
Winkeleinheit verdreht wird; ¢; bedeute den augenblicklichen Winkel,
um den die k® Masse aus einer festen Anfangslage sich gedreht hat,
bei der die Welle im spannungslosen Zustand sich befand, ¥ den zweiten
und @@ den at*» Differentialquotienten dieses Winkels nach der Zeit.
Da suBere harmonische Momente fiir die Eigenschwingungen nicht
in Betracht kommen, so ergeben sich fiir die einzelnen Massen die
folgenden Gleichgewichtsbhedingungen :
My ¢y €y p (91— g2) =0
My g +61,0(72—91) + €2,3(72—q3) =0

. 43
Mg+ g (Gr—qr-1) F Ck, k41 (G —9x41) =0 (43)

M G+ Cu s (Gu—qu-1) =0
Die allgemeine Losung des Systems der z simultanen Differential-
gleichungen (43) habe ich in der Zeitschrift Schiffbau 1906/07 S. 823 u. f.
veroffentlicht.
Zunéchst ergibt sich durch Addieren simtlicher Gleichungen die
Beziehung: Een
gl(mk ¢x) =0 (44)
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die sich unmittelbar integrieren 148t und mit den willkiirlichen Inte-
grationskonstanten # und & liefert:

k=n
lg;(mkipk):ﬂt"}—“- (44a)

Die Bedeutung der Integrationskonstauten geht aus den Anfangs-
bedingungen hervor. Bezeichnen nédmlich ¢, und ¢z, den gegebenen
Winkel und die gegebene Winkelgeschwindigkeit der kt® Masse zu
Beginn der Zeitziahlung, ¢ = 0, so ist

k=n
B :kZi (my, <P1'co) l

k=n (44 D).
& = D (my @y,)

b2
Aus dem Verein der Gl. (43) ergibt sich die allgemeine, fir jede
Masse giiltige (daher ohne Massenzeiger geschriebene) lineare Differential-
gleichung der 2 (n—1)%*® Ordnung:
an_l(p[2("_1)] +a,_o ¢[2("‘2)] + ... 4 a, (P(2z) + .. 4o (p(g'l)
Fap=pt+ax... (45).
in welcher f und &« die Werte aus (44b) bedeuten und die konstanten
Beizahlen a, gesetzmiBig aus den Wellenkonstanten ¢z, und aus
den Massentrigheitsmomenten m; gebildete Ausdriicke sind, deren
Aufbau in meiner angefithrten Arbeit!) angegeben ist. Zur Erkennung
des Bildungsgesetzes dieser Beizahlen wird es hier geniigen, die Gl. (45)
vollstandig fiir 5 Massen anzuschreiben. Sie lautet nach Division mit
MMy . ..M,

]
fun

n
Gy_q = ————————— folgendermafen:
01,2 02’3 e Cn_l’n
@-4) My My My + mg mg —+ My My gl
PEY e T Gy g + Cg4¢ 45 !
My + My My - Mg Mg+ My My - My

-f{c . _ml~{—m2+m3+c . My A my mg 4 my

“|CLeCeg — T 12034 T

My~ Mgy * My My * My Mg My

Ge e, T My Mg Ay RSP T il T il

LRI g omy gy -my Z3TBA T e mg s my

! !

e clkﬂ@%t%+cc.%1ﬁi%wm

T s s iy my g 84085 T g g

"3 .
7 my -+ my + mg 4 my omy + mg 4 mg my - my
+1€1.2C2,3C54 41,2625, — —— S
My My * Mg+ My My * My My My My
gy MM M I )
ETRETEY mym, Mg My~ Mg BIRATRE g ey - my - my

Iy Mg - mg 4-my 4~y ooz 01202363405 (Bt ). (45a)
My My Mg My My My My Mg My My

Die Losung der Gl. (45) verlangt zunichst die Wurzeln w der
charakteristischen Gleichung:

Ay WY fa, ow?®=) b baw? b agwil gy =0. (46)

1 GIL. (ITa) a. a. O.

4 €1,2C2,3C5,4Ca 5
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Die Beizahlen a, dieser Gleichung sind nach ihrem aus (45a)
ersichtlichen Bildungsgesetz positive, reelle Zahlen. Die 2(n—1) Wurzeln
der Gl. (46) sind daher imaginir von der Form:

w=—+10,

so dal3 das Integral der Gl. (45) lautet:

n-1

@ = wyl + &, —f—zZ[C’xSin(wzt + 7] - (47)

z=1
Darin sind C, und y, die 2 (n—1) willkiirlichen Integrations-

konstanten, die im Einzelfall aus den gegebenen Anfangsbedingungen

hervorgehen. Fir die Werte w, und &, gelten die Gleichungen:

n
> (m k)
_ b _T °
Oo=pZp = a_
p lmk Zmlc,
= T
" (47a)
2
x 21, (mk(pko)
&Ko = k=n = 7
my = my, .
=1 1

Man kann die Gl. (46) auch unmittelbar in Determinantenform
erhalten, indem man die partikulire Losung ¢ = Csin (wt 4 ») oder
@ = —w?@ in die Gl. (43) einfiihrt. Man erhilt dann fir w? die
Determinantengleichung 7t Grades:

‘01,2—"”1(02 — €y, 0 0... 0 ,
— €y Crg Tt Gy — My ? — Cy3 0... 0 ‘
2
0 — Cy3 Cpg+ C3 4 — Mg® —Cqy - 0

1=0. (46a)

2
— Ch- 1 Cn_1n — M, ©

Diese Gleichung besitzt auBer .den n—1 Wurzeln w? der Gl. (46)
noch die Wurzel ®,2 = 0. Man kann also den Grad der Determinanten- -
gleichung (46a) noch um 1 erniedrigen, und zwar in der Weise, da@3
man in Gl. (43) je zwei aufeinanderfolgende Gleichungen, nachdem
man sie mit dem darin vorkommenden Massentragheitsmoment dividiert
hat, voneinander subtrahiert. Dies liefert die Determinantengleichung
in der Form, wie sie Mies!) angegeben hat und die mit unsern Be-
zeichnungen lautet:

1) In Dinglers Polytechn. Journ. 1915, S. 102.
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my -+ m. c
1T 2 »? — 23 0 0...0
my - My my
_ G2 o, M2t ™M __ % 0...0
my 22 my - my mg
C. Mmq | M, c
2,3 L g 4__.2_ %5
0 — ok Caa e ® P ... 0
3 3" My 3
Cn_1,n ¢ Mu—1 +;”£" —w
e T n*l,nv_—_h:‘
m, i My .y * My

Die Gl. (46) oder (46a) oder (46b) liefern x—1 von Null verschiedene
Werte w2 Ein System von n Massen besitzt demnach n—1 ver-

30
schiedene Eigenschwingungszahlen n, = gl (die Eigenschwingungs-

zahlen auf die Minute bezogen), die man nach ihrer GroSe geordnet,
mit der kleinsten beginnend, als erste, zweite, ... (n—1)* Bigen-
schwingungszahl oder auch als Eigenschwingungszahl ersten,
zweiten, ... (n—1)*® Grades zu unterscheiden pflegt.

Der Drehwinkel ¢ jeder beliebigen Masse besteht gemiB Gl. (47)
aus dem konstanten Winkel o, dem von der gleichférmigen Drehung
der Maschinenwelle mit der Winkelgeschwindigkeit w, herrithrenden
Anteil w,t und aus der Summe der eigentlichen Schwingungswinkel

2

z=n-1
D[Cy-sin (w,t + 7,)]. Es ergeben sich also fiir jede Masse 2(rn—1) .
=1

Integrationskonstante C, und y,. Da aber die Gesamtlosung der
Aufgabe nur 2(n—1) willkiirliche Integrationskonstante fir die
Schwingungsglieder verlangt, so miissen zwischen den Konstanten
der einzelnen Massen bestimmte Beziehungen bestehen. Diese ergeben
sich, wenn man die partikulire Losungsgleichung @r=_Cysin(wt + yz),
in welcher wir den Gradzeiger x wegen ihrer Giiltigkeit fiir jeden Schwin-
gungsgrad weglassen und dafiir zur Unterscheidung der einzelnen Massen
den Massenzeiger einfithren, in die Gl. (43) einsetzt. Man erhilt zunschst:
VI= Vo= ... =Pp==...== Yy =}, (48)
Damit bekommt man fiir die Schwingungsausschlige Oy das Gleichungs-
system:
(Cro—myw?)Cy—c¢, ,C, =0
— 1,5 Oy +'(°1,z e g —myn?) Cy—cy3 O3 =0

1,6 Op 1 4 (G110 F Crppr — My0?) Cr—5410p01=0 (49)

1 2 1
=~ C C, 14 (e, 1,07 M, ©F) c, =0 .

L

(46b
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Die Determinante dieses Systems ist aber wieder die Gl. (46a).
Sie verschwindet also fiir jeden Wert w? einer Eigenschwingung. Die

. . 0 .
Ausschlige Cy erscheinen demnach in der unbestimmten Form —, sind

also selbst unbestimmt. Nur ihr gegenseitiges Verhaltnis ist bestimmt
und aus den Gl. (49) leicht zu erhalten. Anstatt aber das Verhiltnis
des Ausschlages einer beliebigen Masse zum Ausschlag einer festgewahlten
Masse, etwa der Anfangsmasse m,, in fertiger Form zu entwickeln, was
nicht schwer wire, ist es fir praktische Berechnungen einfacher, den
Ausschlag jeder Einzelmasse aus den Ausschligen der zwei unmittelbar
vorhergehenden Massen zu bestimmen, also das Gleichungssystem (49)
ohne weiters zur sukzessiven Berechnung der Ausschlige anzuwenden.
Man wird also den Ausschlag C; der ersten Masse beliebig (gleich eins)
annehmen und aus der ersten der Gl. (49) den Ausschlag C, berechnen.
Aus C; und C, ergibt die zweite Gl. (49) den Ausschlag C; usw. Das
Gleichungssystem (49) laBt sich fir die Berechnung des Ausschlags
einer Masse aus den Ausschligen der vorhergehenden Massen noch
folgendermaflen umformen:

w?

02201_‘7‘7”101’
(1,2
(' — (" ? m, O, L C
3 e (my Cy + my ),
2.3
Gy = 2 my € my O, 4 my )
g =Ulg— =My by My T My Ly
C3.4
o=k (50)
2
o
Crp1=Cr— — (my C)
Cr k41
k=1
k=n-1
0, =cC © 9
n=bu1— (my C)
n—1.n
k=1

Fithrt man das partikulire Integral ¢ = Cysin(wt + y;) in die
Gl. (44) ein, so erhilt man fir jeden Wert w einer Eigenschwingung
die Beziehung: Fen
’ > (my C) =0, (51)
r=1
d. h. fiir jede Eigenschwingung ist die Summe der Produkte
der Massen und ihrer Ausschlige gleich Null,
Bei vielen gegebenen Massen erfordert die Aufstellung der Zahlen-
gleichung fir die Werte w? der Eigenschwingungen einen nicht unbe-

Holzer, Diehschwingungen. 3
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trachtlichen Aufwand an Rechnungsarbeit, ob man sich nun der Deter-
minantenform (46a) oder (46b) oder auch der einfachen Form (46)
bedicnt, deren Beizahlen a, in fertiger Form vorliegen (Bildungsgesetz
aus Gl.45a). Selbst wenn man die Gl. (46) zahlenméBig aufgestellt
hat, wird man deren Wurzelwerte w? nur durch Einfithrung von probe-
weise dafiir angenommenen Zahlenwerten und durch Interpolieren
zwischen diesen Werten angenshert bestimmen kénnen. Den Rechnungs-
aufwand fiir die Aufstellung der Zahlengleichung (46) kann man sich
ersparen, wenn man unmittelbar von den Gl. (49) oder (50) ausgeht,
in denen man die Werte w? der Eigenschwingung ebenfalls probeweise
annimmt. Die richtige Wahl von w? ist zum Schlufl daran erkenntlich,
daB die Bedingung (51) von den Ausschligen aller Massen erfiillt wird.
Ein Zahlenbeispiel wird die Anwendung am deutlichsten zeigen. Fir
technische Aufgaben mit vielen Massen ist die Bestimmung aller
Eigenschwingungszahlen auch kaum erforderlich; es gentigt meist die
Aufsuchung einiger der niedrigsten Eigenschwingungszahlen, die fir
die Resonanzgefahr im Drehzahlbereich der Maschinenwelle noch in
Betracht kommen. Um einen Anhaltspunkt iiber die ungefihre Grofe
dieser Eigenschwingungszahlen zu bekommen, kann man sich der
Gl. (46) in der Weise bedienen, dal man die kleinen Massen gegeniiber
den groBen entweder zunichst ganz vernachlassigt oder mehrere nahe
beieinander gelegene Massen als eine einzige betrachtet.

Zahlenbeispiel. FEine Viertakt-Dieselmaschine hat 6 Arbeits- und 2 Luft-
pumpenzylinder und ist mit einer Welle starr gekuppelt, auf der ein Schwungrad
und ein Dynamoanker sitzt. Die Anordnung der Massen ist aus der Grundrif-
skizze (17) zu erkennen, in welcher 4 Arbeits-, L Luftpumpenzylinder, 8 Schwung-
rad und D Dynamoanker bedeuten. Die Massentrigheitsmomente der einzelnen
Massen und die auf G- J, = 10" bezogenen Wellenlingen sind in der Skizze
eingeschrieben. Da nidmlich die Wahl des Querschnitts-Trigheitsmomentes J, der
Bezugswelle freisteht, wihlt man diese Grofle zweckmaiflig so, dall der Ausdruck
G J, eine Potenz von 10 wird. Die ZweckmifBigkeit einer solchen Wahl wird aus
unserem Beispiel hervorgehen, in welchem G J, = 10*° gewiihlt ist, was fiir G =
830 000 kg/ cm? einem Trigheitsmoment J, = 12 150 cm? entspricht.

Bei einer sechszylindrigen Viertaktmaschine (einfach wirkend) kommen auf
jede Viertaktperiode = 2 Maschinenumdrehungen 6 Ziindungen, die man der
Gleichformigkeit des Maschinendrehmomentes zuliebe in regelmiBiger Folge durch
regelmiiBige Versetzung der einzelnen Arbeitskurbeln aufeinanderfolgen laft; auch
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der Ausgleich der hin und her gehenden Maschinenmassen stellt diese Forderung.
Es kommen also auf die Viertaktperiode 6 Hauptimpulse, so daB vornehmlich
die (6.) und (12.) Ordnung des Viertakts (oder die 3. und 6. Ordnung bezogen auf
die Umdrehung) fiir die Resonanzgefahr in Betracht kommen. Die gro3te Dreh-
zahl der Maschine ist 500 in der Minute. Es interessieren also zunichst nur die
Eigenschwingungszahlen bis zu etwa 6 - 500 = 3000/Minute.

Um vorerst einen Schitzungswert iiber die Hoéhe der niedrigsten Eigen-
schwingungszahlen zu bekommen, kann man die Maschinenmassen, die gegen die
Massen von Schwungrad und Dynamo klein sind, sich zusammengefaft denken
zu einer einzigen Masse m5 = 6. 93 4 7 4 6,5 o 572, die etwa in Maschinenmitte,
also im Abstand 57,5 + 2,5- 48,5 ~ 179 vom Schwungrad liegt. Fiir 3 Massen
wird Gleichung (46) mit w = + t w:

1 2. my + my .mz—l—m{, ml—}—mg—f-m;__o
O — % € g ———— - Ca 3 T ey =
my My My M}/ My My M
GJ, 109 1010

oder in Zahlen mit ¢; , = 1 T4 Cs = g
1,2

. 2 ('1010 2200-+3000 = 10'° 3000--572 102 2200+-30004-572
0t — o T Y Y YT . . =

\142 22003000 ' 179 3000 -’5’7’2’) T 142 7179 2300 - 3000572
wt— 2 (0,555 4 1,163) - 105 4 0,602 - 10 = 0.
Ihre Auflésung ergibt:
w? = 0,859 - 105 7 }/0,859% — 0,602 - 10%,
w? = (0,859 — 0,369) - 105 = 49000,
w2 = (0,859 + 0,369) - 10° ~> 123000 .

Mit dem Wert ®i = 49 000 fithren wir die nachstehende Berechnung der
Ausschlige nach Gleichung (50) durch, wobei wir den Ausschlag C; der Masse 1
willkiirlich (= 1) annehmen:

Zahlentafel 3.

w? = 49000.

Reihe 1 2 3 | 4 5 16| 7

2
k| m w?m C o?mC >3 (mC)| 1 1“ =(m0)
; aqJ,
Zeile| 12200 |107800-10%| 1,00000 ; 107800-103|107800-10% 142 | 1,53076
» 123000 |147000-10%|—0,53076 |—78022.10%| 29778-10% 57,5 0,17122
. | 3| 93 4557-10%|—0,70198 | —3199.103| 26579103 48,5 0,12891
» 14 93 4557-10%—0,83089 | —3786-10%| 22793-10° 48,5| 0,11055
» |51 93 4557-103|-0,94144 | —4290.103| 18503- 103 48,5 0,08974
» | 6] 93 4557-10° | —1,03118 | —4699-103| 13804-10%48,5/ 0,06695
» | 7] 93 4557-10% | —1,09813 | —5004-10%| 8800-103 48,5, 0,04268
» | 8] 93 4557-103|~1,14081 | —5199-10%] 360110377 0,02773
. 19 7 343.10%|—1,16854 | —401.10%| 3200-103|150 | 0,04800
» |10) 6,5 | 3185-10°| 121654 —387.10°" 2813-10° 3

Die 1. Reihe enthilt die Massentrigheitsmomente in ihrer gegebenen Auf-
einanderfolge, die 2. Reihe das Produkt w2m, die 3. Reihe die Ausschlige C, die
4. Reihe die GroBtwerte der von der Massentrigheit herrithrenden Drehmomente
w?mC, die 5. Reihe die Summe aller vorausgehenden Trigheitsdrehmomente

3%
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®? X (mC), die 6. Reihe die bezogenen Wellenlingen zwischen den Einzelmassen
und die 7. Reihe die Werte

E=k ]‘:.ﬂ k1
wzz (m; Cy) w?- Z (my;, Cy) wzz (m Cy)
k=1 . 1 — . _,,1_,,_‘,..,,,, .
T on s GJ, e,
L e

Wahlt man also G J, als Potenz von 10, so ergibt sich Reihe 7 durch Mul-
tiplikation von Reihe 5 und 6 mit Abstrich der durch G J, verlangten Stellenzahl.

Man erhdlt nun in der 3. Reihe den Ausschlag Cy,, der (k -+ 1)ten Masse
[in der (k + I1)ten Zeile], wenn man von dem Wert C; in der kten Zeile den in

k=k
? 5‘ (my Cy)

der 7. Reihe berechneten Wert 1, ; ,, - 775 Clr' A der kten Zeile [gemiB Glei-
chungen (50)] subtrahiert, und man findet de‘}l Wert w22 (mC) der 5. Reihe
in der (k - 1)ten Zeile, indem man den Wert w2 m Cin der (k4 1)ten Zeile (4. Reihe)
zu dem Zahlenwert w? X (mC) der kten Zeile (5. Reihe) addiert.

Die Durchfithrung der Rechnung fiir @2 = 49 000 ergibt ein Restmoment
(5. Reihe) von 2813 - 103, das bei richtig gewidhltem Wert @? der Eigenschwingung
verschwinden mufl. Es ist gegen das grofte Moment 107 800 - 10% schon ziemlich
klein, woran man erkennt, daB die Nidherung schon ziemlich gut ist. Um den
Naherungswert zu verbessern, fithren wir die Rechnung nochmals durch mit dem
groBeren Wert ©2 = 50 000. Man findet ndmlich bei Anwendung des gezeigten
Berechnungsverfahrens bald die Regel:

Ein positives Restmoment zeigt fiir die Eigenschwingungen ungeraden
Grades die zu kleine Wahl von 2 fiar die Eigenschwingungen geraden
Grades einen zu grolen Wert @2 an. Den Grad der Eigenschwingung erkennt
man aus der Anzahl der Zeichenwechsel der Ausschlage (Reihe 3), mit
welcher er ibereinstimmt. Unsere Rechnung fir ®2 = 49 000 zeigt nur einen
Vorzeichenwechsel der Ausschlige zum Zeichen, dal es sich um die erste Eigen-
schwingung (Eigenschwingung 1. Grades) handelt.

Die Durchfithrung der Rechnung mit @2 == 50 000, die wir hier unterdriicken,
liefert ein Restmoment minus 544 - 103. Der richtige Wert »2 der Eigenschwingung
ist also kleiner. Er findet sich mittels linearer Interpolation zu:

(50000 — 49000) - 2813

n2 = i
) 49000 - TV g (,_ )4” 49840 .
Damit erhiilt man die nachstehende
Zahlentafcl 4.
w? = 49840 :
o B | 2 Sv 1
m o*m ¢ w*m O * X (mC) ‘l 2 ] 7mc>

2200 109648°10°  1,00000 @ 109648-10% 109648 .10 142  1,55700

3000 | 149520108 | -—0,55700 | —83282,6-10% | 26365,4 - 10° 57,6  0,15160
93 4635,12-10° —0,70860 = —3284,4-10% 23081,0-10%| 48,5 0,11194
93 463512-10°  —0,82054 | —3803,3-10% [ 19277,7-10° 48,5  0,09350
93| 4635,12-10° . —0,91404 ' —4236,7-10° 15041,0. 10° 485 0,07295
93| 4635,12-10° | —0,98699 | —4574,8-10° [ 10466,2-10°, 48,5  0,05076
93 46351210 ' - 1,03775 —4810,1-10% | 5656,1-10%| 48,5 0,02743
93| 4635,12-10° --1,06518 | —4937,2-10°  718,9.10° 77  0,00554
71 348,88.10% - 1,07072 — 373,5-10°  3454.10% 150  0,00518
6,5 32396-10° 107500 | 3485-10° [ 2,9]
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Das sehr kleine Restmoment 14Bt erkennen, daB die Niherung o3 = 49840
allen Anspriichen an Genauigkeit gerecht wird. (In den Fillen, wo die durch
lineare Interpolation erhaltene Niherung nicht befriedigt, kann man die Verbesse-
rung durch Kurveninterpolation beliebig verfeinern.)

Fiir die zweite Eigenschwingung wollen wir hier gleich die verbesserte
Losung w2 = 141000 anwenden.

Zahlentafel 5.

w? = 141000.
m w®m c w2mC w23 (mC) 1 2 (m 0)
| GJ,
2200 3102-10° 1,00000 3102- 10° 3102- 105|142 4,40484

3000 | 4230-10° | —3,40484 —14402,5-105—11300,5°105! 57,5 | —6,49779
93| 131,13-10° | 3,09295 ' 4-405,6-10° | —10894,9-105 48,5 | —5,28403
93| 131,13-105 8,37698 1098,5-105 |-_9796,4-105 48,5 | —4,75125
93| 131,13-10° 13,12823 ' 1721,5-10° | _8074,9-10°| 48,5 | —3,91633
93| 131,13- 105 17,04456 2235,1-10° | _5839,8.105) 48,5 | —2,83230
93| 131,13.105 19,87686 2606,4- 105 |_3233,4-105| 48,5 | —1,56820
931 131,13.105 | 21,44506 2812,1-10° | —421,3-105| 77 —0,32440

7 9,87-10° = 21,76946 | 214,9-105 ' —206,4-10%|150 —0,30960

6,5 9,17-105 | 22,07906 202,5°105 © [—3,9°105]

Der zweimalige Zeichenwechsel der Ausschlige C' 148t erkennen, dafl es sich
um die zweite Eigenschwingung handelt.

Die Werte 2 der ersten und zweiten Eigenschwingung sind beide héher
als die durch Zusammenfassen der Maschinenmassen zu einer einzigen Masse
berechneten Werte. Man erhilt fiir die 1. Eigenschwingung:

] == 49840; my = 223,4; Ny = 3_? w, == 2133;
: . 30 .
w} = 141000; gy = 375,5; My =y = 3586 .

Da also schon die zweite Eigenschwingungszahl ither 3000 liegt, so inter-
essieren die hoheren Eigenschwingungen in unserem Fall nicht weiter.

Tragt man die bezogenen- Wellenlingen als Abszissen, die ver-
haltnismaBigen Schwingungsausschlige als Ordinaten auf (Fig. 18)
und verbindet die Nachbarpunkte durch gerade Linien, so ergibt sich
ein gebrochener Linienzug, die sog. Schwingungsform der Welle.
Da die Ausschlige der Wellenquerschnitte zwischen zwei Massen sich
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linear andern (weil von der Wellenmasse selbst abgesehen wurde), so
gibt die Ordinate der Schwingungsform an jeder Stelle den dort statt-
findenden GroBtwert des Schwingungswinkels, die Amplitude oder
den Schwingungsausschlag an. Bezieht sich die Schwingungsform wie
in Fig. (18) auf die Eigenschwingungen, so spricht man von freier

Schwingungsform. Das Kennzeichen der freien Schwihgungsform ist
k=n

D (m;Cy) = 0. Die freien Wellenenden haben den Ausschlag der

zugehérigen Endmasse in allen Querschnitten, erleiden also keine
Verdrehung ; die Schwingungsform fiir die freien Wellenenden ist parallel
zur Wellenachsce.

Das hier gezeigte rechnerische Verfahren der Bestimmung der
verhiltnismaBigen Schwingungsausschlige und der Eigenschwingungs-
zahlen ist identisch mit dem von Professor Dr.-Ing. Giimbell) ver-
offentlichten graphisch-rechnerischen Verfahren, wobei wir den will-
kiirlichen Radius r, auf den Giimbel seine Massen M; und seine Aus-
schlagswege r-.C; bezieht, der Einfachheit halber =1 angenommen
haben. Das graphische Verfahren von Giimbel beruht darauf, daB
man fiir einen probeweise angenommenen Wert w? der Eigenschwingung
das Seilpolygon der Trigheitsdrehmomente w?my;Cy aus dem zuge-
horigen Momentenpolygon dieser Trigheitsdrehmomente mit dem
Polabstand G - J, konstruiert. Die Ausschlige C) der einzelnen Massen
und ihre daraus berechneten Trigheitsdrehmomente w?2m;Cy ergeben
sich dabei schrittweise aus der Konstruktion selbst, indem der Ausschlag
C, der ersten Masse beliebig, der Anfangspolstrahl aber entsprechend
der Schwingungsform des freien Wellenanfangs horizontal (parallel zur
Wellenachse) angenommen wird. Hat das Verfahren sonach fiir die
ht Masse den Ausschlag C), graphisch ergeben, so mifit man mit dem
MafBstab dessen Zahlenwert und berechnet daraus das Moment w2 m;Cy,,

das im Momentenpolygon mit dem - richtigen Vorzeichen an das
k=h

-1
Summenmoment w? > (my; C;) der vorausgehenden Trigheitsdreh-
=1

momente angefiigt, durch die Verbindung seines Endpunktes 7 mit
dem Pol P die Richtung 7','P des neuen Seilstrahles zwischen m; und
my.; und damit auch den Ausschlag Cj,; ergibt u.s.f. (Fig. 19). Die
richtige Wahl von w? erkennt man am Verschwinden des Summen-
momentes fir alle Massen, das Momentenpolygon muf sich schlieBen.
Wesentlich ist es dabei, den Polabstand G'J, im richtigen MaBstab in
die Zeichnung einzutragen. Da die Ausschlige nur in ihrem Verhiltnis
zueinander bestimmt sind, kommt es auf den MaBstab der Ausschlige C
nicht an, wenn man nur die Ausschlige mit den unmittelbar aus der
Zeichnung gemessenen Strecken in die Berechnung der Momente w2m(C

1) Zeitschr, d, V. d. 1. 1912, S. 1025f.
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einfilhrt. Hat man die Liangen U; .y im MaBstab u, aufgetragen
(d. h. 1 cm Zeichnung = u, cm bezogene Linge) und die Drehmomente
w?mC im MaBstab u, (1 cm Zeichnung = u, kgem), so mull der Pol-

J
abstand (G J, der Zeichnung) = —lG % em gemacht werden.

Jedes Versehen im MafBstab oéer ﬁei der Ubertragung gezeichneter
Langen in Zahlen und umgekehrt bleibt bei unserem rein.rechnerischen
Verfahren ausgeschlossen. Zudem kann man jeden beliebigen Grad
von Genauigkeit erreichen, wihrend beim graphischen Verfahren die
Ungenauigkeit der Zeichnung, des MaBstabes und die Unvollkommenheit
des Auges beim Abmessen konstruierter Langen die Genauigkeit beein-
trichtigen und besonders dadurch stérend ins Gewicht fallen, dafl die
Ausschlige sehr groBer Massen klein zu werden pflegen, so dal der
bei der Abmessung des kleinen Ausschlages begangene verhiltnismafig

>t e “Jp |
7, 2% Dnsr S ek P
i
Q L(), ;{/ﬂkg)
o }---
w*m, C,
l P
- Th

Fig. 19.

groBe Fehler in dem daraus zu berechnenden Drehmoment mit dem
sehr groBen Massentriagheitsmoment vervielfaltigt erscheint.

In Fig. 18 ist die freie Schwingungsform der ersten Eigenschwingung
mit I, die der zweiten Eigenschwinguug mit IT bezeichnet. Die freien
Schwingungsformen ergeben wegen der Unbestimmtheit der Aus-
schlsge nur ein relatives Bild der Ausschlage und der Wellenverdrehungen
zwischen den Massen. Im Falle der Resonanz mit erzwingenden
Momenten endlicher Grofe werden alle Ausschlige und damit auch
die Wellenverdrehungen theoretisch unendlich grofl. Die Schnittpunkte
der Schwingungsform mit der Wellenachse heiBlen die Schwingungs-
knoten. Die Wellenquerschnitte in den Schwingungsknoten haben
den Schwingungsausschlag Null, sie Dbeteiligen sich nicht an der
Schwingung. Die Schwingungsform der z-ten Eigenschwingung besitzt
2 Schwingungsknoten; die Anzahl der Schwingungsknoten der freien
Schwingungsform stimmt demmach iiberein mit dem Grad der Eigen-
schwingung. Beim Giimbelschen Verfahren ist das Seileck der Trag-
heitsdrehmomente bei richtig gewihltem Wert w? zugleich die
Schwingungsform.

Bei Aufstellung der Zahlengleichung (46) kann man die Werte w?
der Eigenschwingungen auch unmittelbar (ohne Probieren) bestimmen,
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wenn man in Gl. (46) w? = — w2 setzt und fiir eine Reihe angenommener
Zahlenwerte w? die Zahlenwerte des auf der linken Gleichungsseite (46)
stehenden Ausdruckes berechnet. Diese Werte als Ordinaten zu den
zugehorigen Werten w?2 als Abszissen aufgetragen, ergeben eine Kurve,
deren Schnittpunkte mit der Abszissenachse die gesuchten Werte w?
der Eigenschwingungen liefern. Es gibt aber auch ein graphisches
Verfahren, welches die unmittelbare Auffindung der Eigenschwingungs-
zahlen und der zugehorigen Schwingungsformen gestattet; das ist
das Verfahren von Dreves!). Dreves geht bei der Herleitung seines
Verfahrens von der Bestimmung der Knotenpunkte der héchsten
Eigenschwingung aus, bei welcher zwischen je 2 Massen ein Schwingungs-
knoten liegt, und er findet dafiir n—1 Loésungen, die den »—1 Eigen-
schwingungszahlen entsprechen. Die n —1 Knotenpunkte jeder Losung
kénnen daher nur fiir die (rn—1)-te Eigenschwingung wirkliche
Knotenpunkte sein; fiir die niedrigeren Eigenschwingungen ergeben
sich neben den wirklichen Knoten noch eine Anzahl scheinbarer
Knotenpunkte, deren Bedeutung die des Schnittpunktes der Wellen-
mittellinie mit denjenigen verlingert gedachten Seiten der
Schwingungsform ist, auf denen kein wirklicher Knoten liegt.

7. Ungeddmpfte erzwungene Schwingungen heliebiger
Massensysteme.

Wirken an der mit Massen besetzten Welle an beliebig gegebenen
Stellen beliebig gegebene harmonische Drehmomente, so entstehen
erzwungene Schwingungen. Wie wir schon frither dargelegt haben,
beschriinkt sich deren Untersuchung auf den einfachen Fall, da an
der Welle nur harmonische Momente von gleicher Periode und von
gleicher oder -entgegengesetzter Phase wirken.

Es sind also zunichst fiir eine beliebig gew#hlte Periode die har-
monischen Momente gleicher oder entgegengesetzter Phase fiir alle
gegebenen Momente zu ermitteln. Dazu miissen wir nochmals auf den
Begriff der harmonischen Analyse zuriickgehen. Jedes periodische
Moment M = F(w$) wird durch harmonische Analyse in eine Summe
harmonischer Momente von der Form A; sinkhwt 4+ By cosh w ¢ nach
Gl. (34) oder von der Form Cj sin(hwt -+ &) nach Gl. (36) zerlegt;
worin die konstanten Werte 4,, B, Cj, und & nach Gl. (35) bzw.
(36a) zu berechnen sind. Diese Werte sind aber je nach der Wahl des
Anfangszeitpunktes der Zeitziahlung andere. In Fig. 20 ist das periodisch
wechselnde Moment M als Ordinate iiber dem zugehorigen Zeitwinkel w ¢
als Abszisse dargestellt. Die harmonische Analyse sei durchgefithrt

Y7 d V. d I 1918, S. 5881,
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worden fiir einen gegebenen Anfangszeitpunkt O (fiir welchen etwa das

Moment einen Nullwert annimmt) und sie habe ergeben:

h=o0

M=A -I—Z (4sinhwt + Byeoshwt) = 4, —{—Z(Ohmn(hwt—{—eh) (52)
Im neuen

Wir fithren nun einen andern Zeitnullpunkt O ein, der um einen Zeit-
winkel ¢ = wi, vom erstgewihlten Nullpunkt O abliegt

€
Fwts
i M=Flwt)
e 7\
G- -
wt
< wTr=2x
Fig. 20.
= M und die Abszissen

Koordinatensystem sind dann die Ordinaten M’
woraus umgekehrt w ¢ = w ¢ + ¢ folgt
i . (52) erhilt man:

ot =wt—e¢,
Mit Einfithrung dieses Wertes in Gl. (
h =00
Ag+ 2> (Apsinh[wt' - ]+ Bycosh[w it + ¢])
© hmoo
= 4, —{—Z& (Csin[R(wt + &) + &]) (52a)
=
Andererseits wiirde die unmittelbare harmonische Analyse mit dem
Nullpunk’c O’ ergeben:
h=00
0+Z Ahsmhwt 4+ Bjcoshwt')= A, —{—Z (Cpsir [k t’ +¢5]). (52 D)
Der Vergleich von (52a) mit (52b) liefert wegen
sinh (wt + &) =sinhwit coshe 4 coshwi sinhe
tnd
cosh(mwt' +¢e)=coshwt' coshe —sinhwt sinhe
Apcoshe— Bysin he
(53)
(534a).

die Beziehungeun:
A;b =
= Apsin ke -+ Bjcoshe

Ch= O/L
&, =&, + he
Die Gl. (53a) sagen aus, daf die Amplitude €, unabhéngig ist von
In Fig. 21 ist dies

der Wahl des Anfangspunktes der Zeitzéhlung, und dafl der Phasen-
winkel ¢, in bezug auf den um den Zeitwinkel ¢ verschobenen Zeit-

ziahlpunkt 0" um den Zeitwinkel A - ¢ grofer wird
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im Vektordiagramm dargestellt. Aus dem Vektordiagramm kann man
auch ohne weiteres die Beziehungen (53) ablesen.

Hat man also z. B. die Grofen A; und Bj; einer Maschinenkurbel
fiir denjenigen Zeitnullpunkt ermittelt, in welchem die Kurbel in der
oberen Totlage ist, so liefern
die Gl. (53) die entsprechen-
den GréBen A} und Bj fir
jeden beliebigen Zeitwinkel e.
Sind die simtlichen Kurbeln
der Maschine unter beliebig
gegebenen Winkeln versetzt,
80 berechnet man fiir eine be-
liebig gewahlte augenblickliche
Lage der Maschinenwelle die

Tig. 21. Werte A4}, und B}, jeder Einzel-

kurbel aus den Totpunktwer-

ten 4, und Bj. Die Werte 4} bilden dann die harmonischen Momente

gleicher Phase (¢) und die Werte Bj die harmonischen Momente glei-
cher Phase (b).

Nach dieser Vorarbeit kehren wir zur Berechnung der erzwungenen
Schwingungen zuriick. Wir setzen voraus, daB an jeder Einzelmasse
auch ein harmonisches Moment gleicher Phase wirkt und geben dem
harmonischen Moment dieselbe Ordnungsnummer £ wie der Masse,
an der es wirkt. Diese Voraussetzung bedeutet keinerlei Einschrinkung,
denn wenn im besonderen Fall an irgendeiner Masse my, kein harmonisches
Moment wirkt, so braucht man ja nur M; = 0 zu setzen, und wenn
andrerseits ein harmonisches M; an einer Stelle der Welle wirkt, an
der keine Masse sitzt, so kann man ja dort m; = 0 gegeben denken.
Die Anzahl aller so gezahlten Massen und Momente sei g.

Wenn o = 2—7171 die Winkelschnelle der betrachteten Periode der

harmonischen Momente M gleicher Phase ist, so ergeben sich mit den
von uns bisher gebrauchten Bezeichnungen fiir die einzelnen Massen
die folgenden Gleichgewichtsgleichungen :

myqy 4 Cuales—q2) =M sinwt

My gl 4 €10 (70—q1) + Co3(g2— ¢3) = Mysinm ¢

"o . - (54)
My @} G g (Fr- k1) + Crrpa(Pr — @ies1) = Mysinw t

7 p— 1
Myl ¢ 10749, 1) = M, sinwt.
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Da wir die freien Schwingungen fiir sich behandelt haben, die er-
zwungenen Schwingungen aber von derselben Periode und Phase sind,
wie die erregenden gleichphasigen Momente, so wird ¢ = & sinwt,
oder ¢f = — w* &gsinwt, wenn jetzt & den Ausschlag (die Amplitude)
der erzwungenen Schwingung der Masse m; bedeutet. Mit Einfithrung
dieser Beziehung in Gl. (54) erhalt man zunichst durch Addieren aller
Gleichungen:

k=q
M(w2mg o -+ My) =0, (54a)
wT1

It

und ferner das nachstchende Gleichungssystem:
(€1.5—my ©%) 03— € 005 = M,

0l &1t (Cra b Cog— My 0®) dy—Cy 50y = M,

G k1 (G 1k kg — Mg ©F) X — €y p g Kpg g = My,

==y 1,0 %1 T (& l,q’hmq"’z) Ny :1”,1.

Das ist in bezug auf die Aussclilige «; ein System von ¢ linearen
Gleichungen, die in bekannter Weise nach den einzelnen Ausschligen
aufzulgsen sind. Die Determinante aus den Beizahlen samtlicher Aus-
schlige wollen wir mit D bezeichnen; sie ist identisch mit der Deter-
minante in Gl. (46a). Ersetzt man in der Determinante D die Zahlen
der k-%*n Reihe durch die konstanten Glieder M;, M, ... M, der rechten
Gleichungsseiten (55), so entsteht eine neue Determinante, welche wir
mit Dy bezeichnen wollen. Die Auflosung der Gl. (55) ist dann be-
kanntlich :

o = % , (55a)
wodurch alle unbekannten Ausschlige gefunden werden, wenn k nach-
einander = 1, 2, ... ¢ genommen wird.

Wenn die Periode der harmonischen Momente mit der Periode einer
der Eigenschwingungen iibereinstimmt, so wird gemiB Gl. (46a) der
Wert D = 0 und die Ausschlige aller Massen daher unendlich groB:
Resonanzfall.

Fiir praktische Berechnungen weitaus bequemer als die Lésung
(55a) ist die schrittweise Berechnung der Ausschlige aus dem Ausschlag
der Anfangsmasse in folgender Weise: Man erhilt aus (55):
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2
~ moeta + M,

Oy = &y
C12
o o® (my oy + my o) + My -+ M,
Og =0, —
Co 3
k=h
Z (w®my oy = My) (56)
k=1
Kpyy = O —— ———— ——
Ch.ht1
k:g[;l
Z (w%my o) + My)
o, = & k=1
q g—1 - T T B
Co—1g

Die Gleichungen (56) sind genau so gebaut wie die Gl. (50) der Eigen-
schwingung ; nur tritt zur Summe der Massentrigheitsdrehmomente noch
die Summe der erregenden harmonischen Momente hinzu.

Die praktische Anwendung der Gl. (56) wird wiederum ein Zahlen-
beispiel am deutlichsten vor Augen fithren:

Zahlenbeispiel. Es sind die erzwungenen Schwingungsausschlige der Sechs-
zylinder-Viertakt-Dieselmaschine unseres vorigen Zahlenbeispiels fiir die (6.), (9.)
und (12.) Ordnung fiir groBe Filllung (Indikatordiagramm Fig. 12a) und fiir eine
Maschinendrehzahl 360/Minute zu ermitteln. Dazu miissen zuerst die erregenden
harmonischen Momente dieser Ordnungen bekannt sein. Fiir die (6.) und (9.)
Ordnung haben wir sie schon im Beispiel der harmonischen Analyse (S. 23) be-
stimmt, indem wir hier dieselbe Grofe der Arbeitszylinder wie dort voraussetzen.
Fiir die (12.) Ordnung der Motorzylinder und fiir die Luftpumpen seien hier die
harmonischen Momente unmittelbar gegeben, und zwar sind alle Werte auf den
oberen Totpunkt als Beginn der Zeitzihlung bezogen, bei den im Viertakt arbei-
tenden Arbeitszylindern auf den Totpunkt der Ziindung:

Harmonisches Moment: Motor: Luftpumpe:
[ 17 480 kgem 5200 kgem

L B, — 8750 ,, 5000

{ A, 9090 (U

By, —12120 o

I 4400 , —-200

| By — 6400 700,

Dic Kurbeln der Arbeits- und Luftpumpenzylinder sind nach Fig. 22 ver-
setzt, in welcher die einzelnen Kurbeln mit derselben Ordnungsnummer wie in
Fig. 17 bezeichnet sind. Die Aufeinanderfolge der Zindungen ist 8, 7, 6, 3, 4, 5.
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Wir zihlen die Zeit von dem Augenblick an, in welchem Kurbel 8 im oberen Tot-
punkt (Ziindung) steht.

Zuniichst sind fir diesen Zeitnullpunkt die phasengleichen Momente der
einzelnen Ordnungen zu bestimmen. Auf eine volle Periode des Viertakts, Zeit-
winkel 27 treffen 2 Maschinenumdrehungen oder der Kurbelwinkel 4 . Der
Zeitwinkel ¢ der einzelnen Kurbeln ist demnach halb so gro8 als der von der Tot-
lage Ziindung ab durchlaufene Kurbelwinkel. Nach Fig. 22 und der oben ge-
gebenen Ziindungsfolge ist also, wenn ¢, den Zeitwinkel der Kurbel £ bezeichnet:
= 360° =180° £ =120° & =060° &= 240°; £, = 800°; & =0°;

Eo
g5 =90°; £ =0° (Die Luftpumpen arbeiten im Zweitakt.) .
Da an den Massen m, und m, (Fig. 17) keine periodischen Momente wirken,
ergeben sich fiir die einzelnen Massen m, nach Gl. (53) die folgenden gleichphasigen
harmonischen Momente A, bzw. B;:
A=Ay ==0; Ay=A, = d; = Ag = A; = Ay = 17480,
Ay = —5200; A = 5200;
B,=B,=0; B;= B,= B,=B;= B,=B;= —8750; By= —5000;
B, = 5000.
A= A, =0; A3=—9090; 4,=9090; 4;= —9090; A, =9090;
A, = —9090; A;=9090; Ag=A4,,=0.
B,=B,=0; B;=12120; B;=—12120; B;=12120; B;=—12120;
B,==12120; By=—12120; By=DB,=0.
A,=A,=0; Ay=A,=A4;=Ag=A4,—=A;=4400; A= A4,,=—200;
(12.) Ordn. k:12{B1:B2=0; B,—B,—By— B, — B, —By—— 6400; By~ B;,—700.
Der gegebenen Maschinendrehzahl ny = 360/Minute entspricht eine Winkel-

(6.)Ordn. h=6

(9.) Ordn. h=9

geschwindigkeit der Maschine w, = 3% Cg = 376 - 360 = 127; die Winkelschnelle
der Viertaktperiode ist also » = 6x. Demnach wird:
und (g == 36 7; g == 54 73 Wg = 127

Wy = 127915 o, = 287805 oy = 51164.

Zur Ermittlung der Schwingungsausschlige (6.) Ordnung fiihren wir mit
%, = 12791 und fiir die oben berechneten phasengleichen Momente A die um-
stehende Berechnung gemifl Gl. (56) durch, indem wir den zugehérigen Ausschlag
der Masse 1 als unbekannt mit z einfithren (Zahlentafel 6 auf Scite 46).

Wie man erkennt, ist die Zahlentafel 6 genau so gebildet wie die Zahlentafel 3
des Beispiels der Eigenschwingungen, nur erhélt sie eine neue Reihe 5 der erregen-
den harmonischen Momente gleicher Phase und die 6. Reihe enthdlt neben der
Summe der Trigheitsdrehmomente auch jene der erregenden Momente, wie cs
Gl. (56) vorschreibt. Die 8. Reihe enthilt die Werte

k=h k=h
.
2 (w2my o+ M) binr (0 my o 4 M)
=1 o k=1
Chnt1 GJy

Man findet nach Gl (56) den Ausschlag o, in der (& - 1)ten Zeile der
3. Reihe, wenn man von dem Ausschlag o, in der hten Zeile den in der 8. Reihe
h
Z (0?my o + M)

1

berechneten Wert 1, , ., - der h-ten Zeile subtrahiert,

a7,

3
und man erhilt den Wert 3" (w?my &y + M;) der 6. Reihe in der (- 1)ten Zeile,
T



S (@*ma + M)
G,

l-
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indem man die Werte in der
(k4 1)ten Zeile w?m o (4. Reihe)
und M (5. Reihe) zu-dem Wert
S (w*moa + M) der hten Zeile
(6. Reihe) addiert.

Fir das freie Wellenende
muB nach Gl (54a) die Summe
aller Momente verschwinden ; also
liefert die letzte Zeile, 6. Reihe

0,37670 x- 780641 - 10-°

1

142 | 0,39959 =
57,5 | 0,29428 «

der Zahlentafel 6 die Bedingung:
48635,2 - 102 x + 100911 =0

S(wma + M)
28140,2 103z

0

oder z=—2,075-10-3.

Mit dem Werte = des Aus-
schlags der Anfangsmasse sind
aber simtliche Ausschlige « (Zah-
lentafel 6, Reihe 3) berechenbar.
Damit ist die Aufgabe der Er-
mittlung der Schwingungsaus-
schlige fir die phasengleichen
Momente A4 gelost. Genau so
konnten wir zur Aufsuchung der
Ausschlige f fiir die phasenglei-
chen Momente B verfahren, in-

51543,9'103x+ 17480/48,5 | 0,24999 -+ 84778-10-°
51610,7-103z4- 3485948,5 | 0,25031 2+ 169066 - 10-°
51379,7-10%z+ 52037|48,5 | 0,24919 z- 252379 - 10-°
50852,3-103z-- 68915/48,5 | 0,24663 £+ 334238 - 10-°
50031,5-10%3x+ 8539548,5 | 0,24265 x- 414166 - 10-°
48804,8-103z4- 96000|150 | 0,732072-1440000 - 10-°
48635,2-103x+ 100911

48922,0-10321-101382!77

51179,7-103%x

|
|
1
\
\
|
|
|

0
17480
17480
17480
17480

—5200
5200

Zahlentafel 6.

28140,2-10%3 2

dem man den unbekannten Aus-
schlag der Anfangsmasse =y
setzt. Man erkennt aber aus
Zahlentafel 6, dafl die Beizahlen
von ¥ genau die gleichen werden
wie jene von z, da sie von den
Momenten M (Reihe 5) in keiner
Weise beeinflult werden. Infolge-

66,8 -103x —101
—231,0-1032—302
—527,4-1032— 602

364,2.10%2
—820,8-1032—1000, 17480

—117,2-1032—182
—169,6-10%2— 289

23039,5-10% 2

ol =12191;G - J, = 10,

"dessen kann man auch die Be-
rechnung der Beizahlen von «
und y ganz getrennt durchfiihren,
so dal sich diese Zahlen genau
so bestimmen wie fiir die Eigen-
schwingungen. Ebenso kann man
den von den erregenden Momen-
ten herrithrenden Anteil der Zah-
lentafel 6 getrennt fiir sich be-
rechnen und zwar einmal fiir die
Phase (4) und einmal fiir die

84778 - 10-?

0,60041 «
0,05614 x—

0,30613 x
| —1,30934 x—2035268 - 10-°

28140,2-103 | »

1 2200

\

83,1710 ' —2,04141 x— 3475268 . 10-°

Phase (B). Ja, man kann die Ver-
einfachung sogar noch weiter trei-
ben, indem man allgemein dic
unter sich gleichen harmonischen
Momente der Motorkurbeln mit
777777 M, die der Luftpumpen mit Lan

= Stelle des Zahlenwertes einfiihrt,

1189,6 10% | —0,93264 x— 1254627 - 10-%,—1109,5 - 103 x— 1493| 17480
89,5 10°

1189,6-10% | —0,19417 x— 253844 - 10-°
1189,6 - 103 | —0,44336 x— 506223 - 10-°
1189,6 - 103 | —0,68999 x— 840461 - 10-°

38373,0-10®
1189,6 - 103
1189,6- 103

03
03
93
93
3
93
,0
.5

3000

- - so dafl man auch fiir die Phasen
QL 0O 0> (A) und (B) nur einmalige Durch-
o R rechnung bendtigt, wie wir in
I T Zahlentafel 6a zeigen.
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Zahlentafel 6a.

wg, = 12791.
S _— ,
2 ‘ ’ o M N2 ‘LM ’ 7! 1z
o'm | o w?m x | 2 (wim o’ )] | aJ,

o B ) . | i o ) o .
—] B [ e
28140,2 - 10 — — — — 142 —
38373,0- 103, - - — — 57,5 —
1189,6- 103 — — M| 100000 48,5, 485-107° M
1189,6-10°, — 485-10"M| —0,00577 M| M | 1,99423 M |48.5 |  96,7-10-1° i
1189,63103‘ — 1452107 M| —0,01727T M| M 2,97696 M | 48,5  144,4-10"1° M
1189,6-10° — 289,6.10"° M | _0,03445 M | M | 304251 M | 48,5  191,2-10-1° M
1189,6-10% — 480,8-10" 3 = —0,05720 M | M | 4,88531 M |48,5  2369.102 M
1189,6-10%, — 717,7.107%° M| —0,08538 M ' M | 579993 M |77 446,6-10-° 1

| i . -10
80,510° —1164,3-10-° 3| —0,01042 3 —L| 578951 M-L'150 ‘{*?23’3. o
83.1.103] —2032.7° 10 M | f_0,01680 M | | / u 5,77262 M

2N+ 150,00 107 L | | 4-0,00125 L 1+4-0,00125 L

Man erhilt also fiir die Phasen (A4) und (B) mit Einsetzung der entsprechenden
Zahlenwerte fir M und L die Gleichungen:
48635,2 - 10% oy -+ 5,77262 M + 0,00125 L =0 ,
&y = —(1,18692 M -+ 0,00026 L) - 107

fiir die harmonischen Momente A4 :

x = —(1,18692 - 17480 -+ 0,00026 - 5200) - 107
= —0,0020747 — 0,0000001 = —2,0748 - 10~

fir die harmonischen Momente B:

y = —(1,18692 . —8750 4 0,00026 - 5000) - 107
= -+0,0010386 — 0,0000001 = +1,0385 - 10~*.

Man ersieht aus dieser Zerlegung, daB3 der Einflu$ der Luftpumpenmomente
praktisch nicht in Betracht kommt, weil sich die Momente der beiden Luftpumpen
entgegenwirken. Dagegen wirken die harmonischen Momente der Motorkurbeln
simtlich im gleichen Sinn, verstirken sich also in ihrer Wirkung auf die Gréfle
der erzwungenen Ausschlige, woraus die Richtigkeit unserer friiheren Behauptung
hervorgeht, dal bei Vielzylindermaschinen auch die verhiltnismiBig kleineren
harmonischen Momente hoherer Ordnung noch von Bedeutung sein konnen,

Mittels der gefundenen Werte z und y kénnen wir nunmehr die Ausschlige
der iibrigen Massen aus den Zahlentafeln 6 und 6a berechnen.

Die der Phase (4) entsprechenden Ausschlige seien fiir die k- Masse
mit oy, die der Phase (B) zugehérigen Ausschlige mit S; bezeichnet.
Die Ausschlige der beiden Phasen setzen sich genau wie die harmonischen
Momente zum Gesamtausschlag y; zusammen, so daf

ne = Yai+ fE; (57)



48 Drehschwingungen ohne Dampfung.
der Phasenwinkel des Gesamtausschlages ist

& = arctg 'Bk (57a)

Die Lage des Phasenwinkels ¢ in bezug auf die vier Kreisqua-
dranten erkennt man daran, dall dessen sin das Vorzeichen von f,
dessen cos das Vorzeichen von «; besitzen muf3.

Die Berechnung aller Ausschlige (6.) Ordnung ist in Zahlentafel 6b zusammen-
gestellt. (Siehe Seite 49.)

Den groBten Ausschlag (6.) Ordnung hat in diesem Fall die Masse m, (Dy-
namoanker). Es wire leicht, die Ausschlige in Winkelgrade umzurechnen, indem
man die gefundenen BogenmaBe mit 57,296 multipliziert; viel bequemer ist aber
die Beibehaltung des BogenmaBes, denn es liefert, mit dem Radius multipliziert,
an dem der Ausschlag gemessen wird, ohne weiteres den zugehorigen Ausschlag-
weg. MiBt man beispielsweise den Ausschlag des Dynamowellenendes am Radias
160 mm, so erhdlt man den Gesamtausschlagweg zu + 0,232 mm.

Es interessiert endlich noch zu wissen, bei welchen Kurbelstellungen der
GroBtwert des Schwingungswinkels einer beliebigen Masse auftritt. Diese Frage
beantwortet der Phasenwinkel ¢. Die berechneten Werte & beziehen sich natur-
gemiB auf die Periode der Schwingung. Fiir die Masse m, ist der Phasenwinkel
z. B. 153°25; d. h. fir ¢t = 0 (Kurbel 8 im Totpunkt Ziindung) hat der Schwingungs-
vektor der Masse 1 bereits 153° 257 zuriickgelegt. Der GroBtwert des Schwingungs-

x
winkels (6.) Ordnung ¢ = 7@ sin (@@ t -+ &) tritt auf fir ©e ¢ 4 &6 =5 (= 90°),
also: -

Fy = 90° — 153° 25" = — 63° 25" .

4
gl = 5 —

2

Da fiir die (6.) Ordnung (Viertakt) der Kurbelwinkel § des Schwingungs-
(<] 2 ’
winkels ist, so erfolgt der GroBtwert des Schwingungswinkels bei _ 8872

=—21°8’ d. h. wenn Kurbel 8 um den Winkel 21° 8" vor Totpunkt Ziindung
steht oder sich je um den Winkel einer vollen bzw. einer halben Schwmgung, d. h.
um 120° bzw. 60° Kurbelwinkel weitergedreht hat.

Die gleichphasigen Schwingungsausschlage aller Massen bestimmen
die Schwingungsform dieser Phase. Im allgemeinen gibt es demnach
zwel erzwungene Schwingungsformen (&) und (f) einer Welle mit
um 90° versetzten Phasen. Die Knotenpunkte der Schwingungsform
der einen Phase sind im allgemeinen nicht zugleich Knotenpunkte der
anderen Phase, so dafBl es also im allgemeinen keinen Wellenquerschnitt
gibt, der nicht an der Schwingung teilnimmt.

Fiir die Schwingung (9.) Ordnung sind die harmonischen Momente der im
Zweitakt arbeitenden Luftpumpen Null, und die harmonischen Momente 4 bzw.
B aller Arbeitszylinder sind, abgesehen vom regelmifligen Vorzeichenwechsel,
einander gleich. In diesem Fall kann die Schwingung durch eine einzige Phase
dargestellt werden, wenn man die fiir alle Kurbeln gleiche Resultierende der har-
monischen Momente C = }'42 1 B2 = }9090% - 121202 = 15150 cinfithrt (die
andere Phase hat dann Momente und Ausschlige = 0). Man erhilt zundchst mit
der allgemeinen Bezeichnung M des erregenden Momentes die Zahlentafel 7.
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52713,9 - 103z + 0,11748 M = 0
x=—22,286.10"10 3/,
Damit erhdlt man die in Zahlentafel 7a zusammengestellten Ausschlige.
Wie man erkennt, sind die Ausschlige hier sehr klein, was hauptsichlich
auf den Vorzeichenwechsel der aufeinanderfolgenden harmonischen Momente
zuriickzufiithren ist.

Zahlentafel 7a.

k (z) (M) ; o

1) —22.286.-10"° M =|— 22,3 1071 M = —0,0338.10-3
2| — 2,249.10" 1y =|— 22.107° ¥ =—0,0033-10-3
3| 4 6,981-10"° Ny =4 7,0-107° M = L 0,0106-10"2
4 14,676-10"° M - 48,5.10"° M= | 4 63,2-10"1° M =  0,0957.10-3
5, 22,180-107° M+ 47,9.10"°M= -+ 70,1-10-° M = 0,1062.10"3
6] 29,396.10"°M + 951-107° M= 1245.10-1°} = 0,1886-10"3
7 36,231-10" M + 92,6-10"°H = 1288.10-1°H = 0,1951.10"3
8| 42,595.10 1M +137,4-10" 10 — 180,0- 1010 M —  0,2727-10-3
9| 51,822.10"°M +128,7-10 =, 180,5-10-° M = 0,2735.10"3
10| 69,639-10 M 4 111,4.10- M — | 181,010~} —  0,2742.10-3

Fiir die Schwingung (12.) Ordnung berechnen wir die nachstehenden Zahlen-
tafeln 8 und 8a (S. 51). Erstere liefert:
—4508,9 - 1032 + 5,12041 M 4 1,99501 L = 0
x=10-6-(1,1356 M - 0,44245 L)
Phase (4): = 10-6-(1,1356 - 4400 + 0,44245 - — 200) = 102 - 4,908
Phase (B): y=10-%-(1,1356 - — 6400 - 0,44245 - 700) = 10-3 - — 6,958,

Damit ergeben sich die Ausschlige nach Zahlentafel Sa.

Der Vergleich mit den Ausschligen der (6.) und (9.) Ordnung lehrt,
daB trotz der kleineren harmonischen Momente (12.) Ordnuug dennoch
die Ausschlige verhiltnismiBig groB werden. Die Ursache dieser Er-
scheinung ist die Ndhe der Resonanz, denn wir fanden (Zahlentafel 4)
tir die erste Eigenschwingung w? = 49840, also einen Wert, der nicht
sehr weit von f,, abliegt. Hitten wir unmittelbar fir die Eigen-
schwingung selbst gerechnet, so wire die letzte Beizahl von x in der
>-Reihe statt ——4508,9 = 0 gefunden worden, so daB 2 und y sich
gleich co ergeben hitten. Das hier entwickelte rein rechnerische Ver-
fahren der Ermittlung der erzwungenen Schwingungen entspricht
wieder genau dem graphisch-rechnerischen Verfahren von Prof. Giim-
bel. Aber Giimbel nimmt den Ausschlag der ersten Masse probeweise
an und verbessert die Annahme, bis die Summe der Momente fiir das
Wellenende verschwindet. Geiger zeigt in seiner Dissertation, daB
der richtige Ausschlag aus 2 Annahmen auf Grund der sich ergebenden
Restmomente gefunden werden kann, wihrend wir hier den Ausschlag
unmittelbar berechnen.



51

Ungedémpfte erzwungene Schwingungen beliebiger Massensysteme.

:é .

1

x A w

- | . fi-01- T10%0- . _ [e-01-200°0+
01 oG3T | 8P T— |¢-01-779'8 | ¢ -01- TLO"L I.TS 9611 - ¢_01-988%¢ | ¢~ 0T TL6F— | =1 1 mreig— o 01281 | OT
AT oG3T | T8F T |s-01 06¢‘8 ¢-01-G30°L | = ¢-01-869°0+¢-01-L3€9 | ¢-OL-EV6F— | = ¢-0T-08%°0~—¢-01-69FF— | 6
0T 0S31 | 08F‘T— |¢-01-685°8 | -01-LLB9 | = ¢-OL-TFF'0+¢c-01-9850 |¢-OI-8T6F— | = ¢-0T-€0€°0—¢-0L-019%— | 8
AT oSBT BIF T |¢-01-66€'8 |¢-01-L189 | = ¢-0T-0080-+¢-01-LIS9 | ¢-0T-€08F— | = ¢—0I-903°0—¢-01-L6SF | L %
0T oG3T | 6TF 1 |¢-01-666°L|c-01-0859 | = ¢-OT-€8T°0-+¢-0T-LFE9 | ¢-01-€09F— | = ¢-01-931°0—¢-OT-LLFF— | 9
OToG31 | 8TF'T— |¢-OT-L6F'L | ¢-01-6319 | = ¢-01-360°0+¢-01 109 | ¢-O1-8IEF— | = ¢-0I-$90°0—¢-01-$G5F— | &
0T oSBT | 8TFT— |¢-0T-198°9 | ¢ -01-L09°C | = ¢-0T-TE00+¢-0T-926°C | ¢-OL-$C66— | = 5-0T-[30°0—5-01-£€6°C— | ¥
/01581 | 8TFT— |e-01-6019 |¢-01-366F | = ¢-0[-G66'F | e-01-139°6— = g-01-135°¢— €
DT oS8T | LIF T |¢-01-S60°C ¢ -0T-€9TF+ | = ¢-0[-€9LF+ [¢-01-L86C— = ¢-01-L6C— &
010508 8TV T— ' ¢-0I- mzm g-0T" mmm 9—| = ¢-01-856'9— | ¢-01-806F% | = .TS 8067 | I
0 _ . i u
s g _‘u\m A=4 g () () | » () () q
|
B8 [0fBIUA[YRZ
Wq:z%f, T66¥00°0 - | 7ot -0T 0°0ST - ,
U TP0B1°C+2 601+ 6°80SF ~ T|WSTZ00-201- 7188  —| M or-01-9°898T - 2265¥8°0~|c01-9GEC  i¢‘9
T ot -0T-0°0ST + T+ , .
Wor-01- P LLL+2TPEI0°0 - OST I 95881°S+ 20T ¢°LTGY ~ T H80680°0~Zc0T-9°G3E  —|Mor-01-3 1601 - ¥€E606°0~|c0T- 1’89 |0°L
o1 -01- 1307 + ZF00€0°0 -|  LL [ 913G+ %e01-6°T06E ~ | W68LTE0~2eOT-8°69%F | Wor-07-1'689 -ZLE6E6°0 0T £°8SLY |86
ot —0T- L083 + GLB000 (S8 I §S6FS T+ 2e01-6°L9C | I | M 88B330~2e0T-L9SHF ~ Wor-OL-F'89% -2399E6°0~ c01-E°GLY |66
W o1 -01-0°€8T+ 2 LEFBO0 |G'SF (I TPBLL'SHZOT-9F30S || 08SET0-2cOT-8°0PEF | Mot -O1H°C8T - *33TI6°0~|c01- €°8SLY |66
Hor=01- O°THL +2ZYSH0°0 |G'8% | I 18806°G+ Te0T-$°C986 | I | A 1L8Y00 - 2cOT1-9FGTF ~|Wor-OT-FPP1 -€8998°0~|c0T - €'8SLY (€6
W or-01-6°G6 +EFS0°0 |G8Y | T69L6‘TT%e0T-0°067ET I | WBOEZ0°0-20T-E'CI8E — Wor -01-G'8F -ZOF108°0- |01 -€'8SLY |€6
W o-0T-S'8% + 2268800 (S8 2501 €°C08LT || Z0T-0PTHE ~ x8PLILO- 01 §'8SLY (€6
zZI6TT0 |G°LS T01-€°L1L0G | 2e0T-G‘CF816 - 29€865°0 - '¢01 - 0‘G67ES T 0008
gwmwmf g Te01- wowﬁ: | Ze01'8°099G 1T | x 0T - 80952110033
,m ¢ _ X A Ut ;o ut

“YOT 16

— Amwvaé
H

8 [3jejuo[yez



52 Drehschwingungen ohne Démpfung.

8. Die Drehbeanspruchung der Welle durch die erzwungenen
Schwingungen.
Der augenblickliche Schwingungswinkel der erzwungenen Schwin-
gungen ist nach Gl. (42) gegeben durch

l=p h=oc
@ =2 2lapisinhwgt + fyicoshat].
=1 =1

Die Bedeutung der Bezeichnungen moge bei Gl. (42) nachgesehen werden.
Ist nun ¢y der so bestimmte augenblickliche Schwingungswinkel

der kten, ¢, jener der (k -+ 1)ten Masse, so ist der augenblickliche

Verdrehungswinkel der Welle zwischen diesen beiden Massen

1B .
A(pk,k+1 =QPr+1 — P = 1—21 h% [(&n 1541 — Onz) Sinh oyt
+ (Bh,ik+1 — Brix) coshayt] . (58)

Fir die Beanspruchung der Welle auf Verdrehung zwischen den
Massen k£ und % -1 kommt nun der GréBtwert in Frage, den 4y 1.4
im Laufe der Zeit annehmen kann. Dieser GroBtwert ist bei vielen,
ganz beliebig gegebenen Grundperioden kaum genau zu bestimmen,
weil sich derselbe Schwingungszustand der Welle im Laufe der Zeit
itberhaupt nicht zu wiederholen braucht, wenn nicht die Schwingungs-
dauern der einzelnen Grundperioden ganze Zahlen sind. Man hilft sich
dann meist mit der ungiinstigsten Annahme, dafl sich die GroBtwerte
jeder Einzelperiode addieren kénnen. In praktischen Féllen gehoren
meist alle Schwingungen einer einzigen Grundperiode (Maschinenum-
drehung) an. Aber auch dafiir ist der Verdrehungswinkel wegen der
unendlich vielen Schwingungsglieder % nicht genau bestimmbar; fir
praktische Zwecke geniigt indessen die Berticksichtigung einiger Glieder.
Man wird sich die Werte des Verdrehungswinkels fiir die Dauer einer
Periode nach Gl. (58) graphisch auftragen und den Hochstwert der
Kurve feststellen. Die hochsten Beanspruchungen der Welle treten aber
bei oder in der Niahe der Resonanz auf, und dabei sind erfahrungs-
geméfl die Ausschlige einer bestimmten Schwingungsperiode gegen-
iber den Ausschlagen aller andern Perioden von so tiberragender GroSe,
daB diese anderen praktisch ganz aufler Betracht bleiben kénnen. Die
aus der Uberlagerung der Schwingungen aller Perioden bestehenden
Gesamtschwingungen zeigen demrach bei Resonanz im wesentlichen
das B.ld der reinen Sinusschwingung?!). Selbst die dem konstanten
Drehmoment (4, der harmonischen Analyse) entsprechende zus#tzliche
Welleaverdrehung ist in den ebengenannten Blldern!) gegen den Gesamt-
ausschlag verhaltnismaB'g klein. Aus diesem Grunde beschrinken wir

1) Siche Frahm, Z. d. V. d. 1. 1918, Fig. 8, Diagramm 9 und 17.
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uns hier auf die Ermittlung des GroBtwertes des Verdrehungswinkels
fiir Schwingungen einer gegebenen Periode (w).

Der Verdrehungswinkel ist dann:
AQr i1 = Qr41 — Px = (O — &) sinwt + (Beyy — fi) coswi. (58a)
A@p, x4y ist sonach eine einfache Funktion der Zeit. Den GroBtwert
findet man bekanntlich aus:

EEPREN _ 0 = 0 [(0p4; — 04) COSWE — (Begy — fi) sinood].

Damit bestimmt sich zunéchst der dem Gréf8twert der Verdrehung ent-
sprechende Zeitwinkel (w?),, zu:

X — X
tg (@ £)max = ﬂ’;—“‘mﬂf (59)
+1

Mit Einfiilhrung dieses Wertes urd der daraus folgenden Beziehungen:

) Cprq — &
sin (w#)pax = — kt1 u
V(ogsy — )2 4 (Bisr — Bi)?
Prrr— B

cos (Wt)max =

V(‘xk+1 — &) (ﬂlc+1 ﬂlc)2
in Gl. (58a) erhdlt man:
(Aprsms =+ Voeer — %)* + Borr — Fi)*- (60)
Ob wirklich der Groéftwert vorliegt, erkennt man aus dem Vor-
zeichen des zweiten Differentialquotienten:

a4
EIREL — — 02 (oy — ) S OL o+ (Brar — Bi) cOs01]
welcher fir (wf)p,, den Wert annimmt :
dzA
TR — 02 Y(@hy — ) (Brar — B

also einen negativen Wert fiir den positiven Wurzelwert und einen
positiven Wert fiir den negativen Wurzelwert, entsprechend je einem
gleichgroBlen Maximal- und Minimalwert.

Dementsprechend wechselt auch die von der Schwingung allein
erzeugte Verdrehungsspannung t der Welle bei jeder Schwingung von
einem groBten positiven Wert auf einen gleich-
grofen negativen Wert.

Die Verhaltnisse lassen sich am klarsten wie-
der aus dem Vektordiagramm ersehen (Fig.23).
Darin sind die Vektoren y; und y;,; die Null-
lagen (¢ = 0) des Ausschlagvektors der Massen
my bzw. mg,y, also & und &, ihre Phasen-
winkel, oy, fp und oy, fiy, ihre Kompo-




54 Drehschwingungen chne Déampfung.

nenten. Der Verdrehungswinkel der Welle zwischen den Massen my
und my;,; wird dann dargestellt durch die Projektion des Vektors
Y+, = Yk+1 — Vr (geometrische Differenz). Die Grole des Vektors
Ye+1,x gibt dann auch zugleich den GroStwert (dgpri1)max an und
die Beziehung (60) 1Bt sich ohne weiteres aus dem Vektordiagramm
ablesen. Der Phasenwinkel des Verdrehungsvektors ist &, z4q; fiir ihn
gilt (siehe Fig. 23):
Br+1— P
tgep pt1 Npr1 — O . (61)

Die GroBle des Vektors y; 4y laBt sich auch aus der Grofie der
Gesamtausschlige und ihrer Phasenwinkel berechnen:

Vikr1 = (A kr1)Tnax = Yie1 + 78 — 27k+1 75 €08 (841 — &) (60a)

Aus dem GroBtwert des Verdrehungswinkels (Gl. 60) ergibt sich
endlich der Groitwert der Drehbeanspruchung der Welle zwischen den
Massen k& und %+ 1 durch die Schwingung allein in folgender Weise (von
dem leicht zu beriicksichtigenden, vom konstanten Wellendrehmoment
herriithrenden Aunteil der Torsionsspannung sehen wir dabei vorlaufig ab):

Das zwischen der kte® wnd (k 4- 1)t Masse gelegene Wellen-
stiick der wirklichen Welle wird im allgemeinen aus einzelnen Wellen-
abschnitten von verschiedenen Durchmessern bestehen. Ist d der
Durchmesser, [ die Linge und J das Querschnittstrigheitsmoment der
drehelastisch schwichsten Stelle der Welle zwischen den Massen & und
k -+ 1, so ist bekanntlich:

d C
Tmax = G*2" -9,

wenn ¢ der Verdrehungswinkel zweier um 1 cm voneinander abstehender
Querschnitte dieser Stelle ist. Da sich die Querschnitte der wirklichen
Welle genau so verdrehen, wie die ihnen entsprechenden Querschnitte
der Bezugswelle, der Verdrehungswinkel der letzteren zwischen zwei
Massen aber sich linear dndert, so ist, wenn I ;41 die bezogene Wellen-
lange zwischen den Massen kund k& + 1, [, die der Linge I entsprechende
Linge der Bezugswelle (Querschnittstrigheitsmoment J,) bezeichnet,
der grofite Verdrehungswinkel des Wellenstiickes 1:

1.9 = 7[”"’”1 = ?[’k,k+1 . i’]",
und somit BE+1 IN TS .
L Jod Vi k+1 kB
S N L N . Laa iy 62
T2 B £ legir W (62)
Dabei ist W = ¥a das Widerstandsmoment des Wellenguer-

schnittes gegen Verdrehung; die schwichste Stelle des Wellenstiickes
ist jene. die das kleinste Widerstandsmoment hat.
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Gl (62) setzt uns in den Stand, die Wellenbeanspruchungen an
allen Stellen der Welle zu berechnen. Ja, man kénnte sogar umgekehrt,
wenn sonst keine Bedingungen an die Konstruktion der Welle zu stellen
wiren, die Welle danach so konstruieren, daB alle Querschnitte der
Welle die gleiche Drehbeanspruchung erleiden, d. h. die Welle mit
Riicksicht auf die zugelassene Hochstbeanspruchung fiir den kleinsten
Materialaufwand konstruieren.

Wie man aus Gl (62) erkennt, hat diejenige Stelle der
Welle die Hochstbeanspruchung auf Drehung, fir welche
der Wert #ITV am gréoBten wird. Der gefihrliche Querschnitt
der Welle kann also auf einem beliebigen Wellenstiick liegen oder auf
ein beliebiges Wellenstiick zwischen den Massen verlegt werden.

Hat die Schwingung nur eine Phase (wie in unserem Beispiel
Zahlentafel 7 und 7a), so gibt unsere Berechnungsweise in der Zahlen-

Ve k+1
U5 an, wenn

k1
man sie mit GJ, dividiert, denn dann ist nach Gl. (56) und (60):
Thiv _ Sere— o Z(@Pma + M)
Lrv1 Ui +1 GJ,
(Auch die Beispiele der Schwingungen (6.) und (12.) Ordnung haben ibrigens,
wie man an den Phasenwinkeln erkennt, im wesentlichen nur eine Phase wegen
des geringen Einflusses der Luftpumpendrehmomente.)

.
reihe der Momentensummen ohne weiteres die Werte

(63)

Die GroBe des Wertes %ﬁﬂ ist ebenso aus der Schwingungsform
B+l
der einphasigen Schwingung und also auch aus dem Giimbelschen Seil-
polygon an der Neigung der Seiten gegen die Wellenachse zu erkennen;
die trigonometrische Tangente dieser Neigungswinkel ist n#amlich
p—cﬁ;l—?—“’f. Fir Wellen von iiberall gleichem Widerstandsmoment
kE+1
gegen Drehung gibt sonach die Schwingungsform zugleich ein Bild

der Wellenbeanspruchungen; die Hochstbeanspruchung tritt in jenem
Wellenstiick auf, fiir welches die Neigung der Seite der Schwingungsform
am groften ist. Auf diesem Wellenstiick liegt gleichzeitig immer ein
Schwingungsknoten. Dies gilt aber, wie Gl (62) lehrt, nicht mehr
allgemein fiir Wellen verinderlichen Widerstandsmomentes; doch er-
leichtert auch fir solche Wellen das Bild der Schwingungsform die
Auffindung des gefahrlichen Querschnittes, und wenn nicht mit Absicht
auBergewohnlich schwache Stellen der Welle an andere Wellenstiicke
verlegt werden, wird auch hier im allgemeinen der gefihrliche Wellen-
querschnitt in der steilsten Seite der Schwingungsform zu suchen sein.

Wir wollen die Berechnung der Wellenbeanspruchung fiir unser Zahlenbeispiel
der Schwingung (12.) Ordnung (Zahlentafeln 8 und 8a) durchfithren, Beide
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Schwingungsformen () und (8) zeigen den steilsten Verlauf zwischen den Massen
1 und 2 und dort liegt auch in der Tat der gefahrliche Querschnitt, dessen Wider-
standsmoment 800 cm?® betréigt. Man findet:

71,2 = V(g — 1) + (Bo— B1)?
= }(—2,937 — 4,908)% 4 (4,163 — (—6,958))2-10-3 = 13,61 - 10-3.
Yve 10%0 . B&LE
ly.- W 142 - 800
Dazu kommt noch die Drehspannung 7y durch das konstante Drehmoment
M,, welches etwa 128 000 kgem betrigt:

M, 128000 _
== TR0 160 .
Die Drehbeanspruchung der Welle wechselt also bei jeder Schwingung (12.) Ord-
nung von 1200 + 160 = 1360 auf —1200 + 160 =—1040 kg/cm?2.

(71, 2)max = 4G J - =: 41200 kg/om?.

9. Die Arbeit der harmonischen Momente.
Die augenblickliche GroBe M des an einer Masse wirkenden erregen-

2
den harmonischen Drehmomentes von der Periode 7' — — ist gegeben
durch ®
M = Asinwt + Beoswt = Csin(wt + d),

wenn wir seinen Phasenwinkel mit 6 bezeichnen.

Die Masse, an der dieses Moment wirkt, vollfithrt eine erzwungene
Schwingung derselben Periode, und der augenblickliche Schwingungs-
winkel wird dargestellt durch :

@ =asinwt 4 pecoswt = ysin(wt + ¢).

An einer mit vielen Massen besetzten Welle, an der beliebig viele
erregende Momente gleicher Periode wirken, wird der Phasenwinkel e
des Schwingungsausschlages einer bestimmten Masse im allgemeinen
nicht tibereinstimmen mit dem Phasenwinkel ¢ des an derselben Masse
angreifenden harmonischen Momentes. Dies lassen auch unsere Rech-
nungsbeispiele erkennen. Die Ubereinstimmung ist nur in dem Sonder-
fall vorhanden, da3 simtliche wirkenden harmonischen Momente den
gleichen Phasenwinkel d besitzen, oder was dasselbe ist, daf} das Ver-
% fur jede Einzelmasse die gleiche ist (wie
im Beispiel der Schwingung [9.] Ordnung).

Das harmonische Moment M legt in einem unendlich kleinen Zeit-
teilchen d¢ den Winkel d¢ zuriick und leistet infolgedessen die Arbeit:

héltnis der Komponenten

dUA = Md e = (Asinwt + Beoswt) (x coswt — fsin wt)wdt
= Csin (wt + d) ycos(wt + e)wdt
=[(4dx — Bp)sinwtcoswt + Bacos2mt — Afsin2mt]|d(wt).
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Wahrend der Zeitdauer 7T einer vollen Schwingung wird demnach
die vom erregenden Moment geleistete Arbeit:

t=T wt—-‘-Zn
o :fdszt:/qu) — a(Ba —Af)=m-Cy-sin(d —e). (64)
t=0

wt=0

Im Vektordiagramm Fig. 24 wird die Arbeit dargestellt durch den
2x fachen Flicheninhalt des von den Vektoren y und C gebildeten Drei-
ecks, oder wie man sich in der Vektorenrechnung ausdriickt, durch das
nfache duBere Produkt der Vektoren y und C.
Die geleistete Arbeit ist positiv, wenn der Mo-
mentenvektor dem Ausschlagvektor voreilt (um | .
einen Winkel < @), negativ, wenn er nacheilt; | 4
die Arbeit wird Null, wenn einer der Vektoren A
7 oder C verschwindet oder wenn 6 —¢ = 0 oder
s wird. Die bei einer vollen Schwingung ge- = B
leistete Arbeit verschwindet demnach, wenn das Fig. 24.
erregende harmonische Moment und der zu
ihm gehorige Ausschlag von gleicher oder entgegengesetzter Phase
sind. Aus diesem Grunde kann das mit seinem Ausschlag gleichpha-
sige Tragheitsdrehmoment einer Masse niemals Arbeit leisten. Den
Winkel d — ¢ kann man als die Phasenverschiebung des Momentes
gegen den Ausschlag bezeichnen. Die bei einer Schwingung geleistete
Arbeit wird bei gegebener Grofie der Amplitude des harmonischen
Momentes und des Schwingungsausschlages zu einem GroBtwert, wenn

die Phasenverschiebung zwischen Moment und Ausschlag = - —;E wird.

Die Arbeit der harmonischen Momente liefert uns ein Mittel, die
Richtigkeit unserer Berechnungen zu prifen. Bei der ungedampften
erzwungenen Schwingung ist zu Anfang und Ende einer vollen Schwin-
gung die gesamte Energie aller Massen die gleiche, ohne dafl aus dem
System Energie in irgendeiner Form (Warme) abgeleitet wurde. Die
Summe der von den harmonischen Kriften wihrend einer vollen Schwin-
gung geleisteten Arbeiten mull demnach verschwinden, d. h.:

k=q
" (B — AB)y =0
=1
k=q (65)
2 (Cysind — o), =0
F=1

Wir wollen die Gl (65) gleich zur Priifung unserer Berechnungen (Zahlen-
tafeln 6, 7 und 8) anwenden: Wir erhalten fiir die Schwingung (6.) Ordnung,
wenn wir die gleich groBen Komponenten 4 und B als gemeinsamen Faktor aus-
scheiden, mit den in Zahlentafel 6b gefundenen Werten « und f:
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N (Ba)=—8750 - [—0,6351—0,2013 -} 0,1491 4- 0,4137 40,5912 -+ 0,6805] - 103
-— 5000 - 0,6814 - 10~ 2 - 5000 - 0,7604 - 103 =—8,338,
> (Ap) = 17480[ 40,3179 + 0,1007 — 0,0746 — 0,2070—0,2959 — 0,3405] - 103
—5200 - —0,3409 - 103 4~ 5200 - —0,2664-10 % = —8,342 .

Die Ubereinstimmung beider Summen ist so gut, wie man es bei der Stellen-
zahl, auf welche die Ausschlige berechnet wurden, verlangen kann.
Tiir die Schwingung (9.) Ordnung ist 6 — & = 0 oder = fiir alle Massen und
daher die Bedingung (65) ohne weiteres erfillt.
Fir die Schwingung (12.) Ordnung ergibt sich:
N (Bx)=-—6400 -[—3,521 — 3,954 -— 4,318 — 4,603 — 4,803 — 4,913] - 10-3
4+ 700 - [— 4,943 — 4,971] - 103 = 160,177
N (Ap) = 4400[4,992 4 5,607 4+ 6,123 + 6,530 -+ 6,817 4 6,977] - 10~
—200[7,025 - 7,071] - 10-3 = 160,183 .

Auch diese Ubercinstimmung befriedigt.

10. Teilschwingungen.

Einen Sonderfall der erzwungenen Schwingungen bilden die Teil-
schwingungen, bei denen nur ein Teil der mit Massen besetzten Welle
sich in Schwingung befindet, wihrend der iibrige Teil itberhaupt nicht

4 , schwingt. Wir sprechen hier
N : natiirlich nur von den Schwin-
T S N ; ; , gungen einer bestimmten Pe-
r
Fig. 25.

7 riode und Phase. Fig. 25 zeigt
eine Schwingungsform einer
solchen Teilschwingung, die

Massen 1 bis p beteiligen sich an der Schwingung, die Massen p bis ¢

bleiben in Ruhe (schwingungslos). Den Punkt p, der den schwingenden

Teil vom schwingungslosen scheidet, wollen wir als den Teilschwin-

gungsknoten bezeichnen. Zunichst ist klar, dafl im Teilschwingungs-

knoten immer ein duBeres harmonisches Moment wirken muB,. wihrend
es gleichgiiltig ist, ob an jener Stelle eine Masse vorhanden ist oder nicht.

Denn da fiir den Xnoten der Ausschlag Null ist, so kann eine dort sitzende

Masse durch ihre Trigheit kein Drehmoment und damit auch keine

Anderung der Wellenbeanspruchung, also keine Richtungséinderung

der vorausgehenden Seite der Schwingungsform ergeben. Ebenso ist

klar, daBl in dem nichtschwingenden Teil kein erregendes harmonisches

Moment wirken kann, weil er sonst nicht schwingungslos bleiben kénnte.

Nehmen also von den ¢ Massen und harmonischen Momenten nur eine

Anzahl p < ¢ an der Schwingung teil, so miissen die Bedingungen be-

stehen:

M,Z0: My =Mpo=...=M;=0- 1
J

By =0, =0, = ...=08&,=0

(66)



Teilschwingungen. 59

Fithren wir diese Bedingungen in unsere allgemeine Gleichung (55)
der erzwungenen Schwingung ein, so ergibt sich das Gleichungssystem
der Teilschwingung:

(.07 my @) &y — €1 5 005 =M,
—Cra &y A (€0 F Gz — My ay—Cypay = M,
—Cag0s+ (Co5t €3y — Mygw?) xg—C3504 = M,
: (67)
C 21X, -2 + (Cp 2.p -1 + Cp- l,p—mpflwz) Kp-1 = JIp**l
=M,.

_C’u—lm Kp-1
Das sind p Gleichungen zur Bestimmung der p— 1 unbekannten
Schwingungsausschlige « und der Unbekannten w? der Teilschwingungs-
periode. .
Die Gl. (67) ergeben fiir die letzteren Werte (w?) eine Gleichung
(p — 1Yt Grades, deren Bildungsgesetz aus der nachstehend fiir p = 5
ausfithrlich angeschriecbenen Losung hervorgeht:

(02t — (m2)3 - !c ™ imz i My~ My | ﬁ’?j.ﬁﬁ Jw“j M
U2 g my 23 gy my 2t mgmy, Y5y, My
My - My -+ M My 1 My Mg - M
b (w?)? [01 27 Cogt — " e g0 2 S8 T
L= = My - My - Mg 2T mymy Mg My
] my +my My + M N My -} Mg -+ My
T CLa2Cas Tl M T C23C3,4 e T
myme My My o Mg My
N my +my My+ My M, + M, + M,
T Ca3Cas— o - 7 C3,4C04,5 — —gp
my my M

My Mgy my My
o | My - My + My + My my +my 4+ my M, M,
*"(""l012023034*"** e T CL2Ce3Cs5 T Tar T
e My My Mg M, g 2 my my m. my M,
1 Mg Mg My 17y My a5
| ] 1
Se oy My M- My M,
2,3C3,4C4,5"— -
My My My M

e e e my +my My + M+ M
T s T T g M,
My + My + My + My 4 M5

; - =0.
mymymgmy My

+€1,2€23C3,4C5" -

Man erkennt daraus die fast vollkommene formale Ubereinstimmung
mit der fir die Berechnung der Eigenschwingungszahlen abgeleiteten
Gl. (45a).

Es gibt demnach so viele Teilschwingungszahlen n = W als

die Anzahl der an der Teilschwingung beteiligten Massen betrigt. Im
Gegensatz zu den Eigenschwingungszahlen brauchen aber nicht alle
Teilschwingungszahlen reell zu sein, wie ein einfaches Beispiel fiir
p = 3 zeigen soll. Dafiir lautet die Gl (68):

my —+ my . M,+ M M1+A7‘£ziﬂ[3=0'

21¢ g—t 2 + = A Cq o0 Com-——r —
1,2 2, 3 T 01,2023
my; my ' my M3 ? !

wt—aw
mymy My

Es cei nun ein Wellenende gegeben mit den Massen m; = L a5 wm, — 2 m;
my = 3m und mit den elastischen Lingen I, , =31; [, , = 21.

(68)
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Fiir dieses Wellenende seien verschiedene Fille der Verteilung harmonischer
Momente untersucht:

a) My—=1M; My—2M; M,—3M.

Man erhilt:
) 2[GJ‘1+2 GJ 243, 6J GI1+2+3_
W= e yom T 2 2 3m ) T3] 20 1-2-3m2 >

B

2_(11 7,"5) GJ
"= \oa Tot) im
1 GJ 2 GJ

2 . P —
J— -3 Wy =5 —

w? = - .
4 Im 3 Im

Die gleichen Werte ergeben sich fiir die Eigenschwingungen derselben Welle
mit den drei Massen allein, da sich hier die harmonischen Momente genau wie die
GréBen ihrer Massen verhalten. Dies gilt, wie der Vergleich der Gl. (68) und (45a)
ergibt, auch fiir beliebig viele Massen, woraus der Satz folgt:

Die Teilschwingungszahlen von p Massen sind mit den
Eigenschwingungszahlen der p Massen identisch, wenn sich
dieharmonischen Momente genau wieihre Massen verhalten.

Wir berechnen noch die Ausschlige nach unserem allgemeinen Verfahren:

.
L m
m Zm ‘ N ) | 2 m M o l ‘ I
w= | o4 | w= M x P4 ~ b o
S S . e
10,/1 \ 1 GJ 1 1, '3 Ml
1m 4~~l——} oy } e 1M —4—a1—~l——y—l M;Sl‘*—al-i—.}G—j
16/ 1 ML, 1 GJ 3| 3 64 3.1 .13 Ml
2m | -0y — 3 e R S L= -
mig S Tk 7 SN S 2]11 2]”8“1 ! '21|[q2l\40(1+3GJ
}
3GJ 1 M1 3 aJ 9 GJ
3 —- — ({— 6 o - - — M e - 1 i
ML T M bGJ‘ g %1y 2714331’1{‘00‘11 +0 M |
Der Ausschlag der Masse 3m mufl Null werden, daher:
1 M1 o Ml
-—2—0(1—()0—(—]—*0 oder ay=—12 a7
1 LML Ml
RER LR A 1
Dicselbe Rechnung fithren wir fur die zweite Teilschwinguny durch:
, 2GT
YIS
2 2 ]I N Z‘\_"
m| wim o i w?m & M X l e
I L o o
i ) ) Lo B
2GJ 2 GJ , 2 GJ L LS Ml
1m573—~l Ay 5 31" IM! 5 017 + 11| 31 20<1T3—G,»
z i
4GS Ml 1 GJ ‘ 2 ad ‘ 4 M1
[ .9 e Xyt M2 M — \ S < — VR s
g3y g L2 g = L 21 =g =2
) GJ 1 M2 G s ag
3m 27[7;[—30”“— L ivk:; &, 7—1—742J[13J[ ()L\lfz* S0M
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Daraus:
M1 Ml

s’ x=—bg;-

D’e beiden T¢ilschwingungsformen sind in Fig. 26
dargestellt.

x, =3

b) M,=M,=M,= M.
Dafiir wird:
11--2 11+1]GJ 1 11+
wt— w2 |- e 5 ot A
13 1-2 2 2-1J1lm 3 2 1
1G6GJ

] = mw}= 2 Tm"
Die Schwingungsform ergibt sich noch einfacher, wenn wir die Reihenfolge
der Massen umkehren, also mit dem bekannten Ausschlag &g = 0 beginnen:

2 1, GJ,
w= = ’2 lm .
m 2m & }' w?mx | M ) | l \ l~§
w ‘ A A l G J.
el e _ 1 ‘ - _
3G | s 7
3m ’ S0 a0 0 M \ VN P
& o ‘ I
om 1 ZJ *2,[]1 om0 31 o
1 Ml | | | |
Il _9° —1M M
lm | 5 \ 257 1M\ L0 i
Die Schwingungsform zeigt Fig. 27. A A
Die Welle ist in diesem Fall zwischen den Mas- %— — —1‘7 .

sen 1 und 2 spannungsfrei.
¢) M, =3M; M,=2M;: M;=1M. Fig. 27.

4__m2“,.},ifg+ 12+1)6GJ 1 13+2 1(G")’zo,
3712 "2 2 11im
5 .1, -\6G
2 — | 4 ZYe—e ——
“"(8is‘/ 7)lm'

Fiir diesen Fall gibt es demnach keine reellen Teilschwingungszahlen. )
Aus Gl (68) erkennt man ferner, daf§ eine der Teilschwingungszahlen 0 wird,

«“

k:p . .
wenn M, = 0 ist, weil dann das letzte, von der Unbekannten w? freie Glied
E=1
verschwindet. So wird fiir:
d) M, =M,=M; My,=—2M:
1 142 1 1—2 51m
2 — M 122—7 - e m——— - e —— _ - - — .
wif=0; oi=y |3 T2 T2z 2T 8GT
Ml M1
a=—8qy; e =4qg

Ist endlich:
e) M,=2M; My,=—3M; M,=1M,

so werden beide Werte ©?2 zu Null.
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Bei vielen gegebenen Massen und Momenten wird man zur Auf-
suchung der Teilschwingungszahlen genau so verfahren wie fir die
Aufsuchung der Eigenschwingungszahlen. Man wird die Werte ®?2
probeweise annehmen und mit dem bekannten Ausschlag Null der
p "t Masse beginnen. Die richtige Wahl von w2 erkennt man am Ver-
schwinden des Summenmomentes fiir das freie Wellenende.

11, Zusitzliche harmonische Momente.

Fir unsere 6-Zylindermaschine fanden wir bei der kritischen Ma-

2.21
schinendrehzahl (12.) Ordnung —T?)? = 355,5/Min. Resonanz. Wir

wollen nach Mitteln suchen, um dem durch die Resonanz
bedingten gefihrlichen Zustand zu begegnen. Meist wird
zunichst versucht, die kritische Drehzahl aus dem Betriebsbereich der
Maschine zu verlegen durch Anderung der Massen und elastischen
Lingen.

Wir wollen auch die Behandlung dieses Falles der Vollstindigkeit halber
zeigen und untersuchen, wie man das die groBten Beanspruchungen erleidende
Wellenstiick zwischen Dynamo und Schwungrad verstirken muB, um die kritische
Drehzahl (12.) Ordnung auf 420 in der Minute, die Eigenschwingungszahl also auf
1_254—29 = 2520 zu erhéhen.

Dazu fithren wir die bezogene Linge dieses Wellenstiickes als Unbekannte
in unsere Berechnung der Eigenschwingungszahl ein, wobei zweckmifig die Ein-
fithrung so spét als moglich vorgenommen wird, was wir durch Umkehr der Reihen-

folge der Massen und Liingen erreichen. Es ergibt sichfiirw = o 2520; 2= 69640

die Zahlentafel 9. 30
Zahlentafel 9.
? = 69640 .

4 ? | 2m ¥ 1 ‘ l;’l

m ®m | ®®m o > | G

6,5 452,7-10%1 452,7-10° 452,7-10° 150 [0,00679

7.0! 487.5-10% 0,99321 | 4842-10 936,910 77 10,00721

93| 6476.5-10%|0,98600 6385.8+105 7322,7 -10° | 48,50,03552

93| 6476,5-10%| 0.95048 6155.8-10% 13478.5 - 10° | 48,5'0,06537

93| 6476,5-10% 088511 5732,4 - 10° 192109 - 10 48.50,09317

93| 6476.5-10°|0.79194 5129.0- 107 " 24339.9.10% | 48,510,11805

93| 6476,5-10%|0,67389 4364.4-10° 287043 10° - 48,5/0,13022

93| 6476,5-10%] 0,53467 3462.8+10° | 32167.1-103 | 57.50,18496
3000(208920-103] 0,34971 730614 +10° 105228,5- 10 | 7 105228,5+1
9200(153208-10%10,34971—105228,5 - 1071, 53578,4—1612,185] 158806,9—1612,185/ |

Fiar das freie Wellenende muf} sein:
158 806,9 — 1612,1857 =0 oder

[ =985,
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Die bezogene Linge des
Wellenstiickes wird also jetzt
98,5 gegen frither 142. Da
sich die elastischen Lingen
wiedie Querschnittstrigheits-
momente oder bei ungebohr-
ten Wellen wie die 4. Poten-
zen der Durchmesser ver-
halten, so erreicht man das
Ziel durch die VergroBerung
der Wellendurchmesser auf

i
das V£2 =1,1fache der ur-
98,5

springlichen  Durchmesser.

Man kann den ge-
fahrlichen Resonanz-
zustand einer Welle
indessen auch ohne
Verlegung der Eigen-
schwingung  besei-
tigen, wenn man die
WelleTeilschwingun-
gen ausfithren laBt.
Dabei kénnen, wie wir
wissen, nur diejenigen
Massen schwingungslos
bleiben, an denen kein
erregendes harmonisches
Moment wirkt, also Dy-
namo und Schwungrad.
Die natiirlichen Teil-
schwingungszahlen  des
iibrigen Massen- und Mo~
mentensystems liegen
aber weit hoher als die
erste Eigenschwingungs-
zahl des Gesamtsystems,
die hier fiir den Reso-
nanzfall in Frage kommt.
Denn da im wesentlichen
die hier an der Teilschwin-
gung Dbeteiligten Massen
sich wie ihre Momente
verhalten, sind die Teil-
schwingungszahlen unge-

Zahlentafel 10.

w? 49840.

M
M
M
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fahr die Eigenschwingungszahlen des Systems ohne Dynamoanker und
Schwungrad, die viel hoher sind als die erste Eigenschwingung des Ge-
samtsystems, weil gerade die letztgenannten Teile die weitaus groBten
Massen besitzen. Damit also die Welle gerade bei der Eigenschwingungs-
zahl des Gesamtsystems gleichzeitig Teilschwingungen ausfithrt, miissen
wir die harmonischen Momente entsprechend andern. Am einfachsten
denken wir uns an irgendeiner Stelle der Welle ein zusitz-
liches harmonisches Moment wirkend, dessen GréB8e wir so
bestimmen, dafl Teilschwingung auftritt.

Da, wie Zahlentafel 8a zeigt, die Schwingung (12.) Ordnung wegen des
geringen Kinflusses der Luftpumpenmomente im wesentlichen von einer Phase

ist, so wollen wir sie der Einfachheit halber als einphasig behandeln mit den ge-
gebenen harmonischen Momenten gleicher Phase:

My=M,=M;= My= M, = M, = 4400 4 645002 — 7750 = M;
My = Myy=—700=1L.
Das Zusatzmoment X (der gleichen Periode und Phase) wirke am
Luftpumpenwellenende im Abstand @ von der Kurbel 10.
Man erhélt fir die Periode der Eigenschwingung, ®? = 49840, die vor-
stehende Zahlentafel 10 (auf Seite 63).
Daraus ist zunéchst zu ersehen, daBl es gleichgiiltig ist, an welcher
Stelle & des Wellenendes man das Zusatzmoment X angreifen 1aft.
Seine Grofe ergibt sich aus:
5,14224 M 4-1,99514 L - X =0 zu
—X = 5,14224 M + 1,99514 L = 5,14224 - 7750 -+ 1,99514 . —700
—X = 38456 kgem .

Damit ergeben sich die Ausschlige « der cinzelnen Massen und Moment-
angriffsstellen:

Ky = Ky =g =0
«g =—0,0376 - 103

&g =—0,1119-10-3

&g = —0,2213 - 103

&, =—0,3633 - 103

Xg = —0,5348 - 103

Xy = —0,8475 - 103

X1 = —1,4524 - 10~3 + 0,0105 - 10-3 = —1,4419 - 10~3

~1,4524 - 108 s .10-3
oy — |~ 145241072 40,0105 - 10 }—[—1,4419—0,00385a]-10~3.

17120,003990 - 103 - 0,000144-10-3

Der Vergleich mit den Ausschligen y in Zahlentafel 8a zeigt die
erhebliche Verbesserung, Da wir hier unmittelbar mit der Periode der
Eigenschwingung gerechnet haben, kommen sogar richtiger als Ver-
gleichswerte die unendlich groBen Ausschlige des Resonanzfalles in
Betracht. Man hat also in dem zusitzlichen harmonischen
MomenteinwirksamesMittel,dengefahrlichenSchwingungs-
zustand der Resonanz zu beseitigen.
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Allerdings ist das harmonische Zusatzmoment X, wie man sieht,
verhiltnismifBig groB und etwa gleich der Summe aller erregenden
Momente. Es wire dieser Summe genau gleich, wenn der die Teilschwin-
gung ausfithrende Wellenteil ohne Massen wiire.

Wegen des groBen Zusatzmomentes mufl auch noch die Drehbeanspruchung
der Welle nachgepriift werden, zumal da das Luftpumpenende verhéltnismiBig
schwach ist (Widerstandsmoment gegen Drehung = 260 cm3).

Man findet fir das Wellenstiick 7y 49:

. (1,4419 — 0,8475) - 103

max J." GJ San
! 27 150 - 260

= - 152 kg/em?,

far das Wellenstiick 1,9 4;:

/
Timax — ("](1

AR5 . 3
'0"09518?:;6010 — - 148 kg/em®.

Es ist also trotz des Angriffs des harmonischen Zusatzmomentes am
schwachen Wellenende jede gefihrliche Beanspruchung der Welle ver-
mieden.

Wir haben das Zusatzmoment am Luftpumpenwellenende wirken
lassen, hiatten dafiir aber auch eine beliebige andere Stelle des an der
Teilschwingung teilnehmenden Wellenstiickes withlen kénnen. Nehmen
wir z. B. das Zusatzmoment X an der ersten Arbeitskurbel
(my) wirkend an, so erhalten wir fiir die durch X allein erzeugten
Schwingungsausschlage die nachstehende Zahlentafel 11.

Zahltentafel 11.

®? = 49 840 .
_“2_“‘__‘ i ;_“,_._ = —= =
: ! . DT -
m w?m ‘ P i wm J[i X i 1 G,
93 4635,12-10° 0 0 X, X 485 485-10-°X
93 14635,12 -10% — 48,5-107'°X —-0,02248 X 0,97752 X | 48,5, 47,4107 X
93 ,4635,12-10% — 95,9-10 X —0,04445 X 0,93307 X @ 48,5| 45,3-1071° X

93 %4635,12‘103 —141,2+10" '°X|—0,06545 X ' 0,86762 X 48,5] 42,1-1071°X
93 |4635,12 -10% —183,3-10 X1 —0,08496 X 0,78266 X | 48,5| 38,0-107'° X
93 4635,12 -10% —221,3-10 ‘1°X3A0,10258 X 0,68008 X! 77 | 52,4-107* X
7 348,88 - 103“ —273,7-10 71X —0,00955 X 0,67053 X '150 |100,6 -10"1° X
6,5 323,96 -10%—374,3-10 l0X‘;~0,01213 X 0,65840 X
Die aus Zahlentafel 10 und 11 hervorgehende Endgleichung lautet nunmehr:
5,14224 M + 1,99514L 4 0,65840X — 0 oder

—X =17,8102 M + 3,0303 L = 58408 kgem.

Um also die gleiche Teilschwingung durch ein an der Masse mg
wirkendes harmonisches Zusatzmoment zu erzielen, mull dieses Moment
wesentlich gréBer sein als das am Wellenende erforderliche Moment.

Freilich werden damit auch die Ausschlige kleiner als im vorigen Fall; man
findet z. B.:
ayo = (— 1874,0 M — 150,0 L — 374,3 - X) - 10~ 10 = 0,8107 - 10- %,

Holzer. Drehschwingungen. 5
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Das zur Erzielung der Teilschwingung erforderliche
harmonische Zusatzmoment wird am kleinsten, wenn man
esander Stelle des groften Ausschlages der zu beeinflussen-
den Schwingung anbringt.

Selbstverstandlich kann man statt eines einzigen Zusatzmomentes
auch mehrere Zusatzmomente an verschiedenen Stellen der Welle
gleichzeitig anbringen, um die Teilschwingung zu erzwingen. Man er-
kennt leicht, dal die ganze Welle schwingungslos wird, wenn man an
jeder Masse ein dem dort wirkenden erregenden harmonischen Moment
gleiches und entgegengesetztes Zusatzmoment anbringt.

Bei der bisher berechneten Teilschwingung blieben Dynamoanker und
Schwungrad schwingungsfrei. Die Masse des Schwungrades erscheint also in bezug
auf die von der Schwingung herrithrenden Ungleichférmigkeiten ausgeschaltet.
Fir praktische Zwecke braucht aber nur der Dynamoanker schwingungsfrei zu
bleiben. Wir wollen daher auch noch diesen Fall einer Teilschwingung, und zwar
fir ein am Dynamoanker allein wirkendes harmonisches Zusatz-
moment untersuchen (Zahlentafel 12).

Zahlentafel 12.

®? =49 840.

| wtn | Y T

m wem [ & =M X 4 i | (-,J
2200, 109648 - 103 0 F 0 X 1142 142,0'10_ X
3000; 149520 - 103‘—1420 10"'"X\ 2,12318 X —1, 12318X‘ 57,5 — 64,6107 X
93/4635,12-103 — 7/410"°XA 0,03588 X" —1, 15906X' 48,5 — 56,2-107 "' X
93/4635,12 - 103;—— 21 2'10"‘°X\ —0,00983 X —1,16889 Xi 48,5 — 56,7-107'"° X
93/4635,12 - OaH- 35,5+ lO""X +0,01645X —1, 15244 X 48,5 — 55,9-107 "’ X
93/4635,12-103. 91,410~ 1"X 0,04236 X (—1,11008 X' 48,5 — 53,810~ "X
93(4635,12 - 103, 145,2-107 "’X 0,06730 X —1,04278 X| 48,5 - 50,6-10~ "X
93,4635,12-10%, 195,8-10°'" ¢ 0,09076 X —0,95202X. 77 — 173,3-107"X
7| 348,88-10° 269,110 X" 0,00939X —0,94263 X150 —141,4-10" "X

6,5 323,96-10% 410,5:107'"X  0,01330X |—0,92933 X

Hieraus und aus Zahlentafel 10 ergibt sich:
—0,92933 X + 5,14224 M + 1,99514 . = 0

oder X = 5,5333 M -+ 2,1468 I, = 41380 kgem.
Die Ausschlage der Teilschwingung werden:
& =0 g == -1 0,1569 - 10 3
&y = —0,56876 - 10 3 x, = 0,2375-10 *
ag = —0,3203 103 ag = 0,2754-10 *
oy = —0,1253 - 10 -3 xg = 0,2660-10 3
o = —0,0350 - 103 a0 = 0,2567-10 3.

Das an der Dynamo anzubringende Zusatzmoment ist also wesentlich kleiner
als das an der Masse m, erforderliche (Zahlentafel 11) und fast ebenso klein wie
das Zusatzmoment am Luftpumpenwellenende (Zahlentafel 10). Das ist dem
Umstand zuzuschreiben, daB die Endmassen (m; und m) in unserem Fall fast
die gleichen Ausschlige 7 (Zahlentafel 8a) der zu beeinflussenden Schwingung
ausfithren.
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Die Teilschwingungen eines Massensystems konnen anstatt durch
auflere harmonische Zusatzmomente auch durch federnde Zusatz-
massen zustande gebracht werden.

Um dies zu zeigen, stellen wir uns die Aufgabe, die in Zahlentafel 10
hehandelte Teilschwingung statt durch das Zusatzmoment X am Luft-
pumpenwellenende durch eine an jener Stelle angebrachte Zusatzmasse
my im elastischen Abstand @ von der letzten Luftpumpenkurbel zu
erzeugen.

Der ganze Rechnungsgang der Zahlentafel 10 bleibt ungeiindert bestehen
bis auf die letztc Zeile, welche lautet:

my | 49840 my |

m w? x

M

b))

49840 - 10~10 1,
) [1874,0+150,0L

—150,0 L -
— 5142240 M - 10 | 4-a (514224 M
—1,99514 a L - 10 10 | | + 1,99514 L)]

10-10

0 (514224 M + 1,99514 L

| — 49840 - 10-10m,[1874 M
+ 150L +- a (5,14224 M
+1,99514 L)] = 0

Die Momentensumme muB fiir das Wellenende verschwinden. Sie enthilt

die unbekannten Groflen m, und @, so daB uns die Wahl einer dieser Gx68en frei-

steht, Das ist, genau genommen, nur

richtig fiir gleich phasige Schwingungen.

Hat die Schwingung zwei verschiedene Phasen, so miissen fiir das Wellen-
ende die Momentensummen beider Phasen verschwinden, so dall sowohl m,
als @ als Unbekannte berechnet werden miissen. Wir machen fiir die elastische
Lénge a verschiedene Annahmen und berechnen das zugehorige Massentrigheits-

moment m, der Zusatzmasse:

o= | 100 | 200

ap = !10> 3.1,82641| - 2,21097
my = | 422,46

500 [ 1000 10000
| 336465 | —528745 | —30,80785
34898 | 229,32 145,93 19,34

Daraus ist ersichtlich, daB die Zusatzmasse um so kleiner wird, je groBer man
dic bezogene Lénge a der Zusatzfeder macht. DaB selb:t die elastische Linge
a = 10000 noch gut praktisch ausfithrbar ist, soll gezeigt werden. Maligebend ist
dabei immer die zugelassene Drehbeanspruchung 7 der Zusatzfeder. Wir erhalten

in allen Féllen:

, .. 38456
W

T < 1000 kg/em? :

Fiithren wir die Zusatzfeder mit d

und fiir

W > 38,456 cm?.

= 6 cm Durchmesser aus, so ist W = 42,4

und 7 e 900 kg/em? Die wirkliche Lénge der Zusatzfeder der kleinsten Zusatz-

masse obiger Tafel ist:

G = 10000 -

b=l g

830000 . . 64

101032*~ = 105,6 cm.

Die gefahrlichen Resonanzzustinde lassen sich also auch mittels
federnder Zusatzmassen beseitigen. Es darf aber hierbei nicht auBer

H¥
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acht gelassen werden, dafl wohl durch die Zusatzmasse die urspriingliche
Resonanz unschidlich gemacht wurde, dafl aber gleichzeitig mit dem
Hinzutritt der Zusatzmasse und ihrer Feder die Eigenschwingungs-
zahlen des Gesamtsystems geindert und um eine vermehrt wurden.
Es konnen also fiir den beseitigten gefahrlichen Resonanzzustand zwei
neue bei anderen Schwingungszahlen auftreten.

13. Zusammengesetzte Systeme.

Ebensogut wie am Wellenende hiitten wir die Zusatzmasse auch
an beliebiger anderer Stelle anbringen kénnen, etwa in der Art, wie die
Fig. 28 und 29 zeigen. Im letzteren Fall ist die Zusatzfeder in der Wellen-
hohrung, die Zusatzmasse neben der Kurbel untergebracht (D.R. P,

Fig. 28. Fig. 29.

208 043). Die Berechnungsweise wird in diesen Fallen, wo die Zusatz-
masse und ihre Feder nicht mehr in der Reihe der gegebenen Massen
und Wellenteile liegt, etwas anders; die elastische Welle teilt sich ge-
wissermaflen im Querschnitt des Angriffspunktes der Zusatzfeder in
zwei parallele Aste; man hat kein einfaches Schwingungssystem
mehr, sondern ein zusammengesetztes.

Um die Berechnung solcher zusammengesetzten Systeme an einem
Beispiel zu zeigen, wollen wir uns die Aufgabe stellen, die in Zahlen-
tafel 11 behandelte Teilschwingung statt durch ein harmonisches Mo-
ment an der Masse mg durch eine federnde

My B
) l—l—ég—* \ . Zusatzmasse, deren Feder im Wellenquer-
, ey ms my ms schnitt der Masse m, befestigt ist, zu er-
Fig. 30. zwingen. Fig. 30 zeigt den Fall in sche-

matischer Darstellung ; m, ist das Massen-
trigheitsmoment der Zusatzmasse, [, die bezogene Linge der im Wellen.
yuerschuitt der Masse m, eingespannten Zusatzfeder.
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Wir berechnen zuerst den von der Zusatzmasse und ihrer Feder
gebildeten Nebenstrang, indem wir wie bisher die gesamte Masse m,
als zum Hauptstrang gehorig betrachten, obgleich das nicht notwendig
ist. Man kann vielmehr, wie sich zeigen wird, nach Belieben einen Teil
der Masse mg als zur Hauptwelle und den Rest als zur Nebenwelle ge-
horig annehmen, ohne am Ergebnis etwas zu andern. An der Einspann-
stelle der Feder denken wir uns das vorerst unbekannte harmonische
Moment Z wirkend und erhalten:

m? == 19 840 .
Nebenstrang.
- I ”! o WT/ In
m w*m A o*mo i ) Ll ==
‘ L aJ,
S : U S
‘ b 00
my 49840 m, ay 19840 mga, . 0 149840 mgo [ 1, 49840 1'(1,";—9
| | Tl
! wmgl, . ) |
0 0 14',(1_ @ ) 0 449840 mex, +J‘

Mit Berticksichtigung des Einspannmomentes Z des Federendes ist
dieses als freies Ende zu betrachten, so dal man allgemein die Gleichung
erhélt:

Z o= —mimyxg . (69)
Der Ausschlag der Einspannstelle der Zusatzfeder, also auch der Masse
my ist nach dieser Rechnung:
w32myl
Y= “0(1 -G 0)'

Dieser Ausschlag soll aber gemifl der Teilschwingung Null werden,
so daB man die weitere Beziehung erhélt:
GJ,

Iy
Die Gl. (70) sagt aus, dafl w? der Kigenschwingung des Zusatz-
systems entspricht, wenn man das Federende als fest ein-
gespannt betrachtet.

Das am Einspannende der Feder wirkende harmonische Moment
ist Z. Demuach ist das von der Zusatzfeder auf die Einspannstelle und
damit auf die Hauptwelle ausgeiibte Moment nach dem Grundsatz der
Gleichheit von Wirkung und Gegenwirkung

(70)

] 2
Myw? =

2
—7Z = mym*oy,

und die Berechnung des Hauptstranges bleibt genau die gleiche wie
in Zahlentafel 11 mit X = — Z . Infolgedessen wird auch jetzt:

X=—-7Z=—178102 M — 3,0303 L=— 58408kgem =49840 myor,. (71)
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Nach GI. (71) ist m, &, ein konstanter Wert. Der Ausschlag der
Zusatzmasse ist also in diesem Kall ihrem Massentragheits-
moment umgekehrt proportional.

Am richtigsten geht man zur Bestimmung aller GréBen wieder von der zu-

gelassenen Drehbeanspruchung der Zusatzfeder aus, fir welche man findet:
g, S0 £ 58408
L R

Fiir 7 =< 1000 wird W = 58,408 und d = 6,7 cm.

Fithrt man den Durchmesser der Drehfeder (Zusatzfeder) d == 7 cm aus, so
wird = = 4870 kg/em?,

Jetzt steht noch die Wahl der ¥ederlinge frei, die meist aus praktischen
Griinden gegeben ist. Die auf d = 7 cm bezogene Linge soll hier mit 30 cm aus-
fithrbar sein. Ihr entspricht folglich eine auf G, = 10 bezogene Linge

10
l,=30- - 19 = 1535 cm.
« T 3
830000 - 35 7 t
Damit liefert Gl (70):
10
My = G 10 = 131 kgem s2 und hiermit Gl (71): ag == 8,946 - 103,

lw? 1535 49840

Man iiberzeugt sich leicht, daB sich an der ganzen Berechnung nichts ge-
andert hatte, wenn man die Massc m, beliebig auf Haupt- und Nchenstrang verteilt
hitte, da ihr Massentrigheitsmoment wegen des geforderten Ausschlages &g = 0
gar nicht in Betracht kommt, weder beim Neben- noch beim Hauptstrang.

Die soeben gezeigte Berechnung des zusammengesetzten Systems
gilt fiir die Periode einer Teilschwingung. Um die Berechnung eines
solchen Systems fiir eine beliebige Periodenzahl zu zeigen, sei noch
die Ermittlung der erzwungenen Schwingung fiir w? = 40 000 fiir die
soeben berechnete Zusatzmasse durchgefiihrt.

Die Berechnung des Nebenstranges bleibt vorerst die gleiche wie
vorher und ergibt (Gl 69):

—Z = myw3a,.
Der Ausschlag des Zusatziederendes, also der Masse m,, ist ebenso wieder

2 ,l
Ky = 0, <1 — ﬁ‘){g%“)
TY0

Mit Beriicksichtigung dieser Beziehung wird das von dem Zusatz-
system auf den Hauptstrang ausgeiibte harmonische Moment:

2
=0 (72)

Fiir unser Zahlenbeispiel wird mit w? = 40 000:
40000 - 131 - &g

T TITE0000 - 181 - 1635 - 10 0

26781 Ay 107,
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Der Vollstandigkeit wegen muB} an dieser Stelle auf die Bestimmung
Eigenschwingungszahlen zusammeugesetzter Systeme eingegangen

werden, obgleich sich diese von der Berechnung der erzwungenen
Schwingung dem Wesen nach nicht unterscheidet. Man muB hierzu
nur alle 4uBeren erregenden harmonischen Momente = Null setzen,
wahrend das von der Zusatzfeder herrithrende, innere Moment bleibt.
Die Rechnung wird man mit einem probeweise angenommenen Wert 2

der

Eigenschwingung durchfithren. und die Annahme verbessern, his

das Summenmoment fiir das freie Wellenende verschwindet.

Far unser Beispiel erhalten wir fiir die ersten Eigenschwingungen dic nach-

stehenden Zahlentafeln 13 und 14.

Zahlentafel 13.

w?=43480; —Z = 43480 131 -0 45319.8 103 a,.

I

143480 -131-1535-10-1

m 2 ( | 2m M ) ! bx
n ) P ‘ w*mo b a7,
2200/ 95656 103! 1 95656 -103 '95656 1031142 1,358315
3000| 130440 -103|-0,358315| - 46738,6- 103 7. 48917,4-103 57,50,281275
93| 4043,6-103"0,639590 - 2586’2'103’{~28986 1-10317345,1 -103J 48,5/0,084124
93, 4043,6-103 -0,723714]- 2926,4-103 . -14418,7-103] 48,5/0,069931
93 4043,6-10%:-0,793645- 3209,2-103 11209,5-10% 48,5/0,054366
93‘ 4043,6~1031~0,848011 - 3429,0'103i , 7780,5-10% 48,5/0,037735
931 4043,6-10° -0,885746| - 3581,6-103 4198,9-103) 48,5/0,020365
93! 4043,6-10% -0,9061111- 3663,9-10° 535,0-10% 77 .0,004120
7,0i 304,4-103,-0,910231 - 277,1 -1()35 257,9-102 150 10,003868
6,5 282,6-103' -0,914099 - 258,3-10% i [—0,4]-108 ;‘

Demnach:  w? = 43480 ; my = 208,5; n, = w,; =1980.
a

Zahlentafel 14.
56680 - 131 o,

2 = 264 . ___Z: T 2 . = —5H3 1. 2. 3 o
"= 066805 156680 - 131 - 1535 - 100 — 2 13LZ- 107,
l 2 M | | ! Lx

r 02 ; n2) ) N -

n ®~m Y l =M N -~ (; ./"
2200124696 103 1 124696 108 | 124696 -10°142 | 1,770683
3000170040  -103 -0,770683 - 131046,9 - 103 - 6350,9- 103 57,5 -0,036518

93| 5271,24-103-0,734165/  3869,9-10% 1 39007,1-10% + 28786,3-10% 48,5 +0,139614

93/ 5271,24-103 -0,873779 - 4605,9-10% | 24180,4-10% 48,5 0,117275

93| 5271,24.10% 0,991054:  5224,1-103 18956,3-10% 48,5/ 0,091938

93 5271,24 108! -1,082992) - 5708,7-10% 13247,6-10% 48,5 0,064251

3| 5271,24-10° 1,147243 - 6047,4- 10 7200,2-10% 48,5 0,034921

93| 5271,24-10% - 1,182164  6231,5-10° 968,7-10% 77 | 0,007459

7,0/ 396,76-10% 1,189623 -  472,0-10°, 196,7-10% 150 0,007451

6,5 368,42-10% -1,197074 -  441,0-10° [55,7]- 103

3
Hieraus: m3 = 56688; m, == 238,0; Ny = »;—) m, == 2275 .
T

In beiden Zahlentafeln zeigen die Ausschlige der Massen des

Hauptstranges nur einen Zeichenwechsel: aber im Falle der ersten
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Eigenschwingung schwingt die Zusatzmasse mit ihrer Masse m; im
gleichen, bei der zweiten Eigenschwingung im entgegengesetzten Sinn.
Die Regel, wonach die Gradzahl der Schwingung der Anzahl der Zeichen-
wechsel der Ausschlige gleich ist, gilt demnach bei zusammengesetzten
Systemen nur in ihrer Anwendung auf Haupt- und Nebenstrang.
Die Behandlung zusammengesetzter Systeme ist offenbar genau
die gleiche, wenn der Nebenstrang nicht aus einer einzigen Zusatz-
masse, sondern aus mehreren besteht; ja sie bleibt auch grundsatz-
lich ungedndert, wenn an den Zusatzmassen selbst wieder erregende hat-
monische Momente wirken. Ebenso kann men offenbar Systeme behan-
deln, die sich, statt in zwei, in drei oder mehr parallele Aste verzweigen.
Ks bereitet auch fir solche Systeme grundsétzlich keine Schwierig-
keiten, die allgemeinen Gleichungen der freien und erzwungencn Schwin-
gungen aufzustelleri. Hier wollen wir uns "4
damit begntigen, die Endgleichungen fiir I s
die Eigenschwingungen zusammengesetzter 7t
5-Massensysteme anzugeben. Fiir das in

Jr =
y s

Fig. 31.

Fig. 31 schematisch dargestellte System erhidlt man die Gleichung der

Eigenschwingungen:

s . My {-mg My - Mg Mg+ My My -+ My
0P| € gt Gy T Gy e T G 5
my - Mgy My« My g iy My - My
A Loy My »T my | Loy + iy g my gy pomg
Aot ey gy g T Crala T m 1305 bl
my My My My Mgt My My Mg My Ny
my + mg + Ny my, 4 mg  my + My g + my -+ Mg
ot CgCa T TGy T ol 2 L
My * Mg * My my - mg My - My " Mg * My Mg
2 my -+ my - mg -+ My My My g ey g
71636303, My My g T C1gCo5Cas T meem
2 n3 iy, My - My * Ny Ny - M
» my + Mg+ my - my N . My 4= mg + My - M
€1 3C3aCa5 T T 023034045 - -
my - My My - 1715 My~ My - Ny - Mg
my + my 4 my 4 my A+
1 T Mg o Wy 5 _
- C13C03C34Ce5 " - e e ememe 0
1 Mg * Mg My - Mg g iy
Fir die Eigenschwingungen des in
N P . . N 1
Fig.32 schematisch gezeichneten Systems | T )
. X - niz 7ty g
lautet die Gleichung: Fig. 32.
s 6 my + m, My - My Mg —+ My My 4 my |
——mr Gy, szm- Tl T X S— 4.5 |
m My My g My my - my |
My - my -my my + My Mg+ Ny My =My Mg
Fotie ey —— el —T +Cralas - ’
My * My * My mycm, Mgy My My Mg my
My -+ mg -+ oy . My oy myg ) Mg -+ My My
+CraChq- P T Caq €y T s Gy g Oy - T
My * Mg " My My * Ny * My My - My - My
my - m, Mg oy My 1 My -+ My + My
—m? 1224654 — . T eLeCaaCas T T ot
my - My Mg My My My My My
. my - My My A My + My my + + My -+ my —+ My
T €1.2C3.4C5 OV ‘*’*"*094034145 N
my - my Mg« My * My My My * My * My

my + Mg+ my + Mg +omy 0

€5 Cs4C3 4C4 5 —— —— L L
1,2024C3.405
My s Mg~ My - My - My

4)
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Man erkennt, wie sich die Bauart dieser Gleichungen aufs engste
dem Systembilde anpaft.

Nach diesen allgemeinen Bemerkungen iiber zusammengesetzte Systeme
kehren wir zu unserem Beispiel der 6-Zylindermaschine zuriick, deren Teilschwin-
gungen durch Zusatzmassen am Luftpumpenwellenende und an der ersten Arbeits-
kurbel (m;) wir untersucht haben. Um jene Teilschwingung hervorzurufen, bei
der nur der Dynamoanker schwingungsfrei bleibt, hitten wir die Zusatzmasse
am Dynamowellenende anzubringen, wobei die Zusatzmasse in Reihe mit den
gegebenen Massen liegen wiirde. Wir konnen aber auch diesen Fall als zusammen-
gesetztes System auffassen. Dabei bleibt die Berechnung des Nebenstranges die-
selbe wie frither, so daB fiir die Zusatzmasse wieder die Gleichungen (69) und (70)
gelten. Es entspricht also auch in diesem Falle der Teilschwingungszahl des
Hauptsystems die Eigenschwingungszahl des Zusatzsystems.

Fiir die Berechnung des Hauptstranges gilt wieder Zahlentafel 12 mit
X = —Z = w?myx, = 41 380 kgem.

Das von der Zusatzfeder bei dieser Teilschwingung auszuitbende Drehmoment
ist also kleiner als das von der an mg4 sitzenden Zusatzfeder zu leistende Moment,
und es ist fast ebenso klein wie das von der Zusatzmasse am Luftpumpenende
zu leistende Drehmoment.

Je kleiner das Zusatzfedermoment ist, desto schwicher kann die
Zusatzfeder bei gleicher Beanspruchung werden, desto groBer wird ihre
elastische Lénge bei gleicher Ausfithrungslinge und desto kleiner wird
die Zusatzmasse. Unsere Untersuchung lehrt, daBl das Zusatzfeder-
moment an der Stelle des groBten Ausschlages am kleinsten wird.

Der giinstigste Ort fiir die Anbringung einer Zusatz-
masse ist demnach die Stelle des groten Ausschlages der zu
beeinflussenden Schwingung.

Die Angriffsstelle der Zusatzfeder wird zum Teilschwin-
gungsknoten, wenn die Eigenschwingungszahl des Zusatz-
systems gleich der Periodenzahl der beeinflufiten Schwin-
gung ist.

Man erkennt aus diesem Gesetz das Wesen der Wirkungsweise der
Zusatzmassen. Die Zusatzsysteme vollfithren Resonanzschwingungen,
deren Ausschlige so lange anwachsen, bis das Zusatzfedermoment den
ithrigen erregenden und Massentrigheits-Drehmomenten das Gleich-
gewicht halt. Die Zusatzmassen machen also trotz der Resonanz end-
liche Ausschlige. Man bezeichnet diese Stérung einer Schwingung durch

Resonanzzusatzsysteme wohl auch als sekundére Resonanz.

Das Prinzip der sekundiren Resonanz liegt der Wirkungsweise des Frahm-
schen Schlingertanks zugrunde (D. R. P. 227 134). Dieser besteht aus einem quer
in ein Schiff eingebauten U-férmigen Wasserbehalter, dessen Abmessungen und
dessen Wasserfilllung so bestimmt sind, daBl die Wassersdule die gleiche Eigen-
schwingungszahl besitzt wie das Schiff sclbst, so daBl die dem Schiff durch den
Wogengang aufgezwungenen Resonanz-Rollschwingungen durch die sekundare
Resonanz des Behilterinhaltes gestoért und vernichtet werden.

BEigenartig ist hei der Anwendung von Zusatzmassen die Tatsache,
daf} bei (oder ganz in der Nihe) der Periodenzahl, die der Eigenschwin-
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gung des Zusatzsystems entspricht, nicht nur die Ausschlige der Haupt-
massen, sondern auch der Ausschlag der Zusatzmasse selbst, Kleinst-
werte darstellen. Demnach ist auch die Drehbeanspruchung der Zu-
satzfeder gerade bei Resonanz des Zusatzsystems am kleinsten, was
bei der Bemessung der Feder zu beriicksichtigen ist. Die Richtigkeit
dieser Aussage geht auch aus unserem Beispiel hervor, welches lehrt.
daB die durch Hinzutritt des Zusatzsystems neu entstehenden Eigen-
schwingungszahlen des Gesamtsystems unter und iiber der Eigenschwin-
gungszahl des Zusatzsystems liegen, dal man also bei fehlender Damp-
fung (theoretisch) unendlich groe Ausschlige aller Massen und unend-
lich grolle Drehbeanspruchungen erhilt, wenn man sich von der Periode
der Eigenschwingung des Zusatzsystems bis zur neuen Gesamteigen-
schwingungsperiode nach oben oder unten entfernt.

Statt einer einzigen Zusatzmasse kann man natiirlich auch
mehrere Zusatzmassen an mehreren Stellen der Welle gleichzeitig an-
bringen. Man erkennt leicht, daf} die ganze Welle schwingungsfrei wird,
wenn man an jeder Masse, an der ein erregendes harmonisches Moment
wirkt, ein Zusatzsystem anbringt, dessen Eigenschwingungszahl gleich
der Periodenzahl des Momentes ist.

14. Zusammengesetzte Schwingungssysteme mit starrer und

elastischer Ubersetzung zwischen den Systemteilen.

Kin besonders zu behandelnder Fall liegt vor, wenn zwischen Haupt-
und Nebenstrang eines zusammengesetzten Systems eine Ubersetzuny
eingeschaltet ist, wie etwa bei einer Maschinenwelle, die durch Zahnrider
mit einer Steuer- oder Reglerwelle gekuppelt ist, oder wie bei durch
Riemen- oder Seiltrieb verbundenen Wellenstringen. Dabei miissen
wir freilich die Voraussetzung machen, da die Zahnrader ohne Flanken-
spiel und der Riemen- oder Seiltrieb ohne Gleiten arbeiten.

Die Berechnung solcher Systeme soll an den einfachsten Beispielen
gezeigt werden, da sich die Behandlung verwickelterer Fille davon
grundsétzlich nicht unterscheidet. Wir haben dabei wesentlich zwei
Fille zu unterscheiden: '

a) Das. Ubersetzungsmittel ist starr.

b) Das Ubersetzungsmittel ist elastisch.

Fir den Fall a) untersuchen wir das in Fig. 33 skizzierte System,
bestehend aus dem Hauptstrang mit den Massen m, und m,, an denen
die harmonischen Momente gleicher Periode

m 7L,
und gleicher (oder entgegengesetzter) Phase ” " JV:“
M, und M, wirken, und aus dem durch ;ﬂr 7 ",

starre Verzahnung mit dem Hauptstrang 72/
verkuppelten Nebenstrang, der die Massen Fig. 33.
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my und m, mit den harmonischen Momenten
Mzund M, derselben Periode und Phase tragt.
Die Schwingungen des einen Stranges
tibertragen sich durch die Réaderiibersetzung
auf den anderen Strang mittels der harmo-
nischen Zahnkraft P, die nach dem Grund-
satz der Gleichheit von Wirkung und Gegen-
wirkung fiir beide Réder gleich grof und
entgegengesetzt gerichtet ist. Die Zahnkraft
ergibt demnach das harmonische Moment
Z = P - ry; am Nebenstrang und das harmo-
nische Moment Z’ = — P r, am Hauptstrang,
wenn 7, und r, die entsprechenden Hebel-
arme der Zahnkraft bedeuten. Daher besteht
zwischen den Momenten die Beziehung:

Z,:fz,":z:,dz.,,, (75)

7
wern 8

das Ubersetzungsverhiltnis bezeichnet.

Ebenso besteht fiir die Ausschlige der
Massen m, und m, infolge der starren Ver-
zahnung die Gleichung:

Ky =V X, . (76)

Damit erhalten wir die nebenstehende
Berechnung des Nebenstranges, in welcher
wir wegen der Kinfachheit des Falles die all-
gemeine Buchstabenrechnung an Stelle von
Zahlen beibehalten.

Fir das freie Wellenende ergibt sich
die Gleichung:

; (my + Mmy) cg 4 — Mg My
wiyp, - te—— 22
Ny
C3,4 (77
0 77
g4 — My?
(M + 2) 20 . A M, =0, ’
3.4

Fiwrden vollkommen gleichartigen Haupt-
strang gilt mit entsprechend geinderten Be-
reichnungen und wegen Gl. (75):

n2

(my + My) €4, 5 — MMy 0
: C1.2 -
€ o My m? (78)
My e 2" M, =0,

‘1,9
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Die GI. (77) und (78) dienen zur Berechnung von Z und &, , wodurch
auch die iibrigen Ausschlige bekannt sind.

Man erhilt durch Wegschaffen von Z aus (77) und (78):

w2 o[t - my (my + v2mg) my — w2(cy, o (My + My + v2mg) - My

+ g, g my (g + ¥2(mg 4 m))) + €1y 5 4(my + My + ¥ (my - my)) ] (79)
- My o(Cyq — My 02 + (My + v My) (¢ 5 — my ©2) (€34 — My 0F)
v Myley s —mym?)eyy =0

Durch Nullsetzen der Momente M in GI. (79) hat man die Gleichung
fir die Werte w? der Eigenschwingungen des Svstems:

m \ 2 m, 2(my -+ m,
o |, Sy 22 my ﬂﬂ}
Tmy - (my + v2my) =5 (my + v2my) - my

(80)

Loe, e L B e L
PRy (my - 2 mg) my

b) Das Ubersetzungsmittel ist elastisch:
Die vom Ubersetzungsmittel iibertragene Kraft und Gegenkraft P

kommt durch elastische Formanderungen zustande. -z
So erleiden bei Zahnradiibersetzung die im Eingriff il
stehenden Zihne beider Rader Verbiegungen (Fig. 34)
y und y’ nach Gleichungen von der Form: Fig. 34.
1) . a3
Y=SET [ N
, - P . al3 ( )
YL

wenn B, E’ die Elastizitatsmoduln, J, .JJ* die (mittleren) Biegungstriig-
heitsmomente der Zahnquerschnitte bedeuten. Die fiir Verdrehungs-
schwingungen giiltige elastische Konstante c¢ der Raderiibersetzung
berechnet sich demnach aus

al a’3

_ ,*__ N

’ P J I 2

oy —:(‘y_l_yfz—,(‘—g‘—-——E Q!A::HI—:P-;'
7 3 7
Al N (82)
— 3r2

a3l a's’
Bl T my

Beim Riemen- oder Seiltrieb be-
P stimmt sich diese GroBe aus der ela-
stischen Dehnung y des Fadens (Fig.35):

y ¢ P-l

r:F-E (83)
Fig. 35. ¢ = - [




(I Lange des ziehenden
Trums, F Querschnitt, K
Elastizititsmodul des Fa-
dens.)

Zur Berechnung des in
Fig. 33 dargestellten Sy-
stems mit elastischer Uber-
setzung sei die elastische
Konstante des Uberset-
zungsmittels ¢, ; als gegeben
betrachtet. Dabei ist es
aber nicht gleichgiiltig, ob
man diese Grofle auf den
Haupt- oder auf den Neben-
strang bezieht. Denn wie
die Gl. (82) und (83) erken-
nen lassen, hingt sie vom
Quadrat des Ubersetzungs-
radius ab. Bezieht sich ¢; 3
auf den Nebenstrang, so ist
die auf den Hauptstrang
bezogene Konstante

7y

Co 3 ==Cg 3" == Cay 12, (84)
Ty

Zur Lésung unserer

Aufgabe denken wir uns
die elastische Ubersetzung
zergliedert in eine elastische
Verbindung der Massen m,
und  m,, wovon m, dem
Haupt-, m; dem Neben-
strang angehort und in eine
starre, massenlose Uberset-
zung, wobei die Wahl der
Aufeinanderfolge dieser Zer-
legungen gleichgiiltig blei-
ben muBl. Damit ergeben
sich die in den Fig. 36
und 37 schematisch darge-
stellten beiden Moglichkei-
ten. je die

nachdem cla-

2
()",

Nebenstrang (Fig. 36):
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72120 ’7;23 7y 73 My
Cp3 1 Cay ) R 3,4
\ _Crz 4 V"Cp3
[ I
m, o 7y iz
2z 72
Fig. 36. Fig. 37

stische Verbindung dem Neben- oder dem Hauptstrang zugeschrieben
wird.

Fiir den Nebenstrang (Fig. 36) erhiilt man nebenstehende Rechnung:
Dies liefert die Gleichung:
Cya— Mg yw? | 7. G300 2Ny + (Mg M)y )+ Highignd l
ZRIT L g -

C3 4 C3.3C3.4

(mg - my)

2
7PNy

Cq 4 — My 0> i
ge g, AT O L g0 [
C3.4
IFir den Hauptstrang (Fig. 36) gilt wieder Gl. (78).
Die Wegschaffung von Z aus (78) und (85) ergibt:
0?2 Ny 6 2
L [ w8 my mymgmy - o (e g (g Fomy) gy gttty (g 1 rEmg) iy
C1.2C2.3C3,4 - - )
Ly g (Mg -k Mg)) — %€y 9Ca g+ (Mg + My —=12Mg)m g4y oCq g(y 1, )1yt M 4)
€353 4 My (Mg 472 (mg -t my)}) + €1 4o 5C5 4 (g + My + 12 (M5 4 1y)) ]
, €9, 3C3, 4 2(MyCy 5 - (Mg 4 Mmy)Cy 1) -1 Mymgmr* ( 17

> (86)
[ CLo M o?
Ca.3C3.4 b C1.0

A

M,)

2
2 — W =
| '.(’]Az 2y ) (AW:;

C1.2

Cg 4— Miygmn?

C3.4
Die Werte w? der Eigenschwingungen erhdlt man aus:

, .2
. . my + m, Mg+ r2my Mg+ my
Wb — ey - dCy g 3 g -

2y - my Mg+ My '

My~ My~ My l
my+m, mg+my My r2(m3+m4)) g1y, v (g oniy)
Ve aCy g — +€3.365.4 - ——C1.2C2.3C3.4 St |

My My Mgt My My - My My My My My My

O PR R
i “1.2 42,37 7
(87)

Hitten wir der Berechnung Fig. 37 zugrunde gelegt, so wire nur
Haupt- und Nebenstrang gegen Fig. 36 vertauscht. Man iiberzeugt sich
leicht, daB durch entsprechende Vertauschung der Bezeichnungen und
Beriicksichtigung der Beziehung ¢} 5 = 1%¢, , ... (84) das Ergebnis
ungeéindert bleibt.

15. Beriicksichtigung der Wellenmasse.

In unseren bisherigen Berechnungen haben wir die elastischen
Wellen und die Zusatzfedern als masselos angesehen. Wir wollen hier
erginzend untersuchen, wie deren Masse beriicksichtigt werden kanu.

Es sei in der Entfernung z vom Abszissenanfangspunkt (Fig. 38)
J(z das im allgemeinen mit « veriinderliche, polare Querschnittstragheits-
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| moment der Welle in ecm?, y das Ge-
wicht der Raumeinheit des Wellen-

4o — __{{'_zib_* materials in kg/em?; dann ist, wenn

i g =981 cms™? die Erdbeschleunigung be-

| ' ichnet, das Massentragheitsmoment
x L zeichnet, g

fur die Langeneinheit der Welle an der
Stelle x in kgs?:

/II == (17 . J(x) (88)

Das Wellenteilchen von der Lange da hat demnach das Massentrig-
heitsmoment ;. da. Fir dieses Wellenteilchen stellen wir, genau wie
in den Gl (43), die Differentialgleichung der Schwingung auf, indem wir
die Nachbarmassenteilchen unendlich nahe annehmen. Bei Abwesen-
heit eines dulleren harmonischen Momentes an der Stelle » lautet die
Schwingungsgleichung, da der Schwingungswinkel ¢ sowohl eine Funk-

tion der Zeit ¢ als des Ortes x ist:
&
peda i F e (TG an) Tt Corian (G T egan) = 0. (89)

In dieser Gleichung ist:

GJU:)
Co ey = dx
und s
LG, Ry
ad s = da . .

Die Werte ¢ 449 und ¢ _,,, dricken wir mittels der Taylorschen Reihe
durch 4, aus und crhalten:

¢ 2 2 3 /8
q = I da ( 4 dx? « I (o) 4 da® ¢ G () 4{
Ay T T - . - P . S T
(o4 d o) /(1) 11 fa 21 (a? R
3 2 3 3
q R dw g LU da ! *q b __ dq Yo
(v -da) ) I x 2 ) 31 Cad i

Mit Beriicksichtigung dieser Beziehungen und der Gl. (88) wird:

dr » 7 (’2(, (}Jw de q dx? ¢ q 2 d a3 (»3(!"” ‘
. p 7y ct2 ! dr 1t ‘r 21 (a2 i 31 ¢ i
("(Jlﬂ - (IJ(A,.)) dr ¢ q dx? ¢2 q da® B¢ e
i dx 1! (= 21 (a2 30 (g L=

oder mit Weglassung unendlich kleiner GréBen héherer Ordnung und nach Divi-
sion mit da:

¥ %y &, d.J Cq
S J g, U e L g
g o B R * dax  cx
oder i . R
2p  fi-g ((2(, 1 dJ, cg¢ )
dez Ca? g, de cx (90)

Zur Losung dieser partiellen Differentialgleichung versuchen wir
den Ansatz:
p=X-.T.
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in welchem X eine Funktion von z allein, 7' eine Funktion von t allein

bedeuten. Mit seiner Einfithrung in Gl. (90) und mit der Abkiirzung:
Al

s (1)

ar
/

ergibt sich: .
L 27T o« (d'zX 1 dJ (IX) v
el el — s —— | . (9“&\)
T dt? X \da*  J de dr
In Gl (90a) stellt die linke Gleichungsseite eine reine Funktion
von t, die rechte Seite eine reine Funktion von a dar. Die Gleichung kann
demnach nur erfiillt werden, wenn jede Gleichungsseite einer und der-
selben Unverinderlichen — ¢? gleich ist. Das negative Vorzeichen der
Konstanten ist zu wihlen, weil sonst entgegen der Wirklichkeit der
Schwingungswinkel ¢ mit ¢ und x unbegrenzt zunehmen miifite. Gl. (90a)
zerfallt jetzt in:

1 27T N I
ARrTE
und } (90 h)
1 (A2 X 1 dJ dX c?
X (11:1'3 - Jody dr ) L j

Davon ist der erste Teil unmittetbar integrierbar und liefert mit
den Integrationskonstanten 4 und o
T =Asin(ct 4+ a). (90¢)
Das Integral des zweiten Teils kann dag«\egen nicht allgemein an-
gegeben werden. Beschrinken wir uns auf zvlindrische Wellen,
d.J
T dx
Gl (90b) wird mit den Integrationskonstanten B und f:

so ist JJ unverinderlich demnach Null, und das Integral der zweiten

X:Bsin(f :v+/)’). (904)
[

Damit erhalten wir mit ¢ = 4 . B:
tp:Csin((‘t—}—zx)sin(Z .r+/1).. (92)
Fir den Fall der freien zylindrischen Welle von der Léinge 7
mul} an den freien Enden ?g = 0 sein.
Diese Bedingung ergibt wegen

g “ sin (ct + &) cos (*c x4 ﬁ)
a a

T . . c

fiir ® =10 den Wert = und fiir «x =1 die Gleichung —~ I = nax
2 S a

wobei n eine beliebige ganze Zah] ist.

Holzer, Drehschwingungen. 6
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Damit wird fiir die freie Welle:

@n = C, 8in (q nlnt + oc) cos "lej % (92a)

Je nach dem Wert n erhalten wir also beliebig viele Kigenschwin-
gungen von der Dauer 21

n=_ (93)

die sich demnach umgekehrt wie die Gradzahlen » verhalten. Die Eigen-
schwingungszahlen sind mithin ganzzahlige Vielfache der Grundeigen-
3

___— schwingungszahl n, = —Oig - Es ist
bemerkenswert, dall Wellen gleicher
Linge gleiche Eigenschwingungszah-
len haben, welches auch der Wellen-

/ n=z ’
I durchmesser sei. Die Gl. (92a) zeigt
ml

T ferner, daBl an den Stellen z = -

Schwingungsbiucheauftreten(mganze

T~ o~ Zahl von 0 bis »), zwischen denen
4 7% ~_ gleichmiBig verteilt iiber die ganze
Tig. 39. Wellenlinge die Schwingungsknoten

G liegen (Fig. 39).
Die Konstante a = |// "9 nach Gl (91) ist eine Materialkonstante
}/

und hat die Dimension em s ! der Geschwindigkeit. Sie stellt die
Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Torsion dar und ist fir Stahl
830000 - 981 . sCm . m
_] 00078~ 3.23-10°° ° = 3230 . (94)
Die Losungsgl. (92) kénnen wir nun auch zur Beriicksichtigung der
Triagheit des Wellenmaterials bei unseren Schwingungsberechnungen in
der nachstehend beschriebenen Weise beniitzen.
Wir denken uns die Berechnung der Schwingung bis zur Masse

durchgefiihrt, so daB uns der Ausschlag a; und die Momentensumme
k=h-1
Z (0? my o - M) bekannt ist. Nun berechnen wir zunichst
k=1
ohne Riicksicht auf die Masse des Wellenstiickes /p,n 41 die
Schwingungsform in der iiblichen Weise weiter und erhalten so die Werte

k=h
Mot X (@Fmng + M),

k1
und 7
(02
< byt 2 (@2 mg 0 + M),
b 1

\J
Chohy 1 (.7,
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und damit den Ausschlag (%;41)e- Der Zeiger Null soll andeuten, dafi
diese Werte vorlaufige, mit Nullsetzung der Masse des Wellenstiickes
In.n+1 berechnete Werte sind zur Unterscheidung von den wirklichen,
nit Beriicksichtigung dieser Masse zu findenden Werten. Der Einflu3
des auf die Masse m;, folgenden Wellenmaterials wird sich darin zeigen,
daB die Seite der Schwingungsform zwischen m; und mjs ., nicht mehr
eine gerade Linie, sondern eine Kurve

-
ist, die sich bei m; tangential an die Ge- - 1
rade der Schwingungsform anschmiegt LS
(Fig. 40). Die Ordinaten der Schwin- 82 gé
gungsform stellen bekanntlich die Groft- L Vv
werte des Schwingungswinkels, die Aus- 7z, My pq

schlage, dar. Folglich miissen wir bei Fig. 40.
Verwendung unserer Losungsgleichung

(92) ebenfalls den Zeitpunkt betrachten, fiir welchen der Schwingungs-
winkel ¢ gleich dem Ausschlag wird, also firr sin(ct; + «) = 1. Die
Konstante ¢ stellt dabei die Winkelschuelle der Schwingung dar; sie ist
also in unserem Fall gleichbedeutend mit der Winkelschnelle o der
untersuchten Schwingung; demnach

c=0,. (95)

Damit wird der Ausschlag @max nach Gl. (92), den wir jetzt wieder

mit & bezeichnen wollen, da wohl keine Verwechslung mit der Integra-
tionskonstanten « in Gl. (92) zu befiirchten ist:

+4). (96)

~ = C'sin (ﬂ
a

Die Kurve der Ausschlige der Schwingungsform zwischen m; und my.,
ist also eine Sinuskurve, von welcher der Aunfangswert .o = &,
und die Anfangsneigung '

(FL"E) _ (g2l — o

(I:U r—=0 l
bekannt ist. Wir erhalten folglich aus Gl. (96):

(X)geo = Csin ff = «,,

do)  _ o _ Gaad— o, 00

Aus den beiden Gl. (97) bestimmen sich leicht die Integrations-
konstanten C und f, womit die Kurve der Ausschlige (Gl. 96) festgelegt
ist und der wirkliche Ausschlag

. !
Njyr = C'sin (“(’l +ﬁ) (98)
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berechnet werden kann. Zu beachten ist dabei, dall gemafl der Her-
leitung die Wellenlange « und [ sich auf die wirkliche Welle beziehen,
.ebenso wie in Gl. (88) und (90) J das Querschnittstrigheitsmoment der
wirklichen Welle bedeutet. Da unsere Lésungsgleichung (92) nur fiir
zylindrische Wellen gilt, mul man also die gegebene Welle durch
zylindrische Stiicke annihern, wenn eine wesentlich abweichende
Wellenform vorliegen sollte.

Die Trigheit des Wellenstiickes 5.1 beeinfluflt indessen nicht
nur den Ausschlag «,,;, sondern auch das Summenmoment. Das
allein vom Wellenmaterial verursachte Trigheitsdrehmoment 4 M
herechnet. sich wie folgt:

-1 14
- I 4 . (o _
M- /m Adm=w?-. 4 JO/sm(-(;— + ﬂ) da

) 0

—wlaJ.C cosfy — ('os(g)—l -+ /3)]
q a
oder: ; ’
,1M:2wa§J—0sin<;—)—a+ﬁ)Sing~a. (99)
Damit wird das gesamte Summenmoment:

2= +4M. (100)
l
Der Wert % wird wohl (praktisch) immer eine kleine Grofe sein,

so daB man die trigonometrischen Funktionen durch einige Glieder ihrer
Reihe ersetzen kann:

Der mit Beriicksichtigung des Wellenmaterials zwischen m;, und my,
sich ergebende Ausschlag &, kann nach Gl. (98) geschrieben werden:

. wl wl .
Xy =0C <Sm —-cos fl + cos sin ﬁ) (98a)
a a
Darin setzen wir nach Gl. (97)
Csinfi = a,,
-
A 2-/:0
) e S O 5
Coanfp - FWhrdo & 0T G T o
7 o) [ o) l ) I' Cuhy
N S
« =l (0 ey
[0} J aJ, w GJ -
[h.h-i 1’ 3

‘]u ]h,h it
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Setzt man diese Werte in Gl (98a) ein und begniigt man sich mit
den ersten Gliedern der sin- und cos-Reihe, so wird

wl aXn, " >
Apyr ==+ — - g5 TO& =08 — ~—,
“ w GJ Ch, gt

Das ist aber der Ausschlag ohne Berticksichtigung der Wellenmasse.
Um die Wellenmasse zu berticksichtigen, mul man demnach mehr Glieder
der Reihenentwicklung anwenden. Wir erhalten dann mit 2 Gliedern:

N ,
—hy wl\?
AIl—{l =&y — - 7(7(/7

('h,lz +1 /

ST
Xy, | iy

| 2 6 Cnnri

(1o1)

Das in Klammern gesetzte erste Glied der rechten Gleichungsseite
(101) ist der Wert (a;,,), des Ausschlags ohne Beriicksichtigung der
Wellenmasse, das darauffolgende zweite Glied stellt also die durch dic
Wellentrigheit verursachte Anderung des Ausschlages dar.

Den Ausdruck | M haben wir bereits durch die Funktionen der
halben Winkel ausgedriickt, so da die Naherung an und fiir sich besser
wird. Wir finden als erste Naherung:

N
" >

M =wm2l'-.] (oc,, f«l-!’w) . (102)
q N 2(:11,/14 1/

Als zweite Naherung erhdlt man:

% 1 [fwl\? > 1{wl\*
IR () Bl (R
" 7 ,(\] 2\ 2a 2¢h pti 6\2a
1 wl)“)
M1 - T .
( 6(2@

Die Anwendung der Rechnung wollen wir an einem einfachen Zahlenbeispiel
ciner Schiffswelle zeigen, weil eine Beriicksichtigung des Wellenmaterials meist
nur fiir die langen Schraubenwellen der Schiffe erforderlich scheint. Wir wéhlen
dazu die Welle des Dampfers ,,Besoeki®, die im Frahmschen Aufsatz (Z.d. V.
d. I. 1902, 5. 8001.) in Fig. 4 dargestellt ist. Die bezogene Entfernung der Kurbeln
wurde aus jener Figur mit dem MaBstab zu o100 cm crmittelt und die Massen
der Kurbeln und des Propellers wurden aus der Zahlentafel S. 881 unter Nummer 14
des genannten Aufsatzes entnommen, wobei mangels einzelner Angaben die auf
den Kurbelhalbmesser 53,5 em reduzierten Massen fiir jede der 3 Kurbeln gleich

4 .2

éo} = 3,68 und fir den Propeller zu 31,68 k@:g—m?, so dal}
die Traghcitsmomente der einzelnen Massen in bezug auf die Wellenachse sind
My = mgy = my = 3,68 + 53,5% und m; = 31,68 - 53,52 kgem s2. In diesen Frahm-
schen Angaben sind aber bereits Zuschlige fiir die Wellenmasse enthalten;
wir rechnen dahcer mit den reinen Trighcitsmomenten m, = my = my = 10 326
und m; = 90 460 kgem s

Der Wellendurchmesser ist 30 cm, das polare Trigheitsmoment des Wellen-

(102a)

1
angenommen sind zu -

querschnittes J = .;) -30¢ = 79522 cm?, und der Schubelastizititsmodul ¢ ist

828 000 kg/em?  Dic auf den Wellendurchmesser 30 cm bezogene Welle st in
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1, 50460 Sy 7y My Moy Flg 41 dargestellt.
E J) - — Firr unsere Berech-
' 3700 1 1001004 nung wollen wir die

a Lingen auf G J, =
Fig. 41. 101  bezichen und
erhalten: :
l l 0 __#1010 15,19
s = l,e = 100 o500 - 79522 = 1
und
10
I, = 3700 - 0 — 561,9.

828000 - 79522
Frahm gibt dic niedrigste Eigenschwingungszahl dieses Systems zu n = 257,4

:m\ 2
(unter Zusammenfassung aller Kurbelmassen) an, entsprechend w2 = (J;%L) o~ 730.

Da es uns hier weniger darauf ankommt, die Verschiebung der Eigenschwingungs:
zahl durch die Beriicksichtigung des Wellenmaterials zu zeigen, als den Vergleich
der Berechnungen bei einer und derselben Periodenzahl darzutun, so wollen wir
alle Rechnungen fiir w? = 730, unbekiimmert um etwaige Restmomente, durch-
fithren.

Wir erhalten zundchst ohne Beriicksichtigung der Wellenmasse:

w?="1730.
e B A R VS
90460 | 66035800 l 1 : 66035800 | 66035800 i 561,9 |, 3,710552

10326 7537980 | ——2,710552
10326 | 7537980 | —2,779824
10326| 7537980 | —2,817267

—20432087 | 45603713 | 15,19 0,069272
—20954 258 | 24649455 | 15,19| 0,037443
-—21236502 | 3412953

Mit genauer Beriicksichtigung der Wellenmasse:
Nach Gl (91):

/828000 - 981 cm
@ = ]/ = 0078 = 322700 .
Daraus
@ _ 322700 1043 670m;
[0} ] 730

(Z = 0,000083726 cm -~ .
(

Wir wollen die Reihenfolge der Massen wie in der vorstehenden Tafel bei-
behalten und den Ausschlag des Propellers wieder wie dort willkiirlich gleich |

nehmen. Aus der Tafel entnehmen wir (1. Zeile): (a4 ) — &, = —3,710552
und erhalten damit nach Gl. (97):
Csinf =1,
¥ Ny a (‘\h{—})u"‘ g _ G4 67 . 357»170552 Gy
Ccosp == o ; 1= 11943,67 3500 — 11,97773 .
Daraus:
O2 == 12 - (—11,97773) — 44,4660,
C = 12,01940
und:
cotf = —11,97773,

f==180° ~ +°46" 21" = 175,2275° -~ 3,05830.
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Ferner ist

";l = 0,000083726 - 3700 = 0,30979,
daher:

ml

i + B = 3,36809 ,
= 192,9773° = 192° 58" 38" .

Der wirkliche Ausschlag der vom Propeller aus gezéhlten ersten Kurbel (m,)
wird also nach G (98):

ay = Csin (ml

+8) = —2,609120.

Ebenso wird nach Gl (99):
4 M,=2-]730 - 322700 -
A M, = —1462487.

Wir erhalten also fiir die Masse m, den wirklichen Ausschlag a, = —2,699120
und damit

0,0078

981 79522 - 12,01940 sin 184 ° 6" 8" sin8° 52" 28",

My w2y = —7537980 - 2,699120 = —20345913 .

Die Summe der Momente ergibt sich dann zu
N =N+ mywia, + 1M, = 66035800 — 20345913 — 1 462487 == 44227400 .

Hieraus berechnet man wieder die Ausschlagdifferenz ohne Wellenberiicksichtigung:
(ag)g— &g = ly g Xu: G Jy = 15,19 - 44227400: 10'° = 0,067181,

umn die Rechnung genau wie fiir das vorausgehende Wellenstiick [, , jetzt fur das
Wellenteil 1, 3 zu wiederholen, ndmlich:

C'sinp = —2,699120

C oosp = —11943,67 - 0]63581 - 8,238,

woraus mwaun findet:
f C = 8,46569 und f = 3,46609 .
Daraus erhilt man:
g =—2,766208 und 4 Mz = -—126209.
N =+ mygmaz+ I My = 23249570,
(ng)o—ag =154 D3:GJy=10,035316 .

Damit berechnet man fiirr das Wellenstiick [, ,:

C = 5,04417, P =.3,72204 ,
ag=—2,801415 A, M = —128570.

Die ganze Berechnung der genauen Beriicksichtigung der Wellenmasse ist
in der nachstehenden Zahlentafel zusammengetragen:

w?=130.
m ﬁ&;?"( x j" mota AN X T 1 13:@J,

- - ! T 77”7777!7 0 — = ! 3 l
9046066035800, 1 66035800  — 166035800 561,9 3,710552

10326 7537 980 —2,699120 *20345913 —1 462487 | l44227400 | 15,19 ' 0,067181
10326| 7537980, —2,766208 ——20851 621 — 126209 ]23249570 15,19 0,035316
10326 /537980 —2,801415 -21 117010 — 128570 2003990

: \
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Mit angenidherter Beriicksichtigung der Wellenmassc:
Nach GL (101y wird:
h) wl\? [« 1 \
—_ <1 1 I R “1
it (al 01.2.) ( ) [2 6 012
= 1-—3,710552 — 0,30979%[0,5 — ! - 3,710552] = —2,699187
I M, nach Gl (102)

=730 3700 - 22978 . 79520 [ _BTI0852) ) 60642 .
981 2
Nach der genaueren Formel (102a) wird;
A M, = 461,568 - 3700 - |1 (1—0’022992) — 1+3,710552 (1 — | - 0,023992)

(1 — 1 +0,023992) = 461,568 - 3700 - —0,859855 - 0,996002
A My = —1462591 . :

Zur Beurteilung der Niherung beachte man, dafi es sich hier um einc lange
Propellerwelle handelt; nichtsdestoweniger sind die Nédherungen ausgezeichnet,
wic der Vergleich mit der genauen Berechnung zeigt.

Man erhdlt aus den gefundenen Werten:

My oy = —7537 980 - 2,699187 = —20346418,

M= Fmy oo, -+ AM, = 66035800 — 20346418 -— 1462591 = £4226791,
N, 4226791 - 15,19
e 100

Daraus:

= 0,067180.

2,699187 |
Ay = (— 2,699187 — 0,067180) — 0,0000701 (- 0187 1 - 0,067180 )

2 6
Ay = —2,766272 .

1 .My = 461,568 - 100 ’— 2,699187 —

0,067180 ‘ == -— 126136 nach GL (102)

[ M, = 461,568 - 100 ‘A- 2609187 (1 — P00
- Q,067]80 (l 40,0000175 ) I (1 . 0, 0000[7 5 )
2 6 6 N
Mit diesen Werten berechnet sich:
Ny = X, b omgotag b (M, = 14226791 - 20852 103 — 126 136.
N, = 23 248 552,

nach

1o 16 | Gh (102a)

N,
:,-f = 0,035315.
3.4
- 2,766272  0,035315
vy = (—2,766272 wo,o:;.a:m)f—f0,0000701( ,;‘204 (;) '

Ay = — 2,801490; [ My == — 128 496.

Die Ergebnisse der angeniherten Beriicksichtigung der Wellenmasse sind
in der folgenden Tafel enthalten:

w?* = T30 .
o o o o B o
m mw? | A mo?a [ y b ';
90 460 66 3') 800 1 l 66 035 800% — 66 035 80()‘ )6] 9 3,710552
10326 | 7 537 980, - - 2,699187 20 346 -HSi - 1462 591 44 226 791 15,19 0,067180
10 326 ' 7 537 980 - 2,766272‘ - 20852 103 126 136 23 248 552 15,19 0,035315
10 326 7 537 980|-— 2,801490 - 2] 117 376 128496 2002 480
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Wir wollen hier noch ein anderes einfaches Verfahren der Beriick-
sichtigung der Wellenmasse entwickeln, indem wir die Masse der Welle
zwischen den gegebenen Massen m, und m, , ; durch eine Ersatzmasse
w;, am Orte der Masse m, ersetzen, welche den Ausschlag a,, ., , richtig
ergibt und durch eine Masse wj, , ; am Orte der Masse m, , ,, die das
richtige Summenmoment herstellt.

Durch die Ersatzmasse w, #ndert sich das Summenmoment der
h-ten Masse In

Nh = Xy, wama, (103)
wenn .\_‘,,“ die Momentensumme ohne Beriicksichtigung der Wellen-
masse (I, ,, ) und a, der Ausschlag von m, ist. Bei massenloser Welle
ist aber

N ) .
- — —igy Y =0y, 104
Ah+1 = Oy - A . . . ( )
(./I,’l+1 Chy b+ 1 Chnoh+1

Andererseits ist aber nach Gl (101) der richtige Ausschiag mit
Einbeziehung der Wellenmasse:

N » 'S -
x —hy o\ a, | B
Apyy = h o L
Choh+1 a 2 6 Chyh 41

Der Vergleich von Gl (101) mit (104) liefert:

- N -
N IN? ] ennsn -l

wy = T
a = YA

Diese Zuschlagmasse zu m,, ersetzt demnach die Wellenmasse (wirk-
liche Linge 1) zwischen m, und m,  , hinsichtlich des Ausschlages.
Diese Zusatzmasse vermehrt aber auch die Momentensumme um wy, w?a, -
Die richtige Anderung | M dieser Summe ist aber nach Gl. (102).

(105)

~
. —h
(M —w2l? J(a,, _—)~—~‘1-—> :
g =Cn.Ch+y1
Um diese Anderung zu heriicksichtigen, wird die Zusatzmasse w} , |
an der Masse m,, | zugefiigt, fiir welche also gilt:
-

’ 2 — w?l b J —hy o 2
Wi 1M, = J\aw — 0 ) —wporay,
q ‘-(h, h+1
oder:
N / 2 \T
¥ — [\ : A -
’ / 0 . h ]
w’t+1'(\hr1:"l""/(“’l - .).'mﬁ">_( ) Coohya| o — Ger o
) =Cnh 41 @ - = Yohhs
oder wegen :
, Uy GJ, «.J
at=- " und ¢y, = = g
v w1 !
~
by &), —hg .
Whpy Opyq =1—J 7" - . (106)
g 2 ‘3(.11, h+1
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Auf dieselbe Form a8t sich Gl. (105) bringen, so .daBl man fiir die
beiden Wellenersatzmassen erhalt:

»
w;,(xh::l'—z J({xﬁ L The )

2 Bonne (107)
4 &n 2
W4 1Onp1 =1 5]( 5 —-3;}1,,;-»‘11)

Da in den GL. (107)I- 7 J das Trigheitsmoment des ganzen Wellen-
g

stiickes zwischen den Massen m, und m,  , darstellt, so erkennt man
leicht, daB die den Ausschlag richtigstellende Ersatzmasse wj groBer
als die halbe Wellenmasse wird, wenn oy und 2 von entgegengesetz-
ten Vorzeichen sind, und daB die das Drehmoment korrigierende
Ersatzmasse wy, ., groBer als die halbe Wellenmasse wird, wenn &,

Z’L )
nnr1)
Die Ersatzmassen konnen sowohl positiv als auch negativ ausfallen.
Sie werden unendlich gro in einem Schwingungsknoten, aber ihr Mo-
ment bleibt endlich.

Auch diesc Berechnungsweise mit Wellenersatzmassen wollen wir am gleichen
Zahlenbeispiel zeigen. Dabei ist es nicht nétig, die GroBen der Ersatzmassen
zahlenm#Big auszurechnen; man braucht nur ihren Beitrag zur Momentensumme
einzufithren. Da in den Gl. (107) die X, als RechnungsgroBe auftritt, so enthilt
in der folgenden Zahlentafel dic =-Reihe dic Werte X, ohnc Beriicksichtigung
der Wellenmasse und darunter den Wert ¥ mit ihrer Beriicksichtigung; das

und 2, vongleichem Vorzeichen sind (wegen Cppq=0p—

~ A

. . . T 2 3 .
glciche gilt von der letzten Reihe, die die Werte ‘;" und ;’ untereinander enthilt.

Das Zustandekommen der Zahlentafel diirfte leicht verstindlich sein.

w?="T30.
= = i - T S TG *
m m m? & w w?al) m w? o wolal)| ¥ u ! l ‘Z"
' i I
B i = - -
9046066 035800 1 ‘ — 66035800‘ ‘66035 800 561 9 3,710552
Fﬁ202 247‘ 65833 553 3,699187
10326 7537 980 2 699181\ -1258 395 20346418 44228740! 15,19/0,067183
— 62810/44165930 0,067088
10326, 7537 980;~2,76627o}- 63843 20852126 23249961 15,19/0,035317
‘ [ - 64113\23185848 ’0 035219
10326 7537980 —2,801494 — 64385 —21117606 2003857
1) Diese Zahlen sind folgenderweise gefunden:
o ot (™ o) g an I 3710552y -
wymiag = l&»J( A 77.67(}1:2) = 461568 - 3700 | , 6 | = 202247
et (M e} gy sek . aman . |1 3710552 g s
wima, = wm?l y -/( PES ”1,2) 461,568 - 3700 ( 9~ N ) - 1258395

{Furtsetzung dieser IFuinote ndchste Seite.)
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Man erkennt aus allen Berechnungsweisen die vorsiigliche Ubereinstimmung.
Die GroBe des Unterschiedes der Restmomente mit und ohne Beriicksichtigung
des Wellenmaterials 148t die Erniedrigung der Eigenschwingungszahl durch die
Triigheit der Wellenmasse erkennen und abschitzen. Man findet z. B. als Rest-
moment ohne Beriicksichtigung der Wellenmasse — 36448 fiir @2 = 760. Dem-
nach entspricht der Unterschied 760 — 730 einem Unterschied der Restmomente
3412953 ;- 36448 o> 3449000. Da nun der Unterschied der Reste mit und ohne
Wellenmasse bei @2 = 730 betrigt co 3413000 — 2004000 ~ 1409000, so wird

1409 260 —730) o 748

die Eigenschvﬁnéungszahl etwa liegen bei w2 = 760 — 3449

gegen o 760 bei masseloser Welle.

1. Gedampfte Drehschwingungen.
16. Begriff der Dampfung.

In unseren bisherigen Untersuchungen iiber Drehschwingungen
haben wir stillschweigend von Bewegungswiderstinden aller Art ab-
gesehen. Die freien Drehschwingungen miiften demnach, einmal an-
geregt, unbegrenzt weiterdauern, obwohl keine erregenden harmonischen
Momente wirken, und zur Aufrechferhaltung der erzwungenen Schwin-
gungen brauchten die erregenden Momente keinerlei Arbeit zu leisten.
Beide Folgerungen widersprechen jedoch der Erfahrung; denn in Wirk-
lichkeit kommen Schwingungen ohne Bewegungswiderstinde nicht vor.
Diese Widerstiande bewirken bei freien Schwingungen das bekannte,
allmihliche Kleinerwerden der Schwingungsausschlige bis zum ginz-
lichen Erlsschen, und bei erzwungenen Schwingungen muf8 dauernd die
zur Uberwindung der Widerstiande verbrauchte Arbeit von den erregen-
den periodischen Kriften oder Momenten geleistet werden. Im Falle
der Resonanz, d. h. bel Ubereinstimmung der Periode der erregenden
Krifte mit einer der Eigenschwingungen des schwingenden Systems
verhiiten die Bewegungswiderstinde das dauernde Anwachsen der

wgo®ay = 461,568 - 100 (2090187 O.067TI83) g9 410
w20, = 461,568 - 100 - (/_7236299]787 —9’%;@ ) = 63843
wymw2a, = 461,568 - 100 - (‘ 2’7256275 — 0’93‘?3717,\ = 64113
wlway = 461,568 - 100 (':?’72‘5@73 _ 9ﬁ§ﬂ3) — 64385
Nitro=22p w0, + m/,+1"’2“r,;1

it =2ht1.0 T W 0%,

.
s

Npyy =g — — .
! ‘ Choht1
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Schwingungsausschlige bis zum Bruch. Wegen dieser Kigenschaften
bezeichnet man die Bewegungswiderstinde auch als dampfende
Kriafte oder kurzweg als Dimpfung. Da sich in vielen praktischen
Fallen die Resonanz nicht vermeiden 1a3t, so ist es von groBtem Iuter-
esse, die Ausschlige und die Beanspruchungen bei gedimpften Schwin-
gungen und damit auch die Gefihrlichkeit der Resonanz zahlenmiBig
berechnen zu kénnen. Dazu mull man zunéchst die Gré8¢ und Wirkungs-
weise der dimpfenden Widerstande kennen.

17. Die dimpfenden Widerstiande.

Die den Drehschwingungen entgegenwirkenden dampfenden Krifte
sind entweder aullere Reibungskrifte wie die Lager-, Stoptbiichsen-
und Kolbenreibung der Getriebeteile und die Luft- oder Wasserreibung
der umlaufenden Massen, oder innere Reibungskrifte infolge unvoll-
kommener Elastizitiat des Wellenmaterials. Da die an den Schwingungen
teilnehmenden Triebwerksteile gelenkig miteinander und mit der Welle
verbunden sind, die Zapfen in den Lagern aber immer, wenn auch kleine,
Spielrdiume haben miissen, so ergeben sich durch die periodische Um-
kehr der Schwingungsbewegungen Stofle der Zapfen gegen die Lager,
die ebenfalls dimpfende Widerstinde darstellen. Auch in den an eine
Kurbelkropfung fanschliefenden Kurbelwellenlagern konnen, wie wir
sahen, durch die von den wechselnden verdrehenden Momenten hervor-
gebrachten Forminderungen ebenfalls Stofle der Hauptwelle eintreten.
[n magnetelektrischen Maschinen werden durch die Schwingungen
der Ankerwicklungen im Magnetfeld durch magnetelektrische Induktion
gleichfalls dampfende Krifte wachgerufen.

Um die dampfenden Widerstande rechnerisch beriicksichtigen zu
konnen, miissen wir wissen, wie gie sich wihrend einer Schwingung
andern. Die GesetzmiBigkeit der Anderungen ist nun fiir die einzelnen
der aufgezithlten Widerstinde verschieden und zum Teil nicht ganz
cinfach. Wir begniigen uns indessen hier mit der Annahme, dafl alle
Widerstinde der augenblicklichen Schwingungsgeschwin-
digkeit proportional und ihr entgegengesetzt seien. Wir
setzen also in jedem Fall das diémpfende periodische Moment gleich

dq
ke de wobei wir £, den Damptfungsfaktor, als gegebene Grolie
hetrachten. Diese einfache Annahme ergibt, wie die Erfahrung gelehrt
hat, in den weitaus meisten Fallen eine geniigende Ubereinstimmung
der Rechnung mit der Beobachtung. Da sich die Schwingungsberech-
nungen meist auf die erzwungenen Schwingungen beziehen, die. wie sich
zeigen wird, auch bei Vorhandensein dimpfender Widerstinde, cinfache

harmonische Schwingungen sind in der Form: ¢ = a sin (w ! |-y),
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dg
v dt
:) ) . Das Déampfungs-

so wird nach dem Ansatz das ddmpfende Moment K = —Fk-

=—koawcos(nt+y)=kaw sin(wt + v

moment ist demnach ebenfalls ein harmonisches Moment, das dem zu-
. . a o, . .
gehorigen Schwingungsausschlag um 5 in der Phase nacheilt (Fig. 42).

Wenn fiir eine bestimmte Art der Dampfung, ctwa fiir die StoBe im
Tricbwerk, der einfache Ansatz ungeniigende
Chereinstimmung zwischen Rechnung und Be-
obachtung ergeben sollte, so kann man diesenm ‘%
Mangel vielleicht auch durch Annahme eines S
andern, durch Versuche zu findenden Phasen-
verschiebungswinkels abhelfen derart, daf3 die
zur Uberwindung dieses Widerstandes aufzu-
wendende Arbeit genau so grof3 ist wie die tat-
sichliche, in Warme verwandelte Dampfungs- TFig. 42.
arbeit.

Nach diesen Vorbemerkungen wollen wir dazu tibergehen, unge-
fihre Anhaltspunkte iber die GroBe des Diampfungsfaktors in den ein-
zelnen Fallen der dimpfenden Widerstinde zu ermitteln.

18. Dampfungsfaktoren.

Die Lager-, Stopfbiichsen- und Kolbenreibungsmomente
werden in Wirklichkeit weder vom Schwingungsausschlag, noch von
der Schwingungsgeschwindigkeit abhingen, sondern ungefahr konstant
sein. Will man diese Art der Dimpfung durch eine harmonische Diamp-
fung nach unserem Ansatz ersetzen, so mull die wahrend einer vollen
Schwingung verbrauchte Arbeit in beiden Fillen tibereinstimmen. Ist
M, das gegebene konstante Reibungsmoment in kgem, so ist die withrend
einer Schwingung vom Ausschlag + « verbrauchte Arbeit Y = M, - 40,
Die Diampfungsarbeit der harmonischen Geschwindigkeitsdampfung
berechnet sich zu

) +a d(/) f:AT (lqﬁ ut:"‘r .
A= [k it cdg = / k- It At = [k-w?acos? (@t - y)dl
A t=0 mi=0
oder:
N=nmnkwa?. (108)

Durch Gleichsetzen der Arbeiten ergibt sich fir die gewohiiliche Rei-
bungsdampfung:

b=-- . (109)



94 Gedampfte Drehschwingungen.

Der Dampfungsfaktor ist also hier dem Ausschlag umgekehrt
proportional. Da der Ausschlag nicht von vornherein gegeben ist, so
wird man demnach die gewthnliche Reibungsddmpfung zundchst
schitzen und, wenn nétig, auf Grund des Ergebnisses berichtigen
miissen. In den meisten praktischen Fillen spielen die Reibungs-
dampfungen nur eine ganz untergeordnete Rolle und kénnen wohl ganz
vernachléssigt oder durch einen geringen Zuschlag zu den wesentlicheren
Diampfungen beriicksichtigt werden, die selbst ohnehin nicht sehr genau
ermittelbar sind.

Fir in Luft oder Wasser schwingende Massen von grofleren
Abmessungen triftft das angenommene Dampfungsgesetz erfahrungs-
gemifl geniigend genau zu. Fir die Grofe des Dampfungsfaktors k
spielt natirlich die Gestalt der schwingenden Masse eine wesentliche
Rolle. Fiir runde, glatte Korper, die die umgebende Flussigkeit bei den
Schwingungen nicht verdringen, wird k sehr viel kleiner sein, als fir
Koérper mit Vorspriingen, Schaufeln, Armen und sounstigen, die Fliissig-
keit bei den Schwingungen unmittelbar verdringenden Teilen.

Einen ungefihre1 Anhaltspunkt aber die Grofe des Dampfungs-
faktors fiir in Flussigkeiten schwingende glatte Korper liefern uns die
Re’bungsarbeiten der glatten Turbinenscheiben, fiir welche Stodola?)
die Reibungsarbeit N, in PS angibt durch die Formel:

D2 uy B
N, = )’-1()“‘( ‘> (’) T
= 100/ \100/ 7
Dabei bedeutet S eine Beizahl, die durch Versuche in den Grenzen
1,9 bis 2,6 gefunden wurde, [3; den Auflendurchmesser der Scheibe in
c¢m, u, die Umfangsgeschwindigkeit der Scheibe in em s ! und y das
spezifische Gewicht der umgebenden Flussigkeit in kg/em?. Bezeichnen
wir die Winkelgeschwindigkeit der Scheibe mit o, das reibende Moment
in kgem mit M, , so ergibt sich:
7500 N, 75 .

WIT -= »w g 8 - 10 -8 ﬁ ])]' 102 '/:’ .
[Mihren wir ferner das Trigheitsmoment m der Scheibe ein, welches fur
eine mittlere Scheibendicke &, == Z D, und ein spezifisches Gewicht des
Scheibenmaterials p; in kg/em3 sich berechnet zu

T . :
"=y LDy, (g = 981 em s~ 2 Krdbeschleunigung) |
32 ¢
so kann man das Reibungsmoment 3, auch folgendermafien ausdriicken:
Y "
15 324 5y .
J/,.T( . q. 10 8 / i )/m,u)‘-"'-'(f mw? . . (110)
. 8 T Ay

1 Die Dampftarbinen, 1V, Nafl. S, 124
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Stodola hat die mittlere Dicke der untersuchten Scheiben nicht
angegeben. Da es sich aber um Scheiben handelte, so war sie sicher
gering im Verhéltnis zum Scheibendurchmesser. Fiir nicht scheiben-
férmige Korper kann iibrigens die Verhéltniszahl 4 der Dicke zum Durch-
messer wohl auch den Wert § selbst beeinflussen. Nehmen wir einmal
an, dall der Wert f§ ~ 2 noch fiir 1 = 0,1 gilt, so wird fiir solche in Luft
(y = 1,2- 1079 rotierende Massen aus Stahl (y, = 0,0078):

7532-981 . 2 12-10°°
¢ = 1032981

8 & 0,1 0,0078
Das Reibungsmoment, das ein mit der Winkelschnelle w in einer
Flissigkeit umlaufender Kérper vom Trigheitsmoment m erfahrt,
kénnen wir nach Gl. (110) ausdriicken durch M, = ¢m w?. Vollfithrt
der Kérper aufler einer gleichférmigen Drehung mit der Winkelgeschwin-
digkeit @, (Maschinenwinkelgeschwindigkeit) gleichzeitig eine har-
monische Drehschwingung ¢ = « sin(®,t + y), so iindert sich seinc
Winkelschnelle @ in jedem Augenblick und betriigt:

= 0,0003 .

d
0 = Wy + 0—;{: = Wy + & wgcos(wyt 4 7).

Das augenblickliche Reibungsmoment ist dann:
M, =cmw?=cm[w, + & o co8(wgt + )2
= cm[w), + 26 v, wycos (w,t + 71,

wenn wir das kleine Glied & w§ cos2 (wg ¢ + y) als unerheblich weglassen,
da & immer eine kleine Grof3e ist. Das Reibungsmoment setzt sich dem-
nach zusammen aus einem unverdinderlichen, von der gleichformigen
Drehung herriihrenden Teil ¢m ), und aus einem periodisch wechseln-
den, von der Schwingung herrithrenden Teil:

do
AM,=2cma w, wycos(wyt + y) = k- TZ = kna wgeos(mgt + ).
Aus letzterem erhdlt man die Beziehung:
d M
k:2cmwm:—~~1’-. (1
dw

Fur glatte, runde, in Luft rotierende Massen, deren Breite etwa
0,1 des Durchmessers ist, fanden wir 2¢ = 0,0006. Demnach werden
wir fir die gewohnlich vorkommenden Massen, die Arme und sonstige
luftverdringende Teile besitzen, etwa 2c¢ = 0,001 annehmen diirfen,
solange nicht genauere Werte aus Versuchen vorliegen.

Wir erhalten demnach fiirin atmospharischer Luftrotierende

Massen aus Stahl:
k = 0,001 m w,, (112)
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Fir die im Wasser schwingenden rotierenden Schiffsschrauben
hat Frahm in seinen mehrerwihnten Untersuchungen!) das Wider-
standsgesetz angegeben zu

M=K-v1=Co (113)

Darin ist M das Widerstandsmoment, K und C Konstante, v die augen-

blickliche Drehgeschwindigkeit und ¢ ein Zahlenwert, der aus Versuchen

zu ¢ = 3,6 bis 4 gefunden wurde. Daraus bestimmt sich der Dampfungs-

faktor nach der vorher gezeigten ausfiihrlichen Ableitung zu:
dM Cwt ) M

k=——=qCot 1 =q-

(114)
- dw m

Das  einer beheblgen \mGelgeschwmdigkei‘o w entsprechende
Drehmoment M ist meist nicht ohne weiteres bekannt; wir wollen des-
halb Gl. (14) noch in eine fiir den Gebrauch passende Form bringen:
Meist pflegt die Schraubenleistung N, in PS bei der normalen Drehzahl
n, gegeben zu sein. Sind M, und o, die zugehorigen Werte des Dreh-
moments und der Winkelschnelle, so kann man das Drehmoment "M fir

eine beliehige Maschinenwinkelgeschwindigheit ("m ausdriicken durch

m,\! 7500 N, [w,,

M= M, < ’“) = e

(g My M
und erhillt damit, wenn n die dem Wert m,, entsprechende Maschinen-
drehzahl ist:

g 00N (S‘L'") 71620 4 \2(31)“ (115)
T 0, Dy Ty Ay '
ng, - . .
30 o7
2,0 Fir die Laufrider der
______ _ 76 rotierenden Schleuder-
] / ;s Ppumpen und -geblise
7’4 indert sich bekanntlich
] " ’"  beil ,,Stroméhnlichkeit® die
. %2 Leistung im Verhaltnis der
S — . 70 3. Potenz der Drehzahlen.
g8 das Drehmoment also mit
= [/ o6 ‘ler 2. Potenz dieser Grofle.
~ y . \ -
S / Die GL. (115) kann demnach
~ / %% auch fir die Berechnung
- —— 02 des Diampffaktors solcher
Rader dienen, wenn man

0 07 0Z 03 g% 05 06 0,708 09 70 17 32

£

z N ¢ = 2 einfihrt. In prak-
° tischen Fillen liegt meist
Fig. 43. nicht Stromahnlichkeit,

U Zodo Vodo [0 1902,
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sondern unverdnderliche Foérderhohe (Gegendruck) vor. Dafir wird
g groBer, etwa 2,5 bis 3,5 je nach der Charakteristik der Maschine.
Fir die Berechnung der Propellerdimpfung kann man sich der
nachstehenden Zahlentafel 15 fiir den Mittelwert ¢ = 3,8 oder der Kurve
Fig. 43 bedienen.
Zahlentafel 15.

= 10,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40

n
Mo

n\38
(h ) = 10,000036| 0,000158| 0,000740, 0,00219! 0,00516| 0,01028) 0,01851| 0,03075
0 |

, | ’
nﬁ = 045 0,50 0,55 0,60 [0,65 {0,700 |0,75 |0,80
0

3,8 )

(;) = |0,04811 |0,07179 |0,10313 | 0,14354] 0,19457| 0,25785! 0,33515/ 0,42830
0

=085 0,90 0,95 1,00 1,05 |1,00 [1,15 |1,20
( t

n \38
(n‘) = 10,53925 | 0,67007 |0,82291 |1,00000|1,2065 |1,4365 |1,7008 | 1,9993
0

Da eine Schiffsschraube selbst ein in einer Flissigkeit umlaufender Teil ist,
der allerdings absichtlich so gestaltet ist, um die Flissigkeit moglichst energisch
zu verdridngen, so konnen wir an Gl. (115) auch unsere Gl. (112) noch einmal
priifen. Fir den Propeller des Dampfers ,,Besoeki‘ finden wir in der Frahm-
schen Arbeit die Angaben: Trigheitsmoment m = 31,68 - 53,52, indizierte Leistung
N; = 1600 PS; normale Drehzahl ny = 70; ¢ = 4. Rechnen wir die Schrauben-
leistung Ny= 1400 PS, so ist fiir ny = 70 nach Gl. (114):

k= 4 i‘fo =g 12001400 e0000.
0 (1.70)
30

Dritccken wir diesen Wert gemidfl Gl (111) aus durch ky=2cmao,, so

findet man:
2c=mk° _ 7800007
“o . 2. 7,
31,68 - 53,5 30 70

Denken wir uns einen gleichen Propeller aus Stahl in Luft umlaufend; so
wird nach Gl. (110) der Wert 2 ¢ im Verhiltnis der spezifischen Gewichte von
Luft und Wasser kleiner und im Verhiltnis der spezifischen Gewichte von Bronze
und Stahl grofler. Es ergibt sich also:
L2 9
1000 7,8
ein Wert, der mit Riicksicht auf die bei der Schraube besonders kraftige Luft-
verdringung recht gut unserem Wert 0,001 in Gl (112) entspricht.

Fir die innere Dimpfung infolge unvollkommener Elastizitat
des Wellenbaustoffes sind mir Versuchsangaben nicht bekannt. Man
kann die GroBle dieser Dampfungsart berechnen, wenn man an einer
glatten, von duBeren Dimpfungen moglichst freien, Eigenschwingungen

o L,17.

(2 e)rugt = 1,17 - ~ 0,0016,

Tlolzer, Drehschwingungen. 7
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vollfithrenden Welle die Abnahme des Schwingungsausschlages beobach-
tet. Ist die an der Welle beobachtete Eigenschwingung eine solche
n'e" Grades (nKnoten auf der Wellenlédnge) und ist ¢, << 1 das beobachtete
Verhiiltnis der Ausschlige gleichen Drehsinns zweier unmittelbar auf-
cinanderfolgenden Schwingungeu, so findet man den inneren Démpfungs-
faktor k£, aus der Gleichung:

le/J.l Ine
by = — — ?’;ﬁ (116)

wobei y das Gewicht von 1 cm® des Wellenbaustoffes, ¢ = 981 cm s~ 2

die Erdbeschleunigung, J das pelare Trigheitsmoment des Wellenquer-
schnitts (cm?%) und 7, die beobachtete Eigenschwingungsdauer (s)
bedeuten. Die Begriindung dieser Gleichung wird sich spiter aus der
Untersuchung der Eigenschwingungen von Wellen ergeben.

Kurbeldampfung. Wie schon erwihnt, treten infolge der
Verdrehungsschwingungen Sto8e der Zapfen gegen die Lager in den
Getriebegelenken auf. Diese StoBe verursachen bei kritischen Drehzahlen
das mitunter sehr starke, riittelnde (Gerdusch in den Triebwerken.
Um ein ungefihres Bild iiber die dadurch bedingten Widerstande zu
erhalten, wollen wir den Vorgang des StoBes am Kurbelzapfen néher
untersuchen.

Der Kurbelzapfen moge eine erzwungene harmonische Schwingung
vom Ausschlagwinkel & ausfithren, so da8 der Schwingungsweg des
Zapfens ausgedriickt wird durch As=r«asinwé (r Kurbelradius).
Der Spielraum zwischen Kurbelzapfen und Lagerschale, den wir als

klein gegen den Schwingungsweg r &

voraussetzen, sei mit e bezeichnet. Im

Augenblicke der groBten Schwingungs-

geschwindigkeit ¢ =0, besitzen Zap-

fen und Schale die gleiche Hochst-

geschwindigkeit v=ra& ® und die

Schale liegt in der Bewegungsrichtung

Fig. 44. des Zapfens an diesem an (Fig. 44).

Vom betrachteten Augenblicke an be-

wegt sich die Schale mit ihrer Geschwindigkeit 7o @ weiter, wenn wir

von sonstigen Bewegungswiderstinden und Beschleunigungskraften an

den mit der Schale verbundenen Massen absehen; sie legt demnach

in der Zeit 4t einen Weg zuriick: 4 &= r & w At In der gleichen Zeit

ist der vom Zapfen zuriickgelegte Weg Ads=ra sinw 4¢- Verstehen

wir nun unter 4¢ die Zeit, die bis zum StoB der Schale gegen den Zap-
fen verstreicht, so muB} sein:

As' —As=e=rawdAt—roasinwdt
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a
oder At —sit At =5 (117)
e

In Zahlentafel 16 findet man die Werte w 4 ¢ fiir einige Verhaltnisse
e
o angegeben.

Die Stofe am Kurbelzapfen treten demnach um so spiter nach dem
Zeitpunkt der Schwingungshéchstgeschwindigkeit auf, je grofler das

Verhaltnis 7% ist. In der Néhe der Resonanz, fir die ja die Dampfung

die Hauptrolle spielt, werden die Winkelausschlige « am groften, die
Phasenverschiebung des StoBes gegen die Hochstgeschwindigkeit also
am kleinsten. Fiir praktische Fille bewegen sich die GroStwerte von
& etwa in den Grenzen 0,02 bis 0,05, so daB fiir einen Kurbelradius
r = 20 em sich Schwingungswege r« = 0,4 bis 1 cm ergeben. Nimmt
man das Zapfenspiel, das genau genommen, in der Richtung des Relativ-
weges zwischen Schale und Zapfen zu messen ist, in der Grofenordnung

von 0,01 cm an, so wird ;%— etwa in den Grenzen 0,025 bis 0,01 liegen.

Wir haben fiir den Zapfen eine harmonische Schwingung angenom-
men. Dies ist trotz des StoBvorganges zuldssig, wenn wir die mit dem
Zapfen verbundenen Massen als sehr gro8 gegen die mit der Schale
zusammenhingenden Massen betrachten, was ja infolge der festen Ver-
bindung des Zapfens mit der die Hauptmassen tragenden Welle ungefihr
zutrifft. Durch den Sto wird ein Teil der kinetischen Energie der
stoBenden Massen in Warme verwandelt. Dieser Verlust berechnet sich
bekanntlich beim unelastischen Stof zu:

Ay = ‘;* ‘Mjiii’jj%%[z' (vy — vy)*,
wenn M, und M, die auf den Stolpunkt bezogenen Massen, v; und v,
ihre Geschwindigkeiten unmittelbar vor dem Stol bedeuten. Wenn
M, gegen M, sehr groB ist, wird

.LMz r2

?I1=%M2(01—’U2)2= a?w?(l —cosw 4¢)2.

Fir M,r? kénnen wir das Massentrigheitsmoment m, einfithren; wir
wissen von der Reduktion der Massen her, da8 sich dieser Wert m,
auch mit der Kurbelstellung #ndert. Der StoBverlust fir eine volle
Schwingung wird, da zwei StoBe dabei auftreten:

A=mya2w2(l — cosw At)%. (118)

Bei dieser Ableitung ist auch auf das Verhalten der im Zapfenspiel

befindlichen Olschicht keine Riicksicht genommen. Ahuliche, wegen
7*
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der endlichen stolenden Massen noch verwickeltere Verhéltuisse treten
beim Stol am Kreuzkopfzapfen auf, fiir den im weseuntlichen nur
die in die Zylinderachse fallenden Geschwindigkeitskomponenten in
Betracht kommen.

Von geringerer Bedeutung fiir die Dampiung sind die Stée, welche
die Kurbelwellenlagerzapfen infolge der harmonischen Wellen-
verdrehungen und der dadurch bedingten Forménderung der Kurbel-
kropfung gegen ihre Lagerschalen vollfiihren, da diese Forménderungen
nur klein und von der Gréfenordnung des Zapfeuspieles sind.

Zu diesen StéBen kommen als Dampfung noch die Reibungswider-
stande der Lager und des Kolbens und die Luftwiderstinde hinzu. Von
wesentlichster Bedeutung werden freilich die St68e am Kurbel- und
Kreuzkopfzapfen sein, weshalb wir gemaBl Gl. (118) die gesamte Damp-
fungsarbeit ausdriicken wollen durch

A=Jima2w2(l —cosw At)2,
worin wir unter m jetzt wieder den Mittelwert des Trigheitsmomentes
aller Kurbelmassen nach Gl. (32) und unter 4 einen durch Versuche
festzustellenden Zahlenfaktor verstehen.

Denken wir uns die wirkliche Dampfung durch eine Geschwindig-
keitsdampfung ersetzt, so miissen die Dampfungsarbeiten fiir eine volle
Schwingung iibereinstimmen. Dies ergibt:

A=Iima2w2(l —coswAt)2=makwa?
oder

k= <: (1 — cosw A t)z) mon=cmo (119)

Die Werte (1 — cosw A1)? sind aus der Zahlentafel 16 zu ersehen; sie
nehmen mit wachsendem Ausschlag & ab. Es diirfte demnach auch der
Dampfungsfaktor der Kurbeldampfung mit zunehmendem Ausschlag
kleiner werden.

Zahlentafel 16.

e %

— = 0,001 ‘ 0,01 ‘ 0,02 0,1
T i
wAt— 0,1815 0,3927 0,4957 | 0,8552
ST 104° 22,5° . 28.4° L 49,0°
(1 —cosmAt)2 = | 0,00027 0,0058 ! 0,0145 0,1183

In Anbetracht der bei der Kurbelddmpfung vorliegenden mannig-
faltigen und verwickelten Verhiltnisse (vgl. auch Forschungsarbeiten
d.V.d. I. Heft 118 und 172/173) wird man die GréB8e des Dimpfungs-
faktors und seine Abhingigkeit vom Schwingungsausschlag nur durch
den Versuch feststellen kénnen. Vielleicht ist man zu befriedigender
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Wiedergabe der wirklichen Verhiltnisse auch gendotigt, noch eine
mittlere Phasenverschiebung gegen die Hochstgeschwindigkeit als Er-
fahrungswert einzufithren.

Fir eine Reihe von Schwingungsberechnungen an Vielzylinder-
Dieselmaschinen der Maschinenfabrik Augsburg-Niirnberg habe ich gute
Ubereinstimmung der gerechneten mit den gemessenen Schwingungsaus-
schlidgen erzielt durch Einfiilhrung des Kurbeldampfungsfaktors:

k=00dmao, (120)

wobei die Abhingigkeit vom Ausschlag unberticksichtigt blieb. Dic
Messungen geschahen mit dem Geigerschen Torsiographen?).
Elektrische Dampfung. Wir wollen hier zunachst den ein-

fachsten Fall der magnetelektrischen Maschine mit konstanter Erregung
betrachten. Zur Bestimmung des Dampfungsfaktors untersuchen wir
die Abhéangigkeit des Drehmoments M von der Winkelgeschwindigkeit w
oder der Maschinendrehzahl n. Die Maschine mége auf einen elektrischen
Widerstand w, im &uBeren Stromkreis arbeiten, E sei die elektro-
motorische Kraft, e die Klemmspannung, J die Stromstarke und w, der
Ankerwiderstand. Wegen des unversinderlichen Erregerstromes ist das
Magnetfeld konstant, wenn wir von der Ankerriickwirkung hier absehen.
Die elektromotorische Kraft ist dann der Drehzahl der Maschine ein-
fach proportional: Es gelten die Beziehungen:

E =coust.-n,

e =Jw,,

E:e+Jw(t:J(er+w0)'

Die elektrische Leistung ist:

const.-n
EJ =const.-n+——— .
Wy + Wy

Hieraus erhilt man das Drehmoment, da bekanntlich 9,81 Watt
= 100 kgem s *: T

_ 100 @ ﬁEiJ:: 97,34const.2;1b )
981 7 n Wy + Wy
Damit wird der elektrische Diampfungsfaktor:
b dM:@iJK _ 930 const.? ’
dw n dn w, + w,
oder wenn wir
E const,. J .o
const, = == und - .= einsctzen:
n Wy + W, n
EJ
- k=930 (121)

1) Z.d. V. d. 1., 1916, §, 811,
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Wenn die Maschine auf ein Netz mit der unverinderlichen Span-
nung e, arbeitet, so ist:

E=cn,
)
w,
EJ =cn- "%
wﬂ
M—9734.0"
b s wa b

BJ,

n? ’

c2
k =930 — =930

a

(122)

wennJ, = £ die KurzschluBlstromstérke bezeichnet. Bei Nebenschluf3-
a

dynamomaschinen &ndert sich wegen der Selbsterregung mit E auch
gleichzeitig der Magnetstrom, was wiederum eine Anderung des Magnet-
teldes und damit eine nochmalige Anderung von E bedingt. Diese zu-
sitzliche Anderung von E wird um so geringer sein, mit je héherer
Eisensittigung die Maschine arbeitet. Ist also 4 ein Faktor > 1, der
von der Leerlaufcharakteristik und von der Eisensittigung abhingt,
so kann man den Dampfungsfaktor der elektrischen Dimp-
fung allgemein schreiben:
k=2-930 En;—f—
(123)
k:Awwygﬁ
n?
je nachdem die Maschine auf einen Widerstand oder auf ein Netz
arbeitet.

Die Dampfungsfaktoren sind, wie unsere Ausfithrungen gezeigt
haben, an und fiir sich keine festen, unverianderlichen Werte, sondern
meist selbst mit der Winkelgeschwindigkeit w, der Maschine oder
@ der Schwingung veranderlich. Da aber fiir einen betrachteten Schwin-
gungszustand o unverénderlich und w, praktisch unverinderlich ist,
so sind dennocb die Diémpfungsfaktoren fiir diesen Schwingungszustand
als unverinderlich anzusehen.

Da die Dampfungsfaktoren % in den Schwingungsberechnungen
fast ausschlieflich mit der Winkelgeschwindigkeit w der Schwingung
multipliziert erscheinen, so stellen wir im folgenden die Werte kw fiir
alle Dampfungsarten zusammen. Ist die Schwingung von der h-ten
Ordnung in bezug auf die Maschinenumdrehung (,,), so gilt bekanntlich

m =y, .
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Solange nicht weiteres Versuchsmaterial vorliegt, werden wir fir
die Dampfung mit unseren bisherigen Bezeichnungen setzen:

tiir gewohnliche Reibung:

ko= 4 M ,
T oo
fiir Luftreibung: e
l)"

kw = 0,001 m w,,» = 0,001 7

fir Propellerwiderstand :
N, 7
ko =T11620g-h- (") ,
Ny \Ng
fiir innere Dampfung [s. spitere Gl. (275) und (276)]:
21 y
kyow = T aiaty J ! T lnsn
7%lnsn m
n2a2T,

0,0441ge /Gg
_ U EE L Vf,g
n-l y

<m = ; J I Massentrigheitsmoment der Welle)

fir die Kurbelddmpfung: kw = c¢m w?, (wobei ¢ ein mit wachsendem
Ausschlag abnehmender Faktor ist; fiir mittlere Verhiltnisse etwa
¢ =0,04),

fir elektrische Dampfung: kw = 1+ 97, ‘}4&]7; (J Stromstirke bzw.

Kurzschluflstrom).

19. Gedimpfte Drehschwingungen einer Einzelmasse,

Diese sei zunichst wieder am einfachsten Beispiel einer Einzelmasse
vom Trigheitsmoment m gezeigt, die fest auf dem einen Ende einer
Drehfeder aufgekeilt sitzt, deren anderes Ende unveriinderlich einge-
spannt ist. J ist das polare Querschnittstrigheitsmoment, ! die Lange
und G der Schubelastizititsmodul der Drehfeder. An der Masse wirke
ein periodisch wechselndes, erregendes Moment von der Periodendauer

T = 21 , dessen verdanderlichen Teil wir nach der harmonischen Analyse
P 5

wieder ausdriicken durch
h=o0
M= (4dysinhwt+ Bycoshwt).
h=1

und auflerdem das dimpfende Moment — chlq;
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Das Gleichgewicht aller Momente liefert mit der Abkiirzung ¢ == GTJ
die Gleichung:

d*e do =y .

m - + k- fcp=2 (4psinhwt+ Bycoshwt). (124)
dez di R 1

Diese Gleichuog unterscheidet sich von der Gl. (38) der ungeddmpften

Schwingung nur durch Hinzutritt des Dampfungsgliedes % %? , welches

d ...
fir einen positiven Wert von dif als Bewegungswiderstand den positiven
Winkel @ ebenso zu verkleinern strebt, wie das elastische Moment ¢ ¢,
weshalb es auch mit dem gleichen Vorzeichen wie jenes erscheint. Die

vollstandige Losung der Differentialgleichung (124) lautet:

Wn~t>+ﬁ0 (V4cm kzt)] .

2m

p=e 2'“ [(x sm(

h=o00

+ D (xpsinhwt 4 B coshwt)

Darin bedeuten e = 2,71828 die Basis der natiirlichen Logarithmen
und &, und g, die willkiirlichen Integrationskonstanten, mittels welcher
man die Losung den Anfangsbedingungen anpassen kann. Fir die
Werte o und f; ergebeun sich, wenn man die Losungsgleichung (125)
differenziert und in die Ausgangsgleichung (124) einfithrt, die Bezie-
hungen:

Ahzah(c——mhza)z)—ﬁhkhw} (126)
=pf{c—mhw? +oarkho -
Man erhilt aus ihnen:
x Ah(C—'mkzwz)—l—Bhkkw
h = _ 2 2)2 272 .2
(c—mh2w ) +lc h2w (127)

=" (c —mh2w? ) —}—k2h2w2

Der mit der Exponentialfunktion e“ilg?n multiplizierte, in eckigen
Klammern stehende, erste Teil der Losungsgleichung (125) stellt die
Eigenschwingung, der unter dem Summenzeichen stehende zweite Teil
die erzwungenen Schwingungen dar. Fir diampfende Widerstinde ist

I immer positiv; es werden also infolge des Faktors e” 2m die Ausschlige
der Bigenschwingung mit der Zeit dauernd kleiner, wihrend die Aus-
schlige der erzwungenen Schwingungen gem#fl Gl. (127) konstant
bleiben. Das heifit: Die Eigenschwingung klingt mit der Zeit allmihlich
ab und erlischt und nur die erzwungenen Schwingungen bleiben als
harmonische Schwingungen unveriindert bestehen, solange die erregende
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Ursache besteht. Die Dauer 7', der Eigenschwinguug und die minut-
liche Eigenschwingungszahl n, ergeben sich aus:

_2x_ Ydem—k?
(’)0 _ To = 2 7;&77*
zu
p,— - Arm (128)
V4 cm —k?
und
iy = —1% |4 cm— k2
a

Man erkennt aus Gl. (128), daf} die Eigenschwingungsdauer zeitlich
unverinderlich und daB sie grofer ist als jene der ungeddampften Eigen-
schwingung, in die sie mit k£ = 0 iibergeht. Es ist nun von Interesse,
den Einflul der Grofle des Dampfungsfaktors zahlenmaBig festzustellen.
Wir vergleichen zu diesem Zweck die ungeddmpfte Schwingung mit einer
geddmpften, deren Eigenschwingungsdauer 1,01 der Eigenschwingungs-
dauer der ungedimpften Schwingung betragen soll. Unterscheidet man
die GroBen fiir die ungedimpfte Schwingung durch einen Beistrich,

80 ist w(2 = 7% oder ¢=mw(?. Daher nach Gl. (128):

TO)2 (a){)>2 dem .
Sl (o) FET L (1,01)2001,02.
(T6 g dcm — k2 (1,01)

Daraus berechnet sich

0,02 -4

k2 = —’—LOTCYLL oder k= 0,28]/0 m = 0,28 m wj ~ 0,283 m w,.

Das ist, wie der Vergleich mit den von uns berechneten Dampfungs-
faktoren lehrt, ein sehr groBer Wert; er ist selbst von héherer GroBen-
ordnung als der groBe mittlere Wert des Kurbeldampfungsfaktors.
Daraus geht hervor, daBl die praktisch vorkommenden
Dampfungen die Eigenschwingungsdauer nur in sehr ge-
ringem Grade beeinflussen.

Die Falle k2=4¢m, welche unendlich groBle, bzw. imaginére
Eigenschwingungsdauer nach Gl. (128) liefern, sind fir uns nur von
theoretischem Interesse. Diese Fiélle ergeben iiberhaupt keine Eigen-
schwingungen mehr, sondern aperiodische Bewegungen von der
Form:

_kt Ve = fem _VE—dcm ‘
gy = ¢ 2 [Aoe*'m L Bye Ewm ! (129)

Beziiglich der erzwungenen Schwingungen lassen die Gl. (127)
wiederum ersehen, daf die erzwungenen Schwingungsausschlige o
und f; einer bestimmten Periode (k w) nur von den erregenden har-

monischen Momenten 4, und B, dieser Periode abhingig sind. Dagegen
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besteht die einfache lineare Abhingigkeit zwischen den phasengleichen
Ausschligen &, und A, der ungedampiten Schwingungen (Gl. 40) nicht
mehr fiir geddmpfte Schwingungen. Der Nenner auf der rechten Seite
der Gl (127) kann als Summe zweier Quadrate reeller Zahlen niemals
Null werden, denn die eine dieser Zahlen, kh w, ist stets von Null ver-
schieden. Die Ausschlige &; und f#; konnen daher niemals unendlich
grofl werden; die Diampfung verhindert es. Der Gesamtausschlag y,
der erzwungenen Schwingung A-ter Ordnung berechnet sich aus (127) zu:
44 B
—mh2w?)?2 4+ (khw)?

A=elt = (130)

Diese Gleichung stellt uns die Abhingigkeit des erzwungenen Aus-
schlages von der Periode (w) des erregenden Momentes dar. Wenn die
harmonischen Momente A; und B, und der Dampfungsfaktor & von w
unabhingig sind, so wird 72 am groBten, wenn der Nenner auf der
rechten Seite (130) am kleinsten wird. Dies ist, wie man leicht nachweist,
der Fall far

2m

Dieser Wert ist etwas kleiner als der Wert w, nach Gl. (128). Bei
vonderPeriodendauer (w)unabhingigemerregendenMoment
und Dimpfungsfaktor tritt demnach der GroBtwert des
Schwingungsausschlages bei einer Schwingungszahlauf, die
etwas kleiner ist als die Eigenschwingungszahl. Dieser GroBt-
wert, des Schwingungsausschlages ist, wenn wir die Amplitude des
harmonischen Moments mit M} bezeichnen, wegen M? = A} + Bj:
2m .LM’. M h
kydem —k* ko,
Besteht die schwingende Masse m aus dem Triebwerk einer Kolben-
maschine, so sind die harmonischen Momente wegen des Auteils der mit
dem Quadrat der Winkelgeschwindigkeit verander-
lichen Drehmomente der hin- und hergehenden
Massen und der Dampfungsfaktor % selbst mit w
veranderlich, so da hierfiir die Beziehungen (131}
und (132) nicht mehr zu gelten brauchen. Es wiirde
keine Schwierigkeiten bereiten, auch fiir diesen Fall
den Eintritt und die GroBe des Ausschlaghchst-

wertes zu bestimmen, doch soll hiervon abgesehen
werden.

hw

(131)

(Ya)max = (132)

Zwischen dem Gesamtausschlag y;, der erzwun-
Fig. 45. genen Schwingung A% Ordnung und der Ampli-



Gedédmpfte Drehschwingungen einer Einzelmasse. 107

tude M, des erregenden harmonischen Momentes besteht eine Phasen-
verschiebung ¢,, die sich folgenderweise berechnet (Fig. 45):

& = 0y — 0y,
Pr _ Ba
tg b, —tg o, on A
toe, =—--2 = _ T
8 en 14 tgo,tgd, ]+Bh Jirs
Ah Xy

Setzt man die Werte «; und pr aus den Gl. (127) ein, so erhilt man
nach einigen Umformungen :

kho

c—mh?w?

" khw
&, = —arctg — o~
' Ce—~mh?w?

tg & =

(133)

Der Phaseuverschiebungswinkel ¢, ist demnach unabhingig von
der GroBe des erregenden harmonischen Moments, und er verschwindet
bei fehlender Dampfung (k = 0). Die Phasenverschiebung ¢, ist nach
Gl. (133) immer uegativ: Der Schwingungsausschlag bleibt mithin als
Wirkung zeitlich hinter dem erregenden Moment als Ursache zuriick.

Gl. (133) ergibt auch die Abhingigkeit der Phasenverschiebung
von der Periode w der Erregung. Fir w = 0 wird & = 0; fir hw

== I/ :n = wj = der Winkelschnelle der ungedimpften Eigenschwingung

—5 und fiir ® = oo wird &, = — 7, wenn der Dimpfungs-

wird ¢, =
faktor k& von @ unabhingig ist; dagegen wird (&) = arctge’, wenn
k=c¢ mhw. Da der Dimpfungsfaktor k fiir die gewdhnlich vorkom-
menden Dampfungen unur klein ist, so ist also der absolute Wert des
Phasenverschiebungswinkels klein, solange die Schwingungszahl des
erregenden Moments kleiner als die Eigenschwingungszahl der Masse
ist. Erst, wenn die Schwingungszahl der Erregung sich der Eigen-
schwingungszah]l nihert, nimmt der Phasenwinkel schnell zu und wird

fiur die Schwingungszahl der ungedimpften Schwingung gleich % oder

90°. Bei Schwingungszahlen der Erregung, die hoher als diese Eigen-
schwingungszahl liegen, wichst er weiter erst rasch und daunn langsamer,
bis er bei sehr schuellen Schwingungen = 7 (180°) oder dem Grenzwert
arctge’ zustrebt.

Schlieflich wollen wir noch die bei der erzwungenen Schwingung
geleistete Dampfungsarbeit untersuchen. Diese Arbeit wird in Wiarme
verwandelt und muf} von den erregenden Momenten geleistet werden.
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Das Element der D‘a‘mmpfungsa-rbeit ist (abgesehen vom Vorzeichen):
adA = k dzp

Fir die erzwungeue Schwingung h‘ter Ordnung ist
@p=0opsinhwit -+ freoshwt,
alzo
d Pn
dt

=ho(x,coshwt— frsinhwl).

Fiir eine volle Schwingung der Periode (h w) ist folglich die aufzuwen-
dende Diampfarbeit:
t=t+Th hwt=2x
A= / k- dq;h dop=khow / (xpcoshwt — pBrsinhw)2d(hwi)

i=t hewt=0

U=nkho@l+ ) =akhoy?,
oder mit Riicksicht auf Gl. (130):

khow

A= M i 0 T hw)?

(134)

Die vom erregenden Moment A% Ordnung bei einer vollen Schwin-
gung geleistete Arbeit ist nach Gl. (64)

W =a (B, o, — Ay pr) = 7 M}, -y, sin(—¢)

—a M. - M, . Z:,hm
" ]/(c—mkz(:)z)z—{— (khw)? ](6— 6 — m k%o w22 L (khm)2
—a kho

"eo—mhiod?+ (kho)?”

Das ist aber der gleiche Wert wie die Dampfarbeit (Gl. 134).
Die Dimpfungsarbeit der Schwingung A% Ordnung wird folglich vom
erregenden Momeunt A%T Ordnung geleistet.

Die gesamte Dimpfungsarbeit aller erzwungenen Schwingungen
wihrend einer vollen Grundperiode (w) der erregenden Momente ist,
weil auf eine Periode % Schwingungen A% Ordnung treffen:

M} kh2 w
N[ = ke I ~ N
N=umn 2 c — mha? 2L (khw)? (135)

Da dic Dampfarbeit der erzwungenen Schwingungen von den cr-
regenden Momenten bestritten wird, so mufl die Dampfungsarbeit der
Eigenschwingung auf Kosten der Eigenschwingungsenergie gehen, und
dies ist der Grund fiir die stetige Abnahme der Schwingungsausschlige
der Eigenschwingung. Kennzeichnen wir die Schwingungswinkel der
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Eigenschwingung mit dem Zeiger 0, so besteht die Energie aus der

mm ,@%2

lebendigen Kraft dt'> und aus der potentiellen Energie

2
der Formanderung der Drehfeder C—;@ . Fiir jedes unendlich kleine Zeit-

teilchen muB die Summe der Anderungen der Energie und der Damp-
fungsarbeit verschwinden, d. h.:

d {1’3(4%) 1! ~}dt—§—lc ——d @y =0

dt dt
oder wenn man die Differentiation ausfithrt:
gy dPp, doy |, dpe dgg
dt e T g thar a0
Dies ergibt nach Division mit dd/;‘]
d G0 d‘/o

It —|—k— + e =10
und das ist in der Tat die gegebene Ausgangsgleichung der Eigenschwin-
gung, die durch Nullsetzen der erregenden Momente erhalten wird.

Es interessiert endlich noch zu wissen, fiir welche Periode die
Dampfungsarbeit der erzwungenen Schwingung A% Ordnung zu
einem GroBtwert wird. Man findet nach bekannten Regeln aus Gl1. (134),
wenn wieder M; und k von der Periodenzahl unabhingig sind:

Zem — k* /] 2m2 2 4
(hw)ma\ = _7777777‘% ]f 16 c2m 4 cmk + ](;
6m?

Der Radikand ist um 4 k* grofler als
2\ 2
<4 cm — I%) .

(h e > 2K .

Demnach wird

Der GrofStwert der Dampfungsarbeit tritt also bei einer Periodenzahl
auf, die etwas groBer ist als die Eigenschwingungszahl der gedampften
Schwingung.

Versteht man unter Resonanz das Zusammentreffen der Schwin-
gungszahl des erregenden harmonischen Moments mit der Schwingungs-
zahl der gedampften Eigenschwingung, so tritt weder der GroBtwert
des erzwungenen Schwingungsausschlags, noch die Phasenverschiebung

'721'-‘ noch der GroBtwert der Dampfungsarbeit genau bei Resonanz ein.
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Die Einzelanteile des Schwingungswinkels ¢ der gedampften
Schwingung lassen sich auch wieder durch die Projektion der End-
punkte von Vektoren darstellen, die mit gleichférmiger Winkelgeschwin-
digkeit umlaufen. Die Winkelgeschwindigkeit der erzwungenen Schwin-
gung A" Ordnung ist wieder hw, da w die Winkelschnelle des ge-
gebenen periodischen Momentes ist, die konstante GréBe des zu-
gehorigen Vektors geht eus Gl. (130), sein Phasenverschiebungswinkel
gegen das erregende Moment At* Ordnung aus Gl. (133) hervor. Auch
der Anteil der Eigenschwingung zum Schwingungswinkel ¢ a8t sich durch
Projektion eines mit der Winkelgeschwindigkeit «w, der Eigenschwingung
Gl. (128) umlaufenden Vektors darstellen, nur #ndert der Vek-

tor der Eigenschwingung wahrend des gleichformigen Umlaufes
kt ky

seine GroBe gemaB dem Faktor e 2m = ¢ 2mw,, wenn w der vom
Vektor in der Zeit ¢ zuriickgelegte Winkel ist. Der Endpunkt des Eigen-
schwingungsvektors beschreibt demnach eine logarithmische Spirale.
Wahrend eines vollen Umlaufs #ndert sich die Gréfie des Vektors von

kY k(Y +2m)

e Zmoy o2 g2 auf e 2mov a2+ f3: demnach ist auch das Ver-

haltnis zweier unmittelbar aufeinanderfolgenden gleichsinnigen Schwin-
kx 2kw

gungsausschlige e m® = ¢ Vicm-%, also konstant. Bezeichnet man
den Schwingungsausschlag nach der Zeit ¢ als den n®® seit Beginn der
Zeitzahlung mit y,. so ist

2k =
Yntt _ e Viem—ike
Vn
oder
2kn v
ny, —Iny, 1= — T (136)
Vaem — k2

Man nennt den Ausdruck P X das logarithmische De-

krement der Eigenschwingung. Die Gl. (136) gibt ein Mittel an die
Hand, den Dampfungsfaktor & aus der beobachteten Abnahme zweier
aufeinanderfolgenden gleichsinnigen Schwingungsausschlige zu berech-
nen.

Das Verhiltnis aufeinanderfolgender Ausschliage lalt erkennen, wie
rasch die Schwingung erlischt. Ist dieses Verhaltnis z. B. 0,9, so hat der
Ausschlag nach 10 Schwingungen auf 0,9 = 0,349, nach 20 Schwin-
gungen auf 0,92 = 0,122 und nach 106G Schwingungen auf 0,91
= 0,0000266 des urspriinglichen Ausschlages abgenommen.

Nach der ausfithrlichen Behandlung der gedimpften Drehschwin-
gungen einer Einzelmasse wollen wir die gedampften Drehschwingungen
eines Systems mit beliebig vielen Massen untersuchen, wobei wir die
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Eigenschwingungen und die erzwungenen Schwingungen wieder ge-
sondert betrachten.

20. Eigenschwingungen eines Systems mit beliebig vielen Massen
mit duberer Dimpfung.

Es sei wieder % die Anzahl aller Massen des Systems, m; das Trag-
heitsmoment, %k, der Dampfungsfaktor, ¢, der augenblickliche Ver-
drehungswinkel der A" Masse aus einer festen Anfangslage, bei der die
Welle spannungslos war; es bezeichnen ferner ¢} den ersten, g; den
zweiten und @}’ den x*n Differentialquotienten dieses Winkels nach
der Zeit und ¢ 5,1 die Grofle des elastischen Moments, welches ent-
steht, wenn der Querschnitt der Welle in der Ebene der A" Masse gegen
den Querschnitt in der Ebene der (B + 1)%*® Masse um den Winkel 1
verdreht wird. Dann gelten, da fiir die Eigenschwingungen #ufere
erregende Momente nicht in Betracht kommen, die Gleichgewichts-
gleichungen:

mypy + ki) + € a (g1 — @) =0
Mo @y + bagh 4 Cro (ga——91) + Ca3(ga—93) =0

’ ) 137
Mg} + kgl + Ch_1n (Pr—@n-1) F Chngr (P — Pagr) =0 ( )

mnq):z,—}-kn(p;+cn-—1,n(q7n—_(pn“1):0 /
Durch Addition aller Gl. (137) ergibt sich zunichst die Beziehung:

h=n .
;l(mh%' + kapr) =0. (138)
Diese Gleichung laBt sich ohne weiters integrieren und liefert:
h_:n , h=n ,
2 (muh + kp @a) = const = D (my@h  + Fupn,) (139)
r=1 R=1

wenn mit ¢;, , und ¢, die Anfangswerte des Verdrehungswinkels und seiner
1. Ableitung zur Zeit ¢ = 0 verstanden werden.

Aus dem Verein der simultanen Differentialgleichungen (137)
ergibt sich die allgemeine, fiir jede Masse giiltige und daher ohne
Massenzeiger geschriebene lineare Differentialgleichung der 2nte®
Ordnung:

¢(2n) + ag,,_l(,v(g"’]) + a,2n_2(,v(2”'2) —I— .. + ag(p(z) —I'- al(p(l) =0... (].4:0)
In dieser Gleichung sind die Beizahlen @, konstante, gesetzmBig
aus den Wellenkonstanten, den Massentrigheitsmomenten und den
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Dampfungsfaktoren gebildete Ausdricke, Um das Bildungsgesetz
dieser Zahlen zu zeigen, wird es geniigen, die Losungsgleichung (140)
vollstandig fiir fiinf Massen anzuschreiben. Sie lautet:

kZ k3 k4 k5) (9)_'_ [m1+m2 c

¢ (10)+(k1 4+ 22l + + 2113 mg+my
my, Mg

m,
My My Let My My Cat Mg My ‘s
mekmg k1k2 Lk bk ks by k| Rk Kok

4,5

MMy 7 MMy MMy MMy My My MMy MMy MMy M3y
ksks | kyks ] ® ‘[ kythy | mytmyl kg ks)] [ ky+ks
+mgm5+m4m5 A AL mym, mymy (m3+m4+'m5 Lt mymy
matms (b k|l ot (b )]
momg  \my | my My m3m4 mymy \my My Mg
4 [_k}__f-‘]%<+?ﬁ4+_m5, . (kl + 2 ky +- )]64 PEE ki ko by + kykoky +i&&k§.,
My Mg myms  \my  mg My MyMyMy My MyMy  MyMaMg

ko, | bk Bbds | Bk, khk |, kb | k)

MmyMmgMy  MyMgMs MyMgMy  MyMg My MyMg My Mg My My Mz My M)

(m1+m2+ ml-{—mz‘ms-{— my

+

261,223t €120 — 1,2 €5
l My My Mg my My Mg My Mmymy  MyMy
m2+m3—l—m4 —i—m3 my+mg m3+m4+m5
Cp3C3aF— "+ -~ —Cp3C 5+ — ——— — C34C45
My Mg My MyMy  MyMy My My My

mgmy  Mgms MMy

by Ak (703 LK

_f_lci) ety (,1“3,’?:4,,,+ L k4"5_)}c
mymy \my = My My My My t

+

)2

ol (b by By (b Bk k)
MeMg \My My My MaMyg \M My MMy MyMy
ks+k k ks, mg-tmy [ ko k kik ko k
+{ i 4( by | ks )_*_L*_J(Nll eaks | K 5)]63,4
Mg My mz mg Mg - My \My My MMy MM
+k5 kl kz ks my-tms [ kyky kiks | Kok
+ 4o : - us
Ny My ml my Mg MyMg \My My MMy MMy
+ k1kzk3k4*+ bykokgks kykykyks Ky kykyks _‘_jzks]%ks,"}q,w)
My MaMgMy My MMz My My MMy M5 My Mg My M Ny Mg My M )
{[mitmytmg (ky | ks ky+ky+ky my -y kg -+ ky
|l b I e e KW 7 o
MMMy \THy My My My My Mymy Mgy
| hatley mgbmy | mymg mgtm, ,ks)c . (ﬂiﬁ"z kat ks
MMy, Mgmy memg  mgmy mg) 0EFE MMy Mgy
ky+ky mytmy  my+mymy+ms ks My +my+my
poi e Mt T T T 00 oy g st | oy
mymy, Mmymy MMy Mgy My My MyMy
.(,’“,1 ) ,l“;»,,) ks + k?»i”l‘i]c ,,:,(m%+ mg kytks
my  mg) | mg-mgemgl P2 mymy mymy
kyt+ks myt-mg  myt-mg mytmy ky ) ¢
My - Mg Mgy Mgmg  mamg mg) 2D
fmatmatms (b k) bR
MaMymy  \My M, Mg My Mg

Ty tky ( kyky | kyks ,’“,4’?5,,) Lmactmy ks ke ks |

My My MMMy

my Mg NMgMy Mgy Mg

(7}
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[k2+k3 . ( kyky T kyks + kqks ‘)+m2+mg kyky ks ] ¢
My Mg \MyMy MMz MyMg Mo Mg My My M5
P (e ks ok ) g Bk ]

MgMy  \MyMy  Mym;  MyMy MyMy MMM

4,{!@75!@. ( buky | Joky | Tols ) matity klkzks._] c
CLmgmg  \mym,  mymg m2m3 MgMy My MMy 4
ik ks ko ks 1 {m1+m2+m3Lm4

i = C1,2 C2,3C3,4
My Mg Mg My Mg

My Mg Mg My
. my+my+mg Mmy-t-my , Mytmy m3~|—m4+m5
URAe S Rl N M- B €1.0€a3Cy 5+ - C1.203.4C5
mymymy My My ™My My Mg My My
My + Mg+ My -+ 1M [yt kg + g NN
+— ~—— C5,3C3 4 Ca 5T e
My Mg My Mg MyMaMy My Mg/

(Matmetmg keks | . (’C hky kytky | Koty motmy by

mymomg Mmymgl -2 237 iy 1My MgMy MMy MyMy My

my+my ks+ky ks ) o +(7€1+I¢2 kytks | kytky mytmg kg
2 €34

mymg  MgmMy My MMy MyMy MMy MyMs Mg

C. C.
Mo Mg My 23 78.4

L mytmy kyt+ks kg fhy+ks- k4(k1 705) My+my+my ki ks
o m1+m5 — - =

g m4m;h;)cl'2c4‘sll mymymy mym,
+(l€z;+,’is@jclc by kg mg-tm by | ma g kyt-kg by

m = + )62 3045
Mgy MgMy = MMy MMy My MyMg MyMy my

stﬂ'klﬁ‘ks (’fl @2) My 1y + 1My ki ky c +]f;7+ko kykyks

mymgms \my;  my mgmymg  mymy | 21 ‘s mymg Mamyms
kgt by Ky kaks bty Tkl bty oy ks

Ay g T Gy o T T Oy 5} ™
Mymy My My mamy, mymamg >t mygmy mymymg

My + My |- My k4+k-

MmyMeMy  MyMy

+[(m1 +my+my+-my k5 k1+k2+k +k4

- + - )012623034%(
My MMMy My My My Mg My y

1+k2+k m4+m5) my+my k3+k4 + k

€1,2Cs,3C +(*~—
1,2 4,
MMMy MyNz | %3745 mym,  MgMyMs

+lc,lik2, ﬁ3ﬂ+m5)c Ca i C +(m2+m3+m4+ﬁ lc1+k2+k3+k4+k
MMy Mg MMy LaTs AT Mo MaMy My My Mg M3 My M5
Bthoths kiks bk Btk ks
mymamg  mamg 2 23 mim, mgmg mg ot
Ltk bbb By katketh ik
- mymy  mgmg mg ‘1205 MyMgMy MMy
kytky kytks nk% o Rkt By )
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My 41y Mg+ My -y eyt kot Ryt kg K
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My MyMg My mymy MgMyMg

k2+k +kotks ky ) (2)+k1+k2+k3+k4+ks

2 22y 3Cg4C
2,3C3,4C4,5
My Mg MyMg My My My Mg Mg Mg

)Cz 3C3,4C4,5

Co,3C3,4

@)

1
€1,2€2,363,4¢4,5 7"

=0... (140a)

Holzer, Drehschwingungen. 8
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myw? + kyw + ¢y, — Cp2 0
— Ce maw? + kyw 4 €15 + €a 5 — Co3
0 — Cy mgw? + kg + €y 3 + €54
0 0 0

Man erkennt, daB bei fehlender Dampfung (k, =k,=k,=k,=k;=0)
alle ungeraden Ableitungen verschwinden und die Gleichung mit Gl. (45a)
identisch wird.

Die Losung der Gl. (140) verlangt zunichst die Aufsuchung der
Wurzeln w der charakteristischen Gleichung:

W Gy W T g, Z w4 gt w=0. (14])

Eine dieser Wurzeln ist, wie man ohne weiters erkennt, w, = 0.
Da die Beizahlen a, nach ibrem aus Gl. (140a) ersichtlichen Bildungs-
gesetz samtlich positive, reelle Zahlen sind, so muB die Gl. (141), die
nach Abscheidung der Wurzel wy =0 vom (2n—1)%2 Grade, also

ungeraden Grades ist, bestimmt eine reelle, negative Wurzel w, = — ¢
besitzen. Die iibrigen Wurzeln sind zu je zweien konjugiert komplex
von der Form: w, = — py + 1w, und W) = — py—1@, .
Somit lautet das Integral der Gl. (140):
cx=n-~-1
@ =0y+Ce 1" 4 Fe~Pst{x,sin wyt -+ f cos w, )] . (142)
r=1

Darin sind C, &, und f, die 2n—1 willkiirlichen Integrations-
konstanten, mittels welcher man die Losung den Anfangsbedingungen
anpassen kann. C, ergibt sich mit Riicksicht auf GI. (139) zu

h=n
’_Zl(mhfpio + ki @ng)
C, = h=1 N E (142a)
2k

h=1
Man kann die GIl. (141) auch unmittelbar in Determinantenform
erhalten, wenn man die partikulire Losung ¢ = C¢”!in die Ausgangs-
gleichungen (137) einfithrt. Man erhilt wegen

g = wle"!
und @ = wCert
die obenstehende Determinantengleichung (141a).
Gemaf Gl. (142) besteht der Drehwinkel ¢ jeder beliebigen Masse
aus dem fiir alle Massen gleichen, konstanten Winkel €y (nach Gl. 142a),

aus einem aperiodischen Glied Ce~ 7 und aus der Summe der eigentlichen
Schwingungswinkel vom ersten bis zum (n— 1)t? Grade. Der bei
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0 0 0
0 0 0
—C34 0 0
. : . =0 (141ay
0 '—cn—l,n mnw2+knw+cn—1,1n

jedem Summanden stehende Exponentialfaktor zeigt das Erléschen
der Schwingungsglieder an. Die n— 1 verschiedenen Werte w, ergeben
die n—1 verschiedenen "Eigenschwingungszahlen des Systems:

30

Ng =" — Wy .
T

Da fir jede Masse sich 2m—1 Tutegrationskoustante (C, &, f,)
ergeben, die Differentialgleichungen (137) oder (140) aber nur im ganzen
2n, nach Abscheidung von €, noch 2n—1 willkiirliche Integrations-
konstante verlangen, so miissen zwischen den Konstanten aller Massen
Beziehungen bestehen. Um diese Beziehungen zu erhalten, fithren
wir die einzelnen Teile der Losungsgleichung (142) in die Ausgangs-
gleichungen (137) ein. Fiir das aperiodische Glied ¢ = Ce~?* erhalten
wir dadurch die Gleichungen:

(myq®—kyq +€1,5) Oy — €150, = 0

— 1,30 + (Maq®—kag + €12+ €5 5)03—0€,5,305 =0
. . (143)

—cn—l,non—l + (mnqz_knq + cn—l,n)Cn =0
Die Determinante dieses Gleichungssystems ist aber wieder die
Gl. (141a), und sie verschwindet, weil — ¢ eine Wurzel jener Gleichung
ist. Die Werte O}, erscheinen also in der unbestimmten Form % Die

Gl. (143) ergeben daher nur das Verhiltnis der Werte €. Wir beniitzen
die Gleichungen wie frither in der Weise, daf wir schrittweise die Werte Cy
aus den Werten C der vorausgehenden Massen berechnen. Wir erhalten:
Cy =0, — (kO —g*mC1) i ¢ 5
Cy = Op— (q(kyCy + £,05) — q*(my Oy + myC)) z cg 5

Il=h l=h
Cry1=0C— (qlgl(kzcz) - qzlgl(mzol)) Chnt1 (144)

n-1 n-1
Co=0,_1— (g2 k() _qzzl(mlcl)) $Ca1,n
1

8%
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Die GI. (138) ergibt fiir die Werte C die Beziehung:
l=n
121 [(gm — k) C1=0. (145)

Ganz ebenso verfahren wir mit den eigentlichen Schwingungs-
gliedern der Gl. (142), um die Beziehungen zwischen den Konstanten o
und g fiir alle Massen zu erhalten. Wir fithren zu diesem Zweck die
partikulire Losung: @ = e P« sin wé + fcos wt) in die Gl (137) ein.
Zunichst berechnet sich:

¢ =e P [(—px — wf)sinwt + (wx — pp) cos wt]
und ¢ =e P ((— 0?4+ p) o+ 2pwfh)sinwt — Cpox
+ (w? — p?) ) cos wt] .

Mit diesen Werten lautet die allgemeine Gl. (137) fiir die At Masse,

nach sin w? und cos wt geordnet:

[my ((— @® + P oy + 2P0 fh) + ks (— Pz —@fi) + (G -+ Cunga) o

= Cho1,8 -1 Can 1 ¥agr]SiN@E 4 [my (— 2Ppw oy — (0% — p?) §,)

+ k(0o —PB) + (Ch-1,0 F Cns1)Br— Ch-1,2Br-1— Cnny1Bnyr] cOS wi =0 .

Da diese Gleichung fiir jeden beliebigen Wert von ¢ ihre Giltigkeit
behalten muf, so miissen die in eckigen Klammern stehenden Faktoren
von sin w¢ und von cos wt jeder fiir sich verschwinden. Dies gibt, nach
den Ausschlagen «; und f, geordnet, die beiden Gleichungen:
[—my (0 —p2) — kP + 1,0 + Cungrl @n — o (B —2m, D) B,
= Cho1, 8 On—1— Car41 %n41 =0,

[—m (0*—D%)—kp + horn T+ Chasdd P + @ (B —2m,p) o,
—Ch-1aPr-1—Cnat1Br41 =0
Der Vergleich dieser beiden Gleichungen lehrt, dal man die zweite

Gleichung aus der ersten erhilt, wenn man « mit S und g mit — & ver-
tauscht.

Die Gl. (146) denken wir uns fir jede Masse angeschrieben. Wir
berechnen aus simtlichen Gleichungen wieder Schritt fir Schritt die
Ausschlige oy und f; aus den entsprechenden Ausschligen aller voraus-
gehenden Massen und erhalten so die Gleichungen:

Ny == oy —[(@P—pB) myay + phyxy —20pmy B + 0kl e,
Ay = oy [(2— D) (Myag + Maas) + P(kyag 4 kaog) — 20 p(my fy + My f,)
. + w(kyfy + kape)l C2,3

(146)

Al

. I=h n h 3 . 147
N1 77 Ny _[(mz*sz > (myo) +p X (k) —20p % () + 0 X (kB Chnsr ( )
. 1 1 1

n-1 n-1 n-1 n—1

an=a, 1 —[{o2—p) X a4+ p X Ex)--20 7)%‘ (mf3) + o %‘ (k)] e €o o1
1 1
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Um die entsprechenden Gleichungen fiir die Ausschlige f zu erhalten,
braucht man nur in den Gl. (147) & durch § und g durch — & zu ersetzen.
Die GI. (138) liefert fiir die Werte «, f die Gleichungen:

h=n n n n
(w? —Pg)hgl(mhth) + PZ; (kpoxp) — 26027? (mufn) + o ? (knfpp) =0

(02— p? ? (mafn) + P};‘ (ke Bn) + 20)1’? (mpoy) — 1?_4‘ (kpocp) =0

Bei vielen gegebenen Massen verursacht die Aufstellung der Zahlen-
gleichung (140) einen bedeutenden Rechnungsaufwand, mag man sich
nun der fertigen Form nach Gl. (140a) oder der Determinantenform (141a)
bedienen. Selbst wenn die Gl. (140) zahlenm#Big aufgestellt ist, kann
man ihre Wurzeln nur durch Probieren finden, was wohl fiir die reelle
Wurzel — g, nicht aber fiir die komplexen Wurzeln — p 4 ¢ in ver-
haltnismaBig einfacher Weise geschehen kann. Man wird also zur
Berechnung der Eigenschwingungen besser von den Gl. (144) bis (148)
Gebrauch machen, in denen man die Werte ¢, p und @ probeweise
annimmt. Die richtige Wahl von ¢ in den Gl. (144) erkennt man nach
durchgefithrter Rechnung daran, daB die Gl. (145) befriedigt wird;
ebenso ist die richtige Annahme von p und @ in den GI. (147) schlieBlich
daran kenntlich, da die Bedingungen (148) erfullt sind. Da fiir die
Berechnung der Ausschlige o und f die gleichzeitigen Annahmen
von p und o erforderlich sind, so wire die Auffindung der richtigen
Werte duBerst mithsam, wenn nicht gliicklicherweise bei den praktisch
vorkommenden Dampfungen die Werte w der gedampften Kigen-
schwingung sehr genau mit denen der ungedidmpften iibereinstimmten.
Da sich die Werte w fiir die ungeddémpften Schwingungen nach
unsern fritheren Darlegungen verhiltnismaBig einfach finden lassen,
so braucht man zur Durchfithrung der Berechnung nach den Gl. (147)
nur noch eine Annahme fiir p zu treffen. Auch fiir die noch zu treffenden
Annahmen der Werte ¢ und p lassen sich Naherungen angeben, die
viel Probieren ersparen. Wie sich an Beispielen herausstellen wird,
unterscheiden sich namlich fiir die gew6hnlichen Diampfungen die
Faktoren C des aperiodischen Gliedes aller Massen nur sehr wenig
voneinander, so daB man in GI. (145) C; niherungsweise als konstant
ansehen kann, wodurch sich fiir ¢ die sehr gute Naherung ergibt:

n
ST
_— (149)
ny

L

gee-

v

Um zu einem Niherungswert fiir p zu gelangen, beachte man,
daB nach einem bekannten Satz der Analysis die Summe aller » Wurzeln
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einer Gleichung »-ten Grades gleich dem negativen Koeffizienten des
Gliedes mit der (v — 1)-ten Potenz der Unbekannten in jener Gleichung
ist. Fir die Gleichung (141) gilt also:
z=2n
§ Wy = — A2n-1>
z=1

oder da die reellen Wurzeln 0 und — ¢ sind und weil sich fiir die
Summe je zweier konjugiert komplexer Wurzeln die imaginiren Teile
aufheben (—p 4 wi — p —wi = —2p):

n-1
0+q+2;pz=a2n—l- (150)

Diese Gleichung gibt freilich nur eine Beziehung iiber die Summe
aller » — 1 Werte p,. Da aber (nach unserer Bezeichnungsweise) simt-
liche p positive Werte sind, so erhilt man wenigstens den Mittelwert

_ ain— 1—4q
Pn = om—1)

Mit Beriicksichtigung der Gleichungen (140a) und (149) wird also

) (151

=i\my —ﬁ'
m
P> ! (152)
2(n—1)

Die Anwendung unserer Rechnungen soll an einigen Zahlenbei-
spielen gezeigt werden.

Zahlenbeispiele. Es sollen die Eigenschwingungen e nes Zwe:nassensystems
untersucht werden. Die Massen seien m,=1.m und m,=4m (m irgendeine
Vergleichsmasse); die Dampfungsfaktoren seien verhéltnisméaBig. hoch mit
ky=03}mec und k,=0,6 'mec gegeben, wobei c:q—l{ die elastische Kon-
stante der die beiden Massen verbindenden Welle (Drehfeder) ist.

[Dimensionen m: kgems?; ¢: kgem; k: kgems.]

Eigenschwingung ohne Dimpfung (Gl. 45a):

L My my 1+4 ¢
w3 = - — = - -
My My 1:4 m

5
4 m "’

Mit Dampfung (G!. 140a):

U (,kl, -+ ]“2) ¢® 4 (le‘,ff,]? P ! k2.) NN Iy - ey cg =0,
my | my My My my My My My
Gl. (141):
0.3 0,6 8 14 0,3-0,6\ ¢ 0,31 0.6 7 ¢y~
4 ° 2 P ! 1 N a2 ! N i,
v ( ‘ 4)|m " ( 1-4 ° 1-4 )'m“ : -4 ('m,) !
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Die Auflosung dieser Gleichung ergibt die Wurzeln

we=0, wy=—g= —0,180527]/%, zz} =—p-tie

== (—0,1347365 - i - 1,108241)]/ ‘.
m

Damit wird die Losungsgleichung (142):

—0,180527]/ °,
¢p=0Cy+Ce m

- 0,1347365'//:{;
+e mw
Gl (144): C, = C;— (0,180527 - 0,3 — 0,1805272 - 1) C; = 0,978432 C,
Gl (147): oy = oy —[(1,1082412 — 0,13473652) - 1 + 0,1347365 - 0,3)
-+ 1,108241 (— 2 - 0,1347365 - 1 + 0,3) f,]
&y = —0,250465 &, — 0,033831 3, -
Damit:  f, = —0,250465 3, + 0,033831 «, ..

[zx sin 1,108241V C 4+ Boos 1,108241|/ oy } )
m m

X1

119

Zur Bestimmung der ganzen Bewegung sind fiir 2 Massen 2 + 2 = 4 Anfangs-
bedingungen erforderlich. DemgemiB seien gegeben die Anfangsdrehwinkel ¢,
der Masse 1 und ¢,, der Masse 2 und die Anfangswinkelgeschwindigkeiten ¢,

und ¢}, zu Beginn der Zeitzéhlung ¢ = 0. Man hat also aus GL (142):

710 =Co +C; + f1 720 =Co + Ca + f

7o =—9Cr—pp1+ 0oy @i =—qC,—Dpp, + W&y
In diesen 4 Gleichungen ersetzen wir zuniichst die Werte C,, «,, f, durch dic

oben gefundenen und erhalten mit unseren Zahlen ¢, p, w:
P10 ="0Co + O+ f1
720 = Cy + 0,978432 C; — 0,250465 £, + 0,033831 «,

¢l = (—0,180527 C; — 0,134737 3, + 1,108241 al)l/ 7‘;

¢hy = (—0,176633 C; — 0,003746 p; — 0,282134 «,) |/ °
m

Dic Auflosung dieser Gleichungen liefert:

Oy = —0,137446 (30— 50) — 1,150425 ¢/, ]/’g — 4,502449 ¢}, ],/ ZZ

Br= 0,804113 (¢10— ¢ 20) 1 0,039314 o1, ]/ ’;‘ + 0,058005 (,o;,,]/ ’:

ay = 0,075372 (10— 50) + 0,719712 41, ]/ ——0,726375 %,,]/?
K

Cy = —0,134482 (910 — 20) — 1,125613 g1, ]/ ’: — 4,405340 4, l/ ’:

‘'m m

Ba = —0,198852 (qr10— ¢ o) -+ 0,014502 7, l 2 0,039102 4, ]/Z

° L
g = —0,046082 (10— ¥s0) — 0,181593 o7, |/ % + 0,179970 %, ’/ ZZ

(') = 0,333333 ¢ 1y + 0,666667 ¢ 5 + 1,111111 47, ]/ ’: + 4,444444 ¢, ",’?”f

/
¢

(153)
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Der Wert C, ist, wie man leicht feststellt, in Ubereinstimmung mit
Gl (142a).

Man kann jetzt nach jenen Anfangsbedingungen fragen, die nur eine aperio-
dische Bewegung crgeben. Dazu muB «, = f; = 0 sein, was nach Gl (147) auch
&y = ff5 = 0 nach sich zieht. Man findet aus GL (153)

% = —8,37026 (19— a0 ]

‘n\ 3\0

g% = —8,18972 (¢10— 29 l .

Cy = 46,3657 (¢10— ¢20)
Cp = 45,3657 (10— ¥20) -
Der Wert C, interessiert nicht weiter. Man kann ihn ohne weiters gleich

Null setzen, wenn man nur die Nullage der Winkelzihlung entsprechend wihlt.
Damit wird die Losung:

—0,180527V£ t
g1 = 46,3657 (19— g9 € m

_0,180527|/f ‘.
72 = 45,3657 (10— pao)e "

Fig. 46.

Ebenso leicht kann man die Frage beantworten, wie die Anfangsbedingungen
beschaffen sein miissen, damit das aperiodische Glied verschwindet. Dazu muf3
nur C; = 0 sein, was auch C, = 0 zur Folge hat. Die erste der Gl (153) gibt also
mit €y = 0 die von den Anfangswerten fiir diesen Fall zu erfallende Bedingung.

Endlich mag noch die Schwingung fiir jene Anfangsbedingungen untersucht
werden, die bei Anstellung eines Versuches gewdhnlich vorliegen. Man wird die
Welle um einen bestimmten Winkelbetrag g9 — @4 zwischen den beiden Massen
verdrehen und sie aus diesem Zustand heraus plotzlich freilassen. Es ist also
o = ¢ho = 0. Diese Werte brauchen wir nur in die Gl (153) einzufithren. Man
erkennt, daBl das aperiodische Glied dabei nicht verschwindet. Diese Schwingung

i
ist fiir 19— gep = 0,1, ]/ £ —100s"! in Fig. 46 fir beide Massen dargestellt,
' m

wobei das aperiodische Glied mit entgegengesetztem Vorzeichen aufgetragen ist,
um gleich den Schwingungswinkel ¢ als Abstand beider Kurven zu erhalten.
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SchlieBlich wollen wir noch unsere Niherungsformeln an diesem Beispiel
priifen:

Wir fanden fiir die ungeddmpfte Schwingung w} = Z :n = 1,25 —7%, wihrend

sich fiir die geddmpfte Schwingung desselben Systems w = 1,108241"/?5 oder
m

w?= 1,228 198 :z ergab, also trotz der in diesem Fall besonders groen Dampfung
nicht viel verschieden. -

Wir fanden ferner den genauen Wert ¢ = 0,180527 ]/%, die Néherungs-
gleichung (149) wiirde ergeben haben

(0,3 + 0,6) yme
T IF4m

g oo

= 0,18'/1,
m

es war endlich der genaue Wert p = 0,1347365]/'1, wihrend die Ndherung (152)
m

(08 .08 _03-+00)/c ;
pav A A 0155) 2 et
. m
2. Die Eigenschwingungen eines Dreimassensystems zu bestimmen, wenn
die Massen m; = 1m, m, =2m, my = 3 m, die elastischen Lingen [,, =31,

ly 3 =21, also die Wellenkonstanten ¢; , = C";'lj , Cog = (;fl’— und die Dampfungs-
faktoren &, = O,ll/ ﬁ?i], ky = 0,2l ﬁ?z und k; = 0,3] /‘Zn_?‘_] gegeben sind.

Zunichst ergibt sich ohne Dimpfung:

s (Tat My o MeF g ) oy Tl
T \Tmym, 02T Tmymy 23/ @ + my My My
oder in Zahlen:
negs 1 (GJ \2
@' =12 fm @* 6 i) =0
,  1aJ . 2GJ

Daraus: ? = iim und o= 5 Tm"

Wir wollen auch die zugehérigen dampfungsfreien Schwingungsformen be-
rechnen:

. laJ
K 4 —l—’l’l_’; .
m mm? ’ o £ mw2x l > ‘ A 1 %,
Tl rter | 167a 16Jay, ., 3
1 17 ! Il bt S 2
mq . $ 47 > i e A L
16J | 1 L 16T« 3GJay |, 3
2 Bl i 21 } hdbdiag § 2 .
m 57 3 P 8 8T 21 ‘ M
o | 367 1 3GJay | 0 i
) 41 2 "1 8§ I
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=267

3 Im
m( m w? o m w? & l z : %’7
TR S
A E b S I
A

Mit Beriicksichtigung der Démpfung lautet die Gl (140a) fiir 3 Massen:

) k k ) + m my -+ m, ky, & ki k ky k
(6) it 3 2 ) 2 217 ™3 it S T B i S D B
¥ +<m1+ +(mm Gzt My My 23+m m2+m1m3 m2m3)

[ ot By mlﬂzka) i (k 2tk | Mt g kl) 4 Tkl ] @
ml my mymy my b2 my Mg mymg my) 23 mymymgl ¥
m1+m2+m3 ky + k, k3 ky + kg By ) @
e s+ )
by +k &y W —
my My My 01,2 Cg,3 7 0
oder die charakteristische Gleichung (141) in Zahlen:
w4 0,3 (CZLYJ) wh + 0,946667 GL] wt + 0, 184333(?") w? + 0,175833 (GJ) w?
+ 0,016667 (CZTYJ) w=20.
Ihre Wurzeln sind:
wy=0; w; =—q=—0, IV?J
m

o\ i i, = (— 0,051 i - 0,40749372) V aJ
s &

/
Wil by = (— 0,05 50 8149642)' /87
w,f

Die Losungsgleichung (142) lautet somit:
—005 ' F
g =Uy+Ce ‘/lm : l Im {a,sin o,.49749372]/§’ff ¢
" Im

+ f,cos0, 49749372, T4 + &y sin0, 8149642]/ GJ 4 1+ gy cos0, 8149642]/ aJ, }

s soll nun das Verfahren gezeigt werden, die Schwingungsform der ge-
dampften Eigenschwingung in dhnlicher Weise wie die der ungeddampften durch
schrittweise Aufstellung von Zahlentafeln zu erhalten. Man erhidlt aber fiir die
gedimpfte Schwingung neben den Schwingungsformen jeder Phase eines jeden
Schwingungsgrades noch die Schwingungsform der aperiodischen Bewegung. Fiir
letztere brauchen wir nur die Gleichungsgruppe (144), fir die ersteren die Gruppe
(147) anzuwenden. Man erhilt fur die aperiodische Bewegung:
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Zahlentafel 17.

ar e am &L
q~01Vl— q—-0,0llm.
— — —
Reihe (1] 2 34| 5 el 7 : 8 9/ 10
,,,,, _ A S — S S N—
}h 1 k kq ?quikq—mgﬁ ok \(kq—mq O:Z[kq——mq)(?’],l\lz QT
| [m@JIGJIGT | GJ DA GJ 7
; wl A ’ 1 T l 7
[ e A ] T ‘
Zelle 1/1. 01 001001 0 || 0 0 30 0
212 02 lo02002 o ¢ 0 ‘ 0 21 0
'3/3] 03 003003 0 | 0 0 C

Diese Tafel enthdlt in Reihe 1 die Massentrigheitsmomente in ihrer ge-
gebenen Reihenfolge, in Reihe 2 die zugehérigen Didmpfungsfaktoren, in Reihe 3
die Produkte k + ¢, in Reihe 4 die Produkte m ¢2, in Reihe 5 die Werte k ¢ — m ¢2,
in Reibe 6 die aperiodischen Ausschldge im Vergleich zum Ausschlag C; der ersten
Masse, in Reihe 7 die Produkte (k¢ — m ¢?)C, in Reihe 8 die Summen dieser
Werte, in Reihe 9 die elastischen Lidngen und in Reihe 10 die Werte

Z[(kg—mg*)C] _ 1=
c Qs

Man erhdlt nun in der 6. Reihe den Wert C, ., der (2 4 1)-ten Masse (in der
(h -+ 1)-ten Zeile), wenn man von dem Wert C, in der A. Zeile den in der 10. Reihe

in der . Zeile berechneten Wert % subtrahiert (gemdf Gl 144) und man

findet den Wert I [(kq— m ¢2)C] der 8. Reihe in der (& -+ 1)-ten Zeile, indem
man den Wert (kg—mq?)C in der (h - 1)-ten Zeile, 7. Reihe zu dem Wert
> [(kq—mq?) C] der h-ten Zeile (8. Reihe) addiert.

In unserem besonderen Beispiel sind die Werte kgq-—m g? (Reihe 5)
fiir alle Massen = 0, weil sich hier die Dampffaktoren wie die Massen ver-
halten. Damit ergeben sich auch die Werte der Reihen 8 und 10 simtlich zu Null
und die Ausschlige C werden fiir alle drei Massen gleich. Dies gilt ganz allgemein
auch fiir beliebig viele Massen, woraus der Satz folgt:

Wenn sich die Dampfungsfaktoren der Massen wie ihre
Tragheitsmomente verhalten, sind die gleichzeitigen ape-
riodischen Ausschlige aller Massen gleich.

Da der der Berechnung der Zahlentafel 17 zugrunde gelegte Wert g der
genaue Wert ist, so ergibt sich die Endsumme der Reihe (8) von selbst zu Null.
Hitten wir aber den Wert g probeweise annehmen miissen, so wire das Ver-
schwinden der Restsumme (Reihe 8 letzte Zeile) das Zeichen fiir die richtige
Annahme.

Unter Beachtung der GI. (147) bilden wir in dhnlicher Weise die Zahlen-
tafel 18 firr die Phase « der ersten Eigenschwingung:

Wir fanden:

aT e
aJ _ /
p = 0,05 V o =0,49749372 ] T
Damit wird:
— 9 = (0,2475 — 0,0025) - 577 —=0,245 C}i*’

2o p = 0,0494937 ~(§J
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Zahlentafel 18 enthilt
in Reihe 1 die Massentréig-
heitsmomente, in Reihe 2
die Diampfungsfaktoren, in
Reihe 3 und 4 die zur Be-
rechnung gebrauchten Aus-
driiccke m (w?— p?) 4+ kp
bzw. w(—2mp+ k), in
Reihe 5 die Ausschlige o
im Vergleich zu den Aus-
schlédgen o; und 3, der ersten
Masse, in Reihe 6 die Werte
[m (0 — p*) + kpla, in
Reihe 7 die Werte w (— 2mp
+ k)3, in Reihe 8 die
Summe aller Werte der Rei-
hen 6 und 7, in Reihe 9
die elastischen Liéngen und
. . . ol
in Reihe 10 die mit 7
multiplizierten Werte der
Reihe 8.

Im allgemeinen Fall
ergibt sich in Reihe 5 der
Wert o, (h-te Zeile oder h-te
Masse) in der Form o, =
a0y + by By (in unserem
speziellen Beispiel der Tafel
18 werden alle Werted, = 0).
Damit kennt man auch
gleichzeitig den Wert fg,,
der sich gemif unserer Be-
merkung zu den Gl (147)
dadurch ergibt, daB man «
durch $ und B8 durch — o
ersetzt, nimlich p, = a, f,
— b, oy. Allgemein set-
zen sich also auch die Aus-
driicke der Reihen 6, 7, 8
und 10 aus solchen Sum-
men zusammen.

Man erhdlt in der 5.
Reihe den Wert o, ., in der
(h 4 1)-ten Zeile, indem
man von dem Wert «; in
der h-ten Zeile den in der
10. Reihe, A-ten Zeile be-

> .
rechneten Wert < gemif3
c

Gl (147) subtrahicrt,
und man findet den Wert
X der 8. Reihe in der

k

1 m(0?— )+ kp | w(—2pm +

GJ

GJ
l

(02— p?) +kpla | o (—2pm + k) B

o "[m

|

k) ‘
GJ

¢

I

GJm

m
n

2,000000 o
1,333333 o,

-

'3

I —0,666667 oy |2
0

| 0,666667 oy
|

04,

0
0

666667 o, ’
—1,333333 &,
1-0,666667 o,

05

0,666667
1,333333
2,000000
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(A -+ 1)-ten Zeile, wenn man zu dem Wert ¥, (8. Reihe, h-te Zeile) die Werte
[m(w%2— p?) - kp]lx und w(—2mp -+ k)B in den Reihen 6 und 7 der
(A 4 1)-ten Zeile addiert.

In unserm Sonderfall, wo das Verhialtnis ;k'—l fiir alle

Massen das gleiche ist, ergibt sich, dafBl alle Massen gleich-
phasig schwingen und, wie der Vergleich der Schwingungs-
formenmit und ohne Démpfunglehrt,daB dieSchwingungs-
form der gedimpften mit jener der ungedimpften Schwin -
gung tbereinstimmt.

Wir haben der Aufstellung der Zahlentafel 18 die genauen Werte » und o
zugrunde gelegt, infolgedessen verschwindet in der Summenreihe 8 die Rest-
summe sowohl hinsichtlich der Beizahlen von «, wie von f8;. Umgekehrt zeigt
das Verschwinden beider Zahlen die richtige Wahl der Werte p und o an.

Die Schwingungsform der Phase f braucht nach der Bemerkung zu den
Gl. (147) nicht besonders berechnet zu werden; man erhilt sie aus der Phase «
durch Vertauschung von «; mit $, und von $; mit — &;.

Wir wollen der Vollstindigkeit halber noch die Zahlentafel fiir die Eigen-

chwingung zweiten Grades anschreiben, obschon wir wissen, daf3 die Schwingungs-
orm dieselbe sein muBl wie fiir die ungeddmpfte Schwingung (siehe S. 124):

G - reag
p=005)/7" w = 0,8149642 l T
GJ GJ
2 m2 o Y — g
® P 0,661667 I’ 2w p = 0,0814964 Im
Die Werte w? der ungeddmpften Schwingung sind mit 0,25 % und g —CZT%
nicht viel verschieden von jenen der gedimpften: ? = (,2475 %%L und
w3 = 0,664167 el .
? im

Die Naherungsformeln (149) und (152) ergeben fiir den
k
Fall, daB po fur alle Massen gleich ist, genaue Werte.

Als allgemeines Beispiel der Berechnung gedidmpfter Eigenschwingungen
wollen wir noch die aperiodische Bewegung und die Schwingung ersten Grades
der Sechszylindermaschine untersuchen, deren ungedimpfte Schwingungsform
ersten Grades wir in Zahlentafel 4 berechnet haben.

Die Diampfungsfaktoren sind nach unseren fritheren Darlegungen ermittelt
worden und in Zahlentafel 19 angegeben. Fiir »? wird man zuniichst ohne weiters
den in Zahlentafel 4 angewandten Wert 49 840 probeweise annehmen. Fiir ¢
gibt Gl (149) mit den gegebenen Dimpfungsfaktoren und Massentrigheits-
momenten:

- ¥k _ 1600 + 100 - 6-800 + 60 +-60 6620
T Im 2200 +3000+6- 93+ 74 6,6 5775

Aus Gl (152) ergibt sich der Mittelwert:
k k
> =

q 1,147.

m_ Im 70,17 — 115
STy - 15 =383

Pm o
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Wir wollen der Kiirze halber hier nur die Rechnung mit den endgiiltig
verbesserten Werten angeben.

Aperiodische Form: ¢ = 1,1471; ¢% = 1,3158; GJ = 10%.
Zahlentafel 19.

| ' ‘ 18] ‘ >
m | k | kg—mq?| C:C; (kg—mg® ~ > l =
: ‘ 01 c
2200 1600‘—1059,40 1,0000000 | — 1059,40 |—1059,40 3142 —0,0000150
3000 | 100|—3832,69 |1,0000150| —3832,75 |—4892,15 57,5 281
93 | 800+ 795,311|1,0000431 | + 795,35 |—4096,80 | 48,5 199
93 | 800| -+ 795,311 | 1,0000630 795,36 | —3301,44 | 48,5 160
93 | 800| 4 795,311 {1,0000790 795,37 |—2506,07 | 48,5 122
93 | 800| 4+ 795,311 | 1,0000912 795,38 |—1710,69 ' 48,5 083
93 | 800| 4+ 795,311 |1,0000995 795,39 | — 91530 & 48,5 044
93 | 800 4+ 795,311 1,0001039 795,39 | — 119,91 | 77 009
7 60 59,615 | 1,0001048 59,62 |— 60,29 }150 009
6,5, 60 60,273 | 1,0001057 60,28 ~0

Daraus ist zu ersehen, daBl der aperiodische Ausschlag
praktisch fiir alle Massen der gleiche ist.

Die 1. Eigenschwingungsform ist in Zahlent. 20 auf S.127 berechnet.

Die Durchrechnung der Tafel 20 ist absichtlich mit weit iber-
triebener Genauigkeit ausgefiithrt, weil sich hier in diesem Fall
die Merkwiirdigkeit ergibt, dafl die Periodenzahl der ge-
dampften Schwingung etwas hoher ist als jene der unge-
dimpften Schwingung, wie der Vergleich der Werte w2 in den
Zahlentafeln 4 und 20 erkennen la8t.

In Zahlentafel 4 ist »? = 49840 noch etwas zu groB, wie der negative Rest
zeigt; der genauere Wert fiir die ungedimpfte Schwingung ersten Grades ist
w? = 49 838,97.

Die Tatsache, daB die Eigenschwingungszahl der gedédmpften
Schwingung unter Umstéinden héher liegen kann, wie die der unge-
dampften, ist gewil neu und vom theoretischen Standpunkt aus be-
merkenswert. Die Untersuchung der Bedingungen fiir das Eintreten
dieser Merkwiirdigkeit gehort indessen in das Gebiet der Mathemaitik.
Wir brauchen uns damit um so weniger zu beschéftigen, als fiir praktische
Zwecke der Unterschied ohnehin kaum in Betracht kommt.

Um die Schwingungsformen der geddmpften Eigenschwingung mit jener
der ungeddmpften vergleichen zu konnen, braucht man, da die Bestimmung der
Phasen fiir den Vergleich freisteht, nur §; = 0 zu setzen. Dann besteht die
Phase o der gedimpften Schwingung nur aus den mit &, multiplizierten Anteilen
in Tafel 20, die ohne weiteres mit jenen der Zahlentafel 4 verglichen werden kénnen,
da die Phase f der geddmpften Schwingung daneben keine groBie Rolle spielt.
Um nimlich die Phase 8 aus der Phase « zu erhalten, hat man bekanntlich nur «

durch # und 8 durch — & zu ersetzen, so da} sich z. B. der Ausschlag p fir die
letzte Masse (my,) aus Tafel 20 findet zu:

10 = — 1,07604 8, + 0,01636 o, .
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Cp g — Myw? — ko — €9 0 0

ko €y g — My * 0 — €y, 0

—Cy2 0 Co + Cog — Myw? —kyw — Cg,3
0 —Cy.0 kyw Ci ot Co g — Maw? 0
0 0 —Ca g 0 Co 5 -\ C3q4 — Mg
0 0 0 —Cy3 Iy
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

Setzt man jetzt wieder f; = 0, so bemerkt man, daB die Phase  aus den mit
geénderten Vorzeichen versehenen, mit §, multiplizierten Anteilen der Tafel 20
besteht; z. B. 83, = 4+ 0,01636 «,.

Man erkennt aus dem Vergleich der Zahlen, daB in der Tat die Ausschlige
der so bestimmten Phase g klein gegen jene der Phase « sind und daB die Aus-
schlige der Phase « sich nicht wesentlich von jenen der ungedimpften Schwingung
(Tafel 4) unterscheiden.

Unsere frithere Regel, daB die Anzahl der Schwingungsknotenpunkte mit
dem Eigenschwingungsgrad iibereinstimmt, gilt wohl noch fiir die Hauptphase «,
aber nicht mehr fiir die Nebenphase §. Eigentliche Schwingungsknoten, d. h.
Wellenquerschnitte, die sich nicht an der Schwingung beteiligen, gibt es im all-
gemeinen fir die gedidmpften Eigenschwingungen iiberhaupt nicht; fiir solche
miifiten die Ausschlidge beider Phasen gleichzeitig Null sein.

Es braucht wohl nur angedeutet zu werden, daB man das hier gezeigte
rechnerische Verfahren der Bestimmung der Schwingungsformen auch zum Teil
zeichnerisch durchfithren kann in derselben Weise, wie es Professor Giimbel
fir die ungeddmpften Schwingungen gezeigt hat.

21. Erzwungene Schwingungen beliebiger Massensysteme

mit duberer Dampiung.

Wir setzen wieder voraus, daB an jeder EKinzelmasse m; ein er-
regendes harmonisches Moment von der Amplitude M, wirkt; wir setzen
also bei Massen, an denen kein Moment wirkt, M = 0, oder bei Mo-
menten, die an solchen Stellen der Welle angreifen, wo keine Masse
sitzt, m, = 0. Die Gesamtzahl aller so gezihlten Massen und Momente
sel n. Fiir die erregenden harmonischen Momente gilt:

Wy = M sin(wt -+ &) = A, sin wt + By cos ot .
Damit lauten die Gleichgewichtsbedingungen:
My kgt 4 ¢y o(g1—ps) = Ay sinwt + By coswi
M@l 4 kaqh + €1,5(02— 1) + C35(72— ¢5) = Ay sin ot + Byeoso

. : (154)
my g FEed e v i—yn-1)+ Conr1(Tn—n41) =A,sinwt-- Bcosmi

m,ql A-Lgh e, 1.0, —q, 1)=A4,sinwit-+ B, cosmi

i
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0 0 0 - 0
0 0 0 0
0 0 0 0

— Cy,3 0 0

—kyo —c34 O

Cog+ C3q —Mgw® O —cyy = D (156)

0 0 0 —c¢,.1, O Cpoqn — Myo? —k,w
0 0 0 —c,q, ko Cpotom — My

Wir wissen bereits, dall die erzwungenen Schwingungen einfache
harmonische Schwingungen von der Periode w der erregenden Momente
sind, kénnen also setzen:

¢ =«asinwt 4 fcoswt,
¢ = w(x coswt — fsinwt) ,

"= —ow(asinwt -+ fcoswt) .
Die h-te Differentialgleichung (154) (fiir die Masse m,,) lautet damit :
f—my w20, —kyor i, + (Choy,n -+ Crnt1)On—Cho1,0 Bn-1
—Ch 18 s1 — Aplsinmt 4+ [—my02p), + koo,
FChorn + ) P Cho1,n Prm1— Ch g1 Prgr — Balcoswi = 0.

Da diese Gleichung fiir jeden Wert £ gelten mul}, so muB jede der eckigen
Klammern fiir sich verschwinden. Dies liefert die beiden Gleichungen:
— Cho, 1 On-1 F (Chogn F Chnpr — Ma@®) o — kr@ Py — Chppy Gnyr = Ah}(lSC))
—ChoaPro1t (Ch-pn F Chnar — Mu ©2) i+ kpow &y — Chpy 1 frer = Ba
Man erkennt, dafl die zweite Gl. (155) aus der ersten dadurch
entsteht, dal man « durch f, 4 durch B und f durch —o« ersetzt.
Die Gl. (155) denken wir uns fiir jede Masse angeschrieben und
erhalten so ein System von 2 » linearen Gleichungen, die zur Bestimmung
der 2n Unbekannten (&, fi);=% ausreichen. Zur Auflosung bilden
wir zunichst die Determinante D aus den Beizahlen aller Ausschlige!):
Die Reihen dieser Determinante 2n%" Grades wollen wir mit
[hy, hpli 2t die Zeilen mit [I, {3];Z7 numeriert denken. Ersetzt
man in der Determinante D die Zahlen der Reihe &, durch die auf der
_rechten Seite des Gesamtsystems (155) stehenden konstanten Glieder

A, By, ... A, B, so entsteht eine neue Determinante 2n%** Grades,
die wir mit D (k,) bezeichnen wollen. Es ist dann bekanntlich:
sy 20 )
h = D
: (157)
By = D (hg)
h D ’

1) Siehe die Determinante (156) am Kopf dieser Doppelseite.

Holzer, Drehschwingungen.
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Wenn man in der Determinante D die Reihe A, und die Zeile I,
streicht, so bleibt die Unterdeterminante D (h,!,) ibrig, die vom
(2n — 1)ten Grade ist. Wir bezeichnen nun die Briiche:

D(be, l4)
T =%
D(ho, 1z)
D= by,
(158)
DGig L) _,
D — Yi,1
Dhg, ls) __,,
—p =l
und kénnen mit diesen Bezeichnungen die Gl. (157) schreiben:
l=n
op = (an,1 AL -+ ba,i Br)
. I=1 (159)

l=mn

Pr =lzl(ah,zAz + b%,:.87)

Aus der Entstehungsweise der Gl. (155); aus (155), ergeben sich
die Beziehungen:

b;z,[ = Qp,1 } (160)

’
Ap 1 = — bh,l

womit die Zahlen a’,b” durch die Zahlen a,b ersetzt sind. AuBerdem
ergibt sich aus dem Bildungsgesetz der Determinante D das bemerkens-
werte Gesetz von der Gegenseitigkeit der Ausschlage:1)

Ap,1 = A p } (161)

welches aussagt, dafl der vom Moment 4, zum Schwingungs-
ausschlag der At Masse hervorgebrachte Anteil gleich
jenem ist, den das Moment A, am Schwingungsausschlag
der I'**® Masse erzeugt oder der EinfluB des Momentes M,
aufden Ausschlagder Massem,ist ebenso groff alsder Einflull
des Momentes M, auf den Ausschlag von m,. Dal} dieses Gesetz
bei ganz beliebig gegebenen Dampfungsfaktoren aller Massen gilt, ist ge-
will beachtenswert. Natiirlich gilt es dann auch fiir den Sonderfall der un-
gedampften erzwurlgenen Schwingung, fiir welchen alle Werte & =0 sind.
Die Ausschlige der h*® Masse sind (Gl. 159 und 160):

l=n
&y = > [an, Ay + by By

= o
b= ;;[ah,z By — by, 4]

1) Die Stelle des Beweises moge Zahlentafel 22 vertreten.
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Da die Dampfungsarbeit von den erregenden harmonischen
Momenten geleistet wird, so ist ferner:

h=n

h=n
o X [ky (i + 7)) =; (& By — P A4p) (163)
=1 =1

Denken wir uns alle erregenden Momente bis auf jenes an der
I'*n Masse verschwunden und bezeichnen wir fiir diesen Fall die
Ausschlige der A" Masse mit «;; und B, so ist nach (162):

opy=ap1 Ay + by, By }
ﬁh,z = Gp,q B, — bh,lAl

Die Gleichung der Dampfungsarbeit mul} natiirlich auch fiir diesen
Fall erfiillt sein, wodurch sich ergibt:

(164)

= N -
whz—1[kh (&1 + Pl =&y B — B 4 (165)
oder mit Beriicksichtigung von (164):
h=n
w,Z_,'l[kh (@i, + b)) = byz . (166)

Ebenso kann man aus der Determinante (156) und den Bezie-
hungen (163) und (166) ableiten:

h=n
(’J};Z‘[kh (@n,1@ns + bpr by )] = 0,5, (167)
=]

in welcher Gleichung ! und ¢ zwei beliebig wihlbare Zahlen der Reihe 1
bis » bedeuten, so daB Gl. (166) sich auch aus (167) fiir ¢ = [ ergibt.
Endlich erhalt man noch die Beziehung:

=n

h
hZ,l[kh (ah,l bh,i - bh,lah,i)] =0 (168)
die fiir } = ¢ identisch erfillt ist.

Zwischen dem erregenden harmonischen Moment M,, dessen Kom-
ponenten A;urd B;sird urd dem von diesem Momer t allein e1zeugten
Ausschlag y;,; der hten Masse, dessen Komrporernten wir in G'. (164)
mit oy ; urd fy,; bezeichreten, besteht ein Phaserur terschied, den wir
mit 1y, bezeichnen wollen. Verstehen wir unter wj; den Wirkel,
um den Jie Richtung von M; gedreht werden muf}, um in uie Richtung
von y,; zu kommen, so ist, wenn d; den Phasenwinkel von M, ¢,
den Phasenwinkel von y;; bedeutet, gemill Gl. (164):

tgyn =tg (&1 — &) = Ttg:ﬁ;éﬁé%
bri _ B anaBi—biadr B
o ome A waAtbg B A by (169)
1 &l .{3} an,i By — b1 4y .Ez ani’
oany Ay any Ay + by By 4,

9*
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Wegen des Gesetzes von der Gegenseitigkeit der Ausschlige Gl. (161)
gilt aber auch:
& = apy Ap + by Bh} (170)

ﬂl,h = Qp,; B, — bh,l 4,
und damit auch: .

b
tg = — f — tg . (171)

Daraus folgt: Die Teilausschlige y;; und y;,, haben gegen ihr
erregendes Moment M;, bzw. M; nicht nur gleiche relative
GroéBe (das Moment selbst ist mit ein Faktor des erzeugten Ausschlages),
sondern auch gleichen Phasenwinkel.

Der Gesamtausschlag y;, = ]/éc—ii}??;f , der unter gleichzeitiger
Wirkung aller erregenden Momente zustande kommt, hat natiirlich
den Phasenwinkel g, , fiir welchen gilt:

1=

is

(a1 By — by Ay)
tgg, = —/'-;}—’:
"

(ahlAl+bthl)

2k

1
A

Fiur praktische Berechnungen ist die schrittweise Losung der
Gl. (155) wieder viel bequemer, indem wir den Ausschlag einer be-
liebigen Masse durch die Ausschlige aller vorausgehenden Massen
ausdriicken. Man findet aus Gl. (155), indem man nacheinander
h=1,2...n setzt:

Ny =o;—(Mwio; +kop; 4 4)ie,
oy == oy — ((myog + mapas) 0 4 (kyfy + Rapla) o -+ Ay + Ay) ey
v=h i=h
i ~| S ”
Kpypr = &y — ("22(7’%0\:)‘}‘(“\ (k:$,) -{-_ZAf):C/I,h«{—l (172)
i1
i=n-1
&y =g — X (wPm, ok B, 4 A)ie, 1.
=]

Um die entsprechenden Gleichungen fiir die Ausschlige f zu er-
halten, braucht man nur in den Gl. (172) « durch 8, 4 durch B, 8 durch
—«& zu ersetzen.

Vergleicht man Gl. (172) mit der fiir die ungedimpften Schwingungen
abgeleiteten Gl. (56), so erkennt man, da3 der Unterschied nur in dem
Hinzutreten der Dampfungsglieder besteht. Die Berechnung der
gedimpften erzwungenen Schwingung ist also grundsitzlich von der
der ungeddampften nicht verschieden.
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Wir wollen die Anwendung wieder an Beispielen zeigen:
1) System mit 5 Massen:
my =1m, my,=2m, my = 3m, my=4m, my = 5m;

-

l

—y

b =01) mGJ 02 m@J - p—03] ™G g, o, 2] mGJ

ks _02], ﬂ?;’.

L,=31, lLg=21I, l,=11, I3==05L

n?=0,25 Ci]; o = 0,57' G\J
Im im

Um die Richtigkeit der abgeleiteten Beziehungen zu erweisen, wollen wir

an jeder Masse ein harmonisches Moment annehmen und die Ausschlige fiir jedes

einzeln berechnen, um die EinfluBzahlen a,,; und b,, zu erhalten. Indem wir

zunichst nur 4; und By wirkend denken, erhalten wir gemafi GL (172) die nach-

stehende Berechnung:
Zahlentafel 21a.

w?=0,25 gq, w=0,5 GL] .
Im Im
Reihe 1/ 2 [ 3 | 4 | 5 ! 6 |7 8 9l 10
| o
mma)‘k(m o ‘ mwia | kop P4l > ol =
eJ 6J aJ o GJ GJ G ) ¢
"y ‘ 1 T ‘z T ‘
T 1 1 ) - oo T T T T I
ZellLI 10,25 0,05; &y 0,25, | 0] 0,250 3 | 0,750
+0,0581 | 40,058 | |+0,156;
» 202(0,500,100 0,250, | 0,12507  |40,0150 ‘0 0,390, ‘2 0,780,
0,158, —0,07565; 40,0258, | 05 05,
. 31310,750,15—0,53%; '—0,39750, |4+0,02250; | 0 |--0,01504, ['1 0,015,
—0,155, L0,1125/6’1 —0,07958, = |—0,1928, | 1—0,1925,
., 4/ 411,00 0,10—0,545 ¢ ‘Lo 5456; | —0,00420; | 0 |—0,53420; {0,5'—0,2671<x1
+0,0428, 10,0428, |-0,05456; —0,20458, | 1-—0,102255,
. 5 511,25 0,10—0.2779a; |—0,347375%, —0,01442504| A;|—0,8960, |
! +0, 14425,31\ +0,18031255,—0,027798; —0,0519775/91’
| i +4s !

Die Entstehung der Zahlentafel ist wohl firr sich klar. Jedem Wert der
Reihe 4: o, = a, oy + b, f; entspricht ein Wert 8, = a, f; — b, o; der andern
Phase. Man erhilt in der 4. Reihe den Wert o, 44 (m der (A 4+ 1)ten Zeile), wenn

man von dem Wert «, (4. Reihe, A-te Zeile) den Wert = 1n der 10. Reihe, A-te Zeile

subtrahiert, und man findet den Wert 3 der 8. Relhe, (h + 1)te Zeile, wenn
man zu dem Wert ¥ (8. Reihe, %-te Zeile) die Summe der in der (k 4 1)-ten Zeile
berechneten Werte mw?2a -+ kwf + A4 der Reihen 5, 6 und 7 addiert, wie
es die GL (172) verlangen.

Ebenso berechnen wir die Zahlentafeln fir die iibrigen erregenden Momente.
Da aber, wie man leicht erkennt, die mit «, und #, multiplizierten Anteile der
Ausschlige von den Momenten nicht beeinflut werden, so brauchen wir nur die
von den Momenten herrithrenden Anteile fiir sich zu berechnen. Solche Anteile
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ergeben sich natiirlich nur fiir diejenigen Massen, die in der fiir die Berechnung
gewihlten Aufeinanderfolge der Massen nach dem erregenden Moment folgen.
Jedem Phasenausschlag «;, = p, 4, + ¢, B, entspricht der gleichzeitige Phasen-

ausschlag 8, = p, B, —q, A4,.

Zahlentafeln 21D, c, d, e.

Auf diese Weise erhidlt man die nachstehenden

m|imo?| ko o m oo kof !A > l %
b) A,, B, allein wirkend: |
4] — | — 0 — — 14, 4, 0,5 0,54,
5/1,2510,101—0,5 4, |—0,625 A4, 0| 03754,
—0,05 B, —0,05 B,
} ‘ ¢) A, B, allein wirkend:
3 0 — — 145 A, 1 1-4,
4/1,00(0,10—1-4; | —1,04, 0] 0-4, 0,5 04,
—0,1 B, I |—0,1B, |—0,05 B,
5/1,250,10—1 4, . |—1,254, —0,005 A4, k 0 |—1,255 4, 1
| +0,05B; |+0,0625 B, |—0,1B 013758, | |
o l d) 4,, B, allein wirkend:
2! | 0 — — 4, A, 2 | 24,
30,75 0,15 —2 4, —1,5 4, 0 —0,5 4, 1 —0,5 4,
‘ —0,30 B, —0,3B, —0,3 B,
4‘ 1,00 |0,10—1,5 4, | —1,5 4, 0034, | 0-2034, |0,5—L0154,
| |+0,3 B 403 B, —0,15 B, —0,15B, 0,075 B,
51,25 0,10 —0,485 "Ay —0.60635 A, —0,0375 A, | 0 | 2.67375 4,
|+0,375 B, |-+0,46875 B, |—0,0485 B, } +0,27025 B,
| ‘ | ¢) A, B, allein wirkend:
1 | ‘[ 0 — . ‘Al A1 !3 3 Al
2;0,50}0,10‘ 3 A, —1,5 4, 01—0,5 4, \2 —14,
L —0,3 By —0,3 B, | 0,6 B,
3 \ 0,75 0, 15—2 4, —1,54, —0,09 4, 0—2094, 1 —200A4,
4068, |+045B, |03 B, —015B, | |—0155,
411,00 0,10 40,09 A, 40094, 00754, |0 —2075 4, 0,5 —1,0375 4,
1 -~ l4075B, 40,758, 40,009 B 10,609 B, = --0,3045 B,
51,25 010, LI275.4,| 14093754, —0,04455 4,10 —0710754, |
|-+0,4455 By | 4-0,556875 B, -0,11275 B, | |+1,278625 B,
Zahlen-
4, 1 B, A, B, Ay
&y “ —0,707442 | - 1,468076 | 2956649 = -~ 0473135 - 1,404844
ay | -—2,956649 -+ 0,473135  —0,668192 = - 0,561781 -0,362006
Ny | --1,404844 | --0,071964  —0,362006 -1 0,192736 1-0,733773
Ay 0,413807 - .0,079814 +0,091502  --0,082038 - 0,231337
AL 1,112328 -0,064527 1 0,268403 - 0,18298] 0,599213
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Da fiir das freie Wellenende die Summe aller Momente (Reihe 8, letzte Zeile)
verschwinden muB, so liefern die Zahlentafeln 21 a bis e die Gleichung:

— 0,896 oy — 0,0519775 p, — 0,71075 A, + 1,278625 B, — 2,67375 4, |

4 0,27025 B, — 1,255 Ay — 0,1375 By + 0,375 A, — 0,06 By + 1+ 45 —0J (175
Fiirr die Phase b lautet die entsprechende Gleichung:

— 0,896 8, - 0,0519775 &y — 0,71075 B, — 1,278625 4, — 2,67375 B,

—0,27025 4, — 1,255 B; - 0,137545 40,3758, 4 0,064, + 1+ By = 0} (173b)

Die Gleichungen (173 a und b) dienen zur Berechnung der unbekannten Aus-
schlige «; und #, und ergeben:

oy =—0,707442 4, + 1,468076 B; — 2,956649 4, + 0,473135 B, — 1,404844 A4, (174a)
—0,071964 B, + 0,413897 4,— 0,079814 B, -+ 1,112328 4 — 0,064527 B, }
p1 =—0,707442 B; — 1,468076 4, — 2,956649 B, — 0,473135 4, — 1,404844 B, \ (174b)

-10,071964 4, + 0,413897 B, + 0,079814 4, + 1,112328 B, + 0,064527 A; |

Mit den Ausschligen ~, und f, sind aber auch die Ausschlige aller iibrigen

Massen aus den Zahlentafeln 21 a bis e berechenbar; z. B. fiir die Masse mj:
g = —0,2779 o, + 0,14425 8, + 1,1275 A, + 0,4455 B, — 0,485 4, - 0,375 B,
—1-A45+0,05B,—0,54,.
Um g; zu erhalten, hat man nur « durch 8, # durch —« , 4 durch B und B durch
—A zu ersetzen.

Die Beizahlen der fertig berechneten Ausschlige « sind in Zahlentafel 22
zusammengestellt.

Man erkennt aus der Zahlentafel 22 das Gesetz von der Gegen-
scitigkeit der Ausschldage, GL (161). Die Erfillung der Bedingungen (166),
(167) und (168) wollen wir an je einem Beispiel zeigen:

Gl (166) fur 7 = 4:

0,5 -[0,1 - (0,413897% - (—0,079814)2) - 0,2(0,0915022 + (— 0,082038)2)
+ 0,3 - ((—0,231337)2 + (—0,019783)%) + 0,2((—0,222222)2 |- 0,0608822)
+ 0,2 ((—0,603509)% 4~ 0,081885%)] = 0,5 - [0,1 - 0,177681 4- 0,2 - 0,015103
-+ 0,3 - 0,053908 + 0,2 - 0,053089 + 0,2 - 0,370928] = 0,060882 = b,,, .

GL (167) fir I =2, ¢ = 3:

0,5+[0,1 - (—2,956649 - —1,404844 - 0,473135 - —0,071964) - 0,2 (—0,668192

-—0,362006 - 0,561781 - 0,192736) -+ 0,3 - (—0,362006 - 0,733773 + 0,192736
- 0,248868) 4- 0,2 (0,091502 - —0,231337 +-—0,082038 - —0,019783)

-+ 0,2(0,268403 - —0,599213 +4-—0,182981 - —0,132650)] = 0,5 [0,1 - (4,153631
—0,034049) - 0,2(0,241889 + 0,108275) + 0,3 (—0,265630 - 0,047966)
-+ 0,2(—0,021168 +- 0,001623) - 0,2(—0,160831 -- 0,024273)] = 0,5 - [0,411958
-+ 0,070033 — 0,065299 — 0,003909 — 0,027312] = 0,192736 = b,,5.

tafel 22
- | T - H
B, " 4, B, , A B;
—0,071964 i+ 0,413897 —0,079814 - +1,112328 — 0,064527
-+ 0,192736 -4 0,091502 —0,082038 -+ 0,268403 —0,182981
-+~ 0,248868 --0,231337 —-0,019783 —0,599213 -—0,132650
-—-0,019783 —0,222222 -1- 0,060882 —0,603509 ' - 0,081885
~-0,132650 — 0,603509 1 0,081885 —0,200808 | - 0,178385
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Gl (168) fir =1, i = 2:
0,1 - (—0,707442 - 0,473135 — 1,468076 - —2,956649) + 0,2 - (—2,956649

-0,561781 —0,473135 - —0,668192) + 0,3 - (—1,404844 - 0,192736 |- 0,071964
- —0,362006) + 0,2 - (0,413897 -—0,082038 -+ 0,079814 - 0,091502) - 0,2 (1,112328
- —-0,182981 -+ 0,064527 - 0,268403) = 0,1 - (—0,334716 -+ 4,340585)
10,2 (—1,660989 + 0,316145) -+ 0,3 + (—0,270764 — 0,026051) - 0,2 (—0,033955
1 0,007303) + 0,2 - (—0,203535 -+ 0,017319) = 0,4005869 — 0,2689688
—0,0890445 — 0,0053304 — 0,0372432 = 0,000000 = 0 .

2. Wir kénnen jetzt die Aufgabe losen, die erzwungenen Ausschlige
eines Massensystems bei Resonanz zu berechnen, fiir die wir als Bei-
spiel die Sechszylinderviertaktmaschine wahlen. Fiir die Eigenschwingung ersten
Grades haben wir geméd den Zahlentafeln 4 und 20 den Wert w3 = 49 840 ge-
funden. An jeder der 6 Arbeitskurbeln wirke ein harmonisches Moment gleicher
GroBe und gleicher Phase mit den Komponenten 4 und B; an jeder der beiden
Luftpumpenkurbeln ein harmonisches Moment gleicher Grofle und gleicher Phase
mit den Phasen 4’ und B’. Die Diampfungszahlen kw sind in der nachstehenden
Zahlentafel 23a zusammengestellt; sie entsprechen des Vergleiches wegen genau
den in Zahlentafel 20 angegebenen Werten k. Wir trennen die Berechnung wieder
in den nur vom Ausschlag der ersten Masse herrithrenden Teil (Tafel 23a) und
in den von den Momenten erzeugten Teil (Tafel 23b). Gemifl den Gl. (172) er-
halten wir die Zahlentafeln 23a S. 137 und 23b S.138.

Die Zahlentafeln 23a und b liefern fiir das freie Wellenende die Gleichung:

— 11064 x, — 12296098, + 5,1421727 4 — 0,0317708 B + 1,9951406 4"

—0,0002009B" — 0 | amse)
Fiir die Phase B ist die entsprechende Gleichung:

— 110648, -+ 1229609 «, --- 5,1421727 B + 0,0317708 4 +- 1,9951406 B’

-+ 0,0002009 4" = 0 } (175D)
Die Auflésung der GL (175a) und (175b) ergibt:

106, = 0,0117901 4 — 4,1818515 B + 0,0144354 4" — 1,6224514 B’ (1764a)

1058, = 0,0117901 B - 4,1818515 4 -+ 0,0144354 B’ - 1,6224514 4’ (176b)

Die Wahl der Phasen steht uns wieder frei. Da es uns hier nicht darauf an-
kommt, die Phasen fiir einen bestimmten Zeitpunkt, ctwa fiir den Zindtotpunkt
eines gewihlten Arbeitszylinders zu bestimmen, welche Aufgabe wir schon fiir
sich behandelt haben, so wihlen wir am einfachsten die Phasen nach den har-
monischen Momenten der Arbeitszylinder, deren Amplitude mit 4500 kgem ge-
geben sei. Wir setzen also 4 = 4500, B = 0. Die Amplitude des harmonischen
Moments der Luftpumpen ist demgegenitber nur klein und seine Phasen fiir die
gewiihlte Zerlegung seien A’ =—>500, B’ co 0. Mit diesen Zahlenwerten liefern
die Gl (176a) und (176b):

&, = 45,838 -10°
f, = 18007,106 - 106,

Damit sind nach den Tafeln 23a und b dic Ausschlige aller Massen be-
rechenbar. Sie sind in Zahlentafel 23c¢ (S. 139) zusammengestellt.

Die hochste Drehbeanspruchung der Welle ergibt sich fiir den Wellenteil
zwischen den Massen 1 und 2, fiir welchen der Verdrehungswinkel wird:

2= (7"17—/\2)2 “l: (Br—f2)?

=10 6| (45,84 -I- 116,87)% - (18007,11 --10029,75) = 28037 - 10~ &.
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Wenn also die von der Resonanz
erzeugte Drehspannung 1500 kg/cm?
nicht iiberschreiten soll, muf3 der
schwichste Wellenquerschnitt zwischen
den beiden Massen noch ein Wider-
standsmoment
W= 0,028037 - 10*°

¢ 1421500
besitzen. Die Tafel 23¢ enthilt auch
die Werte «2 -+ A2 fiir alle Massen. Da-
raus findet sich die Dampfungsarbeit
fiir eine volle Schwingung:

7 3 heo (x® +2)] = 7 - (115,825 + 2,246
-+ 300,962 + 10,009) — 429,042 z .

DerselbeWert muB3sich ausder Arbeitder

erregenden Momente ergeben, namlich:

a2 (o« B—fA) = (448,369 — 19,329)
= 429,040 = .

Die durch die Démpfung in Warme
verwandelte Leistung betréagt, da » = Ea):t
die Anzahl der Schwingungen in der
Sekunde ist, in Pferdestirken:

N = 429,04 7 - 223,25 = 6,4 PS.

27 - 7500

= 1317 cm?3

Von besonderem Interesse ist
es, den EinflulBl der GrofBe der
Dampfungszahlen zu kennen.
Zu diesem Zweck habe ich die eben
gezeigte Berechnung noch einmal
mit 10 mal vergréferten Damp-
fungsfaktoren durchgefithrt und
will, um an Zahlentafeln zu spa-
ren, nur das Ergebnis hier anfiih-
ren: Die den harmonischen Mo-
menten entgegengesetzte Phase (f)
der Ausschlige wird bei 10mal
groBerer Dampfung im wesent-
lichen 10mal kleiner; dies gilt,
da die Phase  auch hier weitaus
iiberwiegt, auch von den Gesamt-
ausschligen. Dementsprechend
wird auch die Dampfungs-
arbeit der 10mal gréferen
Dampfung nur 5 malso grof}
als die der einfachen. Dabei

Zahlentafel 23c.
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ist es wesentlich, im Auge zu behalten, daB dieses Verhalten der Déimp-
fung nur bei oderin unmittelbarer Nahe der Resonanz zutrifft.
Untersucht man den Einfluf der GroBe der Diampfungszahlen fiir
Periodenzahlen, die nicht in der Nihe der Resonanz liegen, so findet
man, daB die mit den harmonischen Momenten phasengleichen Aus-
schlige (x) ungefihr die gleichen bleiben, wihrend die Ausschlige der
andern Phase (f) fiir die 10 mal groBere Dampfung etwa 10 mal grofer
werden, so dafl auch die Dampfungsarbeit auBerhalb der
Resonanz annahernd proportional der GréBie der Dampf-
faktoren wachst. Dabei sind die Ausschlige & von iiberragender
GroBe, so daB sich auch die Gesamtausschlige mit VergroBerung der
Dampfung nur unwesentlich @ndern.

22. Teilschwingungen mit duBerer Dimpfung.

Ebenso wie fiir die ungeddmpfte Schwingung kann man auch fir
die gedampfte Schwingung Teilschwingungen durch ein Zusatzmoment
oder durch eine Zusatzmasse erzielen.

Um bei Resonanz die Teilschwingung zu erhalten, bei der die drei
ersten Massen unserer 6-Zylinder-Viertaktmaschine in Ruhe bleiben,
ist ein Zusatzmoment am Luftpumpenwellenende erforderlich, dessen
Phasen A4, und B, sich ohne weiters aus Zahlentafel 23b ergeben
mittels der Gleichungen fir das Wellenende:

5,1421727 4 — 0,0317708'B - 1,9951406 A" — 0,0002009 B” 4 4, = 0 }
5,1421727 B 4 0,0317708 4 + 1,9951406 B’ -+ 0,0002009 4" + B, = 0
Man findet fiir 4 = 4500, 4’ = -—500, B =B =0:
Ay = —22 142 kgem; By =-—143 kgem.

Die Ausschlage der Teilschwingung ergeben sich als die von den
Momenten herrithrenden Anteile der Zahlentafel 23c. Sie sind in der
Zahlentafel 23d nochmals zusammengestellt und zeigen die weitgehende
Verbesserung des Resonanzzustandes durch das Zusatzmoment aufs
deutlichste. Der groBite Schwingungsausschlag mit Zusatzmoment
(Luftpumpenende) betriigt etwa ,'; des Ausschlages ohne Zusatzmoment.

Zahlentafcl 23d.
Teilschwingung: o2 = 49 840; GJ, = 10%.

(177)

m 1084 . 10°8  110%0(a® 4+ p2)
2200 | 0 ‘ 0 f 0
3000 ‘ 0 * 0 0

93 | 0 0 0

93 | — 21,825 - 0 ‘ 4,763

93 | — 64,985 —0,018 42,230

93 | --128,507 —0,095 . 165,140

9 210,965 —0,279 445,063

93 - -310,505 --0,639 964,137

7 - 492,107 ~-1,616 | 2421,719

6,5 835,800 3,600 6985,746
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Die Tafel enthilt auch die Werte a2 + f2, so daB3 wir die Richtigkeit
wieder mit der Dampfarbeit priifen konnen.

Man findet: X[kw (x2 + f2)] = 0,02896 + 0,01260 = 0,0416 .
Dieser Wert muf wieder gleich sein der Summe ¥ (« B — fA4). Jetzt
wirkt aber auBler den erregenden Momenten noch das Zusatzmoment,
so dafl wir zur Berechnung der von ihm geleisteten Arbeit dessen Aus-
schlige &, und f, kennen miissen, also wissen miissen, an welcher Stelle
des Wellenendes das Zusatzmoment wirkt. Wir haben aber in Zahlen-
tafel 10 nachgewiesen, daf} es auf den Ort des Zusatzmomentes am Wellen-
ende gar nicht ankommt. Infolgedessen muf3 auch die von thm geleistete
Arbeit davon unabhiingig sein. Dies laBt sich auch auf einfache Art
beweisen: Nehmen wir das Zusatzmoment in der bezogenen Entfernung
ly von der Endmasse (n) wirkend an und denken wir uns die Zahlen-
tafel 23b weitergefiihrt, so ergibt sich wegen (177):

l
Oy = Oy -+ a?f Ay
0

flo = Pn + (;'0]; B,
Folglich wird fir das Zusatzmoment:
agBy — o dy = 5, By — Pndy; (179)
d. h. die vom Zusatzmoment geleistete Arbeit ist unabhingig von
seiner Entfernung !, auf dem Wellenende; wir koénnen das Zusatz-
moment an der Endmasse unmittelbar wirkend denken.

Mit dieser Erkenntnis berechnet sich aus Tafel 23d:

N (xB—pA) = 10-5(—835,800 - —143 -+ 1,031 - 4500
—5,225 - 500 — 3,609 - 22142) = 0,0416
in Ubereinstimmung mit der Déampfarbeit.

Wollte man die Teilschwingung durch eine Zusatz masse am Luft-
pumpenwellenende hervorrufen, so stinden uns fiir das Wellenende eben-
falls zwei Bedingungsgleichungen zur Verfiigung, die wir dazu beniitzen
konnten, das Tragheitsmoment m, und die bezogene Federlinge I,
des Zusatzsystems zu berechnen. Es wird jedoch im allgemeinen sehr
fraglich sein, ob die so berechneten GroBen auch praktisch befriedigen.
Denn im Gegensatz zum Zusatzmoment, dessen Phasen beliebig aus-
fiuhrbar sind und das ja erst durch seine Phasen bestimmt wird, muB
eine und dieselbe Zusatzmasse beide Phasen gleichzeitig beeinflussen;
die Phasen des von der Trégheit der Zusatzmasse herrithrenden zusitz-
lichen Momentes sind nicht beliebig ausfithrbar, sondern im wesentlichen
schon durch die Massen- und Momentenfolge des Hauptsystems mit-
bestimmt. Man wird also im allgemeinen nicht erwarten konnen, mit
einer Zusatzmasse die theoretisch genaue Teilschwingung zu erzielen,

(178)
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bei der ein Teil der Massen mathematisch genau schwingungslos bleibt.
Das ist aber praktisch auch nicht erforderlich, es geniigt, wenn die
theoretisch schwingungsfreien Massen nur kleine Ausschlige machen.

Da fiir unser Beispiel die Zusatzmasse am Wellenende, also in Reihe
mit den gegebenen Massen sitzen soll, so brauchten wir zur Berechnung
der Teilschwingung nur die Zahlentafel 23b einfach um eine Zeile zu
erginzen, indem wir die elastische Linge !, der Zusatzfeder und das
Tragheitsmoment m, der Zusatzmasse als Unbekannte einfithren. Um
die Berechnung aber allgemeiner und auch fiir nicht in Reihe lie-
gende Zusatzmassen anwendbar zu gestalten, denken wir uns
das Zusatzsystem gesondert als Nebenstrang behandelt und erhalten,
wenn wir den Dampfungsfaktor der Zusatzmasse mit k,, die Phasen
des Einspannmomentes der Zusatzfeder mit 4, und B, bezeichnen,
die nachstehende Berechnung des Nebenstranges:

m| imotatkoprd 0 x 1] S 1z:ad,
mo} X M2 g- kg fo ‘ My 200+ ko @fo “ I }.(L"‘ﬂ_’f‘_"!a'i;%,“lﬁﬂﬂq
o!ar(l”"—“’fﬁgj,’z“‘”ﬂ")f"l 0044, a0 R s
| |
Daraus ergibt sich fiir das Einspannmoment:
— Ay, =myw3xy + ko
P

Auflerdem miissen die Ausschlige des Federendes den Ausschligen
der Einspannstelle im Hauptstrang entsprechen, die wir allgemein mit

GJ, .. .
«;, 3; bezeichnen wollen, so daB sich mit COE""Z‘Q’ die weiteren Be-
dingungen ergeben: 0
mow2xy + kyw by o ]

o | (181)
Bo Bi J

wofiir wir mit Riicksicht auf (180) auch schreiben konnen:

“0‘*"ﬂ=“il

Kg —

2
Mo ﬂo—kow“oz

Co

o (182)

ﬂo‘}'_f?o:ﬂé J

Den Einspannmomenten A,, B, am Federende entsprechen nach
dem Grundsatz der Gleichheit von Wirkung und Gegenwirkung die
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Zusatzmomente — A, und — B, an der Einspannstelle am Haupt-
strang, mit deren Beriicksichtigung die Berechnung des Hauptsystems
zu erfolgen hat. Da hier die Einspannstelle zugleich das Hauptstrang-
ende ist, so miissen diese zusitzlichen Momente mit den Summen-
momenten A; und B; dieser Stelle des Hauptsystems ein Gleichgewicht
ergeben, so daf:

A—4, =0 (183)
B;—B,=0 |
Setzt man den Dampfungsfaktor der Zusatzmasse:
ky=q -myw, (184)
so liefern die Gl. (180) bis (184) die Beziehungen: -
et = +qqg%;fff = A.5) (185)
¢ q (47 + B?) (186)

T B — 4B+ ¢ (4o, + Bip)
An den Ergebnissen (185 und 186) erkennt man in jedem gegebenen
Fall leicht, ob die Verwirklichung der reinen Teilschwingung mittels
einer Zusatzmasse iiberhaupt moglich ist. Denn dann miissen sich
myw? und ¢, als positive Gréflen ergeben, was auf die Bedingungen
hinauslauft:
By — A p;> 0
v @pl } (187)
Bix; — A;f; + q (4o + Bifi) > 0
Auf das Zahlenbeispiel unserer Sechszylindermaschine angewandt, ergibt
sich (sieche Zahlentafel 23 b und d):
o; = (—1874,004 + 8,028 — 150,004’) - 10-1° = —835,800 - 106,
p; = (—1874,008 — 8,024 — 150,00 B’) - 10-10 = —3,609 - 106,
A; = 5,1421727 A — 0,0317708 B + 1,9951406 4’ — 0,0002009 B’ = 22142,
B, = 5,1421727 B + 0,03177084 + 1,9951406 B’ 4 0,0002000 4" = 143 .
Damit wird:
Bo;— A4;p; = (143 - — 835,800 — 22142 - — 3,609) - 10~ 6 = —0,0396 < 0,
4;x; 4 B;f; = (22142 - — 835,800 + 143 - — 3,609) - 10~ ¢ = —18,5068 < 0 .
Es sind also beide Bedingungen (187) in unserem Beispiel nicht erfiillt; die
genaue Teilschwingung ist in diesem Fall durch eine einfache Zusatzmasse am
Luftpumpenwellenende nicht erziclbar. Nun konnte man freilich versuchen, mit

zusammengesetzten Zusatzsystemen zum Ziel zu kommen, aber auch damit bleibt
der Erfolg fraglich.

Wenn man sich indessen mit der praktischen Anniherung der Teil-
schwingungsform begniigt, so findet man leicht befriedigende Losungen.
Dabei kann man noch eine der GréBen ¢, oder m,, am besten die erstere,
fiit die Ausfilhrung passend wihlen.



144 Gedampite Drehschwingungen.

Fiir die angeniiherte Teilschwingung gelten die aus den Zahlen-
tafeln 23a und b sich ergebenden Ausschlige und Momente; die Aus-
schlige «, und f, der ersten Masse sind genau genommen nicht mehr
gleich Null, sondern kleine GroBen. Die beste Anniherung an die Teil-
schwingungsform wird sich ergeben, wenn der Gesamtausschlag der
ersten Masse moglichst klein wird. Man wird also die Zusatzmasse m,
so bestimmen, da8 «} 4 % ein Kleinstwert wird.

Die Gl. (180) ergibt mit (183) und (184):

i

&Ko+ qfy = — mooﬁ
(188)
Bo— qy = — —
0 9%y = Mgw?
oder nach «,und f, aufgelést und mit (182) verglichen:
— A; 4 qB; 4;
O et (g N
(189)
Bo=— Bi—q-4i _ Be _ Bi
O mew: (4¢3 " ¢
Mit der Abkiirzung:
%o -
S SN 190
myw? (1 + ¢7) " (190)
erhdlt man aus (189):
ooty = (1 —w) 4; + quB; } (191
60/313 = (]. — ’LL) Bi —quAt

Setzt man in Gl. (191) die Werte «;, f;, 4;, B; aus den Zahlen-
tafeln 23a und b ein, so erhélt man zwei Gleichungen zur Bestimmung
von «y und f;.

Unser Zahlenbeispiel liefert mit den gegebenen harmonischen Momenten
A = 4500, B = B’ =0, A’ = —500 (siche Zahlentafeln 23 a, b und d):

; = —1,0757091 oy + 0,0455791 §, — 835,800 - 10~ 6,
B, = —1,0757091 f; — 0,0455791 o, — 3,609 - 10~ ¢,
A, = — 11064 5, — 1229609 p, -+ 22142,21 ,

B, = —11064 ; + 1229609 «, + 142,87 .

Die elastische Lénge der Zusatzfeder sei mit [y = 1000 angenommen, so

10
daBl ¢, = 11(?—00 =107 wird. Fir die gewohnliche Luftreibungsdimpfung der
Zusatzmasse wird ¢ oo 0’%01 ~ 0,0002 (da 6 Schwingungen auf 1 Maschinen-

umdrehung kommen).
Damit schreiben sich die GI. (191):
~— 10757091 n, -+ 455791 ff, — 8358,00 = (1 — u)[— 11064 A,
1229609 f, - 22142,21] - u[— 2, + 246 &, -+0,03]  und
— 10757091, — 455791 &, — 36,09 = (1 — u)[— 11064,
+ 12206091, L 142,87] - w[+ 24, - 2464, — 4,43]
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oder zusammengefalt:
(— 10746027 —11310 %) or; + (1685400 — 1229607 w) f, = 30500,21 — 22142,18 » |

192

(— 10746027 — 11310%) 8, — (1685400 1229607 u) o, — 178,96 —147,30%. | (192)
Durch Auflésen nach a, und g, erhdlt man daraus:

o[ — 118317669 1 3901684 u — 1512061 u?] = 328058 — 238064 u—69u* | (193)

B1[—1183176694-3901684 w— 1512061%%] = —494824-73241u—27228u2. f
Mit der abgekiirzten Schreibweise:

N7 -—118317669 -+ 3901684 — 1512061 »> (194)

berechnet sich aus (193) das Quadrat des Gesamtausschlages der ersten Masse:

6
al - pi = —173—2—7 [110075,5 — 163445,8 « -+ 64688,0 %2 — 3955,5u® +741,4u%]. (195)

Es stellt sonach eine Funktion von % dar. Derjenige Wert von u, der x? 4 f}
zum Kleinstwert macht, entspricht der Bedingung:

4
du
und liefert aus Gl (195) die Gleichung:
N - (—163445,8 - 2 - 64688,0 wu — 3 - 3955,5 u® + 4 - T41,4 u?)
— (110075,5 — 163445,8 u + 64688,0 u® — 3955,5u® 4- 741,4u?) - 2 fflig =0.

(o1 + ) =0 (196)

Nach Einfithrung von N aus Gl (194) und Zusammenfassung ergibt sich
die Bestimmungsgleichung fiir u:

— 196 u* — 170680 3 - 662608 %% — 14004020 % -- 18479606 = 0. (197)

Sie liefert nur einen einzigen brauchbaren (positiven) Wert:
u = 1,377465 .

Mit diesem Wert berechnen sich aus den Gl (193) die Phasenausschlige:

oy =—0,017-10-°

fr=-+2230-10-6.
Die zusitzlichen Ausschlige «, f# der iibrigen Massen ergeben sich mit den
gefundenen Werten «; und g, aus der Zahlentafel 23a. Sie sind den Werten der
Teilschwingungsausschlige (Tafel 23d) hinzuzufiigen. Man erkennt aus der Klein-

heit von x, und f,, daB die zusitzlichen Ausschlige praktisch belanglos sind.
Der gefundene Wert u liefert mit Gl (190):

107

2 .- . =="7259712:
Mo = 6,002y T T,377d65 T o012
7259712
My = 49840 145,66 .

Zum Vergleich berechnen wir die Zusatzmasse, welche die gleiche Teil-
schwingung bei fehlender Dimpfung (aller Massen) ergibt. Dazu brauchen wir
nur auf Zahlentafel 10 und deren Erginzung auf S. 67 zuriickzugreifen. Wir
erhalten die Gleichung:

5,14224 - 4500 4- 1,99514 - —500 — myw? - 10~ 1°[1874 - 4500 + 150 - — 500
+- 1000 (5,14224 - 4500 + 1,99514 - —500)] = 0.

Mol zer, Drehschwingungen. 10

(198)
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Sie Liefert:
myw? = 7259718; my = 145,66;
also genau den gieichen Wert wie bei Beriicksichtigung der Dampfung.
Die praktisch vorkommenden Dimpfungen kénnen also
fiir die Berechnung der Zusatzmasse auller Betracht bleiben.

Es interessiert vielleicht noch, was eine kiinstlich vergréBerte Dampfung
der Zusatzmasse allein fiir einen Erfolg hat. Um dies zu untersuchen, habe ich
dic vorher gezeigte Rechnung noch einmal fiir die sehr grofie Dimpfungszahl
¢ = 0,1 durchgefithrt. Die Ergebnisse sind:

u = 1,363974
myw? = 7258928;  m, = 145,64.
oy =-—28,878 106
By = 277,822 -10-5.
Die zusitzlichen Ausschlige sind zwar auch hier nicht gro8, doch immerhin
schon von der gleichen GroBenordnung wie die der reinen Teilschwingung selbst.
Die Untersuchung der geddmpften Drehschwingungen zusammen-
gesetzter Systeme mit starren und elastischen Ubersetzungen unter-
scheidet sich nicht von jener der einfachen Systeme und kann mit Be-
achtung der fiir sie geltenden besonderen Bedingungen, die wir an anderer
Stelle behandelten, in einfacher Weise geschehen.

23. Dimpfer?).

Das naheliegendste Mittel, die gefahrlichen Schwingungsausschlage
der Resonanz auf ein ertrigliches Maf herabzumindern, scheint in der
Einfithrung dampfender Widerstdnde zu liegen, die erheblich groSer

als die natiirlichen Dampfungswiderstinde sind.

Eine solche Dampfervorrichtung besteht im wesent-

lichen aus dem ,,Dampfer, d. h. einer schweren

Masse, die lose drehbar auf der zu dampfenden

Welle sitzt, so daf} sie sich relativ gegen eine dicht

neben ihr befindliche, mit der Welle verkeilte Masse,

den ,,Dampfertrager, drehen kann; die Konstruk-

tion ist derartig, daB die Relativdrehung beider

Massen nur unter Entstehung bedeutender Rei-

bungsmomente erfolgen kann. In Fig. 47 ist eine
Dampfervorrichtung schematisch dargestellt. Der

Tig. 47. auf der Welle frei drehbare Dampfer b und der auf

ihr festgekeilte Dampfertriger o liegen mit einer

Reihe von Reibungsflichen dicht aneinander. Solange die Welle gleich-
térmig umléduft, wird der Dampfer durch die Reibung mitgenommen
und @ und b drehen sich wie ein einziger Korper. Vollfilhrt aber die

') Die Theorie der Dampfer ist erstmals von Herrn Prof. Dr. ing. Giimbel
in einer bisher nicht verdffentlichten Arbeit behandelt worden, die er mir liebens-
wiirdigerweise zur Verfiigung stellte.
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Welle neben der Drehbewegung starke Drehschwingungen, so verur-
sacht die Trigheit der Dampfermasse Relativdrehungen und damit
Reibungsmomente zwischen @ und b.

Von diesen Reibungsmomenten setzen wir voraus, daf sie pro-
portional der Relativgeschwindigkeit zwischen @ und b sind, was fir
den Fall zutrifft, da3 die Reibungsflichen geschmiert sind. Das Rei-
bungsmoment ist, wenn df ein Reibflichenelement am Radius r, 9

die Zidhigkeitszahl des Schmiermittels und dv das Geschwindigkeits-
gefille der Relativbewegung bezeichnet?!): da

st~ (a2

Wenn w die Winkelschnelle der harmonischen Schwingung und y
der Gesamtausschlag der Relativdrehung ist, so ist w - y die Amplitude
der Relativgeschwindigkeit und ? =2

x
gefille am Radius 7, wobei % die geringe Dicke der Olschicht zwischen
den Reibflichen bedeutet. Sind z solcher Reibflachenpaare vom Aullen-
radius 7, und vom Innenradius r; vorhanden, so wird:

das Geschwindigkeits-

T2

4 i
M,:z-[(andr-n . wh}” -r) :z-%n%—zfriwy,Hk wy (199)

Ty
4 4
7T T, 7y

mit k’szzz-é—n—~~}7 = (199a)

Werden r,, r; und % in cm gemessen, so ist die Zahigkeitszahl
k Py
in E}%}—ieinzufﬁhrem (fiir Ol von 50°C ist # ~5-10-7kg s em=2).

Am Triger a tritt demnach ein harmonisches Reibungsmoment
mit der Amplitude M, auf, das die der Relativgeschwindigkeit zwischen
a und b entgegengesetzte Phase hat. Auf den Dampfer b wirkt dement-
sprechend das harmonische Moment —M,. Die Phasen von M, seien
bzw. mit M,, und M,;, die Phasen des absoluten Gesamtausschlags y,
des Dampfers mit o, und f, bezeichnet. Dann gelten fir die Bewegung
des Dampfers (b), dessen Massentragheitsmoment m, und dessen Eigen-
dampfungsfaktor k, (Luftreibung) ist, die Gleichungen:

mow2cy + kyw fy — My, =0 }
Mmyw? fo — kgw oeg— My =0.

Wenn ferner y; den absoluten Gesamtausschlag des Dampfertrigers

(a), «; und f; seine Phasen, y = y; — y, (diese Gleichung als Vektoren-

1) Siehe Gumbel: Die Flussigkeitsschubkraftmaschine, Z. f. d. g. T. 1914,
S. 357.

(200)

10%*
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M gleichung aufgefafit) den Relativausschlag
My "M Mo 7 mit den Phasen & = o; — oqund = f§; — f,
N e ¥, bedeuten, so ist mit der in Gl. (199a) gegebe-
7R\ nen Definition :
M, =k oyp=Fao}(x; — og)? + (B — Po)?.
Im Bild 48 sind die Verhiltnisse als
Vektordiagramm dargestellt. Der Ausschlag
des Trigers, y;, eilt als Ursache dem Aus-
schlag y, des Dampfers, der Wirkung, voraus.

Der Relativausschlag ist y. Das Reibungs-
moment M, am Triger eilt dem Ausschlag y

—C

Fig. 48. n
um - nach; fiir seine Phasen gilt (Fig. 48):

)4

My, = M, cos (e . 3;) 1, e (5 — )
/’

4

, (201)
M,; = M, sin (e - ;’) =M, R (- ay).
p Y
Aus den Gl. (200) und (201) erhilt man:
o k" (myo Bi + (kg + &) o)
0= 2
(my®)* +- (ko + 13 )2 (202)
o k’_i(__ My & - ]Eo + k') i) .
PO g £ (ky + B2
U _ K o[Bi (mew)? + ky (ke 4 &) + & k" mym]
e — 2 ne R

_ Kol a((mgw)® + <o+k) Bik'my o]
(myw)? 4 (ky + )2

Meist wird man, wenn nicht besondere Verhiltnisse vorliegen, den
Eigendampfungsfaktor k, gegeniiber &’ vernachlassigen konnen, womit
sich die Gl. (202) und (203) noch etwas vereinfachen.

Die Wirkung des Dampfers besteht demnach in der Ausiibung des
harmonischen Moments + M,, dessen Phasen M,, und M, »p aus Gl. (203)
bekannt sind, auf den Dampfertriger und damlt auf das schwingende
Massensystem. Mit Beriicksichtigung dieses harmonischen Reibungs-
momentes, das fiir das schwingende Massensystem dieselbe Rolle spielt,
wie ein am Tréger wirkendes gegebenes #uBeres Moment, kann. die Be-
rechnung des Systems in der iiblichen Weise erfolgen, was wir am Bei-
spiel der Sechszylindermaschine zeigen wollen.

Um zu diesem Zweck die Berechnung des Resonanzfalles (Tafeln 23 a, b, ¢)
ohne weiters benutzen zu kénnen, denken wir die Endmasse m; = 6,5 gleich als

M,
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Dampfertrager behandelt. In Wirklichkeit wird freilich eine besondere, viel
groBere Trigermasse zu den gegebenen Massen noch hinzukommen, die auch
die Eigenschwingungszahlen des Systems beeinflufit und noch um eine neue ver-
mehrt; aber hier kommt es nur auf die Darlegung des Berechnungsganges an.
Fir den Dimpfer sei my = 100; & = 2000; k, = 0. (Die Luftreibung
0,001 0,001 . -
ko = —g Mew =" 100 - 223,25 ~o 4 wollen wir vernachlidssigen. )
Die Ausschlige o;, p; des Trigers (m; = 6,5) sind aus den Zahlentafeln.23 a
und b gegeben.
Es ist:
(My)? = 1002 - 49840 == 498,4 - 106,
(mgw)? -+ (ko + k')? = 502,4 - 108,

k'mgo = 2000 - 100 - 223,25 = 44,65 - 10%.
Mit Einfithrung dieser Werte in die Gl (203) erhidlt man:

Moo= 72%%%’;42_%%%3 [498,4 108 - (—1,0757091 f;—0,0455791 0., — 1874,00-10 -1 B
—8,02-10-104 — 150,00 - 10-19B) - 44,65 - 108 (— 1,0757091 2,
-+ 0,0455791 8, — 1874,00 - 1010 4 - 8,02 - 10~ 1° B — 150,00 - 10-2.4")],
M,y = — 628750, — 474669 1, — 0,0077915 4 —0,0829754 B—0,0005954 A’
— 0,0066441 B’ (204)
M, — — 62875f, + 4746694, — 0,0077915 B -+ 0,0829754 A

— 0,0005954 B’ -}~ 0,0066441 A"
Damit wird die Momentensumme am Wellenende (Tafel 23 a und b):

Sy = —11064 2y — 1229609, -I- 5,1421727 4 — 0,0317708 B -}- 1,9951406 4"
—0,0002009B + M, =0

oder mit dem Wert aus GI. (204):

Na) = —T739390, — 17042785, + 5,1343812 4 — 0,1147462 B
+ 1,9945452 A4’ — 0,0068450 B” = 0 005
Sy = — 739394, + 1704278 o, -+ 5,1343812 B -+ 0,1147462 4 (205)

-+ 1,9945452 B” - 0,0068450 4 = 0
Die Auflosung der Gl. (205) liefert mit 4 = 4500, A’ = —500, B = B’ = 0:
108, = 0,0632543 4 — 3,0098995 B - 0,0466693 4’ —1,1682925 B’ = 261,31
1084, =0,0632543 B - 3,0098995 4 1-0,0466693 B'--1,1682925 4’==12960,40 } (206)

Damit sind die Ausschlige o, und £, bekannt, mittels welcher man die Ausschlige
aller iibrigen Massen des Hauptsystems mit den Zahlentafeln 23 a und b be-
rechnen kann.

Fiir den Dampfertriiger findet man z. B.:

105, = —526,17 |

207
1054, = —13957,14 | (207)
Fir den Déampfer erhilt man aus den GL (202):
106y = —1244,61
(208)
1084, = — 64,36
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Damit sind die Schwingungszustinde des Massensystems und des Dampfers
berechnet. Es ist lehrreich, das Ergebnis mit dem fritheren der Resonanzschwin-
gung ohne Dampfer zu vergleichen. Wir fanden dafiir die Werte:

10%x, = 45,84
104, = 18007,11 ,
die mit den Werten der Gl. (206) zu vergleichen sird.

In beiden Fillen, ohne und mit Dimpfer, sind die Ausschlagphasen
f, von iberragender Grofe, so daB sie fast genau zugleich die Gesamt-
ausschlige darstellen. Durch die Anwendung des Dimpfers

sind demnach die Schwingungsausschlige aller Massen im

12 s
Verhéltnis «1_833(3~0,72 verkleinert worden. Das gilt indessen nur
7

fur die Schwingung, die der untersuchten Eigenschwingungszahl des
Hauptsystems (einschlieflich Dampfertriger) entspricht. Wie sich der
Dimpfer bei Schwingungen anderer Periodenzahlen verhdlt, bedarf
besonderer Untersuchung, die freilich nach Annahme der Schwingungs-
zahl in der soeben gezeigten Weise erfolgen kénnte. Ein solches Ver-
fahren wire aber bei der Notwendigkeit mehrerer Annahmen nicht nur
recht mithsam, sondern auch unbefriedigend, weil es einem Tasten
gleichkommt, statt stehenden Auges zum Ziel zu fiithren.

Ich mochte daher an dieser Stelle noch eine andere allgemeine
Untersuchung der Dampferwirkung geben, die ebenso einfach wie die
gezeigte, aber dabei {ibersichtlicher ist. Zu diesem Zwecke zerlege ich
das Reibungsmoment M, in die Phasen M,, dem Ausschlag y; des
g nacheilend, und M, mit der Phase des Aus-
schlages y;. In Fig. 48 ist diese Zerlegung ebenfalls angegeben. Ebenso
zerlege ich den absoluten Ausschlag des Dampfers, y,, in die entsprechen-
den Phasen y{ senkrecht y; und y{ parallel y;. Da die Wahl der Phasen
fur ein System beliebig ist, so gelten an Stelle von Gl. (200) jetzt fiir
den Dampfer die Gleichungen:

myw?yy + kyowyy — M; =0
myw*yy — kywyy — M7 =0

Déampfertriagers um

(209)

Diese Gleichungen liefern, quadriert und addiert, die Bezichung:
[(myw?)? + (kyw)?]ys = M* + M2 = M;, (210)
und sie ergeben, nach yy und y{ aufgelost, die Gleichungen:
Mymyw? — M ko
(my?)? + (kyw)?
yo M!myon? <4 Mk, o
(my %2 4 (kym)?

Y=

[Ty —
/70—

(211)



Dampfer..

Aus Gl (199) und (210) wird:
M, =Fawy = 1/,(m()?’é7217k0?;)51’0
oder
_ Ky
7 ey K

Es ist ferner nach Fig. 48:

M. = M,cosd = E wycosd

MY = M,sind = k' wysind

Aus (211), (213) und Fig. 48 erhilt man:

myw?* cosd — kym sind

v =K wy — = ysind

(myw?)® + (l )2
oder
Emyo

tgd— Mm@
07 tmew)® + ky(ky + 1)

Damit wird auch :

) tgd k My )
singd = T ?3 . =
V1 -+ tg 1 [(mg ) +7f(7€ Jr’»)] (*
2 L
cosd = — - ;l:——f _(my0)? + ko (ko + F)

LAt JLimyom)? + &yl 0+L>]Z + (' myo)?

Nach Fig. 48 ist weiter:
7i=ycosd + yy,

woraus mit Beriicksichtigung von GI. (211) und (213) wird:

7 (mom) -+ ki

/ =y =

VLmgw)? + kylky + )T + K mow)?
Fiihrt man diesen Wert in Gl. (213) ein, so wird mit GI. (215):

’ ’ [(mo(») q] [(H’L(,(l)) -+ k (k -+ k,)]
M, =Koy - v :
OV g w) +k (ko + )2 4 (I my o)

Fir &7 gilt dabei gemaB (21/) die Deflnltlonsglelchung'

Ebenso findet man:
[(myw)* + KSR myw

M = k'(p}/ B L LA . 5 =9 'm()(l)2 Vi

[(mow)? + ko (ky + K)]2 -+ (K'myw)
B E2[(myw)? + k ]

q = — ———

[(mg0)® + ko(ky + KN + (K myw)?

f(mowi <l« +k’)] +(k’mo o

151

212)

(213)

(214)

(216)

(218)

@19)

(220;
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Das Moment M, das dem Ausschlag y;, um g— nacheilt, kénnen

wir nun als durch den Diampfer verursachte zusétzliche Geschwindig-
keitsddmpfung des Déampfertrigers auffassen, so daB fiir die Tréger-
masse, deren Eigendimpfungsfaktor k; ist, der Gesamtdimpfungs-

faktor wird : =k 4+ k. (221)

Ebenso konnen wir das mit dem Ausschlag y, phasengleiche Mo-
ment My als durch die Trigheit einer von der Diampferwirkung
stammenden, gedachten Masse erzeugt ansehen, so dall als gesamte
scheinbare Tragermasse gilt:

m=m; -+ qm, . (222)

Die Wirkung des Dampfers besteht sonach darin, daB
der Dampfungsfaktor des Dampfertragers um den Wert k",
und das Massentrigheitsmoment des Trigers (scheinbar)
um gm, vergroBert werden.

Unter dieser Auffassung macht die Beriicksichtigung der Dampfer-
wirkung fiir ein Massensystem fast keinerlei Mehrarbeit gegen die ge-
wohnliche Berechnung ohne Dampfer. Die Auffassung liefert auch den
Schlissel zum Verstandnis der Dampferwirkung bei beliebigen Perioden-
zahlen. Wegen der scheinbaren Zusatzmasse sind auch die Eigenschwin-
gungszahlen scheinbar verschoben; die geféhrlichsten Schwingungs-
ausschlage treten nicht bei Periodenzahlen auf, die einer der Eigenschwin-
gungen des Systems der auf der Welle festen Massen (einschlieBlich
Dampfertrager) entsprechen, sondern bei kleineren Periodenzahlen.
Diese ,,verschobenen Resonanzzustinde‘ brauchen nicht ungefahrlicher
zu sein als die Resonanzschwingungen ohne Dampfersystem, das hingt
ganz vom Einzelfall ab.

Wenn, was praktisch wohl immer zutrifft, die Eigenddmpfung
(Lufttreibung) der Dampfermasse (k,) gegen die Dimpferreibung (&)
vernachlissigt werden kann, so wird:

PRI (N 218
k' =k mgm)® k2 (2184a)
L2
O = s (220a)

Fuar einen gegebenen Wert myw wird k7 ein Grofitwert, wenn
k" == myw gemacht wird. Bei diesem Fall der gréBten Reibung wird
k' =Lk und ¢ = }- Fir kleme Werte & wird £ = k" und ¢~ 0
(geringe Dampferwirkung). Bei sehr groflem Wert £/, der etwa auftritt,
wenn die Reibflachen fressen, wird ¥’/ = 0, ¢ = 1; Dampfer und Ddamp-
fertriger bilden eine gemeinsame trige Masse; die Dampferwirkung ist
gusgeschaltet,



Innere Dimpfung. 153

Wir wollen auch diesen Rechnungsgang auf unser Beispiel anwenden:
n, = 100, &’ = 2000, k, = 0.

. 1002 - 49840
(GL 218a): K" = 2000 - joo—aoioorne = 198408 ,
2
(G1. 220a): 2000 = 0,0079618 .

7= 700%-49840 - 2000®

Damit wird der Gesamtdimpfungsfaktor des Trdgers, dessen Eigendampfungs-
zahl k; = 60 war:
k= 60 + 1984,08 = 2044,08 ,

ko = 456340 .
Dic scheinbare Kundmasse ist:
m = 6,5 -}- 0,0076918-100 = 7,29618 ,
mw? = 363642 .

Mit diesen Werten miissen wir die letzte Zeile der Zahlentafeln 23 a und b
neu berechnen und erhalten:

m mw? : kw o mwia o —{—kw/f A4 Wr}i(;’)‘-‘
(7,29618)’ 363642 406340 )— 1,07570015,  — 3911730, ”;—'208’00377 | *71*739397 xy
| 1-0,04557918, -+ 165745,  —4908895, | — 17042814,
! 1874,00 10 0 A — 0,0681465 4 = 0,0003660 4 | -+ 5,1343810 A
’ 8,02-10-1°B -+ 0,0002916 B — 0,08551815 —0,1147469 B
— 150,00 - 10~ 047 0,0054546 A’ | - A’ 1 1,9945454 4
l“ 0,0068451 B’ | —0,0068451 B/
4 | ‘ =0

Man erkennt, daB die Endgleichung X, == 0 genau der fritheren Gl. (205)
entspricht, die auf anderem Wege gefunden wurde.

In unserem Zahlenbeispiel ist ¢ ein kleiner Wert, so daB die scheinbare
Massenvergrofierung von m; = 6,5 auf etwa 7,3 nur gering ausfillt. Die schein-
bare Verschiebung der Resonanzschwingung wird daher in unserem Beispiel nicht
groB sein, so daB wir auf die Aufsuchung verzichten woilen. Bei groferer Ver-
schiebung beachte man aber, daB die Zuschlagmasse g m, nicht unverdnderlich
ist, sondern selbst von w gemiB Gl. (220) und (220a) abhingt; auch werden dann
im allgemeinen andere harmonische Momente und andere Dédmpffaktoren gelten.

24. Innere Dimpfung.

Wir haben bei der Untersuchung der Dampfer eine Art der Damp-
fung kennengelernt, die nicht mehr wie die bisher allein betrachteten

#ulleren Dimpfungen dem Ausschlag der zugehérigen Masse um % .

nacheilt, da sie nicht der absoluten Geschwindigkeit der Masse, sondern
der relativen Geschwindigkeit zweier Nachbarmassen entgegenge-
richtet und ihr proportional ist. Ganz das gleiche trifft zu fiir die in-
neren Dimpfungskrifte, die bei der Verdrehung der Welle infolge un-
vollkommener Elastizitit des Wellenbaustoffes auftreten. Diesen der
Verdrehungsgeschwindigkeit des zwischen zwei aufeinanderfolgenden
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Massen m;, und m, , liegenden Wellenstiickes proportionalen und ent-
gegengerichteten Reibungswiderstand denken wir uns an den beiden
Massen wirkend, so daB, wenn £ ,,, der innere Dampfungsfaktor ist,
an der Masse m, das Reibungsmoment k, ,,,(¢} — @i,,) und ebenso
an der Masse m, , das Moment £k, (¢, — @) angreift. Die
Gleichgewichtsbedingungen eines Massensystems, an dem nur innere
Dampfungen wirken, lautet dann mit unseren iiblichen Bezeichnungen:

my @l + ky o (@] — @) + €1, 0(@r — o) =0
M@y = ky,o(q 5 — D7) + ko a(0h — @8) + Cro(@a— @) + Ca 5(@e—35) =0

.

: , , : (223)
i A b naah— 0l ) F R (0 — i) T e lgh— g0 1)
: + Chrir g — @) =0
m (/) —l_Ln ln((]’ (/;~1)—f‘cn,n—l({pnh‘*(]‘n—l):()
Daraus erhdlt man zuniichst durch Addieren aller Gleichungen:
2( 7)=0. (224)
Hieraus ergibt sich durch Integration mit den Konstanten ¢ und Cf:
l=n
D(mg)=0Cy+ Cit. (224 a)
=1

Dic Bedeutung der Integrationskonstanten erhédlt man aus den Anfangs-
bedingungen (giyr, und o7 ):

Cy = ;(ml(ll )
- (224 1)

l=n

Oy = Z(ml’/‘fu)
=1

Die simultanen Differentialgleichungen (223) liefern dic allgemeine, fiir jede
Masse giiltige lineare Differentialgleichung der 2n-ten Ordnung:

GO by g e by @ =0, (225)

in welcher die konstanten Beizahlen & gesetzmiBig aus den Wellenkonstanten
¢.;+1» den Massen m, und den Dimpfungszahlen £k, ; gebildete Ausdriicke
sind. Um das Bildungsgesetz zu zeigen, sei wiederum die Gl. (225) vollstindig
fiir 5 Masscn angegeben:

my 4 my my T Mg Mg - My My F-mg|
by e e i o PR + ks — q®
A My My ’ m, oMy omgmy ’ m, 1My
. My + my My My my + my Ny - Mg
| Ce T “Cug T o T T G o T Oy o
Ty My My My Mgy MM

My + My + My bk 7n1—(—m2_m3+m4[ f "y -y m4fnz-
" — BRSOy T T T T Ay e —

mlmi,m‘2 B4 gn m, mymy e

+ kg ke

My = My -

3 -my m, +7774T7ﬂ/r o
Ly ghy g -

A kyskys kg aly s

My = Mg My~ Ny
My M, m1 Moy MMy My g
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) My My + M
+ [ (k1,225 + kaay,5) - my 7y F A (ky, 5634+ k3,461, 2) My + My M+ My

My My Mg ' mymy,  MyMy
my+4-my My + mg

my, -+ m m
F(ky, 9Ca 5+ €1, 2K0 5) ——— + — ——— + (ky,5C5,4 -+ K3 40s,5) — -+ + g o g

mymy myms My Mg Mg

mg + My + My

m2+m3.’,’f,4iﬁ;

A+ (kg 34,5 + K4,5C2,3) (K3, 4€4,5 + K4,5C3,4)

Mymy mymg MMy My
,
bl my + my - mgy + My b o e my + my - mg My 1 My
b kg o kg, 3k, 4 P F krokaghys —————— - =
1 Mg Mg My my My Mg My My
o 7721—;~77L2m3—|—m4T—m_,—,J~ m2+m3+m4+7m P
+ ke oks aky s — - I + ko, k3 4k 5 q
My Moy Mg My My My Mg My My
| e ™ + m, + m3+ c my - Mg Mg - My my - mymy - g
+ [€1.5Ce 5"~ —— 0Cg g ' — — b€y €y g o
1.202.3 - 1.203.4 .2€y,
m m2m3 My My m3m4 ! S omyme MMy
‘ my + mg - My my -+ Mg My - My Mmg + m4 Fm;
€2.3C3.4 " T C23Cs5 — + C3.4€a5 o
my, My )/74 My Mg m4m5 Mg My M
m My + Mg ++ M
3 . ) , ! s 1 + 2 3 4 A [
F (ky ok g€ 0 Ry 0Ca sks g €1 akagkya) T ———2 = | (ky ok 5005

My Mo M3 My

my + my + Mg m4 my [ Looca ok
pes A I (ky, ok, 4C 5 1 K1, 265.0k45
My My My m4 ms

+ k1,265 54,5 1 €10k, 3Ky 5)

my 4 my My - my - My
Cy. oks aka,5) © — 2L D3 T L T8 (kg gk 4Cq 5 F Ko 5Ca, 4k
_I— 1,273, 4™4, 5) mﬁ”z mymy My N ( 2.33.4%14.5 2,3%3,44,5

bk my —+ mg 4 My + —+ m PN T My - my+mg +my+mg| o
+ Coskg aby ) - 4 by o ky ghy ake s q
My Mg My Mg My My Mg My Mg

My My Ay My

4 (k1,260,305
My Mg Mg My

(y,0C0 3C2.4 + €1,0Kn.5C5 5 + €1 2C2 3k5.4)

my -+ My - my my + My +

+ €1 2ks 5Ca5 €1 0Ca s ke s) (k1,2€3,4€a.5 + C1.0k5 4Ce 5

My My My My Mg
my + my mg -+ my + Mmy
1 2 Mg - My T My
[ . . ko 5C5 4C ¢ 1
+ ¢1.265,4k4,5) gy Mgy g + (kg 565,4C0.5 + Co.3k3 4605
my - mg + My + My )
+ €365 aka5) * — " - (ky o kp 3K5 4Ca 5 T ky, oko 3¢5 4 k4,5

My Mg My M

my + my + mg - My - My o

A kg 0Co 5y akg,5 1 €1 0k0 3K 4K 5)

My My Mg My M5
m1+1n2—|—m3—|—m4 my + my 4 mg My - My
+ [€1,2€5,5C5.4 — — + €1,9€2 305" — o I
My My My My My My My My My
mlJ,—mz mg + My + My my + mg -+ my + My
+ €1,2€3,4¢4,5 : S - €y 53,4005 —
My My My 11y Mg Mg My My Mg
+ (C1,2Ca, 3K, 4%, 5 + €1, 2ks 3Cs aka 5+ €1 0k 5k5 aCa,5 + Ko, 2€s,3C3,ake 5
7{;1+¢n2+7n3+7n4+m5

+ &y, 060 kg 4Cq 5+ k1 0k 5C3, 4C ]»‘4)4—{000. k
1 2,3V3,4%4,5 1,242, 3 344.)) mm2m3m4m5 (1,2 2,3%3,4™4,5

?n1+m2+m3+m4+7£z_ﬂ(/(3)

My My Mg My Mg

0 ! .
€122 3k3, 44,5 + €12k, 5C5, 4Ca 5 + K1 2C2 3035 4Ca,5) -

my 4 my + g - m,
+ €1,202.303,4%,5 M o Mg M 4% =0 (225a)
2723754 m1m2m3 My
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Um die Gl (225) unmittelbar in Determinantenform zu erhalten,
braucht man nur die partikulire Losung ¢= Ce*’ in die Gl. (223) ein-
zufithren. Die Determinantengleichung lautet:

myw? + &y ow + ¢y, 5
— (ky, 2w + €1,0)
0

0

— (ky, 5w + ¢4,5)
maWE + (Ky, 5 + kg, 5) W + 615 + Co 5
— ks, 3w + C,3)

0

0
— (k2,3 -+ €2,3)
mgw? + (kg g + ks,a) W+ G5+ Cy4

0

Bei fehlender Dampfung (k; o= k3 = ...=0) verschwinden
alle ungeraden Ableitungen in den Gl. (225, a, b,) und man erhalt wieder
Gl. (45a bzw. 46D).

Die Auflosung der Gl. (225) erfordert die Wurzeln w der charak-
teristischen Gleichung:

w3+ by w2 L byw? (225¢)

Die Gleichung hat zwei Wurzelwerte w = 0; die iibrigen 2 ( — 1)
Waurzeln sind zu je zweien konjugiert komplex von der Form w, = —p,
4+ s, und Wy = —py;—iw, . Das Integral der Gl (225) lautet somit:

z=n-1
@ = By + Byt + D[e Pt (ay8in wyt 4 fycosmyt)] . (226)
z=1

Darin sind &, §, die 2n — 2 willkirlichen Integrationskonstanten,
mit denen man die Losung gegebenen Anfangsbedingungen anpassen
kann. Fir B, und B, gelten die Gleichungen:

n

o > (mygy,)
B, — —° L
0T = T n
~ 5
Xy Xmy
i=1 1 o0
; (2264a)
-l ’
o Slmy)
B, = -1
17 j=n - n
-l -l
> my 2my
=1 1

Nach Gl. (226) setzt sich der Drehwinkel jeder Masse zusammen aus
dem konstanten Winkel B,;, dem von der gleichférmigen Drehung der
Maschinenwelle herrithrenden Winkel B, und aus der Summe der eigent-
lichen Schwingungswinkel. Im Vergleich zu Gl. (142) fehlt hier dafiir
das aperiodische Glied der auBleren Dampfung. Das besagt, dal} die
innere Ddmpfung als ein innerer Widerstand keinen Einflufl auf die
Rotation des Gesamtsystems ausiiben kann, wihrend die duBere Dimp-
fung als duflere Kraft die Gesamtdrehung dauernd vermindern muf3
(bei fehlender dullerer Energiezufuhr). Der zu jedem Schwingungsglied
echérige Exponentialfaktor e~ 72! giht das Abklingen der Schwingungen
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an. Aus den n — 1 verschiedenen Werten w, erhdlt man die n — 1

Eigenschwingungszahlen der inneren Dampfung mit n, = 30 Wy .
T

0 Coe 0 0
0 0 0
— (k3 qw + €3.4) 0 0
X ) ) =0 (225D)
0 - (kn -1, nu) + Cn~1,n> /'nn'wz ’,‘ ku*l. nw + C,!,L n

Wir koénnten nun fir die innere Dampfung in dhnlicher Weise wie
frither fiir die suBere Dampfung die Schwingungsformen der Eigenschwin-
gungen, d. h. die Beziehungen aufsuchen, die zwischen den Integrations-
konstanten o, , i, aller Massen bestehen miissen. Da aber in praktischen
Fillen meist innere und duBere Dampfungen gleichzeitig wirken,
wollen wir lieber gleich diesen allgemeineren Fall der ,,gemischten®
Dampfung behandeln; denn aus ihm geht durch Nullsetzen der duBeren
Dampffaktoren der Fall der inneren Dampfung ohne weiters hervor.

25. Gemischte Dimpfung. Eigenschwingungen.

Bezeichnet wie bisher k;, den Dampffaktor der dulleren Dampfung
an der Masse my, ky, 41 den Dampffaktor der inneren Dampfung des
Wellenstiickes zwischen den Massen my; und my,;, so lauten fiir die
FEigenschwingungen des Massensystems die Gleichgewichtsbedingungen :

My + kgl + Lo (g —ai) + Ca(gr—02) =0
Mol + kol + Eyo (gh— 1) + kag (45— q%) + Cralga— 1)+ Cazlga—g3) =0

muyq kg ke —an D R (@i —ahe ) F e (gr— 1)
: F a1 (G141} =0
7”11(/;:, + knch + kn -1, n ((/’114(/¢r I) + Cy -1,n (([ W l) =0
Durch Addieren aller Gleichungen findet man:
l:z’z
(mgi + kigr) = 0. (228)
=1
Daraus ergibt sich durch Integration:
l=n Izn
LZ1 (my@; + k) = const = ; (myq, + kigy,) - (229)
= =1

Der Verein der Gl. (227) liefert die fiir jede Masse giiltige, allgemeine
Differentialgleichung :

'T*(2n) + agp_ G a:}n—i’(]’(gn—g) + ...+ (‘(2(/‘(2) + ’71(/‘(]) =0. (230)

(227)
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Darin sind die Beizahlen a konstante, gesetzmiBig aus den gegebenen
GroBen my, ¢i1+1, kyund ;44 gebildete Ausdriicke. Um ihr Bildungs-
gesetz zu zeigen, wollen wir Gl. (230) ausfiihrlich fiir 4 Massen anschreiben.
(Wir beschrinken uns hier auf 4 Massen, weil durch die Vermehrung
der Dampffaktoren die Anzahl der Kombinationen stark zunimmt):

mq -+ m m -+ m, k mg -+ my L4
q® e S, Bt et By 3 4 )
+ [ + Fa mym, + My Tk Mymy - ms_i~ ks Mgy mg) !
@1;“‘@2 My + My mg+my | kiky s+ Ky ok + kyk,
+[c” mym, s My My T mymy + mym,
ky my —+ Mgy ky kg ky mg + My my + my - my
o B gy g T my 4 o mymg T ek =
my + my k my + my Mg + My my + my ky
themy my  my SRR mym, mym, - kl‘z_nqmz my
 Kaks g F ko ks - ky 5k 3 ks mg + my ky ky m2+m3+m4
- gy T g 9 gy g TR
ks @2;*“ ms 7’{4_ + kyks 4 4 ksky + k3,4]~'4J ¢ ® 1 [E;,Wzﬁliﬁ;,zkz
MaMg My, Mgy My My
my -+ my, + m my; + my, k
F(Caks s+ Co 5k o) hl;r;:m%n; R M;n)lmiz 2 ng + (Craky a5 4k 0)
ke et my oty Ky e mg By Coghe el
mym, mgm, L2 mym, my TP mamy, my My My
my + My + My my + mg ky my -+ my Ly
+-(c2.5k3, 4 + €5,4K2 5) m27";3‘7;l'4 + €23 Mgy My + ¢34 mamy My
mg + m ky | C3aky 54k . ,
4 34— mym, = g + - 4*:;53;6;3‘4 A p (g ko ko s+ kyky o by 4 Rikoko s + kikoks
1
T+ obykaghy + kyakaka s+ ky okoky + by aky ghy) - - (Ryhy ok g By Kok
My My

m m,
Ty aky kg a) BT b By Ty Ry Ry - Ry o By ) —

My My m3m4 my My
my -+ my +m m, + m.
b dey kg gheg g~ 2R L bk gy o e Ry g kg g b Ky gy
My My Mgy 0y Mg Mg My

1 m my -- m m my - m, - m
) “1 T a4 3 T— 4 . . 1 2 3
S ST 4)7 A ky g ko gk, o ey nkp ghy

RR My My My, Mg MWy Mg M
m, -+ m,
(B o kglg g+ Ly o kyh I8 by) —2 22 L (e ke ko ks
1.2 i 'y, o K i 0 0y I
i 3,4 vaksky - Ay oy, 4)m1mz7n}m4 (kyky, g hg 4 + 2.aky
1 .
+ kpkgky g A kakgky - kaky gy - ko ghyky g A Ko g hsky 4 ko gka aky) ———| ¢ @
Mg Mg My

L e my + my + Mg 1y =+ nymg - A-my Mg -~ mg -k oy
i 12023"71" — g g T C2,3C3.4 —

1 Mg Mg mym, Mg, Mg Mg My
G I R I P Y O P e I TPy e Y P R T Ll

1

T o gk ky o ghy ks F ey k R I LTS Wi STy o SO SNy S IR

12hg) ——
My Mg Mg
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mg + -+ my
My My Mg My

1
4 c3 4 ki ly T+ €5 4k1 2k0) — + (0, 2k1 kg + €4 5 Key) - **—*‘+(c1 2Ky 3ks 4

my - My -+ Mg+ My
4 Co, 5 k1 0k, 4+ 30Ky, 2K, 3)

4 (e, 2ka, 3ky + €23k 2 ky)

My My Mg My
ml—}—mz—{—m3
e F(Crakshs a + Croksky 4 € oks aky + C5akyaly
1 My M3 My
my -+ My My - Mg - My
g 4k Cy gl k Cy g ky kg g) ——— Ty g hn
i €3,ak1,2 4)m m2m3m4+(2'3 1k3 q €50k Ky g 1y Ty Mgy (Ca.5kalsy

€y ghaky -t Cogkyky g b €y akaky A= Cyaks g kg 0y gk ks g o Cg aka ks Aoy hnky

1 1
+ €3 a ka3 ks 1= €3 4 ka 5 ky) -——— +(c3 a bk - cp ki hy) ———-

My Mg M My Mg My
+ by by o ko sks g + ki ky o ko 5k, + kykyskgks g+ keyky aksky + by by oks o kg
+ kykaky sky g & kykoky ghy + kykoksky o 4 Rykokaky 4 kykoky 4 by + kyky skshs g
+ ko gk ky 4 ky kg gk a kg + Ry akaky sky g A ky skoky kg 4 Ry p ko by kg 4
Fkyokakghy b Ry okokg gky o+ kyaks skyky 4 -+ Ry ks ghyky 4 Ky o Ry a ks g ko)

1 [
S ) L. ¢ . i .
-1 g €. 26 5k kg + I + (C1.0€ 3kg 4 - C10Cs g o g
" mymg mgm, 11+ | G2y 2 3)mlm2m3 (€r,2625k3,0 + €106 0k
Fo)- my -+ my + mg - my, I my + my + Mg
d€53C3,0k,5)  ———— " €y 3 Cy g kg - S
My My My M My My My,
1My Mg My 1 My Mgy
. . my + my my - -+ my
+ €103 alky F k) o = Gy g (kg + Ey) e i,
My My My My My My Mgy
My 4 Mg + m, 1
| 2 3 4
- Co3C3a by 2 €y 505 4 (kp + kg A kg) - o -
2,3C3.4 My gyt 2,8C3,4 (kz 3 4) mymym,

C
ShE (k k23k34+k1kl31/47—][ kL34+]C1]‘ ]‘4 %kl 3,4 4+k2k23l‘34
4

My My Mym,

+ hoky gky + koksks g+ hakoky 4 koly gky A Ky g kyka g 4 by g ks by + kg 3 k3 4 ky)

¢
J—mmz;:zm( ky ok 34[Iv1]b12/‘4“r107»]»34+/c1k2k4ﬁ~l haky g+ kylighy
1M My

- eyl gy - Ey gy iy o b F o TRy b Fy 3R Ky g - By ooy - Fy o g Fr)

+ o Caa Urkyabes + bk oky + koo bk - kb by Rkl

my My Mg M

+7>1k2,37~3+k17€z,3k4+k1,2k2k234~7¢1»k by 4 by ko log 4 Ky, 0 Kep 5 kg

X m1+mz+m3+m4_,_
+ kl.2L2.3k4)v iy, (1,00 3k K

5.4+ koky

+ kg By g oF kyky + kyky g+ sk, + kg aks) + Cracsa(kylng + kykes 4 by By

ko ko g+ koky 4 koky & Ey gk - ko g k) + o nCaa (ki By g+ Byky 4 Ayky - lyky
1

Fhioks + kypks + Ry o ky)) - ——r - q®

My My Mg My

3]
¥ + lc1,262,303,4

. C1,202,303,4
My My Mg My

(kg A kg Eeg k) g0 =0 (2302)

Die Gl. (230) wird unmittelbar in Determinantenform erhalten durch
Einfithrung des Teilintegrals ¢ = Ce¢® in die Ausgangsgleichungen
(227). Sie lautet:
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my w4 (kg -y, 0) w010 —(Ky, s wt¢y, ) 0
—(ky, 50+ 5) Mot +(ky, g+ kot ko 5) Wty 0t oy — (kg 3w+ Co,3)
0 —(ky g wtcq ) Mg (ko g+Rg+ kg 4) 10-+Cy 54-C4,
0 0 0

Die charakteristische Gleichung:

W - Ggy WEPTL gy w4 L au? - aqw =0 .(230¢)

hat eine Wurzel 0 und eine reelle negative Wurzel w, = —g¢; die iibrigen

Wurzeln sind komplex von der Form (w,) =—p, 7 iw,. Sonach
ist das Integral der Gl. (230):
x=n—1

@=0,+Ce"1" + [eP%¢ (o, sin Wyt + Broos w,t)]. (231)

x

1

Darin sind C, «,, f, die willkiirlichen Integrationskonstanten, die
sich aus den gegebenen Anfangsbedingungen bestimmen. Fiir C, gilt
gemal Gl. (229):

Cy= — . (231a)

Die n —1 verschiedenen Eigenschwingungszahlen des Systems er-
halt man aus:
30
Ny = — Uy .
JT
Um die zwischen den Integrationskonstanten aller Einzelmassen
bestehenden Beziehungen zu erhalten, fithren wir die Teilintegrale der
Losungsgleichung (231) in die Ausgangsgleichungen (227) ein. Fir die
Konstanten ¢ des aperiodischen Gliedes ¢ = ('e™?* erhalten wir so das
Gleichungssystem :

(myq*— (Bt ko) g+ ) Cr—(c1,0—ky29)Cy =0

— (€0 F1 2Oy + (M2 @B — (kg o+ ky 1~ kon5) ¢ F (Cr2 4 €5,3)) Co—1(Coy — k,39) 03 =10
: : (232

R (Cn—lm—kn— 1.n Q) Cn—] »{' (mn'lz—‘“(k;u 1m0 ’?" ]"’n)q + cn~|,n) Cn =0.

Da die Determinante des Systems, Gl. (230b), fiir den Wert ¢ ver-
schwindet, so ergeben die Gl. (232) nur das Verhéltnis der Werte C.
Wir erhalten durch schrittweise Berechnung:
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0 Co 0 0
0 0 0
— (k. - 0 0
(ka.q20 + €5.4) . : — 0. (230b)
0 - (kn L2+ c, 1.;:) m,, w4 (]"n o+ k)w t-e¢,. 1,9

Cz = () — (kyqCy — mq2CY) : (€10 — Fy.29)
(3 =04 (q by Oy 4 By C5) — g% (my 'y + myCy)) 2 (a5 ko 5q)

o G 2 [y (1 ' (233)

=0, —A(q - (k) —q = ) B Ry PR )

‘ " —‘l n -—‘1 :

Co = O (g 2 00) —q* 20 C)) (@0 s — K 4)

Die (il (228) ergibt fiir die Werte €' die Beziehung:

l=n
M llgm k) C}=0. (234)
=1

Fir die Konstanten a, B der Schwingungsglieder: ¢ = e **
(8 sinmt 4 feoswi) erhilt man ebenso die allgemeine Gleichung:

sinent - {my, (—— (02 —pY)x, F2p0p) — (T o+ ki R ) (P 4 o)
e F ) on F R (@ pas) — s + Einrr (@B 1
e Py 1) = Gt Knsr ) - COSwE - {my (— (02— Py —2pmr o) — (ko — 1, + ko
Sk @B —o0) F (Cnoin s ) B F iy (—oa T+ Phu-1)

—=Ch_ il ke ooy PR Chng Bara) =0

Die { } Klammerfaktoren von sin w¢ und cos wt miissen jeder fiir
sich verschwinden, woraus die beiden Gleichungen folgen:

[—my (0% —p2)— (b 10+ ki Fhusp )P+ 1+ Gnpalas l
F2myp— Ry pn + K )]0 + (Brona P —Ciona) M (235a)
ko aobhor F 1P —Chag1) ¥rp1 T Boay10Pr =0 J

[—my (02— %) — (ks 10+ by + Fias )P+ v+ CongalFa
F—2mp + kg + En ks ) oon + Ty aP—61,0) 1(235]))

— ka0, 4+ (kh.h+1p‘Ch,h+1)/fh+1_kh,h+1‘”0"h+1 =0.

Man erkennt, daB man Gl. (235b) auch erhalt, wenn man in Gl
(235a) &« durch g und f durch — « ersetzt.

Die Gl. (235a und b) denken wir uns fiir alle Massen angeschrieben,
indem wir A nacheinander = 1, 2...n annehmen und alle Zahlen null
setzen, deren einer Zeiger den Wert 1 unter-oder den Wert n iiberschreitet.
Aus samtlichen Gleichungen berechnen wir wieder Schritt fiir Schritt die

Holzer. Drehschwingungen. 11
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Ausschlage o, f§ einer Masse aus den Ausschligen der vorausgehenden
Massen. So erhalten wir fiir b = 1:
(o= ka2 D) ag— Ky 200y = [y (0% — P?) — (ky 4 ky,9) P + €10 24
+ @myp— (ky + ky5)) 0By,
(CLo—ky2 D) fo + kyp0ay =[—my(0w?—p?) — (ky + ko) P + 6]
— @myp—(ky + by p)) wog .
Aus diesen bejden Gleichungen ergibt sich nach einigen Umformungen :
Ag=ay—[((My (0~ p?) + EyP) 015 + (0® + p*) (g P — ky) ky p) oy } (236a)
+ ((ky—2my p) 1,5+ My ky 5 (024 P2)) 0 1] ((61,0— k12 P)2 + (k1.5 )?)
= p1—[((my (02— p*) + kyp) €15 + (02 + P?) (myD— ky) k10) o
— ((ky—2m p)ey 5 + myky 5 (024 P maq]: (60— 1 o P)? 4 (k1 20)7)
Auch hier entsteht die zweite Gleichung, wenn man in der ersten o
durch f und f durch — & ersetzt.
Jetzt schreibe man dag Gleichungspaar (235a und b) fiir A == 2 in der-
selben Weise an und berechne daraus &, und f;» Man wird mit Beriick-
sichtigung von Gl. (2364 und b) nach einigen Zwischenrechnungen finden :

}(236 b)

ag = oy —~—[((m2— p?) (Myny + Mmya,) + P (kyng + Fya,)) €ag
+ (0% 4 p%) (p (myory + mya 2)“(k10‘1 + kytvg)) ka3 4 (Byfy + ke By
== 2p(myfy + Mafa)) wey 5 + (0% + p2) (myfy - Mafs) whks 5] 1 ((Ca.5— ko 3p)*
+ (kg 30)%) ,
By = s —[ (0% — p?) (my 1 -+ myfa) -1 P (k1 fiy + ks )
= (kyoy + kyag) + 2P0 (myay + Myns)) oyt (0% - p2) (P By + myfs)
— (kyfiy + kafy) — o (myay + My,)) Ky sl: (o3 — Ko, 3P)* + (R2.30)7) .
In der gleichen Weise stellt man die allgemeinen Beziehungen auf:

I=h n 7
A1 = 06— {[(0*—p?) Z (mung) +p _?: (kjn)) —2po le (m,p))

b n' ) )
+ (‘]}‘:(klﬂl)] "Cagr + (0P [p 2; (myng)) — X (ko) (2374)
] 1

h
+ o \‘ )] knast Cner * Eaas1 )+ Rsgpr0)?)

h
Prvr =B — (e —Pz)Z(m:/n) + 7)\‘ (k:8) -+ 2po ‘\-1:’(7"'I(\I)

h h
~—w> (Fr)] - ¢y, n+1 T (m* 4 p)-[p \J(m//"‘l)_;(k//"l) (237h)

— \ DAl kgt s (ennsr— R PV Kg10)?)
Die Gl (228) liefert hierzu noch die Beziehungen:
7 K3 N n
(02—pA) X () + P2 (ka)—2po 2 () 4 o (k) = 0 ]
T T T 1

n

n n n
(@2 py) X (i) 4 PN (B - 2pow X (ma) —o X (ka)— 0 J
] ] 1 T
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Aus den allgemeinen Gleichungen (237) und (238) fir gemischte
Diampfung erhilt man die fritheren Gl. (147) und (148) der reinen dufleren
Dimpfung wieder, wenn man die inneren Dampffaktoren kpz.,; =0
setzt; man erhilt die Gleichungen der reinen inneren Ddmpfung, wenn
die duBeren Dampffaktoren k; = 0 gesetzt werden.

Hinsichtlich der Ausfithrung der Berechnung und der Naherungen
fiir die Werte ¢, p und w darf ich hier wohl auf die Bemerkungen und
die Naherungsgleichungen (149) und (151) zur &ulleren Dampfung ver-
weisen.

Zahlenbeispiele. Wir wollen hier nur die Anwendung an einfachen Bei-
spielen zeigen und wihlen des Vergleiches halber dazu dieselben Zwei- und Drei-
massensysteme, die wir schon als Rechnungsbeispiele der duBleren Dimpfung be-
handelt haben.

1. Zweimassensystem: m; = 1 - m; m, =4 m; kb = 0,3 Vme;

(cgq‘l‘?).

Ey = 0,6 ) me: Iy, ==0,1)mec.
s

a) Nur innere Dimpfung wirksam k, =%, = 0.

. 5o ) m,; 4- m. , my; + m
GL (2252): ¢ + Iy 5 ':7%'1*7722* 7+ ey “;’Tl;n—'z_l ¥ =0,
. 1+4 ¢ 1+4 ¢
. (227 . 41 ’,] oL RGPy B el 2 — .
Gl (225¢):  w? F( 1 1 -1 T m w 0

Diese Gleichung hat die Wurzeln: w; = w, = 0 .
05 .5 025 y e o 1
— (=" L' . “"(;Z(') lm (= 0,0625 - 1,1162857)|‘;n.
-o,oszsr/iz . Ny
Gl. (226): ¢ = By + Byl + e ™ a sin 11162857 | -t
- Beos1,1162857 | = ¢)
081,116 ] ).

Gl (237) fir innere Dampfung allein:

ay = oy — (02— p)ma; —2pom il e s+ (02 + p?)
[Pmying + @my fy] kyat: (6,0 — Ry 2 D)%+ (k)% .

p=00625] i w=1.1162857]/5-; 2= 1,24609375 " ;
m m m
c [4
02 m2 750 . 2 . p2 — 5 -
) P 1,24218750 mt O P 1,25 m

Ay = Ay — |[1,24218750 5, - ¢ — - 2 - 0,0625 8, mc] - ¢ + 1,25 ;n—

[0,0625n Yme - ewf, - m] - 0,1 - Yme) : ((¢—0,1. 0,0625¢)2 + 0,12 - 1,24609375 c?)
= o, — lc2a, (1,24218750 - 0,00781250) + w f1)'me (— 0,125 + 0,125) - ¢}
: €2+ (0,9875390625 + 0,0124609375) == & —— 1,25 &) = — 0,25 4, -

By = -— 0,258, .
11*
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Die Ausschlige der beiden Massen sind demnach phasengleich. Die Schwin-
gungsform ist die gleiche wie ohne Dampfung. Die Eigenschwingungszahl ist
etwas kleiner als jene des dimpfungsfreien gystems (w? = 1,2461 gegen w2 = 1,25
ohne Dimpfung).

b) Gemischte Dimpfung:

Gl (230a) fiir 2 Massen:

g ,,L(;:? oy, ™ 4_;]“2:) 0@t (o, Mt My Bikuatbike by gk g
‘1

my my My my My mymy
- 61»2(71{.17”{“"7]52)‘ 97“) =0
my My )
0,3 144 0,6) ¢
e 30 ¢): wd |22 . - i awh
il (230 ¢): w +( ] + 0,1 .4 i 4 ] m u
. (1 144 n 0,3-0,1 +0,3:0,6 + 0,1 -0,6) .,
1-4 1-4 m
1-(0,340,6) ¢\3
L B e (7;;> Pw=0.
c \1! c c\3
yd )2 48 w2 - 2 =
w4 0,575 (m) ot 11,3175 % 0225 (D) w0,
Die Wurzeln sind: .
g = 05wy = — (),1805366’/ ; ;

Wy = (f’0,1972317 - ],0988]05)]’,” fn )

- - 0,1R05366 I/ Ly

— 0.1972317",94
GL (231): ¢ = Oy + e moy e

.

" (asin ],0988]051’ L
c

- peos 10988105 %) .

+ peosl, 81()' ml,)

GL(233): Oy = (4 0,1805366 | 7% (0.3~ 1-0,1805366) ) i e -
- m

(1 -0.1-0,1805366) ¢ = (', 'y - 0,0215675 : 0,9819463 == 097803600,
GL (234): (myq = k)0 4 (nyq =~ ky)C'y = — 0,1194634
-1 0,12211464 - 0,9789360 — .

GL(23Ta): Ay - Ay {[(02 = p¥myay F phiay—-2pomp, | okple

Be® + ) - [(pray— kA b om0 k) s (e -k op)? 4 By 3w?)

— Ay = 11,2276537 e2a -~ o fiy - 0,0044634 ['mc - ¢

0,0128078 c2 a0y -1~ b, - 0,1246285 'me - ¢} = 0,9730165
= ay = (1L,2148459 A, -+ 0,03314573,) 1 0.9730165

Ny - 0.2485358 A, — 0,0340649 5,
[y == - - 0,2485358p, -1 0,0340649,

nyay ko gy = 0,0068570 6 — 0,1362596 5,
wiyfy F oy o= 0,00585704, 1 0,1362596 &,
Eoay b kg = 0,1508783, -— 0,0204389 3,
Lty U okafty - OUIG08TRAR, 1 002043804,
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2 2 2 2
GL (238): (02—p%) X (ma) +pX(ka)—2pwd(mf) + o X (Lf)
1 1 1 1

== (0,0068438 +- 0,0297580 — 0,0590604 + 0,0224585)«,
-+ (——0,1592172 — 0,0040312 — 0,0025387 - 0,1657869)f, = 0 -a; +-08; = 0.

Die Nédherungsgleichung (149) liefert ¢ ~ 0,18] £ gegen ¢ — 0,1805366| e
m m

als genaucm Wert. Die Niherung (151) ergibt wegen a,,. y = 0,575 | ¢ (siche
n
charakteristische Gleichung):

0,575~ 0,18 . ¢
sl [ — ’1( e
Pur~ 2-1 | m 0, 1975 I m
gegenitber dem genauen Wert p = 0,1972317 I .
m

2. Dreimassensystem: my — L wy = 2m; g = 3m;

GJ ¢ c -

9 . : .

Cla g g3 Cay= g by = 0,0 Jme; ky = 0,2)mc; hy = 0,3 mec;

ky o= O,IGlMC; Ly s=024)mec.
a) Innere Dampfung allein wirksam: &y = ky = ky — 0.

GL (2250): g ® + (k™ T M2y g, M2 T

v mytmy iy {- g
my My My My

) ) 4,( Sy
¢ (4 £y
/ 1.2 My My 23 My My

my |+ m, -+ m, , my b My - my
1k akes ! o &) VAR B I NP P Y R q
My My Mg i My My My
m m m,
4 CpaCay t +omt By,
’ ™y My Mg

¢ ¢ c\3
Gl (225¢): wh + 0,44] 2wt 4 0,9550667 =t 4 0,16 ()7

+0,1666667 ( © )2 w2 = 0.
m!
c
Diese Gleichung hat die Wurzeln: wy 5 = 0; wy 4 == (—0,06 - 0,49638695)] 77;;

c
Weg = (- 0,16 - 7 0,80066667)] .

‘o e c
1. Eigenschwingung: p = 0,06' = 0,49638695'r s w? = 0,2464 - >

m

2 2 — <. w2 A p? g C. Doy = saqa € "2 e p2) 0
0 pP= 02428 "5 w4 pP == 025 3 2pe = 005956643 5 (2 Yo
c\3 : €\
= 0,124096738 (ﬁ) i (0 - p?)p = 0,015 (m) .
Die zur.Berechnung der verhiiltnisméBigen Ausschlige gebrauchten Zahlen

stellen wir zuniichst in der folgenden Tafel zusammen. Dabei wollen wir zur
Abkiirzung setzen:

(Cionvr—Kunr1 P+ (b nr )2 2 ngr - - - (239)
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| 0,37229021 |

0,17869930

0.7284
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In Zahlentafel 24 ist gezeigt, wie die Schwingungs-
form schrittweise berechnet wird. Die Anweisung zur
Aufstellung der Tafel gibt Gl (237). Man erhilt den
Wert a4, in der 2. Reihe, (b 4~ 1)-ten Zeile, wenn man
vondem Wert «, in der A-ten Zeile den in der 11. Reihe
inder A-ten Zeile berechneten Wert subtrahiert; man
findet den Wert 3, = (w2 —p?) ¥ (ma) — 2 pw (mp)
in der 7. Reihe in der (kb - 1)ten Zeile, wenn man zum
Wert ¥, In der 7. Reihe in der A-ten Zeile die Summe
der in der (& -+ 1)ten Zeile der Reihen 3 und 4 be-
rechneten Werte addiert; ebenso findet man 3,= (w?
F+p) (X (ma) + o X (mp)) inder (b 4 1)-ten Zeile
der 8. Reihe, wenn man zum Wert 3, in der A-ten Zeile
der 8. Reihe die Summe der Werte in der (b - 1)-ten
Zeile der Reihen 5 und 6 addiert.

Die Richtigkeit der der Aufstellung der Zahlen-
tafel 24 zugrunde gelegten Werte p und o erkennt
man daran, daB die Summenwerte ¥; und ¥, in der
letzten (n-ten) Zeile verschwinden, wie es die Bedingun-

n n
gen ¥(me”’)=0 und X(mq¢’)=0 fir die Schwin-

1 n
gungsglieder verlangen, da die Konstante ¥ (me’) = ('
1

schon in dem besonderen Glied B, ¢ der Lgsungsglei-
chung (226) bericksichtigt ist.

2. Eigenschwingung:
e
p=0,16)/ s
¢
w = (),8006667" =
w? = 0,64106667  ;
m,
w? — p? = 0,61546667 © ;
m
m? - p? = 0,66666667
m
2 po == 0,25621333 7 ;
m
(w2 p%) p = 0,10666667 (%) 2
(02 + p2w = 0,53377778 C)
’ m
Dic Berechnung der Schwingungsform ist eben-
falls in Zahlentafel 24 cnthalten.
Diesc Zahlentafel zeigt, daBl die Massen sowohl
bei der ersten wie bei der zweiten Eigenschwingung

gleichphasig schwingen. Dieser Sonderfall rithrt, wic
. . R A
man leicht erkennt, daher, daB die Verhiiltpisse —-2tt

i ; C e
alle gleich sind. IR
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Die Schwingungsausschlige der Eigenschwingungen
eines Massensystems mit innerer Dimpfung sind demnach
phasengleich, wenn sich die inneren Dimpffaktoren wie die
zugehdrigen Wellenkonstanten oder umgekehrt wie die
entsprechenden bezogenen Wellenlingen verhalten. Die
Schwingungsformenstimmendannmitjenenderungedampf-
ten Eigenschwingungen iiberein.

b) Gemischte Dampfung.

Gl (230a)-
" ; 22+33+ 1- 016+011 (2>_2_tou> 02 _ 01 1 0’24‘27;33 011 ?(’);
0.16-0.24 1TZ§§+016 11+22 933+o2ﬁg_g§joz g3+024 os)cqm
CHOEON (o Lo £ LY
+ ; 22+33 011 4 (0’2 20’3) 4 (0,1 - 0,16 0,24 + 0,1 -0,16 - 0,3

-4-0,1-0,2-0,24 40,1-0,2-0,3 +0,1-0,24-0,3 4+ 0,16 -0,2-0,24 4 0,16-0,2-0,3

101602008 b (S em ]yt E R

(0,1 -0,z
1-2-3 3 2 1-2:3 3 (0,1 -0,24

+0,1-0,3 +0,2-0,24 +0,2-0,3 -+ 0,24 -0,3) -i— ! (0,1-0,16 4- 0,1 - 0,2

10103+ 0,16-02 1 016:03)) - ) (“)2,(2'
> s s s > i 1-2-31\m 1

1.1 01402+ 03 o
T3Te 123 (m) 0.
1 3 A
UL (2800): wb + 0,74 ) w4 1,073066. . € wt 4 0,3525733.. © ) ws
\ m m

’ N2 o
+0,191833..( ° ] wt + 0,0166. .(” w0,
m \m
Die Wurzeln dieser (leichung sind:

c . - c
wy = 0 ; wzr_—~0,ll 5 = (01 @{),487/4994)' .

wsg == (— 0,21 ¢ 7-0,78902894)] °
B2 m

Schwingungsform des aperiodis chen Gliedes nach Gl (233) siche Taf, 8. 169:

Das Zustandekommen dieser Tafel ist mit Berticksichtigung des zu Zahlen-
tafel 17 Bemerkten und im Hinblick auf Gl (233) ohne weiters verstindlich.

Da sich in unserem Sonderfall die dueren Dimpffaktoren wie die zugehérigen
Massentragheitsmomente verhalten, werden die gleichzeitigen aperiodischen Aus,
schlidge aller Massen gleich.
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1m allgemeinen Fall sind die Werte g (&, — m,g) von Null verschieden und
die Werte C}, nicht mehr unter sich gleich. Bei richtiger Wahl von ¢ muf3 immer

. n
fir die Endmasse ¥ [(k,g — m,q?) ()] = 0 werden gemif Gl. (234).
1

Fiir die Eigenschwingungen stellen wir uns zunichst die fiir die Berechnung
der Schwingungsformen bendtigten Zahlen in der Liste Seite 169 zusammen,
wobei wir uns zur Erleichterung fiir denSetzer der folgenden Abkiirzungen bedienen:

. h b =y
(w2 — p?) my, + pky==ay (jahlxh +0ulh) L Z,l
: . (Zenxn + dnfr) =2,

o (— 2 pmy + kp) == by c
y , . A+l N . N/
(w* + ) (pmy, — kp) =y (240) . =2,
(0? + p?) wmy, = dy

] YN RO
(Cpnrr = Knper D)2+ EPrpr1 0= 254, Znn+1 -2 2
Eigenschwingung I:  p = o,ul/ °; o= 0,43774994]' °, wi= 0,2379], °,

m m m

WP p2=02258 ;WP pt=025".
m m

¢ C

ligenschwingung II: p = 0,211, :n w = 0,73902894| :Z; ? == 062256667, ;

w?— p? == 0,57846667% 5 w4 p* = 0,66666667 ; .

Die schrittweise Berechnung der Eigenschwingungsformen ist fiir beide
Kigenschwingungen in Zahlentafel 25 durchgefiihrt. Den Schliissel zur Aufstellung
dieser Tafel liefert Gl. (237) im Verein mit den GL (240):

Nppr = o — (X7 + X
Xy = (o +aypyanyy + bh+1/))ll+lj (241)
Edhe1 = (ol + Chr18u41 + g1 Prry

Bei richtiger Wahl der Werte p und » mufB sowohl ¥, als auch Y, fir dic
Endmasse verschwinden. Die erstere Bedingung entspricht Gl (238), die aus
der Beziehung (228):

_\_":(m, 07 -+ hkqgl)=0
gewonnen wurde. Dic letztere Bedingung, (¥,), = 0, geht aus der Gleichung:

n
N 4+ Tkq)=0
1

hervor, die fir die Schwingungsglicder besteht, da die Integrationskonstante der
Gl (229) schon in dem besonderen Glied C, der Losungsgleichung (231) beriick-
sichtigt ist.

Die Massen schwingen, wie Zahlentafel 25 zeigt, auch hier wieder phasengleich.

Die Ausschlige der Eigenschwingungen eines Massen-
systems mit gemischter Daimpfung sind phasengleich, wenn
sich dieduBeren Dampffaktoren wiediezugehorigen Massen-
trigheitsmomente, die inneren Dimpffaktoren wie die
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172 Gedampfte Drehschwingungen.

zugehoérigenWellenkonstanten(Federkonstanten)verhalten.
Die Schwingungsformen sind dann die gleichen wie die des
dimpfungsfreien Massensystems.

Bei beliebig gegebenen Diampffaktoren besteht natiirlich die Phasen-
gleichheit der Ausschlige nicht mehr. Die Werte «;, haben dann die
Form oy = - &, + y p;, womit gleichzeitig die Ausschlige f, ==z f,
—y&, bekannt sind. Damit werden auch die Werte a,x,, b,f, usw.
der Zahlentafel 25 solche zusammengesetzte Ausdriicke. Der Rechnungs-
gang aber ist genau der gleiche. Bei vielen gegebenen Massen muf3
man p und w probeweise annehmen (wobei fiir @ der Niherungswert
der ungedimpften Eigenschwingung zweckmiBig zuerst aufgesucht
wird) und beide Annahmen verbessern, bis sowohl ¥; als auch X, fiir
die Endmasse bis auf vernachlissigbare Reste verschwinden.

Fiir die annédhernde Bestimmung von g und p kann man sich wieder
der Gl. (149) und (151) bedienen. Die letztere Gleichung lautet mit
dem Wert a,,_, aus Gl. (230a):

”"1
k,
L&k 3 My —+ My T
=1L my my My, S
<
P o 1 249)
P 2 — 1) (242)

Nach diesen Darlegungen konnen wir wohl auf dic Durchrechnung eines
allgemeinen Zahlenbeispiels verzichten.

26. Erzwungene Schwingungen bei innerer und gemischier
Dampfung.

Wir wollen auch hier gleich den allgemeineren Fall der ge mischten
Diampfung behandeln; denn aus ihm ergibt sich der Sonderfall der
inneren Dampfung ohne weiters durch Nullsetzen der duBcren Dampf-
faktoren. Ebenso miissen sich durch Nullsetzen der inneren Dampfungs-
zahlen wieder die Verhiltnisse der #uBeren Dampfung ergeben. Dic
Gleichgewichtsgleichungen fiir die erzwungenen Schwingungen sind:

9 —Cy 9 ]"1.2"’ ()

. -+ ,1.‘1'2)40 CLZA?H,H'Z - ‘I-'[.z”’ -—Cq. ()

g kygm Cpd Cog oy (kg by Ty ) 023

oy g —Cj 2 (kpo t kot kaglo e Cag  myo? kg
0 " ~Ca3 ko g Cog | Cgq—rtrgm?
0 0 ~=kygm Co g (ko g + kg + I g) 0

0
0
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My + (kg + ko)t + €Ly —Kk124)—Cp o9 = 4;sinwt 4+ Bycosmt
— ki agl—Craqy T Mo + byt he+hyn) i H(Cr 2+ Cag)ga—ha39i—Cagys
= A,sinwt + Bycosmt

—ky gt oa—C—wnta-1 el kst ke B ) ea G Cnaea) v (243)

—kn 041 Gher—Cnrs1Tntr = A, sinmt -+ By, cosai

- kn .Y ;n 17 Ch1,n¥ -1 + m, ({'r’l’ + (kn ~1.m + k,,)’{ ,’. + Co 1nYn
— A,sinwt -~ B, cosmt

Setzen wir:
¢ =nasinwit 4 fcosmt,

’

also auch: ¢ =m(xcosmt - fsinmi),

¢ = —wasinwt -+ fcosmt),

und fithren diese Werte n die allgemeine Gl. (243) (fiir die Afe Masse)

ein, so erhalten wir durch Nullsetzen der Faktoren von sinwt und
coswt die Gleichungen:

—Cy &1t kh—r},h“’ﬂh ot e — my 0f)a,
—(ky B T ol T s)OB —Ch s 1 &g T kh,thlm/’)h 1 7= Ay
P — ke (e Caer — My @B)

Fen—an R Al p)os,—Cs frr o — R o = By

(244)

Man beachte wieder, dal} n an die zweite dieser (ileichungen auch
dadurch erhilt, dal man in der ersten Gleichung « durch 8, fdurch —a
nnd A durch B ersetzt.

Nimmt man in den Gl. (244) firr 2 nacheinander die Zahlen 1,2 . . . %,
(wobei alle GréBen Null sind, deren einer Zeiger 1 unter- oder n tiberschrei-
tet), so entsteht ein System von 27 linearen Gleichungen zur Bestim-
mung der 2n Unbekannten (&4, f):=7. Die allgemeine Behandlung dieser
Gleichungen erfolgt in derselben Weise wie frither (siche Abschn. 20).

Zunidchst ist die Determinante 4 aus den Beizahlen der Aus-
schlige «, f zu bilden, ndmlich:

0 0 0 ——_ 0 0
0 0 0 () 1]
]('2_3 ) 0 0 *
—Cy 3 0 0
— (ka3 + ks + kg ) —cg ky 4o
Cos+ Cag—mge® —kyam  —ey . . = 4
0 —Caviin kg aw €y y—m,0? —(k, 1,4+ k)o
U _'knAl.nw —~Cu-1,a (kn~l.n + kn)w cn—l,n“'mnw2
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Die Reihen dieser Determinante denken wir uns wieder mit
[has BglZ?, die Zeilen mit [I,, 1z} numeriert.

Ersetzt man die Zahlen der Rethe A, durch die auf der rechten
Seite des Gleichungssystems (244) stehenden gegebenen Grofien 4,, B, ...
Ay, By, so entsteht eine neue Determinante, die wir mit 4,, bezeich-
nen. Die Auflésung des Systems (244) ergibt dann bekanntlich:

v

A4
p |

Die sich nach Streichung der Reihe ki, und der Zeile [, aus 4 er-
gebende Unterdeterminante sei mit 4, ;5 bezeichnet. Dann ist mit den
Abkiirzungen :

(246)

sy ia
1 == -
i . Aha,lB
Il = A
(247)
P /lh/f,IA
('h,l s - "/l'"'
P /'h/f,u;
l)), ] == -
’ A
I:jn
=2y Ay + by B)
=1
(248)

l=n

P=2"ah, 4 + by B)

Aus der Entstehungsweise der zweiten Gl. (244) aus der ersten erhiilt
man die Bezichungen:

i = an, } (249)

!
Uy, = — bh,l

und aus dem Bildungsgesetz der Determinante /1 folgt ferner das
resetz der GGegenseitigkeit der Ausschlige oder der Gleich-
heit der EinfluBzahlen:
=g |
bh,l = bl,h

Damit wird aus den Cleichungen (248):

l=n (3’,[)
ﬂh - 2_“(“1,‘1 B, — /)n,z A) J

=
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Weitere Beziehungen ergeben sich wieder aus dem Begriff der Damp-
fungsarbeit. Dazu miissen wir zuerst die Arbeit der inneren D mp-
fung berechnen. Das Reibungsmoment der inneren Dampfung ist:

M, =~ kh,h+1 (Ph+1r — 1)
wobei das + -Zeichen fiir die Masse m,, . {, das — -Zeichen fiir m,, gilt, wenn
das Moment als Widerstand positiv gerechnet wird. Dieses Reibmoment
legt im Zeitteilchen di den Winkeldg¢y,, an der Masse ., den Win-
kel dgy, an der Masse m, zuriick ; demnach ist mit Beriicksichtigung des
Vorzeichens die Arbeit der inneren Diampfung fiir eine volle Schwingung :
g 27

I

N ’ 5 N 2,
¥ :_/[kh,h+1 (hsr = gn) - (dgney — dgn)] = Ky / (Ther — g2l
t=0
Fithrt man fiir die erzwungene Schwingung
¢ =a sinmt 4+ f coswt
ein, so wird
mt=2=7

A =Ty psr 0 [ ((Bper — ap)cosmt — (Bray — fi)sinot)2d(ob),
=0

A=a- ki ol(oger — o)+ (Brec - M3 w2k g “’}’}21,1,+1, (252)

wenn unter y; ;43 der Relativausschlag der Massen myy; und
m;, verstanden wird.

Diegesamte Dampfungsarbeiteiner vollen Schwingung setzt sichausder
duflern und innern Dampfarbeit zusammen und sie muf} von den erregen-
den harmonisehen Momenten geleistet werden. Dies liefert die Gleichung:

“)Z[kh o+ BR) + knger ((Bn s — )2+ By - ﬁz,)z)]l

h=n

(253)
Z Ky Bh - ﬁ/lA’l J

Denken wir uns von allen erregenden Momenten nur das Moment 3,
wirkend und bezeichnen wir die zugehorigen Ausschlige der Masse m,
mit «;; und f,,;, so ist nach Gl (251):

Opy = ap1 Ay + by, Bl}
/31»,1 = llh,lBl - bh,lAl

Die Gleichung der Dampfarbeit (253) lautet fiir diesen Fall:

(’)?[kzl (&1 + Brd) + Eiper ((Snnr — X002+ Brsr,s — ﬁh.l)g)]
= oy, B — ﬂzzAl

oder nach Einfilhrung von (234):
h=n

m}Z’l[k;,(ai,z + i) + Enner ((@ns1,0— @)+ Brsrs— bi)?) 1= byg. (255)
=

Ebenso leitet man aus der allgemeinen Gl. (253) nach Einfiihrung
der Gl. (251) die Beziehungen her:
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- Zl[kh W1 ,s + Oaabn) + ke s ((@a4s,0 — @n) (@ner,i — ani) } (256)
B + (On+ 1,0 — but) (bara,i — bai))] = by

h=
Z[kh an,1bne — bnani) + knyne s (@n+1,0 — @n) (Barr,s — bai) } (257)

- — (On+1,0 — ba) (@hs1,i — @n,i))] =0 ‘

In den Gleichungen (256) und (257) sind 7 und 4 zwei beliebig wihl-
bare Zahlen der Reihe 1 bis n. Gl. (255) ergibt sich aus der al]gemelneren

. (256) fiur ¢ = 1.

Der fiir die duBlere Dampfung (Gl. 169 bis 171) abgeleitete Satz,
daB die Teilausschlédge y,; und y,;, gegen ihr erregendes Moment M,
und M, gleiche relative Grofie und gleichen Phasenwinkel haben, gilt
in unveréinderter Weise auch fiir die ge mischte Dimpfung.

Fiir praktische Zwecke vorteilhafter als die Berechnung mit De-
terminanten ist wieder die schrittweise Auflésung der Gl. (244), wobei
der Ausschlag einer Masse durch die Ausschlige der vorausgehenden
Massen ausgedriickt wird. Indem wir in den Gl. (244) nacheinander
h =1,2...n setzen, erhalten wir die Gleichungen:

Ay = oy —[(@?mya; + ok py + Ay) oy + (02my i — o kyay + By) by pe]
: (C?,Q + ]C'f‘gmz)
fo = py—T[w?mypy —wkioy + By) 619 — (m2myo, + ok + A,) k0]
(e} + k0%
Vg = oy —[(wP(myay + myay) + o (kyfiy + kafle) + Ay + 4y) o
t (02 mypy + myfy) — o (kyag + kang) + By -+ By) - ky 3]
1(eds + K aw?)
By == pp—[(0*(mypy + myfly) — o (kyay + kyng) + By + Bs) ey y
= (@P(myag - mgng) b o (kypy b kafy) + Ay Ag) kg y o]
2(e5y + kao?)

’ 1=k b b b
Mob T N *‘[("’2:(”11”‘/) -+ ")z(kl/)'/) + ZA/) “Cppyr T (”'2:(”"’//7'/)
=1 T T T
I h
- "':(l’/”\/) + _\_:B/) N PSRO) EN (e ]clz;./:+1 »?)
1 I
1 1 14
) ) Al A
Pusy 7= P ‘[("'Z_T_ (mafi)) — ”':l. (ki) + ;B/) ey (2 (mA)

h h
i- m:;(k‘,/)',) |- :A,) : k,,.,,Jr 1 m]: (0;:J, v ]d;i.,, +1"'2)
T

w1 w1 w1 nAl
Ny TN, “[("’2_\_,‘("21“/) + "’:(k//')‘/) + rA/) “Cyiw T (“ (”7//’1)
T T i
n—1

n -1
@ 206 2Bk eli(en b ke
[}

n—1

nel w1 n—1
w = P o — [((:12}_7())1,/",) m_\_:(k,f\,) | Z B)-¢c, .- (1»2:(111‘, Ay)
T 7
ne1

wel
I W:U"tﬁz) b _\_:Al)'ku emli(en 4t klo . w?)
T ]
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Auch hier erhélt man die Gleichungen fiir die Ausschlige £, wenn
man in den Gleichungen fiir die Ausschlige « ersetzt: « durch g, f
durch —«&, 4 durch B und B durch — 4.

Als Zahlenbeispiel wollen wir dasselbe 5-Massensystem wihlen, das als
Rechnungsbeispiel der duBeren Diémpfung diente:

my=1m; my=2m; my=3m; my=4m; my=>5m;

Crp=4€; Cog=16; C3qa=1"¢; ¢ ;5=2¢;

by =011me; ky=02)me; ky=0,3)me; ky = 02)me; ks = 0,2]me;

ke =012Vme;  kyg=0,12Vme; ky = 0,15)me; ky 5= 0,18 me.

Die Berechnung sei wieder durchgefithrt fiir die Periode:

m? = 0,25 ¢ ; w = 0,5 °
n

Um die Richtigkeit unserer Ableitungen auch am Zahlenbeispiel zu zeigen,

nchmen wir an jeder Masse ein harmonisches Moment wirkend an und berechnen

die Ausschlige fiir jedes Moment getrennt, um dic Einflufzahlen a,, und b, ,
zu bekommen.

Die Gleichungen (258) geben uns die Anweisung zur Aufstellung der Zahlen-
tafeln, wobei wir uns wieder mit der alleinigen Berechnung der Ausschlige & be-
gniigen konnen, da jedem Wert A = a - 4 4 y - B ein zugehériger Wert f =2 - B
-—y A4 entspricht.

Zur Vereinfachung fir den Setzer wollen wir uns in den Zahlen-
tafeln der folgenden Kiirzungen bedienen:

2

Crnrr F Ko Zn. =Y N
hoh hoh+1 NN R ‘\_,(ml(”z”‘l’l“”'kl/)ll+AI)‘*2‘15
Cnidt =t
’ 1=h 259
z ) 5¢
Rt S(mrmpy— ok, + B)— X, (259)
kh hg1 ™ -1
- - v N
Zhoh 1
Damit schreibt sich die allgemeine Gl. (258):
! Y D
Appy =& — (W2 +v2,). (260)

Wie man aus den Definitionen (259) erkennt, eriibrigt sich auch
die Berechnung von ¥,; denn sie entsteht aus X, durch Vertauschung
von & mit £, von f mit —a&, von A mit B und demgemiB auch von
B mit —A4. ‘ ’

Die zur Aufstellung der Zahlentafeln gebrauchten Rechnungsgrofen sind zu-
niichst in der nachfolgenden Liste zusammengestellt (Zahlentafel 26a):

: 1/ ¢
Zahlentafel 26a: w2=0,25~g; w=05]—-

m m
ny, c,,_,,“‘ ky ‘} birer  Zunsr : % v mhwzi kyo
=m-! =¢- =)me. =Jme- =¢ ' =¢ " =¢ ' | =c¢c-i=c-
1 4 | 01 012 /01147111 2.9058504| 0,5230531 0,25 | 0,05
2 I 02 012 0253 19716088 02365931 0,50 | 0,10
3 1 | 03 015 1,005625 09944065 0,0745805| 0,75 . 0,15
4 2 02 0,18 4.0081 0,4989895 ' 0,0224545 1,00 . 0,10
5 — 0.2 — - . L2500

Holzer, Drehschwingungen 12
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Zunichst nehmen wir nur das

FL L FTLEL
PI ) @@~ 0an = fi © crregende Moment A4, By der End-
S R R v R e ] .
RLIBIBED masse wirkend an und erhalten ge-
+ 1} S2ERYRe maf Gl. (258), (259), (260) und Zah-
Y1 RN SO MA y H
/: 1 ,] PRI By P Wk ik Yo lentafel 26a die Zahlentaf.el 2.6 b.
L 4+ 1+ Ebenso berechnen wir die Zah-
¢¥}‘ - lentafeln fiir die anderen erregenden
| L I I L L Momente. Da die mit «; und 8, mul-
a lN: B823II= tiplizierten Anteile der Ausschlage von
v SERRRSIY den Momenten nicht beeinfluBt wer-
D s SeaRsEd . .
o | 2Rz gd=ss den, so brauchen wir nur mehr die von
P oSS SS<S den Momenten erzeugten Anteile fiir
I +++4+4+ sich zu berechnen. Sie ergeben sich
"‘ - ;f’ o o T " 777 nur fir die Massen, die in der fiir die
R N I N N Berechnung gewihlten Reihenfolge
S823IIISL der Massen hinter dem erregenden
A BR88EREE assen hinter gende
I DER_RIIERR Moment liegen. Zu jedem Ausschlag
P REIFIEIRGE & =z 4, + y B, der einen Phasc gc-
U ecooococoo hort gleichzeitig der Ausschlag f =
I ++ [ ] Z+ B, —y A; der anderen Phasc.
H SLELELEL ) So erhdlt man die 'folgenden
egLagLae Zahlentafeln 26¢, d, e, (Seite179).
i - NN~ c: .
T F g § % % § § :':‘: ﬁ 5 Durch Addition aller gleich-
f Yol . .
L Ao eanace » artigen Gl (244) fiir alle Massen
R i e R = =i . . .
Fo+ | i ] 1 |+ ergeben sich die Beziehungen:
= ’; o _ G h=n
ol ® o o o = -7 /
+ 0+ 4+ 4+ 4+ + G[mhwé\ll+k1,wf;/: + 4,]=0
_ L k=1
‘ y Mo o (261)
| | EL LT EL "
= VO WO W \T _ } _
S | 83553328 ,T_[m),a)/fz, knw oy -+ By]1=0
~ TSI RS SX T
= SRIBLSRID
\ SES38S5338E r Lo
L+ = = = e = Demnach mull auch fir die
1 e ot i S B N I Endmasse oder fiir das Wellen-
I S = 5 ;L <
6 HGH P‘g Hg": )/ . . 12“ ‘ o ,W Y
) SE¥Ldd ende sowohl > alsauch >, ver
i -~ 3REB3EZE . 1 1
w8 2O BSSNP schwinden.
8 gL ooo -~
£ 5 2RIZBEZR
S ° 33333332 Die Zahlentafeln 26b bis f lic-
! I T T S fern somit die Gleichung:
SLELEL LT — 1,04454594, — 0,0547116 5,
TECELEE
B =2I8I 28 —1,0998614 4, -+ 2,0029796 B,
S SONEOND S
3 " SN IERD N
< REEKBSIT 278536094, +0,1985508 B, |
LA it A e P , (262a)
R — 1,2441780 4, —0,2595524 B,
B ‘ +4-0,3785086 4, — 0,0779671 B,
— ~ ) -+ )

44 =0

3
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Die zugehérige Endgleichung fiir die Phase 8 lautet demnach:
-~ 1,0445459 6, + 0,0547116, — 1,0998614 B, — 2,0029796 4,
— 2,7833609 B, — 0.1985598 A, — 1,2441780 B, - 0,2595524 A, (262 b)
+ 0,3785086 B, +0,0779671 4, + B, = 0

Aus den Gleichungen (262a und b) berechnen sich die unbekannten Aus.
schlige «, und g, zu:

&y = —0,9499117 4, + 1,9673149 B, — 2,6474412 4, -+ 0,3287606 B, l

—1,2008392 45 — 0,1855855 B, + 0,3574763 4, — 0,0933661 B, (2632)
+0,9547345 A; — 0,0500074 By J

B, — —0,9499117 B, — 1,9673149 4, — 2,6474412 B, — 0,3287606 4, 1
—1,2008392 B, + 0,1855855 44 + 0,3574763 B, + 0,0933661 4, (263b)

-+0,9547345 B, + 0,0500074 4, l

Damit sind aber auch die Ausschlige der iibrigen Massen aus den Zahlen-
tafeln 26b bis f berechenbar; z. B. fiir dic Endmasse m,:

ap = —0,3446644 «, + 0,24891544, -- 1,1170288 4, + 0,8645038311
-0,5583255 4, +- 0,4937544 B, — 1,0048267 4, -I- 0,0119612 B, (264)
-—0,4989895 4, — 0,0224545 B, l
Die zugehdorige Gleichung fiir 8 erhiilt man aus (264), wenn man « durch g,
i durch — «, A durch B und B durch — 4 ersetzt.
Die fertig berechneten Beizahlen sind fiir die Ausschligex in Zahlentafel 26g
zusammengestellt.

Zahlen-

4, U B, T a4, T m, 4,
ay - -0,949912 A 1,967315 ' —2,647441 ‘ - 0,328761 -1,200839
A - 2,647441 -0,328760 * -—0,702656 - 0,829368 - 0,411112
Ay --1,200839 -0,185586 ~—0,411111 -+ 0,275880 -1 0,619885
Ny £ 0,357476 —0,093366 -£0,081358 -+0,126664 —0,223576
A, = 0,954735 --0,050007 - 0,272320 —(,278547 --0,544745

Die Zahlentafel it das Gesetz der Gegenseitigkeit der Ausschlage
erkennen. Die Erfilllung der Gl. (255, (256) und (257) wollen wir an je
eincm Beispiel priifen:

Gl (255) fir I = 4:
0,5 [0,1 - (0,357476% + 0,0933662) -+ 0,12 (0,276118° - 0,033208%)

10,2 - (0,0813582 + 0,1266642) - |- 0,12 (0,3049342 -+ 0,0847362)
- 0,3 -(0,2235762 - - 0,0419282) -1- 0,15 (0,0045612 -1- 0,1259882)
i 0.2-(0,2190152 -1- 0,0840602) -1 0.18 (0,3799442 -1- 0,0146472)
F 0.2 -(0,598059 1~ 0,0087072)]
= 0.5 +(0,0136506 - 0,0045326 1- 0,0155232 .- 0,0110068

-E 0,0736990 -!- 0,0092820 -;- 0,0120197 : 0,0023841

-+ 0,0260230) - - 0084060 - b, .
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Gl (256) fir I =2, 1= 3:
0,5 - [0,1 - (— 2,647441 - — 1,200839 - 0,328761 - — 0,185586)
-+ 0,12 (1,944785 - 0,789727 + 0,500607 - 0,461466)
+ 0,2 (— 0,702656 - — 0,411412 4 0,829368 - 0,275880)
-+ 0,12 (0,291545 - 1,030997 — 0,553488 - 0,142939)
+ 0,3 (—0,411111 - 0,619885 + 0,275880 - 0,418819)
i- 0,15 (0,492469 - — 0,843461 — 0,402544 - — 0,460747)
-+ 0,2 (0,081358 - — 0,223576 — 0,126664 - — 0,041928)
-+ 0,18 (0,190962 - — 0,321169 — 0,151883 - — 0,181054)
+ 0,2 (0,272320 - — 0,544745 — 0,278547 - — 0,222982)]
= 0,5 (0,3118137 + 0,1035354 — 0,0417895 — 0,0025758
— 0,0172468 - 0,2120236 -- 0,0265748 — 0,0344864 — 0,0060899)
= 0,275880 = b, ;.
Gl (257) fir I =4, ¢ = 5:

0,1 - (0,357476 - — 0,050007 -+ 0,093366 - 0,954735) -- 0,12 (— 0,276118 - — 0,228540
-+ 0,033298 - — 0,682415) +4- 0,2 - (0,081358 - — 0,278547 - 0,126664 - 0,272320)
+ 0,12 (— 0,304934 - 0,055565 — 0,084736 - — 0,817065)

+ 0,3 + (—0,223576 - — 0,222982 4- 0,041928 - — 0,544745)

-+ 0,15 (0,004561 - 0,321689 — 0,125988 + — 0,054214)

+ 0,2 - (— 0,219015 - 0,098707 — 0,084060 - — 0,598959)

+ 0,18 (— 0,379944 - 0,156177 — 0,014647 - 0,282344)

+ 0,2 + (— 0,598959 - 0,254884 — 0,098707 - — 0,316615)
—=0,0071264 -+ 0,0023662 - 0,0081039 -+ 0,0057460 — 0,0242826
-- 0,0048457 - 0,0062749 - 0,0012447 — 0,0114253 = 0.

tafel 26g.

. B, 1 4, | B, ! 4, ; B;
~-0,185586 10,357476 | —0,003366 | --0,954735 | —0,050007
+0,275880 10081358 | —0,126664 | +0,272320 | —0,278547
10,418819 0223576 . -—0,041928  —0,544745 | —0,222082
—0,041928 0219015 --0,084060 = —0,598950 | --0,098707
—-0,222982 —0,598959  --0,098707 | —0,316615 | --0,254884

Die Berechnungsweise der erzwungenen Schwingung mit gemischter
Dampfung diirfte aus dem behandelten Beispiel klar hervorgehen, so
daB wir auf ein praktisches Beispiel verzichten kénnen. Man erkennt,
daB auch die Beriicksichtigung der inneren oder der gemischten Damp-
fung keine Schwierigkeit und nur geringe Mehrarbeit verursacht.

27. Beriicksichtigung der Wellenmasse bei duBerer und innerer
Diampfung.

In den bisherigen Untersuchungen der gedampften Drehschwin-
gungen wurde von der Masse der Wellenstiicke (Drehfedern) zwischen
den drehelastisch starren Einzelmassen abgesehen und der dampfende
Widerstand, sowohl fiir die duBere wie fiir die innere Dampfung als an
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)

den Einzelmassen wirkend angenommen. Nunmehr wollen wir den
allgemeinen Fall der mit Masse begabten Welle untersuchen, an welcher
itberall auf der ganzen Linge duBere und innere Dampfungswiderstande
wirken.
Praktische Bedeutung kommt diesem Fall insofern zu, als die an
der Wellenoberfliche wirkende duBere Dampfung, wenigstens stellen-
weise, wie in den Wellenlagern und -Stopfbiichsen oder an dem im See-
wasser umlaufenden Teil der Schiffsmaschinenwellen, verhaltnismafig
groB werden kann, und insofern, als gerade das Wellenmaterial der
'Sitz der von der Forminderungsgeschwindigkeit der Drehfedern her-
rithrenden inneren Dampfung ist.
Fiir ein Wellenelement von der unendlich kleinen achsialen Lange
dz kann man den duBeren Dampffaktor gemafl Gl. (111) gleichsetzen:

k:c-dmw:<c-§Jw>dxz—%q-dm. (265)

(y das Gewicht der Raumeinheit des Wellenbaustoffs, kgem~3,
g = 981 cms ™2 die Erdbeschleunigung, J das polare Triagheitsmoment
des Wellenquerschnitts ¢m?). Demnach hat

qzc-?Jw
g

die Dimension kgs und die Grofic des duBeren Dampffaktors eines
Wellenstiickes von der Liange 1 (cin).

Die innere Dampfung hangt von der Formanderungsgeschwindig-
keit ab. Die Formanderung einer sich verdrehenden Welle wird bekannt-
lich ausgedriickt durch den verhiltnismiBigen Verdrehungswinkel 9,
um welchen zwei um 1cm voneinander entfernte Wellenquerschnitte
verdreht werden. Das innere Dampfungsmoment kann demnach

o

¢

M, =q

geschrieben werden, wobei der Faktor ¢ die Dimension kgem?s be-
sitzt, da die Dimension von J em~1t ist. Nun ist fir unser Wellen-
teilchen
Dode = quius  ps=dy, also:

(] a(]‘

0 == 5.

(A
Damit wird das Moment der inneren Dimpfung:
0%y
=q . 266
T ozor (265)
An Hand diescr Herleitung kénnen wir ricckwérts feststellen, welche
Bedeutung demgegenither dem friher benutzten Begriff des inneren

M,
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Dampffaktors kp .1 zukommt: Fir ein endliches Wellenstiick von der
Lange 1 54, ist
g = Frrt Pa ,
Tnns

demnach, wenn wir wie frither die Ableitung des Drehwinkels nach der
Zeit mit ¢’ bezeichnen:

, h /1 .
JL{: q'+1 l) = kh ’L+l(q}h+l - (/")'

[h h+1
Daraus ergibt sich
knper =, & (267)
hoh+1
und uingekehrt :
g = kpper e (267a)

Zur Ableitung der Differentialgleichung der Schwingung schreiben
wir die allgemeine Gl. (243) fiir die A-te Masse an, wobei wir die Nachbar-
massenteilchen unendlich nahe annehmen. Sie lautet bei Abwesenheit
eines erregenden harmonischen Moments an der Stelle z:

ar (j g 6 ) 0( P )
S ?ﬂ~+kxdxz(g?gﬂ Lods)
Cq OGprar) (268)
+ krr,.r1¢lu;'< 5p{x - /5';[ ) + dx,dx ((/’x“(/‘x dz:)[
+ Crotdx ((/’m C Pzade) =0 J
Darin ist:
, dq’
J q + dl dx
/CJ; =g d; /Cx— da, o — d?). /Cz,:t:+tl:t: = da; N
GJ
Copdzz = da 5
) dJ
G(J+ : dx:)
de )
Cra+dy == da 5
- de 0¢, dax? 6 2y da? 03¢,
(/‘x+dxv’lz+l! . ,)’ Py 3‘ O:L3+”.

o o dx Cq,  da* e,  da’® odq,
I’z -dz = Pe 1! cx 21 gzt 31 Cad
Wir beschrianken uns hier auf den Fall:
dg dq dJ

de " de 0 owd e =0



184 - Gedampfte Drehschwingungen.

und erhalten:

¥ 0% dp ¢ O (d:v dp da?d2e >
s - R R R S
g7 o T G T o\l o T 2 e T
qg 0 ( dedp da?d2¢ ) GJ(dx Oy datciy )
o\ T bz 2 a0 a1 de ey dm
QJ( dadgp datéte > ' '
= = e L — = ler:
dm( 11 ¢z 21 oa2 0, oder
y 02 0@ 03 g
g S Y- B 269
gl T o T e 6 (269)
Zur Losung dieser Differentialgleichung fithren wir den Ansatz ein:
p=TX;

in welchem 7' eine reine Funktion von ¢, X eine reine Funktion von
x allein darstellt. Damit kdnnen wir Gl. (269) schreiben:

7'J‘,lz£ dar  d*X

q dt2+q di  da? ,
pen - - (270)

q- it +GJT

Die linke Seite von Gl. (270) stellt eine reine Funktion von ¢, die
rechte Seite eine reine Funktion von x dar. Die Gleichheit beider Seiten
kann daher nur erfiillt sein, wenn jede Gleichungsseite einer und der-
selben Unverdnderlichen — ¢2 gleich ist. Das negative Vorzeichen der
Konstanten ist gewihlt, weil sonst der Schwingungswinkel ¢ mit ¢
und z entgegen der Wirklichkeit unbegrenzt wachsen miite. Dic
Gl. (270) zerfallt darnach in die beilen Gleichungen:

d? X ; 270
dar = 2 X (2704a)
und
y L d2T dar
L! 8 ey’ 2T =0 . 270}
gldt2+(q+fq)dt%tcnll (270h)
Das Integral von Gl. (270a) ist mit den Integrationskonstanten A und o:
X = d4dsin(ca + 9). (271a)

Far Gl (270Db) ergibt sich dic charakteristische Gleichung:
'7], Juw? -+ (¢ + 2w 4 2GS =0,
4

welche die Wurzeln hat: : .
(¢ + ) 0] 467 s (g ey

Wy = : (272)
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Mit den Abkiirzungen:

q+ciflf:—:p
22
g
4G v J2c? = (q + c2q)? (272a)
) 2
e e =0
4(’ J)
g

lautet die Losung von Gl (270b) mit den Integrationskonstanten B
und &:

T = Be Pisin (ot + ¢). (271 D)
Die Gesamtlosung wird daher mit 4 . B=(':
¢ = Ce Plsin(mt + ¢) sin(cx + 9J). (273)

Als Beispiel behandeln wir die an beiden Enden freie zylindrische
Cq
Welle von der Linge 1. An den freien Enden muf} F(Z = 0 sein. Diese

Bedingung wird fir x = 0 erfillt, wenn = 7;, und fir @ = [ durch
die Gleichung: -

cl=h-x,
wobei A eine beliebige ganze Zahl ist.

Der Exponentialfaktor e~ 2! der Gl. (273) kennzeichnet die Losung
als diejenige der Eigenschwingungen, die mit der Zeit allmihlich
erloschen.

Je nach dem Wert / erhalt man sonach fiir die freie zylindrische
Welle unendlich viele Eigenschwingungen. Die minutlichen Eigenschwin-
gungszahlen sind

h 22 [ hEp?- \2
30 30 V4G I (q + 5 q)
Ny = ' Wy = [T L - . (274)

i i 27
g

Die Eigenschwingungszahlen der geddmpften Welle sind demnach
nicht mehr genau ganzzahlige Vielfache der Grundeigenschwingungszahl,
die sich fiir b = 1 ergibt, vorausgesetzt, dal die Dampfungszahlen ¢
und ¢" wirklich unveriinderliche Grofien sind, was ja im allgemeinen
nicht zutrifft, denn die Dampffaktoren dndern sich selbst wesentlich
mit der Periodenzahl. Die Oberschwingungszahlen wiirden genau ganz-
zahlige Vielfache der Grundschwingungszahl bleiben, wenn die Abhangig-
keit der Dampfzahlen ¢ und ¢ von der Periodenzahl eine solche wire,

daB gqg =h- q() und A = 7w . Dies scheint auch, wenigstens an-
gendhert, der Fall zu sein.
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Es ist hier der Ort, einige Worte uber die praktische Ermittlung
des inneren Dimpffaktors beizufiigen.

LaBt man eine an den Enden freie zylindrische Welle, die moglichst
frei von #uBeren Dampfungswiderstinden gehalten wird, Eigenschwin-
gungen vollfithren, so kann man die Eigenschwingungsdauer und das
Verhiltnis der Schwingungsausschlage zweier aufeinanderfolgenden
Schwingungen messen. Die Schwingung sei #-ten Grades, kenntlich an
I Schwingungsknoten auf der ganzen Wellenlinge !, die gemessene
Schwingungsdauer sei 75 und das gemessene Ausschlagverhdltnis
ep<<1- Dann gilt mit ¢ =0, gemaf Gl. (272a):

_ ke q Th
e Plh=¢ "2y =g,
oder:
]2 /2 !
e —— 24,
.27
. g
Damit wird
le’
, hlbh
=— 275
1 g T, (275)
2 ”
Setzt man T, = =7 und :]l~ J = m gleich dem Trigheitsmoment
Wp
der gesamten Welle, so schreibt sich Gl. (275) in der Form:
l 0,0141ge, -~
q = - }Zn:): nep = — =3 By .y maoy, . (275a)

Wenn das logarithmische Dekrement fiir jeden Schwingungsgrad A
angenihert denselben Wert hat, so zeigt in der Tat Gl. (275a), daB} die
Dampfungszahl ¢ dem Wert & umgekehrt proportional ist, denn oy,
ist angendhert gleich k- w,.

Der innere Dampfungsfaktor ist nach Gl (275a):

q 0,0141g ¢,

== —— e 5 . 275
ky == . 7o Moy, (275h)

Far o, kann man endlich den aus Gl (272a) oder (274) unter Ver-
nachlissigung der Dampfung sich ergebenden Niaherungswert einfithren :

ha | /Gg
Wp o2 s
l v
womit sich ergibt
0()4410 M G
ky ;;_17 S ‘/"’] (276)

Mit diesen Ausfithrungen sind die frither, Gl. (116), gemachten An-
gaben iiber den inneren Dimpffaktor hegriindet.
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Um auf die erzwungenen Schwingungen der Wellenmasse zu
kommen, denken wir uns ebenso die Welle aus unendlich kleinen Einzel-
massen bestehend, die unendlich benachbart sind, und wenden auf dieses
System unsere Gleichungen (258) bis (260) an. Zunichst ist nach Gl. (259):

N . . GJ\? ‘w2
2g-da,g = Cx-dn,x +kx~dz,xw“ = (“—> + (q )

dx dx
GJdz
T @D T ) =
B g odr
(G2 + (g w)?
Aus Gl (260) wird:

x £z
. ST
Npqdr = Op —— (u %1 T U-i)—lg)

v .
ﬂz«}-dt - :61, - (uh()”‘i ps )
Nach den Gl. (258) und (259) gilt \\eliel.

r+dx T
S N 2 ey -
=== Fdmw3a, qp -t ¢ de e, ae
274)

R 3 J/" .
— —’-\-2 7;" dm U)z/j:n»iL dr (](l.t'(l) Kt de
0

<
[ ——
—

bl
oder mit dm = - Jdwx und mit Vernachlissigung unendlich kleiner
g

Grofien gegen endliche:

dZ ), . ) , A o
”J;] = ; '](Uzaxhlx +qopyras = ;/ Jra, -+ ([(1)/7)::
N (280)
(l> . / f 2 |
d% Jm2f, - qo, J
Mit Beruckswht]gung der Gl. (277) wird aus Gl. (278):
do (,J\ 1k q w ]
de — (GJ : )
G+t lr (2784a)
dp _ GJZ, —qnX, |
de (G2 + (¢'m)? J

Differenziert man diese Gleichungen nach x und beriicksichtigt Gl. (280),
so erhélt man:

ROV O S (], 7 )
Lo zx( J qq>() pm (Jq—,#g/qu

B g . ’

da? (GJ)? + (¢ w)? = bp (281
)

a2 ﬁ(G J? - qq)w-+aw (0Jq+ Jqg' w? )

7 N (7} [ LNy PR T
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wobei die Abkiirzungen gebraucht sind:

y AT
G- J— )(u~
( g q9

(G2 + (q'w)*

4=

(281a)
® (GJq + %Jq’aﬂ)
pomm Y
(@) + (¢ w)?
Aus der ersten Gl. (281) findet man:

und folglich auch
d*p  ad’a 1 d'a
de*  bdax® b da?

Iiihrt man diese Beziehungen in die zweite GI. (281) ein, so erhilt man:
dix d?x Sac
Die charakteristische Gleichung dieser Jinearen Differential-
gleichung :

wh - 2aw? 4 a2 402 =0

hat die vier Wurzeln:

AT T
1, ;JV'/ ](l +,b, . ((_‘L ! / la,—}_‘,b__—*_a’:ip‘{, ri
2 2
RPN o
wy = - V 1(1—1*‘2!)‘———% K 1a~{%+ @ =p--ri
, S e ’ (283)
Va2 4+b2—a // a? + b “+a
Wy = I 5 +1 | 2 == — P A 1
: /V(ﬂ :Jrib2 - LV /4]/'(1,5 j{:b;:-(; B
wy = ] ey o ey = S

Demnach lautet die Losung der Gl. (282) mit den Integrationskonstanten
A, B.C, Dund mit den aus GI. (283) ersichtlichen Abkiirzungen pund #:

A == el (Asinrx -+ Beosrx) 4 e r* (Csinra -+ Dcosra) (284 a)
In derselben Weise findet sich:

y = eP® (Bsinrx  Acosra) e PP(— Dsinre - Cceosre)  (284b)
I
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Der Schwingungswinkel der erzwungenen Schwingungen ist mit den
Werten & und f der Gl. (284a und b):

@ =oasinwt -+ fcosmt (285)

Man iiberzeugt sich leicht, dafl die Losung der allgemeinen Differential-
gleichung (269) geniigt.
Aus den GI. (284a), (284b) und (280) findet man:

e,):u / )’ 2 . ;} 2
A( " Jwlp - qwr|sinrx - :’-Jm'-r +qwp|cosre

N
- T

T)2+72

B B(( J?r + qmp)%mrr + <g Jnp— qwr)oosrx)

_ , , . (286a)
ot C'(( - )"p+qo)r>sinm (}/ Jor2r + )J)ooq 1)
fp s — " Jm? Jsinra - (&~ Jo?r + qo sSra
s g g 1
+ D(( Jar -+ qu) sinra — (;;7 Jnp — qu)r)(sosrm) b Const
> “r 4( <}’ Jn?r 4+ qw )~i1177 (;’ Jn2p - )) )
> = A= S dqop)sinee - L dmEp - qorr)eesy
N I A A p p P qertjeosr
+ B((% Ji?p qmr)sin 7 - <; Jo?r 4 q(up) (‘osrn:)l
\ (28GDb)

e~ Pr

S e [ ((—y— Jmr +qow )) sinm:A<l’— Joip —qomrjc sr;r)
![:2-1—7'3[ p qm7 g n=p—4q )(0

i D ((Z— Jw2p —- qwr) sin rx -+ (% Jo?r + qo p) cosrx) -+ Const

Die gesamte Dampfarbeit der Welle fiir eine volle Schwingung ist
z=1 x=1

»

U= ”/U) (0‘2 + ﬁg) : th ’f n/u)((“;u»dz - a.’v)a '+' (ﬁz%»d,u - ﬂx)z)dq_,,

/(r\ + By do+ (1/( d f)g)da,

z=0
sin2rx cos2ra

:n(,)[<(A2-+Bz)-—;~+(BD A0 —(BO 4 4D)T

P D e—2pz c ) , N . (A’ B e2re

- (O -+ D?) 3 + Const | -+ ¢ (p* -+ r?) \ (A*+B?) 2p
sl -2pz
(A€ — BDYI2TE L po 4 D) 932-77-'? (€2 + Dy

i

-4 Const)
0
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Mit Einfithrung der Integrationsgrenzen wird daraus:
*(p2 2
N=nw [q_(‘%:_)*i'(l (42 + B?) (e27!—1) 4 (C2 + D?) (1 — e-2P))

L 2P éﬂﬂ(mc — BD)sin2rl — (4D + BC) (1 — coszﬂ))]

(287)

- Die Integrationskonstanten 4, B, C, D bestimmen sich im Einzel -
fall aus den gegebenen Grenzbedingungen. Meist pflegen die Ausschlige
oo und f, fiir den Anfang des Wellesntiickes (z = 0) und die Anfangs-

richtungen der Schwingungsformen, d.s. die Werte (d—“) und (-(%E)
fiir £ = o gegeben zu sein. dz/o dz/o

Es handele sich z. B. um die Ermittlung der erzwungenen Schwin-
gungsform des Wellenstiickes zwischen den Massen m; und 4, und
wir denken uns, die Berechnung sei bis zur Masse m; durchgefiihrt,
so daB die Ausschlige «;, und g, und die Momentensummen X,
= iZZ(ml oo, +okp+4) und 3, -:i}’_: (mo?f— wk o+ B)
bekanut sind.

Nun berechnen wir zunichst ohne Riicksicht auf die Massec
und die 4uBBere Dimpfung des Wellenstiickes [, .., die Schwin-
gungsform fiir gemischte Dimpfung in der iiblichen Weise weiter, wobei

’

9 eingefithrt wird, und
lh,h+1
erhalten so die Ausschlige (&;4+1) und (B344), - Der Zeiger 0 soll an-

deuten, daBl diese Werte vorlaufige, mit Nullsetzung der Wellenmasse
und der dufleren Wellenddampfung berechnete Hilfswerte sind zur Unter-
scheidung von den tatsidchlichen, unter Beriicksichtigung der Wellen-
masse und Wellendampfung zu findenden Werten. Dann gelten fiir die
Anfangsneigungen der Schwingungsformen, da fiir diese die Wellenmasse
und die &duBlere Wellendampfung noch unwirksam sind, gemifi den
Gl. (259) und (260) die Beziehungen:

als innerer Dampfungsfaktor k& 54, =

(iﬁ) GRSV R R
dz/n lh,h+1 Innvs voo
(dﬂ> _ Bredo— B u:g:: v (255)
dan e by v
Dabei ist GJ
u e 7J
"y E ((;j)+ <q;o§ T 1 (o)t
! , ! (28
q'w
N " e qg o
A (Gj>2 ; ( q"m'j‘:' TGN (g2
1 ’ [
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Hier mag besonders darauf hingewiesen werden, dafl nach unsern
bisherigen Ableitungen alle Werte G, J, ¢, g, v, I sich auf die wirkliche
Welle beziehen, so daBl auch [, 4, in Gl. (288) die wirkliche Wellen-
linge ! zwischen den Massen m; und m;,, bedeutet. Es steht jedoch
frei, alle GroBen auf die Bezugswelle (Zeiger Null) anzawenden, wenn
man in letzterem Falle setzt:

o GJO
qu - GJ q
GJ
o =774
° G,
GJ,

o= 31

B ((7’.] 2
7o Nay,)
Zur Bestimmung der Integrationskonstanten 4, B,C, D, der
Gl. (284a) und (284b) stehen die 4 Gleichungen zur Verfiigung:

’

(200)

Np—0® Oy — B4 D
[ Y
da
(11—1 ) o = - N = Y =r(4d 4 C)-f-p(B - D) (291)
d . . '
W) wE B D) O

Thre Auflosung ergibt:

SR LR
P % lx"“;%;giv;’f):z- gtfz_l 12927)‘:l (292)
S A TS -
TR AR

Die wirklichen Ausschlige a4, und S, sind:
o1 = ePt(Asinrl - Beosrl) + e P (Csinrl -+ Deosrl) } 203)
Shi1 = PY(Bsinrl — Acosrl) 4 e PH{(— Dsinrl 4 C cosrl)
Wenn die GroBen pl und 71 klein genug sind, um die hoheren als
die zweiten Potenzen gegen die Einheit vernachlissigen zu konnen.

kann man die Exponentialfaktoren und die trigonometrischenFunktionen
in Reihen von wenig Gliedern auflésen und findet:



192 Gediampfte Drehschwingungen.

2__ g2
e"’cosrl:1+17l——r 210 12

#isinrl = (1 1
e!sinrl = (1 + ph)rl (294)
r—pt,

1)

e-Plcosrl=1—pl—

e~ ?lginrl = (1 —pl)rl

Die Anwendung der Rechnung wollen wir wieder an einem einfachen Zahlen-
beispiel vorfithren. Wir wihlen hierzu wieder die Schiffswelle des Dampfers
Besoeki, wobei wir uns zur Vereinfachung des Beispiels die Maschinenmassen
als einzige Masse gegeben denken. Das Trigheitsmoment der Propellermasse ist
m,y = 90460 kgem s2, jenes der Maschinenmassen m, = 30978 kgem s2. Die Linge
der Schiffswelle zwischen beiden Massen ist I, , == 3800 cm, ihr polares Quer-
4o * 304 = 79522 cm*, der Schubelastizitéitsmodul
G = 828 000 kgem ~ 2. Die Berechnung der erzwungenen Schwingung wollen wir
wieder wie frither fiir den Wert w? = 730 s~ 2 durchfithren, der etwa der ersten
Eigenschwingung entspricht. Fiir diesen Wert sind die Dampfungszahlen des Pro-
pellers k,w = 354 - 10% kgem, der Maschine kyo» = 15 - 10° kgem. — Die duBlere
Wellenddmpfung rithrt hauptsichlich her von Lager-, Stopfbiichsen- und See-
wasserreibung; sie wird also etwa 1000 mal so groB sein als die Luftreibung, aber
eigentlich nicht gleichférmig iiber die ganze Wellenliinge verteilt sein; wir kénnen
sie nach GL (112) ungefihr schitzen zu

schnittstragheitsmoment J =

L N DA
Feor a1 —05”“"2—-059!11 “ da _w
kw = q ) = O p W 9 w,, = 3
oder:
v o
q=0,5-’g“;v,\) 3kgs .

Um iiber die GréBlenordnung der inneren Wellenddmpfung einen Anhalt zu
bekommen, denken wir uns, dafl diese Dimpfung imstande sei, das Verhiltnis
aufeinanderfolgender Ausschlige der frei von fremden Massen schwingenden
Welle auf etwa 0,9 zu bringen. Die Eigenschwingungsdauer (Gl 93) ist etwa:

21 23800 .
Ty= "= soomon — 0:02355 5 .

Damit wird:

f=09=c¢ i lﬁpTl s

pTl Rt 0,1 .
0,1 c2q’
: : st = ach (. 272a fir g = 0).
P o~ 0.02355 ~ 4s e (nach (1. 272a fiir ¢ )
2 J
g
8 J 12
']Ic\: g . ~ 7108 kgcnlgs .

g

Berechnen wir zunichst die Schwingungsform ohne Beriicksichtigung der
Wellenmasse und der duBeren Wellendimpfung, so ist fiir den inneren Dimpf
faktor zu setzen:

¢ 7108

ko = 17 a800 1842.105 kgem s 5 by o == 49771 kgem,
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Fir w2 ="730s"2 wird «» = 27,01851 s~ 1. Fer-
ner ist:
0,0078 - 79522

Yoy =D T 0SS () 632285 kg <2,
gJ 681 0,632285 kg

P T = 0,632285 - 27,01851 = 17,0834 kg s,
4

Y Jw?=17,0834 - 27,01851 = 461,568 kg,
GJ = 828000 - 79522 = 6,5844216 - 10'° kgem?2,
¢w T-108-27,01851

o1 201851 _ yo o 10 4.
GJ ~ 6,5844216 - 101° 8,7238 - 10
g\ oo 10s
167 o7

U

TON L (@o)E 1825108
= 5,771152 - 10-8kg~*em 1,
v
i 9w GJ
TGN (w2 T 1825 - 10-¢
= 0,016577 - 10~ %kg-lem 1,
myw? = 66035800 kgem;  my@? = 22613940 kgem.
ko = 354 - 10° kgem; kyow =15 - 10° kgem.
Die Berechnung ohne Wellenmasse und ohne
duBere Wellenddmpfung ist in nebenstehender Zahlen-

tafel 27 zusammengestellt.
Die Gleichungen fiir das freie Wellenende:

5681024 o, — 15255290 8, 4~ My =0,
5681024 5, + 15255290 «; +- Mp =0,
ergeben aufgelost:
108 &y = —2,1437996 M, — 5,7567588 My ,
108 8y = —2,1437996 My + 5,7567588 M, .
Damit wird:
108 x5 = 10° - (— 2,8051581 ox; — 2,0539346 ;)
= +25,8103092 M5, + 20,5518427 M3,

108 8, = 10° . (— 2,8051581 f, -+ 2,0539346 &,)
=—5,8103092 M3 — 20,5518427 M., .

Zur Priifung der Richtigkeit berechnen wir die
Diampfarbeit, die der Arbeit der harmonischen Mo-
mente gleich sein muf:

W =m(kyo(aF +p3) + ey (a3 + 2) + kyao ((0g—ag)?
+ (B1—F2)")) == - 10" (M2 + M3) - [354 - 37,73615
+ 15 - 456,13794 + 0,49771 - (26,30860152
+ 3,66650962)] = 2 10-8 M2 - 20,5518433 .

W =am(aygMp—pFsMy) = - 108 - M2 . 20,5518427 .

Holzer, Dfehschwingungen.

Zahlentafel 27.

uX + v,
3,8051581 o,
+ 2,0539346 5,

v,
—0,0058683 «,
-+ 0,0109468 g,

U,
3,8110264 «,
1 2,0429878 $,

‘

e -
B X oy
SO -
2898
W Yo R =g = Ir}
IR .
‘@m\%mg
S b | =
I S N A
i “ng's"ec'_‘
< | o |
<l 8lzsx
S8 2=
+ S| K5
3 ~f Oo§
& 2| sy
g %
s 4+ T+
= {gﬁ
+' % =
= | Is e
S S Jl\m
6‘ R=2EY
« e | Q) =
3B ®
| S pegi
= » >
§ 38 1'4I°<ﬁ
\
L&
~ ©
@©
B &
- — ™~ O
§ ¢ B8
D S
N“T“
o
13
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Die Ubereinstimmung ist mithin ausgezeichnet.
Dieselbe Aufgabe 16sen wir nunmehr mit Beriicksichtigung der Wellenmasse
und der duleren Wellenddmpfung:

Gl (281a):

Y ye__ ,) 2
<G9J 19)“"  (9,602742 - 10~12—0,004844 - 10-12) - 730
@I2+ (w2 1 + 0,00000825
a = 70,06408 - 10~ cm -2 ,

a =

>

7 Jata 2) )

(GJq tgleet) e _(0,455621 -+ 0,007452) - 10-1° - 27,01851
@)+ (w0 1 + 0,00000825

b=12,51144 - 10~V cm-2.

Va? - 5% = 71,17241 - 10~ cm~ 2,

b=

b

ri= E (71,17241 4 70,06408) - 10-1° = 70,61825 - 10~ cm ~ 2| p%+4 r2=71,17241-10-¥ecm 2
1
; (71,17241 — 70,06408) - 10-10 = 0,55417 - 10~ cm ~ 2 Py = 140503883 cm?

r = 8,403465 . 10-5¢cm~1; p = 0,744425 - 10~ 5cm~1.
Tgert = lgebiinazs - 10753800 — (,0122854 ,
= 1,028692
lge?r! = 0,0245708; e?rl = 1,058207 .
lge—P! = 0,9877146 — 1 ; e~ Pl =(,9721082 ,
lge—2r1 = (,9754292 — 1; e~ 2Pl = (,9449944 ,
r - 1= 8,403465 - 10-5 - 3800 = 0,31933167 = 18° 17" 46,9”,
lgsinrl = 9,4968357 ; lgcosrl = 9,9774700 ,
lgsin2rl = 9,7753357 ; lgcos2rl = 9,9046578 .
sinr 7 = 0,3139321; cosrl = 0,9494454 ,
Sin2 ri=0,5961227; cos2rl= 0,8028933.
J w?p—qmwr= 461,568 -0,744425 - 10 "> — 3 - 27,01851 - 8,403465 - 10~
= —0,003375445 kgem 1,
7 Jor + qop = 0,039391103 kgem .
(gl. (2842) und (284b): «,_=B-+D; f,_,=—4+C,
o, _; = 1,028692 (4 -0,3139321 + B - 0,9494454) -- 0,9721082 (C - 0,3139321
+ D -0,9494454),
o, = 0,3229394 A + 0,9766869 B + 0,3051760 C' 4 0,9229637 D
B, -; = 0,3229394 B —0,9766869 4 — 0,3051760 D + 0,9229637 }

Gl. (286a) und (286b):

1

(}_\l)x:O: 52—_}_—7"2 i[ ( Joir+qo p) 44 C)+ ( Jw2p—qo 7‘) (B-—D)}
+ Const. I = —5534603 (4 + C)— 474263 (B——— DY+ Const. T,

(3), (= —5534603 (B— D) + 474263 (4 + (') 4 Const. II.

(295)
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Zur Bestimmung der Konstanten dienen fiir unser einfaches Beispiel die

Gleichungen :
(Z1)y_ o= My @w?ay + &y w fy = 66035800 (B + D) 4 35400000 (— 4 + 0),

(Za)y_o = Ma @2y — ky @ 0y = 66035800 (— 4 + C)— 35400000 (B + D).

Sie liefern mit den vorausgehenden Gleichungen:

Const.; = —29865397 4 + 66510063 B + 40934603 C + 65561537 D %

Const. ; = — 29865397 B— 66510063 4 — 40934603 D - 65561537 C (296).
Fiir « = [ ergeben die Gl (286a) und (286b):

SR =ﬁj1%% [4(— 0,003375445 - 0,3139321 — 0,039391103-0,9494454)

+ B - (0,039391103 - 0,3139321 — 0,003375445 - 0,9494454)]

0,9721082 .
7117241 - 10-10 " [C - (0,003375445 - 0,3139321 —0,039391103 - 0,9494454 )

+ D - (0,039391103 - 0,3139321 4 0,003375445 - 0,9494454)] -+ Const.;
oder ausgerechnet mit Beriicksichtigung von Gl (296):

(Z1)p; = — 35424129 4 + 67834198 B + 35971099 C - 67688292 D

(Sa),_,= — 35424129 B— 67834198 4 — 35971099 D -+ 67688202 C | (297)
Fiir das Wellenende ist:
(Zr)goytmpw?oy + &y wfy+ M, =0 (298)

(22);5:;“’ My w2 Py — ky w oty + M[g =0 j

(M, und M P die Phasen der harmonischen erregenden Momente der Ma-
schinenmassen.)

Da die Ausschlige «,, f8, identisch sind mit «,_;, f§,_;, so ist mit Gl (295):
mywio, = 225139400 _, = 7302932 4 + 22086739 B+ 6901232C 20871452 D,
Ey By = 1500000, _ , = — 1465030 A 4 484409 B + 1384445 C'— 457764 D.

Mit Einfithrung dieser Werte in Gl (298) erhilt man mit GL (297):

— 29586227 4 4 90405346 B + 44256776 C -+ 88102373 D - M = 0
— 20586227 B — 90405346 A — 44256776 D -- 88102373 C -+ My = 0 } (299)

Zur Bestimmung der Konstanten 4, B, C, D ist gegeben [s. Gl (291) und

Zahlentafel 27]:
ocm:():B—{—D:le,

Brog=—A+C=p,

(d"i) — 8,403465 - 10~ (A -+ C) - 0,744425 - 10-3(B— D) — — 22051581 %, — 2,0339346 §,
dz)z=0 3800 ’
ap ) _ s - _ —3,8051581 8, + 2,0539346,
(% = 8403465 - 10~5(B— D) — 0,744425 - 10~*(4 +C) = 2505 .

Zur Auflosung wollen wir gleich die beiden ersten Gleichungen in die zwei
letzten einfithren, wodurch sich ergibt:
45,64745 4 — 100,88017 B — 62,45438 C — 99,39132 D = 0 (300)
45,64745 B -+ 100,88017 A + 62,45438 D — 99,39132C = 0

Die Auflosung der Gleichungen (299) und (300) liefert:
A =10-°-(—8,278643 M + 39,873124 M ,)
B =10-%(—8,278543 M, — 39,873124 M )
C =105 - (— 2,633976 M, -+ 38,323384 1 ,)
D =10-%- (4 2,633976 M, + 38,323384M )

(301)

13*
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Daraus erbdlt man mit Gl (291) und (295):
108 &; = —1,549740 Mo‘ — 5,644667 Mﬂ
108 8, = —1,549740 Mﬂ -+ 5,644667 M“
108 oy, = —17,049792 Mo‘ -+ 18,917402 Mpf.
108 8, = —7,049792 Mﬂ — 18,917402 M“

(302)

Hiermit ergibt sich die Dampfungsarbeit der Massen:
Wy = (kyo (02 + ) + By - (3 + ) = - 1011 (354 - 34,264
+ 15 - 407,568) (M2, + M/Zf) =x-10-%-18,242976 M2 .

Die Diampfungsarbeit der Welle ist nach Gl. (287):
7-108.71,17241-10-104-3
2-0,744425-10-8

1_19:71’17241 . 10_‘ 10 _—j (
8,403465 - 10—°
= 10" 7 w [2,0484405 - (1658,402 - 0,0582070 - 1475,620 - 0,0550056)
—0,3510670 - (1549,879 - 0,5961227 - 212,241 - 0,1971067)] (I +- M/Z')

= 10-1.7-27,01851 - 24,9601 M2 == -10-%-0,674385 M2 .

=7 w*

(A2 + B?) (1,058207 — 1)+ (C2+D2) - (1 —0,9449944))

(AC—BD) - 0,5961227_{AD+BO) . (1_0,8028933))]

Demnach betrigt die gesamte Ddmpfungsarbeit:
A=Ay + Ny =x-10-8-18,917361 M2 .
Die Arbeit der erregenden harmonischen Momente ist
A== (?‘2 Hy—pe M,)=x-10-%-18,917402 M*

in Ubereinstimmung mit der Dampfungsarbeit.

Den Einflu der Masse und der dufleren Dimpfung des Wellen-
stlickes I 544 konnen wir wieder wie friiher bei der Berechnurg ohne
Dimpfung durch Berichtigungsglieder fir die Ausschlige «j.,,
Br+1 und durch solche fiir die Momentersummen (Z)z4+; und (Zo)pey
darstellen, oder was auf das gleiche hinauskommt, durch Wellenersatz-
massen. Die Berichtigungsglieder bzw. die Ersatzmassen sind fiir jede
der beiden Schwingungsformen (x, f) andere. Wir bezeichnen die Be-
richtigungsglieder fiir den Ausschlag «j.; mit d«, fiir den Ausschlag
Pr+1 mit A8 und die Berichtigungsglieder fiir die Summernmomente
mit AM, und 4 Mz. Dann gilt:

dx

d
d;-l%—dcx und ﬁh+1zﬂ,l+7z%-l+zjﬁ.

Kpe1 = &p +
Daraus ist mit Beriicksichtigung der Beziehungen (291) und (293):
Ao = (ePlsinrl —rl) A - (e??cosrl — 1 — p)B
g , (303a)
(e~ Plsinel — r1)C - (e P cosrl — 1 - pl) D
Ap = (ePlsinrl — rl) B — (e?lcosrl — 1 — phH A4

303b
— (e Plsinrl — r1) D4 (e Plcosrl — l-rpl)C} ( )
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Fiir die Berichtigurgsmomente wird:
AMy = (2ot — Si)o=o und AMp = (Zo)e=i — (Zo)a=o
oder mit Benutzung der Gl. (286a) und (286 b) und mit den Abkiirzungen:
7 qwr—% szpl

m = -

B (304)
qup -+ " Tty (
A
Pt 2 i
AM, = (—mertsinrl—n (etcosrl—1)) A + (ne’'sinrl
—m (e*'cosrl— 1)) B + (me-*!sinrl—mn(e "' cosrl—1))C } (305a)

+ (ne~*'sinrl 4+ m (e~ *'cosrl—1)) D

AMp = (—merlsinrl—n (e’ cosrl-—1)) B + (—ne’'sinrl
+ m(e?tcosrl—1)) A + (—me~*'sinrl + n(e "' cosrl—1)) D} (305b)
+ (ne~?'sinrl + m (e~?'cosrl—1)) C

Weniger einfach ist es, mit Wellenersatzmassen zu arbeiten, weshalb
man sich besser der Berichtigungsglieder bedient. Die Wellenersatz-
masse (wy), an der Masse m;, berichtigt den Ausschlag a4y, die Evsatz-
masse (wp)g den Ausschlag f;.,; die Wellenersatzmasse (wp+1)s an
der Masse my., stellt das Summenmoment (>;)p+;, die E:satzmasse
(wh+1)p das Summenmoment (3,);44 richtig. Dann ist mit den Werten
u, v aus Gl. (289):

(e - ) = A 3
— (WP (up—om) = A } (306)
mz((w")"ah + (wh+1)octh+1) = Aﬂl(x 307
w2((We)g Br + (Wrs1)p Prr1) = A Mp } (307)

Aus (306) und (307) kann man also, wenn dies erwiinscht ist, die
Ersatzmassen berechnen, wozu man sich fiir die rechten Gleichungsseiten
der Beziehungen (303a), (303Db), (305a) und (305b) bedient.

Wenn I und pl geniigend klein sind, so dal man die Beziehungen
(294) anwenden kann, so gilt:

2
— Ao =+ (W)x w2(uoy +vis) = é (@on + bpr)

" (308)
— A = 4 (wr)p w2 (ufn — vas) = 2 (@pr—bxn)
, 12
AM&XZ(UZ((wk)y (Xh+(wll+1)al)(];+l) = ilezd)L—}—qlw/))hv— o (a21+b22)z:0
g 2 (309)

. 2
AMz=o*((wWn)sfr+(Wa11) 251 1) =§Jl“)2/3h—qlwo‘h*‘i2’(“2 2—b31)i=0

Darin sind @ und b die aus Gl. (281a) bekannten Abkiirzungen und
>, und 3, die fiir die Anfangsmasse m; gegebenen Summenmomente
wie in Gl. (292).
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Wir wollen die vorgefithrte Berechnungsweise auf unser Zahlenbeispiel an
wenden und dabei von der GL (292) Gebrauch machen. Es ist:
wr + vp _ 15187,238 - 8,403465 +- 43,624 - 0,744425
32+ p?) 2-71,17241
.10-kg-lem-1,
upp— vy r _ 15187,238 - 0,744425 — 43,624 - 8,403465
2(r2 + p%) 2 -71,17241
-10-1kg-lem-1,
m e 3 -27,01851 - 8,403465 — 461,568 - 0,744425
a 71,17241
" 3-27,01851 - 0,744425 + 461,568 - 8,403465
N 71,17241
>, = 66035800, + 354000004, ,
3, = 660358008, — 35400000 , .
Damit wird GL (292):

A =—0,58, — 59222330, — 3,174748 §, + 0,507485 f, — 0,272049 «, ,

B= 0,550, 59222338, + 3,174748x, — 0,507485 x, — 0,272049 3, ,

C= 0,58, — 5922233, — 3,174748 8, + 0,507485 B, — 0,272049,,

D= 050, + 59222338, — 3,174748 «; + 0,507485 0, + 0,272049 4,
oder

A =—6,194282 0, — 3,167263 8, ,

B =-—6,1942828, + 3,167263 a, ,

C =—6,194282, — 2,167263 5, ,

D = +6,1942828, — 2,167263 v, .

Da in unserem Beispiel 77 = 0,31933 ein verhiltnismifBig groBer Wert ist
konnen wir die Vereinfachungen (294) nicht anwenden und miissen uns der genauer
Werte bedienen:

e?!sinrl —rl = 0,3229394 — 0,3193317 = 0,0036077,
e’ cosrl—1-—pl = 0,9766869 — 1 — 0,0282882 =—0,0516013.
e~Plsinyl—rl = 0,3051760 — 0,3193317 = —0,0141557,
e pleosrl—1 + pl=0,9229637 — 1 4 0,0282882 == —0,0487482 .
Mit diesen Werten berechnet sich nach GL (303a):
Ao = -——0,0223471 x, — 0,0114265 f; + 0,3196330 p; — 0,1634348 &,
-+ 0,0876844 «, + 0,0306791 , — 0,3019601 5, + 0,1056502 «, ,
Ao = 0,0075527 x, + 0,0369255 f; .
Demnach wird (GL 291 bzw. Zahlentafel 27):
oy = oy — 3,8051581 xx; — 2,0539346 5, + 0,0075527 &, + 0,0369255 3, ,
oy = —2,7976054 x; — 2,0170091 5, ,
Py = —2,7976054 £, 4 2,0170091 «; .
Gl (305a): A M == (— 153158 + 129029) 4 + (1787341 - 11056) B
+ (144734 - 426365) C' + (1689028 — 36536) .D
= —24129 4 + 1798397 B + 571099 C + 1652492 D
= 149462 «, - 76423 5, — 11139778 3, + 5695996 x;
— 3537548 & — 1237722 3, + 16236001 8, — 3581385 ;.
A M, =—1273475 x; — 2065076 f5; ,
A ﬂlﬂ = — 1273475 f#, +- 2065076 a, .

10-10 = 896,8215

-+ 10-10 = 76,8500

10° = 474263 kgem,

- 10° = 5534603 kgem.
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Fiir das Wellenende erhilt man damit:
66035800 «, + 35400000 g, + 22613940 &, - 1500000 8, + 4 Mo‘ -+ Mu =0.
66035800 o, - 35400000 £, — 63264881 ox, — 45612523 f,

+ 3025514 o, — 4196408 B, — 1273475 &, — 2065076 , + M, =0 -
4522058 or, — 16474007 f; + M, =0 ,
4522058 f, -+ 16474007 &, + Mz =0.

! i

+4 My

— 1273475 «,
— 2065076 §,

3,7976054 &,
+2,0170091 8,

4 'uZl—l-sz— Ao

+4
+Ma

Ax
40,0075527 o,
+0,0369255 8,

-+ 35400000 g,

w = 27,01851 s~ 1,
mwa +kwp
3,8051581 o,

12,0539346 4,

66035800 o,

— 45612523 §, — 4196408 f,

Zahlentafel 28.

"
&1
>
—0,0058683 o,
+0,0109468 S,

w2="730s"2;

—2,7976054 a; | — 63264881 «, -+ 3025514 &, |

—2,0170091 g,

J

uwX,
3,8110264 &,
1-2,0429878 4,

35400000
1500000

66035800 o,
+35400000 4,

4522958
— 16474007 §,
+ My

m
66035800
22613940

=

Die Auflosung ergibt:
108 oy = —1,54975 M, — 5,64468 M, ,
10° f, = —1,54975 M, + 5,64468 M,

in Ubereinstimmung mit GL (302). Den iibrigen Teil der Berechnung brauchen
wir nicht zu wiederholen. In Zahlentafel 28 ist die Rechnung zusammengestellt.
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Hilfsbueh fiir den Maschinenbau. Fir Maschinentechniker sowie fiir den
Unterricht an technischen ILehranstalten. Unter Mitwirkung von hervor-
ragenden Fachgelehrten herausgegeben von Oberbaurat Fr. Freytag ¥,
Prof. i. R. Sechste, erweiterte und verbesserte Auflage. Mit 1288 in den
Text gedruckten Figuren, einer farbigen Tafel und 9 Konstruktionstafeln.

Gebunden Preis M. 60.—*

Taschenbuch fiir den Maschinenbau. Unter Mitwirkung bewihrter Fach-
gelehrter herausgegeben von Prof. Heinrich Dubbel, Ingenieur in Berlin.
Dritie, erweiterte und verbesserte Auflage. Mit 2620 Textfiguren und
4 Tafeln. In zwei Teilen. In einem Band gebunden Preis M. 70.—

In zwei Binden gebunden Preis M. 84.—

Die Steuerungen der Dampfmaschinen. Von Prof. Ing. Heinrich Dubbel.

Zweite, vermehrte und verbesserte Auflage. Mit 494 Textabbildungen.
Gebunden Preis etwa M. 66.—

Geometrie und MaBbestimmung der Kulissensteuerungen. Ein Lehr-
buch fiir den Selbstunterricht mit zahlreichen Ubungsaufe-b~- ==nd 90 Mafaln.
Von Geh. Hofrat Prof. R. Grafimann in Karlsruhe i. B.

Steif broschiert Preis M. 8.—%*

Dynamik, Regelung und Dampiverbrauch der Dampffordermaschine,
Von Dr.-Ing. Max Schellewald. Mit 28 Textabbildungen. Preis M. 6.—*

Zur Dampfmaschinentheorie. Theorie und Berechnung der wirtschaftlichen
Dampfmaschine. Von Dipl. Masch.-Ing. A. Slueki. Mit 32 Textfiguren und
1 Tafel. Preis M. 6.—*

Regelung und Gleichgang der Kraftmaschinen. Berechnung und Kon-
struktion der Schwungrider, des Massenausgleichs und der Kraftmaschinen-
regler in elementarer Behandlung. Von Dr. Max Tolle, Professor an der
Technischen Hochschule in Karlsruhe. Dritte, verbesserte und stark ver-
mehrte Auflage. Mit etwa 500 Textfiguren und 25 Tafeln.

Unter der Presse

Der Tirri]lregler. Theorie, Versuche und Vergleiche mit der direkten Kraft-
maschinenregelung. Von Ingenieur Hans Thoma in Gotha. Mit 29 Text-
figuren. Preis M. 3.—*

*Hierzu Teuerungszuschlige
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Kolbendampfmaschinen und Dampfturbinen. Ein Lehr- und Handbuch
fiir Studierende und Konstrukteure. Von Professor H. Dubbel, Ingenieur in
Berlin. Fiinfte, vermehrte und verbesserte Auflage. Mit 554 Text-
abbildungen. : Gebunden Preis M. 52.—

Entwerfen und Berechnen der Dampfturbinen wit besonderer Beriick-
sichtigung der Uberdruckturbine einschiieBlich der Berechnung von Ober-
flaichenkondensatoren und Schiffsschrauben. Von J. Morrow. Autorisierte
deutsche Ausgabe von Dipl.-Ing. Carl Kisker. Mit 187 Textfiguren und
3 Tafeln. Gebunden Preis M. 14.—*

Bau und Berechnung der Dampfturbinen. Eine kurze Einfohrung. Von
Ingenieur Franz Seufert, Oberlehrer an der Staatl. héheren Maschinen-
bauschule in Stettin. Mit 54 Textabbildungen. Preis M. 5.—*

Konstruktion und Material im Bau von Dampfturbinen und Turbo-
dynamos. Von Dr.-Ing. 0. Lasche, Direktor der AEG. Mit 345 Text-
abbildungen. Preis M. 38,—; gebunden M. 48.—*

Anleitung zur Durchfiihrung von Versuchen an Dampfmaschinen,
Dampfkesseln, Dampfturbinen und Verbrennungsmaschinen.
Zugleich Hilfsbuch fiir den Unterricht in Maschinenbaulaboratorien tech-
nischer Lehranstalten. Von Ingenieur Franz Seufert, Oberlehrer an der

hoheren Maschinenbauschule zu Stettin. Sechste, erweiterte Auflage.
Mit 52 Abbildungen. Preis M. 14.—

Maschinentechnisches Versuchswesen. Von Professor Dr.-Ing. A. Gram-

berg.
Erster Band: Technische Messungen bei Maschinenuntersuchungen
und zur Betriebskontrolle. Zum Gebrauch in Maschinenlaboratorien und

in der Praxis. Vierte, vielfach erweiterte und umgearbeitete Auflage.
Mit 326 Figuren im Text. Gebunden Preis M. 64.—*

Zweiter Band: Maschinenuntersuchungen und das Verhalten der
Maschinen im Betriebe, Ein Handbuch fiir Betriebsleiter, ein Leitfaden
zum Gebrauch bei Abnahmeversuchen und fiir den Unterricht an Maschiuen-
laboratorien. Zweite, durchgesehene Auflage. Mit etwa 300 Figuren
im Text und auf 2 Tafeln. Unter der Presse

Technische Untersuchungsmethoden zur Betriebskontrolle, insbesondere
zur Kontrolle des Dampfbetriebes. Zugleich ein Leitfaden fiir die Ubungen
in den Maschinenbaulaboratorien technischer Lehranstalten. Von Professor
Julius Brand, Oberlehrer an den Vereinigten Maschinenbauschulen zu Elber-
feld. Mit einigen Beitrigen von Dipl.-Ing. Oberlehrer Robert Heermann.
Vierte, verbesserte Auflage. Mit 277 Textabbildungen, 1 lithographischen
Tafel und zahlreichen Tabellen. Gebunden Preis M. 60.—

Handbuch der Feuerungstechnik und des Dampfkesselbetriebes mit
einem Anhang iiber allgemeine Wirmetechnik. Von Dr.-Ing. Georg Herberg,
Beratender Ingenieur in Stuttgart. Zweite, verbesserte Auflage. Mit
59 Abbildungen und Schaulinien, 90 Zahlentafeln, sowic 47 Rechnungsbei-
spielen. Gebunden Preis M. 18.—*

* Hierzu Teuerungszuschlige
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Technische Wirmelehre der Gase und Dédmpfe. Eine Einfuhrung fiir
Ingenieure und Studierende. Von Franz Seufert, Oberingenieur und Studien-
rat an der hoheren Maschinenbauschule in Stettin. Zweite Auflage. Mit
25 Abbildungen und 5 Zahlentafeln. In Vorbereitung

Grundgesetze der Wirmeleitung und des Wirmeiiberganges. Von

Dr.-Ing. Heinrich Gréober. Mit 78 Textabbildungen.
Preis M. 46.—; gebunden M. 53.—

Technische Thermodynamik. Von Professor Dipl.-Ing. W. Schiile.
Erster Band: Die fiir den Maschinenbau wichtigsten Lehren nebst
technischen Anwendungen. Mit 232 Textfiguren und 7 Tafeln. Vierte,
neubearbeitete Auflage. Unter der Presse
Zweiter Band: Hohere Thermodynamik mit EinschluB der chemischen
Zustandsinderungen, nebst ausgewihlten Abschnitten aus dem Gesamt-
gebiet der technischen Anwendungen. Dritte, erweiterte Auflage.
Mit 202 Textfiguren und 4 Tafeln. Gebunden Preis M. 36.—*

Leitfaden der technischen Wirmemechanik. Xurzes Lehrbuch der
Mechanik der Gase und Dimpfe und der mechanischen Wirmelehre. Von
Professor Dipl.-Ing. W. Schiile. Zweite, verbesserte Auflage. Mit
93 Textfiguren und 3 Tafeln. . Preis M. 18.—*

Thermodynamische Grundlagen der Kolben- und Turbokompressoren.
Graphische Darstellungen fiir die Berechnung und Untersuchung von Adolf
Hinz, Oberingenieur der Frankfurter Maschinenbau - Akt.- Ges. vormals
Pokorny & Wittekind in Frankfurt a. M. Mit 12 Zahlentafeln, 54 Figuren
und 38 graphischen Berechnungstafeln. Gebunden Preis M. 16.—*

Dynamik der Leistungsreglung von Kolbenkompressoren und -pumpen (ein-
schliefilich Selbstregelung und Parallelbetrieb). Von Dr.-Ing. Leo Walther
in Nurnberg. Mit 44 Textabbildungen, 23 Diagrammen und 85 Zahlenbei-
spielen. Preis M. 24.—; gebunden M. 30.—

Theorie und Konstruktion der Kolben- und Turbo-Kompressoren.
Von Dipl.-Ing. P. Ostertag, Professor am kantonalen Technikum in Winterthur.
Zweite,verbesserte Auflage. Mit 300 Textfiguren. Gebunden Preis M. 26.—*

Die Zentrifugalpumpen mit besonderer Bericksichtigung der Schaufel-
schnitte. Von Dipl.-Ing. Fritz Neumann. Zweiter, verbesserter Nach-
druck. Mit 221 Textfiguren und 7 Lithographischen Tafeln. In Vorbereitung

Die Kolbenpumpen einschlieBlich der Fliigel- und Rotationspumpen.
Von Professor H. Berg. Zweite, durchgearbeitete und vermehrte Auflage.
Mit 536 Textfiguren und 13 Tafeln. Unter der Presse

Kolben. I. Dampfmaschinen- und Geblisekolben. Von C. Volk in Berlin.
II. Gasmaschinen und Pumpenkolben. Von A. Eckardt in Deutz. Mit
247 Textabbildungen. (Bildet Heft 2 der Einzelkonstruktionen aus dem
Maschinenbau.) Preis M. 4.—*

* Hierzu Teuerungszuschlige
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Das Entwerfen und Berechnen der Verbrennungskraftmaschinen
und Kraftgasanlagen. Von Maschinenbaudirektor Dr.-Ing. e. h. H. Giildner
in Aschaffenburg. Dritte, neubearbeitete und bedeutend erweiterte Auflage.
Mit 1282 Textfiguren, 35 Konstruktionstafeln und 200 Zahlentafeln. Unver-
#nderter Neudruck. ~Gebunden Preis M. 120.—*

Betrieb und Bedienung von ortsfesten Viertakt-Dieselmaschinen.
Von Dipl.-Ing. Arthur Balog und Werkfithrer Salomon Sygall. Mit 58 Text-
abbildungen und 8 Tafeln. Preis M. 7.—*

Schnellaufende Dieselmaschinen unter besonderer Beriicksichtigung der
withrend des Krieges ausgebildeten U-Boots-Dieselmaschinen und Bord-Diesel-
dynamos. Von Marinebaumeister Dr.-Ing. Otto Féppl und Dr.-Ing. H., Strom-
beck in Wilhelmshaven. Mit 95 Textabbildungen und 6 Tafeln, darunter
Zusammenstellungen von Maschinen von A EG, Benz, Daimler, Germaniawerft,
Gorlitzer M. A.-G., Korting und MAN-Augsburg. Preis M. 16.—;geb. M. 21.—*

Olmaschinen, ihre theoretischen Grundlagen und deren Anwendung auf den
Betrieb unter besonderer Beriicksichtigung von Schiffsbetrieben. Von Marine-
Oberingenieur M. W. Gerhards. Zweite, vermehrte und verbesserte Auf-
lage. Mit 77 Textabbildungen. Gebunden Preis M. 30.—

Schiﬁsﬁlmaschinen. Ein Handbuch zur Einfithrung in die Praxis des Schiffs-
Olmaschinenbetriebes. Von Direktor Dipl.-Ing. Dr. W. Scholz in Hamburg.
Zweite, verbesserte und erheblich erweiterte Auflage. Mit 143 Text-
abbildungen. Preis M. 12.—; gebunden M. 14.—*

Olmaschinen. Wissenschaftliche und praktische Grundlagen fiir Bau und
Betrieb der Verbrennungsmaschinen. Von Professor Privatdozent St. Lotfler
in Berlin und Professor A. Riedler in Berlin. Mit 288 Textabbildungen.

Gebunden Preis M. 16.—*

Die Turbinen fiir Wasserkraftbetrieb. Ihre Theorie und Konstruktion.
Von A. Pfarr, Geh. Baurat, Professor des Maschinen-Ingenieurwesens an der
Technischen Hochschule zu Darmstadt. Zweite, teilweise umgearbeitete
und vermehrte Auflage. Mit 548 Textabbildungen und einem Atlas von
62 lithographischen Tafeln. In zwel Biinden. Gebunden Preis M. 150.—*

Die Wasserkriifte, ihr Ausbau und ihre wirtschaftliche Ausnutzung. Bin
technisch-wirtschaftliches Lehr- und Handbuch von Dr.-Ing. Adolf Ludin,
Bauinspektor. Mit 1087 Abbildungen im Text und auf 11 Tafeln sowie aus-
fithrlicher Beschreibung von 31 groBen Wasserkraftanlagen. Preisgekront
von der Akademie des Bauwesens in Berlin. In zwei Binden. Unveriinderter
Neudruck. Gebunden Preis M. 200.—

Die Theorie der Wasserturbinen. Ein kurzes Lehrbuch von Rudolf Escher,
Professor an der Eidgendssischen Technischen Hochschule in Zirich.

Zweitc, vermehrte und verbesserte Auflage. Mit 357 Textfiguren und
1 Tafel. Gebunden Preis M. 58.—
Wasserkraftmaschinen. Iine Einfithrung in Wesen, Bau und Berechnuny
neuzeitlicher Wasserkraftmaschinen und -Anlagen. Von Dipl-Ing. L. Quantz

in Stettin. Dritte, erweiterte und verbesserte Auflage. Mit 164 Text-
figuren. Preis M. 10.—*

* Hierzn Teuerungszuschlige
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