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Kapitel 1.

Theoretische Photometrie.

Von
E. SCHOENBERG-Breslau.

Mit 53 Abbildungen.

Einleitung.

Die ersten Versuche, Messungen der Lichtstirke der Himmelskérper aus-
zufithren, um auf diesem Wege Aufschliisse iiber ihre Beschaffenheit zu erhalten,
fallen in die Zeit jenes gewaltigen Aufschwungs, welchen die Optik durch die
Arbeiten von NEwTON und HuUvGENs am Ende des siebzehnten und zu
Beginn des achtzehnten Jahrhunderts erfahren hatte. Schon HuvGens! selbst
versuchte die Helligkeit des Sirius mit derjenigen der Sonne zu vergleichen,
indem er das Sonnenlicht durch eine kleine Offnung im verschlossenen Ende
eines langen Rohres abschwichte. Der schwedische Physiker CELSIUS? suchte
nach einem Gesetze der Lichtabnahme beleuchteter Flichen, doch waren seine
SchluBfolgerungen, ebenso wie diejenigen von HUYGENS, infolge der Unzuling-
lichkeit der angewandten Methoden nicht stichhaltig. AuBer der Formel der
Lichtabnahme mit dem Quadrate der Entfernung besa die Physik noch keinerlei
Riistzeug an strengen Definitionen und Gesetzen und keinerlei Apparate zur
Messung der Lichtstarken. Burron3 versuchte den Verlust zu bestimmen, den
das Sonnenlicht bei Reflexion an glisernen Spiegeln erleidet. Aber erst die
groB angelegten Arbeiten von PIERRE BOUGUER?!® (1698—1758) und JOHANN
HEiNricH LAMBERT (1728—1777) schufen die Grundlagen der Photometrie.
In systematischer experimenteller Arbeit, die durch sinnreiche Theorien erldutert
wird, behandelt BouGUER ihre Hauptprobleme: die Absorption des Lichtes bei
der Reflexion und beim Durchgang durch feste und fliissige Kérper sowie die
diffuse Reflexion an matten Flichen und beim Durchgange durch tritbe Medien.
Seine Messungen, die er auch auf die Gestirne, insbesondere auf die Sonne und
den Mond ausdehnte, besitzen, trotz der Einfachheit seiner MeBapparate, einen
hohen Grad der Genauigkeit. BouGUER entdeckt und bestimmt die Rand-
verdunkelung der Sonne, mifit das Helligkeitsverhiltnis der Sonne zum-Monde,
untersucht die Lichtabnahme der Gestirne infolge der Extinktion des Lichtes
in der Erdatmosphire und gibt die erste Theorie dieser Erscheinung, die er auf
das von ihm entdeckte Gesetz iiber die Abhingigkeit der Absorption von der
Schichtdicke (das Gesetz der geometrischen Progression) aufbaut. Auch iiber

! Hugenii Cosmotheoros, sive de terris coelestibus earumque ornatu conjecturae.
Hagae-Comitum Ed. II, S. 136 (1699).

2 Histoire de I’Académie des Sciences, S. 5, Paris (1735).

3 Mémoires de I’Académie des Sciences, S. 84, Paris (1747).

* Essai d’optique sur la gradation de la lumiére. Paris (1729).

5 Traité d’optique sur la gradation de la lumiére. Ouvrage posthume, publié par I’abbé
de Lacaille. Paris (1760).

Handbuch der Astrophysik. II. 1
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die Lichtverteilung am klaren Himmel hat BoUuGUER Messungen angestellt.
Seine Theorie der Extinktion und die Vorstellungen #iber den Vorgang der
diffusen Reflexion sind zu einem bleibenden Schatze der Wissenschaft geworden.

LaMBERTS! Photometrie ist ein Meisterwerk logischer Schirfe und syste-
matischen Aufbaus. Aus den beiden Grundgesetzen der Photometrie, die LAMBERT
einfiihrt und begriindet, dem Kosinusgesetze fiir Selbstleuchter und dem zu-
sammengesetzten Kosinusgesetze fiir matte Flichen, leitet er in systematischer
Weise eine Reihe wichtiger photometrischer Sdtze und Definitionen ab, die
noch heute die Grundlagen der Photometrie bilden. Die Theorie der Extinktion
und der Himmelshelligkeit wird von ihm unabhingig von BOUGUER behandelt,
endlich 10st er als erster mit Erfolg das Problem der Beleuchtung der Planeten
durch die Sonne. Dasselbe ist vor LAMBERT, aber weniger gliicklich und voll-
stindig, schon von EULER?, Kies® und R. SmiTH* angegriffen worden. EULER
legte dabei die nach ihm benannte Formel fir diffuse Reflexion zugrunde, welche
aber sowohl mit der Theorie als mit den Beobachtungen an matten Koérpern in
so starkem Widerspruche steht, daB ihr nur ein geschichtliches Interesse zu-
kommt. LAMBERT gehort auch das Verdienst, den Begriff der Albedo definiert
und in die Astronomie eingefithrt zu haben. Was die Schirfe der von ihm an-
gestellten Beobachtungen betrifft, so steht dieselbe hinter der von BOUGUER
erreichten zuriick. LAMBERTs Bedeutung liegt in dem theoretischen und logischen
Aufbau der neuen Wissenschaft.

Um die Wende des Jahrhunderts ist es der groBe Theoretiker P. S. LAPLACES,
der durch eine neue Theorie der Extinktion einen wesentlichen Beitrag zur
Photometrie des Himmels liefert. LAPLACE zeigt ihren Zusammenhang mit der
Theorie der Strahlenbrechung in der Atmosphire und beriicksichtigt als erster
die Krimmung des Strahles auf seinem Wege.

Nach diesen grundlegenden Arbeiten liegt die Entwicklung der Photometrie
langere Zeit im wesentlichen auf praktischen Gebieten, in der Vervollkommnung
der astronomischen Photometer und in der Sammlung genauerer Beobachtungen.
F. AraGo® und F. E. NEUMANN? geben durch die Theorie der Polarisation die
Grundlage fiir den Bau des Polarisationsphotometers, das spiter unter dem Namen
des ZOLLNERschen Photometers allgemeine Verbreitung gefunden hat. L. SEIDEL8
beobachtet um die Mitte des 19. Jahrhunderts mit einem von STEINHEIL®? kon-
struierten Photometer die Helligkeit von Planeten und Fixsternen. In diesem
Instrumente werden im Gesichtsfelde des Okulars die auBerfokalen Bilder zweier
Himmelskdrper in bezug auf Flichenhelligkeit verglichen, wobei diese durch

1 Photometria sive de mensura et gradibus luminis, colorum et umbrae. Augustae
Vindelicorum (1760). Deutsche Ausgabe von E. ANpiNG. Ostwalds Klassiker der exakten
‘Wissensch. Nr. 31—33. Leipzig (1892).

2 Réflexions sur les divers degrés de lumiére du soleil et des autres corps célestes. Hist.
et Mém. de I’Acad. R. de Berlin, S. 280 (1750).

3 Sur le plus grand éclat de Vénus etc. Histoire et Mémoires de I’Académie de Berlin,
S. 218 (1750).

4 A Complete System of Optics. Cambridge 1728.

5 Mécanique céleste 4, Kap. 3.

6 Uber das Gesetz des Kosinusquadrats fir die Intensitat des polarisierten Lichts,
welches von doppelbrechenden Kristallen durchgelassen wird. Pogg Ann 35, S. 444 (1835).

7 Photometrisches Verfahren, die Intensitit der ordentlichen und auBerordentlichen
Strahlen sowie die des reflektierten Lichtes zu bestimmen. Pogg Ann 40, S. 497 (1837).

8 Untersuchungen iiber die Lichtstirke der Planeten Mars, Venus, Jupiter und Saturn,
verglichen mit Sternen, und iiber die relative WeiBle ihrer Oberflichen. Monumenta saecularia
der Munchner Akad. IT. Kl. (1859).

? Elemente der Helligkeitsmessungen am Sternenhimmel. Denkschr. der Minchner
Akad. II. K1.2 (1837) ; Verbesserte Form eines Prismenphotometers. Miinch. gelehrte Anzeigen.
15, S. 9; Beitrage zur Photometrie des Himmels. A N 48, S. 369 (1858).
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Verinderung des Fokalabstandes in meBbarer Weise verindert werden kann.
SEIDELs und ARAGOs! Messungen der Planeten und ihre theoretischen Be-
trachtungen iiber dieselben bilden wertvolle Beitrige zur Photometrie, insbesondere
da durch dieselben die Unvollkommenheit der LamMBERTschen Reflexionsformel
nachgewiesen wird. SEIDEL gibt eine neue Tabelle der Extinktion und eine For-
mel fiir die Helligkeit des Saturn in Abhingigkeit von der Offnung seiner Ringe.

Die Theorie der Beugung des Lichts im Fernrohr, die fiir die astronomische
Photometrie von groBer Bedeutung ist, wird von SCHWERD? in einem umfassen-
den Werke und gleichzeitig, mit der Beschrinkung auf die Erscheinungen bei
Lichtpunkten, von A1ry® behandelt.

In die Mitte des Jahrhunderts fallen auch die theoretische Abhandlung von
A. BEER!? iiber die Grundziige des photometrischen Kalkiils sowie zwei andere
theoretisch-photometrische Schriften, die sich mit LAMBERTs Photometrie
kritisch befassen, von G. RECKNAGEL’ und J. RHEINAUER®.

J. HERSCHEL lieferte einen Beitrag zur Theorie der Mondphasen durchseine Mes-
sungen der Helligkeit unseres Trabanten mit Hilfe eines sinnreichen Astrometers’.

Einen weiteren wesentlichen Fortschritt bilden dann die geistvollen Arbeiten
von FR. ZOLLNERS, die in den sechziger Jahren des 19. Jahrhunderts erscheinen.
ZOLLNER konstruiert gleichzeitig mit H. Wirp? das nach ihm benannte ZOLLNER-
sche Polarisationsphotometer, das im wesentlichen fiir die Beobachtung von
Lichtpunkten vorgesehen ist, aber auch Flichenhelligkeiten zu vermessen ge-
stattet, und das ohne wesentliche Anderungen auch noch heute eine groe An-
wendung in der Astronomie findet. ZOLLNERs Messungen an Fixsternen, der
Sonne und den Planeten mit dem neuen Apparate haben einen grofen Grad
der Genauigkeit und gestatten es ihm, an den LaMBERTschen Theorien der Be-
leuchtung der Planeten eingehende Kritik zu {iben. Seine eigene Theorie der
Beleuchtung des Mondes ist aber nicht gliicklich. Durch die Fiille der theo-
retischen Betrachtungen iiber die Beschaffenheit der Himmelskorper, die er
durch seine Messungen zu stiitzen sucht, ist ZOLLNERs Werk fiir die Photometrie
des Himmels duBerst fruchtbar geworden. Gleichzeitig mit ZOLLNER widmete
sich G. P. BoNDp an der Sternwarte des Harvard College photometrischen

1 Sieben Abhandlungen zur Photometrie. Aragos Werke; deutsche Ausgabe von
Hankel, Bd. 10 (1859).

2 Beugungserscheinungen. Mannheim (1835).

3 Cambridge Transactions, 6 (1838).

4 Vier photometrische Probleme. Pogg Ann 88, S. 114 (1853); Grundrif des photo-
metrischen Calciils. Braunschweig (1854).

5 Lamberts Photometrie und ihre Beziehung zum gegenwirtigen Standpunkt der
Wissenschaft. Gekronte Preisschrift. Miinchen (1861).

8 Grundziige der Photometrie. Halle (1862).

7 Account of some Attempts to compare the Intensities of Light of Stars one with another
by the Intervention of the Moon by the Aid of an Astrometer adapted to that Purpose. Results
of Astr. Obs. made during 1834 to 1838 at the Cape of Good Hope, S. 353 London (1847).

8 Photometrische Untersuchungen. Pogg Ann 100, S. 381, 474, 651 (1857) und daselbst
109, S. 244 (1860); Grundziige einer allgemeinen Photometrie des Himmels. Berlin (1861);
Photometrische Untersuchungen mit besonderer Ricksicht auf die physische Beschaffenheit
der Himmelskorper. Leipzig (1865); Einige Satze aus der theoretischen Photometrie. Pogg
Ann 128, S.46 (1866); Resultate photometrischer Beobachtungen an Himmelskérpern,
ebenda 128, S.260 (1866); A N 66, S. 225 (1866).

9 Uber ein neues Photometer und Polarimeter nebst einigen angestellten Beobachtungen.
Pogg Ann 118, S. 235 (1856); Uber die Umwandlung meines Photometers in ein Spektro-
Photometer. Bull. Acad. St. Pétersb. 28, S. 392 (1883).

10 On the Results of Photometric Experiments upon the Light of the Moon and the
Planet Jupiter, made at the Observatory of the Harvard College. Mem. Amer. Acad. New
Ser. 8, S. 221 (1861); Comparison of the Light of the Sun and Moon, ebenda 8, S. 237 (1861);
On the Light of the Sun, Moon, Jupiter and Venus. M N 21, S. 197 (1861).

1%
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Versuchen iiber die Helligkeit der Planeten, des Mondes und der Sonne und
forderte die theoretische Photometrie besonders durch eine neue Definition der
Albedo der Planeten. Diese ist freilich erst durch H. N. RUSSELL nach einem
halben Jahrhundert der Vergessenheit entrissen worden.

Die photometrischen Erscheinungen, welche die Jupitertrabanten wihrend
der Verfinsterung aufweisen, wurden von A.CorNU' und A.OBRECHT? be-
handelt. Letzterer gab eine vollstindige Theorie dieser Erscheinungen.

Einen groBen Aufschwung nimmt die theoretische Photometrie durch die
Untersuchungen HuGo v. SEELIGERs® und seiner Schiiler. SEELIGER hat die
Theorie der Beleuchtung der Planeten, des Saturnringes und der Nebelflecke
in mancher Beziehung auf eine solche Ho6he gebracht, dall ihre Bestitigung
durch die Beobachtung zum Teil noch nicht moglich war. Sie wiirde eine solche
Schirfe photometrischer Messungen verlangen, wie sie bisher nicht erreicht
ist. Grundlegend sind SEELIGERs und E. LoMmMmELs? Untersuchungen iiber diffuse
Reflexion, die zu dem nach beiden Forschern benannten Gesetze fithrten; SEE-
LIGER leitete strenge Formeln fiir die Beleuchtung eines Rotationsellipsoids ab,
ohne freilich die Wirkung einer umgebenden Atmosphire zu beriicksichtigen.
ir entwickelte als erster die Theorie der Beleuchtung staubférmiger Massen,
insbesondere des Saturnringes, und folgerte aus seinen Entwicklungen die starke
Verianderlichkeit des Ringes in der Nihe der Opposition. Weiter berechnete
er die Helligkeit des Zodiakallichtes und diejenige der Nebel in der Nahe
leuchtender Sterne bei der Annahme, daf3 erstere aus einer Wolke von Meteoriten
gebildet sind. Grundlegend ist SEELIGERs Erklirung firr die VergréBerung des
Erdschattens bei Mondfinsternissen, welche auf einer strengen Berechnung der
Brechung und Absorption des Lichtes in der Erdatmosphire beruht.

Von den Arbeiten der Schiller SEELIGERs sind zu nennen diejenigen von
E. ANDING® iiber die Verfinsterung der Jupitertrabanten und iiber die Licht-
verteilung auf einer Planetenscheibe. Eine andere Arbeit iiber das erstgenannte
Thema hat V. WELLMANNS geliefert, und eine Untersuchung iiber das Zodiakal-
licht verdffentlichte K. ScHWEND?. G. MULLER® hat das groBe Verdienst, in
seinem vortrefflichen Handbuch ,,Photometrie der Gestirne‘® eine Zusammen-
fassung der neueren theoretischen Arbeiten, die im wesentlichen auf SEELIGER
zuriickgehen, gegeben zu haben.

Ich breche hiermit den Uberblick iiber die geschichtliche Entwicklung der

I Sur la possibilité d’accroitre dans une grande proportion la précision des observations
des éclipses des satellites de Jupiter. C R 96, S. 1609 (1883); Sur les méthodes photométriques
d’observation des satellites de Jupiter. AN 114, S.239 (1886).

2 Etude sur les éclipses des satellites de Jupiter. Annal. de I'Obs. de Paris 18 (1885).

3 Zur Photometrie des Saturnringes. A N 109, S. 305 (1884); Bemerkungen zu Zdéllners
,,Photometrische Untersuchungen. V J S 21, S.216 (1886); Zur Theorie der Beleuchtung
der groBen Planeten, insbesondere des Saturn. Abhandl. der Miinch. Akad. II. Kl. 16, S. 405
(1888); Zur Photometrie zerstreut reflektierender Substanzen. Sitzungsber. der Minch.
Akad. II. K1. 18, S. 201 (1888); Theorie der Beleuchtung staubformiger kosmischer Massen,
insbesondere des Saturnringes. Abh. d. Miinch. Akad. IT. K1 18, S.1 (1893); Uber den
Schatten eines Planeten, Sitzungsber. d. Minch. Akad. II. K1. 24, S. 423 (1894); Uber kos-
mische Staubmassen und das Zodiakallicht. Ebenda 31, H. 3; Die scheinbare VergroBerung des
Erdschattens bei Mondfinsternissen. Abhandl. d. Bayer. Akad. d. Wiss. II. Abt. 19 (1899).

4 Uber Fluorescenz. Abschnitt I: Uber die Grundsitze der Photometrie. Wied Ann 10,
S. 449 (1880) ; Die Photometrie der diffusen Zuriickwerfung. Sitzungsber. der Miinch. Akad.
IT. K1, 17, S.95 (1887).

|5 Photometrische Untersuchungen iiber die Verfinsterungen der Jupiterstrabanten.
Preisschr. d. Univ. Miinchen (1889); Uber die Lichtverteilung auf einer unvollstindig be-
leuchteten Planetenscheibe. A N 129, S. 377 (1892).

6 Zur Photometrie der Jupiterstrabanten. Berlin (1887).

7 Zur Zodiakallichtfrage. Miinchen (1904).
8 Die Photometrie der Gestirne. Leipzig (1897).
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theoretischen Photometrie ab. Das in den Anmerkungen zu der vorstehenden
Einleitung enthaltene Literaturverzeichnis macht auf Vollstindigkeit keinen
Anspruch. Es bezieht sich im wesentlichen auf die Entwicklung derjenigen
Probleme, welche auch von mir behandelt werden. Beobachtungsergebnisse sind
nur dann angefithrt, wenn sie mit theoretischen Betrachtungen verbunden sind.
Uber neuere Arbeiten gibt der Inhalt dieser Ausfithrungen geniigenden Aufschluf.
In meiner Abhandlung teile ich einige Resultate eigenerArbeiten aus dem Gebiete
der theoretischen Photometrie erstmalig mit. Dazu gehéren u. a. die neue Formel
fiir diffuse Reflexion und die Theorie der Beleuchtung eines von einer Atmosphire
umgebenen Planeten. Eine Reihe von Hilfstafeln, zum Teil den Originalarbeiten
entnommen, zum Teil auch neu berechnet, ist im Anhange gegeben. Sie sollen
dazu dienen, einerseits langwierige Rechnungen zu erleichtern, andererseits zur
Priifung der schwierigen neuen Probleme der Beleuchtung der Planeten anzuregen.

a) Definitionen, Grundgesetze und Aufgaben.

1. Definition der Photometrie. Die Photometrie der Gestirne ist derjenige
Teil der Astrophysik, welcher die Strahlung der Himmelskorper auf ihre Inten-
sitdt hin untersucht.

Diese Strahlung offenbart sich der messenden Astronomie in verschiedenen
Wirkungen; so zerfillt die Astrophotometrie in verschiedene Wissenszweige, je
nachdem, welche dieser Wirkungen Gegenstand der Untersuchung ist. Bis jetzt
ist es gelungen, folgende Wirkungen der von den Gestirnen ausgehenden Strah-
lung zu messen:

1. Die physioclogische Wirkung auf unser Auge, welche die Grundlage des
dltesten Gebietes, der visuellen Photometrie, bildet.

2. Die chemische Wirkung auf die photographische Platte, welche der z. Z.
am meisten verbreiteten, weil bequemen und fiir statistische Untersuchungen
iber Helligkeiten lichtschwacher Objekte besonders geeigneten photographi-
schen Photometrie zugrunde liegt.

3. Die lichtelektrische Wirkung, welche mit der groBten Genauigkeit ge-
messen werden kann und daher fiir feinere Untersuchungen geringer Licht-
schwankungen von groBter Bedeutung geworden ist.

4. Die Warmewirkung, welche zunéchst nur fiir die hellsten Gestirne mef-
bar ist.

Die drei erstgenannten Wirkungen der Strahlung sind selektiv.

Nur mit Hilfe der Warmewirkung kann die Intensitdt der Strahlung aller
wirksamen Wellenldngen gemessen werden, weil der hierbei benutzte Empfanger
(LampenruB3 oder Platinmohr) die Eigenschaft besitzt, alle Wellenldngen nahezu
vollkommen zu absorbieren und in Wirme umzuwandeln. Es sind daher das
Bolometer, das Pyrheliometer und iiberhaupt Apparate, welche die Intensitéit der
Wirmewirkung des Strahles auf geeignete schwarze Flichen messen, die einzigen
vollkommenen Strahlungsmesser ; mit ihrer Hilfe ist es gelungen, die Grenzen der
anderen Mefmethoden der Strahlung festzustellen; insofern gehért die Warme-
wirkung der Strahlung in die Photometrie und ist hier zu Anfang erwdhnt,
wihrend sie im Wesentlichen in der Strahlungslehre behandelt wird. Die Bezeich-
nung Photometrie (Lichtmessung) ist streng genommen nur auf die visuelle
Messungsmethode anwendbar, weil die photographische und lichtelektrische Me-
thode auch solche Strahlung umfaBt, die auBerhalb des als Licht empfundenen
Gebietes liegt; sie wird aber trotzdem auch auf diese Gebiete angewandt.

Es bildet also die Strahlungslehre die Grundlage der verschiedenen Zweige
der Photometrie, die alle nur einen Teil der Gesamtstrahlung zu messen ge-
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statten, und es miissen deshalb die Grundbegriffe und Hauptgesetze der Strah-
lungslehre, soweit sie fiir das Weitere in Frage kommen, hier angefiihrt werden,
ehe die Definitionen und Grundgesetze der Photometrie, die gewissermaBen nur
eine Ubersetzung der Strahlungslehre in die dltere Sprache der Lichterscheinungen
bilden, streng formuliert werden kénnen.

2. Grundgesetze und Definitionen aus der Strahlungslehre. Strahlender
Punkt. In einem homogenen Medium pflanzt sich die Strahlung (Energie)
nach allen Richtungen von der Strahlungsquelle geradlinig fort. Die von einem
strahlenden Punkte ausgehenden Strahlen sind also die Wege der Energie. Bil-
den wir eine Kegelfliche mit der Spitze im strahlenden-Punkte, so sind die
Erzeugenden des Kegelmantels die Wege der Strahlung, so dal durch die Seiten-
flachen keine Strahlung austreten kann. Es muB daher in der Zeiteinheit durch
jeden Schnitt des Kegels dieselbe Strahlungsmenge passieren. Diese Strahlungs-
menge (Energiemenge), auch einfach Strahlung (Energie) genannt, ist dann durch
die GroBe dieses raumlichen Winkels w bestimmt. Letzterer hat als MaB die Ober-
flache des Schnittes s, den der Kegel mit einer Kugel vom Radius 1 bildet. Wir
haben daher, wenn F ein beliebiger Schnitt des Kegels in der Entfernung 7 ist

F
w =38 = rh (1)
Die Energiemenge im rdumlichen Winkel w ist also identisch mit dem Ener-
gie- oder Strahlungsstrom durch einen beliebigen Schnitt des Winkels in
der Zeiteinheit. Wir bezeichnen ihn durch G. Die Strahlungsintensitat U
in der Richtung der Achse des Kegels ist der Quotient aus dem Energiestrom

und der GroBe des rdumlichen Winkels

U=25. (2)

@

Man hat also auch die Gleichung:
G=Uw="Us 3)

fiir den Strahlungsstrom durch einen beliebigen Schnitt des rdumlichen Winkels
in der Zeiteinheit.
Bezieht man diesen Energiestrom auf die Einheit der Fliche:
B — G _6_ , (4)

S w

so heiit B die Bestrahlung, und diese ist nach (4) durch dieselbe Zahl ge-
messen wie die Strahlungsintensitit U.

Denken wir uns jetzt die Fliche ab = s aus der Entfernung 1 in die Ent-
fernung 7 versetzt, wobei sie immer senkrecht zur Achse des Kegels bleibt, so
ist der Strom auf derselben nun im selben Verhiltnis verkleinert wie die Flachen
s =ab=of und AB zueinander stehen. Es ist
deshalb der Energiestrom auf der Flidche s im Ab-
stande 7

G=—5. (5)

Denkt man sich jetzt die Fldche s gedreht um den
Winkel ¢, so ist der Energiestrom auf derselben
. ebenso grof3 wie auf ihrer senkrechten Projektion
Abb. 1. Die Grund, t . . . . . . .
! Strfhlu;l;slle%ise? se der cos¢, weil beide in demselben rdumlichen Winkel
liegen. Es ist also, wenn der Einfallswinkel des
Strahles auf die Fldche s gleich 4 ist, der Energiestrom auf dieselbe
Us cost
G=—7F—.
v

(6)
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Die Bestrahlung auf der Fliche wird dementsprechend

U cosi
p= Ut )
3. System strahlender Punkte und die strahlende Fliche. Wenn eine
Reihe strahlender Punkte sich in den Abstinden 7,, #,, ... von der Fliche s
befindet und ihre Strahlungsstirken Ul, U,, ..., die Einfallswinkel der Strah-
lung auf die Fldche s entsprechend iy, iy, ... sind, so muBl der Gesamtstrom,
der auf s einfillt, gleich sein
G — U,scosi, + Uys cosi, T (8)
' 73
Ist die Entfernung der Punkte voneinander klein im Vergleich zum Abstande
von s, so dal man ¢, =4, =14, = --- =fund auch 7, =#,=r3= .-+ =7
setzen kann, so wird
cosi
G—%S1(L1_T‘Uz U3+"')2872ZU, (9)
Wwo
U=U,+U, 4 Us+ ---. (9)

Bei den genannten Bedingungen kann also ein System leuchtender Punkte
durch einen Punkt mit einer Strahlungsstirke ersetzt werden, die der Summe
der Strahlungsstirken der einzelnen Punkte gleich ist.

Da eine strahlende Fliche als aus einer Reihe naheliegender strahlender
Punkte bestehend gedacht werden kann, so bezieht sich der letzte Satz auch
auf eine strahlende Fldche.

Sind die Strahlungsintensitdten der einzelnen Punkte U,;, U, ... einander
gleich, so ist die Strahlungsintensitdt der Fliche der Anzahl der Punkte oder
der GroBe ¢ der strahlenden Flidche proportional,

U=no. (10)

Bei der Bestimmung der Intensitit der Strahlung einer Fliche kommt aber ein
neues Element, die Richtung der Strahlung hinzu. Es sei 4B = ¢ ein
Element der strahlenden Flache, MN die Senkrechte darauf,

MO eine beliebige Richtung, die den Winkel ¢ mit der Nor- ¥ 0
malen bildet, BD die senkrechte Projektion von AB, gleich

o cose, die sog. scheinbare Gréfe von AB in der Richtung MO. <

Ist U die Strahlungsstirke in der Richtung &, so gilt der
Satz, daBl sie fir den sog. schwarzen Koérper dem
cosinus des Ausstrahlungswinkels & proportional ist, so daB

U = nocose, (11) A M &

. . . . Abb. 2. Die strah-
wo 7 eine Konstante bedeutet. Wir behalten diese Gleichung ¢/ de Fizchza

auch bei fiir beliebige strahlende Korper, die das cose-Gesetz
nicht streng befolgen, indem wir # in diesem Falle nicht mehr als konstant be-
trachten und, durch die Gleichung

77::

U

o Cos e

(11)

bestimmt, als Strahlungsvermd&gen in der Richtung ¢ definieren. Fiir den
schwarzen Korper ist also das Strahlungsvermdgen unter allen Winkeln dasselbe.

4. Die Bestrahlung eines Elementes durch ein anderes. Das strahlende
Element ¢ sende unter dem Emanationswinkel & Strahlung auf ein Ele-
ment s, auf welches sie unter dem Einfallswinkel 7 zur Normalen einfillt. 7 sei der
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Abstand der Elemente. Es ist dann der Energiestrom von ¢ auf s nach (9)

Us cosi
2

G = ,
wo U die Strahlungsstirke unter dem Winkel ¢ bedeutet und aus (11) bestimmt
ist. Es ist also

70§ COSE COS T
=

G (12)

Dieses ist das LAMBERTsche zusammengesetzte Grund-
gesetz der Photometrie. LAMBERT glaubte, daB3 dasselbe
bei konstantem # allgemein giiltig ist; wir behalten es
mit der oben erwihnten Einschrinkung in der Form
bei. Die Bestrahlung ist dann

76 COSE COS ¢

B 7 (13)

Da die Fliche s, von o aus gesehen, unter dem raum-

ffr’,fjs > ?ich:ilrjizﬁg lichen Winkel o = SA?;:—L erscheint, so kann man auch
durch ein anderes. schreiben

G = nowCose. (14)

Fiir den schwarzen Kérper, dessen Strahlungsvermdégen in allen Richtungen
konstant ist, ist es leicht, die in den rdumlichen Winkel 27z ausgesandte
Strahlung, also die Gesamtstrahlung eines Fliachenelementes nach einer Seite
zu bestimmen. Beschreiben wir eine Kugel vom Radius 1 um das strahlende
Element als Zentrum, so fillt auf ein Segment der Kugel zwischen den Par-
allelen ¢ und ¢ 4 de die Energiemenge

dG = nocose2asinede
und auf die ganze Halbkugel
f2
G:Zm]o/sinecosede:m/o. (15)
0

5. Zusammengesetzte Strahlung. Wir haben es bei der Messung von
Strahlungsintensititen in den allermeisten Fillen mit gemischter Strahlung ver-
schiedener Wellenlidngen zu tun, und nur bei den helleren Gestirnen ist die
Messung monochromatischer Strahlungsintensitit méglich. Nun ist aber das
Strahlungsvermégen # fiir die verschiedenen Wellenldngen verschieden, woriiber
die Strahlungslehre ausfithrlich Auskunft gibt. Bei der Anwendung der obigen
Formeln ist also hierauf Riicksicht zu nehmen. Ist die Strahlung einer be-
stimmten Wellenlinge gemeint, was wir durch den Index 4 kennzeichnen wollen,
so gilt die LaAMBERTsche Formel in der Form:

7,05 COS% COSe

Gy = Shhaa (12)

72

Wenn der zusammengesetzte Energiestrom gemeint ist, so ist er als Summe
der Energiestréme fiir die einzelnen Wellenldngen aufzufassen, und da sich das ge-
samte Emissionsvermégen zwischen den Wellenlidngen 4, und 4, durch die Summe

Ay
M2 :2 ;. A2
A
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oder in einem kontinuierlichen Spektrum als
1,
e = / nadl
j’1
darstellt, wo jedes #; mit dem Bereich multipliziert ist, fiir welchen es als
konstant angesehen werden kann, so kann man fiir den gesamten Energiestrom
zwischen den Wellenldngen l und A, schreiben:

Ly
Glz_oscosgcowzymdj~ oder :"fgsgfnwﬂ. (16)
i

Hier mufl das Strahlungsvermogen aus Messungen der Energieverteilung im
Spektrum bekannt sein oder auch theoretisch aus den Strahlungsgesetzen be-
rechnet werden. Fiir visuelle Strahlungsmessungen sind die Grenzen der Sicht-
barkeit 2, = 0,370 u und 1, == 0,760 u. Es wiren also fiir visuelle Messungen
einer Lichtquelle, die ein kontinuierliches Spektrum besitzt, die obigen Grenzen
einzusetzen.

Bei bolometrischen Messungen der Gesamtstrahlung wird das gesamte
Emissionsvermogen in Betracht kommen, welches durch das Symbol

o

n=[md (17)
bezeichnet wird. 0

6. Die Definitionen der visuellen Photometrie. In der visuellen Photo-
metrie ist das menschliche Auge mit der Netzhaut und dem anschlieBenden
Nervenapparat, durch deren Vermittlung die Strahlungsenergie in eine Licht-
empfindung umgewandelt wird, der Empfinger der Strahlung. Es ist deshalb
notwendig, sich iiber die Umwandiungen, welche die Strahlung durch diesen
Empfangsapparat erfihrt, ehe sie sich in die Lichtempfindung verwandelt, mog-
lichst genau Rechenschaft zu geben.

Zunichst ist seit HELMHOLTZ! bekannt, daB beim Durchdringen der der Netz-
haut vorgelagerten Medien des Auges, ndmlich der Hornhaut, der Kristallinse, der
zwischen beiden liegenden wisserigen Fliissigkeit und dem jenseits der Linse
liegenden Glaskorper, alle Strahlen, welche eine groBere Wellenldnge als 0,812 p
haben, durch Absorption vollstindig verloren gehen. Nach anderen Forschern
soll noch ein Teil der ultraroten Strahlen bis zur Netzhaut durchdringen, nach
AsCHKINASS? bis zur Wellenlidnge 1,4 u, sie tragen aber jedenfalls nicht mehr
zur Lichtempfindung bei. Als untere Grenze der sichtbaren Wellenlingen wird
fiir ein normales Auge 0,370 ¢ angenommen, was auch mit der Grenze der
Durchlassigkeit der Kristallinse fiir kurzwellige Strahlen zusammenfilit (Win-
MARK?®). Die normalen Grenzen der Sichtbarkeit sind 0,760 g im duBersten Rot
und 0,370 g im &duBersten Violett. Dazwischen liegen die Farbempfindungen
bei den Wellenlingen:

AuBerst. Rot . . . 0,760 " Blaugriin (Cyan) .. 0473 1
Rot . . . . . . 0683 pn Blau . . .. 0,439 1
Orange . . . . . 0,615 u Violett . .. 0,410 p
Gelb . . . . . . 0,559u AuBerst. Vlolctt . . 0370 1
Griin . . . 0,512 z

Uber den Vorgang der Umwandlung der die Netzhaut treffenden Strahlung in
die obengenannten Farbenempfindungen sind wir nicht genau unterrichtet. Es

1 Handbuch der physiologischen Optik (1856—1866). 2 Wied Ann 55, S. 401 (1895).
3 R. TIGERSTEDT, Lehrbuch der Physiologie des Menschen II, S. 254. Leipzig (1920).
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ist aber bekannt, und wir wollen weiterhin niher darauf eingehen, dafl nur ein
Bruchteil der die Netzhaut treffenden Strahlungsenergie jeder Wellenlinge in die
physiologische Energie @verwandelt wird, welche die Lichtempfindung verursacht.
Wir bezeichnen nun, indem wir die Absorption vor der Netzhaut mit derjenigen
durch dieselbe zusammenfassen, das Verhiltnis der physiologischen Energie
der Lichtempfindung @ fiir die Wellenldnge 4 zu der dufleren Energie durch K;,
und fiir zusammengesetzte Strahlung durch K,; dann kann man die Gleichungen
ansetzen:

P, =U,K, und ®,=U,K,, (18)

wo U, und U, die Intensititen der duBeren Energiestrome sind. Uber die Ver-
dnderlichkeit des Faktors K; mit der Wellenlidnge soll weiterhin ausfiihrlich be-
richtet werden. Zunachst ist aber leicht einzusehen, dal die Definitionen und
Grundgesetze der Strahlungslehre mit Hilfe dieses Faktors sich in die Grund-
begriffe der visuellen Photometrie iibersetzen lassen. Wir erhalten so an Stelle
der Begriffe der Strahlungslehre die entsprechenden der visuellen Photometrie:

G Energiestrom, Energiemenge . . . . . GK = Q Lichtstrom, Lichtmenge.

U Strahlungsstiarke, Strahlungsintensitait UK = jJ Lichtstérke, Lichtintensitat.

5 Strahlungsvermdgen . . . . . . . . . nK = h Leuchtvermégen, oder auch
Flachenhelle einer Licht-
quelle.

B Bestrahlung . . . . . . . . ... .. BK = L Beleuchtung.

Wir erhalten dann aus den Gleichungen der Strahlungslehre folgende ent-
sprechende Beziehungen:

0=Jo=L25" (19)

Die Lichtmenge im riumlichen Winkel o ist gleich dem Pro-

dukt aus der Lichtstirke des strahlenden Punktes und der GréBe

des Winkels w. Die Lichtmenge auf der Fliche s ist der GroBe

der Fliche, dem cosinus des Einfallswinkel 7 direkt, und dem Qua-
Leuchtender ~

Punkt dratg des Abstandes vom leuchtenden Punkte umgekehrt pro-
portional.
Q@ Jcosi
L= =" (20)
Die Beleuchtung ist die Lichtmenge pro Flicheneinheit und
wird gleich der Lichtstirke J fiir den Abstand Eins vom leuchtenden
Punkte und 7 = 0.
J = hocose. (21)
Die Lichtstirke der leuchtenden Flidche ¢ ist der GréBe der-
selben und dem cosinus des Emanationswinkels proportional. Fiir
den schwarzen Korper ist die Flichenhelle /4 konstant.
Le%ﬁiﬁféde __ hoscosecosi (22)

v

Die Lichtmenge, die von der leuchtenden Fliche ¢ auf die

Fliche s fillt, ist dem cosinus des Emanationswinkels ¢, dem cosinus

des Einfallswinkel ¢ direkt und dem Quadrate des Abstandes der
Flichen » umgekehrt proportional.

Die visuell-photometrischen GroBen haben mit denjenigen der Strahlungs-
lehre kein gemeinsames MaB, wie es nach den obigen Gleichungen erscheinen
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kénnte, denn der Faktor K als Umwandlungsfaktor mechanischer Werte in
EmpfindungsgréBen ist natiirlich seinem absoluten Betrage nach nicht zu be-
stimmen, wenn auch seine Veranderlichkeit in relativem MaBe untersucht wer-
den kann. Die BestimmungsgréBen der visuellen Photometrie kénnen immer
nur untereinander verglichen werden, und einen direkten Ubergang zu den
GroBen der Strahlungslehre gibt es nicht. Trotzdem kann auch das Auge als
relativer Strahlungsmesser dienen und zwar unter folgenden Bedingungen: Er-
scheinen die Lichtstirken zweier Lichtquellen von gleicher Farbe und GréfBe,
deren Abbildungen auf der Netzhaut nahe beieinander liegen, einander gleich,
so darf auf die Gleichheit der Strahlungsintensitit geschlossen werden. Dieses
gilt sowohl fiir zwei leuchtende Punkte, die sich auf der Netzhaut als sehr kleine
Scheibchen gleichen Durchmessers abbilden, als auch fiir aneinandergrenzende
Flachen, bei denen die Flachenhelligkeit verglichen wird. Erscheinen dem Auge
die beiden leuchtenden Punkte oder die aneinandergrenzenden Flichen als von
verschiedener Helligkeit, so ist das Auge nicht fahig, den Helligkeitsunterschied
anzugeben. Das Urteil lautet dann wohl, der eine Punkt oder die eine Fldche
ist heller oder dunkler als die andere, und es kénnen bei einiger Ubung einige
Grade der Helligkeitsunterschiede geschitzt werden, doch zu einer strengen
Messung ist das Auge nicht fihig. Hieraus ergibt sich sofort das Prinzip, nach
dem ein visuelles Photometer gebaut werden mufB. Es muB die Moglichkeit
bieten, die Intensitit des einen der zu vergleichenden Objekte in meBbarer Weise
zu verdndern; dann kann immer gleiche Lichtstirke beider Objekte erreicht
und sicher beurteilt werden; diese bedeutet dann auch gleiche Strahlungs-
intensitit, wenn die Farbung der Objekte dieselbe ist.

Das Auge besitzt eine groBe Empfindlichkeit fiir kleine Helligkeitsdiffe-
renzen. Nach BOUGUER! kann es noch 1/, der Lichtstirke unterscheiden;
ARAGO? beobachtete, dal bei Bewegung der leuchtenden Objekte bis zu /4
der Helligkeit erkennbar ist, MassoN?® fand im Mittel den Faktor zu /,y,, und
nahe denselben Wert lieferten die Versuche von FECHNER? Die astronomisch-
photometrische Praxis an punktférmigen Objekten bestdtigt im allgemeinen,
daB unter giinstigen Umstidnden 19, der Helligkeit unterscheidbar ist. Genauer
als fiir punktférmige Lichtquellen empfindet das Auge Unterschiede der Flachen-
helligkeit aneinandergrenzender gleichgefdrbter Flichen, wie das die Beobach-
tungen verdnderlicher Sterne mit Hilfe von Flachenphotometern zeigen®.

Die Empfindlichkeit verschiedener Beobachter scheint iibrigens recht ver-
schieden zu sein; sie hingt auch sehr von der Ubung ab, was jeder beginnende
Beobachter an sich bestitigt findet. Sie ist auBerdem verschieden fiir ein hell-
adaptiertes und ein dunkeladaptiertes Auge und zwar grofer fiir das letztere.
Endlich nimmt sie wie die Schirfe aller menschlichen Empfindungen mit der
Ermiidung ab. Die oben angefiihrte Zahl setzt natiirlich giinstigste Bedingungen
voraus, wie sie auch in der Regel bei wissenschaftlichen Messungen verwirk-
licht werden.

7. Die Empfindlichkeit des Auges fiir Helligkeitsdifferenzen fiir die ein-
zelnen Farben des Spektrums® ist recht verschieden, was bei spektralphoto-
metrischen Beobachtungen von Bedeutung ist.

1 Traité d’optique sur la gradation de la lumiére. Ouvrage posthume. S. 25. Paris (1760).

2 Samtliche Werke. Deutsche Ausgabe von Hankel, 10, S. 210.

3 Ann d chim et d phys. Série 3, tome 14, p. 150 (1845).

4 Uber ein psychophysisches Grundgesetz etc. Abh. d. Kgl. Sichs. Ges. d. Wiss. 4,
S. 455 (1859).

> E. SCHOENBERG, Eine Sonderklasse verinderlicher Sterne. Commentationes phys.-
math. Societ. Scient. Fennicae. I, S.30 (1923).

6 R. TiGERSTEDT, Lehrbuch der Physiologie des Menschen 1I, S. 273 (1920).
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Nach Lamansky ist die Unterschiedsschwelle fiir Griin und Gelb /,,, fiir
Blau /,,,, fiir Violett /,,, fiir Orange und Rot 1/,, bzw. 1/,,, DOBROWOLSKY
gibt fiir die einzelnen Farben nicht unwesentlich von den obigen abweichende
Zahlen an. Nach KoNi¢ und BRODHUN schwanken die Empfindlichkeits-
schwellen fiir die einzelnen Farben viel weniger und sind an sich gréBer: 1/,
bis 1/;;. In der Verschiedenheit dieser Zahlen kann man nur eine Bestitigung
der zeitlichen und individuellen Verschiedenheit der Empfindlichkeitsgrenze
sehen; auBerdem macht sich in ihr vielleicht ein geringer Grad partieller Farben-
blindheit einzelner Beobachter bemerkbar.

Fiir die gewdhnlichen astrophotometrischen Messungen an Sternen und
Planeten, wo man es mit gemischtem Lichte und nicht mit reinen Spektral-
farben zu tun hat, fallen diese Unterschiede der Empfindlichkeitsschwelle
weniger ins Gewicht.

Das Prinzip des visuellen Photometers verlangt eine Abstimmung des
kiinstlichen Lichtes auf gleiche Farbe mit dem Himmelsobjekt. Dies wird in
der Regel nur anndhernd erreicht. Fiir punktférmige Objekte besitzt das Auge
auch nur ein geringes Unterscheidungsvermogen der Farben; bei flichenphoto-
metrischen Messungen ist eine schirfere Ubereinstimmung der Farben erforder-
lich; genauere Zahlen fiir die Unterscheidungsschwelle der gemischten
Farben der Himmelskérper besitzen wir nicht. Fir die Farben des Spektrums
und ein normales farbentiichtiges Auge tritt nach UTHOFF! ein merkbarer
Unterschied des Farbentones bei einer Verinderung der Wellenlinge um recht
verschiedene Betrige ein. MiBt man diese Verinderungen in pu, so ist die
Schwelle im 4uBersten Rot 4,7 uu, nimmt im Orange schnell ab und erreicht
im Gelb ein Minimum von 0,9 puu, steigt dann im Griin wieder an bis 1,9 uu, um
im Blaugriin ein zweites Minimum mit 0,7 gu zu erreichen und dann nach dem
Indigo zu wieder anzusteigen bis 2,2 up. Am empfindlichsten ist also das Auge
gegen Differenzen in der Wellenlinge im Orangegelb und Blaugriin.

8. Das Purkinyesche Phinomen. Ganz besondere Erscheinungen treten
bei farbigen Objekten sehr schwacher Intensitit auf. Das Auge kann bei einiger
Ubung auch bei verschiedenfarbigen Feldern Helligkeitsgrade schitzen. Wenn
uns nun zwei verschieden gefirbte Felder bei schwacher Beleuchtung gleich
hell erscheinen, so ist dies nicht ynehr der Fall, wenn wir die Beleuchtung fiir
beide Felder in gleichem MaBe verstirken, und zwar 4ndert sich das in lang-
welligem Lichte leuchtende Feld stiarker in seiner Helligkeit. Sind die urspriing-
lich gleichhell erscheinenden Felder z. B. rot und blau, so erscheint das rote Feld
bei gesteigerter Beleuchtung heller, bei verminderter dunkler als das blaue. Bei
schwachen Beleuchtungen ist somit das Auge empfindlicher fiir blaues Licht,
bei starken dagegen fiir rotes.

Diese Erscheinung nennt man das PURKINJEsche Phidnomen. Die bekannte
Wahrnehmung, daB in einem dunklen Zimmer zuerst die blauen Gegenstinde
und dann die roten bemerkt werden, gehort dazu.

Gliicklicherweise besteht, wie BrRoDHUN2 durch spektralphotometrische
Messungen nachweisen konnte, das PurkinjEsche Phidnomen nicht mehr oder
nur noch in sehr geringem MaBe, sobald die Helligkeit einen gewissen Betrag
iiberschritten hat, d. h. zwei an dieser oberen Grenze der Helligkeit gleich hell
erscheinende verschiedenfarbige Felder bleiben gleich hell bei VergréBerung der
Beleuchtung in demselben Verhiltnis.

A. K6N163 hat unter Mitwirkung von mehreren Personen die Helligkeits-

! R. TiGERSTEDT, Lehrbuch der Physiologie des Menschen, II. S. 273.
? Inaugural-Dissertation. Berlin (1887). o
3 Gesammelte Abhandlungen zur Physiologischen Optik. S. 144. Leipzig (1903).
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verteilung im normalen Sonnenspektrum untersucht und die Ergebnisse gra-
phisch dargestellt. Seine Kurven sind hier wiedergegeben (Abb. 4).

Die Abszissen bedeuten die Wellenlingen, die Ordinaten die Helligkeiten.
Kurve a gibt die Helligkeiten bei einer Beleuchtung, in der das PurkINjEsche
Phinomen nicht mehr auftritt, Kurve o

dagegen die Helligkeitsverteilung bei BR7ZaNPaY
den geringsten zur Messung noch be- LI/ IV N
nutzbaren Helligkeitsstufen. InKurvea /] a#*
liegt das Maximum im Gelbgriinen bei i -
A =570 pp. Wenn man die absolute *ﬂ% \\
Helligkeit des Spektrums etwa durch ] \
Verengerung des Spalts allméhlich ab-
schwicht, verschiebt sich infolge des | | | |} / NEN
PurkiNjEschen Phinomens das Maxi- | | | [/| | [/ | AN
mum allmdhlich in der Richtung nach ‘. ™~

700 680 660640 620600 560 5605 %0 520 500 980 %60 #7420 400

dem violetten Ende, bis es bei der un- )
tersten Stufe der Helligkeit ins Blau-  APP- 4 Das PurKixjusche Phanomen.
griin bei 4 = 510 pp kommt.

Fiir die praktische Astrophotometrie jst das PURKINJEsche Phinomen eine
Warnung, sich nicht mit nahezu gleicher Farbung des kiinstlichen Lichtes und
des wirklichen Sternenlichtes, die miteinander verglichen werden, zu begniigen. Es
kann das bei schwachen Sternen zu erheblichen Fehlern fiihren, wenn sie mit
Hilfe einer Abschwichungsvorrichtung (N1coLsche Prismen, Keil) an bedeutend
hellere Sterne angeschlossen werden. Die Farbe des kiinstlichen Sterns ist
infolge des PurkiNJEschen Phinomens bei der Messung des schwachen Objekts
wesentlich anders verdndert, als es diejenige des wirklichen Sternes infolge
desselben Phinomens ist. Dieser Farbenunterschied wird aber bei der geringen
Helligkeit gar nicht empfunden. Sind die zu vergleichenden Sterne auch von
genau demselben Spektraltypus, also derselben Farbe, die von derjenigen des
kiinstlichen Sterns abweicht, so ist die gemessene Abschwichung des kiinst-
lichen Sterns kein richtiges MaB fiir das Helligkeitsverhéltnis der Sterne.

9. Die Bestimmung des Faktors K;. Die Empfindlichkeit des Auges
fiir Strahlung verschiedener Wellenldngen. Die Kurve a der letzten Abbildung
gibt uns ein Bild der Helligkeitsverteilung im normalen Sonnenspektrum. Sie
fallt durchaus nicht mit der Kurve der Intensitdtsverteilung der Sonnen-
strahlung zusammen, wie sie mit Hilfe eines Bolometers einwandfrei bestimmt
werden kann. Die Ursache dieses Unterschiedes liegt in der schon erwdhnten
Verschiedenheit des Faktors K; fiir verschiedene Wellenldngen, oder m. a. W.
in der verschiedenen Empfindlichkeit des menschlichen Sehorgans fiir die Strah-
lung verschiedener Wellenlinge. Ein relatives MaB fiir die Werte des Faktors K
kann aus dem Vergleich der bolometrischen und der Helligkeitsmessungen des
Sonnenspektrums erhalten werden. Wir geben hier die von LANGLEY im Mittel
aus den Messungen dreier Beobachter abgeleiteten Werte der Verhiltnisse
von [;:U, = K;, wo U, die Strahlungsstiarke, J; die Lichtstirke fiir dieselbe
Wellenlinge bedeuten und fiir 1 = 0,75 K; = 1 gesetzt ist.

Tabelle 1.
Wellenlinge 2 in g

053 | 058 | 060 065 0,75
100000 | 28000 | 14000 1200 1

Hiernach ist die Empfindlichkeit des Auges duBlerst verschieden in ver-
schiedenen Wellenlingen, am groBten fiir die griinen Strahlen. Wenn von zwei

A 0,40 0,47
K; 1600 62 000
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Flachen, welche das gleiche Emissionsvermdgen besitzen, @ nur Strahlen von
der Wellenlinge 0,50u, b nur solche von 0,65u aussendet, so erscheint a
83mal heller als . Wir sagen dann, die Fliachenhelle von a ist 83mal so groB
wie diejenige von b. Haben die Fliachen gleiche GréSe, so sind ihre Strahlungs-
stirken U, einander gleich, ihre Lichtstirken dagegen stehen im genannten
Verhiltnis.

Folgende Tabelle 2 enthidlt die von der Internationalen Beleuchtungs-
kommission in Genf 1924 angenommenen Standardwerte der physiologischen
Koeffizienten, die als Mittelwerte von insgesamt 250 Beobachtern abgeleitet
worden sind. Sie sind deshalb fiir ein normales Auge giiltig und von den
individuellen Unterschieden, die fiir einzelne Beobachter nicht unbedeutend
sein konnen, in hohem Grade befreit.

Tabelle 2. Standardwerte der physiologischen Koeffizienten.

Wellenlinge in g K; Wellenlinge in g l K Wellenldnge in g 1 K;
0,40 0,0004 053 | 0862 065 | 0,107
0,41 0,0012 0,54 0,954 0,66 0,061
0,42 0,0040 0,55 0,995 0,67 0,032
0,43 0,0116 0,56 0,995 0,68 0,017
0,44 0,023 0,57 0,952 0.69 0,0082
0,45 0,038 0,58 . 0,870 0,70 0.0041
0,46 0,060 0,59 : 0,757 0,71 0,0021
0,47 0,091 0,60 0,631 0,72 0,00105
0,48 0,139 0,61 0,503 0,73 0,00052
0,49 0.208 0.62 ; 0,381 0,74 0,00025
0,50 0,323 0,63 | 0,265 0,75 0,00012
0,51 0,503 0,64 0,175 0,76 0,00006
0,52 0,710 !

10. Das Fecuner-WEeBersche psychophysische Gesetz. Dieses Gesetz be-
antwortet die Frage nach der Abhédngigkeit der EmpfindungsgroBe, z. B. der
geschitzten Lichtstirke eines Gestirns von der GroBe des duBeren Reizes, also
seiner Strahlungsstirke. Eine einfache Vorstellung von dem Wesen des Gesetzes
gibt die Erscheinung, dal man die Sterne am Tage mit bloBem Auge nicht
sehen kann, obgleich die absolute Differenz der Intensitit eines Sternes und
des umgebenden Himmelsgrundes gegen den Himmelsgrund allein bei Tage
ebenso groB ist wie bei Nacht. Bei Tage vergleichen wir zwei absolut starke
Intensititen, bei Nacht wesentlich schwichere. Man sieht also, daB das
menschliche Auge die gleiche Differenz zweier Lichteindriicke ganz ver-
schieden beurteilt in Abhingigkeit von der absoluten GroéBe derselben. Das-
selbe lehrt ein einfacher Versuch: Ist eine Tafel von einer Kerze beleuchtet,
eine zweite ebensolche Tafel von zwei Kerzen, so kann man den Unterschied
der Helligkeit sofort erkennen; ist aber eine der Tafeln von 150 Kerzen be-
leuchtet, die andere von 151, so ist der Unterschied iiberhaupt nicht merkbar,
obgleich die Intensititsdifferenz dieselbe ist.

Ganz andere Resultate ergeben sich, wenn man zwei Lichtquellen nicht um
ein gleiches Plus, sondern in demselben Verhiltnis verindert. FECHNER be-
obachtete zwei Wolkenfldchen, deren Helligkeitsunterschied gerade noch merk-
bar war, zuerst mit bloBem Auge und dann durch absorbierende Gliser ver-
schiedener Dichte. Der Helligkeitsunterschied blieb immer gerade noch merk-
bar, obgleich die absolute Helligkeit viel geringer war. Die Gliser schwich-
ten beide Lichtintensitaten im selben Verhiltnisse. Allgemein ergibt sich aus
diesen und vielen anderen Versuchen, daB3 bei den verschiedensten Helligkeits-
graden die Differenz der Intensitdten, welche vom Auge gerade noch unter-
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schieden werden kann, nahezu denselben Bruchteil der ganzen Intensitit aus-
macht. FECHNER ist derjenige gewesen, der dieses Gesetz zuerst als solches
erkannt und formuliert hat, wihrend die Erscheinungen selbst auch vor ihm
vielfach beobachtet und auch beschrieben worden sind. Die geringste Unterschei-
dungsstufe entspricht bei giinstigsten Bedingungen durchschnittlich 19, der Total-
helligkeit. Fiir die mathematische Formulierung des Gesetzes miissen wir den Be-
griff der geschitzten EmpfindungsgréBe E im Unterschiede von der objektiven
Lichtstdrke /, die wir schon kennengelernt haben, einfilhren. Letztere ist mit
Hilfe von Photometern unter Vermeidung des PURKIN]Eschen Phinomens meBbar,
und objektive Verhidltnisse der Lichtstirken sind nach unseren Fundamental-
gleichungen den Intensitdtsverhiltnissen der Strahlung gleicher Farbe gleich.
Das menschliche Auge aber ist auch ohne Hilfsapparate fihig, Helligkeitsgrade
zu schitzen und hat in dieser Weise der Photometrie groB8e Dienste geleistet.
Vor der Begriindung der messenden Astrophotometrie durch ZOLLNER war die
Schitzung der Helligkeitsstufen die einzige angewandte Methode, und auch heute
noch leistet dieselbe bei der Untersuchung verinderlicher Sterne und bei Katalog-
arbeiten der Astronomie wichtige Dienste. Die objektiven Helligkeiten J sind
durch das FECHNERsche Gesetz mit den geschitzten, die wir als Empfindungs-
grofen mit E bezeichnen wollen, verbunden. Wir bezeichnen durch dE die Zu-
nahme der Empfindungsstirke, die dem Zuwachs 4] der objektiven Helligkeit
entspricht. Dann ist nach FEcHNER dE dem Verhiltnis dJ: J proportional:

dE =, %, (23)

wo ¢, eine Konstante ist. Durch Integration erhilt man:

E=c¢chn]+C=clog]+C.

Fiir ein anderes Paar einander entsprechender Werte E, und J, hat man ebenso

Ey=clog],+ C,
und daraus folgt

E—E,=clogd. (24)

Jo

Denken wir uns zwei Sternpaare, bei denen sich die beiden Sterne fiir uns
empfindungsmiBig um eine gleiche Anzahl Helligkeitsstufen voneinander unter-
scheiden (E — E, fiir beide Paare gleich), dann ist in beiden Paaren das Hellig-
keitsverhiltnis J/J, dasselbe.

Das FecHNERsche Gesetz hat nicht unbeschrinkte Giiltigkeit. Bei sehr
geringen Helligkeiten wird es ungenau, worauf schon FECHNER selbst hinge-
wiesen hat. Er erklirt diese Abweichung durch den EinfluB des subjektiven
Eigenlichtes des Auges, das uns auch bei vollkommener Dunkelheit und bei
geschlossenen Augen einen verschwommenen, ungleichmiBigen Lichtschimmer
empfinden 1dBt. Die Sehnerven werden nidmlich nicht nur durch duBere Licht-
einwirkung gereizt, sondern es findet auch stindig eine Reizung durch innere
Einfliisse statt, die jenes Eigenlicht verursacht. Dieses ist so schwach, daB es
bei stirkeren Lichteindriicken bedeutungslos wird. Bezeichnen wir seine Inten-
sitit durch J,, so miiBite, da es jederzeit zu der objektiven Intensitit hinzu-
addiert wird, das FEcHNERsche Gesetz die Form haben

— aj
dE = ¢ T+
Der Empfindungszuwachs wird somit geringer, als wenn J, = 0 wire; die Ab-
weichung von der Form (23) wird um so gréBer, je kleiner J selbst ist. So plau-
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sibel diese Erklarung erscheint, so fehlen noch der sichere Nachweis ihrer Richtig-
keit und die Kenntnis der Intensitit des Eigenlichts; die Versuche von FECHNER
und VOLKMANN, dieselbe zu bestimmen, ergaben offenbar zu kleine Werte. Auch
bei allzu starken Lichteindriicken, die eine Blendung des Auges hervorrufen,
versagt das FECHNERsche Gesetz. Dies bedarf keiner weiteren Erklirung,
weil Blendung eben eine Schidigung des Sehapparates ist, der allzu groB3e Be-
lastungen, wie etwa durch das Sonnenlicht, nicht vertrigt. Die Schidigungen
durch direkte Betrachtung der Sonne kénnen ja bekanntlich zur Erblindung
filhren, aber auch bei geringeren Lichtstirken, die Blendung hervorrufen, hort
das Auge {iberhaupt auf, Intensititsunterschiede wahrzunehmen.

11. Die GroBenklassen der Gestirne. Von alters her sind die Gestirne
nach dem Eindrucke, den ihr Licht auf das Auge macht, in gewisse Helligkeits-
klassen, s.g. Sterngr6Benklassen, eingeteilt worden, und zwar wurden mit
bloBem Auge 6 GroBenklassen unterschieden. Die Empfindungsunterschiede
zwischen je zwei solchen GréBenklassen sind dieselben. Spéter hat man diese Hellig-
keitsskala auch auf schwichere, nur dem Fernrohr zugéngliche Sterne ausgedehnt
und so eine zunichst willkiirliche Einteilung der Helligkeiten am Himmel ge-
troffen. Es entsteht nun die Frage, ob diese Skala im FECHNERschen Gesetze
begriindet ist. Man bezeichne die objektiven Helligkeiten der Sterne von den
GroBenklassen 1, 2, 3, ..., n mit J,, J,, Js, ..., Ja, die entsprechenden Emp-
findungsgréBen durch E,, E,, ..., E,. Dann haben wir die Gleichungen

E,=clog],+ C,
E, y=clog], + C,
also

E,—E,_, —clog—"- . (25)
Jn"1

Gilt das FECHNERsche Gesetz, so mul3, da der Unterschied zweier aufeinander-

folgenden GroBenklassen E, — E, _; konstant ist, sein:

¢ log—]" = k.
Bezeichnet man noch %:¢ durch eine neue Konstante log1/g¢, so hat man
l}_l = 0. (26)

In der Tat zeigen nun alle bisherigen Untersuchungen, da} innerhalb gewisser
Grenzen das Helligkeitsverhiltnis [, ,/], als konstant angesehen werden kann,
und daB also die GréBenschitzungen der Gestirne eine Bestdtigung des FECHNER-
schen Gesetzes liefern. Der Nachweis wird durch direkte Messung des Inten-
sitdtsverhdltnisses [, /], gefiihrt. Eine groBe Reihe spezieller Untersuchungen,
unter anderen auch der groBe Potsdamer Katalog der Helligkeiten (Potsdamer
photometrische Durchmusterung), der alle Sterne der Bonner Durchmusterung
des nordlichen Himmels bis zur GréBe 7,5 umfaBt und auf Messungen mit Hilfe
des ZOLLNERschen Photometers beruht, hat die Konstanz von ¢ fiir denselben
Beobachter nachgewiesen. Eine Ausnahme bilden die geschitzten GréBenklassen
der hellsten Sterne 1. und 2. GroBe. Fiir die schwicheren bis zur 6. GréBe und
auch die teleskopischen hat sich fiir jeden Beobachter ein ziemlich konstanter
Wert von p ergeben. Die Werte liegen alle in der Nihe des Wertes ¢ = 2,5,
logg == 0,398. Durch Addition der Gleichungen

logJ, —log J, =log J, — log J3 = -+ = log Jy.1 — log J, = logo

folgt log J, — log J; = —(n — 1) logo.
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Diese Gleichung gestattet, den Wert von loge aus solchen GréBenschatzungen
von Sternen abzuleiten, fiir welche auch photometrische Messungen der Inten-
sititen vorliegen. Die folgende Tafel, die wir MULLERs ,,Photometrie der Ge-
stirne‘‘ entnehmen, enthilt eine Zusammenstellung einer Reihe von Bestimmungen
des logp fiir die Schédtzungen der Bonner Durchmusterung aus Messungen ver-
schiedener Beobachter. In der ersten Kolumne stehen die GroBenklassen der
Sterne, welche zur Ableitung verwendet worden sind.

Tabelle 3.

Bonner Schitzungen ZI?;‘:' SEIDEL | PEIRCE | WOLFF gﬁ;‘t’ Ug;{r:)(;r.n. Dﬁ?g;‘iﬂ RosEn L]\K:jﬁ'
2.—3. GréBe . . . . |0,406 | 0487 — 0,368 | 0,396 | 0,424 | 0,329 — —
3—4. ., . . . . 10283/0,362|0,391 0,328 | 0,368 0,368 | 0,329 | — ||, 201
4.—5. » Lo e 0,315 | 0,342 | 0,340 | 0,230 | 0,328 | 0,364 | 0,329 — ] ’
5.—6. ’ e 0,209 — 0,437 | 0,178 | 0,382 | 0,377 | 0,329 | 0,388 | 0,303
6.—7. o — — — — — — 0,400 | 0,388 | 0,394
7.—8. Lo — — — — — — 0,400 | 0,363 | 0,392
8.—o. v e e — — — — — — — 0,379 | 0,437

Aus allen Sternen
2—6. GroBe . . . . ]0,341 — 0,371 | 0,305 | 0,356 | 0,385 | 0,329 — 0,280
6.—9. e e — — — — - - 0,400 | 0,380 | 0,402

In dieser Tabelle fillt der systematische Gang der WoLFFschen Werte von logo
auf. Doch ist dieser Gang nach MULLER! nicht Schitzungs-, sondern systema-
tischen Messungsfehlern zuzuschreiben. Die anderen Reihen zeigen bis auf Ab-
weichungen bei den helleren Sternen 2.—3. Gr68e keinerlei Gang mit der Hellig-
keit. Die Mittelwerte weichen freilich, wie nicht anders zu erwarten war, bei
den einzelnen Beobachtern voneinander ab.

Nach einem Vorschlage von PoGsoN ist in den neueren Helligkeitskatalogen
eine bestimmte Zahl fiir logp angenommen, ndmlich:

logo = 0,4,
woraus folgt:
o=12512; -1 —2512.
Jna1

Damit sind die GréBenklassen der Sterne streng definiert, und alle mit dieser
Zahl reduzierten Helligkeitskataloge diirften sich nur durch den Anfangspunkt
der Zahlung voneinander unterscheiden; tatsichlich sind aber die Messungen
gewissen, von der Farbe abhidngigen Fehlern unterworfen, von denen weiter die
Rede sein wird. Die Zahl logpe = 0,4 ist natiirlich willkiirlich und aus Be-
quemlichkeitsriicksichten einfach gewihlt; mit ihrer Hilfe gestaltet sich der

Ubergang von SterngréBen zu Helligkeitsverhiltnissen und umgekehrt rechne-
risch folgendermaBen:

f—: = Num log[(#; — #)0,4] und n, —n = lﬂg—vj—”&:——ﬂog]"‘r. (27)
Die Angabe der SterngréBe kann durch (27) mit beliebiger Genauigkeit ge-
schehen, also mit beliebig vielen Dezimalen, wie sie bei der Schirfe der heutigen
photometrischen Messungen notwendig geworden sind. Die Umrechnung von
GroBenklassendifferenzen in Helligkeitsverhiltnisse ist durch eine Tabelle im
Anhange (Tafel I) erleichtert.

Die Gleichung (27) gestattet auch eine beliebige Ausdehnung der GréBen-
klassenskala nicht nur nach den schwachen, sondern auch nach den hellen

1 Photometrie der Gestirne, S. 457. Leipzig (1897).
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Sternen hin, die nicht mehr, wie urspriinglich, als kurzweg 1. GréBe bezeichnet
werden, sondern dariiber hinaus iiber 0 auch negative GréBenklassen haben kénnen.

12. Systematische, von der Farbe der Sterne abhidngige Fehler visueller
photometrischer Messungen. Wie schon in Ziff. 8 erwdhnt, muB die verschiedene
Empfindlichkeit des Auges fiir verschiedene Farben auch bei photometrischen
Messungen zu Fehlern fithren, wenn die verglichenen Sterne in ihrer Farbe
nicht identisch sind. Diese Fehler miissen sich besonders bei den schwicheren
Sternen bemerkbar machen und sind auBerdem, da sie von der Farbentiichtig-
keit des Auges abhingig sind, individuell. Tatsdchlich weisen denn auch die
verschiedenen Helligkeitskataloge der Sterne systematische Abweichungen unter-
einander auf, und ein absolutes System der Helligkeiten der Sterne gibt es
nicht und kann es strenggenommen auch nicht geben. Es kann aber jedes
von demselben Beobachter iiber eine groBe Anzahl von Sternen aller Spektral-
klassen ausgedehnte System als Standardsystem angenommen werden, und jedes
andere dhnliche System kann dann durch systematische Korrektionen fiir die Sterne
verschiedener Spektralklassen auf das erstere reduziert werden. Alssolche Standard-
systeme der Helligkeiten sind heute vornehmlich dasjenige der Potsdamer
photometrischen Durchmusterung und das der Harvard Photo-
metry angenommen. Der erstgenannte Katalog umfallt 14200 Sterne der nérd-
lichen Halbkugel bis zur GroBenklasse 7,5, der zweite, der sich iiber den ganzen
Sternhimmel erstreckt, enthilt 45792 Sterne. Durch sorgfiltige Vergleichung der
Helligkeiten der gemeinsamen Sterne beider Kataloge, nachdem dieselben nach
Farbe und Helligkeit in Gruppen geteilt waren, haben die Verfasser des erstge-
nannten Werkes ein System von Korrektionen ,,Potsd. Durchm. —Harv. Photom.
abgeleitet, das hier wiedergegeben werden soll. Esist nicht unwichtig, zu bemerken,
daB die Potsdamer Beobachter 14 Abstufungen der Sternfarben zwischen weily
und rot unterschieden haben. Die folgende Tabelle gibt eine Zusammenstellung
dieser Stufen mit einem anderen viel benutzten Sternfarbensystem von OSTHOFF!,
das eine zehnstufige Skala mit Unterabteilungen bis zu einem Zehntel fiir die
Farben der Sterne einfithrt. In der Tabelle der Korrektionen sind die 14 Pots-
damer Gruppen zu vier Hauptgruppen zusammengefa@t.

Tabelle 4.
Farbe Helligkeit der Potsdam — Harvard-Photometry

Potsdam OsTHOFFP Sterne w ! GW WG ‘ G Alle
w 2,4 2m,00 —22,49 | 40,23 +0,20 +0,12 10,07 +0,16
W4 2,5 2,50 —2 ,99 10,24 4-0,21 +0,12 +0,05 40,16
GW — 2,8 3,00 —3 ,49 40,25 +0,22 +0,11 +0,04 | 40,16
GW 3,3 3,50 —3 ,99 +0,27 +0,23 +0,11 +0,03 | +0,16
GW 4 3,8 4,00 —4 ,49 | +0,28 40,23 40,10 40,02 | +0,16
WG— 4,1 4,50 —4 ,99 | +0,29 +0,24 40,10 +0,01 | 0,16
WG 5,2 5,00 —5 ,49 | +0,30 40,25 | +0,10 —0,01 +0,16
WG+ 5.5 5,50 —5 ,99 | +0,31 40,26 40,09 —0,02 +0,16
G— 6,1 6 ,00 —6 ,49 | +0,33 +0,27 40,09 —0,03 40,16
G 6,4 6 ,50 —6 ,99 | +0,34 +0,27 +0,09 —0,04 40,16
G+ 6.5 7 ,00 —7 ,49 ' 40,35 +0,28 +0,08 —0,05 40,16
RG— 6,7 7,50 —7 ,99 | +0,36 +0,29 40,08 —0,07 +0,16
RG 6,9 8 ,00 —8 ,49 +0,37 +0,30 +0,07 —0,08 40,16
GR 8,8

13. Die Ausgleichung photometrischer Beobachtungen. Die Genauigkeit
nicht nur der Helligkeitsschidtzungen, sondern auch diejenige der photometri-
schen Messungen, die letzten Endes auf eine Schitzung der Gleichheit zweier

! Public. d. Spec. Vatic. VIII (1916).
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Lichteindriicke hinauslaufen, unterliegt dem FECHNERschen Gesetze
E=clog]+C,

nach dem nicht die Intensititen selbst, sondern ihre Logarithmen zur Empfin-
dung kommen. Dieses ist bei der Ausgleichung einer Reihe von Beobachtungen
zu beachten, wenn es sich darum handelt, den wahrscheinlichsten Wert fiir die
Helligkeit zu bestimmen. Esseien J;, J», . . ., J, die gemessenen oder geschitzten
objektiven Helligkeiten, denen die Empfindungsstirken E,, E,, ..., E, ent-
sprechen mégen, wihrend die wahrscheinlichsten Werte J und E sind. Es
gelten dann die Gleichungen

E =clog/,+C,

E =clog] +C
oder

E,—E = clog %

Ebenso hat man

Betrachtet man die GréBen E, — E, E, — E, ..., E, — E als Beobachtungs-
fehler und legt der Ausgleichung das Gausssche Fehlergesetz zugrunde, so muf3
die Summe der Fehlerquadrate ein Minimum werden, was die Gleichung ergibt

<log l]l>2—|— (log -J]%>2+ R <log —]]—"—)2 = Minimum.
Fiir die Bestimmung des wahrscheinlichsten Helligkeitswertes J hat man dann
die Gleichung

Ju J2

log] +10g7—}— +logff=

oder

: log J — log_]l—}-log];-}—n-—l—log]ZL'
Man hat also bei Ausgleichungen nicht die Helligkeiten selbst, sondern ihre
Logarithmen der Rechnung zugrunde zu legen, weil nur die Fehler der Empfin-
dungsgr6Ben oder die ihnen proportionalen Helligkeitslogarithmen gleiches
Gewicht besitzen.

Die Anwendung des Gaussschen Fehlergesetzes setzt freilich voraus, daB3
die Grofen E, — E reine Beobachtungsfehler sind, also auf der Unvollkommen-
heit des Auges beruhen, wihrend sie tatsiichlich auch durch duBere Umstinde,
zu denen bei astronomischen Messungen die Unruhe der Bilder und die ver-
dnderliche Durchsichtigkeit der Luft gehoren, mit beeinfluBt sind. SEELIGER?
findet, daB beim Uberwiegen dieser duBeren Fehlerquellen unter Umstdnden
eine andere Ausgleichungsformel vorzuziehen sei.

14. Beleuchtungsprobleme. Die Beleuchtung einer ebenen Fliche
durch einen leuchtenden Punkt. Es sollen jetzt diejenigen Fragen des photo-
metrischen Kalkiils, die in der Astronomie von Bedeutung sind, behandelt
werden. Da die Sterne und Planeten in den meisten Aufgaben als leuchtende
Punkte angesehen werden kénnen, empfiehlt es sich, diesen einfachen Fall der
Beleuchtungsaufgaben zu Anfang und getrennt zu behandeln.

1 AN 132, S. 209 (1893).
2*
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Als Grundlage dienen uns die Formeln (19) bis (22) und die Definitionen
der Ziff. 6.

Ist der leuchtende Punkt in endlicher Entfernung von der Fliche, so be-
zeichnen wir den senkrechten Abstand derselben von ihm durch ¢ und zerlegen
die Fliche in Elemente ds, auf welche die Gleichung (19) angewandt werden
kann, d. h. fiir welche der Abstand » und der Einfallswinkel des Lichtes ¢ einen
bestimmten Wert hat. Die elementaren Lichtmengen 4Q sind dann fiir alle
Elemente der Fliche zu summieren, wobei die Intensitit J, da sie fiir einen
leuchtenden Punkt in allen Richtungen dieselbe ist, konstant bleibt:

0= ]/coszds’

wodas Integraliiber alle Elemente der Fldche zu erstrecken ist.

Ist die Begrenzung der Fliche ein Kreis, und befindet
sich der leuchtende Punkt senkrecht iiber seinem Zentrum,
so ist die Ausrechnung des Integrals sehr einfach. Man
zerlegt die Fliche durch polare Koordinaten in Elemente
ds = pd@dg oder noch einfacher in Kreisringe 2o do,
Abb. 5. Die Beleuch- weil auf allen Elementen eines solchen Kreisringes # und ¢
tung einer Kreis- denselben Wert haben. Die gesamte auf die Kreisfliche vom

scheibe. Radius a auffallende Lichtmenge wird dann durch ein ein-
faches Integral bestimmt

(9 ' d
= 2] / C = 2a / (eci o = 2] {1 e 172} B

Denkt man sich den Radius a unendhch groB3, so erhilt man Q = 2s J . Dieses ist
die Lichtmenge, die der leuchtende Punkt nach der einen Hemisphire aussendet.
15. Die Beleuchtung einer beliebigen geschlossenen Fliche. Wir wollen

hier eine Gleichung fiir die elementare Lichtmenge benutzen, welche sich aus
der Fundamentalgleichung (19) ergibt, wenn man das Lot aus dem strahlenden
Punkte P auf die Ebene einer Elementarfliche ds,

das wir durch $ bezeichnen wollen, einfiihrt. Es

ist dann p = 7 cost, wo # der Abstand des Punktes P

. A von ds ist und die elementare Lichtmenge

N aQ=Jast. (29)

Wir denken uns die geschlossene Fliche iiberall
konvex. Ziehen wir aus dem strahlenden Punkte

/, ‘\ einen beriihrenden Kegel an die Fliche, so ergibt
O sich auf derselben eine Beriihrungskurve a a a,
v welche auf der Fliche den beleuchteten von dem
w beschatteten Teil trennt. Denkt man sich um den
strahlenden Punkt P eine Kugel beschrieben und

Abb. 6. Die Beleuchtung ciner 1€gt an diese Kugel und die Fliche alle gemeinsamen
geschlossenen Flache. Tangentialebenen, so bilden diese zusammen eine
konoidische umhiillende Fliche, deren Beriihrungs-

kurve bbb mit der Fliche die Eigenschaft hat, daB fiir alle Punkte derselben p
denselben Wert hat, der dem Radius der Hilfskugel um P gleich ist. Je grofer
dieser Radius angenommen wird, desto kleiner werden die Berithrungskurven &4 4 b,

bis sie, wenn die Kugel die Fliche beriihrt, zu einem Punkte ¢ zusammenfliel3en.
Dies ist der Punkt der stirksten Beleuchtung, der auch der glianzende Punkt
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der Flache genannt wird. Fiir diesen Punkt erreicht 4 seinen Maximalwert, wih-
rend 7 ein Minimum wird. Legt man durch P und ¢ Ebenen, so schneiden diese
die Flache lings sog. Beleuchtungsmeridianen, auf denen die Beleuchtung
vom Punkte ¢ aus stindig abnimmt. Die zu Pc senkrechten Schnitte der Fliche
nennen wir Beleuchtungsparallele. Denkt man sich diejenigen Punkte der Fliche
durch Kurven verbunden, in denen die Beleuchtung dieselbe ist, so erhilt man
sog. Isophoten. Es ist leicht einzusehen, daB, wenn die betrachtete Fliache
eine Kugel ist, die Isophoten mit den Beleachtungsparallelen zusammenfallen.
Auch wenn der strahlende Punkt sich in der Rotationsachse einer Rotations-
fliche befindet, ist dasselbe der Fall.

Bei der Berechnung der gesamten Lichtmenge, die auf eine Fliche von
einem leuchtenden Punkte aus fillt, brauchen wir nur den ridumlichen Winkel
zu kennen, unter dem die Fliche von P aus erscheint. Dieser ist durch das
Flachenstiick einer Kugel vom Radius 1 gemessen, das von dem beriihrenden
Kegel aus ihr herausgeschnitten wird.

Ist die Fliche eine Kugel oder eine Rotationsfliche, deren Achse
durch den leuchtenden Punkt geht, so ist der Beriihrungskegel ein gerader
Kegel und das Flichenstiick, das den rdumlichen Winkel miBt, eine Kalotte
auf der Kugel vom Radius 1. Im Falle einer Kugel mit dem Radius « und
dem Abstande ¢ des Zentrums vom leuchtenden Punkte wird die Fliche der

Kalotte gleich 27:{1 Ve uz}. Somit ist die auf eine Kugel einfallende
Lichtmenge ¢

2t —E— (30)

Ist der Abstand des leuchtenden Punktes von der Fliche so groB, daB er
fir alle ihre Elemente als gleich betrachtet werden kann (r = konst.), so wird
bei Einfithrung der Bezeichnung [, fiir J :#% die elementare Lichtmenge

dg = J,dscost, (31)
wo also [, die Intensitit im Abstande » bedeutet. Der umhiillende Kegel ver-
wandelt sich dann in einen beriihrenden Zylinder, dessen Achse in der Richtung
der Strahlen liegt. Die Gleichung der Isophoten erhdlt man dann aus der
Bedingung, daB fiir dieselben cos? = konst. Ist die Gleichung der Fliche
F(x,y,2) = 0 und sind «, §, y die Winkel der einfallenden Strahlen mit den
Koordinatenachsen, so ist coss, als Kosinus des Winkels der Normalen zur Fliche
mit der Richtung der Strahlen, fiir die Isophoten durch die Gleichung gegeben

chs aFc s oF
_0;\7 oa+ay 0! ﬂ—ECOSJ'

081 = 7 ... = — konst., (32)
1/(0F\¢ (OF\* (0F\?
V(a) +oy) +(62)

und diese Gleichung ist die Gleichung der Isophoten.

Fiir die Kugel ist die Beleuchtungsgrenze der groBe Kreis, der senkrecht zur
Beleuchtungsrichtung liegt, und die Isophoten sind Kreise, die zu ihm parallel
sind. Ferner ist die Beleuchtung in jedem Punkte der Kugel dem Sinus der Breite
proportional, die von jener Beleuchtungsgrenze als Aquator gerechnet ist.

18. Das Lambertsche Emanationsgesetz. Wir haben in den Gleichungen (21)
und (22), die der Strahlungslehre entnommen sind, die Grundlage fiir die Be-
handlung der Probleme iiber leuchtende Flichen. Der Gleichung fiir die von
der leuchtenden Fliche o auf die Fliche s einfallende Lichtmenge

0= hoscosecost

72
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liegt das LAMBERTsche Emanationsgesetz zugrunde. Dasselbe folgt fiir
den sog. schwarzen Korper aus seiner Definition. Es gilt aber genihert auch
iiberhaupt fiir undurchsichtige glithende Kérper, was wir hier wegen der Wichtig-
keit dieses Gesetzes fiir unsere Probleme durch einen Beweis bekriftigen wollen.

LAMBERT! selbst hielt sein Gesetz unter anderem durch den Umstand fiir
bewiesen, daB3 die Sonne eine gleichmiBige Helligkeit besitzt. Das trifft nun tat-
sidchlich nicht zu, und der Irrtum ist dadurch zu erkliren, dal LAMBERT
keinerlei Messungen der Lichtverteilung auf der Sonnenscheibe vorgenommen
hat, ebenso wenig wie an anderen selbstleuchtenden Korpern, also etwa gliihenden
Platten oder Kugeln. Trotzdem ist das LaMBERTsche Gesetz im wesentlichen
richtig. Einen Beweis fiir dasselbe zu liefern, ist erst gelungen, nachdem man
die Fouriersche Anschauung iiber das Wesen der Ausstrahlung zugrunde ge-
legt hat, nach welcher die Ausstrahlung nicht von der Oberfliche allein, son-
dern aus einer gewissen Tiefe unter derselben vor sich geht. Wie ZOLLNER?
nachgewiesen hat, sind die fritheren Versuche, die Richtigkeit des LAMBERTschen
Gesetzes zu beweisen, derjenige von LAMBERT selbst sowie die von BEER® und
RHEINAUER?, unzulinglich. ZOLLNER hat als erster die FOURIERsche Anschau-
ung fiir seinen Beweis benutzt, ebenso andere Physiker, wie z. B. LoMMELS,
Auch diese Beweise ermangeln einer vollkommenen Strenge, soweit sie die
Brechung der Strahlung an der Grenze des leuchtenden Korpers nicht beriick-
sichtigen. Tut man das, so ergibt sich eine fiir die astronomische Praxis un-
wesentliche Abweichung von der LaMBERTschen Formel, die wir aber des prinzi-
piellen Interesses wegen nach SMOLUCHOWSKI DE SMOLAN ¢ hier mitteilen wollen.
Die strenge Formel hat den Vorzug, auch der durch Beobachtung festgestellten
teilweisen Polarisation der Strahlung Rechnung zu tragen.

Wir denken uns den Kdérper eben be-
grenzt und betrachten ein Flichenelement do
der Begrenzungsfliche MM als Spitze des
raumlichen Winkels dw, der sich unter dem
Winkel ¢ zur Normalen ins Innere des strah-
lenden Kérpers ausdehnt. Wir betrachten
die Strahlung eines Elementarvolumens dv
innerhalb dieses rdumlichen Winkels im Ab-
stande » von do. Es sei dv ein Element des
rdaumlichen Winkels zwischen den Radien #
und 7 + 47 und daher dv = 2dwdr. Die
Leuchtkraft des Korpers, die wir in allen

Abb. 7. Das Lameertsche Gesetz fir seinen Teilen gleich groB annehmen, sei in
Selbstleuchter. allen Richtungen gleich J,. Es ist also J,dv

die von dv in den rdumlichen Winkel 1 aus-

gestrahlte Lichtmenge; die auf das Element do von dv gelangende Lichtmenge

ist also

- ]Od_”‘:z‘ﬁoﬂ = Jodocosidrdw,

vorausgesetzt, dal auf dem Wege » keine Absorption stattfindet. Die Abnahme
dieser Lichtmenge auf dem Wege 47 durch Absorption ist der urspriinglichen

! Photometria sive de mensura et gradibus luminis, colorum et umbrae. (1760).
Deutsche Ausgabe von ANDING. Leipzig 1892.

2 Photometrische Untersuchungen usw., S. 12. Leipzig 1865.

3 GrundriB des photometrischen Calciils, S. 6. Braunschweig 1854.

¢ Grundziige der Photometrie, S. 2. Halle 1862.

5 Wiedem Ann 10, S. 449. (1880). 8 J de Phys (3) 5, S. 488. (1896).
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Lichtmenge ¢ und der Strecke d7 proportional, daher ist
dg= —kgqdr

und nach Integration iiber die ganze Strecke 7 bis zur Oberfliche

Ingqﬂz—kr; go = geFr.

Hier ist & der Absorptionskoeffizient des Mediums und g, die bis zur Oberfliche
gelangende Lichtmenge. Setzt man in die letzte Gleichung den Wert von g ein,
so wird

go = Jodwdocosie krdr.

Von simtlichen Volumelementen innerhalb des riumlichen Winkels erreicht die
Oberflache also die Lichtmenge, die man durch Integration dieses Ausdrucks
von 7 = 0 bis zu einem Abstande » = g erhilt, aus welchem kein Licht mehr
bis zur Oberfliche gelangt:
[4
Q=]0dwd0cosife"”dr=%docosidmﬂ — e~ke), (33)
0

Da nun e-*¢ verschwindend klein sein muf, wenn der Koérper undurchsichtig
ist, so erhdlt man fiir einen solchen Korper

0="2dscosidn. (34)

Darf man die Brechung der Strahlen an der Oberfliche vernachlissigen, so
tritt nach auBen aus dem Element do in den raumlichen Winkel dw derselbe
Energiestrom. Esist dann ¢ = ¢, und wir erhalten das LAMBERTsche Emanations-
gesetz in der Form

Q = Jdocosedw, (35)

wo
B=7
gesetzt ist.
Bei senkrechter Ausstrahlung (¢ = 0) wiirde Q, = Jdodw und

Q

—- = COSg.

Qo
Ist dagegen der glithende Korper teilweise durchsichtig, so ist die Integration
bis zur unteren Begrenzung auszufiihren. Denken wir ihn uns von beiden Sei-
ten durch parallele Ebenen begrenzt, deren senkrechter Abstand H sein moge,

so wird ¢ = coss und wir erhalten, ¢ = ¢ vorausgesetzt,

0s ¢
_kH
Q:Jk‘-’docosedw<1 —e 0058), (35"

ebenso 7
Qo= dodw (1 — e *H)
und mithin

_kH
Q . 1 — e cose )
‘Q; = COSST:__E—L”E' (}6)

Fiir ¢ = 0° und ¢ = 90° wird dieser Ausdruck gleich 1 resp. 0, fillt also mit
dem LaMBERTschen Gesetze zusammen, fiir dazwischenliegende Werte weist er
dagegen Abweichungen auf, die von dem Produkte 2H abhingig sind.
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Um nun den Fall einer merkbaren Brechung und Reflexion der Strahlen
beim Austritte aus der Oberfliche des Korpers ebenfalls zu untersuchen, miissen
wir zundchst einen Hilfssatz {iber die Brechung eines rdumlichen Win-
kels einfiigen.

Wir betrachten in Abb. 7 MM als die Grenze zweier Mittel I und II mit
den absoluten Brechungsexponenten 7, und #,. Die Strahlung im rdumlichen
Winkel dw mit dem Neigungswinkel ¢ zur Normalen tritt in den rdumlichen
Winkel de” unter dem Neigungswinkel ¢ zur Normalen in das obere Mittel.
Dann haben wir nach dem SNELLIUSschen Gesetze

7, SNt = ny sine . (37)

Die GroBe des rdumlichen Winkels driicken wir in sphidrischen Koordinaten
durch Zenitdistanz und Azimut (4, und A4,) auf der Einheitskugel aus, so dal

dw = sinidA,di, dw’ =sinedd,de.
Da aber 4, = 4, und d4, = d4,, so ist

dom sin¢ di ny dt

do’ ~ sinede  myde’

Differenzieren wir die Gleichung (37), so wird

%, cost di = nycosede
und daher
di _ mycose
de  mycosi’

d (l); (38)

Wir nehmen also an, dall die Strahlung, aus einem undurchsichtigen Kor-
per austretend, in do gebrochen wird; dann wird sie durch Reflexion nach der
FresnELschen Formel geschwicht, und zwar im Verhiltnis

dw (nz‘ 2 COS &
T \my) cosi’

_1_1 sin® (2 —¢&) | tg?(i — ¢)
p=1= 3 [t a T 9
Der austretende Energiestrom ist also:
_ 4 Jo .
Q #p?docoszdw.

Ersetzt man hier dw durch seinen Ausdruck (38), so ergibt sich

Q= p%(ﬁz—fdw'docose. (34")
"y
Es tritt also jetzt an Stelle von 11;9, das bei dem einfachen LaMBERTschen Ge-

setze das konstante Leuchtvermégen der Oberfliche oder die kon-
stante Flichenhelligkeit des leuchtenden Kérpers bedeutet, die GréBe

ple-
auf, welche nicht mehr konstant ist, da sie sich mit p dndert, also von ¢ und
¢ abhingig ist. Es ist also das LaMBERTsche Gesetz in diesem Falle nicht mehr
streng giiltig. Die Formel (34°} enthdlt auBerdem den Satz von KIRCHHOFF-
Crausius, welcher ausdriickt, dal3 das Emissionsvermégen eines Korpers I dem

Quadrate des Brechungsexponenten des Mittels I, in dem er sich befindet, pro-
portional ist.

nj
ng
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Infolge der Brechung muf3 das schrig ausgestrahlte Licht teilweise polari-
siert sein. Das haben schon ARAGO sowie PROVOSTAYE und DEssAINS gefunden,
und MacNus hat als Grund dafiir die Brechung erkannt. Fiir teilweise durch-
sichtige Korper erhilt die Formel (34') ebenso wie (35°) noch den Faktor
(1 — e~#Hsecs) . Diese Formel ist von verschiedener Seite einer experimentellen
Priifung unterworfen worden. Fiir Gase mit wenig von 1 verschiedenen Bre-

chungsexponenten wird p %% nahezu gleich 1, und die Formel (35'), die fiir
1

diesen Fall gilt, fand eine gute Bestétigung in den Messungen von LUMMER und
REeIcHE!, GROSS? u. a. Bei festen glithenden Kérpern, wie Quarz- und Metall-
platten, glithenden Drihten, sind die auftretenden Abweichungen von der ein-
fachen LaMBERTschen Form (35) im Sinne der Formel (34'), also durch Reflexion
und Brechung bedingt. Das einfache LAMBERTsche Gesetz (35) ist somit als
Grenzgesetz anzusehen, das nur fiir schwarze Strahlung streng gilt. Aus der
umfangreichen Literatur iiber dasselbe nennen wir von theoretischen Arbeiten
noch: H.v. HELMHOLTZ, Vorlesungen iiber theoretische Physik 6, ULJANIN,
Wiedem. Annalen 62, S. 528, 1897 und F. JENTzSCH, ,,Studien iiber Emission und
diffuse Reflexion®, Habilitationsschrift, GieBen 1912 und Ann. d. Physik 39,
S.997, 1912. Eine vollstandige Ubersicht iiber die experimentellen Arbeiten findet
sich im Beitrage von H. CouN iiber Photometrie in MULLER-POUILLETs Lehr-
buch der Physik, 1T, 1929.

Wir wollen das Ausstrahlungsgesetz leuchtender Kérper, da in den astro-
nomischen Anwendungen desselben nur undurchsichtige Strahler in Frage kom-
men, immer in der LAMBERTschen Form anwenden:

Q= Jdocosedw,

wo mit J die Leuchtkraft der Oberfliche bezeichnet ist, welche also bei strenger
Giiltigkeit des LamMBERTschen Gesetzes eine Konstante, bei Abweichungen von
demselben dagegen mit dem Emissionswinkel verdnderlich ist.

17. Die Dichtigkeit der Beleuchtung und die Helligkeit des leuchtenden
Elementes. Will man die Lichtmenge bestimmen, die vom Element do auf
ein Element ds eines anderen Korpers iibergeht, so hat man an Stelle des raum-
lichen Winkels d den Ausdruck ds coss/r? zu setzen, weil beim Einfallswinkel 2
und dem Abstande # dieses der riumliche Winkel ist, unter welchem ds von do
aus erscheint. Wir erhalten somit

dodscosecosi

Q= jlotecoss
Die Beleuchtung des Elementes ds ist

docosecost
L= oot

Setzt man hier ¢ == 0, so fialit das Licht senkrecht auf; man nennt diese vom
Elemented o auf dieFlicheneinheit senkrecht einfallende Lichtmenge D == <——3-

auch die Dichtigkeit der Beleuchtung. Wird noch statt » die Einheit
der Entfernung genommen, so erhilt man die von do auf die Flicheneinheit
in der Entfernung 1 senkrecht auffallende Lichtmenge Jdocose, welche auch
die unter dem Winkel ¢ ausgestrahlte Lichtmenge genannt wird.
Denkt man sich an Stelle des beleuchteten Elementes ds das menschliche
Auge und meint die Wirkung von do auf dasselbe, so spricht man von der

1 Ann d Phys 33, S. 857. 1910. 2 Dissertation, Breslau 1911.
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die wirkliche und die scheinbare Helligkeit. Erstere ist gleich der Be-
leuchtung bei senkrechter Inzidenz dividiert durch die Gré8e des Elementes do,

also

D 1
H:d—azjﬁcose. (39)

Die scheinbare Helligkeit dagegen ist gleich der Beleuchtungsdichte divi-

diert durch die scheinbare Gré8e des Elementes do, welche gleich ist do;o >

br 7. (40)

docose
Fiir einen leuchtenden Kérper, der das LaMBERTsche Gesetz befolgt, ist die
scheinbare Flidchenhelligkeit unabhingig von seiner Form in allen Punkten die-
selbe und gleich der Leuchtkraft. Sie ist unabhingig von der Entfer-
nung des leuchtenden Koérpers. Dieselbe Definition der scheinbaren

Flichenhelligkeit gilt auch fiir beleuchtete Korper. Ist df das reflektierende

Flachenelement, [f(i, &) das Reflexionsgesetz, D = Ijﬂy; )aj die senkrecht in

h=

der Entfernung » auf die Flicheneinheit reflektierte Lichtmenge, so ist auch
hier die scheinbare Helligkeit oder die Flichenhelle des Elements df

D .
h= o = I'f(i,¢)sece

unabhéngig von der Entfernung des beleuchteten Korpers.

18. Einige Aufgaben iiber die Beleuchtung von Flichen durch Flichen.
Ist die Lichtmenge zu berechnen, die von einem leuchtenden Kérper auf ein
Flachenelement ds {ibergeht, so ist die Formel

dodscose
aQ = 4 72
iiber alle Elemente do des Kérpers zu summieren, welche nach ds Licht senden
konnen, d. h. iiber alle Elemente, die durch die Beriihrungslinie mit dem von d's
an den Kérper gelegten Tangentialkegel begrenzt sind:
d d
deSZJ Ocosgzds/]r—:coss. (41)

¥2

Bei strenger Giiltigkeit des LAMBERTschen Gesetzes, wenn also die Leuchtkraft
aller Elemente dieselbe ist, kann J vor das Summen- oder Integralzeichen ge-
nommen werden:

Q:]ds./docosa‘ (42)

2
Da nun docose/r? gleich ist dw, dem rdumlichen Winkel, unter dem das Ele-
ment do erscheint, so kann man auch schreiben

Q:dsf]da)
Q=]ds/da)=]dsw. (43)

Es kann also die leuchtende Fliche ersetzt werden durch diejenige, welche aus
der Kugel mit dem Radius 1 von dem Tangentialkegel herausgeschnitten wird.
Jeder Punkt dieses Ausschnittes besitzt dann die Leuchtkraft des entsprechenden
Elementes des leuchtenden Kérpers, und alle Punkte haben dieselbe Leuchtkraft.

1. Der ANDINGsche Satz. ANDING hat aus diesem Hilfssatz eine wich-
tige Folgerung gezogen. ,,Bei allen leuchtenden Fldchen, die einen
Mittelpunkt haben, reduziert sich die Beleuchtungsaufgabe

und bei J = konst.
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darauf, die Lichtquantitit zu ermitteln, welche die betref-
fende Fliche auf ein horizontales Element sendet, wenn ihr
Mittelpunkt senkrecht iiber demselben liegt®. In der Tat, es sei F
die leuchtende Fliche mit dem Mittelpunkte C, df das beleuchtete horizontale
Element. Ist auf der Hilfskugel dw die scheinbare GroBe eines Elements dF,
ferner M die Projektion des Mittelpunktes, Z diejenige des Zenits, dann ist ZM die
Zenitdistanz z des Mittelpunktes, Z dw der Einfallswinkel . Bezeichnet man noch
die Seite Mdw durch v und durch ¢ den Winkel zwischen den Seiten v und z,
so hat man
COS% = C0SZCOSV -+ sinzsinv cosg.

Die Lichtmenge, die von dF auf df iibergeht, ist
dQ = Jdfcosidw
oder nach Einsetzung des Wertes von cosi
dQ = (Jdfcoszcosv + Jdfsinzsinvcosp)dw .

Bei einer Mittelpunktsfliche gibt es zu jedem Element
A4 F ein zweites, fiir welches v denselben Wert hat, ¢ aber
in den Wert ¢ + n iibergeht. Bei der Integration iiber
alle Elemente d F {illt deshalb das zweite Glied fort, und
man erhilt fiir die gesamte Lichtmenge

Q= ]df/coszcosvd(u,

. . Abb. 8. Der Satz von
und da cosz konstant ist, so wird ANDING.

Q=]dfcoszfcosvdw.

Es folgt hieraus, daB die Lichtmenge, welche eine Mittelpunktsfliche auf ein
horizontales Element wirft, immer proportional ist dem Kosinus der Zenit-
distanz des Mittelpunktes. Wir haben bis jetzt gleiche Leuchtkraft der Elemente
angenommen; der Satz gilt aber auch dann, wenn den Elementen v, ¢
und v, @ + 7 gleiche Leuchtkraft entspricht, denn das zweite Integral ver-
schwindet auch in diesem Falle. Es wird dann die gesamte Lichtmenge

Q:dfcoszf]cosvdw. (44)

Nach dem ANDINGschen Satze kann also die Beleuchtung durch eine Mittel-
punktsfliche einfach fiir den Fall berechnet werden, daB3 der Korper im Zenit
steht, 2=0. In diesem Falle wird aber, da v =17 ist, das Integral der

Gleichung (44) gleich f Jcosidw. Denkt man sich an die Fliche der Ein-

heitskugel im Zenit eine Tangentialebene gelegt, so wird cosidw zur Pro-
jektion von dw auf diese Ebene. Die leuchtende Fliche wird somit ersetzt
durch ihre Projektion auf ihre Tangentialebene im Zenit, z. B. eine Kugel
durch einen Kreis. Hat die Kugel den scheinbaren Radius s, so ist der
Radius des Kreises sins, und die von einer gleichmiBig hellen Kugel auf das
Flachenelement iibergehende Lichtmenge wird einfach der Fliche des Kreises
proportional :

Q= Jdfnsin?s. (45)
Ist die Kugel nicht im Zenit und hat ihr Zentrum die Zenitdistanz 2, so hat man

Q = Jdfnsinscosz. (46)
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Ahnlich findet man die Lichtmenge von einem gleichmiBig hellen Ellipsoid
mit den scheinbaren Halbachsen s; und s, zu

Q = Jdfnsins;sins, cosz.

2. Es ist die Lichtmenge Q zu berechnen, die von der Sonne
in der Zenitdistanz z auf ein horizontales Flichenelement ds
fallt.

Die Intensitdtsverteilung auf der Sonne nehmen wir nach EMDEN! an

J=Jo3(1 + $cosi). (47)
Hier ist [, die Leuchtkraft des Zentrums der Sonne und 7 der Austrittswinkel
der Strahlen, der durch die Gleichung sins = r: R bestimmt ist, wo R der
Sonnenradius, 7 der Abstand vom Sonnenzentrum, die wir uns in WinkelmaB aus-
gedriickt denken. Wir verlegen die Sonne in den Zenit und projizieren sie auf
die Tangentialebene. So erhalten wir die Sonne als kreisrunde Scheibe, die wir
uns in Ringe 277 d7 gleicher und nach dem Rande zu abnehmender Helligkeit
zerlegt denken. Die Lichtmenge der gesamten Scheibe wird dann

R

R
Q(,:ans/]rdr:@/O—{—%lM—%)rdr;
(8] 0

nach Ausfiihrung der Integration erhalten wir:
Qv = s JoR2ds.
Bei der Zenitdistanz 2z erhilt man also
Q=4nJ,R?coszds. (48)
3. Esist dieLichtmenge, dievon einer teilweise verfinster-

ten kreisrunden leuchtenden Scheibe vom Radius 1 (Sonne,
Stern) ausgeht, welche die Randverdunkelung
F(r) = A(1 + pcosi) = A(1 + py1 —12) (49)
aufweist, zu berechnen, wenn die Verfinsterung durch eine
kreisrunde Scheibe vom Radius R erfolgt.
Die gesuchte Lichtmenge entspricht bei x4 = § (siche vorige Aufgabe) und
R gleich dem Mondradius der Beleuchtung bei Sonnenfinsternissen, denn der
obige Wert der Konstanten u entspricht der Randverdunkelung der Sonne nach
visuellen Messungen. Bei anderen Werten von u ist
die Formel auch fiir verschiedene getrennte Spektral-
bereiche annihernd giiltig, wie das WITTING? gezeigt
hat. Wir diirfen sie, solange iiber die Randverdunkelung
bei Sternen anderer Spektralklassen nichts bekannt ist,
als Niherung auch fiir diese betrachten.

Wir fiihren polare Koordinaten (7, w) ein mit
dem Ursprung im Zentrum der verfinsterten Scheibe
und rechnen die Winkel w von der Verbindungslinie

Abb. 9. Die Verfinsterung der Zentren beider Scheiben. Der Abstand der Zentren

eines Sterns. sei @. Dann ist die gesuchte Lichtmenge
1 7T 1 T
0= Z/dr/rF(r)dw —24 dr/7(1 F 1= ) driw, (50)
R-a w, R-a a\rccos’JWLaz_Rz .

— 2ar

! Probleme der Astronomie. Seeliger-Festschrift S. 347. (1924).
% Festschrift zu A. DoNNERs 60jahrigem Geburtstag. Om stralningen fran olika delar
af solskifvan. Helsingfors 1915,
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wo m, der einem bestimmten 7 entsprechende Grenzwert von o ist. Wir inte-
grieren nach w, dann ist
1 1

" 2 2 _ p2
Q=2n [rF(r)dr — zlrF(r) arccos%le- dr
R-a R—a
, -

__24n[rdr+2A7T,u,7l/1—7’2d7’—-2A/ 1+,u]/1——72)arccos 2+2am——d7

R-a R-a
1 I
—a)? 3 " 2 2 __ 2
=2An(%—(32a) +’;[1—(R—a)2]2)_2A[jyarccos_’%‘id_rﬁ dr
R-a

1 11
1 72_}_‘12_122
— 22 =
+‘ufr(1 7%)" arccos ——— dr].
R-a

Das erste der iibrigbleibenden Integrale ergibt nach partieller Integration

2 2 __ 42 2
I=— (arccos 1ha-R (R— a)2 + rdr r-a+R .
2a }/2u272+ 202 R+ 272 R2—¢yt—a*—R*

Setzt man im letzten Integral

. x=19*—a*>— R?
so wird dasselbe ’

1-a?-R? ) 1 a@?-R 1-a%-R?
:L/ﬁizR _dx — ——(4a2R2——x2) + R _d_"__:
2 V4a2R2——x2 2a /
| l c12R2
-2aR -2aR -2aR
— a2 2
—-—;—}/4 @R — (1 — a2 — R?)?2 — R? (arccos L‘;a_}?i — :n)
Es ist also
2
—241=—4 [arccos_t‘;—a—- —a(R—ap — V4R — (1 — a* — RO
— R2arccos t?a_l_?i?“ + nRz]

Das Integral II lassen wir unverdndert; es 1Bt sich freilich auf eine
Funktion zweier elliptischer Integrale erster und zweiter Gattung zuriickfithren,
doch wird dann die numerische Auswertung schwieriger als die des urspriing-
lichen Integrals. Damit haben wir

2”,” — e 1+a =R p 1-a— K
1 — (R — a)?] arc cos >a + R2 arccos Yy

1
_ R
+- }/4a2R2—-(1—u2 R2)2 —n R — 2/4/7(1—72)331”000572%%1—2- r}

2 2
A ln(1 — R2) — arccos - - aza R

2

_ 2 .
+ R2arccos LZ%_R_E + % ]/41/12R2 —(1 — a® — R2)?

(51b)

1
+ O,u{ (1 — (R — a)z)g /7(1 — 72)? arc cos B E 4 R2drH.

2ar
L R-a
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Diese Formel ist fiir den Fall abgeleitet worden, dal a << R. Man kann sich
leicht {iberzeugen, daB bei a >> R alles unverindert bleibt bis auf das vorletzte

2Aus . .
3‘“ 7 reduziert. Die Formel

Glied, welches sich auf die Form

14 a* — R? 1—a®— R?
— _ R — T LR il
0 A{ (1 — R?) —arccos —— R*arccos ——

+ L Yaa@ R = (1 — @ — R (51a)

B 1
2 + a2 R2
+ 2u [* / (1 — 72) arccosffrz—y d?’ﬂ
a’R

gilt also fiir den Anfang der Verfinsterung, und zwar sowohl bei R > 1 als auch
im Falle R << 1; bei R > 1 gilt sie bis ¢ = R, worauf dann Formel (51b) in
Kraft tritt bis zur vollkommenen Bedeckung. Bei 1 > R >> } gilt (51a) eben-
falls bis @ = R, (51b) gilt aber nur bis ¢ = 1 — R, dem Momente der inneren
Beriithrung, worauf dann die ebenso abzuleitende Formel:

a+R
(1—(R~a)2)g—/ r(1—1r?)2 arccosﬂ——ipzaa% ﬂ (51¢)

Q= A{n (1—R%)42u ;
R-a

anzuwenden ist. Endlich, bei R < § gilt (51a) bisa=1—R. Vona=1—R

bis @ = R gilt die Formel:

0=4

wihrend von ¢ = R bis a = 0 Formel (510) in Kraft tritt.
Somit ist die Lichtmenge, die von emer teilweise verfinsterten Scheibe aus-
geht, auf die Form gebracht
Q= A(c + pd), (52)

wo ¢ und d Funktionen des Abstandes und der Durchmesser der Scheiben
und u die fiir die Randverdunkelung charakteristische Konstante sind. Dieselbe
Aufgabe haben H.N. RusseLL und H. SHAPLEY? durch ein graphisches Verfahren
gelost. Die ihren Tafeln zugrunde liegende Formel ist mit unserer Formel (49)
identisch, wenn man unsere Konstanten 4 und p durch die RUSSELLschen
" A
x:ﬁﬁ und ]0:1——27

ersetzt. [, ist die Helligkeit im Zentrum, und x, das zwischen 0 und 1 liegt, das
MaB der Randverdunkelung. Die Tafeln von P. HARZER? beziehen sich auf eine For-
mel, die man aus der Formel (49) bei Hinzunahme eines Gliedes mit cos 24 erhalt.

19. Einige Aufgaben iiber diffuse Reflexion. Wir wollen jetzt einige Auf-
gaben behandeln, in denen die Beleuchtung nicht durch selbstleuchtende Kérper
hervorgerufen wird, sondern von beleuchteten Koérpern, die das Licht diffus
reflektieren. Uber die Gesetze der diffusen Reflexion wird im nédchsten Kapitel
eingehend berichtet werden. In den folgenden Aufgaben werden wir das ein-
fache LamMBERTsche Gesetz fiir diffuse Reflexion anwenden, nach dem die von
einem Flichenelement ds unter dem Winkel & reflektierte Lichtmenge aus-
gedriickt wird durch

a+R
72 + a® — R?

(1 — K% 4+ 2pu % —j 72(1 — 72)2 arccos —————
a—R

2av

7’}, (514)

dq :—{—Lcosicoseds, (49)

1 Ap] 36 S. 239, 1912.
2 Yber die Helligkeitsabnahme von Bedeckungsverinderlichen. Publik. der Stern-

warte in Kiel 16, 1927.
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wo A eine Konstante, die fiir einen weillen Korper gleich Eins ist, und ¢ den
Einfallswinkel bedeutet. L ist die Beleuchtung.

1. Eine kreisrunde weile Scheibe vom Radius R ist der senkrechten Be-
leuchtung aus sehr groBer Entfernung ausgesetzt. Ein Flichenelement ds be-
findet sich auf der Normalen zum Zentrum der Scheibe auf dem Wege der ein-
fallenden Strahlen. In welcher Entfernung x von der Scheibe ist die Beleuch-

tung der Flache ds durch die direkt einfallenden Strahlen €
doppelt so groB als die Beleuchtung durch die Riick- P
strahlung von der Scheibe ? NS s

Wir bezeichnen durch L die Beleuchtung oder die 4
Lichtmenge auf die senkrechte Flicheneinheit. Die Scheibe
denken wir uns in unendlich schmale konzentrische Ringe Abb.10. Die Riickstrah-
geteilt, auf welche die Lichtmengen 27 L7d 7 einfallen, und 1ung von einer Wand auf
von denen die Lichtmengen ein Flachenelement ds.

2 Lrdr ‘% cosedw = 24L coserds;fsgdw

auf ds reflektiert werden. g ist der Abstand aller Elemente des Ringes von ds.
Die gesamte auf ds reflektierte Lichtmenge ist dann
R

2
0= 2ALdsf“;sjrdy.
Wenn man die Gleichungen °

Qcose = x, docose = gsinede,

¥ = xtge, dr:c—osz—gde,

benutzt, um g als Integrationsvariable einzufiihren, so erhilt man
Vx‘+R’d .
— 2 ae _ 21 — _,,‘L,
0=24Ldsx / 0= ALdsx (gz>ym— ALds<1 x2+R2).

Die auf die andere Seite von ds direkt einfallende Lichtmenge ist Lds. Wir
haben also, wenn wir noch 4 = 1 setzen, fiir x die Gleichung

x* 1
woraus folgt: x = R. #*+ RE 27

Man sieht iibrigens auch, daB die Beleuchtungen niemals gleich werden
kénnen, aufler fiir x = 0 und fiir R = oc, wo sie es dann fiir alle endlichen x
auch bleiben.

2. Statt fiir eine kreisrunde Scheibe ist die vorige Aufgabe fiir eine parallel
bestrahlte Kugel mit dem Unterschiede zu 18sen, daB nach dem Bruchteil y
der direkten Beleuchtung Lds im Abstande R = 29 vom Zentrum der Kugel
gefragt wird (o der Radius der Kugel).

Fiir die Riickstrahlung kommen nur die Elemente der Kugel in Betracht,
welche durch den Kreis begrenzt sind, der sich als Beriihrungskurve der Kugel
mit dem von ds aus gezogenen Tangentialkegel ergibt. Wir teilen die Ober-
fliche in Zonen 2:?sin?¢d¢, welche die Lichtmengen

1

. .. AL . .- . d c — 1
2mo?sinide——cosi cosedw = 2A L g*sin coss coss—s-co—sy(; )

auf ds reflektieren. Die gesamte auf ds einfallende Lichtmenge ist also
arccos@/R

0 = 24Lg%ds ]
0

sin7 cosz cose cos (
72

£ =D 4.
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Mit Hilfe der Gleichungen

. R24 % — 92 . ... vadr
= e} 2 = =,
cos? >Ro ; sintd1 Ro ’
RZ — 92 — ,’,2
s =
. R? — o2 4 72
’ cos{e — 1) = T2Re

erhalten wir

ALdS [(Rz——g 74][}22—}—@ ——'}'2]d
= IR
Abb. 11. Die Riickstrahlung
von einer Kugel auf ein

nach Ausfii hrun er Integration ergibt sich
Flachenelement ds in ihrer h Austi & d t g g

Nihe. /1T+‘1
AL , o8 |R% R 2 N
= 7 b T (e A e
4dR3 Q3+ t2 <9 1>11/R 1’
1Y
und wenn man I% = x setzt:

Q= —ALds 1+x2+2x”

1— x|

(1— 2% /it J
x

Setzt man A = 1, so hat man zur Bestimmung von y die Gleichung

14 a2 4208 — ‘ii%i |/‘”}—yLds

fir x = } erhdlt man
y = 0,283.

Die Beleuchtung ist also in diesem Falle noch wesentlich geringer als im Falle
einer reflektierenden Scheibe. Die Zunahme der Beleuchtung bis zum Werte Lds
an der Oberfliche (¥ = 1) ist bedeutend groBer.

b) Die diffuse Reflexion.

20. Die Lamsertsche Formel und die Lameertsche Albedo. Sehr viel
schwieriger als fiir die Strahlung selbstleuchtender Korper ist die Ableitung
einer theoretischen Formel fiir die von einer matten Fliche reflektierte Licht-
menge. Die Gesetze der Reflexion kennen wir nur fiir glatte spiegelnde
Flichen. Fiir die Aufgaben der Photometrie der Planeten, Kometen, des Zo-
diakallichts und der dunkeln Nebel sind aber die Gesetze der Riickstrahlung
matter, diffus reflektierender Kérper von wesentlicher Bedeutung. In der reinen
Physik spielt die genannte Aufgabe fiir die Beurteilung der Natur und Be-
schaffenheit der Korper keine Rolle und ist auch wegen ihrer Schwierigkeit und
der Aussichtslosigkeit, hier zu allgemein giiltigen Gesetzen zu gelangen, wenig
beachtet worden. Es ist von vornherein klar und durch die tidgliche Erfahrung
bestitigt, da3 die von einem matten Korper reflektierte Lichtmenge von seiner
Form abhingig ist. Aber auch bei besonders priparierten, eben begrenzten,
matten Substanzen kann die Beschaffenheit der matten Oberfliche, etwa durch
ein Mikroskop betrachtet, noch unendlich verschieden sein, und die unter ver-
schiedenen Winkeln reflektierte Lichtmenge wird von dieser Beschaffenheit ab-
hingen. Die Physik besitzt viele andere wirksamere Methoden, die Natur der
Kérper zu studieren; fiir die Astronomie aber ist die von den beleuchteten
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Kometen, Planeten usw. reflektierte Lichtmenge eine der wenigen genau mef-
baren GréBen, und die Versuche, aus ihr und ihrer Verinderlichkeit bei ver-
schiedenen Beleuchtungsumstinden Schliisse iiber die Natur der reflektierenden
Oberfliche zu ziehen, sind trotz des Mangels strenger physikalischer Grundlagen
auch tatsichlich sehr fruchtbar gewesen. Hiernach ist es verstindlich, daB auch
die Theorie der diffusen Riickstrahlung zum groBen Teile von astronomischer
Seite her (LAMBERT, ZOLLNER, SEELIGER) geférdert worden ist.

Die erste Formel fiir diffuse Reflexion stammt von LAMBERT!, welcher
sich die Aufgabe, die von einer beleuchteten matten, eben begrenzten Oberfliche
reflektierte Lichtmenge zu bestimmen, freilich sehr einfach gemacht hat. Aus-
gehend von der Beobachtung, daB eine von der Sonne beleuchtete Wand unter
allen Betrachtungswinkeln gleich hell erscheint, stellte er den Satz auf, daB eine
beleuchtete matte Fliche sich verhilt wie eine selbstleuchtende, d. h. das Licht
proportional dem Kosinus des Emanationswinkels reflektiert. Ist ds ein Ele-
ment der beleuchteten Fliche, auf welche ein Lichtstrom unter dem Einfalls-
winkel 7 einfillt, L der Lichtstrom auf die Einheit der Fliche bei senkrechtem
Einfall, so ist der auf ds einfallende Lichtstrom L dscosé. Verhilt sich nun
das beleuchtete Element wie ein selbstleuchtendes, so ist die von ihm unter
dem Winkel ¢ reflektierte Lichtmenge

g = CLcosicoseds,

wo C ein Proportionalititsfaktor ist; dieser gibt den Bruchteil des Lichts an,
der in senkrechter Richtung reflektiert wird. Da der Kérper einen Teil des ein-
fallenden Lichtstroms absorbiert, so ist C << 1 eine das Reflexionsvermégen be-
stimmende Konstante. Ein Element dw der Halbkugel vom Radius 1, die wir
uns um ds beschrieben denken, erhdlt den Lichtstrom

dQ =qdw = CLdscosicosedw,

die gesamte Halbkugel also die Lichtmenge Q = CLxzdscos¢. (Vgl. die Ablei-
tung von (15) Seite 8). Da dieser Lichtstrom ein gewisser Teil A des einfallen-
den ist, so haben wir auch

Q= ALdscosz,

woraus durch Gleichsetzen folgt,

C= (1
Der Faktor A, der angibt, welcher Teil des einfallenden Lichtstroms in den
Raumwinkel 7 reflektiert wird, heiit die Albedo. Sie ist immer kleiner
als 1, da auch bei dem weiBesten Kérper ein Teil des einfallenden Lichts ab-
sorbiert wird. Die LaMBERTsche Formel schreibt sich also auch in der Form

A
=

A . N .
g =~ Ldscosicose = I cosicoseds, (2)

wo I}, = ii— L eine Konstante ist.

Diese Formel hat keine theoretische Begriindung, entspricht aber den Beob-
achtungen an matten Substanzen zum mindesten ebensogut wie andere weiter
zu besprechende Formeln, denen theoretische Vorstellungen iiber den Vorgang
der diffusen Reflexion zugrunde liegen.

1 Photometria S. 321 ff.

Handbuch der Astrophysik. II. 3
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21. Die LommMeL-SeeLicErsche Formel. LoMMEL! und nach ihm SEELIGER?
gehen von folgender Vorstellung iiber den Vorgang der diffusen Reflexion aus.
Das Licht dringt bis zu einer gewissen Tiefe in den Koérper ein, wobei ein Teil
von ihm absorbiert wird, und tritt dann wieder aus der Oberflache heraus, wo-
bei es auf dem Riickwege wiederum Absorption erleidet. In Wirklichkeit er-
fihrt das Licht unzidhlige Reflexionen an den Molekeln der durchdrungenen
Schicht, und die Schwichung desselben auf dem Hin- und Riickwege ist auf den
Lichtverlust bei den Reflexionen an den Molekeln zuriickzufithren. Es wird bei
LoMMEL und SEELIGER vorausgesetzt, dal3 als Resultat dieser Reflexionen ein
Volumelement dv nach allen Richtungen gleiche Lichtmengen zerstreut, welche
auf dem Wege innerhalb der Substanz eine Schwichung (Absorption) wie in
einem homogenen Medium erleiden.

Die Oberfliche des matten Korpers sei eben begrenzt und derselbe un-
durchsichtig; dv sei ein Volumelement innerhalb desselben; es ist die Licht-
menge zu bestimmen, die aus dem Flichenelemente ds der Oberfliche unter

dem Winkel ¢ zur Normalen austritt, wenn der

i Finfallswinkel des parallel gedachten Lichts ¢
! ist. Essei L der Lichtstrom, der auf die Einheit
\ = / des Volumens an der Oberfliche einfillt, und &
i der Absorptionskoeffizient fiir die in den Kor-

|

: per eindringenden Strahlen; wenn 4L die Ver-
| anderung des Lichtstroms auf dem unendlich
i du kleinen Wege d x ist, so mul 4L dem Licht-
|
t
I

strome L, dem Absorptionskoeffizienten £
und der Wegldnge 4« proportional sein:

Abb. 12. Die Reflexion aus dem AL = —kLdx:
Inneren einer matten Platte. '

hieraus erhidlt man durch Integration von
der Oberfliche bis zum Abstande x fiir die auf dv einfallende Lichtmenge:

L,= Le**dv.

Wenn nun dv einen gewissen Teil des auffallenden Lichtes zerstreut, so wollen
wir durch u den Diffusionskoeffizienten bezeichnen; derselbe ist laut Voraus-
setzung, fiir alle Richtungen dasselbe, also eine Konstante, und der Lichtstrom
in der Richtung ¢ zur Normalen ist pL,. Er erfihrt auf dem Riickwege y eine
neue Absorption, welche nach SEELIGER durch einen anderen Absorptions-
koeffizienten %" gekennzeichnet werden soll. An die Oberfliche gelangt somit
von dv aus die Lichtmenge

dg=uL,e *¥dv =yl e Cr+¥%) 4y
oder, da
X = rsect, Y = rsece und dv = drds,

dq — /LL dS e~ (ksect+L'sece)r d?’ .

Um den vollen Lichtstrom vom Elemente ds zu erhalten, miissen wir iiber alle
Elemente dv summieren bis zu einer Tiefe, von welcher {iberhaupt noch Licht
bis zur Oberfliche durchdringen kann, also von # = 0 bis # = R, wo R eine
solche Tiefe unter der Oberfliche bedeutet, fiir welche e~ **+¥¥ yerschwindend

1 Mianch. Akad. IT Kl. Sitzber. 17, S. 95 (1887). Wied. Ann. 36, S. 473 (1889).
2 Vlerteljahrschr d. Astr. Ges. 20, S. 267, (1885), 21, S. 216, (1886). Miinch. Akad.
IT KI. Sitzber. 18, S. 201 (1888).
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klein wird. Wir haben also
R

q — ‘uL dS [e‘(kseci+k‘sece)rd7

0
und nach Ausfithrung der Integration

q= /LL ds _w [1 —e fR(kseci+k’sec.g)]; (3)

kcose -+ R'cosz
das zweite Glied in der Klammer ist fiir einen undurchsichtigen Korper gleich
0, daher wird
COS? COS €

= uLds >

k cose + k’cosi”

Lu .
Setzt man noch % =1 und —k‘f,i =1}, so erhdlt man

COS? COS¢
cost? 4 Acose”

g=1TI,ds (4)
Die Annahme verschiedener Absorptionskoeffizienten fiir die ein- und aus-
tretenden Strahlen hat bei der heutigen Auffassung iiber den ProzeB der dif-
fusen Reflexion keine physikalische Grundlage. Haben wir es tatsdchlich nur
mit unzdhligen Reflexionen des Lichts von Molekel zu Molekel zu tun, die
als Gesamtwirkung eine Schwichung (Absorption) des austretenden Lichtes be-
wirken, so ist das SEELIGERsche Modell kein Bild des wirklichen inneren Vor-
ganges. Verschiedene Absorptionskoeffizienten fiir ein- und austretende Strahlen,
haben ihren scheinbaren Grund in der Erfahrung, dal} farbige Pulver eine desto
hellere Fiarbung zeigen, je feiner sie gemahlen sind. Das Licht dringt um so
tiefer in die Oberflichenschicht solcher Pulver ein, je groBer die Poren zwischen
den einzelnen Koérnern sind. Die selektive Absorption des Lichts ist also desto
grofler, je tiefer das Licht in die Oberfldche eindringt. Hiernach wird auf dem
Riickwege der Strahlen aus der Tiefe bis zur Oberfliche das Licht schon ge-
farbt sein und einen geringeren Verlust durch Absorption erleiden. Bei dieser
Betrachtungsweise wird von den Beugungserscheinungen, welche die wirkliche
Ursache der Fiarbung sind, abgesehen und die Korner des Pulvers als die dif-
fundierenden Partikel angesehen. Da wir es nach heutigen Anschauungen aber
mit einem intramolekularen ProzeB zu tun haben, bei welchem die Reflexionen
von Molekel zu Molekel mit einer geringen, sich dazu kontinuierlich &ndernden
Absorption verbunden sind, so erscheint die Trennung der Absorptionskoeffi-
zienten in zwel verschiedene Werte unbegriindet. Setzt man %k = ¥, so erhilt
man die {ibliche Form der SEELIGERschen Gleichung fiir die aus dem Elemente ds
austretende Lichtmenge:
COsi cose

g=lyds 2L

cos? + cose (5)

Die scheinbare Helligkeit einer eben begrenzten matten Substanz ist nach
cos?

SEELIGER i, = Iy —————— und nach LAMBERT /&, = [ cos?. Bei senkrechter
COS? + COS¢

Beleuchtung wird nach SEELIGER 4, = I, , nach LAMBERT %, = I; bei

1 - cose
e=0° und &= 90° erhalten wir nach SEELIGER 4} = %I, und 4}’ = I}, d.h.
die Helligkeit ist nach SEELIGER bei senkrechter Betrachtung halb so groB3 als
bei streifender, wihrend nach LaMBERT die Helligkeit nur von dem Einfalls-
winkel allein abhidngt und unabhingig vom Emanationswinkel ist.

3*
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Die SEELIGERsche Formel ist auch vom Standpunkt der zugrunde gelegten
Anschauung iiber den Vorgang der diffusen Reflexion nur als erste Anndherung
zu betrachten, weil bei ihrer Ableitung die Beleuchtung des Volumelements dv
durch die Nachbarelemente vernachlissigt wird, was mit der Vorstellung iiber die
Diffusionsfihigkeit jedes einzelnen Volumelements nicht vereinbar ist. Jedes ein-
zelne Volumelement ist als Zentrum einer neuen Lichtbewegung anzusehen und
muB deshalb zur Beleuchtung der anderen einen Beitrag liefern. Es ist von
vornherein klar, daB die Berechnung des Effekts dieser Selbstbeleuchtung der
Elémente durcheinander zu komplizierten mathematischen Formeln fithren muB.
LoMMEL! hat seine Anschauungsweise konsequent durchgefithrt und ist denn
auch zu auBerordentlich verwickelten Ausdriicken gelangt, die er dann durch
Einfiihrung empirischer Funktionen zu vereinfachen versuchte. Der groe mathe-
matische Apparat, den LoMMEL angewandt hat, um den Effekt der Selbst-
beleuchtung der Volumelemente durcheinander schlieBlich doch nur anndhernd
zu bestimmen, kann aber entbehrt werden, wenn es sich um undurchsichtige
Korper handelt.

Bei einem undurchsichtigen Kérper wird die eingestrahlte dlrekte Lichtmenge
nahe der Oberfliche wesentlich gréBer sein, als die von der Selbstbeleuchtung
herstammende, wihrend in groBerer Tiefe beide Teile von derselben GroBen-
ordnung werden koénnen. Da aber aus groBeren Tiefen nur ein verschwindender
Bruchteil der Lichtmenge bis zur Oberfliche gelangen kann, so ist es klar,
daB der Gesamteffekt der Diffusionen hoherer Ordnung nicht groB werden
kann. Es erscheint daher angemessen, zundchst einmal den Effekt der Reflexe
zweiter Ordnung zu berechnen. Darunter verstehen wir die Lichtmenge, welche
ein im Inneren gelegenes Element dv von den Nachbarelementen erhilt, wobei
aber vorausgesetzt wird, daf8 diese selbst nur die direkt empfangene Licht-
menge zerstreuen und nicht auch noch ihre Beleuchtung durch die gesamten
anderen Elemente in Rechnung gezogen wird.

Wir wollen die sich bei dieser Beschrinkung aus der LoMMELschen An-
schauung ergebende Formel weiter mit Beriicksichtigung des Diffusionsgesetzes
von RAYLEIGH ableiten. Dieses trigt unseren Vorstellungen iiber die Licht-
zerstreuung an Molekeln in genauerer Weise Rechnung als die Annahme gleich-
miiBiger Zerstreuung in allen Richtungen. Im ibrigen ist aber die Ableitung
auf denselben Anschauungen aufgebaut wie die LoMMELsche Theorie.

Hier soll vorher noch ein besonderer Fall der einfachen SEELIGERschen Theorie
besprochen werden, in welchem der Koérper als teilweise durchsichtig angesehen
werden kann. Fiir einen solchen Koérper ist der Exponent RZ(sect - sece)
nicht mehr als groB anzusehen und das zweite Glied in der Klammer in
Formel (3) nicht mehr als verschwindend. Wir haben also fiir die reflektierte
Lichtmenge den Ausdruck

g= des COCSO::-CZZZS [ —LR sec¢+secs):| ; (6)
dieser nimmt im Falle eines sehr kleinen Exponenten, nach Entwicklung des
Klammerausdrucks in eine Reihe und nach Vernachlissigung hoherer Potenzen
des Exponenten, die Form an
g=~Cds,
wo C eine Konstante ist. C
Die Helligkeit eines so reflektierenden Korpers wire s = coss und miilte

also mit zunehmendem & wachsen. Ahnliches kann man bei einer staubbedeckten

1 Siehe S. 4, Anm. 4.
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Glasplatte beobachten, wo die Helligkeit tatsichlich bei streifender Beobachtung
stark zunimmt.

Aus historischen Griinden muB auch noch eine andere Formel fiir diffuse
Reflexion erwihnt werden, die den Namen der EvLERschen Formel trigt,
weil dieser Mathematiker sich am eingehendsten mit ihr beschiftigt hat, die
aber weder eine theoretische Begriindung besitzt, noch durch Experimente auch
nur anndhernd bestdtigt wird. Nach dieser Formel ist die vom Flichen-
element ds reflektierte Lichtmenge

q=I;cosids, (7)

also ganz unabhingig vom Reflexionswinkel. Nach ihr miiBte die Helligkeit
einer unter groBem Emanationswinkel betrachteten ebenen Platte zunehmen
und bei streifender Betrachtung unendlich gro werden. Sie ist in &lteren astro-
nomischen Arbeiten bei der Berechnung der Planetenhelligkeiten o6fters an-
gewandt Worden, wird aber von uns weiterhin nicht benutzt werden.

22. Uber eine neue Formel fiir diffuse Reflexion und ihre Spezialfille:
die Formeln von Fessengkow und von Lommer. LoMMEL und SEELIGER nehmen
an, daB die innere Diffusion des Lichtes in allen Richtungen gleichmiBig er-
folgt. RAYLEIGH! hat aber aus beugungstheoretischen Betrachtungen schon
1871 nachgewiesen, daf bei Volumelementen, die kleiner sind als 1/, 4, die
Diffusion vom Winkel &« zwischen dem einfallenden und reflektierten Strahle
abhingig ist, und zwar proportional mit 1 + cos?« vor sich geht. Dieses Resultat
wurde von KELvIN? und SCHUSTER® bestitigt. Spdter hat MIE¢ (1908) den
Fall groberer Teilchen untersucht und fiir Kiigelchen von gréBerem Durch-
messer noch wesentlich andere, von der Materialkonstante und der GroBe der

TN

N

a

m S—"
d

Abb. 13. Diffusionsdiagramme.

a) Nach MiE far unendlich kleine Kiigelchen. b) Nach MiE fiir Goldkiigelchen von 0,16 g .
¢) Nach SENFTLEBEN fir die Kohlepartikel einer Gasflamme. d) Nach SCHOENBERG
fiir Wasserdampfkiigelchen nach der Formel 1 — 2,7 cosa + 3 cos?u.

c

Teilchen abhingige Diffusionsdiagramme abgeleitet, die alle von dem RAYLEIGH-
schen symmetrischen Diagramm darin abweichen, daB in der Richtung der
einfallenden Strahlen, & = 180°, eine wesentlich gréflere Strahlungsmenge sich

1 Phil Mag 41, S. 107. (1871). Collected Works, vol. I, S. 87.
2 Baltimore Lectures S. 311 (1904).
3 Theory of Optics, S. 325 (1909). 4 Ann d Phys 25, S. 428 (1908).
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fortpflanzt als in der entgegengesetzten (x = 0°). Diese Erscheinung wird
manchmal als Mie-Effekt bezeichnet. Sie ist von H. BLUMER! rechnerisch
weiter verfolgt worden und zeigt noch verwickeltere Formen, von denen wir
hier einige abbilden (Abb. 13). Praktisch ist das Phinomen fiir die Diffusion
in der Luft von verschiedener Seite und fiir die Kohlepartikel einer Gasflamme
von SENFTLEBEN und BENEDIKT bestdtigt, wie das aus dem hier abgebildeten
Diffusionsdiagramm ersichtlich ist.

Eine gute Anndherung an den allgemeinen Verlauf dieser Kurven kann
durch die Funktion 1 — pcosa 4 gcos?ax mit unbestimmten Koeffizienten
P und g erreicht werden, deren Spezialfall bei p = 0 und ¢ = 1 die RAVLEIGH-
sche Funktion ist. Wenn also die Diffusion beim FEindringen in ein triibes
Medium an Molekeln oder gréberen Partikeln vor sich geht, darf eine gleich-
miBige Streuung nach allen Richtungen in keinem Falle angenommen wer-
den, und eine allgemeine Diffusionstheorie miifite dem Mie-Effekt Rechnung
tragen.

Wir wollen hier mit Zugrundelegung der obigen allgemeinen Formel eine
solche Theorie fiir einen undurchsichtigen, eben begrenzten Kérper entwickeln,
wobei wir uns auf die Glieder zweiter Ordnung beschrinken. Sie ist anldBlich
einer Untersuchung {iber die Reflexion des Lichtes an einem Wolkenmeer ab-
geleitet worden und hat zu einer vollkommenen Bestédtigung durch die Messungen
der Lichtverteilung, wie sie sich von hohen Bergesspitzen iiber dem Wolken-
meere zeigt, gefiihrt. Eine kompakte Wolkendecke, die man als undurchsichtig
ansehen darf, bietet tatsdchlich ideale Bedingungen fiir die Priifung einer
solchen Theorie, weil man bei derselben die Sicherheit hat, dal die streuenden
Partikel Kiigelchen von angebbarer GroBe sind, weil ein Spiegelungseffekt aus-
geschlossen ist und weil die Unebenheit der Begrenzung und der Schatten-
wurf bei der groBen Durchsichtigkeit der Erhebungen auch nur eine ganz unter-
geordnete Rolle spielen.

Wir nehmen also an, die Diffusion an der einzelnen Partikel gehe nach
der Formel

(1 — pcosa + gcos®x)

vor sich. Bezeichnet, wie frither, L die Lichtmenge, die auf die Volumeinheit
einfillt, £ den Absorptionskoeffizienten des Lichtes im Kérper,  und #* die
Abstinde der Volumelemente dv und dv” von der oberen Begrenzung, so erhilt
dv die Lichtmenge Ldve-#75/ und diejenige Lichtmenge, welche nach Re-
flexion von dv aus dem Korper austritt und von dv allein herriihrt, ist

dg = pLdye Friecitseca (1 — pcos + gcosda), (8)

wo u eine Konstante, der Diffusionskoeffizient, ist. Es sei 4, der Winkel zwischen
den Ebenen des einfallenden und reflektierten Strahles, dann ist

COsSx == cost cos e - sinssinecos4,.

Die Lichtmenge soll bestimmt werden, welche aus dem Flichenelemente do
der Oberflache austritt, zundchst nur unter Beriicksichtigung der Reflexionen
erster Ordnung.

Es ist dv = dodr. Vernachlissigt man die Beleuchtung von 4v durch die
Nachbarelemente und integriert den Ausdruck (8) zwischen den Grenzen von 0
bis R, so erhdlt man, wie in (3), fiir die austretende Lichtmenge den Ausdruck

COSt COse
Easizjrcoscq ’

g = % Ldo(1 — p cosx + ¢ cos?a) (1 — ¢~ FRisecitsece))

1 Z { Phys. 32, S.119 (1925) und 38, S. 920 (1926).
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der fiir einen undurchsichtigen Kérper (R = o0) die Form annimmt

qg= —”:—Ld0(1 — pcosa + ¢ cos?a) gggj%{c?c% )
Sie unterscheidet sich somit von der SEELIGERschen Formel (5) nur durch den
Faktor (1 — pcosax + gcos?a).

Es seien die zylindrischen Koordinaten, welche die Lage eines Elementes dv’
gegen dv bestimmen, r —#7'=9, ¢ und 4. Die Bedeutung derselben ist
aus der Abb. 14 ersichtlich; das Azimut A wird von der Einfallsebene des
Lichtes in dv gerechnet. dv’ erhilt direkt die Lichtmenge L dv’ ¢~ *7"se¢, hiervon
wird nach dv reflektiert

~kd
pLe #rseci() — pcosf + qcos?f) %T dvdv,
wo 4 der Abstand der Elemente ist.

Es wird also von diesem Anteil an die Oberfliche die Lichtmenge gelangen

M2L6—kr'seci~kd~krsecedv _‘iTZ;_,_ (1 _ ZbCOSﬁ + t]COSzﬂ)“ _ PCOS]/ + chSzy) s

wo die Bedeutung der Winkel § und y aus
der Abb. 14 zu ersehen ist. Nun muf} iiber
alle dv’ und diejenigen dv, die in der Re-
flexionsrichtung liegen, integriert werden,
um den Gesamtbetrag der Diffusion zweiter
Ordnung zu erhalten. Die Elemente dv” wer-
den dabei als nur direkt beleuchtet (Licht-
menge Le-#7sc%) angesehen und ihre Be-
leuchtung durch die Nachbarelemente ver-
nachldssigt. Das bedeutet also eine Inte-
gration des letzten Ausdruckes nach vier
Variablen 7, ¥, ¢ und A. Das Volumelement

st . Abb. 14. Die innere Diffusion.
dv ist in unseren Koordinaten

Av'=dr'(y — r)tgpd A(Y — r)sectpdp = (¥ — r)? tgp sectpdpd Adr'.
Liegt dv” hoher als dv, so ist
A= (r—7)sece,

Hegt es unterhalb dv, so ist 4= (#¥— 7)secq, jedenfalls ist

dj;/ =tgpdpdrdd.
Wir haben auBlerdem
cosf} = cosicose - sinising cos4 ,
cosy = cosecosp + sinesing cos(4 — 4,) .

Wir berechnen zunichst das Integral fiir den Fall, daB sich dv” iiber dv be-
findet und daher

o=r—7, do = —dv
ist. Wir haben dann

/"2Lda /"/'/-/«'e_kr(seci+5ec“')+k(](5“i -secq) tg¢d¢d9(ﬂ) (}/) dA d},, (10)

A
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wo (B) =1 — pcosf -+ gcos?f,
(y) =1 — pcosy + gcos?y
Es ist angemessen, zuerst nach g zu integrieren, wobei wir alles weglassen, was
von ¢ unabhingig ist; dann haben wir
r @2
P - kr(seci+sece)+ko(sect - secq) tgip d(p dQ

00
a2

=3_k’(seCi+Se”)%f COS'LCOS") [ekr(secz sec ) 1] tg¢d(p

COS7 — COS @

Jetzt integrieren wir nach »

oo /2

/%/ coéicostp tg(p(ekr(seci—secw) _1) e—kr(secz’+sece) d(pd7

COSZ — COS @

o0 7,

// coszcoszp tg(pefkr(squwseCs)d(Pdr ((x)

COS% — COS @

/2

oo "l
1 COS?% COS 1 cos?cos?e sin
—_— ,k_/ j ‘P g(p e—kr(secz+sece d(pd?’ . h / 4 d(p .
0 0

COSi—COS @ k2 cosi+cose | cosp-cose
0

Um die Integration nach A auszufiihren, schreiben wir den vollen Ausdruck
des Integrals hin

27 7Tf2

2 1 costcos®e sing . 2
Ldo k2 cos? + cose/ [cosqa + cose ( p cosf + g cos?f) X

X (1 —pcosy 4 gcos?y)de.

Die Funktionen cosf, cosy, welche von A abhidngig sind, schreiben wir in der
Form
cosff =a -+ bcosA,

cosy = m + ncos(d — A),
wo gesetzt ist
a4 = COS% Ccosp, M = COSECOSQ,
b = sin¢sineg, 7 = sinesing.

Es ist jetzt das Integral zu nehmen:

f[1 — p(a + bcosA) + g(a + bcosA)?][1 — p(m + ncos{d — Ay)
+ g(m 4+ ncos(d — A4y)%dA4,

welches in 9 Glieder zerfallt:
2x

(1) =[(1 = pa+ ga?) (1 — pm + qm?)d4;

0

:/'(1 — pa + qa?) (2qgmn — pn) cos(4d — Ay)dA;
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3) =f(1 — pa -+ qa?) qucost(A — Ag)dA;

27

(4) :/(2qab — pb)(1 — pm + qm?) cos Ad A;

2r

(5) :/(2gab — pb)(2gmn — pn)cosd cos(d — Ay)dA;

2r
(6) = [ (2qab — po)gn* cost(4 — A cos A d 4;

0

2
(7) =/qb2(1 — pm + gm?)cos? AdA;
0

2x
(8) :/(2qmn — pn)gb2cost A cos(A — 4,)dA4;

0o
27

(9) :/qzbzn2 cos?(A — Ag)cos2Ad4.
o

Die Ausfithrung der Integration ergibt:
(1) =27(1 — pa -+ qa®) (1 — pm + gm?);
(2) =0; (3) =a(l — pa + qa®) gn?;
(4) = 0; (5) = wnb(2ga — p) (2gm — p) cos 4;
(6) = 0; (7) = m(1 — pm + qm?) gb%;

®)=0; (9 =2"""(1 4 2c0824,).

Fiihrt man noch die Bezeichnungen ein:
A, = 2+ g (sin®¢ + sin%e) + p2sindsinecos 4, - %Sin%'sinzau + 2cos?dy),
B, = pq(sin%i cose +- cosisinZe) + 2p(coss + cose)
- 2pq(sinssine cose 4 sin?e cosi) cos 4,
C, = ¢*(sin%s cos®¢ + cos?isin?e) — ¢ (sin%¢ + sine) -+ 2¢(cos?s + cos?e)
— 2p%cosicose — p2sinisine cos A, -+ 4¢%sinssine cosicosecos 4,
— $gsin?ssin?e(1 4 2cos?4,),
D, = pg(sin®i cose + cosisin®e) — 2pg(cosi cos2e — cos¢ cos?i)
+ 2p4¢(sine coss + sins sine cose) cos 4,
E, = 2¢* cos?e cos?? — ¢?(sin?7 cos?e -+ cos?4 sinZe)
— 4¢%singsine cosicoss cos 4y + 1gsin2ssin?e(1 + 2 cos24,),

41

(11)
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so nimmt das Integral (10) die Form an:
coste 7w
w2ldo 7T COS? COoS / _ sing

k% Cosi I cose COsSg + coss (a)
0

X (Ay — Bycosg + C,costp + D cos’p + E,cos*p)dep.

Wir haben noch die Integration iiber das unterhalb dv befindliche Volumen
auszufiihren, d. h. fir

Y >v.
Setzt man hier
e=7—7,

so erhalten wir, in derselben Weise wie oben, als Resultat der Integration
nach ¢ den Ausdruck

o @= /2 n/2

e i cce 1 i 4 secsy | COST COS
g=k(r+p)seci ~ kpsecy - krsece tg(pd(pd(}: Ee—rk(se(,t-i-scc&)/’ 4

S Jcosi 4 cose
p=0@=0 0

tgpdep.

Integriert man weiter nach 7, so foigt ein Ausdruck, der sich aus dem ent-

sprechenden fiir den Fall » > # durch Vertauschung der Winkel 7 und ¢ ergibt:
[eS) a2 atf2

}13_ /‘e‘k’(se”'“e”?dr/ ~ Ccosicose 1 cos?icoss / sing )

cost £ cosg tgpdy = k% cosi + coss ) cosi -+ coswdqn'
r=0 0 0

Die Integration nach 4 ist dieselbe wie friiher, daher haben wir als zweiten
Summanden
. /2
7z cos*zcose [ sing
2 T = .
K Ldokz cosz+coss/
O

X (Ay — Bycosp + Cycostp + Dy cosdep + E,costop)de.

cosi + cosg A (b)

Die Summation von (a) und (b) und die Ausfithrung der einfachen Integration
nach ¢, ergibt dann folgende 5 Werte (abgesehen von dem konstanten Faktor):

COSZ Ccose 1 + cos? 1 - cose
I=—— cost In —— 4+ coseln————)4,,
CcOS? -+ cose ST Ccos¢
COS1 COSE . . 1 4 cost 1 + coss )
IT == —=" """ {cost -+ cose — cos?iln 1P COSE  osteln T 08¢ 1
Ccosi -+ cose cos? cose
cosz cose cos i cose . o 1 + coszt
IIT = — — | 12— — c0s?% — cos?¢ -} cos?iIn ——
cost + cose 2 COoS 12
1 4 cose
+ cos?e In-— ——) -
COS(c y
COS17 COse cos? - coss cos?i - cos?e " -
IV=—= e e — ————— 4 cos%i -+ cosBe
COS? 4 Cose 3 2
. 1 - cos? 1 + LOSE
— costtIn ————— — costeln— -1 Dy,
cos? cose
v COS? COS& CcoS? - cose coszz' -+ cos?s cos3z -+ cos’e o 1
= | e B I S e — c08%7 — coste
COSi -+ Ccose 4 3 2
.. 1 4 cos: -+ cose
+ cosbs In ——~ -+ Cos5£1n——— .
081 cose

2
Die Gesamtheit dieser Glieder, multipliziert mit dem Koeffizienten ‘;2— Lndo,

ist dann unser Integral (10) oder die Lichtmenge zweiter Ordnung. Faft man
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sie mit dem Gliede erster Ordnung (9) zusammen, so erhdlt man endgiiltig:
" COS% COSéE 2
= = — 1 — pcosax Ccos?x
9 k cOst + cose { p +9
7T . 1 CcOS? 1 4 cose
[ (coszl —j————— + coseln ———— )
& cose
1 4 cos? 14 cose
— B (cosz -+ cose — cos?tIn ———— — cos?eln ~-——)
cosi cose
cos? coss 1 cost —I— coSse
+ C, + — cos?? — cos?e - cos?7 In — + -+ cosd¢ln — )
cost cose (12)
cos? + CcoSsé cos“z + cos? £ ar 3 4 1+ cosz -
— costtln —
Dl( 5 -+ cos?t 4 cosde 0 cosi
1 14 cosa’)
— costeln ————
cose
cos? + cose cos?i + cos’s | cos¥i 4 cosde .
+ E, + — Fcose | coshi fcosTe costs — coste
4 3 2
., 14 cos? , 1 -+ cose\|
+ cos’7In 1 — -+ cosbeln ——)J},
cose

wo die Koeffizienten 4,

- E, die durch die Gleichungen (11) definierte Bedeu-

tung haben. Wie zu erwarten war, ist die austretende Lichtmenge, auBer von
dem Einfalls- und Reflexionswinkel auch von dem Azimut abhingig; sie ist

auBerdem abhingig

von dem Verhiltnis der Diffusion zur Absorption. Dieses

hat seinen Maximalwert bei Koérpern, die keine Absorption aufweisen, bei denen
die Lichtschwichung also auf reiner Diffusion beruht. Wir wollen weiter den Maxi-

malwert von u/k besti
ten Diffusionsformel,

immen, vorher aber die beiden Spezialfille der oben abgeleite-
die Formeln von FrssENkKow und von LLOMMEL, ableiten.

FEsseNkOow! nimmt die RAvLEIGHsche Diffusion im Innern des Kérpers
an. Seine Formel mul sich also aus der obigen bei $ =0, ¢ =1 direkt er-
geben. Wir erhalten so unmittelbar fiir die reﬂektierte Lichtmenge:

yLdo COS7COS¢E 2 am 1+ cose
cos?a + -, - |Aflcostln — —— 4 coseln
Tk cosz-}-cose{1 + + k n + cose
coS? - cose . . 1 - cos? 1+ cose
+ C; ( ——— — (cos?t + cos?¢) 4 cos?iln ———— - cosPeln — o
- (13)
cosi -+ cose cos?z 4 cos?e cos37 - cos3e .
.+ E — + coss — (cos*s + coste)
4 3 2
.. 1 - cost 1 - cose
+ cos%¢ In 1+ cose + cosbeln Lf—ﬂ},
Ccos¢
wo die Koeffizienten folgende Bedeutung haben:
1+ 2cos? 24,
= 2 -t sin%e + sin®s - — t+ “Psin?¢sin%e
C{ = 4 — 2sin?¢ — 2sin?7 — 2sin%isin?e 4 4sinisine coss cose cos 4,
1 4+ 2cos?4, .
— 129950 Gin2g sin? e,
2
E{ = 2 — 3sin%*s — 3sin®¢ 4 4sin?ssin®e — 4sind coss sine cosecos 4,
1+ 2cos?A4,
+ — sin®z sin?¢
1 Sur la diffusion de la lumiére par les surfaces mates. (Russisch). Bullctin de la

Société Astronomique de Russie. Mai 1916,
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LomMmEL! hat bei der Annahme gleichméBiger Diffusion in allen Rich-
tungen die Selbstbeleuchtung der Partikel bis auf héhere Ordnungen berechnet
und ist so zu sehr verwickelten Formeln gelangt, die wir hier nicht wiedergeben
wollen. Seine Formel aber, die er mit Beschrinkung auf die Glieder zweiter
Ordnung erhilt, folgt unmittelbar aus der obigen bei p = ¢ = 0. Es ist dann
die reflektierte Lichtmenge

cOs?cose
cos? - cose

u 1 4 coss " .. 1+ cosi
1+?2ncosslnm —!—-?2ncoszln oy ]

(14)

g= %Ldo

Wir wollen jetzt den Maximalwert fiir das Verhiltnis p/k, das in die Formeln
(12) und (13) eingeht, berechnen. Wir nehmen also an, der gesamte Verlust der
direkten Strahlung beim Passieren eines Volumelements dv beruhe auf Diffusion.
Die vom Volumelement dv nach allen Richtungen zerstreute Lichtmenge ist

27 nf2

2Ldv,u/dA ](1 — pcosp 4 gcos?e)sinpdep = 47zLdv/L(1 — g— + %—)
0 0

Die auf der Strecke dr beim Passieren des Volumelements dv = dvd o absorbierte
Strahlung ist dagegen

Ldvk.
Setzt man beide Ausdriicke einander gleich, so erhidlt man
u 1
G e (15)
k b 4
471(1 iy - ?)
Im Falle der RayLEIGHSchen Streuung wird daraus
v _ 3
F = 167.7! . (158.)

Die im Anhange berechnete Tafel fiir die Helligkeiten bei verschiedenen 7, ¢, 4,
nach der FEssENKowschen Formel (13) (Tafel Va) gilt unter dieser Voraus-
setzung, doch sind die beiden Glieder 1. und 2. Ordnung der Formel! (13) auch
getrennt berechnet und so die Méglichkeit von Hypothesenrechnungen mit ver-
schiedenen u/k gegeben. (Tafeln Vb und Vc.) Tafeln fiir die allgemeine For-
mel (12), fiir reine Diffusion und die Werte p = 2,7, ¢ = 3,0 sind im An-
hange auch gegeben (Tafel IVa); dabei sind die vom Azimut unabhingigen
GréBen ay, b,, ¢y, d,, €, in besonderen Tafeln zusammengestellt fiir den Fall,
daB man die Absicht hat, die Formel (12) fiir beliebige, vorgegebene Werte
von p und g auszurechnen (Tafel IVb). Will man dabei die ganze Formel (12)
tabellieren, so ist eine Berechnung von ausgedehnten Tafeln fiir die 4,, B,
Cy, D,, E,, mit Hilfe der Bezichungen (11) nicht zu umgehen. Wir haben
die Werte der beiden Glieder der Formel (12) fiir den Fall

=27, g =30
nicht getrennt tabellieren kénnen, sondern nur den Gesamtausdruck fiir die
Helligkeit nach drei Argumenten, 4, ¢ und A (Tafel IVa). Dabei ist fiir den
Koeffizienten p/k sein Maximalwert (15) angenommen. Bei der Darstellung der
Lichtverteilung auf einer Wolkenoberfliche, fiir welche die Formel abgeleitet
wurde, war die letztere Annahme naheliegend, da Wasserdampf im visuellen
Gebiet des Spektrums keine merklichen Absorptionsbanden aufweist. Diese
Tafeln diirften aber auch fiir die Reduktion der Helligkeitsmessungen von

1 Siehe S. 34, Anm. 1.
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wolkigen Gebilden auf den Planeten eine bessere Unterlage bieten als irgendeine
andere der bekannten Diffusionsformeln, wenn auch, streng genommen, die
Werte p = 2,7, ¢ = 3,0 fiir die Darstellung der Helligkeiten eines irdischen
Wolkenmeeres gelten. Theoretisch gebithrt den Formeln (12) und (13) sicherlich
der Vorzug vor den anderen, man darf aber nicht erwarten, da8 sie fiir gewShnliche
matte Flachen eine wesentlich bessere Darstellung der Beobachtungen ergeben
werden als die einfache LamMBERTsche Formel. Das liegt nicht an ihrer theo-
retischen Unvollkommenheit, wie Vernachlissigung der hoheren Glieder der
Selbstbeleuchtung, sondern an anderen Griinden. Fiir undurchsichtige Korper
ist die genannte Vernachlissigung sicherlich ohne Bedeutung im Vergleich zu
den anderen stérenden Ursachen. Dazu gehort vor allem die niemals zu ver-
meidende Spiegelung an den Elementen der Oberfliche selbst, deren EinfluB
sich dem der inneren Diffusion tiberlagert.

Ein eben begrenztes Wolkenmeer, das aus kugelférmigen Trépfchen
bekannter GroBenordnung aufgebaut ist, bietet wie kein anderer Korper
die idealen Bedingungen, die eine Ubereinstimmung der Beobachtung mit der
Theorie erwarten lassen. Von einer Spiegelung an seiner Oberfliche kann nicht
die Rede sein, und selbst der Schattenwurf kleiner Unebenheiten spielt bei der
fast vollkommenen Durchsichtigkeit derselben keine Rolle.

Tatsichlich ist auch eine fast vollkommene Bestitigung der Formel (12)
in den Beobachtungen gefunden worden.

23. Experimentelle Untersuchungen iiber diffuse Reflexion. Bei allen
experimentellen Untersuchungen iiber diffuse Reflexion ist im Auge zu behalten,
daB es in der Natur alle moglichen Uberginge zwichen diffuser und regel-
méBiger Reflexion gibt, ja, daB dasselbe Material keineswegs immer dieselben
Eigenschaften zeigt, da die geringste Anderung des Oberflichenzustandes er-
hebliche Unterschiede in seinem optischen Verhalten zur Folge haben kann. So
fand z. B. RavieicH!, daB ein Unterschied zwischen Flichen besteht, die frisch
poliert waren oder eine Zeitlang gelegen hatten, obwohl sich eine Anderung in
der Politur mit dem Auge nicht wahrnehmen lieB. Merkwiirdigerweise ist dieser
Umstand bis in die jiingste Zeit nicht geniigend beachtet worden, und man findet
in der Literatur Bezeichnungen der untersuchten Flichen wie ,,Papier*, ,,weiBer
Karton*, ,,grauer Karton®, , mattes Silber®, ,,mattes Glas*, die natiirlich den
Oberflachenzustand ganz ungeniigend definieren. Auch SEELIGER begniigt sich
mit Bezeichnungen ,,gelbes rauhes Papier*, ,,braunliches Glaspapier** ,,getrock-
neter Lehm*. Es ist deshalb nicht verwunderlich, daB die experimentellen
Untersuchungen iiber Diffusion an matten Flichen zu den widersprechendsten
Ergebnissen gefiihrt haben.

Fast alle bisher untersuchten Substanzen zeigen Spuren regulidrer Reflexion
an der Oberfliche, welche sich zur Wirkung der Diffusion addiert und die
Resultate der Messungen uniibersichtlich macht. Ein Uberblick iiber die
Ergebnisse der Messungen fithrt zu der Uberzeugung, daB, je vollkommener
die Mattheit der untersuchten Substanzen war, desto besser sich die Diffusion
an ihnen durch die einfache LamMBERTsche Formel darstellen lieB, oder vielmehr
dal von den einfachen Formeln die LamBeRrTsche die beste Niherung ergab.
Regulidre Reflexion, deren geringe Spuren, wie gesagt, bei den meisten matten
Substanzen vorhanden sind, hat zur Folge, daB die Emissionskurve unsymmetrisch
wird und eine ovale Form annimmt, die desto ausgesprochener wird, je groBer der
Einfallswinkel ist. Denken wir uns auf der Oberfliche eine Reihe spiegelnder
Elemerite, die willkiirlich orientiert sind. Wir koénnen die Lichtmenge, die von

1 London R S Proc 41, S. 275 (1886).
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ihnen in verschiedenen Richtungen gespiegelt wird, nicht berechnen, weil wir
die relative Anzahl der Elemente von bestimmten Neigungswinkeln zur Nor-
malen nicht kennen, aber es ist klar, daB die Lichtwellen, welche von einem
solchen System von Spiegeln reflektiert werden, untereinander interferieren
werden und daB die Gangunterschiede der Lichtwellen mit wachsendem Ein-
fallswinkel abnehmen miissen. Die Folge wird sein, dal die Reflexion von einer
solchen Fliche sich immer mehr der reguliren Reflexion ndhern wird, je grofler
der Einfallswinkel ist. Wenn die Beobachtungen also gréBere Lichtmengen fiir
das Azimut von 180° ergeben, als fiir dasjenige von 0°, und wenn die Ab-
plattung der Emissionskurve mit wachsendem Einfallswinkel grofler wird, kann
das direkt als Beweis fiir Spuren regulirer Reflexion angesehen werden.

Wir geben jetzt einen kurzen Uberblick iiber die wichtigsten experimen-
tellen Arbeiten auf diesem Gebiete.

BouGUERs! Messungen an mattem Silber, Gips und hollindischem Papier
ergaben, daB bei nahezu iibereinstimmender Einfalls- und Sehrichtung, also
bei ¢ = ¢, die Flichenhelle nicht proportional cos?, sondern schneller abnimmt;
LAMBERT stellte Messungen an Kremser-Weif und ,,Koénigspapier, vermutlich
einem besonders guten Schreibpapier, an und hielt die Ubereinstimmung mit
seinem Gesetz fiir hinreichend. LoMMEL hat spiter LAMBERTs Werte neu be-
rechnet und groBe Abweichungen gefunden. Dann ist lange Zeit auf diesem
Gebiete nichts weiter geschehen, bis man begann, sich mit dem Wesen der
strahlenden Wirme néher zu beschiftigen und die Reflexion von Wirmestrahlen
zu untersuchen. Der erste, der rein qualitativ den Beweis erbrachte, daB3 auch
Wirmestrahlen diffus reflektiert werden, war MELLONI2. DE LA PREVOSTAYE
und DEssaINs?® beobachteten die Reflexion von Wirmestrahlen unbekannter
Wellenlinge und fanden das LAMBERTsche Gesetz fiir £ = 0° bei einer Bleiweil-
platte vollstindig bestitigt, dagegen nur anndhernd bei einer Zinnober- und
Chrombleiplatte, und gar nicht fiir pulverisiertes Silber.

Ebenfalls mit Wiarmestrahlen arbeitete MACQUENNE?, der das LAMBERTsche
Gesetz fir kleine Inzidenzwinkel bestdtigt fand.

KNUT ANGSTROMS war der erste, der die Diffusion der Wiarmestrahlen nach
Bekanntwerden des LomMELschen Gesetzes untersuchte; er glaubte auch eine
Bestdtigung desselben zu finden. Er beobachtete die Diffusion an gegossenem
Gips, geschliffenem Gips, Schwefelblumen, Briefpapier, geschliffenem Eisen und
geschliffenem Kupfer. L. GopArRD® konnte bei den von ANGSTROM benutzten
Substanzen stets regulire Reflexion nachweisen. Er selbst fand, daB fiir ¢ = 0°
das cose-Gesetz streng giiltig sei, wenigstens fiir hinreichend dicke Schichten.

ANGSTROM hat seine ersten Behauptungen spiter eingeschrinkt und das
Resultat derselben folgendermaBen formuliert: Bei senkrechter Bestrahlung ist
die Diffusionsfliche ein in der Richtung der Flichennormale verlingertes Ellip-
soid. Bei zunehmendem ¢ wird das Ellipsoid immer weniger verldngert, geht
bei ¢ = 30° in eine Kugel und dann in ein abgeplattetes Ellipsoid iiber. Wir
sehen, daB auch diese Beobachtungen, wie diejenigen von BOUGUER, fiir kleine
Einfallswinkel dem SEELIGERschen Gesetze direkt widersprechen. Die Ab-
plattung der Diffusionsfliche fiir groBe Einfallswinkel kann ihre Ursache in
regulirer Reflexion haben.

1 Traité d’optique sur la gradation le la lumiére. Paris 1760.

2 Ann d chim et d phys 75, S. 387 (1840).

3 Pogg Ann 84, S. 147 (1848). CR 24, S. 60 (1847); 33, S. 444 (1851).
1 Théses présentées a la Faculté des Sciences de Paris (1880).

5 Wied Ann 26, S. 253 (1885).

6 Ann d chim et d phys (6) 10, S. 354 (1887).



Ziff. 24. Neuere Arbeiten. 47

Die Beobachtungen von J. B. MEsSERsCHMITT! mittelst eines GLANschen
Spektralphotometers ergaben fiir Porzellan Ubereinstimmung mit dem LAMBERT-
schen Gesetz, fiir andere Substanzen bedeutende Abweichungen. WIENER?
untersuchte Gips in verschiedenen Azimuten und fand, dal bis &= 60° die
Diffusion proportional mit cose ist, aber durchschnittlich schneller abnimmt,
als mit coss.

H. WricHT3 untersuchte Platten aus Englisch Rot, Kaliumchromat, Zink-
griin, Ultramarin, kohlensaurer Magnesia und Gips, die nicht gegossen, sondern
in Stahlstempeln unter groBem Druck gestampft waren. Es gelang ihm dadurch
regelmiBige Reflexion ganz zu vermeiden. Seine Beobachtungen, die als der
wertvollste Beitrag auf diesem Gebiete anzusehen sind, ergaben eine gute Uber-
einstimmung mit der LaMBERTschen Formel. Er findet die reflektierte Licht-
menge streng proportional mit cose, also eine vollige Widerlegung der SEELIGER-
schen Formel, dagegen nicht ganz proportional mit cos¢, doch iibersteigen die
Abweichungen niemals 10%,.

Nach PEGraM? befolgt feines Gipspulver, das man aus der Luft in Staub-
form auf eine geeignete Glasplatte hat fallen lassen, genau das LAMBERTsche
Gesetz.

MATTHEWS?® fand {ir einen Gips- und zwei Papierschirme bei konstantem ¢
die Helligkeit innerhalb der Grenzen 0°-— 50° proportional mit coss, wihrend
bei ¢ = 75° die Abweichung etwa 59, betrug.

THALER® unterwirft die WriGHTschen Messungen einer eingehenden Kritik,
besonders weil er das Azimut nicht geniigend beriicksichtigt hat. Seine
eigenen Beobachtungen an Gipsplatten, mattierten Glasplatten und Platten
von Magnesiumoxyd stellt er durch lange Entwicklungen nach Kugelfunktionen
dar, die aber kein allgemeines Reflexionsgesetz darstellen; seine Materialien
weisen im Gegensatz zu denen WRIGHTs noch starke Reflexe auf, was aus dem
Anwachsen der Helligkeit bei einem Azimut von 180° und ¢ == ¢ zu ersehen ist.

Von weiteren Untersuchungen ist diejenige von HUTCHINS? zu nennen, der
an feinem Papier nochmals das einfache cosi-Gesetz fir kleine Winkel be-
statigt fand. Fiir groBere Winkel fand er erhebliche Abweichungen.

H. LEEMANNS® untersuchte, um eine geeignete Projektionsfliche zu finden,
die Diffusion fiir gewdhnliches Papier, versilberte Mattscheiben, Aluminium-
Bronze. Leider gibt er keine Zahlen, sondern nur eine graphische Darstellung.
Auch diese Untersuchung gibt weder eine Bestitigung, noch eine direkte Wider-
legung des LamBERTschen Gesetzes.

Mit einer Spezialfrage beschiftigen sich noch eine Reihe von Unter-
suchungen, die an WRIGHTs Resultat ankniipfen, wonach bei der Diffusion an
absolut matten Oberflichen unpolarisierte, einfallende Strahlen nicht polarisiert,
dagegen polarisierte Strahlen vollkommen depolarisiert werden.

24. Neuere Arbeiten. N. Umow? versuchte nachzuweisen, dal matte Ober-
flichen auffallendes polarisiertes Licht nur teilweise und nicht gleichmiBig
depolarisieren und zwar weiBe Korper stirker als schwarze, ja daB} im idealen
Falle der weiBle Korper vollkommen, der schwarze gar nicht depolarisiere, auch
wenn seine Oberfliche vollkommen matt sei. Farbige Kérper mit matter Ober-
1 Wied Ann 34, S. 867 (1888). 2 Wied Ann 47, S. 638 (1892).

8 Ann d Phys 1, S. 17 (1900). 4 Science 13, S. 148 (1906).
5 Trans. Amer. Inst. Electr. Eng. 20, S. 59 (1902).
8 Die diffuse Reflexion an matten Oberflichen. Kieler Diss. (1903). Ann d Phys 11,
S. 996 (1903).
7 American Journal of Science Nov. 1898.
8 Verhdl. der Deutsch..phys. Ges. 11, S. 123 (1909). 9 Phys Z 6, S. 674 (1905).
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fliche depolarisieren am meisten Lichtstrahlen von derjenigen Wellenlinge,
welche die Farbe des Korpers charakterisiert.

Umows Betrachtungen sind von verschiedenen Seiten bestdtigt worden,
ndamlich von D. CEHMYROW und SLATOWRATzKI!, von VIKTOR NAVRATZ und
von WORONKOFF und POKROWSKI3,

Besonders die letztgenannten Autoren haben durch eine groBle Reihe von
Arbeiten, die sich an Umows Ideen anschlieBen, das Problem der diffusen Re-
flexion weiter gefordert. Sie untersuchten mit Hilfe eines K&6N16-MARTENSschen
Spektralphotometers eine Reihe von Stoffen in verschiedenen Spektralbezirken
und konnten feststellen, daB bei selektiv absorbierenden Kérpern das Reflexions-
gesetz abhdngig ist von der Wellenldnge:

1. Bei weilen Korpern ohne selektive Absorption, wie Magnesiumoxyd,
wird bei normaler und nahezu normaler Inzidenz das LAMBERTsche Gesetz sehr
nahe befolgt. Die Abweichungen wachsen aber auch bei diesen Kérpern mit
dem Einfallswinkel des Lichts.

2. Bei selektiv absorbierenden Korpern wachsen die Abweichungen vom
Kosinusgesetz im Gebiete der Wellenlidngen, die am stirksten absorbiert werden,
und zwar so, daB fiir groBe Reflexionswinkel die Intensitit des zerstreuten
Lichtes wichst.

Zur Deutung dieser Abweichung macht Poxrowski? einen Ansatz, welcher
der Spiegelung an den Oberflichenelementen des Korpers Rechnung tragen
soll. Es ist das ein Zuriickgreifen auf die BouGUERsche Anschauung von der
diffusen Reflexion, welche sie auf Spiegelungen verschieden geneigter elemen-
tarer Spiegelflichen zuriickfithren wollte. E. M. BERRY® hat in neuerer Zeit
Formeln entwickelt, die auf dieser Anschauung fuBen; wegen der Unsicherheit,
die allen solchen Versuchen aus dem Grunde anhaftet, daB iiber die Verteilung
der Neigungswinkel der Elementarspiegel a priori nichts bekannt sein kann,
konnen wir uns mit dieser Erwidhnung begniigen. POKROWSKI berechnet die von
den Elementarspiegeln reflektierte Lichtmenge [” einfach nach der FRESNEL-
schen Formel bei der Annahme gleicher Méglichkeit aller Neigungswinkel. Es ist
dann die Intensitdt des von der Oberfliche reflektierten Lichtes

r__ @ Sil’lz(’[’—d) tg2 (7/— d) _a "
J'= fsinz(i’+d)+tg2(¢/+d) = 2F(7,,d), (16)
s ' sing’
V= z+8, d = arcsin , (16)
2 7

# der Brechungsexponent und a eine Konstante ist. ¢ ist der Einfallswinkel auf
einen elementaren Spiegel, ¢ derjenige auf die ebene Begrenzung der Oberfliche.
Die erste Gleichung (16") ist die Bedingung, daB der reflektierte Strahl
in die Reflexionsrichtung ¢ fillt.
Fiir die aus dem Inneren des Koérpers austretende Lichtmenge nimmt
Poxrrowski strenge Giiltigkeit des LamBERTschen Gesetzes an, so daB J”= bcose;
die gesamte Lichtmenge von der Oberfliche ist dann

]:]'—{—]”:bcoss—l——;—F(i’,d). (17)

Da die Funktion F (¢, d), wie untenstehende Tabelle zeigt, mit dem Winkel 2" wichst,
so gelingt esihm durch die Formel (17) einem Teil der obengenannten Abweichungen
1 Phys Z 7, S. 533 (1906). 2 Ber. d. k. Akad. d. Wiss. Wien. 120 (2a) S. 1229 (1911).
3 Z £ Phys 20, S. 358 (1923). 4 Z f Phys 32, S.563 (1925).
5 Journ Optic Soc Amer 7, S. 627 (1923).
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Tabelle 5. F (¢, d)fiirn =1,5

. F . F L F , F

: B : 2 ¢ 1 Bl ‘ )
0° 0,040 30° | 0,042 60° | 0,089

5 0,040 35 0,043 65 0,121

10 0,040 40 0,046 70 0,171 90° | 1,000

15 0,040 45 0,050 75 0,253

20 0,040 50 ,0058 80 0,388

25 0,041 55 0,066 85 | 0,613

vom LAMBERTschen Gesetze Rechnung zu tragen. Wie aber H. Scrurz! be-
merkt, diirfte die Annahme gleicher Wahrscheinlichkeit aller Spiegelneigungen
jedenfalls fiir alle die Flichen, deren Oberfliche geschliffen oder durch ein
Bindemittel versteift worden ist, nicht zutreffen. Fiir diese diirften die kleinen
Neigungswinkel eine groBere Wahrscheinlichkeit haben als die groBen, und die
Einfithrung einer Verteilungsfunktion in der Form

J = bcose - %F(i’, d){c + cosge-K(i-<r] (18)

diirfte berechtigt sein. Hier sind 7 und ¢, wie auch in (16), immer positiv, wenn
sie zu verschiedenen Seiten des Lotes liegen. PoxkrRowsKI fiigt dann weitere
Glieder zu seiner Formel hinzu, um noch der Lichtmenge Rechnung zu tragen,
welche durch die zwischen den Partikeln des Kérpers vorhandenen Liicken aus
groBerer Tiefe unter der Oberfliche austritt.

Von Interesse sind auch WoRONKOFFs und POKROWSKIs %3 Beobachtungen
iiber die Polarisationserscheinungen bei diffuser Reflexion. Die schon von Umow
aufgestellten Sitze, daB die beim Einfallen unpolarisierten Lichtes eintretende
teilweise Polarisation desto stirker sei, je gréBer die Absorption, und daB da-
gegen polarisiertes Licht um so stirker depolarisiert wird, je geringer die Ab-
sorption ist, wird durch Beobachtungen mit einem Spektralphotometer gepriift
und qualitativ bestitigt gefunden. Die Erklirung sucht PokrowskI darin, daB
der Teil des reflektierten Lichtes, welcher aus dem Inneren des Kérpers kommt
und das LAMBERTsche Gesetz streng befolgt, unpolarisiert sei, auch wenn er
von polarisiertem Lichte herriihrt, die Polarisation also ausschlieBlich bei der
Spiegelung an der Oberfliche entsteht. Die Polarisation natiirlichen Lichts stei-
gert sich mit dem Einfalls- und Reflexionswinkel und erreicht ihr Maximum bei
z——;: = @, wo @ der Winkel maximaler Polarisation ist.

Uber die Diffusion des Lichtes beim Durchgang durch triibe Medien hat
Poxrowski* auch Beobachtungen angestellt, sowie eine elementare Theorie des
Vorgangs gegeben. Aus der Tatsache, daB die Exponentialformel

Ja=eFL

fir die Intensitit des durchgegangenen Lichtes (L ist die Schichtdicke) fiir
sehr diinne Schichten versagt, wihrend sie sich bei groBerer Schichtdicke sehr
gut bestitigt, folgert PokrRowskI, daB das hindurchgegangene Licht sich aus
zwei Teilen zusammensetzt: ein Teil des Lichtes dringt durch die Liicken
zwischen den Partikeln des Mediums ungehindert hindurch, ein anderer Teil
wird von diesen Partikeln absorbiert und zerstreut; er tritt als ein Bruchteil

1 Z {f Phys 31, S. 496 (1925).
2 Z f Phys 30, S. 139 (1924). 3 Z £ Phys 33, S. 860 (1925).
* Z £ Phys 31, S. 14 (1925), ebenda 31, S. 514 (1925).

Handbuch der Astrophysik. 11. 4
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des von den Partikeln aufgefangenen Lichtes zu dem direkt hindurchgegangenen
hinzu. Bezeichnet man diese beiden Bestandteile der Intensitit durch /7% und J%,

so ist also
Jo=Ji+ Ji. (19)
Der erste Teil folgt der Exponentialfunktion
Ji=re"t (20)

Der zweite stellt sich dar als
Ji=K(1 — &He b,
wo S, K, f Konstanten sind und L die Schichtdicke bedeutet. Man kann auch
unter L die Konzentration oder die Zahl der absorbierenden und streuenden
Elemente pro Volumeinheit verstehen.

Derselbe Ansatz wird benutzt bei der Untersuchung der Polarisations-
erscheinungen im durchgegangenen Lichte. Hierbei bestitigt sich die Umow-
sche Auffassung dieser Erscheinungen. Auch beim Durchgang durch ein optisch
inhomogenes Medium wird linear polarisiertes Licht nach MaBgabe seiner Zer-
streuung depolarisiert, wihrend das durch die Liicken zwischen den streuenden
Elementen hindurchgehende seine Polarisation beibehdlt. Die Polarisation un-
polarisierten Lichts beim Durchgange durch triibe Medien erweist sich von der
Konzentration der strenenden Elemente und der Schichtdicke abhingig, auBer-
dem vom Ablenkungswinkel.

Fiir die Helligkeit einer durchleuchteten Schicht macht Pok-
ROWSKI? den elementaren Ansatz:

H=H,(1— e XI),

wo H, die Oberflichenhelligkeit der lichtzerstreuenden Elemente der Schicht
und L die Schichtdicke ist. Er findet eine gute Bestitigung dieser Formel aus
Messungen der Himmelshelligkeit in gleichem Winkelabstande von der Sonne,
wo die Schichtdicke mit dem Sekans der Zenitdistanz des beobachteten Punktes
wichst:

H = H (1 — ¢ KLssecZ))

Diese Formel vernachlissigt die gegenseitige Erleuchtung der Elemente
durcheinander und kann so gedeutet werden, dall ¢~ ¥Z der Anteil der Liicken
zwischen den Elementen pro Flicheneinheit ist, durch welche der dunkle Himmels-
raum hindurchscheint. H, wire die Helligkeit einer vollkommen undurchsich-
tigen Schicht. K ist die Konzentration der leuchtenden Elemente.

25. Uber die Lichtzerstreuung in der Luft sind verschiedentlich Beobach-
tungen angestellt worden. Es bieten sich da zwei Wege, das Diffusionsgesetz zu
studieren. Der erste Weg ist die Untersuchung der Lichtverteilung am klaren
Himmel in verschiedenen Winkelabstinden von der Sonne; solcher Messungen
gibt es eine groBe Reihe®. Ein zweiter Weg zur Untersuchung der Lichtzerstreuung
in der Luft ist die Messung der Intensitit einer durch parallele Strahlen durch-
leuchteten Luftsiule, die etwa in der Nacht durch einen Scheinwerfer oder im

1 Poxrowskl, Z f Phys 32, S. 713 (1925); 36, S. 548 (1926).

2 7 f Phys 34, S. 496 (1926).
8 WiLp, Bull. de 'Acad. d. Sc. d. St. Pétersbourg 21, S. 312 (1876); 23, S. 290 (1877).

~— ScHrRAMM, Dissert. Kiel (1901). — CHR. WIENER, Abh. d. Kais. Leop.-Car. Acad. Nova
Acta 73. ~— C. LE Roy MAISSINGER, Science (N. S.) 55, S. 20 (1922). — W. BRUCKMANN,
Meteor. Z. 39, S.107 (1922). — R. W, Woopn, Phil Mag 39, S. 423 (1920) — F. E. FOWLE,

Journ. Opt. Soc. Amer. 6, S. 99 (1922). — P. GRUNER, Beitr. z. Phys. d. freien Atmosph. 8,
S. 120 (1919). — G. Poxrowsk1, Z f Phys 34, S. 49 (1925); 35, S. 464 (1926).
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verdunkelten Laboratorium durch die Sonne oder eine starke Lampe erzeugt
wird?.

Beide Methoden fiihren zu dem iibereinstimmenden Ergebnis, dall die Licht-
zerstreuung in der Luft, wenn auch mit den atmosphérischen Bedingungen und
dem Staubgehalt stark verdnderlich, doch einen eigentiimlichen, mit keinem der
einfachen Diffusionsgesetze iibereinstimmenden Verlauf hat; es ist ein sehr starkes
Anwachsen der Helligkeit in der Richtung der einfallenden Strahlen, also fiir
kleine Ablenkungswinkel @, vorhanden. Bezeichnet man den Winkel an der Luft-
partikel zwischen den Richtungen der einfallenden und reflektierten Strahlen als
Phasenwinkel (&), so haben wir also eine starke Intensitdtszunahme fiir Phasen-
winkel, die in der Ndhe von 180° liegen. Diese Zunahme ist viel gréBer als die-
jenige, welche die RavLEIGHsche Formel verlangt, und dazu einseitig fiir & = 180°
und nicht fiir &« = 0°. Nur fiir groBe Hohen iiber dem Meeresniveau nihert sich
die Lichtverteilung am klaren Himmel der RavyrLE1GHschen ; sowohl die blaue Farbe
des Himmels als die Durchlissigkeitskoeffizienten der Atmosphire fiir Licht ver-
schiedener Wellenldngen folgen fiir grofere Hohen recht genau der RAYLEIGHSchen
Theorie. In den tieferen Luftschichten verursachen die Beimischungen groberer
Partikel (die nicht mehr klein gegen die Wellenlinge des Lichts sind) starke
Abweichungen von der RavLEiGHschen Formel, weil diese nur die Beugungs-
erscheinungen an den Molekiilen der Luft beriicksichtigt. Mik? hat gezeigt, daf}
bei wachsender TeilchengréBe das Intensititsmaximum nach o« = 180° ver-
schoben wird und auch die RavyLEIGHsche Fiarbung abnimmt.

Einen édhnlichen Effekt der Zunahme der Intensitit in der Richtung der
einfallenden Strahlung erhilt man auch bei Partikeln beliebiger Form aus ele-
mentaren Betrachtungen bei Anwendung der FrEsNELschen Formel, wenn
man nur die Reflexion und Brechung an
groBeren Partikeln beriicksichtigt. Wir fithren
hier Pokrowskis Betrachtungen iiber diesen
Gegenstand an.

Es seien (Abb. 15) 7,, 4, der Einfalls- und
Brechungswinkel des Lichts beim Eintritt in
ein Partikel, @; der Ablenkungswinkel. (In
der Abb. 15 steht &,, a,, &, statt d;, d,, d;.)
Der weitere Strahlengang ist aus der Ab-
bildung ersichtlich. Der vor dem Eintritt Abb.15. Der EinfluB der Brechung
reflektierte Teil des Lichts hat nach der “0d ‘Ilfr inneren Reflexion an grofBeren
. . artikeln nach PokrowskI.
FrEsnELschen Formel die Intensitit
tg® (i — dy) a

+ tg? (i, + dy) - ’EF(il:dl) =al, (21’)

7 = a [sin® (i, — dy)
T 2 |sin2(4 + dy)

wo ¢; der Bedingung geniigen muf}:

T - @
2 )

i =

wenn der reflektierte Strahl das Auge unter dem Ablenkungswinkel O erreichen
soll, und

1 KARRER u. SMITH, Journ. Opt. Soc. Amer. 7, S. 1211 (1923). In dieser Arbeit findet
sich ein ausfithrliches Literaturverzeichnis. — Poxrowski, Z f Phys-34, S. 55 (1925).
2 Mie, Ann d Phys 25, S. 428 (1908).

4*
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Wir betrachten den Strahl, der zweimal abgelenkt wird, beim Eintritt um den
Winkel 6, und beim Austritt um den Winkel & (in der Abb. nicht bezeichnet);
er erleidet die Gesamtablenkung

0=06,+ &
Die Intensitdt nach der ersten Brechung ist proportional 1 — }F (¢, d;), wo
i, —d; = 0.

Bei der ersten Brechung kann O, ein beliebiger Winkel zwischen +# und —an
sein, bei der zweiten muf immer, wenn die gegebene Richtung @ zustande
kommen soll,

O'=6—6,

sein. Entsprechend wird die Intensitit eines zweimal gebrochenen Strahles
proportional sein mit [1 — 3 F (¢;,d,)][1 — $F (4,,d,)], und es muBl dabei

by dy= 0" = O — 6,

. sing
d, = arcsin — 2
n

und

sein. Da sich nun 6, indern kann, was eine Anderung von @” bedingt, so muf3
bei gleicher Wahrscheinlichkeit aller Richtungen der Partikel die Intensitit des
zweimal gebrochenen Strahles mit vorgegebenem @ sich als Summe der Elementar-
strahlen, die verschiedenen O, entsprechen, darstellen:

+m
Jo=b[1t = $F (i, d)][1 — $F (0, 4)Jd 0, = bN . (22)

Hier ist b eine Konstante. Man kann die Gesamthelligkeit der in gegebener
Richtung refiektierten und zweimal gebrochenen Strahlen

]:]r+]d

immer als Funktion von © berechnen, wenn der Brechungsexponent » gegeben
ist. Will man noch den Betrag kennen, der dem Strahl entspricht, der nach
einmaliger Brechung eine Innenreflexion erleidet, um dann herausgebrochen zu
werden, so hat man fiir die Intensitit nach der Innenreflexion eine Groe, die
(1 — $F (1, d)] $ F (35, dy)
proportional ist, wobei
Gy =" - ©, und d, = arcsin %12

Nach der zweiten Brechung aber wird die Intensitdt proportional mit
[ — 3 F (i1, d))] § F (15, dy) [1 — 3 F (15, ds)],

WO "
sinig

dg — i3 = 6 und dy = arcsin
AuBerdem mub die Gesamtablenkung sein
O=06,+ 6,+ 0,.

Bei vorgegebenem 6 kénnen O, und O, verschiedene Werte zwischen —z und
-7 annehmen, 6, ist dann immer durch die letzte Gleichung bestimmt.
Die gesuchte Intensitidt bei gegebenem 6 ist also
+7 -+

To=c [ [ U—34F (i a)13F (i d) [t —3F (5, 4)]40,d 0, = c P, (23)

- =7
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wo_c eine Konstante ist. Bei dieser Berechnung sind nur solche Fille in Be-
tracht gezogen, in welchen die Strahlen innerhalb der Partikel sich in einer
Ebene bewegen. Will man auch die anderen Fille beriicksichtigen, so wird die
Ausrechnung sehr kompliziert. Sie wird vom Verfasser nicht ausgefiihrt und
die Gesamtintensitit der gebrochenen und reflektierten Strahlen gemiB (21), (22)

und (23) angesetzt zu J
e

J=L+JatJ,=aM +bN +cP. (24) |o

Nach numerischer Berechnung der Inte-

v
grale N und P fiir # = 1,56 und Ermitte- °
lung der Koeffizienter}, a=10, b=38, 0 0 Luftstrantung
¢ = 0,3 durch Ausgleichung kann man \ & Himmelssirahly blou
. . . . . ”» » o ro
schon mit dieser elementaren Theorie eine w Luftstranting
wesentliche Annidherung an das beobach- nach Karreru. Smith

tete Reflexionsgesetz der Luft erhalten,
wie die Abb. 16 zeigt. In ihr ist die aus-
gezogene Kurve nach (24) berechnet. Die
Beobachtungen nach verschiedenen Me-
thoden, die hier von POKROWSKI zusam-
mengefaf3t und graphisch dargestellt sind,
zeigen freilich ein noch stidrkeres An- ,
wachsen der Intensitit fir kleine Ab-
lenkungswinkel, als die Formel (24) es er-
fordert.

Viel eingehender als in diesen elementaren Betrachtungen ist der Einflu3
groBerer Partikel (Eiskristalle, Wassertrépfchen und Staubpartikel) auf die
Lichtzerstreuung in der Luft von CHR. WIENER? in seinem grofen Werke iiber
die Helligkeit des klaren Himmels behandelt; seine Theorie hat durch neuere
Messungen der Himmelshelligkeit von hohen Bergen aus (TENERIFFA) eine gute
Bestitigung erfahren, was als Beweis der Existenz groberer Partikel auch in
solchen Hohen angesehen werden kann.

26. Uber den Begriff der Albedo. Wir haben bereits den Begriff der Al-
bedo, wie er sich bei Zugrundelegung des LamMBERTschen Reflexionsgesetzes er-
gibt (5. 33), erwdhnt; LAMBERT bezeichnet damit das Verhiltnis der gesamten,
von einem Flichenelement in den rdumlichen Winkel 7 reflektierten Lichtmenge
zu der auffallenden. Da nach LAMBERTS Gesetz die austretende Lichtmenge
lediglich vom Emanationswinkel abhingt, so hat die Albedo fiir alle Inzidenz-
winkel denselben Wert.

Wird nun ein anderes Beleuchtungsgesetz zugrunde gelegt, etwa das SEE-
LIGERsche, bei dem die austretende Lichtmenge auch vom Einfallswinkel abhéngt,
so bekommt die Albedo fiir jeden Einfallswinkel des Lichts einen anderen Wert.

SEELIGER?, der auf diesen Umstand aufmerksam gemacht hat, hat auch
eine andere Definition der Albedo vorgeschlagen, welche fiir jedes Beleuchtungs-
gesetz Gultlgkelt hat.

Es sei ein Flichenelement 4o unter dem Winkel ¢ beleuchtet und L die
pro Einheit der Fliche senkrecht einfallende Lichtmenge. Es sei das zunichst
unbekannte Beleuchtungsgesetz mit f(¢, ¢) bezeichnet, dann ist die unter dem
Emanationswinkel ¢ reflektierte Lichtmenge, die auf ein Element ds im Ab-
stande 1 senkrecht auffillt,

' dg=CLdof(s,¢e)ds,
1 Abh. d. Kais. Leop.-Car. Acad. Nova. Acta. 73.
2 Abhandl. der k. Bayer. Akad. der Wissenschaften. II KI., 16, S. 430, (1887).

! 1 ! i X
30° 60° 90° 720° 750°0

Abb. 16. Die Intensitit der Luftstrahlung
nach Pokrowski. Z. f. Phys. 34.
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wo C eine Konstante ist, die fiir jedes Beleuchtungsgesetz einen anderen Wert
hat. Die auf eine Halbkugel vom Radius 1 mit d¢ als Zentrum gestreute
Lichtmenge ist, wenn das Element der Kugel ds durch die Koordinaten Zenit-
distanz (¢) und Azimut (y) ausgedriickt wird, gleich

2m n[2 n_/2
g= CLda/ dqrj sinedsf (i, ) — 2nCLda/ sine/ (i, &) de .
(0] 0 0]

Die Albedo 4 ist das Verhiltnis dieser zu der auf do auffallenden Lichtmenge,
mithin ist
Ev]

Ad=9 = 2nC/-];(i’£) sinede . (25)

~ Lcosido 0S1%

4]

Hieraus ist, was wir oben iiber die Abhédngigkeit der Albedo vom Inzidenzwinkel
bemerkt haben, erwiesen; zugleich ersehen wir, da nur bei f(7, €) = cosi @(e),
wie z. B. beim LAMBERTschen Gesetze, die Albedo vom Einfallswinkel unab-
hingig wird.

Der einfachste Weg, diese Unklarheit zu vermeiden, ist, unter der Albedo
den Wert zu verstehen, den A fiir einen bestimmten Einfallswinkel besitzt,
und es ist deshalb auch die Albedo fiir normale Inzidenz des Lichts (¢ = 0)
ein heute vielfach gebrauchter Begriff.

27. Die Seeuicersche Albedo. SEELIGER dagegen schligt vor, mit Albedo
den ‘Mittelwert aller A zu bezeichnen, die sich fiir simtliche Werte des Inzi-
denzwinkels ergeben. Bezeichnen wir diesen Mittelwert durch 4,, so wire also

A2=21—HZA,

wo die Summe iiber alle Elemente der Halbkugel vom Radius 1 zu erstrecken
ist und 4 den durch Gleichung (25) bestimmten Wert hat. Fiir eine Kugelzone,
die den Einfallswinkeln zwischen ¢ und ¢ - d7 entspricht, ist die obige Summe
gleich 2z 4 sinids, fiir die ganze Halbkugel
/2
27 / Asinids,
0

daher ist

a2

4, :./'Asinidi
0

und nach Einsetzung des Wertes von A4:
a2 :1!2
A, — 2nC/tgidi/f(17,s)sinsds. (26)
0 0
Dieses ist die Definition der SEELIGERschen Albedo. Setzt man fiir f(z, &) das
LaMBERTsche Gesetz ein, so ergibt die Formel (25) A = nC und (26) ebenfalls
A, =aC. Es stimmen also die beiden Definitionen der Albedo fiir das LamM-
BERTsche Gesetz iiberein.
Setzt man dagegen fiir f(i, &) das SEELIGERsche Beleuchtungsgesetz ein,
und zwar in seiner allgemeinen Form
. cos?cose
j(o€) = cos? - Acose’



Ziff. 28. Die Albedo einer ebenen Fliache fiir normale Bestrahlung. 55

so ergibt sich fiir 4, der Wert

)2 Tj2
S ' sinsuoss
4, = ZnC‘,/smzdz/ —
<) 0S 7 + /(,OSS
0 0

Die Ausfithrung der Integration geschieht am einfachsten durch Einfithrung
einer neuen Variablen x = cos? ++ 1cose, worauf sich ergibt:
/2

4, = 27 )2C2 /szdt{l + costlncoss — coséln (A + cosi)},

0

oder, wenn man noch cost = y setzt,

0 0
4,=22020 /ydylnw /ydy n (4 +—y)}
1 1
= Tcz {1 — 4lni + ;iln“ + l)}. (27)

In dieser allgememen Form ist die SEELIGERsche Albedo kaum jemals
angewandt worden. Setzt man in ihr 1 = 1, so ergibt sich

Ay =nC,, (272)

also ist in diesem Falle diec SEELIGERsche Albedo auch nur durch den Propor-
tionalititsfaktor des SEELIGERschen Gesetzes bestimmt. Wir wollen weiter den
Index 2 fiir die durch (27a) definierte SEELIGERsche Albedo benutzen, wihrend
A, immer die LaMBERTsche Albedo bezeichnen soll.

In der LamBERTschen Albedo, 4; = nCy, ist C; der Reflexionskoeffizient

(Seite 33), so daB3
clzi‘,:%, (28)

Bei Korpern, die das LaMBERTsche Gesetz befolgen, sind Albedo und Reflexions-
koeffizient gleichwertige Begriffe. Letzterer wird oft unter Weglassung des
Faktors 1/m fiir den weiBen Korper als Eins angenommen, also im Sinne der
Albedo benutzt.

In der SEELIGERschen Albedo A, = #C, ist C, die Konstante des SEELIGER-
schen Gesetzes, also (vgl. Seite 35 Form. §)

Co="2=12, (29)

28. Die Albedo einer ebenen Fliche fiir normale Bestrahlung und der
Reflexionskoeffizient in der Bestrahlungsrichtung. Fiir die Praxis ist die De-
finition der Albedo einer ebenen Fliache fiir normale Bestrahlung
der angemessenste Begriff. Ist das Reflexionsgesetz vom LaMBERTschen ab-
weichend und durch die Funktion f(7, ¢) bestimmt, so ist diese Albedo nach (25)

)2

A =2n C/f(O, g)sinede,

wo C eine von der Form der Funktion f abhingige Konstante bedeutet.

Fiir unregelmidBig begrenzte Korper, Mineralien und Gesteine im
natiirlichen Zustande ist dagegen der Reflexionskoeffizient in der
Bestrahlungsrichtung die fiir astronomische Zwecke geeignetste Kon-
stante. Er bezeichnet das Verhiltnis der in der Bestrahlungsrichtung vom Kérper
reflektierten zu derjenigen Lichtmenge, welche eine ebene Flache mit der Albedo
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Eins, die dabei das LamMBERTsche Gesetz befolgt, in der Bestrahlungsrichtung
zuriickstrahlt, wenn sie senkrecht dieselbe Lichtmenge empfingt wie der un-
regelmifBige Korper. Die Albedo eines solchen Korpers kann in hohem Grade
von der zufilligen Form abhingig sein, besonders durch die Lichtverluste, die
durch Schattenwurf bei schriiger Betrachtung entstehen, wihrend der Reflexions-
koeffizient fiir die Bestrahlungsrichtung wohl noch von der Form, aber nicht mehr
von Schattenwirkungen abhingig ist. Wir wollen ihn weiter mit R bezeichnent.
29. Uber die Bestimmung der Albedo und des Reflexionskoeffizienten.
ExperimentelleBestimmungender Albedo. Schon LAMBERT? hat eine
Methode zur Bestimmung des Reflexionskoeffizienten angegeben, und mit dem
von ihm konstruierten Apparat auch einige Bestimmungen ausgefiihrt. Das
Prinzip seines Apparates, der spiter von ZOLLNER? vervollkommnet wurde, ist
folgendes: Es sei (Abb. 17) ab die Projektion eines Schirmes, welcher mit dem
Stoffe, dessen Albedo ermittelt werden soll, iiberzogen ist. Dieser Schirm wird
von J aus. moglichst normal beleuchtet
und alsdann sein durch die Linse L von
i é . ihm entworfenes optisches Bild s von
einem anderen Schirme 4 B aufgefangen.
Die Lichtquelle J beleuchtet auBer ab
g gleichzeitig auch noch AB, und es ist
Abb. 17. Das LameerTsche Albedometer.  Kklar, daB, je weiter dieselbe von ab ent-
fernt ist, desto dunkler auch das op-
tische Bild von ab in s im Vergleich zu der von J beleuchteten Stelle bei s
sein muf. LAMBERT verdnderte die Lage der Lichtquelle J solange, bis das in s
entworfene Bild mit dem in s direkt beleuchteten Teile des Schirmes gleich hell
war. Bezeichnet man die Entfernung ¢J durch D, Js" durch D’, Ls mit d, den
Halbmesser der Linse mit &', so zeigt LAMBERT, daBl mit sehr groBer Annihe-

rung der Reflexionskoeffizient x4 durch die Gleichung gegeben ist:

— L(ﬂﬂ)z
x \d' D

A

oy

Hier bedeutet »x den Absorptionskoeffizienten der Linse, welcher in jedem
einzelnen Falle durch Versuche zu ermitteln ist.

Hierbei ist natiirlich Sorge dafiir zu tragen, dafl die zu vergleichenden
Flichen nicht nur die gleiche Flichenhelligkeit, sondern auch dieselbe Form
haben; auBerdem muB, was LAMBERT nicht beachtet hat, dafiir gesorgt werden,
daB die beiden zu vergleichenden Flachen nur das von der Theorie vorgesehene
Licht erhalten und nicht auch Seitenlicht, was durch zweckmidBig angebrachte
dunkle Schirme zu erreichen ist.

Messungen dieser Art geben tatsichlich nicht die Albedo, sondern den
Reflexionskoeffizienten fiir normale oder nahezu normale Bestrahlung. ZOLLNER
erhielt auf diesem Wege die Reflexionskoeffizienten fiir einige Stoffe:

Frischer Schnee , ., . . . . . 0,78
Weiles Papier . ., ., . . . . 0,70
WeiBer Sandstein ., . . . . . 0,24
Tonmergel , . . . . . . .. 0,16
Quarz ., ., . . . .. .... 0,11
Feuchte Ackererde 0,08

1 Die Bezeichnung ,,Reflexionskoeffizient* wird oft in der Theorie der Diffusion fiir
den Bruchteil der in bestimmter Richtung reflektierten zur einfallenden Lichtmenge be-
nutzt. Wir bezeichnen ihn in diesen Problemen mit x. Ist die Streuung gleichm#Big
in allen Richtungen, so ist 4z u die gesamte zerstreute Lichtmenge.

2 Photometria, § 747. 3 Photometrische Untersuchungen ete., S. 265.
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Die Messungen mit Apparaten dieser Art sind schwierig, und es wird deshalb
gewshnlich das Reflexionsvermégen nur eines Stoffes, und dieses dann mit be-
sonderer Sorgfalt, auf die genannte Weise bestimmt. Bei ZOLLNER war es
weiBes Papier. Fiir die anderen Stoffe verwendet man ein gewohnliches Photo-
meter, mit welchem die unter gleiche Beleuchtungsbedingungen gestellten
Stoffe direkt auf ihre Helligkeit hin verglichen werden. So erhilt man relative
Reflexionskoeffizienten, aus denen die absoluten berechnet werden.

Mit einem Apparate derselben (LAMBERT-ZOLLNERschen) Konstruktion haben
J. WiLsing und J. ScHEINER!™ 2 die Reflexionskoeffizienten fiir die Bestrah-
lungsrichtung an einer groBen Reihe von Gesteinen und anderen Stoffen be-
stimmt. Diese Beobachtungen sind von besonderem Werte, weil sie, mit einem
Spektralphotometer ausgefiihrt, sich auf 5 verschiedene Wellenldngen getrennt
beziehen und dadurch auch die Farbe der untersuchten Kérper charakterisieren.

Als Vergleichsstoff wurde weile Kreide gewahlt, deren absolutes Reflexions-
vermdogen mit besonderer Sorgfalt nach zwei verschiedenen Methoden bestimmt
wurde. Sein Wert ergab sich im Mittel zu 1,05, was die Beobachter auf Spuren
regelmifiger Reflexionen zuriickfithren; er wurde bei den Berechnungen zu
1,00 angenommen. Die aus Intensitdtsvergleichungen des Spektrums der Kreide
und der anderen Gesteine fiir die letzteren abgeleiteten Reflexionskoeffizienten
fiir verschiedene Wellenldngen beziehen sich auf die Reflexion in der Be-
strahlungsrichtung. Die in der folgenden Tabelle unter Albedo angefithrten

Tabelle 6. Albedo und Reflexionskoeffizienten von Gesteinen.

0,584 u } 0,638 1 |

Albedo | 0,484 | 0,4804 | 0,513

Kreide . . . . .. .. | 1,000 | 1,000 | 1,000 1,000 | 1,000 | 1,000

Bimsstein ., . . ., . . . | 0,564 | 0,548 | 0,550 | 0,568 | 0,565 | 0,592 blaulichweil3
Steinsalz . . . . . . .. | 0442 | 0,345 | 0,411 | 0,433 | 0,490 { 0,561 | weiBbraunlich
Korniger Kalk . , .. . | 0,418 | 0,373 | 0,449 | 0,405 , 0,407 | 0,463 weilBgrau
Sandstein ., . . . . . . | 0,381 | 0,305 | 0,343 | 0,409 | 0,432 | 0,437 hellgelblich
Granit , . . . . ... . | 0362 ]0,325]0,367]|0,347 | 0,389 | 0,389 rétlichgrau
Gips , . ... ..... 033 |0333|0,338|0,332 | 0,344 | 0,333 reingrau
Trachyt . . . . . . .. 0,303 | 0,267 | 0,286 | 0,289 | 0,325 | 0,360 | hellgelblichgrau
Trasz ., . . ... ... | 0260|0193 0,234 0271 0,293 | 0,332 hellgelbgrau
Ton ., . . . . . . . .. 0,237 | 0,193 | 0,213 | 0,272 . 0,256 | 0,263 gelblichgrau
Glimmerschiefer . | 0,232 | 0,194 | 0,208 | 0,232 | 0,254 | 0,282 gelblichgrau

Vesuvasche, obere Schiéht' 0,192 | 0,158 | 0,175 | 0,198 | 0,213 | 0,226 | hellblaulichgrau
Vesuvasche, mittl. Schicht | 0,179 | 0,125 |.0,160 | 0,166 1 0,220 | 0,251 hellrétlichgrau

FluBsand ., . . . . . . 0,171 | 0,123 | 0,154 | 0,160 | 0,214 | 0,226 gelbbraun
Anhydrit | . . . . . . | 0,138 | 0,124 | 0,132 | 0,144 | 0,158 | 0,152 blaulichgrau
Syenit . . . . . . .. 0,132 | 0,111 | 0,113 1 0,142 | 0,143 | 0,156 rétlichgrau
Kalkstein , . . . . . . | 0,119 | 0,099 | 0,100 | 0,129 | 0,136 | 0,440 | graubriunlich
Biotitgneis , . ., . . . . 0,116 | 0,100 | 0,100 | 0,125 | 0,131 | 0,132 rotlichgrau
Quarzporphyr . , . . ., | 0,107 | 0,078 | 0,086 | 0,098 | 0,128 | 0,171 rotbraun
Trachytlava . . . . . . | 0,098 | 0,082 | 0,091 | 0,105 | 0,100 | 0,115 reingrau
Gabbro e e e e e 0,095 | 0,081 | 0,092 | 0,100 | 0,097 | 0,104 dunkelgrau
Pechsteinporphyr . . . . 0,093 | 0,083 | 0,093 { 0,087 | 0,105 | 0,101 dunkelgrau
Diabas , . . . . . . .. 0,093 | 0,083 | 0,089 | 0,096 | 0,097 | 0,101 grimschwarz
Obsidian ., ., . . . . . . 0,089 | 0,090 | 0,094 | 0,095 | 0,082 | 0,087 blauschwarz
Heklalava , ., ., . . . . 0.084 | 0,069 | 0,075 | 0,095 | 0,087 | 0,095 schwarzgrau
Tonschiefer | , ., . . . . 0,073 | 0,071 | 0,070 | 0,082 | 0,075 | 0,069 schwarzblau
Basalt , . . . . .. .. 0,064 | 0,056 | 0,064 | 0,069 | 0,065 | 0,069 | sehr dunkelgrau
Vesuvlava ., . . . . . . 0,050 | 0,040 | 0,043 | 0,051 | 0,058 | 0,061 »» "
Aetnalava . ., . . . . . | 0,048 | 0,039 | 0,048 | 0,054 | 0,046 | 0,053 dunkelgrau
Braunkohle C e e e . 0,047 | 0,036 | 0,051 | 0,048 | 0,048 | 0,050 »s

1 Spektralphotometrische Beobachtungen am Monde und an Gesteinen usw. Publi-
kationen des Astrophysik. Observat. zu Potsdam Nr. 61 (1909).

? Spektralphotometrische Messungen an Gesteinen, am Monde, Mars und Jupiter,
daselbst Nr. 77 (1921).
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Zahlen sind deshalb sowohl fiir Kreide als fiir die anderen Materialien Albedo-
werte nur im LaMBERTschen Sinne.

Unter diesen Materialien finden sich 4, deren Albedo auch ZOLLNER be-
stimmt hat. Die ZOLLNERschen Werte sind bis auf einen (fiir Quarzporphyr),
alle kleiner als die WiLsiNGschen, was wahrscheinlich in der Unsicherheit des
absoluten Reflexionskoeffizienten fiir weiBes Papier, das ZOLLNER als Vergleichs-
objekt benutzt hat, seine Ursache hat.

30. Das Fessenxowsche Albedometer. Strenge Albedowerte fiir normale
Bestrahlung hat Fessexkow! fiir Gips und Schnee bestimmt. Er benutzte
dazu ein neues Albedometer, in welchem die Beleuchtung des untersuchten
Objektes nicht direkt durch die Lichtquelle, sondern von der Riickseite eines
beleuchteten Papieres erfolgt.

Das FessEnkowsche Albedometer sowie seine strenge Methode, die Albedo
fiir normale Inzidenz der Strahlen zu bestimmen, erscheint einfach und lehr-

reich fiir dergleichen Untersuchungen; sie sollen deshalb hier
beschrieben werden.

Die Abb. 18 gibt eine Darstellung des Instrumentes mit
seinen auf der Vorder- und Riickwand befindlichen Offnungen
AB =1 und CD =11, die mit durchscheinendem Papier
{iberzogen sind. In K L wird der zu untersuchende Korper hin-
eingesetzt. Fiir diesen ist das Reflexionsgesetz f(0, €) durch eine
besondere Untersuchung bestimmt, wozu einige Helligkeits-
messungen bei verschiedenen Reflexionswinkeln geniigen.
Die Fliche AB, die durch J; beleuchtet ist, beleuchtet
ihrerseits das Objekt K L. Dieses wird, von O aus betrachtet,
mit der Fliche CD verglichen, und durch Verinderung des
Abstandes der zweiten Lichtquelle J, wird gleiche Helligkeit
beider erreicht. Die undurchsichtige Wand DE verhindert
eine Beleuchtung von 4 B durch CD und umgekehrt. Man kann
weiter annehmen, daB beide Lichtquellen J, und [, von
gleicher Helligkeit seien, da ihre Ungleichheit durch Aus-
wechseln und Wiederholung der Messung im Mittel eliminiert
wird. Der Radius von 4B sei g, der Abstand zwischen 4 B
und K L sei I. Die Papierscheibe CD wird dem untersuchten
Objekte in bezug auf Dimension genau gleichgemacht.

Das Element ds der Scheibe I mit dem Abstande ¢” von
ihrem Zentrum sendet auf ein im zentralen Teile von K L
befindliches Element do die Lichtmenge:

IifiSZOS% ds,
s
WO
0 . !

=012+ 0% und COST = e
Abb. 18. Das Albedo- V2 + o
meter von FESSEN- . i . i .

KOW. Die Scheibe I ist durch J, gleichmdBig beleuchtet, und da

Papier nach KonoNowirscu? dem LAMBERTschen Gesetze
folgt, so ist in obigem Ausdrucke dem Einfalls- und Emanationswinkel des Lichts
(beide gleich 7) Rechnung getragen. L ist die von der Flicheneinheit der Riick-
seite von A B normal austretende Lichtmenge.

1 Pybl. de I’Observatoire Central Astroph. de Russie vol. 11, p. 97. (1923).
2 Fortschritte der Physik 35, S. 430 (1879). Daselbst 37, S. 431 (1831).



Ziff. 30. Das Frssenkowsche Albedometer. 50

Von der ganzen Oberfliche der Scheibe I fillt auf do die Lichtmenge

27 [ e
[ , 5 s cOs%i . [ o'ded

Ll == Ldedlpr dQ ﬂ?ﬁ = ZnLdGl-‘/iﬁi-le_)é ,

0 0] 4]
denn ds = g’do’ dep.

Da nun g/l eine kleine GroBe ist, so erhilt man durch Reihenentwicklung
und Integration
nLdog? 2 4

4 4
L= g )
Die Lichtmenge, die von do nach dem Auge des Beobachters reflektiert wird, ist
CL,f(0, &)

wo C die Reflexionskonstante, /, = KO und die Funktion f(0, ¢) das fiir das unter-
suchte Objekt giiltige Reflexionsgesetz bei ¢ = 0 ist. Die scheinbare Helligkeit von

PR oo B _Cale 02 ¢
2 decoss, 2 cos £ ( Bhon)

Bezeichnen 4; und d, die Entfernungen der Lichtquellen J; und J, von I bzw. II,

so verhalten sich die scheinbaren Helligkeiten von IT und I wie % =n. Dadie
2

scheinbaren Helligkeiten von II und KL identisch sind, so haben wir hiermit
auch das Helligkeitsverhiltnis von KL zu I, wenn dieses von innen betrachtet
wire, bestimmt, und es ist

Crg? (0, &) { 0* 9“) _
P cose, (1T E T )T ()

Es gilt jetzt noch die Albedo aus dem Werte C f(0, &) zu berechnen. Das
Element do reflektiert unter dem Winkel ¢ die Lichtmenge

CLdof(0, e)dw,
wo der rdumliche Winkel dw = sinededd (4 = Azimut) ist.
Die nach der Halbkugel reflektierte Lichtmenge ist daher
2‘:1 n[Z
CLda[d4[f(0, e)sinede,

(8] 0

und die Albedo ist

a2
A= znc/f(o, ¢)sinede .
o
Hier ist nur noch der Wert von C aus (&) einzusetzen. Dann ergibt sich

stf2
__2nl? cosg,

=" 70,9 (1 + l%z)/f(o, g)sinede. ($)

Die Albedo von Kérpern, die nicht in dieser Weise untersucht werden konnen,
wird dann durch photometrische Vergleichung mit einem anderen, etwa mit
Gips, dessen Albedo bekannt ist, gefunden. Diese Vergleichung wird fiir normale
Inzidenz, aber bei verschiedenen Werten von ¢ ausgefithrt. Ist die scheinbare
Helligkeit der beiden Ké&rper

crioe 4 GLAO9

COs¢ Cos¢
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und das Helligkeitsverhiltnis der beiden £, so haben wit

5 C10,¢)
Cif(0,¢)°
oder wenn man die C durch die entsprechenden Albedo ausdriickt,
T/2

f{0,¢&)sinede
A kHO, 8 b
A~ f0, ¢ a2
ffl(o, o)sined e

0

Auf diese Weise wurde zunidchst die Albedo einer ebenen Gipsplatte mit dem
Albedometer bestimmt. Hierbei wurden ANGSTROMS Beobachtungen der diffusen
Reflexion von Gips zur Bestimmung von f(0, ¢) verwendet. Auf diese Weise fand

ich fiir Gi
sich fiir Gips A = 0,789 - 0,0046,

wihrend bei der Annahme, Gips befolge das LaMBERTsche Gesetz und die
Albedo sei mit dem Reflexionskoeffizienten identisch, sich ergibt

A = 0,866 1= 0,0046 .

Durch besondere Beobachtungen mit einem Flichenphotometer tiberzeugte sich
FEssenkow, daB fiir Schnee innerhalb der Beobachtungsgenauigkeit die Funk-
tion f(0, &) als identisch mit derjenigen fiir Gips angesehen werden koénne,
worauf durch einfache photometrische Vergleichung gleichbeleuchteter Gips-und
Schneeflichen sich auch die strenge Albedo fiir Schnee ergab:

A = 0)705 s
wihrend die LaMBERTsche Albedo aus denselben Beobachtungen sein wiirde:
Al - 0:775 .

Letztere Zahl stimmt vollkommen mit derjenigen von ZOLLNER A; = 0,78
bestimmten LamBERTschen Albedo fiir Schnee iiberein. Diese Untersuchung
beweist somit die Notwendigkeit strenger Angaben dariiber, welcher der ein-
schldgigen Begriffe der Albedo gemeint ist.

31. Die Albedo von Magnesiumoxyd und von Wolken. F. HENNING und
W. Heusg! untersuchten nach einer besonderen Methode das Reflexionsver-
mogen von Magnesiumoxyd, welches durch Verbrennen des Metalls in einfacher
Weise erhalten werden kann und als Normalweill fiir relative Messungen
empfohlen wird. Sie finden fiir das Gesamtreflexionsvermégen oder die Albedo
bei normaler Inzidenz

4 =0,953.

Magnesiumoxyd befolgt nach ihnen auch bei normaler Inzidenz nicht genau das
Lameertsche Gesetz. Die Helligkeit einer ebenen Fliche aus Magnesiumoxyd
ist bei grolen Reflexionswinkeln etwas geringer als bei senkrechter Betrachtung,

und zwar folgt sie der Formel: 1 — 1,3 sinz%, die Funktion f(0, &) sec ¢ ist

hier also .
(0, e)sece =1 — 1,3sin2—2~.

CoBLENTZz? fand fiir pulverisiertes und mit geringen Mengen von Klebstoff
vermischtes Magnesiumoxyd bei 4 = 0,60u, A = 0,863. Derselbe fand einen
etwas héheren Wert der Albedo fiir Bleikarbonat, namlich 4 = 0,87 bis 0,90.

1 Z f Phys 10, S. 111 (1922). 2 Bull. Bur. of Standards Washington 9, S. 283 (1913).
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Von Bedeutung fiir astronomische Zwecke ist auch die Bestimmung der
Albedo der Wolken, weil einige Planeten Ofters, andere stindig von Wolken-
hiillen umgeben sind, die das Sonnenlicht zu uns reflektieren und das Innere
des Planeten verhiillen. Es ist dabei wesentlich, eine Wolkenhiille von oben
zu beobachten, etwa von der Spitze eines hohen Berges oder noch besser von
einem Luftschiff aus.

Auf die erste Weise sind Beobachtungen auf dem Mt. Wilson-Observatorium
von ABBoT und FOWLE! mit einem Bolometer ausgefithrt worden, indem die
Strahlung der Sonne mit derjenigen eines gleich groBen Ausschnittes der unter
dem Berge liegenden Wolkenhiille in verschiedenen Azimuten und Nadirdistan-
zen verglichen wurde. Als Resultat einer nidherungsweisen Berechnung der un-
vollstindigen Beobachtungsreihe ergab sich fiir den Reflexionskoeffizienten der
Sonnenstrahlung in den Grenzen von 0,3 u bis 3 &

R =0,65.

Auf Veranlassung derselben Forscher wurde von einem Luftschiff aus in der
Nihe des Mt. Wilson auch noch von L. B. ADricH? die Albedo einer uhunter-
brochenen, sich bis zum Horizont erstreckenden Wolkenschicht mit Hilfe eines
Pyranometers gemessen. Der Empfinger desselben, der in eine Halbkugel ein-
geschlossen war, wurde nach unten gerichtet und empfing so die Strahlung
der Wolken aus allen Azimuten und Nadirdistanzen von 0° bis 90°. Wurde
derselbe Empfinger nach dem Zenit gerichtet, so empfing er die Strahlung der
Sonne und des diffusen Himmelslichts. Der Wert dieser Konstante in Kalorien
wurde gleichzeitigen Beobachtungen mit dem Pyrheliometer entnommen. Der
Wert der Albedo wurde mit Hilfe folgenden Satzes abgeleitet, der die Giiltigkeit
der Lambertschen Formel voraussetzt3: Das Verhiltnis der Riickstrahlung einer
sich unendlich weit erstreckenden horizontalen Wolkenschicht auf eine Fliche von
1 cm? iiber ihr zu der auf 1 cm? der Wolkenoberfliche einfallenden Strahlungs-
menge ist gleich der Albedo, weil, von der Absorption abgesehen, die horizontale
Fliche iiber den Wolken ebensoviel Strahlung empfingt, als eine gleich groSe
parallele Fliche der Wolken zerstreut. Das Resultat der Messungen war fir
Sonnenstrahlung von 0,3 bis 34
A4=0,78.

Photometrische Beobachtungen mit Hilfe eines MaRTENSschen Polarisations-
photometers iiber das Reflexionsvermégen der Wolken haben K. STUCHTEY und
A. WEGENER* von einem Ballon aus angestellt. Hierbei wurden die Helligkeiten
verschiedener Wolkengebilde mit der Helligkeit der direkt bestrahlten Gips-
platte verglichen. Das Verhiltnis der Helligkeiten entspricht dem Reflexions-
koeffizienten fiir verschiedene Einfalls- und Reflexionswinkel im Verhéltnis zum
Reflexionskoeffizienten der Gipsplatte. Dieser wurde gleich Eins angenommen,
was nach dem vorigen (S. 60) einen betrichtlichen Fehler bedeuten diirfte. Die
Verfasser finden als Mittelwert fiir alle Wolkentypen

R =10,73,

welcher Wert jedenfalls noch herabzusetzen wire.
M. LuckiesH?® hat ebenfalls aus photometrischen Messungen fiir verschie-
dene Wolkentypen, beginnend mit diinnen, halb durchsichtigen bis zu kompak-

1 Smiths Ann. 2, S. 136 (1908). 2 Smiths Ann. 4, S. 375 (1922).

3 Der Beweis dieses Satzes ist in der ersten Aufgabe in Ziff. 19 enthalten.

¢ Die Albedo der Wolken und der Erde. Nachrichten der K. Ges. d. Wissensch. zu
Gottingen (1911).

5 Ap J 49, S. 119 (1919).
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ten von groBer Tiefe, Werte der Reflexionskoeffizienten von 0,36 bis 0,78 ge-
funden. Die Genauigkeit dieser Werte 146t sich bei dem Mangel an Angaben
iiber die Beobachtungsmethode nicht beurteilen.

c) Uber die Beleuchtung der Planeten.

32. Voraussetzungen der Theorie. Wir wenden uns jetzt der Anwendung
der im vorigen Kapitel abgeleiteten oder den Ergebnissen der physikalischen
Praxis entnommenen Gesetze auf die Probleme der Beleuchtung der Himmels-
korper zu. Wenn auch die Gesetze fiir reflektierte Strahlung nicht die Einfach-
heit und Eindeutigkeit besitzen wie diejenigen fiir selbstleuchtende Kérper, so
gestatten doch die beobachteten Helligkeiten der Planeten und Monde dank
den mannigfachen Beleuchtungsverhiltnissen, in denen sie sich uns darstellen,
viele wichtige Schliisse iiber die Beschaffenheit der reflektierenden Oberflichen.
Die Himmelsmechanik gibt uns mit aller gewiinschten Genauigkeit die Abstinde
der Planeten und der Monde von der Quelle der Beleuchtung, der Sonne, und
vom Beobachtungspunkte, der Erde. Auch die Dimensionen und die Form der
beleuchteten Korper sind uns zum groBen Teil bekannt. Es ist also die Mog-
lichkeit vorhanden, wenn man eine gewisse ideale Beschaffenheit der Oberfliche
annimmt, die bei verschiedenen Beleuchtungsverhiltnissen reflektierten Licht-
mengen zu berechnen und die Rechnung mit den Beobachtungen zu vergleichen.
Hierbei werden wir notgedrungen in erster Ndherung nur zwei einfache Be-
leuchtungsformeln der Rechnung zugrunde legen, die LamMBERTsche und die
LoMMEL-SEELIGERsche, nach denen die von einem Oberflichenelement ds reflek-
tierten Lichtmengen dargestellt werden durch

dgq = I'\cosicoseds nach LAMBERT, (1)

COS? Cose
=1,— -ds nach LOMMEL-SEELIGER (2)
cosz--Acose

dq

Des weiteren werden dann in Fillen, wo sich starke Abweichungen zwischen
Beobachtung und Rechnung ergeben, Theorien entwickelt werden, die der tat-
sichlichen Beschaffenheit der Oberflichen genauer Rechnung tragen.

Es ist von vornherein klar, daB ein Planet mit einer festen Oberfliche
und ohne atmosphirische Hiille das Sonnenlicht in ganz anderer Weise reflek-
tieren wird als einer, der von einer undurchsichtigen Wolkenschicht umgeben
ist oder eine halbdurchsichtige gasférmige Atmosphire besitzt. Von allen diesen
die Theorie erschwerenden Umstinden sehen wir zunichst ab und behandeln in
diesem Kapitel nur folgenden idealen Fall: .

1. Der Planet ist eine Kugel, die das von der Sonne einfallende Licht nach
dem LameiRTschen oder dem SEELIGERschen Gesetze diffus reflektiert.

2. Der Planet ist in allen Punkten seiner Oberfliche von gleicher Be-
schaffenheit und weist keine schattenwerfenden Unebenheiten auf.

3. Der Planet besitzt keine Atmosphire, und das Sonnenlicht erreicht seine
feste Oberfliche, ohne vorher Verdnderungen zu erleiden.

33. Berechnung der bei verschiedenen Phasen vom Planeten zur Erde
reflektierten Lichtmengen. Der Phasenwinkel « oder der Winkel am
Zentrum des Planeten zwischen den Richtungen zur Sonne und zur Erde ist
die fiir die Theorie grundlegende Variable, weil durch dieselbe der beleuchtete
Teil der sichtbaren Planetenoberfliche bestimmt wird. Bezeichnet man die
Abstinde vom Zentrum des Planeten zur Sonne durch #, zur Erde durch 4,
und den Abstand Erde—Sonne durch R, so wird aus diesen, den astronomischen
Ephemeriden zu entnehmenden Griéfen der Phasenwinkel & nach der Gleichung
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gefunden, die sich aus dem Dreieck Erde—Sonne—Planet ergibt:
. A2 + 72 _— RZ
COSX = T .

Fiir logarithmische Rechnung ist folgende Form derselben Gleichung bequemer:

1 A/ R+ A=) (R+7r—4)

sm?oc—?‘/ VA - (3)
Wenn die GroBen 7, wie das beim Monde der Fall ist, nicht tabuliert vorliegen,
so sind folgende einfache Gleichungen, deren Ableitung einleuchtend ist, emp-
fehlenswert:

cosy = cos(dz — 4)cosf

tga = 57 : (4)
7 cosy j

wo 4 und f geozentrische Lingen und Breiten bedeuten.

Man denke sich nun durch den Mittelpunkt des Planeten einen zur Rich-
tung nach der Erde senkrechten Schnitt gelegt. Er sei durch den Kreis A BCD
der Abb. 19 dargestellt. Der Kreis D E S B trigt in der Photometrie den Namen
des Intensitdtsiquators und ist ein groBer Kreis, der die Richtungen zur Erde (F)
und zur Sonne (S) enthilt. Betrachten wir ein Oberflichenelement ds, dessen
sphérische Koordinaten in bezug auf den Intensitdtsiquator und das Zentrum (E)
der sichtbaren Planetenscheibe sein mogen: v die Breite und w die Lénge, so
ist die GréBe des Elements ds, wenn ¢ den Radius des Planeten bezeichnet,

ds = g?cosypdwdy.

Der Einfallswinkel ¢ des Lichts von der Sonne auf das
Element ds und der Reflexionswinkel & desselben nach
der Erde, beide unendlich entfernt gedacht, bestimmen
sich aus den rechtwinkligen sphirischen Dreiecken F Sd's
und F Eds folgendermaBien:

COst = COSY COS (W — &),

(5)
COSE = COSY COSW .
Setzt man diese Werte in die Gleichungen (1) und
(2) ein, so erhdlt man Ausdriicke fiir die von dem Ele- App,. 19, Die Beleuchtung
mente ds beim Phasenwinkel &« nach der Erde aus- einer Kugel.
gestrahlte Lichtmenge in sphirischen Koordinaten:

dq, = I'0? cosdypdy cos(w — &) coswdw,

coswcos (o — «)

dg, = Iy0*costypdy cos ( — &) + Acosw

Wollen wir die von dem ganzen beleuchteten Teile der sichtbaren Planeten-
scheibe der Erde zugesandte Lichtmenge berechnen, so haben wir die obigen
Ausdriicke iiber die Oberfliche dieses Teils zu integrieren. Wie aus der Ab-
bildung ersichtlich, sind die Grenzen der Integration fir y: —x/2 und +7/2,
fir w: —a/2 4+ & und +x/2. Wir haben daher fiir die gesamte Lichtmenge
im Falle des LaMBERTschen Gesetzes:
+:1_/2 n/'2
g, = 192/c053y; dz,u/cos(a) — a)coswdw.

- .:z/2 & —nf2
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Da aber
+7f2 /2
/COS3lpd =4 und /cos(a)~zx) coswdw = 3[(x — &) cosa + sina],
—zf2 5&—:{/2

so ergibt die Integration endgiiltig
g, = I0% % [sinax + (m — &)cosa]. (6)

Fiir volle Beleuchtung, wenn Sonne, Planet und Erde in einer Linie stehen und
& = 0 ist, folgt hieraus ¢} = a1, p?. Man hat daher auch

= 9(1)(]71 (o) - (7)

Im Falle des LoMMEL-SEELIGERschen Gesetzes gestaltet sich die Integration
folgendermaBen. Wir haben

/2 /2

o — F292fC0521/)d1/)/c cosw cos (o — &)

0s{w — &)+ Acosw
—af2 a-mf2

oSinx + (= — &) cosa
1 JT

4=

Das erste der beiden Integrale hat den Wert /2. Zur Aufldsung des zweiten
fithrt SEELIGER neue Konstanten m und u durch die Gleichungen ein:

msinu = sina

mcecosy = A + coso.

Dann wird
2
_ TIye*m cosa + cos(2w — &)
2= 4m cos(w — ) do,
o —7f[2
und wenn noch w — w = y gesetzt wird:
nf2—-n
IyoPx fcoso + cos 2y + 2p — &)
2= 4m . cosy dy
& —7f2 -1t
o af2-p (2 ) ,-.1/2 -
_ 10| [cosx —Cos{2/t — « / . o _ .
= {/ cosy dy—{—zv [cos(2u — x)cosy — sin(2u — &) siny] dy}.
& —mf2— a—mf2—p
Da
f2—
d ( _y_)]n/2~[u
/Cosy In [tg + 3| =In [cotg cotg }
a—mf2—p
so erhilt man
2cos X cos (/t 0‘)
Lot 2 ~2) | sinusin (u —
gy = 22 il - oy sine sn;l%(u &) In [cotg cotg ] (8)

Fiir volle Beleuchtung wird o = 0, folglich 4 == 0 und m =1 -+ 1, und es wird
daher
o_ 1o

q2:1+;" (9)

Wichtiger ist der Fall A =1. Dann wird mcospu = 1 + cose; auBerdem ist

tgp = sinx

2.4 -1 i .
T cosa — D85 oder u = - und m = 2cos$a. Es ergibt sich also
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in diesem Falle fiir die gesamte reflektierte Lichtmenge:

Y - o . a) _ 0= .
G2 = —> {1 — sin —-tang — in cotg 7} = s (x); (10)
fiir volle Beleuchtung folgt hieraus:
0 Ty0?n
B— 22" (1)
Mithin haben wir:
gy = 43 {1 — sin % tang% In cotg% = i@, (). (12)

Die Formeln (7) und (12) geben somit die vom Planeten reflektierten Licht-
mengen als Funktionen des Phasenwinkels allein. Diese Funktion des Phasen-
winkels, die in der Photometrie der Planeten eine wesentliche Bedeutung hat,
wird die Phasenkurve des Planeten genannt. Sie kann aus den Beobach-
tungen direkt ermittelt werden, wenn man die Helligkeiten des Planeten bei
verschiedenen Phasenwinkeln durch die Oppositionshelligkeit ausdriickt; um
aber einen Vergleich der beobachteten mit den theoretischen Phasenkurven ¢, («)
und @,(«) nach den Formeln (7) und (12) ausfiihren zu kénnen, muB noch dem
Umstande Rechnung getragen werden, daBl der Abstand des Planeten von der
Erde und der Sonne Verdnderungen unterworfen ist. Da die GroBen ¢; und
g, bzw. ¢} und ¢} allgemein die in der Richtung nach der Erde reflektierten
Lichtmengen ausdriicken, also fiir den Abstand 1 und die Flicheneinheit bei
normaler Inzidenz gelten, so wiren sie, um mit den Beobachtungen vergleichbar
zu werden, mit dem Faktor 1/4% bzw. 1/4} zu multiplizieren, wenn 4, der Ab-
stand des Planeten von der Erde in Opposition ist. AuBerdem ist der Verdnder-
lichkeit der Konstanten /7 und I, mit dem Sonnenabstande des Planeten
Rechnung zu tragen. Es ist

FlzéL und I‘zzéL,
JT TT

wo L die auf die Einheit der Planetenoberfliche senkrecht von der Sonne ein-
fallende Lichtmenge ist. Diese ist mit dem Sonnenabstande des Planeten verdnder-
lich und proportional mit 1/#2. Bezeichnen wir den Wert von 7 im Moment
der Opposition mit 7,, so sind die das Auge des Beobachters tatsichlich treffen-
den Lichtmengen Q,, Q,, 09, 0%
1 1
O =q Tt =4q Azp2
1 o o1 (13)
92:922—2F$ 92:9220;5-

Wir erhalten daher aus (7), (12) und (13) die Gleichungen

2 42
_ 487

0= 1AT,2’P1(0‘):

2 42
A573

Q.= 0% A2 2 Py () .

(14)

Die aus diesen Gleichungen mit Hilfe der Beobachtungen berechneten ¢, (x)
und @, («) sind direkt mit den theoretischen vergleichbar. Letztere sind zu diesem
Zwecke im Anhange fiir alle Phasenwinkel von 0° bis 180° tabuliert. (Tafel VIa).

Die Gleichungen (6) und (10) kénnen auch dazu dienen, die Albedo des
Planeten zu bestimmen. Dazu eliminieren wir zunichst aus den Konstanten
I und I, die der Beobachtung nicht zugingige GréBe L. Nach Gleichung (45)

Handbuch der Astrophysik. II. 5
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(Seite 27) ist L = nJ sin%s, wo J die Leuchtkraft der Sonne und s der schein-
bare Radius der Sonne, vom Planeten aus gesehen, ist. Daher haben wir

I == JA, sin%s und I, = JA,sin?s. (15)

In diesen Ausdriicken ist der Verdnderlichkeit der Konstanten I und I, mit
dem Abstande 7 des Planeten von der Sonne schon Rechnung getragen. Wir
haben also, um wiederum von ¢, und g, auf die meBbaren @, und Q, tber-
zugehen, erstere GroBen nur noch durch 1/4% zu dividieren; wir erhalten, wenn
wir den scheinbaren Halbmesser ¢ des Planeten, von der Erde aus gesehen,

durch die Relation sing = % einfiihren, an Stelle von (6) und (10):

0, = %n]Alsinzssin%(pl(oc),} (16)
Q, =t JA,sin®ssinfop,(x).
Fiir volle Beleuchtung wird
Q) = % JA, nsin?s, sinay, } (17)
Q% = % JA,msin?s, sin%o,,

wo s, und o, die scheinbaren Halbmesser von Sonne und Planet zur Zeit der
Opposition bedeuten.

34. Die Bestimmung der Albedo und der Durchmesser der Planeten.
Es eriibrigt sich noch, zur Bestimmung der Albedo in den Gleichungen
(16) und (17) die GroBe J zu eliminieren. Bezeichnen wir durch L’ die Licht-
menge, welche von der Sonne auf die Flicheneinheit an der Erdoberfliche
fallt, so ist

L' = Jnsin®S,

wo S der scheinbare Halbmesser der Sonne, von der Erde aus gesehen, ist. Das
Verhiltnis der Helligkeiten des Planeten zur Sonne oder den Quotienten Q/L’
wollen wir durch M bezeichnen. Dann erhalten wir aus den Gleichungen (16)
folgende Albedowerte

_gpy SRSt

4, = 2]VIsinzs sin?e ¢ (x) ’
A opp SES (18)

,= _ smo _

sin?ssin®o gy (x)

Will man das Helligkeitsverhdltnis M, fiir den Moment der Opposition be-
nutzen, so hat man aus (17) in dhnlicher Weise:

bl

sin? S

Ay = Mo G i, 5
sin? S
Ay =2M oo sinzo,
Wir sehen, dal 4, =4 4. Die Albedowerte nach den beiden Definitionen,
aus der Oppositionshelligkeit des Planeten abgeleitet, stehen also in einem
konstanten Verhiltnis. Diejenigen, die nach den Formeln (18) berechnet sind,
ergeben dann je nach dem Werte &« andere Werte; ohne Kenntnis der wahren
Phasenkurve ¢ (x) ist auch nicht zu entscheiden, welcher Albedowert der Natur
am nichsten kommt. Diese Unsicherheit besteht z. B. fiir die kleinen Planeten.

Dieselbe Unbestimmtheit haftet auch einer Methode an, aus den Gleichungs-
systemen (18) und (19) den Durchmesser des Planeten zu bestimmen,
wenn seine Albedo und scheinbare Helligkeit bekannt sind. Das Problem ist
von groBer Bedeutung fiir die Asteroiden und diejenigen Planetenmonde, deren
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Scheibchen zu klein sind, um direkt gemessen zu werden. Diese Methode ist
auch vielfach angewandt worden und hat zu rohen Abschidtzungen der Dimen-
sionen dieser kleinen Himmelskorper gefiihrt.

Voraussetzung dabei ist, daBl die Helligkeit des Objekts H,, im Verhiltnis
zu derjenigen eines der Hauptplaneten in Opposition, bestimmt worden ist. Be-
zeichnet man das Verhiltnis der Albedowerte nach beiden Definitionen der-
selben durch @, die scheinbaren Halbmesser der Sonne, von beiden Planeten
aus gesehen, mit s;o bzw. mit s, und die scheinbaren Radien der Planeten von
der Erde aus mit ¢, bzw. mit 0,5, so haben wir aus den Formeln (19) zur
Bestimmung der Unbekannten o, die Gleichung:
H, sin?s,, sin%o,

in2g. . =
S 010 = 75 sin?s, o

(20)
wir erhalten also denselben Wert fiir beide Diffusionsgesetze. Dagegen erhilt man,
wenn man nicht Oppositionshelligkeiten verwendet, sondern Helligkeiten bei
beliebigen Phasenwinkeln o, bzw. «, deren Verhiltnis H sein moge, unter
Benutzung der Formeln (18) verschiedene Werte der Halbmesser:

H sin’s, sin®o, @y (o)

@ osints; ()’

sin?g; =
(21)

. o H sin’s,sin®o, @,(«y)
sin?o; = — —2; .
a sin?s, @s ()

Bei allen vorangehenden Betrachtungen sind die Planeten als kugelférmig
angenommen worden. Es entsteht nun die Frage, ob es notwendig ist,
bei den Planeten mit bedeutender Abplattung, wie Jupiter und Saturn,
die Abplattung in Rechnung zu ziehen. Wéhrend fiir die alten photo-
metrischen Methoden die bisherige Theorie vollstindig ausreichte, kann zur
Reduktion der neuesten lichtelektrischen Messungen eine von SEELIGER! ent-
wickelte Theorie der Beleuchtung von Rotationsellipsoiden notwendig wer-
den. Diese Theorie filhrt bei Vernachlissigung dritter Potenzen der Ab-
plattung zu einfachen Formeln, die wir hier nebst Hilfstafeln zu ihrer Be-
nutzung anfiihren wollen, wihrend die Ableitungen derselben recht umstind-
lich sind und, da sie doch nur ein sehr spezielles Interesse haben, mit Recht
weggelassen werden konnen. Bezeichnet man mit a und b die beiden Halb-
achsen des Planeten, mit ¢ die scheinbare groBe Halbachse, mit 4 den Er-
hebungswinkel der Erde iiber der Aquatorebene des Planeten, so hat man an
Stelle der Gleichungen (16) fiir die beim Phasenwinkel « reflektierte Lichtmenge:

Q, =2n JA,sin?ssin?g cosa (Pcos? A + Rsin24) ,

/ 2 __ K2
0p = 5w Agsintssinto gy(a) |/ 1 + 1 Psind . (22)

Hier bedeuten P und R zwei nur von der Abplattung des Planeten abhingige
GroBen, deren Werte in Tafel VIb tabuliert sind. Tafel VIc enthilt fiir Saturn
fiir verschiedene A4 die Funktionen: Z = Pcos?4 + Rsin?A4 und

/ 2 __ H2
log |/ 1 + " sin A

Die Formeln (22) unterscheiden sich somit von denjenigen fiir eine Kugel
nur durch einfache Faktoren. In bezug auf jhre Anwendung muBl man folgendes
im Auge behalten:

! Abhandlungen d. k. Bayr. Akademie der Wiss. II. Kl. Bd. 16 S.405 (1887).
5*
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Die Planeten Merkur, Venus und Mars haben, wenn iiberhaupt, so doch
nur ganz geringfiigige Abplattungen. Fiir dieselben geniigen daher vollkommen
die Formeln (16). Fir Uranus und Neptun ist es ganz tiberflissig auf die
Phase Riicksicht zu nehmen. Es ist also, wenn man die Abplattung beriick-
sichtigen will, mit den Formeln zu rechnen, die sich aus den obigen fiir & =0
ergeben; diese allgemein fiir die Opposition bei 4 3= 0 giiltigen Formeln sind:

Q) = 27 J A4, sin?s, sin?q, (PcoszA 4 Rsin24),

2
Q) = *]A smzsosm%oL 1 —{— —b sin?4 . (23)

Bei Jupiter erreicht der Phasenwinkel 12°,5, dagegen ist die Erhebung der Erde
2
iiber die Aquatorebene des Planeten immer kleiner als 3° und 2 —b— =0,1;

daher ist die ganze Reduktion wegen Phase bei Jupiter Pcosx bzw. (pz(zx) und

Q1 =0Q1Pcosa;  Qy=Qigy(x). (24)
Fiir Saturn kann es bei strengen Reduktionen von Bedeutung sein, die For-
meln (22) streng anzuwenden. In der Theorie der Beleuchtung dieses Planeten
spielt die Reduktion seiner Helligkeit auf den Moment 4 = 0, in dem die Erde
in die Ebene seines Aquators tritt und der Ring unsichtbar wird, eine gewisse
Rolle. Bezeichnen wir den Wert von Q fiir 6=0 und A=0 durch Q%0), so ist

0, =} (0) sslilnz: :?126 ( cos? A + E sin? A) COSX .
Sln S Sln [ (25)
Qy = 03(0) = Sin®s, sinfo, V 14 2 % i A(p2 (o) . J

Die GroBe logZ = log(cos2 4+ —f; sin2A> ist fiir Saturn von SEELIGER auch noch

in einer Tabelle berechnet, die wir in unserer Tafel VIc wiedergeben.

35. Die Bonpsche Definition der Albedo eines Planeten. Wihrend sowohl
die LamBERTsche als die SEELIGERsche Definition der Albedo die Giiltigkeit
eines bestimmten Reflexionsgesetzes voraussetzen, hat BonD! schon im Jahre
1861 eine Definition der Albedo vorgeschlagen, welche aus photometrischen Be-
obachtungen eines Planeten bestimmt werden kann, ohne dafBl irgendeine An-
nahme {iber das an seiner Oberfliche geltende Reflexionsgesetz gemacht wird.
Es ist H. N. RusseLLs? Verdienst, in neuerer Zeit auf die Bedeutung der BoND-
schen Albedo fiir astronomische Zwecke aufmerksam gemacht zu haben. Die
Definition der BoNpschen oder, wie sie auch genannt wird, sphérischen Albedo
ist folgende: Eine Kugel ist der Beleuchtung durch parallele Strahlen ausgesetzt.
Die Albedo dieser Kugel ist das Verhdltnis der nach allen Richtungen zer-
streuten zur einfallenden Lichtmenge.

Die Lichtmenge, welche auf eine Zone der Kugel vom Halbmesser 1 zwischen
den Einfallswinkeln ¢ und ¢ + 47 einfillt, ist gleich 2z L cosésinids. Hiervon
wird der Bruchteil A reflektiert, der durch die Gleichung (25), Seite 54, bestimmt
ist. Wir haben also, da die gesamte einfallende Lichtmenge gleich n#L ist, fiir
die oben definierte Albedo

/2 af2 /2

Ap = Z/Asini cosi di =47 C [sinidi/f(i, &) sine de . (26)
0 o 0

1 Proceedings of the American Academy of Arts and Sciences, N. S. 8, S. 232 (1861).
2 Ap J 43, S. 175 (1916).
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Der Vorteil dieser Definition gegeniiber den anderen ist die Moglichkeit, ihren
Wert auch ohne Kenntnis der Funktion f(z, ¢) zu bestimmen.

Wenn g(«) die beobachtete und auf konstante Abstinde des Planeten von
der Erde (4) und Sonne () reduzierte Phasenkurve ist, dann ist fiir &« =0
@(x) = 1. Es sei wie frither Q, die auf die Flacheneinheit der Erdoberfliche
in Opposition vom Planeten einfallende Lichtmenge.

Denken wir uns eine Kugel vom Radius 4, mit dem Planeten im Zentrum,
so wird die auf die Kugelzone zwischen den Winkeln & und & + da vom Pla-
neten reflektierte Lichtmenge gleich sein 27 42Q,@(x)sin & d &, die auf die
ganze Oberfliche der Kugel auffallende Lichtmenge ist dann gleich

2:7!A3Q0/<p((x) sinado .
[o]

Es sei der scheinbare Halbmesser der Sonne fiir die Einheit des Abstandes S,
fiir den Abstand 7 des Planeten s,; die von der Sonne auf die Einheit der
Fliche auf der Erde einfallende Lichtmenge sei L', J die Intensitit der Sonnen-
strahlung. Bezeichnen wir weiter mit M, das Verhiltnis der Helligkeit des
Planeten in Opposition (Abstdnde 7, und 4;) zu derjenigen der Sonne im Ab-

stande 1, so ist M, = %, Qo = M, J7sin?S; die auf den Planeten einfallende
Lichtmenge ist w?Jzsin®s,. Daher folgt fiir den Wert der BoNDschen Albedo
der Ausdruck:
2M0A§sin25]<p((x)sina do L, a
A= 2 = SmSM—"«zfqa(oc)sinocdoczz;bq, (27)
o]

g?sints, " sin2o,sin?s,

wo durch ¢, der scheinbare Radius des Planeten in Opposition von der Erde
aus bezeichnet ist. Wir bezeichnen durch ¢ das Produkt derjenigen Faktoren,
die nur von den geometrischen und photometrischen Beziehungen des Planeten
in Opposition abhidngig sind. Dann bleibt als zweiter Faktor ¢ das doppelt ge-
nommene Integral, welches nur durch die Phasenkurve bestimmt ist.

Der erste Faktor kann durch Einfiihrung der Abstinde und des Radius
des Planeten noch in verschiedener Form geschrieben werden:

. sin?S _
P = Gintaysints, Mo = gz Mo = grag- Mo -

Bezeichnet man durch of den Radius des Planeten in Bogensekunden,
durch g seine SterngréBe in Opposition, beides auf die Einheit des Abstandes
von Sonne und Erde bezogen, und durch G die Helligkeit der Sonne in GréBen-
klassen ebenfalls fiir den Abstand 1, so hat man, da g in derselben Einheit ge-
messen und daher ¢ == singj ist:

logp = 0,4(G — g) — 2log sina}. (29)

Es ist interessant, daB der so definierte Faktor $ auch das Verhiltnis der Hellig-
keit des Planeten in Opposition zu derjenigen eines selbstleuchtenden Korpers
von derselben Gréfe und Lage darstellt, der von jeder Einheit seiner Oberfliche
ebensoviel Licht aussendet, wie der Planet von der Sonne bei normaler Inzidenz
erhilt.

Der Faktor ¢ enthidlt unter dem Integralzeichen die wirkliche Phasenkurve
des Planeten. Setzt man an ihrer Stelle die Ausdriicke ¢ («) nach dem LAMBERT-
schen und SEELIGERschen Gesetze ein, so folgen verschiedene Werte fiir g. Nach

(28)
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LAMBERT ist

P (x) = L[sinoc + (# — &) cosi],
und es folgt i

- ) (30)
qg= 2/991(oc)51n(x do = 1,5000.
o]
Nach LoMMEL-SEELIGERs Gesetz ist
. 23 [21 [24
@, () =1 — sin - tang - In cotg il
(31)

g = 2[‘792(06’) sina dov = (1 —1n2)1t = 1,6366.
o

Wir haben auBerdem fiir das letztere Gesetz nach der ersten Definition der
Albedo [Gleichung (25) S. 54 und (26) S. 68], die Beziehungen:

a2

A = ZanM——de = 2aC[1 — costIn(1 + secs)],

cost? + cose
app © (32)
Ag :/A sini cosidi = § nC(1 — In2) = 0,8183 2C.
(0]

Der Faktor in den Klammern in dem ersten dieser Ausdriicke schwankt zwischen
den Werten 0,308 fiir ¢ = 0° und der Einheit fiir 7 = 90°. Da aber A niemals
groBer sein kann als Eins, so folgt, daB sC nicht gréBer sein kann als 0,5 und
Ap nicht grofer als 0,409. Mit Riicksicht auf die Beziehung Ap = pg und die
Gleichung (31) kann also geschlossen werden, daB ein Planet, fiir welchen p
grober ist als 0,25, nicht das LoMMEL-SEELIGERsche Gesetz befolgen kann.

Wenn das Integral aus der tatsichlich beobachteten Phasenkurve durch
mechanische Quadratur berechnet werden kann, so ergibt die BonDsche Albedo
einen von allen Hypothesen freien Wert der Albedo, der dazu das Absorptions-
vermoégen der Planetenoberfliche in strengster Weise charakterisiert. Wird
der Begriff nicht auf die Lichtstrahlung allein, sondern auf die gesamte ein-
fallende und reflektierte Strahlung bezogen, so ist er dazu geeignet, auch die
Temperatur eines Planeten zu bestimmen.

Leider ist es nur fiir die inneren Planeten moglich, die Phasenkurve fiir die
Winkel & von 0° bis 180° zu beobachten. Fiir die dueren Planeten mufSte RUSSELL?,
um Albedowerte zu bestimmen, Hypothesen und Analogien anwenden. Wie
wesentlich verschieden die Boxbpschen Albedowerte gegen frithere ausfallen,
kann man am Beispiel von Venus ersehen. MULLERs Beobachtungen dieses Pla-
neten ergeben fiir ¢ den Wert 1,194, fiir 0,492 und fiir die Albedo 4y =pg = 0,59,
wihrend MULLER aus denselben Beobachtungen fiir die LAMBERTsche bzw. die
SEELIGERsche Albedo die Werte 0,758 bzw. 1,010 ableitet. Der Wert der SEELIGER-
schen Albedo, der groBer ist als die Einheit, ist eine Bestdtigung des Satzes,
daB bei Planeten, fiir welche p groBer ist als 0,25, das SEELIGERsche Reflexions-
gesetz nicht giiltig sein kann.

Es ist nicht unwichtig zu bemerken, daB sich p mit dem Reflexions-
koeffizienten in der Bestrahlungsrichtung fiir unregelmiBig geformte Korper
identifizieren 148t; auch auf die natiirlichen unregelmiBigen Formen der reflek-
tierenden Korper 148t sich p beziehen und ist daher fiir die Identifizierung

1 Ap J 43, S. 190 (1916).



Ziff. 35. Die Bonpsche Definition der Albedo eines Planeten. 71

der wihrend der Opposition beobachteten Reflexionskoeffizienten einzelner
Mondgebilde mit denjenigen irdischer Substanzen am besten geeignet.

Endlich sei hier noch darauf aufmerksam gemacht, da8 die Bonpsche Al-
bedo fiir eine Kugel identisch ist mit der Albedo einer ebenen Fliche, welche
von parallelen Strahlen, die aus allen Richtungen gleichmaBig auf sie einfallen,
beleuchtet ist, wenn unter der Albedo einer solchen Fliache das Verhiltnis der
gesamten in alle Richtungen reflektierten zur einfallenden Lichtmenge ver-
standen wird. Nennt man L die Lichtmenge, welche von der Einheit des rdum-
lichen Winkels auf die Fliache einfillt, so ist die Lichtmenge, welche das Ele-
ment do unter den Einfallswinkeln zwischen ¢ und 7 4 4¢ empfingt,

2a L cosisinidido,

und davon wird der Bruchteil A reflektiert. Integriert man iiber die Halb-
kugel und dividiert durch die gesamte einfallende Lichtmenge nL do, so ist die
oben definierte Albedo

/2 /2 /2

AB=2/A sing cosi di = 4n cfsinidi/f(i, ¢) sinede. (33)
4] o o]

Dieser Ausdruck ist mit demjenigen in Formel (26) identisch.

Die Bestimmung der BoNDschen Albedo ist in aller Strenge nur
fiir die inneren Planeten moglich, weil nur fiir diese die Phasenkurven von
& = 0° bis & = 180° bekannt sind. Bei der Berechnung von ¢ fiir Mars und die
kleinen Planeten hat sich RusseLL durch folgende Uberlegung geholfen. Die
theoretischen, nach LAMBERT und SEELIGER berechneten Kurven fiir ¢ («) und
die aus den Beobachtungen einwandfrei bekannten Phasenkurven des Mondes,
von Merkur und von Venus haben alle einen sehr verschiedenen Verlauf. Wie
aber die folgende Tabelle zeigt, ergeben sie alle fiir den Quotienten g/p(x)

Tabelle 7. g/p(x).

« ‘} LAMBERT \ SEELIGER ‘ Venus ‘ Mond Merkur

o? 1,50 1,64 1,19 0,72 0,42
20 1,60 1,77 1,54 1,06 0,83
40 1,88 2,08 2,00 1,64 1,63
50 2,12 2,32 2,32 2,07 2,28
60 2,46 2,64 2,72 2,68 3,21
80 | 3,66 3,60 3,88 4,77 6,41

bei & = 50° nahezu denselben Wert, fiir den man im Mittel 2,20 erhilt. Da
nun die Albedo auch durch die Gleichung bestimmt ist Ap = p(x) ﬁ , s0 kann

man, wenn man durch M;, den Quotienten aus der Helligkeit des Planeten
beim Phasenwinkel 50° und der Helligkeit der Sonne bezeichnet, auch folgende
empirische Gleichung hinschreiben:
2 42
Ap=2,20 Msoy'olzi' (34)
Hierin ist der Koeffizient 2,20, wenn man die Abweichungen der Einzel-
werte der Tabelle als zufillige ansieht, auf einige Prozente genau, und mit der-
selben Genauigkeit ergibt sich dann die Albedo nach obiger Formel unter der
Voraussetzung, daB auch die Kurven der anderen Planeten fiir g/p(x) bei
o == 50° durch den betreffenden Punkt hindurchgehen.
Da die Phasenkurve des Mars bis &« = 47° bekannt ist, so kann der Wert
M, durch eine kleine Extrapolation gefunden werden. Bei den Asteroiden,
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deren maximale Phasenwinkel zwischen 20° und 30° liegen, sind schon bedeu-
tende Extrapolationen notwendig.
Die Albedowerte fiir Jupiter, Saturn, Uranus, Neptun kénnen nur geschitzt

werden.
Tabelle 8. Bonps Albedo der Planeten und Trabanten.

» 7 visuelle grslljlli)it s(::-h e
Albedo Ap Albedo
Mond . . . . . . . . .. 0,105 0,694 0,073 0,051
Merkur . . . . . . . . { 0,164 0,42 0,069 —
0,077 0,72 0,055 —
Venus . . . . . .. ... 0,492 0,20 0,59 0,60
Mars . . . . . . . . .. 0,139 1,11 0,154 0,090
Jupiter . . . . . .. L. 0,375 1,5: 0,56: 0,73:
Saturn. . . . . . . . . . 0,420 1,5: 0,63: 0,47:
Uranus . . . . . . . . . 0,42 1,5: 0,63: —
Neptun . . . . . . . .. 0,49 1,5: 0,73 —
Ceres . . . . . . . . .. 0,10 0,55 0,06: —
Pallas . . . . . . . . .. 0,13 0,55: 0,07: -
]uno .......... 0,22 0,55: 0,12: —
Vesta . . . . . . . . .. 0,48 0,55: 0,26: —
Jupitertrabant I . . . . . 0,46 1,5: 0,69: —
" Im. . ... 0,51 1,5: 0,76: —
v Imr . .. .. 0,30 1,5: 0,45: —
'y v . . ... 0,11 | 1,5: 0,16: —
Titan . . . . . . . . .. 0,33 ’ 1,5: 0,50 —
0,37 1,20 0,45 —
Erde . . . ... ... { 065 0.70 0.45 _

Die zwei Werte fiir die Albedo der Erde setzen der erste eine Phasen-
kurve der Erde gleich derjenigen der Venus, der zweite gleich derjenigen
des Mondes voraus. Die Punkte : bedeuten einen auf Schitzung beruhenden
Wert. Fiir die photographische Albedo der Erde nach Bonps Definition hat
E. Opik! den Wert Az = 0,63 & 0,08 abgeleitet, wobei die Phasenkurve von
Venus zugrunde gelegt wurde.

36. Die Lichtverteilung auf einer Planetenscheibe. Wenn auch nach dem
vorigen nicht erwartet werden darf, da3 fiir irgendeinen Planeten eines der bei-
den oft erwihnten Gesetze der Reflexion giiltig ist, so ist es doch wichtig, sich
dariiber klar zu werden, wie ein Planet, der die in Ziff. 32 genannten idealen
Bedingungen erfiillt, sich der Beobachtung bei verschiedenen Verhiltnissen dar-
stellen miifite. Das Studium der Lichtverteilung auf den Oberflichen mit Hilfe
speziell zu diesem Zweck konstruierter Flichenphotometer ist in letzter Zeit von
verschiedener Seite in Angriff genommen worden, und es steht zu erwarten, da3
mit fortschreitender Vervollkommnung der Planetenphotographie dasselbe sich
auch noch wesentlich weiter entwickeln wird. Zur Deutung der beobachteten
Helligkeitsverhiltnisse bieten die theoretisch berechneten den ersten Anhalts-
punkt. Wir wollen deshalb die einfachen Betrachtungen, die seinerzeit ANDING2
iiber diesen Gegenstand angestellt hat, kurz wiedergeben.

Aus den Formeln (1) und (2) (S. 62) fiir die vom Elemente ds der Planeten-
oberfliche reflektierten Lichtmengen ergeben sich nach Division durch die schein-
bare GroBe des Elements ds cose folgende Ausdriicke fiir die Helligkeiten auf der
Planetenoberfliche: hy = I cost,

cos?
hy =T cosi - cose (35)

! Publ. de I'Observ. Astron. de I'Univers. de Tartu. (Dorpat). 26, Nr. 1. 1924.
2 A N 129, S.377 (1892).
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Fiihrt man statt der Winkel ¢ und ¢ die durch Gleichung (5) definierten sphi-
rischen Koordinaten  und w ein und ersetzt auch I und I}, durch ihre
Werte (15) Seite 66, so erhdlt man:

hy = JA, sin%s cosy cos(mw — &),

hy = JA,sin?s ; + % tang % tang <w — %ﬂ . (36)
Aus diesen Formeln 148t sich sofort die Lichtverteilung bei voller Beleuchtung,
also o = 0°, iibersehen. Nach der zweiten Gleichung (36) ist diese Helligkeit in
allen Punkten der Scheibe konstant. Nach der ersten wird die scheinbare Hellig-
keit proportional mit cosy cosw . Sie nimmt also von der Mitte der Scheibe,
wo o und y = 0 sind, nach dem Rande zu ab und wird in unmittelbarer Ndhe
des Randes, wo der Einfallswinkel des Lichts nahezu 90° ist, mit cos? = cos cosw
verschwindend klein. Die Helligkeit in der Mitte der vollbeleuchteten Planeten-
scheibe, welche wir mit 49 bezeichnen wollen, ist

W = JA4,sin’s,
h =} JA,sin%s,

und wenn man diese Werte in (36) substituiert, so erhidlt man die scheinbaren
Helligkeiten in einem beliebigen Punkte der Planetenscheibe in Einheiten der
zentralen Helligkeit in Opposition:

(37)

hy = K cosy cos(w — &),

hy = H3 {1 + tang % tang (cu — %)} (38)
Um nun die Kurven gleicher Helligkeit bei verschiedenen Phasen, die Isophoten,
anschaulich zu machen, fithren wir rechtwinklige Koordinaten auf der Scheibe
ein, welche vom Intensitdtsiquator und dem Zentrum der sichtbaren Scheibe
gerechnet seien. Es sei der Intensititsiquator die x-Achse, positiv auf der
Seite der Sonne. Der Radius des Planeten wird =1 gesetzt. Wir haben
dann

y = siny und x = cosy sinw. (39)

Setzt man diese Werte in die erste der Gleichungen (38) ein und bezeichnet
den Quotienten 4,/A mit a, so ergibt sich

y2cos?o + %2 — 2xasinx +- (a2 — cos?a) = 0. (40)

Dieses ist die Gleichung des geometrischen Ortes aller Punkte der Scheibe,
welche die Helligkeit a besitzen. Es ist die Gleichung einer Ellipse, deren kleine
Achse in der x-Achse liegt; ihr Zentrum liegt vom Mittelpunkte der Scheibe

um das Stiick asina entfernt; ihre Halbachsen haben die Werte }1 — a2 und

cosaJ1 — a2. Die Kurven gleicher Helligkeit sind also nach LamBerT Ellipsen
mit verschiedenen Mittelpunkten und verschiedenen Achsen, deren Achsenver-
héltnis aber immer gleich 1: coso bleibt.

Bei vollbeleuchteter Scheibe gehen die Ellipsen in Kreise mit dem Radius

Y1 — a® iiber. Das Maximum der Helligkeit liegt im Zentrum. Fiir die Werte
von & zwischen 0° und 90° also bei mehr als halbbeleuchteter Scheibe, liegt
dieses Maximum, das immer 4] gleichbleibt, in dem Punkte des Aquators,
fiir welchen y = 0 und w = « ist, d. h. in demjenigen Punkte, welcher senk-
recht von der Sonne beleuchtet ist. Dieser Punkt wandert allmihlich vom Zen-
trum der Scheibe bis an den positiven Rand, den er bei & = 90° erreicht. Es
ist also die Mitte des positiven Randes in Quadratur ebenso hell, wie das
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Zentrum in Opposition. Ist & genau gleich 90°, so gehen die Ellipsen gleicher
Helligkeit, da ihre kleinen Achsen gleich 0 werden, in gerade Linien {iber, die
dem Terminator parallel sind. Nimmt die Phase weiter zu, so bleibt die Mitte
des positiven Randes der hellste Punkt der Scheibe. Seine Helligkeit ist A9 sino
und nimmt allmédhlich bis zum Werte 0 ab. Dieser Punkt hat also von der
Opposition aus gerechnet Helligkeiten, die anfangs von 0 bis 47 ansteigen und
dann nach der Quadratur von A{ bis 0 abnehmen. Nach dem negativen Rande
zu nimmt die Helligkeit bei allen Phasen bis 0 ab. Der positive Rand ist daher
derjenige, der wegen seiner groBeren Helligkeit immer der ‘schirfer begrenzte
ist, was nach der Quadratur, wo auf ihm das Maximum der Helligkeit
liegt, besonders deutlich hervortreten muf.

Wesentlich anders als nach dem LAMBERTschen Gesetze gestaltet sich die
Lichtverteilung auf einer Planetenscheibe nach dem LOMMEL-SEELIGERschen
Gesetze. Durch dieselbe Transformation (39) der zweiten Formel (38) erhilt
man, wenn man wieder A,/43 mit a bezeichnet, fiir den geometrischen Ort der
Punkte gleicher Helligkeit die Formel:

y2 o qp LT 200050 0Ty (41)

(1 — bcosa)?

Hier ist noch zur Abkiirzung b = 72—;—{1 gesetzt worden. Dies ist die Gleichung

einer Ellipse, deren Mittelpunkt im Zentrum der Scheibe liegt und deren groB3e
Halbachse mit der Verbindungslinie der Pole zusammenfillt, wéhrend der Wert
der kleinen Halbachse —— 2%
1 — 2bcosx - b2
sind also stets Halbellipsen, welche durch die Pole gehen. Aus Gleichung (38)
ersieht man, daB bei vollbeleuchteter Scheibe die Helligkeit fiir alle Punkte
dieselbe ist. Bei mehr als halbbeleuchteter Scheibe kommen fiir w alle Werte

ist. Die Kurven gleicher Helligkeit

zwischen — (% — oc) und + % in Betracht, und die Helligkeit nimmt von 0

am negativen Rande bis zu dem Werte %, = 243 am positiven kontinuierlich
zu. Auch bei halb beleuchteter Scheibe und weiter bei Sichelform bleibt die
Helligkeit am positiven Rande konstant und gleich 273; der Unterschied im
Aussehen der beiden Rinder muB hier noch schirfer ins Auge fallen als beim
LamsERTschen Gesetze.

37. Uber den EinfluB von Unebenheiten der Oberfliche auf das Aus-
sehen und die Phasenkurve eines Planeten. ZOLLNER! hat es versucht, den
EinfluBl von Erh6hungen auf der Mondoberfliche auf den Verlauf der Phasen-
kurve zu berechnen, und ist dabei zu einem sehr einfachen Ausdruck gelangt,
der aber, wie H. SEELIGER? und A. SEARLE 3 ibereinstimmend nachgewiesen haben,
auf unbegriindeten Vereinfachungen der Aufgabe beruht und dazu noch fehler-
haft abgeleitet ist. Als Grundlage seiner Theorie nimmt ZOLLNER den leicht
beweisbaren Satz, daB bei Annahme des LaMBERTschen Gesetzes die Beleuch-
tung einer glatten Kugel in jedem Phasenwinkel durch dieselbe Formel (bis
auf die Konstante) angegeben wird, wie die Beleuchtung der Mantel-
fliche eines Kreiszylinders von bestimmter GréBe und Lage. Diesen an
und fiir sich richtigen Satz glaubt ZOLLNER auch in dem Falle anwenden zu
diirfen, wenn Kugel und Zylinder nicht eine gleichmiBig rauhe, sondern mit
Erhebungen bedeckte Oberfliche haben, und zwar kénne eine unregelmiBige Ver-

1 Photometrische Untersuchungen, S. 38.
2 Vierteljahrschrift der Astr. Gesell. 21, S. 216 (1886).
3 Proceedings of the American Academy of Sciences 19, S. 310 (1884).
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teilung der Unebenheiten durch eine regelmifBige ersetzt werden, so dall an
Stelle der irgendwie verteilten Berge auf der Mondoberfliche die Beleuch-
tung eines regelmidBig kanellierten Zylinders zu untersuchen ist, dessen
Furchen durch je zwei Ebenen gebildet werden, die sich unter einem gewissen
Winkel in einer zur Zylinderachse parallelen Kante schneiden. Es ist klar, daf
die Berechtigung einer solchen Substitution erst zu beweisen wire; aber auch
wenn man diese Voraussetzung gelten 1af3t, ist die Ableitung der Beleuchtungs-
formel noch fehlerhaft, und der Umstand, daBl es ZOLLNER gelingt, diese fehler-
hafte Formel, die nur eine Konstante, ndmlich den Erhebungswinkel der Berge
enthdlt, bei einem Werte dieses Erhebungswinkels g = 52° mit den Beobach-
tungen der Lichtstirke des Mondes zwischen & = 0° und & = 70° in Einklang
zu bringen, zeigt nur, dafl sie als Interpolationsformel fiir die Phasenkurve in
diesem Bereiche brauchbar ist. Die Konstante g hat aber natiirlich keinerlei
physikalische Bedeutung.

Es ist von vornherein klar, daB die Darstellung der Phasenkurve des
Mondes durch eine theoretische Formel, welche mit Hilfe irgendeines Reflexions-
gesetzes der Mannigfaltigkeit der Mondformationen Rechnung tragen will, eine
unlésbare Aufgabe ist. Das Reflexionsvermégen verschiedener Mondpartien ist
auBerordentlich verschieden und die Verteilung der Unebenheiten auf der Oberflache
vollstindig unregelmiBig. Aber auch die Phasenkurve der verschiedenen Mond-
formationen muf3 in Abhédngigkeit von ihrer Form vollstindig verschieden sein,
auch wenn jedes ebene Element ihrer Oberfldche dasselbe Reflexionsgesetz befolgen
wiirde. Wenn es gelingen wiirde, die Formationen der Mondoberfliche in eine
Anzahl Typen zu verteilen und den prozentualen Anteil jedes Typus an der Gesamt-
oberfliche zu bestimmen, so miiten zunichst die Phasenkurven und die mittleren
Helligkeitswerte fiir die Bestrahlungsrichtung (in Opposition) fiir jeden Typus ein-
zeln bestimmt werden. Die Phasenkurve der Totalhelligkeit wiirde sich dann durch
Summation der einzelnen Phasenkurven ergeben. Doch wiirde eine auf diesem
Wege erreichte Darstellung der Phasenkurve des Mondes nur den Wert einer Priifung
itber die richtige Einteilung in Typen, nicht aber eine selbstidndige physikalische
Bedeutung haben. Die ersten Versuche, Phasenkurven einzelner Mondgebilde
aus Beobachtungen zu bestimmen, hat W. F. WisLicENUS! gemacht. Dieselben
sind von WIRTz bearbeitet worden und fithrten zu Phasenkurven fiir 20 ver-
schiedene Mondgebilde, die aber zum Teil wegen der groBen Beobachtungs-

fehler, zum Teil auch dank der Wahl des Arguments, fiir welches WIRTZ den

Cos? cose

057 I coss gewihlt hat, nur so viel verraten, dal

das SEELIGERsche Gesetz auch nicht anndahernd geniigt, die Helligkeiten dar-
zustellen, und daB die meisten Mondgebilde ein ausgesprochenes Helligkeits-
maximum fiir die Momente der Opposition aufweisen, unabhingig
von ihrer Lage auf der Mondscheibe. Dieselbe Erscheinung tritt hervor
und wird als bedeutungsvoll unterstrichen in den Beobachtungen von BARABA-
scHEW? und MArRKOWS3, welche ebenfalls die Helligkeiten einzelner Mondgebilde
bei verschiedenen Phasenwinkeln verfolgt haben. Die Helligkeit auf der Mond-
oberfliche ist also in hohem Grade durch den Schattenwurf beeinflul3t; bei
Vollmond, wo unabhingig von der Lage auf der Scheibe, d. h. der Héhe
der Sonne iiber dem Horizonte des Punktes, 7 = ¢ wird und die Schatten fiir
das Auge des Beobachters verschwinden, tritt die grote Helligkeit ein. BAra-
BASCHEW und MARKOW haben in einer Reihe von Artikeln versucht, eine theo-
retische Deutung dieser Erscheinung zu geben, der erstere, indem er als
charakteristische Form der Mondoberfliche Rillen und Spalten annahm.

1L AN 201, S. 290 (1915). 2 AN 217, S. 445 (1923). 3 AN 221, S. 65 (1924).

,,photometrischen Faktor
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Markow wies die Fehler in der mathematischen Behandiung des Problems
nach; er versuchte es, die Helligkeiten in BARABASCHEWs und seinen eigenen
Beobachtungen mit Hilfe der FEssENKowschen Formel fir diffuse Reflexion
darzustellen; diese Formel ist die auf das erste Glied abgekiirzte Formel (13)
auf Seite 43:

COS17 COS¢
cos? + cosg”

(¢, &) = (1 + cos?«)

Da der Faktor (1 + cos?«) zwischen den Phasenwinkeln 0° und 90° von
2 bis 1 abnimmt, so muB natiirlich dem starken Abfall der Phasenkurven in
diesem Gebiete durch die obige Formel besser Rechnung getragen werden als
durch die einfache SEELIGERsche Formel. Da keine Beobachtungen tiber & = 90°
hinaus vorlagen, so konnte auch das Versagen der Formel fiir gré8ere Phasen-
winkel nicht hervortreten. Es ist auch noch zu bemerken, dafl der Abfall der
Helligkeit bei vielen Mondgebilden am stirksten in nichster Ndhe der Opposi-
tion ist und manchmal 20—309%, der Oppositionshelligkeit ausmacht. Diesem
Umstande kann natiirlich die Fessenkowsche Formel nicht geniigen. Wir
wissen auch aus der Ubersicht iiber die Beobachtungen an irdischen Sub-
stanzen, daB sie fiir feste K6rper ebensowenig wie die SEELIGERsche der Natur
entsprechen kann.

In einer spiteren Arbeit hat BaraBascHEW! die von ]. WILSING? zur Er-
klirung der Helligkeit der hellen Strahlen des Mondes aufgestellte Theorie einer
pordsen Beschaffenheit derselben zur Erkliarung seiner Beobachtungen heran-
gezogen und auf die ganze Mondoberfliche auszudehnen versucht.

E. Opik® hat auf photographischem Wege die Helligkeiten einer groBeren
Reihe von Mondgebilden untersucht und auch empirische Beleuchtungsformeln
fiir die Kontinente und die Meere abgeleitet. Er wihlt zur Darstellung der
Helligkeiten als Funktionen von 1, ¢, & die Form

s=a-+ Aa— 2,5klogcosi — Fe. (42)

Hier bedeuten s die Helligkeit in GréBenklassen, a, £ und % Parameter, welche
verschieden sind fiir die Meere und die Kontinente; dabei sind a und %2 Funk-
tionen des Phasenwinkels, wihrend % konstant ist zwischen &« = 28° und
a =121°; Aa ist das relative Reflexionsvermdgen fiir einen gegebenen Punkt,
das auf ein mittleres der betreffenden Formation (Kontinente oder Meere) be-
zogen ist. Die Werte von a und £ sind in Tabellen gegeben, wobei es auffilit,
daB ihr Verlauf ein sehr #hnlicher ist. OPIK verzichtet auf jede theoretische
Erklarung seiner Formel, deren Wert er darin siecht, daf sie zur Bestimmung
der Erdalbedo aus der Helligkeit des Erdscheines dienen kann. Die Funk-
tionen @ und % des Phasenwinkels sind nach der Aussage des Verfassers selbst
als unsicher anzusehen. Zu ihrer Ableitung waren bedeutende empirische
Tageskorrektionen fiir die einzelnen Platten notwendig.

38. Eine neue Beleuchtungstheorie des Mondes. Theoretisch hat der
Verfasser® die Frage nach der Beschaffenheit der Mondoberfliche eingehend
verfolgt. Seine eigenen Beobachtungen mit einem Flichenphotometer beziehen
sich auf typische Stellen der Kontinente und Meere. Aufler relativen Beobach-
tungen der Helligkeit gleichartiger Punkte auf der Scheibe stellte er auch ab-

1 AN 221 S. 289 (1924)
2 Zur Entwicklungsgeschichte des Mondes. Publikationen des Astrophys. Observat.
zu Potsdam Nr. 77 (1921).
3 Publ. de I'Observatoire Astronom. Tartu. Tome 26, Nr. 1 (1924).
4 E. SCHOENBERG, Untersuchungen zur Theorie der Beleuchtung des Mondes usw.
Acta Societatis Scientiarum Fennicae. Tome 50, No. 9 (1925).
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solute Beobachtungen der Helligkeit des Mondrandes zwischen den Phasen-
winkeln von 0° bis 120° an. So ergab sich die Moglichkeit, den Einflu$ der
Phase abzutrennen. Verschiedene empirische Formeln wurden versucht, um die
relativen Helligkeiten auf der Scheibe bei verschiedenen Phasenwinkeln dar-
zustellen, und als einfachste, in groBem Umfange der Phase giiltige, erweist sich
eine Formel von LOMMEL-SEELIGERscher Form:

/(1,¢) (43)

Diese Formel versagt nur in der Nihe des Terminators fiir Einfallswinkel, die
groBer sind als 75°. Es ist auch moglich, in der obigen Form die Helligkeiten
fiir alle Phasenwinkel darzustellen, wenn man der Grofle 1 mit dem Phasen-
winkel verdnderliche Werte zuschreibt. Doch erscheint es vorteilhafter, mit
einem konstanten Werte von 4 zu rechnen und die Abhingigkeit der Hellig-
keiten von dem Phasenwinkel in der Form

dq=T'f(i,e)y(x)ds (44)
zu untersuchen. Bei Hinzuziehung der Beobachtung von BARABASCHEW und
Markow iiber den Helligkeitsverlauf der hellen Strahlen ergibt es sich, daf die
Funktion y(«) fiir dieselben einen charakteristischen, in der Nihe der Oppo-
sition scharf abfallenden Verlauf hat, wihrend fiir die iibrige Oberfliche dieser
Verlauf ein anderer, fiir Kontinente und Meere nur wenig verschiedener ist.
Es werden also zunichst drei verschiedene Typen von Mondgebilden unter-
schieden, die Kontinente, die Meere und die hellen Strahlen, die sich sowohl
durch ihr Reflexionsvermégen in der Bestrahlungsrichtung als auch den Ver-
lauf der ,,Schattenfunktion“ w(«) unterscheiden; ein weiteres Studium
der Veriinderlichkeit der Mondgebilde zum s

COS?7 COS¢ .
= —— bei A=
CcoS? 4 Acose

ol

Zwecke einer genaueren Klassifikation nach ,m&
obigen Prinzipien scheint erwiinscht. Abb.20 | \&
zeigt den Verlauf der Schattenfunktion y (&) N elle Strahlen
bei Annahme des LamBERTschen Gesetzes %7 \\
fiir f(s,¢) . 460 N

Im theoretischen Teile seiner Arbeit 450 AN
legt der Verfasser fiir ein ebenes Flichen- gw NG &”94,5
element das LaMBERTsche Reflexionsgesetz 43 \\\$’@@_
als dasjenige zugrunde, welches den Beob- e
achtungen an irdischen Substanzen doch noch ~ ’
am besten geniigt. Es erweist sich auch tat- 410

sachlich, daBdie BrauchbarkeitderFormel(43) 0% 70 20 30 %0 50 60 76 80 90 710
mit der SEELIGERschen Form fiir f(s,¢) nur Apb. 20. Der Verlauf der Funktion
bei verdnderlichem 1 moglich und eine Folge w(x) -

der besonderen Beschaffenheit der Mond-

oberfliche ist. Zweiauffallende Eigentiimlichkeiten sind durch die Beschaffenheit
der Mondoberfliche zu erkldren: einerseits die gleichmiBige Helligkeit der voll-
beleuchteten Mondscheibe, denn eine glatte Oberfliche miiBte nach LAMBERT und
auch nach allen experimentellen Untersuchungen an irdischen Substanzen einen
Abfall der Helligkeit nach dem Rande zu aufweisen; andererseits der starke Ab-
fall der mittleren Helligkeit mit dem Phasenwinkel. (Abb. 21).

Wihrend zur Erklirung gleichmiBiger Helligkeit bei Vollmond die Annahme
von Erhebungen der Oberfliche ausreicht, kann die zweite Tatsache der starken
Lichtabnahme durch dieselbe nicht erklirt werden.

Der Verfasser macht zunichst die Hypothese, die Oberfliche des Mondes
sei mit konischen Erhebungen von gleichen Offnungswinkeln gleichmiBig be-
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deckt und berechnet die Lichtverteilung auf dem Intensitdtsiquator bei Voll-
mond. Je dichter die Erhebungen und je spitzer die Kegel angenommen wer-
den, desto mehr gleicht sich die Helligkeit vom Zentrum nach dem Rande zu
aus; wenn auch keine gleichmiBige Helligkeit erreicht werden kann, also keine
vollstindige Ubereinstimmung mit der Beobachtung, so kénnte diese Annahme

bei der Unsicherheit iiber das Refle-

m L ~T ] xionsgesetz fiir die Erklarung der rela-
4z tiven Helligkeit bei Vollmond und auch
40T ~ bei beliebigem Phasenwinkel evtl. ge-
38 RS niigen. Versucht man aber die beob-
36 N achtete Lichtabnahme des Mondrandes
3y o bei dieser Hypothese zu erkliren, so
3)2 o ergibt sich sofort ihre Unméglichkeit,
’ N denn die Helligkeit des Mondrandes
30 \\ mul} bei kegelartigen Erhéhungen von
28 der Opposition an zunehmen. Diese
38520 30 0 50 50 T39I T Zunahme dauert bis zum Phasenwinkel,

L bei welchem die Sonne in den Zenit der
AbD. 21. Die Abnahme der Helligkeit des i p41)31en Kegelméntel kommt. Weiter
positiven Mondrandes mit wachsendem . . . . .
Phasenwinkel. nimmt die Helligkeit ab und sinkt
schnell zu 0 herab, wenn die Sonne
nur noch die Riickseiten der Kegel beleuchtet. Dies ist im vollstindigen Wider-
spruch zu den Beobachtungen.

Ein dhnliches Resultat ergibt sich bei der Annahme halbkugelférmiger
und kalottenférmiger Erhebungen, fiir welche die Lichtverteilung bei verschie-
denen Annahmen tiber den Abstand der Erhthungen voneinander durchge-
rechnet wird. Auch hier erweist es sich, dafl durch die Erhthungen ein Ausgleich
der Helligkeit vom Zentrum nach den Rindern der Vollmondscheibe eintritt,
wenn auch vollkommene Gleichheit bei keiner Annahme {iiber ihre Dichte zu
erreichenist, daB ferner aber die Phasenkurve des Mondrandes anfangs einen bedeu-
tenden Anstieg der Helligkeit ergibt, worauf ein langsamer Abfall folgt. Wichtig
ist hier das Nebenresultat, dal die Abnahme der Helligkeit auf der vollbeleuch-
teten Scheibe im wesentlichen durch die Beleuchtung des ebenen Bodens zwi-
schen den Erhebungen bedingt ist, wihrend die sichtbaren Kalotten am posi-
tiven Rande des Mondes in weitem Umfange des Phasenwinkels gleichmiBig
hell erscheinen. Dieses ist eine Folge ihrer runden Form.

Ganz anders gestaltet sich die Lichtverteilung auf einer Planetenscheibe,
wenn man Vertiefungen verschiedener Form in dem ebenen Boden annimmt. Aus-
gehend von den WiLsiNGschen Anschauungen iiber die Entwicklungsgeschichte
und Beschaffenheit der Mondoberfliche, berechnet Verfasser die Beleuchtung
bei halbkugelférmigen Vertiefungen, welche fiir verschiedene Lavaformen so
charakteristisch sind. Diese halbkugelférmigen Vertiefungen auf der freien
Oberfliche der Lava entstehen infolge des Entweichens von Gasen in halb-
fliissigem Zustande und liegen oft so dicht beieinander, daB die resultierende
Rauheit der Oberfliche auBerordentlich groB wird. Es erweist sich, daB die
Helligkeiten solcher halbkugelférmigen Vertiefungen nach dem Rande einer voll-
beleuchteten Planetenscheibe anwachsen, und es ist daher moglich, bei Annahme
eines ebenen oder leicht gew6lbten Bodens zwischen ihnen, die gleichméiBige
Helligkeit der Vollmondscheibe zu erkliren. Auch die beobachtete Lichtvertei-
lung bei anderen Phasenwinkeln bis zu 90° 148t sich unter denselben Annahmen
darstellen, ebenso wie die Abnahme der Helligkeit des Mondrandes innerhalb
derselben Grenzen. Fiir Phasenwinkel, die groBer sind als 90°, erscheinen in
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on=10°
x=40°
a=170°

Abb. 22. Bimssteinlava unter verschiedenen Winkeln (&) zur Beleuchtungsrichtung
photographiert.

allen Punkten des Intensititsiquators bis zum Rande alle Poren dunkel, weil
kein Licht aus ihnen zum Auge dringen kann. Die Lichtverteilung und die Licht-
abnahme des Mondrandes sind dann von der Form der Lava zwischen den
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Poren allein abhingig. Da diese ganz unregelmiBig ist, kann die Frage nicht
weiter verfolgt werden, und nur eine Uberschlagsrechnung fiir die Abnahme
der Helligkeit des Mondrandes zwischen & = 90° und & = 120° bei der Annahme
gewdlbten Bodens zwischen den Poren kann gemacht werden; diese stimmt mit
der Beobachtung geniigend iiberein. Als Veranschaulichung der Lichtverluste bei
seitlicher Beleuchtung einer pordsen Oberfliche ist hier eine Abbildung von
Bimssteinlava aus SCHOENBERGs Abhandlung wiedergegeben (Abb. 22).

Diese Theorie bezieht sich auf die typische Oberfliche des Mondes auf
den Kontinenten. Da die Meere nach Opik nahezu dasselbe Reflexionsgesetz
aufweisen, miifite sie auch fiir diese gelten. Zur Erkldrung des besonderen
Verlaufes der Funktion w(«) bei den hellen Strahlen muB3 eine andere Form
von Vertiefungen mit noch stirkeren Lichtverlusten in nichster Ndhe der
Opposition angenommen werden. Der Verfasser verfolgt anndhernd die Licht-
verluste bei zylindrischen Poren und bei runden Offnungen, die in einer
durchbrochenen Decke entstehen, und findet, daB die zweite Annahme
zur Erklirung der Phasenkurven der hellen Strahlen herangezogen werden kann.

Diese Beleuchtungstheorie gibt also eine zureichende Erklirung fiir das
photometrische Verhalten des Mondes und eine Bekriftigung der WiLsiNgschen
Entwicklungsgeschichte unseres Trabanten. Durch die Einfithrung und die Ana-
lyse der Schattenfunktion w(x) hofft der Verfasser, eine genaue Einteilung
verschiedener Mondgebilde nach ihrer dem Fernrohr nicht mehr zuganglichen
Oberflachenbeschaffenheit zu ermdglichen; diese Funktion erscheint auch fiir
die Beleuchtungstheorie der anderen Planeten von Bedeutung. Wenn Plane-
ten mit einer undurchsichtigen Wolkenhiille, wie Jupiter und Saturn, nach
neueren Messungen bedeutende, von Opposition zu Opposition wechselnde
Phasenkoeffizienten aufweisen, so liegt es nahe, auch bei ihnen die Ursache
dafiir in Schatteneffekten zu suchen. Diese kénnen aber bei Erhebungen und
Vertiefungen nach SCHOENBERGs Untersuchungen niemals einen solchen Licht-
ausfall bewirken, wie er zur Erklirung der Phasenkoeffizienten angenommen
werden muB. In der Tat fanden P. GurHNICK! und SCHOENBERG? fiir Jupiter
und Saturn Phasenkoeffizienten von 0,2015 fiir 1° Phase, was bei Jupiter bei
der maximalen Phase von 12° eine Abnahme der Lichtmenge von 159, ausmacht.

Will man die Schattentheorie zur Erkldrung
beibehalten, so kann nur das Modell einer von
vielen Offnungen durchbrochenen Wolkendecke
Anwendung finden. Ein Verlauf der Funktion
w(x), wie derjenige fiir die hellen Strahlen in
Abb. 20, mit dem sehr scharfen Abfall der
Helligkeit in der Ndhe der Opposition und der
Konstanz von y (x) flir gréfere Phasenwinkel,
wiirde fiir die Totalhelligkeit in der Ndhe der
Opposition einen sehr groBen Phasenkoeffizien-
ten ergeben. Ist der Planet dabei von einer
Abb. 23. Lichtverluste bei kreis- YYolkenhiille umgeben, so kann diese Erschei-
formigen Offnungen in einer Decke. nung nur durch eine ldcherige Struktur der-
selben erklirt werden, wobei die Dicke der
Wolkenschicht verschwindend ist im Vergleich zu ihrer Hohe iiber der festen
oder fliissigen Oberfliche. Denkt man sich die Offnungen in den Wolken kreis-
f6rmig, wie in Abb. 23, bezeichnet ihre Hohe iiber dem Boden durch %, ihren

1 AN 206, S. 157 (1918) u. 212, S. 39 (1920).
2 Phot. Unters. iiber Jupiter u. d. Saturnsystem. Annales Ac. Sc. Fennicae Serie A,
Tome 16, S. 33. Helsinki 1921. ’
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Radius durch 7, so findet eine Lichtabnahme fiir den Beobachter so lange statt,
als die Projektionen der Offnung von der Erde und von der Sonne aus noch
einen gemeinsamen Teil haben. Der maximale Phasenwinkel, bis zu welchem
die Lichtabnahme stattfindet, ist somit-ein MaB fiir das Verhdltnis %/27. Bei
kreisfsrmigen Offnungen kann der Verlauf der Lichtabnahme berechnet werden.
Bei Uberdeckung ist der gemeinsame Teil ein Doppelsegment, dessen Fliche
gleich ist

F=r(2p —sin2p), (45)
wo 2f der Zentriwinkel zwischen den Schnittpunkten der Kreise ist. Be-
zeichnet man cosf = C;fz =u, dann ist F = 272(arccosu —uf1 —ur).

Dieser Ausdruck bestimmt die Lichtmenge aus einer kreisformigen Wolken-
offnung bis zum Momente, in dem # =1 wird.

Doch diirfte sich kaum Gelegenheit bieten, bei einem Planeten den Vorgang
der Lichtabnahme einzelner Gebilde soweit zu verfolgen, daB dadurch die
pordse Beschaffenheit seiner Oberfldche genauer bestimmt werden kdnnte.

Eher konnte es gelingen, gewisse Naherungswerte fiir 4/27 abzuleiten. Da
der Abstand der Zentren beider Projektionen durch die Gleichung gegeben ist:

C,C, = Vh*sec?s 4 h¥sec?e — 2h? cos? o sect sece,

so erhdlt man nach Einfilhrung der sphirischen Koordinaten @ und vy auf
der Planetenscheibe durch Gleichung (5) S. 63 noch die Formel

C1C2 _ hsina

" cosy coswcos (w — &)

(46)

Fiir C,C, = 27 tritt kein Licht mehr aus den Offnungen, und die Kurve (&)
hat ihren Wendepunkt. Durch Einsetzung der Koordinaten des beobachteten
Punktes und des Wertes fiir « im Wendepunkte berechnet sich der Wert
von Af2r.

Es sei noch auf ein Resultat dieser Untersuchungen aufmerksam gemacht,
das fiir das Studium der Lichtverteilung auf den Scheiben der Planeten von Bedeu-
tung sein diirfte. Eine gleichmiBige oder nahezu gleichmiBige Helligkeit der Scheibe
in Opposition ist kein Beweis fiir die Giiltigkeit des SEELIGERschen Gesetzes, sondern
ergibt sich auch bei Annahme des LAMBERTschen Satzes als Folge von Erhebungen
und Vertiefungen der Oberfldche. Bei Untersuchungen iiber den Einfluf der At-
mosphiéren auf die Lichtverteilung ist deshalb die obengenannte Annahme fiir die
Opposition als-die wahrscheinlichste erste Niherung fiir das Aussehen des Planeten
ohne Atmosphire zu betrachten. Die Erhebungen und Vertiefungen auf der Ober-
fliche schwichen die Helligkeit des Zentrums der vollbeleuchteten Scheibe und
steigern diejenige der Rander. Das Resultat ist, daB die mittlere Flichenhelligkeit
einer glatten und einer mit Erhebungen und Vertiefungen bedeckten Kugel nahezu
dieselbe ist. Fiir Planeten, die, wie der Mond, infolge der Unebenheit ihrer Ober-
fliche gleiche Helligkeit auf der voll beleuchteten Scheibe zeigen, ist daher die aus
der Oppositionshelligkeit berechnete GroBe p (Ziff. 35, Gl. 28) direkt mit dem
Reflexionskoeffizienten in der Bestrahlungsrichtung, wie er im Laboratorium
bestimmt wird, vergleichbar. Dagegen ist bei Planeten, fiir welche kein vollkom-
mener Ausgleich der Helligkeiten auf der vollbeleuchteten Scheibe stattfindet, der
Reflexionskoeffizient in der Bestrahlungsrichtung nur vergleichbar mit derselben
GroBe, die wihrend der Opposition im Zentrum der Scheibe durch flichenphoto-
metrische Messungen bestimmt ist.

Handbuch der Astrophvsik. II. 6
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39. Neue Beleuchtungsformeln fiir die groBen Planeten. Nach dem
Vorigen ist die Lichtverteilung auf einer Planetenscheibe auch bei Abwesen-
heit einer Atmosphire und bei homogener Beschaffenheit der Oberflachen ein
theoretisch nur in Ausnahmefillen zu erfassendes Problem. Durch die Anwesen-
heit einer Atmosphire, welche eine lichtabsorbierende und lichtzerstreuende
Wirkung ausiibt, wird das Problem noch mehr erschwert. Es soll weiter ge-
zeigt werden, daB8 trotzdem das Studium der Lichtverteilung auch solcher
Planeten, die von Atmosphdren umgeben sind, unsere Kenntnis von deren Be-
schaffenheit wesentlich férdern kann. Hier soll aber nur iiber die tatsichlich
beobachtete Lichtverteilung auf den Planeten Venus, Mars, Jupiter und Saturn
berichtet werden, sowie auch iiber ihre Darstellung durch empirische Formeln,
welche es gestatten, die in den fritheren Kapiteln definierten photometrischen
Konstanten fiir diese Planeten auf Grund photometrischer Messungen und un-
abhiingig von allen Hypothesen iiber das Reflexionsgesetz zu bestimmen.

Die Messungen der Lichtverteilung auf den Oberflichen der groBlen
Planeten sind vom Verfasser! an den Refraktoren der Sternwarten Dorpat
und Pulkowo ausgefithrt. Sie bestanden aus Intensitdtsvergleichen zwischen
dem Zentrum der sichtbaren Scheibe oder sonst einem topographisch fest-
gelegten und anderen ebenso definierten Punkten der Scheibe, fiir welche der
Einfallswinkel und Reflexionswinkel des Lichtes berechnet werden konnten.
Die Anzahl der Messungen, die bei der Kleinheit der Planetenscheibe duBlerst
schwierig waren, ist nicht groB genug, um aus den relativen Intensititen
die Konstanten einer vollstindigen Beleuchtungstheorie abzuleiten. Es handelte
sich wesentlich darum, die Lichtverteilung in bequeme Formeln zu fassen;
dabei erwies es sich, daB fiir keinen der Planeten das LaMBERTsche oder das
SEELIGERsche Gesetz auch nur anniahernd der Wirklichkeit entspricht, vielmehr
trat eine Wirkung der Atmosphire deutlich hervor, indem die Beobachtungen
simtlicher Planeten fiir mdBige Phasenwinkel sich gut darstellen lieBen durch
folgende Formel fiir die vom Elemente ds reflektierte Lichtmenge:

dg = kLev® e cosedsy(a), (47)
wo die Funktion ¢(z) = Asecz 4 Bsecztg?z + --- die Absorption des Lichts
kennzeichnet, £ eine Konstante und L die auf die Einheit der Oberfliche der
Atmosphire senkrecht einfallende Lichtmenge bedeutet. w(x) ist eine vom
Werte 9(0) = 1 an abnehmende Funktion. Diese Formel setzt voraus, daB, ab-
gesehen von der absorbierenden Wirkung der Atmosphire, die Planetenscheiben
gleichmiBig hell erscheinen wiirden. Dementsprechend war auch eine Dar-
stellung durch die Formel

dg=FkL( + pcosi + v cos2i + -++) (1 4+ p'cose 4 ¥/ cos 2¢ + ---) cosedsy(a)
moglich, wo an Stelle der Exponentialfunktion FoURIERsche Reihen mit iden-

tischen Koeffizienten gesetzt sind. Die Helligkeiten zweier Punkte der Ober-
fliche bei identischem & verhalten sich demnach wie

h (1 4+ w’cost -+ v'cos24) (1 + w/coss + ¥’ cos2e) (48)

By T (1 + wcosty + v/ cos24;) (1 -+ wcose; + v cos2e)’

und aus solchen Gleichungen wurden die Koeffizienten u’, » fiir die vier groBen
Planeten bestimmt.
Fiir die Opposition, wenn in allen Punkten der Scheibe ¢ = & wird, ergibt
sich eine gleichmiBig vom Zentrum aus abfallende Helligkeit
hy = kL(1 + u'cosi + v cos21)? (49)

1 E. SCHOENBERG, On the Illumination of Planets. Publications de 1’Observatoire
Astronomique Dorpat. Tome 24 (1917).
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und fiir das Zentrum der vollbeleuchteten Scheibe

B=kL(1 + u' + ¥)2. (49a)

Will man die ganze von der Planetenphase reflektierte Lichtmenge bestimmen,
so hat man den Ausdruck

dg=FkL(1 + p'cosi + v cos24) (1 + ' cose + v cos2¢e)dscoseyp(a)

tiber die sichtbare Scheibe zu integrieren, was wir wieder nach der iiblichen
Transformation von 7 und ¢ in die sphirischen Koordinaten v und o mit Hilfe
der Gleichungen

COS& = COSY COSW ,
cost = cosy cos(w — &),
ds = gtcosydydw
ausfithren wollen. Es wird

7[2 2
qg= kngy)((x){(i — v)zfcoszzpdtpj coswdw
- f2 x—mf2

zf2 7f2

+u(1— v)fcossipdtpf[cos%)ﬂ + cosa) +- sinx sinw cosw]dw
—7f2 a-nf2
71'[2 f2

+ 2v'(1 — v’)/cos%;dw/[cos"w“ + cos?a) + sin2a sin?w cosw

-2 x—mf2
-+ 2sina cosa cos?w sinw]dw

ran o ap (50)
+ Zv'u'fcosf'y)dwf[cos"w (cosov -+ cos?ax)
—nf2 a-xf2
-+ cosPw sinw (sino + sin2«) 4+ sin?a sin?w cos?w]dw
+tf2 ntf2
-+ u’zfcos4wdw/[cos3w cos& + cos*w sinw sinx]dw
—-z[2 -2
+f2 7f2
+ 42 / cosbypdy [ [cos®w cos?a 4 cos®w sin?w sin?a
—af2 Dt—v.’!]'2

-+ sin2a sinw costw]dw }

Die Ausfithrung der einfachen Integrationen ergibt, abgesehen von dem kon-
stanten Faktor £Lp? und der Funktion y(«), sechs Glieder, deren Werte mit
I bis VI bezeichnet sind; fiir & = 0 sind dieselben rechts angegeben.

I=( -—y’)z%(1+cos(x); I, = (1 — V)2

II = El"(;‘;,l”_) (1 + cosa)[(m — &) -+ sinx]; I, = 4’ (1= 73

III = 39 (1 — ¥)z[(1 + cosa)(3 + cos?x) + sin2a sina]; III, = 29 (1—v)7;
IV = 4y [(m — & +sine) (3 cosx -+ 2 cos?a + 1) + sinda]; IV, = $u'v'm;

, _ wut 2. S g
V:T(1+coso¢), Vo= 57
VI = 1 v27(1 + cosa)?; VI, =42,

6%
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Verfasser hat die Werte der Konstanten u/, v fiir die groBen Planeten
Venus, Mars, Jupiter und Saturn aus Beobachtungen der Lichtverteilung be-
stimmt. Danach kénnte nach der letzten Formel auch die Phasenkurve bis auf
die Funktion y(«) berechnet werden. Es ist das aber nur fiir die zwei letzten
Planeten von Interesse, indem aus dem Vergleich der beobachteten und errech-
neten Phasenkurve die Funktion v (x) bestimmt werden kann. Fiir die beiden
ndheren Planeten mit der groBen Verdnderlichkeit des Phasenwinkels wire eine
solche Bestimmung von y(x) ohne physikalisches Interesse, weil fiir grofie «
die Voraussetzungen der Theorie sicher nicht mehr richtig sind. Wir wollen
aber aus den Werten der Koeffizienten y’, » und der Gesamthelligkeit g, der
Planeten in Opposition, fiir welchen Moment die Konstanten u/, " gesichert
sind, also aus der Gesamthelligkeit und der Lichtverteilung in Opposition, den
Reflexionskoeffizienten in der Bestrahlungsrichtung ableiten. Fiir diese Grof3e,
die durch direkten Vergleich der Helligkeit der Sonne mit derjenigen der Planeten-
zentren in Opposition durch Messung bestimmt werden koénnte, liegen keine
Daten vor.

Wir haben fiir die Gesamthelligkeit in Opposition bei y;( &) = 1:

qoszgzn{U——v)z—f— ,LL(1——v)—}—2v(1—v)+5,uv+ +% ’2}
= kLng*f(,»)

Andererseits ist nach der Bonpschen Definition der Albedo die GréBe p gleich
dem Verhiltnis dieser Helligkeit zu derjenigen einer Kugel von derselben GroBe
und Lage, die von jeder Fliacheneinheit ihrer Oberfliche ebensoviel Licht reflek-
tiert, als der Planet bei normaler Inzidenz von der Sonne erhilt. Ein solcher
Korper hat also die Helligkeit Lzp?, und es ist

(50°)

b= = k().

Die Helligkeit des Planetenzentrums in Opposition ist, wenn man den Reflexions-
koeffizienten in der Bestrahlungsrichtung mit R bezeichnet:

hi=kL(1 +y++V)2=RL,
daher

R=k(1+p+) =g (1 + g+ )2,

fu ’ V')
Setzt man hier die Werte  und u,%" fiir die 4 groBen Planeten ein, so fin-
det man:

RuUSSELL SCHOENBERG fw,v) (1+u+)?
Venus . . p = 0,492 R =0,629 pu'=-4,25 = 1,135 +3,507 4,483
Mars . . p=0,139 R = 0,244 nw=—2,56 ¥ = 0,54 -+0,592 1,040
Jupiter. . p = 0,375 R = 0,585 W= 1.8 =0 + 5,02 4,84
Saturn . . p = 0,420 R = 0,672 W= 21 =0 46,005 9,61

Es ergeben sich fiir R die in der zweiten Kolumne angefiihrten Werte. Diese
sind also wesentlich gr68er als die Werte p, was dem Helligkeitsabfall
nach dem Rande, der nach SCHOENBERGs Messungen bei allen grofien Planeten
infolge der Absorption in den Atmosphiren sehr bedeutend ist, zuzuschreiben
ist. Wie sich die gefundenen Werte R aus dem Reflexionsvermégen der Ober-
flichen und der Atmosphiren zusammensetzen, wird hier nicht untersucht. Die
negativen Werte von u’ bei Venus und Mars sind ein Resultat der Rechnung, die
den Abfall der Helligkeit zum Rande in der Form einer FouriERschen Reihe
darzustellen sich zur Aufgabe gestellt hatte, und es kommt ihnen kein physika-
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lischer Sinn zu. Diese beiden Planeten gestatten aber eine wesentlich griind-
lichere photometrische Analyse, die zu wichtigen Aufschliissen iiber die Atmo-
sphéren fithren kann.

Die Grundlagen einer strengen Theorie der Absorptions- und Diffusions-
wirkung einer einen Planeten umgebenden Atmosphire wird einem besonderen
Abschnitt vorbehalten.

Fiir die Reduktion photometrischer Messungen auf den Oberflichen der
Planeten seien an dieser Stelle jene Formeln mitgeteilt, die der Verfasser fiir
diesen Zweck abgeleitet und benutzt hat.

40. Beziehungen zwischen den linearen Koordinaten auf einer Planeten-
scheibe und dem Einfallswinkel (i) und Reflexionswinkel (¢) des Lichts.
Zur Erleichterung der Reduktionen photometrischer Messungen auf den Scheiben
von Jupiter und Saturn, die eine bedeutende Abplattung besitzen, sollen hier die
Formeln des Ubergangs von den linearen Koordinaten der Punkte, deren Hellig-
keit bestimmt worden ist, zu den photometrischen Variablen 7 und ¢ mitgeteilt
werden. Da diese Winkel durch die Normale zur Oberfliche mit den Licht-
strahlen gebildet werden, so gilt es zundchst, eine Beziehung herzustellen
zwischen den linearen Koordinaten auf der elliptischen Scheibe, welche in be-
zug auf die Achsen der Ellipse gemessen sind, und den planetographischen
Koordinaten auf der Oberfliche des Ellipsoids.

Es seien

%,9,% die planetozentrischen rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes F
der Oberfliche, bezogen auf den Aquator als Ebene x, v ;

&, m, ¢ die geozentrischen Koordinaten desselben Punktes, die auf ein
paralleles Achsensystem im Zentrum der Erde bezogen sind;

7,b,1 und g, §, 2 die entsprechenden planetozentrischen und geozentrischen
sphirischen Koordinaten;

R, B, L die geozentrischen sphirischen Koordinaten des Planetenzentrums.

Es ist dann

& =pcosfcosd =rcosbcosl + RcosBcosL,
7 = gcosfsind = rcosbsinl -+ RcosBsinL,
{ = psinf = 7sinbd + RsinB.

Richten wir die Achse ¥ nach dem Punkte mit der Linge L, dann erhalten
wir aus den obigen Formeln

ocosfcos(A — L) = rcosbcos(! — L) + RcosB, ]

(51)

pocosfsin{(d — L) = rcosbsin(l — L),

osinf = 7sind + RsinB.
Es seien auf einer geozentrischen Kugel 7 und { die Pole des irdischen
und des Planeteniquators und P das Planetenzentrum. Die planetozentrischen
linearen Koordinaten des Punktes F auf der Oberfliche seien ,

M:ssin(;b—P),} .
v =scos(p — P), (53)
wo P und p die Positionswinkel der kleinen Achse des Ellipsoids und des Bo-

gens PF sind, dessen Linge gleich s ist. Aus dem sphérischen Dreieck (FP,
in welchem .

(52)

P =90° — B, | /PCF=1—L,
PF =s, ‘ CF = 90° — B
L{PF=p—P,
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ist, erhalten wir
sinssin(p — P) = cosfsin(A — L),
sins cos(p — P) = sinffcosB — cosfisinBcos(A — L),
coss = sinffsinB + cosfcosBcos(A — L).
Muitipliziert man diese Gleichungen mit ¢ und setzt sins ==s, coss =1, so
ergibt sich noch mit Hilfe der Gleichungen (53)
osinssin(p — P) = pu = rcosbsin(l — L),
psins cos(p — P) = gv = rsinbcosB — vcosbeos(l — L)sinB, (54)
gcoss = o =rsinbsinB +7cosbcos(l — L)cosB + R.

Da auBerdem
x = rcosbcosl,

y = rcosbsinl,
z=rsinb,
o kann man die letzten Gleichungen auch in folgende Form bringen:
o =ycosL — xsinL,
v == 2cosB — (xcos L - ysinL)sinB, (55)
¢ =2sinB 4 (xcosL + ysinL)cosB + R;

fithrt man jetzt die reduzierte Breite » und Linge u durch die Gleichungen ein

% == acosp cosv = ¥ cosbcosl, l YL otgl=tgu, pm==1,
y = asinpcosy = 7 cosbsinl, Z .
z = csinv = rsinb, ‘ yzgtgrcosecuztgbcosecl,
woau.cdieHalbachsenderPlanetensind, tgy = a tgh,
c

so erhalten die Gleichungen folgende Form:

ou = asiny cosv cos L — acosucosysinL = acosysin(u — L) ,} (56)

ov = csiny cosB — acos{u — L) sinB cosy.

Ersetzt man hier ¢ durch R und behilt die Bezeichnungen a und ¢ fiir /R
und ¢/R bei, so erhdlt man

# = acosysin(u — L), } (57)

v = ¢siny cosB — acosv cos(u — L)sinB.

Es ist noch notig, diese Gleichungen in bezug auf die Koordinaten » und p — L
aufzulésen. Wir haben

#2sin2B + (v — ¢ siny cosB)? = a? sin2B cos2y = a2sin? B — a2 sin? B sin2y

oder
sin?y (a?sin2 B + ¢% cos? B) — 2vcsiny cos B = (a2 — u?) sin?B — v?,
und wenn man
a2sin?B - ¢2cos? B = a%?(1 — 2 cos2B) = k2 (o)
éinfiihrt, wo % das Lot ist aus dem Zentrum des Planeten auf eine Tangential-
ebene zu seiner Oberfliche, die durch das Zentrum der Erde geht, und e

die Exzentrizitdt bedeutet, so erhdlt man weiter
R?sin?» — 2vcsiny cosB = (a® — u?) sin? B — 02,
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oder nach einfachen Reduktionen

. vccosB\2 4 ., _f_ﬁ)
(k siny — ——k—-> = a? sin’ B<1 i
und
. B in B
va:zg;c;s :I:a—SIkn V@,
wo
u? v?
0=1- i ®

Setzt man den Wert von sinv in die zweite der Gleichungen (57) ein,so erhalt
man definitiv folgende Ausdriicke fiir die reduzierte Breite » und Linge u des
Punktes F "
cosvsin(u — L) = —,

’ (58)
asinB ccosB_j~
k2 v—= E VQ ’
wo das -+ Zeichen weggelassen wurde, weil es fiir die unsichtbare Seite des
Planeten gilt. Die planetographische Breite ¢ ergibt sich dann aus der Glei-
chung

cosvcos(u — L)y =

. tgv
tg(p_—}/1—62. (59)

Der Einfalls-undder Reflexionswinkel des Lichts im Punkte F findet
sich aus den Dreiecken: Sonne, Zenit des Punktes F und Planetenpol einer-
seits und Erde, Zenit und Planetenpol andererseits, in folgender Weise:

cose = —sinBsing — cos B cosp cos(u — L), } (60)

cost = —sinB sing — cos B’ cospcos(u — L').

Hier sind mit L, B’ die heliozentrische Linge und Breite des Planeten be-
zeichnet. Wir haben also die Gleichungen (&), (§), (58), (59) und (60) aufzu-
lésen, um von #, v zu ¢ und ¢ zu gelangen.

d) Die Beleuchtung der Planetentrabanten.

41. Die Beleuchtung eines Trabanten durch den Planeten. Diée Beleuch-
tungsformeln fiir Planeten gelten natiirlich auch fiir ihre Trabanten, nur wird
man, wenn die gréBte Schirfe der Berechnung verlangt wird, bei den Trabanten
auch noch jene Lichtmenge in Betracht ziehen miissen, welche
ihm vom Planeten selbst zugestrahlt und dann nach der Erde
hin reflektiert wird. Dieser Teil ist in Vergleich zu dem von der Sonne
selbst herrithrenden sehr geringfiigig, diirfte aber fiir die schirfsten modernen
photometrischen Messungen doch unter Umstinden nicht zu vernachlédssigen sein.
Es kann aber bei seiner Berechnung das Problem vereinfacht werden, in-
dem die Mittelpunkte der vier in Betracht kommenden Himmelskorper als
in derselben Ebene liegend angenommen und die Dimensionen derselben im
Verhiltnis zu ihren Entfernungen vernachlissigt werden. Wir haben fiir die
gesamte von dem Trabanten zur Erde reflektierte Lichtmenge Q = ¢ + ¢,
wo ¢’ das von der Sonne und ¢” das vom Planeten herriihrende Licht ist. Es sei

& der Phasenwinkel des Trabanten,
@(a) die Phasenkurve desselben,
A4, der Abstand des Trabanten von der Erde,
7; sein Abstand von der Sonne,
A9, 7} die obigen Abstinde fiir den Moment der Opposition.
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Dann ist nach (Ziff. 33, Gl. 14)
, A v\
g = q?u:f) (o). (1)

Es sei ds ein Oberflichenelement des Trabanten, welches vom Planeten Licht
erhdlt. Zu seiner Beleuchtung trigt nur ein Teil der beleuchteten Planeten-
oberflache bei, ndmlich der vom Trabanten
aus sichtbare Teil derselben, der in der Abb. 24
hell dargestellt ist. Es sei dq die gesamte auf
ds einfallende Lichtmenge bei senkrechter
Inzidenz. Sie wird durch eine dhnliche Glei-
chung wie (1) ausgedriickt:
R0\
dg = ag(B7) ¢/ () ds.
Hier ist 7 M\ &y, vl
o der Phasenwinkel des Planeten in
bezug auf den Trabanten,
¢'(«”) die Phasenkurve des Planeten vom
Trabanten aus gesehen,
R der Abstand des Planeten vom Trabanten,

7, der Abstand der Sonne vom Planeten,
R®,#5,dg, dieselben Abstinde und der Wert von dg bei &’ = 0.

Diejenige Lichtmenge, welche von ds nach der Erde hin reflektiert wird und
auf die Flicheneinheit senkrecht auffillt, ist aber

Abb. 24. Die Beleuchtung der Tra-
banten.

dq’ = CZLFGi ),

wo C die Reflexionskonstante der Trabantenoberfliche, ¢ der Inzidenzwinkel
der vom Planeten auf das Trabantenelement gelangenden Strahlen und & der
Reflexionswinkel nach der Erde sind.

Uber die Form des Reflexionsgesetzes der Trabantenoberfliche ist nichts
bekannt, und bei der Kleinheit der Trabantenscheiben kann man auch in Zu-
kunft keine Aufklirung dariiber erwarten. Bei der Kleinheit der ganzen Kom-
ponente ¢” wird es aber gestattet sein, eine bekannte einfache Formel fiir F(z, ¢, &)
einzusetzen, etwa die LaAMBERTsche (7, &) = costcose. Es wird dann, wenn 4,
die LamBERTsche Albedo bedeutet,

_ 4, 4dg, (Eo”g

2
’ e, . _ .
dq’ = x & Ry’;)(p(oc)coszcossds——kcoszcossds,

wo & den von 7 und & unabhingigen Faktor bedeutet.

Um die gesamte Lichtmenge ¢” zu erhalten, ist iiber die ganze vom Planeten
beleuchtete und von der Erde sichtbare Oberfliche des Trabanten zu inte-
grieren. Fithrt man wieder die Integrationsvariablen ¢ und  ein, die auf dem
Intensititsdquator des Trabanten vom Gegenpunkte der Erde, als Anfangs-
punkte der Lingen w, gerechnet sind, so hat man die Beziehungen

COS¢ = COSY COSW ,
cos? = cosy cos[n — (&' — &) — @],

ds = g?cosydwdy,

wo o der Halbmesser des Trabanten ist.
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Die Integrationsgrenzen fiir @ sind — —‘25 und %, fir o sind dieselben

% —(o’— &) und —-2[— Wir haben also

+:—z/2 :z‘,“2
¢ = k92/ cos31pd1p/ coswcos[n — (o' — o) — w]dw
-x/2 w/2— (o ~ )

= % ko?[sin(6’— &) — (&' — o) cos (&' — «)].

2
%durch sin%g;, wo also o, der scheinbare Halbmesser
t
. 4% .
des Trabanten von der Erde ist, und setzt statt dg, den Wert qgf wo ¢ die

23
0

Bezeichnet man noch

vom Planeten in Opposition auf die Flicheneinheit der Erdoberfliche einfallende
Lichtmenge ist, so hat man

7 2 Al i9 0 gyg‘z St : ’ ’ ’ R
¢ =3 -, sin 00‘]2<R %) ¢'(of) [sin(a’ — &) — (&' — &) cos(a’— &)].  (2)

Der Wert von ¢” muB wegen des Faktors sin?g, fiir alle Trabanten sehr klein
bleiben; es wird deshalb auch die Unsicherheit iiber die Phasenkurve ¢'(a’),
fiir die man einen aus den bekannten Phasenkurven des Mondes, der Venus
und des Mars geschitzten Wert einsetzen muB, von geringer Bedeutung sein.
Ersetzt man noch in (1) und (2) ¢} und ¢, die Lichtmengen vom Trabanten
und vom Planeten in Opposition, durch ¢} = M? Jzsin2S und ¢ = M3 Jasin®S,
wo die Bedeutung von M und S dieselbe ist wie auf Seite 69 und benutzt die
dort befindliche Gleichung (28), um M} und M$ zu eliminieren, so erhdlt man

¢ = pJasin?o,sin?sp(x),

g=%A,9"] T;’ sin®g, sin?s”sin2o, ¢'(&') [sin (&’ — &) — (&’ — &) cos(a’— )] | (3)

Q — q/ + q// .
Hier sind p und p’ die BonDschen Reflexionskoeffizienten des Trabanten und
des Planeten, J die Intensitidt der Sonnenstrahlung, ¢, der scheinbare Halbmesser
des Planeten von der Erde aus, s und s’ die scheinbaren Halbmesser der
Sonne, vom Trabanten und vom Planeten aus gesehen.

42. Berechnung des aschfarbenen Mondlichts. Bekanntlich erscheint der
von der Sonne nicht beleuchtete Teil der Mondscheibe bei groBen Phasen-
winkeln nicht ganz dunkel, sondern in
einem schwachen Lichte, welches den
Namen des aschfarbenen Mondlichts tréigt.

Es riihrt von der Beleuchtung der Nacht-
seite des Mondes durch die Erde her, welche
zu jener Zeit vom Monde aus nahezu voll
beleuchtet erscheint. Die Beobachtung
der Helligkeit dieses Erdscheins ist des-
halb von groler Bedeutung, weil sich aus
ihr die Albedo der Erde bestimmen laf3t.

Wir denken uns wieder die Sonnen-
strahlen parallel auf Erde und Mond auf-
fallend. In Abb. 25 ist & der Phasen- Abb. 25. Die Beleuchtung des Erdmondes.
winkel des Mondes und & — & der
Phasenwinkel der Erde in bezug auf den Mond. Der Bogen cd bezeichnet den
von der Erde sichtbaren beleuchteten Teil des Mondes, de¢ den von aschfarbenem
Lichte beleuchteten Teil der Mondoberfliche ; dieses Licht rithrt von dem Teile
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der beleuchteten Erde her, welcher durch den Bogen ba bezeichnet ist. Wir
fiihren weiter die Bezeichnungen ein:

¢'(x) die Phasenkurve der Erde vom Monde aus gesehen,

¢’ der Halbmesser der Erde vom Monde aus,

S der Halbmesser der Sonne von der Erde aus,

p und ¢’ die Bonpschen Reflexionskoeffizienten des Mondes und der Erde,

A der Abstand des Mondes von der Erde,

R der Abstand der Erde von der Sonne.

Wenn dg die Lichtmenge ist, welche von der gesamten Erdphase auf ein
Oberflichenelement ds des Mondes senkrecht auffallt, so hat man, wenn der
Index o Oppositionswerte kennzeichnet, die Gleichung

R&
o e 2 ¥ (2 — x)ds
und bei Benutzung der Beziehungen auf Seite 69, wie oben bei der Ableitung
der Gleichung (3),
dq = Jap sin?Ssin?o’ ¢'(m — a)ds. (4)
Diese Gleichung nimmt die Form an:

dq=dgq

dq, = % JA;sin2Ssin?0’ (sinx — a cos&) ds
fiir das LamBERTsche und
1 rgi 2o’ M — cos & d o __ %
dq, = 57 JA}sin?S sin?o {1 cos - cotg — In cotg (45 4)}

fiir das SEELIGERsche Gesetz, wenn A; und A; die entsprechenden Albedowerte
der Erde bedeuten.

Diejenige Lichtmenge d¢’, welche von diesem Elemente ds nach der Erde
(senkrecht auf die Flicheneinheit) zurlickgeworfen wird, ist

dg =L FG, ¢, a)dg,
wo p eine Reflexionskonstante bedeutet, oder nach LAMBERT

A .
’ 1
dqi = J5 - cost cosedgqy,
und nach SEELIGER

A, cosicoss

A7 cost + cose 42’

dg =

wo ¢ und ¢ der Einfalls- und Reflexionswinkel des Lichts fiir das Element ds
und 4, und 4, die LaMBERTsche resp. SEELIGERsche Albedo des Mondes ist.
Fiir das aschfarbene Licht muB aber ¢ = ¢ fiir alle Punkte sein, also & = 0;
man erhilt nach Einfilhrung der sphirischen Koordinaten v, w, die von
dem Intensititsiquator des Mondes und dem Gegenpunkte der Erde wie tiblich
gerechnet sind, folgende Gleichungen fiir d¢:

2
dg = ][u:rz;b’%siﬁSsin%’(p'(n — a)F(i,1,0)dwdycosy,
2
dq, = %]AlAi%sinzs sin2¢’ (sin& — o cosa) cosdy costw dw dy,

1 LI .
dgy = —4—]A2A§%251n2551n2o’ X

X {1 — cosg/ cotg%ln cotg(45°—%>}coszzp coswdwdy.
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Um die gesamte vom aschfarbenen Lichte herriihrende Lichtmenge zu erhalten,
miissen diese Ausdriicke iiber den dunklen Teil der sichtbaren Mondoberfliche

integriert werden. Die Grenzen der Integration sind fiir y: —% und +%,
. . 7T T,
fiir w: —(zx — —2«>und -l—? :
7[2 7f2
¢ = Jpnp’sin?osinS sin?e’ ¢ (m — o) [ / F{@,7,0)cosypdydw,
~72 a2-«

nach LAMBERT:

/

-4 A, A!sin?6sin? S sin%0’ (sin&x — & cosa) (& — sin& cos &),
N =g/ 414
nach SEELIGER:

4 . . .
g = ¢ J4,43sin%0 sin?S sin2o’

{1 — cos% cotg%ln cotg <4S°—~ %)} (1 — cos&),

2
wo noch der scheinbare Radius desMondes durch sin?o = % eingefiihrt worden ist.

Es ist aber bisher unmoglich gewesen, aus photometrischen Beobachtungen der
Lichtstirke der Mondphasen den geringen Anteil des aschfarbenen Lichts von
demjenigen der Mondsichel zu trennen, weshalb auch keine Bestimmung der
Albedo der Erde auf diesem Wege méglich war. Dagegen ist es wohl moglich,
durch flichenphotometrische Messungen die Lichtstdrke gleichartiger Mond-
gebilde auf der Mondsichel und auf dem vom aschfarbenen Lichte beleuchteten
Teile miteinander zu vergleichen und die gemessenen Helligkeitsverhaltnisse zur
Bestimmung der Albedo zu benutzen. Derartige Messungen hat bereits ZGLLNER
angestellt, und sie sind in neuerer Zeit vielfach wiederholt worden. Man erhilt
die Flichenhelligkeit des Oberflichenelements ds nach Division der Lichtmenge
dscose

dq’ durch die scheinbare GréBe desselben . Wir haben daher fiir einen

e
Punkt mit den Koordinaten v und w die Helligkeit:

’ dq,AZ / <32 12~ o s .

= ooty cose dpde =Junp sin?Ssin?e’ ¢’ (m — &) F (1,4, 0) secy secw,

B, = = %]AIA{siﬂSsin%’(sinoc — XCOS () COSYCOSW,

, 1 ;o .y 7
hy = = I]Azzal2 sin®S sin?¢” X

— cos X ol °o_ %
X {1 cos - cotg — In cotg (45 4)} .

Weder das LamBERTsche noch das SEELIGERsche Gesetz entsprechen fiir die Mond-
oberfliche der Wirklichkeit, wenn auch die von dem letzteren geforderte gleich-
formige Helligkeit der Vollmondscheibe und des aschfarbenen Lichts erfiillt ist;
die fiir die typische Mondoberfliche empirisch bestimmte Funktion F (s, ¢, &) sece
ist fiir Vollmond, also auch fiir den Erdschein, eine Konstante (F (¢, ¢, 0)sect = C) .

Man wird deshalb nur die aligemeine erste Form der obigen Gleichungen
benutzen kénnen, mull dabei aber zweierlei beachten.

Einerseits diirfen nur Teile der Mondoberfliche verglichen werden mit
gleichen Reflexionskoeffizienten $, etwa zwei Stellen desselben Meeres, die durch
den Terminator getrennt sind, oder iiberhaupt gleichartige Stellen der typischen
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Oberfliche. Andererseits ist darauf zu achten, daB die auf der hellen Sichel
gemessene Stelle in angemessener Weise auf ihre Vollmondhelligkeit reduziert
wird. Das geschieht mit Anwendung der LaMBERTschen oder SEELIGERschen
Formel nur in sehr angendherter Weise, sicherer ist es, dazu fiir die typischen
Stellen die empirische Kurve (Abb. 21), fiir hervortretende Stellen aber be-
sondere durch Beobachtungen bestimmte Reduktionen zu benutzen. Es
seien die Winkel ¢, ¢, 9, w fiir die auf dem dunklen Teile des Mondes gemessene
Stelle mit dem Index * gekennzeichnet. Man hat fiir die Helligkeit auf der
Sichel, wenn man den Sonnenradius vom Monde aus ebenfalls gleich S setzt,
h= Juasin?SF(i, ¢, a)sece, und die Formeln (36), S. 73, daher wird

W _p'sintogl(m — a)C

h F(i, & o) sece

>

V4 2 A/ sin?¢’ (sinox — o COS &) COS Y’ Cosw’
by 3 cosy cos (w0 — &)

A’ sin%¢’11 — = e °__ __)
2SIN“o {1 cos cotg Incotg (45 }

2 [1 + tang%tang(w — %)}

Die Konstante C wird 1, wenn F(i, ¢, o) fiir « = 0 der Einheit gleichgesetzt
wird. Fiir ¢'(«), die Phasenkurve der Erde, muf} ein Mittelwert derselben
Funktion fiir Venus und Mars oder fiir Venus und Mond eingesetzt werden. Auf
diese Weise bestimmt man nach der ersten Gleichung den BoNDschen Reflexions-
koeffizienten p’, nach den anderen beiden die LamBERTsche oder die SEELIGER-
sche Albedo.der Erde. Dehnt man die Beobachtungen auf viele Punkte aus,
so kann der durch die Unsicherheit der Reflexionskoeffizienten und der Phasen-
kurven bedingte Fehler beliebig abgeschwicht werden.

43. Der EinfluB des Himmelsgrundes. Bei derartigen Messungen tritt
aber eine andere Schwierigkeit auf, welche die Resultate in hohem Grade be-
einfluBt, das ist die zur Helligkeit des aschfarbenen Lichtes hinzutretende
Helligkeit des Himmelsgrundes, die durch die Nihe der hellbeleuchteten Sichel
hervorgerufen ist. Bestimmte allgemeingiiltige Formeln fiir die Helligkeit des
Himmelsgrundes in der Nihe der leuchtenden Mondsichel lassen sich nicht auf-
stellen, denn sie ist in hohem Grade von den atmosphirischen Bedingungen ab-
hingig, auBerdem verschieden fiir jedes Instrument, mit welchem die Messungen
ausgefithrt werden. Es wird deshalb zweckmiBig sein, neben den Messungen
des Himmelsgrundes in der Nihe und auBerhalb des dunklen Randes mit dem-
selben Instrumente eine Untersuchung der Lichtabnahme des Himmelsgrundes
in verschiedenén Abstinden vom Rande bei Vollmond auszufithren und fiir
die dafiir erhaltene Kurve einen analytischen Ausdruck in Form einer Funktion des
Abstandes vom Zentrum der Scheibe f(7) zu suchen. Dieselbe Form der Funktion
kann dann fiir die Erleuchtung eines Flachenelements d o der Sichel durch ein anderes
angenommen werden, wobei an Stelle von 7 der Abstand der beiden Elemente
tritt. Dann ist die totale Beleuchtung im Punkte 4 durch die gesamte Sichel

7= / f i(ndo, (9)

wo das Integral sich iiber alle Elemente der Sichel erstreckt. Man kann hier
die Helligkeiten auf der Sichel entweder konstant annehmen oder auch ihre
aus speziellen Untersuchungen bekannten Werte einsetzen. Im ersteren Falle
ist also mit einer mittleren Helligkeit der Sichel, welche aus der Phasenkurve
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des Mondes leicht zu erhalten ist, zu rechnen. FEssENkow!, der diese Methode
angewandt hat, fand fiir f() die Form f(r) = ﬂﬁ .
Koordinaten ¢ und ¢ fiir ds mit dem Anfangspunkt O im Zentrum des Mondes
und wenn ¢ von OA aus gezihlt wird, erhidlt man #2 = g2 + 62 — 2pdcosg,
wo 0 = OA. Mit den ausgerechneten Werten des Integrals

Nach Einfiihrung polarer

R
— edodg
]—2/-/-““‘17(92-{-52— 208 cos ) (10)
00

und den beobachteten Helligkeiten des Himmelsgrundes bei Vollmond berechnet
FEsseNKow die Werte der Konstanten % = %; hierauf kénnen die an jedem

Abend auflerhalb des dunklen Randes gemessenen Helligkeiten auf Helligkeiten
innerhalb desselben umgerechnet werden. Wegen Einzelheiten mufl auf die
zitierte Abhandlung hingewiesen werden.

Diese Methode ist wesentlich genauer als die iibliche Methode, die Hellig-
keit des Himmelsgrundes auf dem dunklen Teile des Mondes gleich derjenigen
aullerhalb desselben anzunehmen.

44. Die Verfinsterungen der Jupitertrabanten. Die Beobachtungen der
Verfinsterungen der Jupitertrabanten haben in der Astronomie eine grund-
legende Bedeutung gehabt. Bekanntlich bieten sie ein vorziigliches Mittel zur
Bestimmung der Koordinaten der Trabanten; sie liegen den LapLACEschen und
DEeLAMBREschen Bahnkonstanten derselben zugrunde. Durch die berithmte Be-
stimmung der Lichtgeschwindigkeit von O. ROEMER ergaben sie einen Wert der
Sonnenparallaxe; in fritheren Zeiten haben sie auch als Lichtsignale fiir Lingen-
bestimmungen zur See und in unerforschten Gegenden vorziigliche Dienste ge-
leistet. Das Problem der Verfinsterung eines Trabanten ist eine Aufgabe der
theoretischen Photometrie, denn die Verfinsterung tritt nicht momentan ein,
sondern nimmt den betrichtlichen Zeitraum von 4 Minuten bis zu !/, Stunde
in Anspruch, in welcher Zeit sich der Planetenschatten iiber die Scheibe des
Trabanten schiebt. Die Fixierung des Momentes der vollstindigen Verfinsterung
ist in hohem Grade von der Stirke des Fernrohrs und den atmosphérischen Be-
dingungen abhingig, die des Beginns derselben von der Schirfe der Beobachtung.
Es ist daher von groBer Bedeutung, die Helligkeitsabnahme des Trabanten
wahrend der Verfinsterung zu berechnen und die Beobachtungen auf mog-
lichst viele Momente der Verfinsterung auszudehnen. Dann wird es méglich, aus
jeder der beobachteten Helligkeiten den Moment des Beginnes, des Endes oder
der Mitte der Finsternis zu berechnen, wodurch die Genauigkeit wesentlich
vergroBert wird. PICKERING? hat diese Idee am nachdriicklichsten verfolgt und
durch eine groBe Beobachtungsreihe, die an der Harvard-Sternwarte ausgefiihrt
worden ist und jetzt bearbeitet vorliegt3, fruchtbar gemacht; CorNU% hat das
Verdienst der Prioritit in dieser Frage; er hat auch als erster darauf aufmerk-
sam gemacht, daB die Helligkeit des Trabanten sich um die Mitte der Ver-
finsterung am schnellsten dndern muB, weshalb die Beobachtungen tunlichst
um diesen Moment zu gruppieren sind. Ein von ihm gebautes einfaches Photo-

meter fiir den genannten speziellen Zweck scheint nur wenig zur Anwendung
gekommen zu sein.

1 Détermination de l'albedo de la terre. Publication de I’Observatoire Astrono-
mique de I’Université de Kharkow Nr. 7. (1915).

2 Annual Report of the Director of the Harvard College Observ. for the Year 1878.

3 Harv Ann 52 Part II (1909); R. A. SampsoN, A Discussion of the Eclipses of
Jupiter’s Satellites. 1878—1903. 4 CR 96, S. 1690 und. 1815 (1883).



94 Kap. 1. E.ScHOENBERG: Theoretische Photometrie. Ziff. 44,

Bei der Berechnung der Verfinsterungskurve muBl eine bestimmte An-
nahme iiber die Helligkeitsverteilung auf der Trabantenscheibe gemacht werden.

OBRECHT! hat die Aufgabe fiir den Fall gleicher Helligkeit auf der Scheibe
des Trabanten gelést, V. WELLMANN 2 und E. ANDINGS fiir den Fall des LAMBERT-
schen Gesetzes. Die strenge Losung der Aufgabe fiihrt zu recht komplizierten
Entwicklungen, die hier in der Gesamtheit wiederzugeben uns zu weit fithren
wiirde. Beobachtungen der Verfinsterungskurven mit Anwendung moderner
photometrischer Methoden werden freilich eine strenge Reduktion erfordern, wie
sie in den genannten Abhandlungen gegeben ist. Sie werden voraussichtlich
auch die Frage entscheiden, welcher Annahme tber das Reflexionsgesetz der
Vorzug zu geben ist. Die bisher beobachteten Verfinsterungskurven sind fiir
diesen Zweck nicht geniigend genau. Wir begniigen uns mit einer Darstellung
der Theorie, wie sie fiir die bisherigen Beobachtungen vollkommen geniigt, mit
einer Angabe der Fehlergrenzen.

Die Aufgabe selbst 14Bt sich folgendermalen formulieren: Ein Jupiter-
trabant tritt in den Schatten seines Planeten; dabei wird allmihlich ein immer
groBerer Teil seiner Scheibe verfinstert, bis er zuletzt ganz unsichtbar wird.
Es betrigt die Dauer der Verfinsterung

bei dem ersten Trabanten 4m 19s

zweiten ” 5m 32s
dritten Vs 11m 21s
vierten ' 16m 27s

Es soll nun die Helligkeitsabnahme des Trabanten als Funktion der Zeit er-
mittelt werden. Die Helligkeiten wollen wir in Einheiten der Helligkeit @,
des unverfinsterten Trabanten ausdriicken.

Streng genommen miiBte man auf die Bewegungsverhdltnisse im Jupiter-
system Riicksicht nehmen. Bei der kurzen Dauer der Verfinsterung entsteht
aber kein merklicher Fehler, wenn man die Bewegung der Schattengrenze auf
dem Trabanten der Zeit proportional annimmt. Des weiteren kann die Ab-
plattung der Schattengrenze, deren EinfluB immer kleiner bleibt als 0,0009 ¢,
vernachlissigt werdent. Wie aus OBRECHTs Tabellen zu ersehen, ist auch der
EinfluB der Kriimmung der Schattengrenze von geringem Betrage; er erreicht
nur beim 4. Trabanten im Grenzfalle 0,022 und bleibt fiir die drei anderen immer
kleiner als 0,007, darf also von uns vernachlissigt werden, so daf3 die Schatten-
grenze als geradlinig durch die Tangentialebene zur Jupiteroberfliche bestimmt
werden kann. Bei dem geringen Winkelhalbmesser der Sonne aus Jupiter-
abstand (3') erweist sich auch die Wirkung des Halbschattens von sehr geringem
Betrage, nach OBRECHT ist sie immer kleiner als 0,001; sie kann also auch
unberiicksichtigt bleiben; somit wird die Sonne als punktférmig betrachtet
und die Schattengrenze durch die Tangentialebene, die durch sie und die als
Kugel angenommene Oberfliche des Planeten in dem Punkte, wo der Trabant
ein- oder austritt, bestimmt. Es ist von Wichtigkeit, hierbei zu bemerken, da3
eine solche vereinfachte Behandlung des Problems, die nachweislich fiir die Be-
obachtungsgenauigkeit geniigt, soweit die Trabanten als Kugeln anzusehen
sind, eine Frage ganz offen 1iBt, ndmlich den EinfluB der Atmosphire des
Jupiter; dieser EinfluB kann aber tatsichlich auf den Verlauf der Verfinsterungs-
kurve zu Anfang und am Ende derselben von wesentlicher Bedeutung sein,

1 Etudes sur les éclipses des satellites de Jupiter. Paris 1884.

2 Zur Photometrie der Jupiterstrabanten. Diss. Erlangen 1887.

3 Photometrische Untersuchungen iiber die Jupiterstrabanten. Preisschrift. Miinchen
1889.

4 WELLMANN, L c. S. 11.
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worauf wir spidter noch zuriickkommen wollen. Wir wollen auch noch vom
EinfluB der Phase, die bei Jupiter 12° nicht @ibersteigt, in dieser Betrachtung
ganz absehen, weil die dadurch verursachte Korrektion nach OBRECHT
ebenfalls immer kleiner ist als 0,01.

Unter diesen Umstinden reduziert sich das ganze Problem auf folgende
Aufgabe: Es soll die Helligkeitsabnahme einer beleuchteten Kreisscheibe er-
mittelt werden, wenn dieselbe von einem mit gleichformiger Geschwindigkeit
iiber sie hinweggehenden, geradlinig begrenzten dunklen Schirme bedeckt wird.

IEs sei der Radius der Scheibe gleich #, und der kiirzeste Abstand der
Schattengrenze vom Mittelpunkte sei @ . Wir legen ein rechtwinkliges Koordinaten-
system durch das Zentrum der Scheibe, die Y-Achse parallel zur Schattengrenze. Die
scheinbare Helligkeit eines Flichenelementes d x 4 ist eine Funktion des Abstandes.
vom Zentrum o. Die zum Beobachter vom Elemente dxdy gelangende Licht-
menge ist somit

dq = kF(g)dxdy,

wo k eine Konstante ist und die Funktion F, die von dem Beleuchtungsgesetz
abhingt, zunidchst noch unbestimmt gelassen wird. Die gesamte Lichtmenge ist
bei einem Abstande a der Schattengrenze vom Zentrum, falls mehr als die
Hilfte der Scheibe beleuchtet ist,

]/rz P

Q=2k[ [F(o)dxay, (11)
. o
0 :]/x2 + 2.

Wir nehmen jetzt an, daB die Lichtverteilung auf der voll beleuchteten Scheibe
dem LamMBERTschen Gesetze entspricht. Die scheinbare Helligkeit ist dann dem
Kosinus des Einfallswinkels ¢ auf die Oberfliche der Kugel proportional, oder

da sin¢ = :: , so ist die vom Punkte x, y reflektierte Lichtmenge:

——
dg=kcosidxdy = k]/1 — T2V dxdy
und die gesamte Lichtmenge
T
J 2 2
Q:ijdx/ ly,1—”:;y dy. (12)
‘a4
2
Setzt man 1 — x_z = b und iz =c, so wird
4 '
Vice / Yo , I
TR gy [l eytay = [ - e £ P aresin] S
J L1 > dy_[Vb cyrdy = 2y1b cy +2ﬁarcsml 24
0

ra x?
=i (1 - 72)
Somit ergibt sich
__kra - x* k= 1 3}
Q== (1*7)‘”—77{72(74‘&) 5 (P +a). (13)

—-a
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Bei ganz unbedeckter Scheibe wird a = #, und man erhilt die Lichtmenge:

Qo= hart; (14)
durch Division von (13) und (14) ergibt sich dann endlich:
9 e 1@
0, + 47 49
oder, wenn man die Bezeichnung a:v = cos¢ einfiihrt:
Q _ 1.3 — 1 cos?
Q0ﬂ2+4cos¢ 4 oS’ (15)

Diese Gleichung gibt also die Helligkeit in Einheiten der vollen Helligkeit
vor Beginn der Verfinsterung als Funktion des Abstandes a, und da
dieser proportional der Zeit ist, als Funktion der Zeit Man sieht auch,

daB fiir @ = 0, also die Mitte der Verfinsterung, Q9 , die Lichtstirke also

Qo

auf die Hilfte herabgesunken ist. Dieses war bei der konzentnschen Vertei-
lung der Helligkeit im voraus zu erwarten.

Ist die Schattengrenze iiber die Mitte der Scheibe hinausgeriickt, so erhilt
man die entsprechenden Helligkeitswerte, wenn man in den Formeln (13) und
(15) a negativ rechnet.

Fiir das LoMMEL-SEELIGERsche und das EULERsche Reflexionsgesetz, die beide
gleichmiBige Helligkeit der voll beleuchteten Scheibe ergeben, ist die Berech-
nung der Verfinsterungskurve noch einfacher. Es ist dann in (11) F{(g) gleich 1
zu setzen, worauf sich sofort ergibt

r l/rz—x2
_zk[dx/dymzk/vrz Wdx. (16)
Nach Ausfiithrung der einfachen Integration hat man

0= #[x =5 + marcsin 2]

= -

. a
oder wenn man wieder , = cosg setzt:

Q = k72 {n 4 sinp cosp — @}. (17)
Fiir die Helligkeit der unbedeckten Scheibe folgt bei a = 7:
Qp = kar?,

somit erhdlt man fiir die Verfinsterungskurve:

Q a—e+ sing cos¢

2 — : (18)
Der Verlauf der Lichtkurven nach (15) und (18) ist hier in einer Tabelle nach
dem Argument cos¢ zusammengestellt.

Tabelle 9.
00, | ) | 010 /0

afr : co-eslafr ——— ajr | - afr

LAMBERT | SEELIGER l LAMBERT ‘ SEELIGER ‘ LAMBERT \ SEELIGER LAMBERT | SEELIGER
1,0]1,000 ]1 000, _[|0,5]0,544 H 0,500 ] 0,500 ., |—0,5]0,156 __ [ 0,196
0,9 0,99321 0,981 ;g 0,410, 78422‘0 74823‘ 01 0425;5 04362‘3};—0,6 O,104i§ 0,1422;
0,810,9723510,948 5 03 0,718 /710,688 (' J— .3527(’) 0,373 ¢7 | —0,7[0,061 ;510,004 1)
0,7 0,9394_3 090648 064873 062763\ 0,3 028266 0, 31260 —0,8 002821 005233
0,60,89652 085854 ‘01 0,575 75! 0,564 (7 ‘—04 0,21660 0,252 ;¢ |—0,910,007 7’001919
0,5§0,844°“| 0,804 0]0,500 70,500 || 5{0,156°"0,196°" ||—1,0]0,000 ‘|0,000
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Beide Kurven haben das Charakteristische, daB3 ihre Ordinaten sich um die
Mitte der Verfinsterung am schnellsten und dabei der Zeit proportional dndern,
denn beide Kurven haben fiir « = 0 ihren Wendepunkt. Dieses folgt unmittel-
bar aus den Gleichungen (13) und (17), wenn man den zweiten Differential-
quotienten nach a bildet. In der Tat ergibt die Gleichung (13)

122 akx

da® 7
Aus der Gleichung (17) erhdlt man ebenso

@Q __ 2ak
da® Vrr—a?’

2
und beide Werte von %Q werden 0 fiir a = 0.

SEELIGER hat allgemein gezeigt, daB fiir jede Form der Funktion

F(}/x2 + yz) dieselbe Eigenschaft erhalten bleibt. In der Tat erhilt man aus
Gleichung (11)

e

% = 2k/ F(Ya* +y%)d
(0]

und nach nochmaliger Differentiation

2
%gzzk{— aF(r) +/‘3F‘F2” y]. (19)
Da ab _
@ aber 6 F(Ja® + »?) — 24 O F(Ya? + ?) N OF(Ja® + y?)
da T 0(a?) =4 d(a® + y%)
so erhdlt man, wenn die Variable a? + y2 = £ eingefithrt wird,
_tag
[
und weiter Vet —a
OF(a®+ ) , _ _ OF(E) & _ OF() dE _  F/()
ga W= 205 ﬁ;dg_ o¢ V§2__a2—al/§2_a2d5'

Setzt man diesen Wert in die Gleichung (19) ein und beachtet die Integrations-
grenzen fiir §, welche » und a werden, so erhilt man

&Q _ (G
—2a k{l/,,z_uz /V;;z__az 5}

da?®

Dieser Ausdruck verschwindet fiir a = 0, und es ist deshalb dieser Punkt unter
allen Umstdnden ein Wendepunkt, wenn auch, wie SEELIGER nachweist, nicht
immer der einzige bei einer beliebigen Form der Funktion F.

Dieser Umstand macht es von vornherein zur natiirlichen Forderung, alle
Beobachtungen des Verfinsterungsvorgangs auf den Moment zu reduzieren, wo
der Trabant die Hilfte seiner unverfinsterten Lichtstirke besitzt, weil dieser
Moment sich am sichersten bestimmen lassen muf3 und auch geometrisch streng
definiert ist.

Der Zeitraum zwischen Anfang und Mitte der Verfinsterung ergibt den
Wert des Halbmessers des Trabanten. Die Bestimmung des Anfangsmoments
der Verfinsterung ist aber sehr schwierig, und auch der Verlauf der Verfinste-
rungskurve ist hier theoretisch unmoglich festzulegen.

Handbuch der Astrophysik. II. 7
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Abgesehen von der Unsicherheit iiber die Helligkeit des Randes, die durch
das unbekannte Reflexionsgesetz bedingt ist, treten hier als komplizierende
Umstdnde alle diejenigen Erscheinungen auf, die bei Mondfinsternissen zu der
Verinderung des Erdschattens im positiven oder negativen Sinne mitwirken
und einerseits durch den Einflu der Atmosphére des schattenwerfenden Pla-
neten bedingt sind, anderseits durch physiologische Ursachen, die wir am Schluf3
dieses Abschnittes (Ziff. 47) noch besprechen werden.

Wegen der prinzipiellen Wichtigkeit, welche die Frage iiber den Einfiuf} der
Atmosphire eines Planeten auf die Lage seiner Schattengrenze fiir die richtige
Deutung der photometrischen Erscheinungen bei Finsternissen besitzt, sollen
die Betrachtungen, die SEELIGER! iiber diesen Gegenstand angestellt hat, hier
angefithrt werden; wenn dieselben auch mehr prinzipieller Natur sind und
keine Moglichkeit einer strengen Durchrechnung bieten, so sind sie trotzdem
geeignet, auch auf diejenigen Unstimmigkeiten, welche die Beobachtungen der
Jupitertrabanten ergeben haben, einiges Licht zu werfen.

45. Uber den EinfluB einer Atmosphare auf die Lage des Kernschattens
eines Planeten. Wir denken uns einen Lichtstrahl, der vom Punkte S der
Sonnenoberfliche ausgeht, die Atmosphire des Planeten, dessen Radius g ist und
der sein Zentrum in P hat, passiert, dort gebrochen wird und nach der Brechung
den Punkt M der Trabantenoberflache trifft. Dieser Strahl beriihrt im Punkte E
eine mit der Planetenoberfliche konzentrische Schicht gleicher Dichte der Atmo-
sphire. Der Radius dieser Atmosphirenschicht sei R. Es ist dann sowohl S
als M im scheinbaren Horizonte des Punktes E. Ein Strahl, der, von S ausgehend,
die Planetenoberfliche ohne Brechung im Punkte E’ beriihrt, treffe die Trabanten-
oberfliche in M’. Es sei SP = A, MP = A und M'P = 4,, ferner die schein-
bare, durch die Refraktion beeinflufite Winkelentfernung des Punktes E von P,
gesehen von S resp. von M aus, ¢ resp. 6 und weiter die Winkel PSE'= %,

£
I g M

%0
7 7 2 !
o
A [ ﬁrﬁ' T, *

ar >

Abb. 26. EinfluB der Atmosphire auf die Grenze des Kernschattens-

PM'E'=A4 MPM'= 8, SPE'=4y', MPE'=y. Endlich sei u der Brechungs-
exponent der Atmosphire im Punkte E, » die Horizontal-Refraktion daselbst2.
Es gelten dann folgende Beziehungen, deren erste die Fundamentalgleichung
der Refraktion ist,
dsine = uR, A’sind’ = u R,
y+o=90°+r, Y+ =90°+7r,
A'sin) = 4;sinl = g,
f=2r—06—0d+21+14.
Ersetzt man hier den Sinus der Winkel o, ¢, 4, 2" durch den Bogen, so erhilt man

1 1 17 1
S p=2r—uR(s+ ) ol ).
1 Vierteljahrsschrift d. Astron. Gesellschaft. 27, S. 197 (1892).
? Der Winkel SE’M’ ist gleich 180°, wihrend bei E auBer den Tangenten auch
noch der Schnittpunkt der ungekriimmten Strahlen oberhalb E zu denken ist, die den

Winkel 180—27 miteinander bilden. Der Winkel 8 bestimmt die Verlagerung der Schatten-
grenze. In der Abb. 26 ist er negativ.

(20)
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Es sei 4 die Hohe des Punktes E iiber der Planetenoberflache, so daB R =g + 4,
dann wird

— — LI N S ST S (L_l 21

Das zweite Glied auf der rechten Seite wird man fiir die Erde fortlassen kénnen;
sein Wert fiir die Erdoberfliche ist kleiner als 1”.

Desgleichen wird man im 3. Gliede 1/4" gegen 1/4 vernachldssigen und
u=1 setzen diirfen, so dal3 man schlieBlich erhalt
/ 4~ 4

ﬂ:zr—j—}-g AAI' (22)

Das dritte Glied dieser Formel hiangt durch 4 — 4, von der Gr68e des Winkels £,

also von der Stelle der Trabantenoberfliche ab, wo der betrachtete Strahl die

letztere trifft. Fiir ein gegebenes # wird die Differenz 4 — A; am scheinbaren

Mondrande den grofiten Wert erreichen. Bezeichnet man durch o” den Mond-

halbmesser und durch A4, die Entfernung des Mondzentrums vom Planeten-

zentrum, so kann man diesen Maximalwert auf folgende Weise berechnen. Es

ist fiir denselben, wenn x den Winkel zwischen A4, und 4, bezeichnet,

02 =M+ A — 24 A cos(x — ) = A — A2,
dycos(x — f) = A, cosf + ¢ sinf,

daher
A2+ A} =24 (A cosf + ¢'sinp) = 24 A4, — 44 A, sin?Lf + 44 ¢’ sin} cosip
und

A—4y _ 21
— izl ¢ gint ﬂcoszﬁ— - sin :2-/3

Da es sich um die angeniherte Berechnung des kleinen Gliedes J— ———;—— han-

delt, das Sekunden betragen kann, wird man das zweite Glied unter ‘der Quadrat-
wurzel als von hoherer Ordnung vernachldssigen und 4 durch -, ersetzen
konnen; wir erhalten dann:

und
. w{ 0 1 —4 1‘ J ,),
(J 1 4 ) ‘40 ’ JO

Setzt man hier die Werte ¢ und o', 4, fiir den Mond ein und bezeichnet durch
p” den Wert von 8 in Bogensekunden, so erhilt man

(5. 252) =095

oder wenn y ein positiver oder negativer echter Bruch ist, so erhdlt man end-
giiltig:

ﬁ—zr——+o72~/ (23)

Diese Formel ergibt den Winkel, um welchen der auf den Trabanten projizierte
Kernschattenradius des Planeten durch die Refraktion, im Vergleich zu dem-
jenigen, der sich ohne Atmosphire ergeben wiirde, verindert ist, wenn man
von der Extinktion ganz absieht. Ist g positiv, so bedeutet das eine Verkleine-
rung des Schattenradius. Nun ist moglicherweise die untere Schicht der Atmo-

7*
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sphiire des Planeten etwa bis zur Hohe % fiir horizontal einfallende Sonnen-
strahlen undurchdringlich. Es wird dann durch diesen Umstand der Kern-
schattenradius vergroBert. Diese beiden Wirkungen heben sich auf, wenn der
Winkel f =0 wird. Man kann diesen Wert von # nidherungsweise leicht
bestimmen.

Bezeichnet man durch 4 das Verhdltnis der Dichtigkeiten zweier Luft-
schichten in der Hohe 4 und an der Erdoberfliche:

L
G’
und geht von der Ivoryschen Formel fiir die Horizontalrefraktion # aus, so findet

man zwischen den Werten dieser GréBe fiir die beiden Luftschichten folgende
Gleichung:

P (24)

7 = 7,(0,91214 + 0,087912) . (25)

Setzt man hier den Wert der Horizontalrefraktion an der Erdoberfliche nach
IVoRrY 7, = 2037”,8 ein, so ergibt sich

v =1858",74 + 179",122.

Nimmt man beispielsweise 2 = 36,5 km, fiir welche Hohe, ebenfalls nach Ivory,
A = 0,006 wird, so hat man
r = 117,15, ;’15—:19”,6

und daher B— 27+ 174y, (26)
Dieser Wert ist also sicher noch positiv. Um so mehr ist er es fiir tiefere
Schichten. Wir sehen, daf eine undurchsichtige Atmosphérenschicht von 36,5 km
nicht geniigen wiirde, um den Kernschattenradius zu vergréfern. Es ist also
im Gegenteil durch die Wirkung der Atmosphére derselbe verkleinert und die
beobachtete VergréBerung des Erdschattens bei Mondfinsternissen durch an-
dere Ursachen zu erkléren.

SEELIGER fithrt noch eine Berechnung der Lichtschwidchung der Sonnen-
strahlen durch die Atmosphire in der genannten Hohe aus, die, wie zu erwarten
war, ganz minimale Betrdge liefert, die aber wegen ihrer prinzipiellen Bedeu-
tung hier angefiihrt werden soll.

Die Larracesche Extinktionstheorie des Lichts fiihrt (siehe Abschnitt {iber
die Extinktion) zu der Gleichung

J: K .
log7 =— - X Refraktion, (27)
wo J die Helligkeit des Gestirns auflerhalb der Atmosphire und K eine Kon-
stante ist; z ist die scheinbare Zenitdistanz des Gestirnes. Nun wird allgemein
die Refraktion nach der Formel «,tgz berechnet, wo «, aus der Refraktions-
tafel entnommen werden kann und sich in der Form darstellt

&, =& {1 +atg?z 4 btgtz +ctgbz+ -},

Hier ist &, die Refraktionskonstante, die nach BESSEL 577,76 betrigt, 4, b, ¢
sind Konstanten.
Man hat also auch die Gleichung

loglj—z = —Kua,secz, (28)
und fiir 2 =0
logl = Koy = 4. (29)
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A ist der Logarithmus des Transmissionskoeffizienten, der nach SEELIGER den
Wert 0,08874 hat. Hieraus erhilt man nach Einsetzung der BEsseLschen Kon-
stante fiir &, :

logK = 7,1258, K = 0,001336 .

Andererseits gilt die Gleichung (27) auch fiir ein Gestirn im Horizonte, und setzt

man hier die Horizontalrefraktion » = 2094” ein, so folgt fiir den Horizont
log% = —K X 2094 = —2,797 und l]*"’ = 0,0016.

Diese Zahl ist aber voraussichtlich noch zu klein, wie die Abweichungen zwischen

Theorie und Beobachtung in der Nihe des Horizontes zeigen. Fiir die Hohe

von 36,5 km haben wir als Horizontalrefraktion erhalten » = 11”,15. Die ent-

sprechende Extinktion im Horizonte wird also:

logL]90 = —0,001336 X 117,15 = —0,0149,
und Jgo: J = 0,967. Da das Sonnenlicht diese Schwichung zweimal erfihrt, so
betrigt die gesamte Lichtschwichung weniger als 6%,.

Die Grenze von 36,5 km fiir eine undurchsichtige Atmosphire war also bei
weitem zu hoch angesetzt.

Fiir Jupiter ist uns der Wert der Refraktionskonstante unbekannt. ‘Die
Beobachtungen von Sternbedeckungen durch den Planeten weisen Erscheinungen
auf, die wohl zweifellos die Existenz einer dichten Atmosphire beweisen, aber
trotzdem nicht geeignet sind, die horizontale Refraktion zu bestimmen.

Aus dem vom Verfasser? abgeleiteten Werte des Transmissionskoeffizienten
der Jupiteratmosphire mufl aber jedenfalls auf eine starke Horizontalrefraktion
geschlossen werden. Es ist fiir Jupiter:

ZJQ = —Ka&, = —0,2000, % = 0,63, Absorptionskoeffizient = 0,37.
Hier ist K von der Hoéhe der homogenen Atmosphire, dem Brechungs- und
Absorptionsvermdgen derselben abhingig. Eine Bestimmung von K ist bei vélliger
Unkenntnis dieser Gré8en zunichst unméglich. Da aber die Horizontalrefraktion
der Dichte der unteren Schichten der Atmosphire nahezu proportional ist, so wire
bei gleicher Zusammensetzung der irdischen und der Jupiteratmosphire die Hori-
zontalrefraktion zundchst einmal im Verhiltnis der Absorptionskoeffizienten
g:—f; = 2,2 zu vergroflern, auBerdem aber im Verhiltnis der Weglingen, die
durch die Gleichung: Weglinge = ]/2Rl -+ R gendhert gegeben sind; hier ist R
der Halbmesser des Planeten und /, die Héhe seiner homogenen Atmosphire;
//(R lo)Jup‘
(R Z)Erae
groBern, was schon bei gleicher Hohe der homogenen Atmosphiren /, den Fak-
tor 3,3 ergibt, somit im ganzen im Verhiltnis von 7,2. Danach wire die
Horizontalrefraktion des Jupiter 4°, ein Wert, der eher zu klein als zu groB
geschitzt ist.

Das Zusammenwirken von Refraktion und Extinktion 1Bt sich aber fiir die
Jupiteratmosphédre nicht in der Weise iibersehen, wie es die SEELIGERsche
Analyse fiir die irdische Atmosphire niherungsweise gestattet. Die Refraktion

log

bei Vernachlidssigung von % hétten wir also noch im Verhiltnis Zu ver-

! Photometrische Untersuchungen iiber Jupiter und das Saturnsystem. Acta Acad.
Scient. Fennicae, 16 (1921).
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in verschiedenen Hohen iiber der Oberfliche auch nur anndhernd zu berechnen,
ist fiir Jupiter ganz auBerhalb der Moéglichkeit, weil iiber die Héhe der Atmo-
sphire und die Dichteabnahme keinerlei Daten vorliegen. Die Verschiebungen der
Schattengrenze durch die genannten Ursachen diirften aber nach dem Gesagten
sich in viel groBerem Maflstabe abspielen als bei Mondfinsternissen. Die Dauer
der Verfinsterungen der Jupitertrabanten und auch der Verlauf der Verfinste-
rungskurven zu Anfang und zu Ende der Finsternis werden durch die Atmo-
sphdre des Jupiter in zundchst unberechenbarer Weise beeinflu3t, und es wird
deshalb nur die Mitte der Verfinsterung theoretisch verwertbar sein.

48. Die Beobachtungen der Verfinsterungen der Jupitertrabanten auf
der Harvard-Sternwarte. Diese theoretischen Bedenken in bezug auf die Frucht-
barkeit der Trabantenverfinsterungen fiir Fragen physikalischer Natur sind
durch die langjdhrigen Beobachtungen der Harvard-Sternwarte vollauf be-
stitigt worden. Diese Beobachtungen erstrecken sich iiber 25 Jahre (1878—1903)
und sind mit besonderen, zu diesem Zweck konstruierten Photometern aus-
gefithrt, die ein bequemes und rasches Messen gestatteten. Als Vergleichsobjekt
diente in den meisten Fillen ein anderer Trabant, in einzelnen Féllen der
Pianet selbst, dessen Bild durch ein spezielles Fernrohr in der Brennpunkts-
ebene des Refraktors abgebildet wurde. Um die Anzahl der Einstellungen
wahrend der Zeit der Verfinsterung zu vergroBern, wurden Hilfsbeobachter
hinzugezogen, und dadurch wurde erreicht, daB 12 bis 13 Einstellungen in der
Minute gemacht werden konnten. Es wurden im ganzen 670 Verfinsterungen
und Austritte der vier Trabanten beobachtet, wovon die Hilfte sich auf
Trabant I bezieht. Die Verfinsterungskurven sind mit 40 bis 60 Einzelmessungen
gut belegt und lassen den Verlauf der Lichtabnahme deutlich hervortreten.

Dieses reichhaltige Material ist nun von R. A. SAMPsoN? in mustergiiltiger
Weise bearbeitet und fiir die Theorie der Bewegung der Jupitertrabanten ver-
wertet worden. So wichtig die Resultate dieser Untersuchung fiir die Theorie
der Bewegung der Trabanten sind, so bringen sie wegen der unerwartet grofen
Abweichungen der reduzierten Einzelmomente in mancher Beziehung eine Ent-
tauschung.

Der mittlere Fehler des Bedeckungsmomentes des Trabanten I, der aus
der Bedeckungskurve am genauesten festzulegen ist, betrigt immer noch - 6%,
was einem Fehler in der Zeitgleichung von - 15,3 entspricht, und in der Sonnen-
parallaxe einem Fehler von 4 07,023. Der Verfasser meint deshalb, dafl zur
Bestimmung dieser Konstanten die Beobachtung der Verfinsterungen von ge-
ringer Bedeutung sind.

Die Ursachen der groBen zufilligen Abweichungen der Bedeckungsmomente,
die oft 30° Gibersteigen, werden vom Verfasser in eingehendster Weise diskutiert.
Die Ableitung des Momentes der Verfinsterungsmitte ist bei der Annahme
gleichmiaBiger Helligkeit der Trabantenscheiben ausgefithrt, indem mit Hilfe
berechneter Verfinsterungskurven, die an die beobachteten Kurven angeschmiegt
wurden, der Moment halber Helligkeit geschitzt wurde.

Wie aber die beigefiigten Abbildungen einiger extremer Félle der SAMPSON-
schen Kurven zeigen, ist ihr Verlauf betrichtlichen Schwankungen unterworfen,
die in keiner Weise auf Beobachtungsfehler zuriickzufithren sind. Als mégliche
Ursachen derselben diskutiert Sampson folgende: :

1. Fehler in den angenommenen Durchmessern der Trabanten.
2. Ungleichheiten in den Trabantenbewegungen.
3. UnregelmiBige Begrenzung der Trabantenscheiben.

i Harv Ann 52 (1907).
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4. Phase der Trabanten.

5. Vom Zentrum aus abnehmende oder zunehmende Flichenhelligkeit der
Scheiben.

6. Helle oder dunkle Flecke auf den Scheiben.

7. Aquatoriale Streifen auf den Trabantenscheiben.

8. EinfluB der Jupiteratmosphdre.

a) Gute Ubereinstimmung. b) Aufhellung am Ende der Verfinsterung. c) Starke Schwankungen. d) Flache Kurve.

e) Gute Ubereinstimmung. f) Aufhellung am SchluB. g) Gute Ubereinstimmung. h) Beobachtung in hoher Breite.

Die kleinen Kreise bezeichnen die Punkte, in denen die Helligkeit die Halfte der unverfinsterten sein miifte nach

der Theorie der Bewegung. Es miiBten diese Punkte die Ordinaten 00,75 haben, denn 0™,0 entspricht der vollen

Helligkeit. Die Abszissen sind der Zeit proportional. Wir sehen keine Wendepunkte an den entsprechenden Stellen,
die bei Darstellung der Absolutwerte statt der Grofenklassen hervortreten miifiten.

Keine der Ursachen, bis auf die letzte, kann fiir die groen Abweichungen ver-
antwortlich gemacht werden, wenn auch die kleinen Fluktuationen der Hellig-
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keiten auf Ursache 6 zuriickgefiihrt werden kénnen. Dieses Resultat wird erst
durch die oben angefiithrten Betrachtungen iiber das Zusammenwirken der Re-
fraktion und Extinktion des Sonnenlichtes in den unteren Schichten der Jupiter-
atmosphire ins rechte Licht gesetzt. Lokale Stérungen der Durchsichtigkeit
der Atmosphire dieses Planeten, die sich in Verzerrungen des Trabanten-
schattens bei Voriibergingen vor der Scheibe offenbaren, sind von verschiedenen
Beobachtern festgestellt worden. Diese Stérungen tragen natiirlich zufédlligen
Charakter und diirften, wenn sie am Rande des Planeten auftreten, die Schatten-
grenze nach MaBgabe ihrer Hohe nicht unwesentlich verschieben. Einer Ab-
weichung von 30° entspricht freilich eine Erhebung der Wolke um 1/,,, des
Halbmessers und eine Verschiebung des Jupiterrandes um 07,13. Bei den
starken Umwilzungen, die die Oberfliche des Planeten dauernd aufweist, er-
scheint es aber durchaus wahrscheinlich, daB auch die ausgedehnte Atmosphére
desselben durch auf- und niedersteigende Strome die stirksten Refraktions-
und Durchlassigkeitsstérungen erleidet. Die von SEELIGER aufgedeckte physio-
logische VergroBerung des Trabantenschattens spielt voraussichtlich bei den
beobachteten Verfinsterungsmomenten auch eine Rolle. Thr ist es vielleicht zum
Teil zuzuschreiben, daB die infolge der starken Refraktion zu erwartende Ver-
kleinerung des Trabantenschattens sich in den Beobachtungen nicht offenbart und
die aus der Dauer der Finsternisse abgeleiteten Jupiterdurchmesser mit den
Mikrometermessungen derselben gut iibereinstimmen. Auch die Durchmesser
der Trabanten, die aus der Dauer der Verfinsterungen abgeleitet sind, stimmen
gut mit den neuesten Messungen derselben iiberein. Es ist also nur die Form
des Jupiterschattens stindigen Verdnderungen unterworfen, die sogar wahrend
der Dauer der Verfinsterung manchmal bemerkbar werden und deshalb die
Verfinsterungskurve verzerren und von Fall zu Fall dadurch veréindern, daf3
jedesmal mit einem anderen, den augenblicklichen atmosphérischen Bedingungen
am Jupiterrande entsprechenden Halbmesser des Schattens zu rechnen ist.

Eine Bestitigung dieser Resultate mit Hilfe eines unpersénlichen Photo-
meters erscheint in hohem Grade erwiinscht. Messungen eines so groBen Hellig-
keitsbereiches (bis zu 4 GréBenklassen) innerhalb eines kurzen Zeitraumes diirften
von systematischen und personlichen Fehlern nicht unbeeinfluBt sein, die bei
einem unpersénlichen Photometer leicht zu vermeiden wiren. Auch wird eine
groBere Schirfe der Einzelmessung den tatsichlichen Verlauf der Verfinsterungs-
kurve wesentlich sicherer festzulegen und die wirklichen Abweichungen von den
Beobachtungsfehlern zu trennen gestatten. Ob sich aus der Diskussion der Ab-
weichungen Schliisse iiber die physikalische Natur der Jupiteratmosphire werden
ziehen lassen, 1aBt sich im voraus nicht absehen.

Zum SchluB seien hier noch die Resultate der SaMpsonschen Ausgleichung
der Harvard - Beobachtungen mit AusschluB der sich auf die Bewegungs-
verhiltnisse der Trabanten beziehenden mitgeteilt. Unter AT sind die Korrek-
tionen der DamoisEauschen Werte (Seite 94) fiir die Dauer der Finsternisse zu
verstehen.

Trabanten Zahl der 4T ‘Wahrsch. Jupiter- Trabanten-
Beobacht. Fehler einer Beob. halbmesser durchmesser
1 330 + 67 75,1 187,88 0”,900
11 169 + 76 11,3 18 ,95 0,796
111 124 + 170 11,6 18 ,90 1,397
18% 47 —+ 207 22,1 18 ,95 1,341

47. Seeuicers und v. Heepercers Theorie der VergroBerung des Erd-
schattens bei Mondfinsternissen. Es ist seit langer Zeit bekannt, daB der
Kernschatten der Erde sich bei Mondfinsternissen nicht unwesentlich groSer
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ergibt, als es nach den Dimensionen der Erde zu erwarten ist. Es hat nicht an
Versuchen gefehlt, diesen ,,VergroBerungsfaktor des Kernschattens der Erde
aus den Beobachtungen zu bestimmen, wobei diese Versuche bei der Ungenauig-
keit der Beobachtungen in &lterer Zeit naturgemiB stark divergierende Werte
lieferten. Die dltesten dieser Bestimmungen seien hier angefiihrt:

Lamme . . . . . . .. 1041 LEGENTIL. . . . . . . . 1:61 bis 1:25
J.CassiNt . . ... L L. 1:123 LataNDE . . . . . . . . 1:69
LEMONNIER . . . . . . . 1:82 LAMBERT. . . . . . . . 1:40und1:21
ToB. MAYER . . . . . . . 1:60 MADLER und J. SCHMIDT 1:49

Um die Wende des Jahrhunderts sind von mehreren Autoren kritische Zu-
sammenstellungen der verwendbaren Beobachtungen und daher auch sicherere
Werte des VergroBerungsfaktors abgeleitet worden; so findet A. BROSINSKY!
aus 20 Finsternissen, bei denen nur das Verschwinden und Wiedererscheinen
derselben Krater verwendet wurde, als Mittelwert 4 = 1:55, wobel aber die
Einzelwerte immer noch zwischen 1: 72,1 und 1: 41,5 schwanken. J. HARTMANNZ
beschrinkt sich nicht darauf, den Durchmesser des Kernschattens aus der Ver-
finsterungsdauer einzelner Krater zu bestimmen. Da die Tafeln fiir den Mond
und seine Libration fiir den in Frage kommenden Zweck vollkommen ge-
niigend sind, kann die Bedeckung oder der Austritt jedes einzelnen Mond-
gebildes zur Berechnung des Kernschattendurchmessers dienen, wenn die Mo-
mente geniigend gesichert erscheinen. Auf diese Weise lassen sich vom Beginn
des 19. Jahrhunderts bis zum Jahre 1898 28 Finsternisse mit insgesamt
4021 Einzelmomenten zur Bestimmung des VergréBerungsfaktors heranziehen.
In Abhédngigkeit von der Art der Zusammenfassung dieser Werte erhalten HaRT-
MANN und H. SEELIGER® auch aus diesem Material noch stark differierende
Zahlen fiir die VergroBerung des Erdschattens. Hilt man die Erscheinung, wie
fast alle Autoren vor SEELIGER, fiir reell und durch die Atmosphire der Erde
verursacht, so ist es notwendig, der wechselnden Entfernung des Mondes Rech-
nung zu tragen, was durch die Reduktion auf mittlere Parallaxe (n,) oder mit
Hilfe des Faktors z/m, zu erreichen ist, mit welchem man die in Bogen-
sekunden ausgedriickte VergréBerung des Erdschattens zu multiplizieren hat.
So findet HARTMANN die Werte
I. Periode V = 53”,07. V = 49”,85,
II. Periode V = 48”,62. V = 497,67,

wo zwei Perioden entsprechend der Genauigkeit der Beobachtungen unter-
schieden sind und auBerdem zweierlei Mittelbildungen: nach den zufilligen Be-
obachtungsfehlern aller Werte ohne Unterscheidung der Beobachter und nach
Mittelwerten der einzelnen Beobachter. SEELIGER, der die VergroBerung des
Erdschattens auf physiologische Ursachen zuriickfiihrt, bezweifelt die Berech-
tigung der Reduktion auf mittlere Parallaxe und glaubt, als sicherstes Resultat
aus dem HarTMANNschen Material den Wert

V — 50//,6
ableiten zu miissen.

SEELIGER* macht noch auf einige schon von HARTMANN hervorgehobene
Eigentiimlichkeiten der Erscheinung aufmerksam, die sich bei niherer Betrach-

! Uber die VergroBerung des Erdschattens bei Mondfinsternissen. Gottingen 1889.

2 Die VergroBerung des Erdschattens bei Mondfinsternissen. Abh. der K. Sichs. Ges.
d. Wiss. 17, Nr. 6 (1891).

3 Vierteljahrsschr. d. Astr. Ges. 27, S. 186 (1892).

4 Die scheinbare VergroBerung des Erdschattens bei Mondfinsternissen. Abh. d. k.
Bayer. Akad. d. Wissensch. II. KI1., 19, (1899).
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tung der HARTMAXNschen Einzelwerte ergeben. Die Ein- und Austritte, fiir sich
behandelt, fithren zu merklich verschiedenen Werten:

Periode 1 Periode I1
Eintritte 597,19 507,93
Austritte 497,30 477,46

Ferner zeigen einzelne bessere Reihen der Beobachtungen ein scheinbares Kleiner-
werden des Schattens mit zunehmender Verfinsterung des Mondes und ein
Wiederanwachsen desselben bei abnehmender Verfinsterung. Es ist danach zu
erwarten, dal die Ein- und Austritte des Mondrandes ebenfalls verschiedene
Werte ergeben. In der Tat findet SEELIGER das bestitigt, denn es ist fiir
Rand I V =47"7,0
Rand 11 V¥V = 45",4.
Eine Ordnung der GréBen ¥ nach den scheinbaren Abstinden der einzelnen
Krater von der Mondscheibenmitte erscheint hiernach besonders interessant,
ist aber bisher an einem reichhaltigen Beobachtungsmaterial nicht ausgefiihrt.

Die Widerlegung der {rither allgemein verbreiteten Ansicht, die Ver-
groBerung des Erdschattens und ihre Verinderlichkeit sei auf die Undurch-
sichtigkeit der unteren Schichten der Atmosphire zuriickzufiihren, ist schon in
Ziff. 45 nach SEELIGER gegeben worden. Selbst wenn man annimmt, die Atmo-
sphire wirke bis 36,5 km Ho6he wie ein undurchsichtiger Schirm, so tritt infolge
der Refraktion der Sonnenstrahlen in Wirklichkeit keine VergréBerung des
Kernschattens der Erde ein. Der unerleuchtete Raum in der Entfernung des
Mondes miiite eher kleiner erscheinen als der ohne Riicksicht auf die Atmo-
sphiire berechnete Kernschatten der Erde.

Will man aber die von SEELIGER in der genannten Arbeit gegebene Er-
klirung des Phinomens gelten lassen, nach der hier eine physiologische Ur-
sache vorliegt, so ist eine genaue Berechnung der Lichtmengen, die in der
Nahe der geometrischen Schattengrenze bei Beriicksichtigung von Refraktion
und Extinktion auf die Mondoberfliche gelangen, notwendig. Eine solche Be-
rechnung gestaltet sich, wie SEELIGERs groBe Abhandlung iiber diesen Gegen-
stand beweist, recht umstindlich, trotzdem sie bei der Unsicherheit unserer
Kenntnisse {iber die Beschaffenheit der héheren Schichten der Atmosphire in
aller Strenge gar nicht durchzufiihren ist. Insbesondere trigt dazu der Um-
stand bei, daB aufler der Extinktion und der Strahlenbrechung auch noch eine
merkliche Dispersion der Sonnenstrahlen stattfindet, deren Berechnung sich
ganz besonders schwierig gestalten wiirde und von SEELIGER auch nicht ver-
sucht wird. Sonst ist die SEELIGERSche Rechnung insofern streng, als sie bei
bestimmten Annahmen iiber die Strahlenbrechung und Absorption und bei Be-
riicksichtigung der ungleichférmigen Helligkeit der Sonnenscheibe die Folge-
rungen dieser Annahmen mit gréBter Genauigkeit entwickelt. Da der Nachweis
einer physiologischen Ursache der VergréBerung des Erdschattens letzten Endes
aber durch Experimente mit rotierenden Scheiben erbracht wird, die natur-
gemdl sehr unsicher sind, so diirfte an dieser Stelle die Darstellung des Pro-
blems in einer wesentlich einfacheren und nur wenig ungenaueren Form, die
den Vorzug der Anschaulichkeit hat, am Platze sein. Diese stammt von J. v.
HEPPERGER?, der das Problem einige Jahre vor SEELIGER ohne Riicksicht auf
die Randverdunkelung der Sonnenscheibe behandelt hat. Nach SEELIGER ist
der EinfluB dieser Randverdunkelung auch nur gering, und die Abweichungen
des berechneten Helligkeitsverlaufes am Rande des Kernschattens, welche beide

1 Uber die Helligkeit des verfinsterten Mondes usw. Sitzungsber. d. k. Akad. d. Wiss.,
Wien. Mathem.-naturw. KI. 104, S. 189 Abt. ITa. (1895).
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Autoren erhalten haben, sind im wesentlichen auf die Verschiedenheit der zu-
grunde gelegten Refraktions- und Absorptionstheorie zuriickzufiihren.

Es seien in Abb. 28 S und E die Mittelpunkte von Sonne und Erde, SN
die Kernschattenachse, M ein Punkt der Mondoberfliche. SS’ sei der Sonnen-
halbmesser und O der Punkt der Sonnenscheibe, gegen den ME gerichtet ist.

Abb. 28. Die VergroBerung des Erdschattens bei Mondfinsternissen.

G und G sind zwei Punkte der Sonne, welche iiber die Erdatmosphire (GAM
und G'#’M) zur Beleuchtung von M beitragen. H und H’ sind dabei die Schnitt-
punkte der Strahlenrichtungen vor und nach dem Durchgange durch die Atmo-
sphire. Wir bezeichnen weiter

/GMO =w HE =

LHME=vy hE = R = a -+ k, wo a der Erdradius,

/L SME =o¢ SE =4

LMEN=¢g ME = /A

/ EHM= / EHG = 90° — v, wo 7 die Horizontalrefraktion ist.

Der Transmissionskoeffizient fiir den Strahl GHM sei 4, der Halbmesser
der Sonne von M aus sei / SMS =s.

Aus den Dreiecken HME und SEM folgt
lcosy = A'siny und A’ sine = Asin(p — o)

oder geniigend genau

p—0= 0.

Bezeichnet man noch # =y — w, so folgt aus dem ANGHM
GM siny = GH sin 2y

oder mit ausreichender Nédherung, bei Gleichsetzung von GH = SE und GM

=44 4,
n_"A+;l"

Vom Punkte G’ der Sonnenscheibe geht der Weg nach M iiber den Punkt H’ der
Atmosphire, was einem Anwachsen von v um dv entspricht. Dreht man die
Figur um OM als Achse, so beschreiben H und H’ sowie G und G’ Kreise um
E und 0. Von allen diesen Punkten G gelangt Licht bis M. Solange der von
GG’ beschriebene Kreisring ganz auf der Sonnenscheibe liegt, wird (bei gleich-
mafiger Helligkeit derselben) die nach M gelangende, dem Winkel dy ent-
sprechende Lichtmenge gleich sein

dL = JA 2nasinydy ,
wo J die konstante Intensitdt der Strahlen, A den durchgelassenen Bruchteil
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derselben bedeuten. Triftt der Kreisring auf den Rand der Sonne beim Zentri-
winkel 4 (siehe Abb. 29), so wird die Lichtmenge im Verhiltnis % kleiner, also
dL =2JAksinydy.
Variiert man v von a bis zur Grenze der Atmosphire und integriert, so erhalt
man die ganze von der Atmosphire nach M gebrochene Lichtmenge
Gr. d. Atm.
L= 2][11‘1 sinydy.
Gelangt noch Licht oberhalb der Atmosphirengrenze ohne Brechung bis M,
so wird dieses durch dasselbe Integral ausgedriickt, denn dann wird 4 =1,
§ =1y — o =0, also v = w, und die ohne Dazwischen-
kunft der Erde bis M gelangende Lichtmenge wird
2] f Asinwdw .
Wir haben also nur die obere Grenze des Integrals
gleich @ = ¢ + s zu setzen, um auch das ungebrochene
Licht mit in Rechnung zu ziehen. Zur Berechnung des
Winkels 4 dienen die Gleichungen

s+w—06 . S—w-+o
sm

. sin
sin? = = 2 2
2 sino sinw ’
Abb. 29. Der vom Monde . w+o6+Ss . w+0o—s
sichtbare Teil der Sonnen- ; sin > sin >
scheibe. cos? — = _ _ -
2 sine sinw

die sich bei der Kleinheit der Winkel auch in der Form schreiben lassen:

(S—i—w—o)(s—w-‘,—o); Coszi:(w—]—a—l—s)(w—l—a—s)'
4ow 2 4ow

. oA
sin? — =
2

Ist 6 <<'s, so schneiden sich die Kreise fiir

s—o<<w<s-+o,
und es wird 7 > 1> 0, wahrend fiir

/ — —_—
a)\s G, A=,
N
w/s—!—o, A=0.

Ist 6>s, so wird fiir 6 —s < w <o -+ s, 4 >0, und fiir diese Grenze von w
und auBerhalb derselben 4 = 0.

Wir wollen die direkt ohne Brechung bis M gelangende Lichtmenge ele-
mentar berechnen, was bei gleichmiBiger Helligkeit der Scheibe ja einfach ist.
Es sei ¥ der Wert von vy, fiir welchen die Wirkung der Atmosphire ver-
schwindend wird. Dann ist also w = ¥, und bei ¥ << ¢ - s wirkt ein Teil der
Sonne direkt. Die Lichtmenge dieses von zwei Kreisbdgen umgrenzten Flachen-
teils ist

J At — 4, P2 + 6 W¥sind,],

wo A{ und A4; die der entsprechenden Umgrenzung zukommenden Werte von
A und 2 sind.

Die von der Sonne ohne Dazwischentreten der Erde nach M gelangende
Lichtmenge ist Ly = nJsin®s. In dieser Einheit ausgedriickt wird also die
wirklich nach M gelangende Lichtmenge sein:
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'3
2 (i, . ¥4 P oW sink
H——sinﬁf;“‘m/’d'/”r;—; +

>

s s a
Yo
wenn ¥'<<o +s. y, ist der kleinste Wert, den y annehmen kann.

Fiir !{/> o + s geht alles nach M gelangende Licht durch die Atmosphire;
es wird dann 4, = 4{ = 0 und die obere Grenze des Integrals gleich jenem
Werte von v, welcher w = o + s entspricht.

Nun kann man in Anbetracht des Umstandes, daB3 sowohl die Refraktion #
als die Durchlissigkeit 4 Funktionen derselben Variablen, nidmlich der Hohe &
tber der Erdoberfliche sind, diese als unabhingige Variable einfiihren, indem

man setzt
S_E_R—a
“a~  a

R=a(1+§).

Es ist aber .
A’ siny = [cosr,

und aus der Gleichung fiir die Horizontalrefraktion folgt, wenn p der Brechungs-
exponent in der Hoéhe # ist,

A'siny = uR = pa(1 + &),
daher

/
Scosr=pu(1+8).
Nach der BEssErschen Refraktionstheorie nimmt v. HEPPERGER fiir die Be-
ziehung zwischen dem Brechungsexponenten u und der Hohe & an
U2 — 1= cdye %%,

wo die Luftdichte d, an der Erdoberfliche und die Konstante ¢ mit der Re-
fraktionskonstante f, in der Beziehung stehen:

_cdy
'30_14-560’

man kann auch mit geniigender Genauigkeit schreiben:

p=1+3f e,
Hieraus folgt geniigend genau

Z 1 — oty &
4 Cos? = 1+&+ -Z—ﬂoe

und
simp:i 1 +§—!—1ﬂ e %8| = -lrcosr
& T3l A €57
_a1- %ﬂo’fof_ms
dy = A cosy
Setzt man noch die Parallaxe des Punktes M derjenigen des Mondzentrums gleich:
% =sinll

und ersetzt cosy durch cosll, was bei fiinfstelliger Rechnung noch keine Ein-
buBe an Genauigkeit bedeutet, so wird das zu berechnende Integral in der
Gleichung fiir H

Yy &

) . sin?IT [ A l 1

— — — - - [ — - #e&
/” Asinydy = cosli | = A(a cosr) (1 > Boxoe )d&.
Yo &

<o




110 Kap. 1. E.ScHOENBERG: Theoretische Photometrie. Ziff. 47.

Dieses Integral kann durch mechanische Quadratur bestimmt werden, da es
nur von & und den Elementen der Finsternis abhdngt. Die Werte der horizon-
talen Durchlidssigkeit A und der Refraktion » sind von HEPPERGER mit Zugrunde-
legung der BEsseErschen Hypothese iiber die Druckabnahme mit der Hohe be-
rechnet, erstere aus den MULLERschen Beobachtungen der Extinktion; die
Konstante », wird der BEsseLschen Refraktionstheorie entnommen. Die untere
Grenze &, des Integrals ist gleich 0 von ¢ = 0 bis ¢ = s - @,, Wo w, der Wert
von o fiir £ = 0 ist. Ist s <<o<Cs 4 w,, so sendet nur ein Teil der untersten
Schicht der Atmosphire Licht nach M, wihrend die héheren Schichten auf der
entgegengesetzten Seite der Erde wirksam werden. Fiir ¢ > s + w, entspricht £,
dem Werte w = 6 — s. Die obere Grenze &; bezieht sich durchweg auf w = ¥,
solange ¥'<C o 4+ s ist, sonst aber auf w =0+ 5.

Die berechneten H sind, da die Einfallswinkel sich nur wenig dndern, den
Helligkeitsverhiltnissen derselben Mondgegend bei verfinstertem Monde und
bei Vollmond gleich. Die geometrische Grenze des Kernschattens der Erde hat,

da s+ @,=101=572"1, den

Tabelle 10. logH . Radius ¢, = 41"11”,2.
., Nach Nach SEELIGER Von wesentlicher Bedeu-
! v. HEPPERGER 1 ! 11 tung fiir die Frage mnach der
2460 7.576—10] 7.347—10  7,180—10  vergroBerung des Erdschattens
2470 7.61438 7,39245 7,2143¢ ist die Berechnung der Hellig-
2480 7,656‘23 7,4452‘? 7,2502‘; keiten an der Grenze des Kern-
2490 7,705 7,512 7:290 schattens. v. HEPPERGER hat
2500 7,765% 7,604% 7,338 :
2310 784176 7 925121 7 30981 das ngch der oben entw1cke1‘ten
2520 7,930 7,8501% 7,478% Theorie, SEELIGER nach einer
2530 8,0212} 7,96433 7,569§:3 etwas genaueren getan. Die Re-
2540 8,106 8,064° | 7,667 sultate sind in nebenstehender
2550 8,1868° 8,153% 7,763
2560 8232 |  7.855% Tabelle zusammengestellt. Un-

ter SEELIGER II sind auch noch
SEELIGERs Resultate bei Berticksichtigung des Helligkeitsabfalls am Sonnen-
rande angefiihrt.

Nimmt man die von SEELIGER abgeleitete VergroBerung des Erdschattens
V= 50",6 an, so hitte man also bei 2521”,8 die scheinbare Trennungslinie zu
erwarten. Der Verlauf der HEpPERGERschen und der strengeren SEELIGERschen
Helligkeitskurven 148t eine solche Trennungslinie nicht ohne weiteres erwarten,
wenn auch die ersten Differenzen der ersten Kurve an der
fraglichen Stelle ein kleines Maximum aufweisen. Die Frage
{  konnte deshalb nur experimentell gepriift werden, was denn
‘A auch von SEELIGER mit Hilfe rotierender Scheiben versucht
worden ist. Auf einer kreisrunden Scheibe (Abb. 30) wurde
eine Fliche Oba mit weiBler, der iibrige Teil mit intensiv
schwarzer Farbe angestrichen, wobei die Begrenzung Omb
mit Riicksicht auf die Helligkeitskurve bei Mondfinster-
Abb. 30. Rotierende nissen berechnet wurde. Dazu mull der Winkel mOa = «
1S°helbe zur Darstel- jor Helligkeit in dem betreffenden Abstande proportional
ung d. Lichtabnahme .
bei Mondfinsternissen angenommen werden. Das Zentrum der Scheibe, deren
nach SEELIGER. Radius zu 15 cm angenommen wurde, erhielt die Helligkeit,
die ¢, = 2460” entspricht, der Rand diejenige bei ¢, = 2560".

Die Helligkeiten waren diejenigen der zweiten SEELIGERschen Tafel.
Man hitte also bei der schnellen Rotation einer solchen Scheibe eine Grenz-
linie zwischen hell und dunkel in der Entfernung von 9,13 cm vom Mittel-
punkte zu erwarten. Die Resultate der Schitzungen der scheinbaren Grenze

(4
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erwiesen sich sowohl von der Beleuchtungsstirke der Scheibe als auch vom
Beobachter, deren mehrere an den Experimenten teilnahmen, abhingig, ergaben
aber simtlich Werte, die zwischen 8,7 und 9,8 cm lagen, somit eine recht gute
Bestitigung des erwarteten Resultates.

Es ist interessant zu bemerken, daB die Annahme, eine Trennungslinie
miisse immer dann auftreten, wenn der Differentialquotient dH/dr
eine Unstetigkeit aufweise, sich nicht durchweg bestidtigt; erst bei gréBeren
plotzlichen Helligkeitsinderungen tritt mit Sicherheit eine Trennungslinie auf.
Dasselbe gilt fiir den Differentialquotienten dlog H/d7, und es scheint, da3 der
zweite Differentialquotient d2H/d»? oder innerhalb gewisser Grenzen vielleicht
besser d2logH/dr®> eine sehr bedeutende Rolle bei den in Frage kommenden
Phinomenen spielen kann. Die Erscheinungen werden durch das Kontrast-
phianomen jedenfalls stark mitbeeinflu3t.

Von besonderem Interesse sind die SchluBfolgerungen, zu denen sowohl
HEPPERGER als SEELIGER iiber die Wirkung der unteren Schichten der Atmo-
sphire gelangen. Die Triibung derselben durch Wolkenbildung ist sehr-ver-
inderlich, und man kénnte in dieser Verinderlichkeit die Ursache der verschie-
denen Helligkeiten des Kernschattens bei verschiedenen Mondfinsternissen
vermuten. Die genaue Analyse ergibt nun folgendes Resultat:

Die unteren Schichten der Atmosphire schicken {iberhaupt kein Licht
an die Grenze des Kernschattens, so daB es gleichgiiltig fiir den Verlauf der
Helligkeitskurve in der Nihe dieser Grenze ist, ob man die unteren Schichten
der Atmosphire als ganz durchsichtig oder ganz undurchsichtig annimmt. Die
Verdnderlichkeit des VergréBerungsfaktors V' ist deshalb, wenn sie reell ist
und nicht auf Beobachtungsfehlern beruht, anderen Ursachen zuzuschreiben.
Auch die Reduktion auf mittlere Parallaxe hat fiir den Rand des Kernschattens
nur eine geringfiigige Bedeutung.

Dagegen ist im Zentrum des Kernschattens der Zustand der Troposphire
von wesentlicher Bedeutung, indem die unteren Schichten der Atmosphire das
Sonnenlicht ausschlieBlich in den inneren Teil des Kernschattens senden. Somit
ist die Vermutung, die oben ausgesprochen wurde, bestitigt, wenn auch mit
der Einschrinkung, daB ein anderer Faktor, voraussichtlich in viel htherem
Grade, die Helligkeit des Kernschattens beeinflufit. Diese zweite Ursache ist
die Verdnderlichkeit der Parallaxe, die sich gerade fiir die Kernschattenachse
in unerwartet hohem Grade auswirkt. SEELIGER berechnet, daf3 die Hellig-
keiten im Zentrum des Kernschattens, gleiche Durchsichtigkeit der Atmosphire
vorausgesetzt, im Apogium, also bei kleinster Parallaxe des Mondes, 4 mal
so groB ausfallen miisse wie im Perigium. Eine genauere Untersuchung dieser
Einfliisse widre nur mit Beriicksichtigung der Dispersion des Sonnenlichtes
méglich.

e) Der Einflufl der Beugung des Lichts im Fernrohre auf die
Lichtverteilung einer Planetenscheibe. Der scheinbare Durch-
messer derselben.

48. Altere Untersuchungen iiber Beugung. Der EinfluB der Diffraktion
auf die Fokalbilder von Lichtpunkten in Fernrohren ist zuerst von AIRy!
untersucht worden. Die bekannten Erscheinungen an Fixsternen, nimlich die Aus-
breitung derselben in kleine Scheiben mit umgebenden Interferenzringen, wurden
von ihm als eine notwendige Folge der Beugung an der Objektivéffnung er-
klirt. Er fand die Lage der Ringe in Ubereinstimmung mit der Theorie und

1 Transactions Phil. Soc. Cambridge 6, 1838.
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fiihrte die Aufgabe, die Intensitdt des gebeugten Lichtes in irgendeinem Punkte
der Fokalebene zu bestimmen, auf eine Integralfunktion zuriick, die er durch
konvergente Reihen darstellte. Die Natur dieser Funktion als BEssELsche Funk-
tion ersten Ranges wurde erst spater erkannt. Fast gleichzeitig mit ARy und
unabhingig von ihm hat SCHWERD! die Beugungserscheinungen in Fernrohren
behandelt und seinerseits das Problem fiir leuchtende Punkte vollkommen ge-
16st; seine Tafeln der Intensititsmaxima und -Minima bis zu den Ringen 6. Ord-
nung stimmen mit den von FRAUNHOFER an kiinstlichen Lichtpunkten aus-
gefiihrten Messungen iiberein.

Die Verallgemeinerung der Theorie auf Lichtscheiben hat AIry nicht ver-
sucht, SCHWERD dagegen hat einige Kapitel seines Werkes diesem Gegenstande
gewidmet und das Prinzip angegeben, nach dem man von Beugungserschei-
nungen fiir Lichtpunkte auf diejenigen von Lichtlinien und Lichtscheiben iiber-
gehen kann. Er gibt am Schlufl einige Tafeln fiir die Intensitidten in verschie-
denem Abstande vom geometrischen Rande sowohl einer geradlinig begrenzten
Scheibe, wie auch fiir eine Kreisscheibe. Diese Zahlen sind augenscheinlich
durch ein Niherungsverfahren erhalten, das aber nicht geniigend erldutert ist.
Bei der auBerordentlichen Umstdndlichkeit der ScHwWERDschen Methode der
Intensitdtsberechnung ist es auch unmdéglich, ihre Genauigkeit nachzupriifen.

Einen weiteren Fortschritt in der Theorie der Beugungserscheinungen bei
Lichtscheiben bedeuten die Arbeiten von ANDRE?2, der die SCHWERDschen Tafeln
erweitert und auch wertvolle experimentelle Arbeiten iiber die Beugungs-
erscheinungen an Fernrohren geliefert hat. In theoretischer Beziehung sind
aber erst die Untersuchungen von H. STRUVE® ein Fortschritt gegeniiber
A1rys und SCEWERDS Arbeiten. Weiter sind als selbstidndige Autoren auf diesem
Gebiete zu nennen LoMMEL? mit zwei Abhandlungen und in neuerer Zeit
H. Nacaokas.

49. Die Untersuchungen von H. Struve. Wihlen wir die Fokalebene des
Fernrohrs zur Hauptebene xy und richten die z-Achse lings der optischen
Achse des Objektivs, bezeichnen die Koordinaten eines Punktes N der beugen-
den Offnung mit %, ¥, 2, mit / die Brennweite des Objektivs; dann haben wir
fiir die Koordinaten &, 5, eines Punktes M, der Fokalebene mit den Richtungs-
kosinussen der gebrochenen Welle «,, f, die Gleichungen:

x—& =fo;; y—m=1[p. (1

Es sei M, der Ort des geometrischen Bildes eines leuchtenden Punktes in der
Brennebene, ferner M, mit den Richtungskosinussen «, §, ein anderer Punkt
in derselben Ebene, nach welchem ein gewisser Teil des Lichtes gebeugt wird,

dann ist auch
x—&=fo; y—n=fp. (2
Die Gleichung der gebrochenen Welle, die in das Fernrohr eintritt, ist, wenn

man die Amplitude gleich 1 setzt,

. 2t
$p = sin—. (3)

1 Die Beugungserscheinungen. Mannheim 1835.

2 Etude de la diffraction dans les instruments d’optique. Annales de ’Ecole normale
(1876).

3 Uber den EinfluB der Diffraktion an Fernréhren auf Lichtscheiben. Mémoires de
I’Acad. Impér. des Sc. de St. Pétersbourg, Série 7, T. 30, No. 8 (1882).

4 Abhandlungen der k. Bayer. Akademie. 15 (1884) und 19 (1897).

5 Ap J 51, S. 73 (1920).
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In den Punkten M, und M haben wir

¢ 51

S = 51n2n(T - T),
. t q

s =smn2n (T — T)’

wo T die Periode der Schwingung, 4 die Wellenldnge des Llchts und ¢, und ¢
die Abstinde NM, und NM sind. Nun ist

9= V(x — &P+ (y — 12+ 2
und

g =& — &+ (y — n)E+ 22,
2= 2 22,

und daher, wenn §/f, 7/f sehr kleine GréBen sind und man setzen kann:

x&+
x& +
0 1](3“71)

erhdlt man mit Hilfe von (1) und (2):

q=91+x(§1_5)—*]:y(771—17)291_5‘7(0‘1_“)_y(ﬂl“lg):

und die Gleichung der Welle im gebeugten Punkte M wird
s = sin [27:{i — 4 T (oc1 — )+ = k4 (/5’1 /3)}}

oder auch
s = sin2n<;, Iil)coszn[ 7 (3 — &) —|—%(ﬂ1 — ﬂ)}
+c052n(% — %l)smzfz[ (% — &) + %(ﬁl — /5’)].

Die Amplitude dieser Schwingung koénnen wir uns in zwei Komponenten C
und S zerlegt denken, so daf3
1=C+ 5, (4)

wo

C—cos (((xl—(xx+(/31 By,
(5)

2,
S = sin

(g — X)x 4 (B — B)y) .

Diese Formel bezieht sich auf ein einziges Flichenelement dxdy im Punkte N
der beugenden Offnung mit den Koordinaten x, vy, z. Die Amplitude der
Schwingung im Punkte M, die durch die gesamte Offnung hervorgerufen
wird, ist durch den dhnlichen Ausdruck gegeben:

A2=C 4 S (©)
WO

C :/]cos%{f (&g —)x + (B, — By)dxdy,
S :/fsmg;((% —&)x -+ (B, — By)dxdy

und die Integrale iiber die ganze beugende Offnung zu nehmen sind.

()

Handbuch der Astrophysik. II. 8
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Wenn diese Offnung symmetrisch zu einem rechtwinkligen Achsenkreuz in
ihrer Ebene ist, so muBl das zweite Integral verschwinden. Wir haben also im
Falle einer kreisformigen, elliptischen oder anderen Offnung mit zwei Symmetrie-
achsen

S=0,

und die Helligkeit I im Punkte M wird dann, wenn % eine Konstante bedeutet,

I=FkC? (8)
wo

© o
C zﬂcosT((le —a)x + (B, — By)dxdy.

Wir behandeln den Fall einer kreisférmigen Offnung und fithren Polarkoordi-
naten ein durch die Gleichungen

X =7CosSw, Yy = 7sinw,; (9)

entsprechend bezeichnen wir

27 27 .
(% — &) =7 coswy, = (By — B) = nisinwy; (10)
dann erhalten wir fiir C:
I”E ml-{:2n
C:j ]cos(rrlcos(w—wl))rdwdr,
(o] Wy

wo R der Radius der beugenden Offnung ist. Fithren wir noch die Bezeich-
nungen ein:

rr, =9 und w—w =1, (11)
so ergibt sich
rl,R 2z
C = :?j ‘/cos(g cosv)ododv.
[V

Nun ist bekanntlich, wenn die BesstErsche Funktion #-ten Ranges von z durch
Jx(2) bezeichnet wird:

2

Jolr) = ;Anfcos(r cosv) dv,

110 = [Ty rdr.

Infolgedessen
7R 25
2anRJ,(nR) :/ /cos(rcosv)rdv ar

o o
und

27

C = —7;R]1(71R). (12)

Wenn man

r R =2 (13)

setzt, so wird
C = 2are (14)



Ziff. 49. Die Untersuchungen von H.STRUVE. 115

Somit ist die Intensitit im Punkte M:
2

I = 472k R4 <J;1}(i)) (15)

und 7, nach (10) durch die Gleichung bestimmt:

no= 2yl — R B AP = 22 8~ =2 (19

Hier ist 4 der lineare Abstand der Punkte M, und M voneinander und daher:

d=fC, (17)
wo ¢ ihr Abstand in WinkelmaB ist. Daher haben wir auch statt (13):

z:g;jRC. (18)

Bezichen wir endlich die Intensitit auf diejenige des geometrischen Bildpunktes
(¢ = o, B = f;) als Einheit und beriicksichtigen, dal} fiir z =0
S 1

z 2’

so ist die Intensititsverteilung in der Fokalebene durch

I=4 (M)2, (19)

z
bestimmt.

Die Kurven gleicher Intensitit sind demnach konzentrische Kreise um den
geometrischen Ort z = 0. Begrenzt man das Gesichtsfeld auf einige Minuten,
so darf man diese Darstellung als vollkommen exakt ansehen. Dies ist die
Darstellung der Beugungserscheinungen fiir Lichtpunkte, wie sie seit AIRY be-
kannt ist, in der eleganten Form, die ihr H. STRUVE gegeben hat. Mit Hilfe
von Tafeln der Besserschen Funktion [, ist die Berechnung der Intensitdt
leicht auszufiihren. Die Erfahrung lehrt, daB zwei verschiedene Lichtpunkte
einer ausgebreiteten Lichtquelle zu keiner sichtbaren Interferenz Anlal geben
kénnen und daB die Intensitit irgendeines von beiden gleichzeitig beleuchtetén
Punktes einfach der Summe der Intensititen gleichzusetzen ist, welche jeder
Lichtpunkt einzeln ergeben wiirde. Dieser Satz erméglicht es, die oben ab-
geleiteten Beugungsgesetze auf irgendwie begrenzte Lichtscheiben auszudehnen,
und fiihrt die Bestimmung der Lichtintensitit irgendeines hinter einer beugen-
den Offnung liegenden Punktes auf die Auswertung eines Doppelintegrals zuriick.

Liegt die Lichtscheibe im Unendlichen und ist die beugende Offnung kreis-
férmig, so gelten fiir die Intensitit eines Punktes M der Fokalebene die obigen
Formeln, wobei ¢ die Winkelentfernung vom geometrischen Bilde jenes Punktes
(&, By) der Scheibe ist, dessen gebeugtes Licht die Erleuchtung in M (&, §)
hervorbringt. % ist eine von der spezifischen Intensitit des Punktes der
Scheibe abhingige Konstante, die also allein von &, und f§, abhangt.

Nehmen wir daher den Punkt M zum Anfangspunkt eines polaren Koor-
dinatensystems (, ) und denken uns die Projektion der Lichtscheibe in der
Fokalebene in die Elemente {d{dvy zerlegt, so ist die resultierende Intensitit
in M, die wir durch I bezeichnen wollen, gleich der Summe der Intensitdten,
welche ein jedes der Elemente der Scheibe beitrigt, oder gleich dem

Ausdruck )
[JIQcdsdy,
8*
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wo die Integration iiber alle Elemente des Bildes der Lichtscheibe zu erstrecken
ist. Fir einen Punkt auBerhalb der Begrenzung des geometrischen Bildes, den
wir durch das Zeichen - kennzeichnen wollen, haben wir somit

I(+) =/y’;w/§}(5)5d§,

K21 S1

wo {; und {, als Funktionen von v gegeben sind und v, vy, die duflersten
Werte des Winkels y bedeuten, den Tangenten an die Begrenzung der Scheibe
entsprechend. Liegt andererseits M innerhalb der Begrenzung, so ist

I(—) = jz';wﬁma.

Im allgemeinen Falle, wenn die Intensitdt auf der Lichtscheibe von Punkt
zu Punkt variiert, ist 7({) eine Funktion sowohl von ¢ als auch von v, und die
Integration wird auch in den einfacheren Fallen sehr kompliziert und nur durch
mechanische Quadratur ausfithrbar. STRUVE behandelt nur den Fall gleich-
miBig heller Scheiben, fiir welche % eine von { und y unabhingige Konstante
ist und bei der Integration fortgelassen werden kann. Er fiihrt statt £ die
Variable z ein, deren Grenzwerte sind:

27 27
5 =""Rl,  z= RE.

LiBt man noch den Faktor A2R? fort, so erhdlt man aus (15) die Ausdriicke:

T

Ys 27 Zy
@)? (J1)?
1(+) = [ayp [V, 1) = [ay [V, (20).
Y % 0 Y

welche die relative Intensitit der Punkte in der Fokalebene vollstindig be-
stimmen. Die geometrische Bedeutung dieser Doppelintegrale ist sehr einfach.
,Errichtet man nimlich im geometrischen Bilde eines Lichtpunktes M, eine
Senkrechte zur Fokalebene, nimmt diese zur Rotationsachse eines Umdrehungs-

korpers, dessen Erzeugende die Gleichung y =: @)2

herrithrende Intensitit in einem Punkte M der Fokalebene sich durch die Or-
dinate y messen lassen, welche die Rotationsfliche in diesem Punkte besitzt.
Dieselbe Ordinate hat aber auch der Punkt M,, wenn wir die Achse des Um-
drehungskorpers nach M versetzen, und sind mehrere Lichtpunkte M, , M,, M,,...
von gleicher Intensitit vorhanden, so gibt die Summe aller Ordinaten {iber
M,, M,, M;, ... ein MaB fir die Intensitdt in M ab. Bilden ferner die geome-
trischen Bilder der Lichtpunkte eine gerade Lichtlinie, so wird die Intensitit
in M durch den Inhalt des iiber der Lichtlinie senkrecht zur Fokalebene lie-
genden Querschnitts des Umdrehungskérpers auszudriicken sein, und erweitern
wir diese Anschauungsweise auf homogene Lichtflichen, so kénnen wir uns I
als ein Volumen vorstellen, welches ein gerader Zylinder, dessen Grundkurve
der Umril der Lichtscheibe ist, aus einem Umdrehungskérper herausschneidet,
dessen Achse, der Zylinderachse parallel, in M liegt und dessen Erzeugende die

Gleichung y = (@)2 hat.«

hat, so wird die von M,
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Dieser Satz, den wir hier nach STRUVE zitieren, rithrt von SCHWERD her
und wird von ANDRE in dhnlicher Form wiedergegeben. Er gilt nur fiir kreis-
formige oder ringf('jrmige Offnungen.

STRUVE gibt nun eine Entwicklung der obigen Integrale (20) fiir den Fall
einer geradllnlgen Begrenzung der Scheibe, die wir hier iibergehen
und die in einer Tabelle fiir die Intensitit I(—e) und I(+4e) resul-
tiert, wo

——2/.1R8 (21)

und ¢ der Winkelabstand vom geometrischen Rande der Scheibe ist. Diese
Tabelle sei hier wiedergegeben. Als Einheit ist die ,,volle‘’ Intensitdt angenom-
men, welche sich ergeben wiirde, wenn die Lichtscheibe sich in allen Richtungen
ins Unendliche erstrecken wiirde.

Tabelle 11. Intensitat fiir geradlinig begrenzte Scheiben
(nach STRUVE).

e | I+d . I(+¢) . ! I(+¢) P I(+e)
0,0 0,5000 1,5 0,1642 3,0 0,0630 6,0 0,0328
0,1 0,4730 1,6 0,1504 3,2 0,0602 6,2 0,0319
0,2 0,4461 1,7 0,1379 3.4 0,0581 6,4 0,0311
0,3 0,4195 1,8 0,1265 3,6 0,0564 6,6 0,0305
0,4 0,3934 1,9 0,1163 3,8 0,0547 6,8 0,0299
0,5 0,3678 2,0 0,1073 4,0 0,0528 7,0 0,0293
0,6 0,3428 2,1 0,0993 4,2 0,0506 7.4 0,0280
0,7 0,3187 2,2 0,0923 4,4 |. 0,0484 7.8 | 0,0264
0,8 0,2955 2,3 0,0862 4,6 0,0459 82 | 00248
0,9 0,2732 2,4 0,0810 4,8 0,0434 8,6 | 00233
1,0 5,2521 2,5 0,0765 5,0 0,0410 9,0 0,0222
1,1 0,2321 2,6 0,0728 5,2 0,0389 9,8 0,0206
1,2 0,2132 2,7 0,0696 5,4 0,0369 10,6 0,0194
1,3 0,1956 28 0,0670 56 | 00353 11,4 0,0178
1,4 0,1793 2,9 0,0648 58 | 00339 122 | 0,0164
1,5 0,1642 3,0 0,0630 6,0 ' 00328 1
Die Werte fiir I{— e) erhidlt man hieraus durch die Beziehung
I(—e)=1—1I(+¢). (22)

Die Helligkeit am geometrischen Rande ist somit nur } derjenigen, die sich
ohne Beugung ergeben wiirde, und nimmt anfangs schnell dann langsam ab.
Die Tabelle ist, entsprechend der Bezichung (21) fiir beliebige Offnungen
R zu benutzen. R ist in Millimetern gemessen. Bei doppeltem Objektiv-
radius R gelten dieselben Zahlen fiir zweimal kleineren Randabstand e.

Die Intensititsverteilung bei kreisférmigen Lichtscheiben hidngt
noch von dem Winkelhalbmesser ¢ der Scheibe ab, auflerdem wie die vorige vom
Radius R der Objektivéffnung und von der Wellenlinge des Lichtes 1. Wir fithren
hier d1e beiden von STRUVE berechneten Tabellen fiir » = 50 und » = 10an, wo

7= 77 TRo. Sie sind in Einheiten der vollen Intensitit ausgedriickt, die einer

unendlichen Ausdehnung der Lichtscheibe entsprechen wiirde; will man die
Zahlen auf die Intensitit im Zentrum reduzieren, so hat man sie fiir 7 = 50
durch 0,9874 und fiir » = 10 durch 0,9378 zu dividieren.
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Tabelle 12. Intensitdt fiir kreisférmige Lichtscheiben
(nach STRUVE).

r:?—_zRgzy); e:z—ﬂRs
i A
e I ¢ I() e I e | I e | I
— 50,0 0,9874 —3,6 0,9325 —1,0 } 0,7348 +1,2 0,2010 +4,0; 0,0430
— —_ —3,2 0,9292 —0,8 1 0,6909 +1,4 0,1675 +4,4 0,0398
—7.2 0,9629 —2,8 0,9227 —0,6 ' 0,6436 +1,6 0,1391 +4,8| 0,0354
—6,8 0,9612 —2,6 0,9166 —0,4 ., 0,5930 +1,8 0,1159 +52 0,0312
—6,4| 09592 | —2,41 09086 | —02 05404 |+20] 00971 | +5,6 0,0275
—6,0 0,9574 —2,2 0,8972 —0,0 © 0,4859 +2,2 0,0825 +6,0; 0,0247
- 5,6 0,9555 —2,0 0,8822 +0,2 | 0,4322 +2,4 0,0715 +6,41 0,0229
— 5,2 0,9525 —1,8 0,8622 +0,4 ! 0,3799 +2,6 0,0635 +6,8] 0,0217
—4,8 0,9481 —1,6 0,8379 +0,6 0,3298 +2,8 0,0577 +7,21 0,0206
—4,4| 09426 | —1,4| 08096 | +0,8 | 02828 |-+3,2| 00509 — —
—4,0| 09360 |—1,21 0,7742 | +1,0| 02395 | -+3,6] 0,0467 |+50,0; 0,0011

Tabelle 13.

r =10
e I(e) e l I(e) e ‘ I{e) e 3 I(e) e I(e)
—10,0| 0,938 |—34 | 0,901 —0,4 | 0,550 |+1,0 i 0207 | +4,0, 0,026
—-9,00 0937 |—30! 0892 | —-02 0498 |+1,4 | 0140 [ +48] 0,019
—8,0 0,935 —2,6 0,882 0,0 0,446 +1,8 | 0,091 + 5,6 0,015
—72| 0933 |—22 0862 422 0060 | +6,4| 0,012
—6,4| 0930 |—1,8 0826 | +02 - 0393 |+26| 0042 | +72| 0010
—56 0,925 |—1,4 0,772 +0,4 0,340 }-+3,0 0,034 +8,0/ 0,008
—481 0919 |—10 0,699 | -+06: 0293 |-+34]| 0031 +9,0/ 0,007
—4,0| 0910 |—08: 0656 |-+08 0248 [+38 ’ 0,028 |+10,0| 0,005
—38, 0907 |-06! 0607 |+10 0207
Tabelle 14.
Abstande vom | Helligkeit in | Abstande vom | Helligkeit in Zur bequemeren Ubersicht
Zentrum Einheiten Zent: Einheit 1 1
der Scheibe deruzlentralen dere%crt?é?be der 1;e:t]r:1‘:m haben wir  die erste der
StrRUVEschen Tabellen auf
0,00 d. Rad. 1,000 1,00d. Rad.| 0,492 die zentrale Helligkeit als
- - 1,02 . 0243 Einheit bezogen. Die neben-
0,80 0,987 1,04 0,098 hend bell . .
0.90 0,962 1.06 0,055 stehen le Tabelle (14) gilt fiir
0,92 0,948 1,08 0,044 den Wert des Produktes
0,94 0,938 1,10 0,034 Ro”=950(0”"Halbmesser der
g’gg 8'?22 1,20 0,012 Scheibe in Bogensekunden,
1,00 0,492 2,00 0,001 R in mm) und fiir griine

Strahlen, 4 = 0,00058 mm.
Wir ersehen aus der Tabelle, daB fiir ein Objektiv von 200 mm und eine
Planetenscheibe von 5” Halbmesser der Einfluf der Beugung schon in einem
Abstande von 0,2 Radius vom Rande bemerkbar wird. Die Tabelle ist aber
gendhert auch fiir beliebige Produkte Ro” anwendbar, wenn man in dieselbe
mit einem proportional verdnderten Randabstand eingeht; so findet man, daf3
fiir Jupiter (o = 20”) bei derselben Objektivéfinung der EinfluB der Beugung
erst in einer Entfernung von 0,05 ¢ vom Rande den fritheren Betrag erreicht.

Wenn auch fiir die wirklichen Verhiltnisse bei den Planeten die Beugung
nach dem heutigen Stande der Theorie nicht genau bestimmbar ist (dazu miiite
der Einflul der Phase und der jeweiligen Intensititsverteilung in Betracht ge-
zogen werden), so kann man aus der bisherigen Untersuchung jedenfalls schlieBén,
daBl die Rénder der Planetenbilder beim Studium der reellen Helligkeitsver-
héltnisse ausgeschlossen werden miissen.
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50. Die Entwicklungen von Nacaoka. Uber die STRUVEschen Resultate
hinaus fithren neuere Untersuchungen von Nacaokal. Derselbe hat das Problem
der Beugung bei kreisformig begrenzten gleichmiBig hellen Scheiben auf eine
tibersichtliche, bis zur numerischen Auswertung und graphischen Darstellung
vordringende Form gebracht. Wir wollen dasselbe wegen der Bedeutung der
beigefiigten Tabellen und Abbildungen hier etwas ausfiihrlicher behandeln.

Ausgehend von der Gleichung (20), nach welcher die Intensitit des gebeugten
Lichts in einem Punkte mit den Richtungskosinus «, § gleich ist:

I=c //J%(Z—)dz dy, (23)

wo nach (18), (17) und (16)

= 2R =2 B (o, — o (B — AP (24)

bestimmt man den Proportionalititsfaktor ¢, indem man I auf die Helligkeit
des Zentrums einer unendlich ausgedehnten Scheibe bezieht. Da

@2—3@ (J3) + Jiz),

ff@dwdz = %fﬂ — J3(2) — Ji@)dw .
0

Fiir die Helligkeit des Zentrums der unendlich ausgedehnten Scheibe er-
gibt sich

so wird

[0 (T8 5
‘/dw‘/—}—dz— x. (25)
6 0

Es ist also ¢ = %und allgemein

1= [( = i@ — @ ay. (26)

Die Variable z ist nach (24) dem Winkelabstande { in der Fokalebene des
abgebildeten Punktes bis zum Beugungspunkte proportional.

Es sei der Kreis mit dem Radius O A = 7 eine Abbildung der Scheibe in
dem betreffenden MafBlstabe, P der Punkt, fiir welchen wir die Intensitit des
von der ganzen Scheibe herriihrenden gebeugten Lichts nach
(26) suchen. Es ist dann AP = z fiir einen Punkt der

Peripherie und OP =»7, wo OP:04 =v<:1, je nachdem J%
P innerhalb oder auBlerhalb der Scheibe liegt. AP N
Da nun
22=7r%(1 — 2vcosp -+ »?)
und
. 7COSQ = v¥ + 2C08Y, Abb. 31. Beugung
so ist des Lichts bei kreis-
dy = _ 1 —wcosp ®. runden  Scheiben
1 — 2vcose -+ »? nach NAGAOKA.

Der Ausdruck fiir die Intensitdt (26) kann also auch in der Form geschrieben

werden
27

L= 1= — R o2t g @)

2vcosp + »2
0

1L Ap J 51, S. 73 (1920).
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Setzt man
p=n—26, cosp = 2sin2 @ — 1,
so erhilt man

2=7(1+ 7)1 — ksin? @ = « }1 — £?sin2 O, (28)
wo
2 . _4v —
k =L und a=r(1-+7).
Dann haben wir noch
, 1 — v\2
| — 2= h2 = <1+v)'
Fiir Punkte innerhalb der Scheibe ist
, 1—v
fiir Punkte auBerhalb derselben
;o v—1
¥="1 (30)
Fiir Punkte in der Ndhe des Randes ist » nahezu gleich 1, und wir setzen
v=1Fe, (30

wo ¢ eine kleine GroBe ist. Fiir die Randpunkte ist bei Vernachldssigung hoherer
Potenzen von ¢
k=1 (31)

K= g . (31')
Weiter haben wir

1 —vcose 4
1 — 2ycosg + »? (1:[: 1—k251n20)’. (32)

wo das obere Zeichen sich auf innere, das untere auf duBere Punkte bezieht.
Bezeichnet man durch # das elliptische Integral

mv/‘]/i REsin? 6

/2

und durch

T yi— kzsmz@
V

das vollstindige elliptische Integral erster Gattung, und gebraucht man die Be-
zeichnungen der elliptischen Funktionen

V1 —E2sin? @ = dnu

k/

m:d%(%—{—K),

so erhilt man
z = IXVWEEF@Z adnu
1 —vcose
T Zrcosg 1 24® = — [dnutdniut K)ldu.
Die Intensitit I (27) wird jetzt in der Form dargestellt
K
:%/{1 — Ji(wdnu) — F(adnu)[dnutdn(u+ K)]du.  (33)

V]
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Wir behandeln einzeln die vier Fille: 1. die Intensitiat im Zentrum der Scheibe,
2. die Intensitit am Rande der Scheibe, 3. die Intensitit in Punkten inner-
halb und auBerhalb der Scheibe und 4. die Intensitit in der Ndhe des Randes.

DieIntensititim Zentrum der Scheibe erhalten wir aus (33), wenn wir
y = 0, entsprechend 2 = 0,dnu =1 und dn(u + K) =1, a =7 und K = ;—
setzen. Es wird dann

Iy=1— ]0() ). (34)

Bei der Berechnung dieses Ausdrucks miissen zwei Fille unterschieden werden.
Bei kleinen Werten von 7 entwickelt NaGaoka

V() = %[]O (27 sinw) cos?w dw

in die Potenzreihe

= Dgr=t—Lmp o Lo Lo o (35)
0

36 288 2400 43200

fiir groBe Werte von # gilt die semikonvergente Reihe

2 2 S27 sin2¥

B + ) = 2 (14 s — 552 =S54 ). (36)
Die Ableitung der Reihen mufB hier iibergangen werden. Uber die Grenzen
der Anwendbarkeit beider Reihen sei nur folgendes festgestellt. Nach der
Gleichung (24) ist

27
=T R 7
i v

wo 7" der Planetenradius in WinkelmaQl ist; bei »” = 10” und R = Halbmesser
des Objektivs = 6cm, 4 = 0,5 ¢ wird » == 36,55; fiir astronomisch zur Zeit in
Frage kommende Fille hat » immer bedeutende Werte. Fiir diese gibt die Reihe
(36) schnell konvergierende Werte. Der Verlauf der Funktion J3(r) + J3(7) ist
durch Wendepunkte an den Stellen der Wurzeln der Gleichung [, () = 0 charak-
terisiert ; diese liegen bei 7, = 3,8317, 7, = 7,0156, 7, = 10,1735 .... Abgesehen
von ihnen, verlduft die Funktion v = J3(x) + Ji(x), welche die Abnahme der
Helligkeit des Zentrums einer endlichen runden Scheibe gegen diejenige von unend-
licher Ausdehnung bestimmt, sehr nahe wie eine rechtwinklige Hyperbel
xy =2,

was aus der Entwicklung (36) einleuchtet.

Die folgende Tabelle 15 enthilt in der zweiten Spalte den Verlauf von
Iy=1—J(») #) fiir verschieden groBe Scheiben, und wir sehen, daB fiir Sonne
und Mond, fur Welche bel einem Objektiv von 5 cm Offnungr > 2000ist, der Einflu}
der Beugung auf die Helligkeit des Zentrums nur wenige Zehntausendstel betragt.

Die Helligkeit am Rande. Setzen wir in Gleichung (33) » =1
und enstprechend 2 =1, ¥ =0, dnu = cos O, dn{u + K) =0, o« = 27 und
z=12rcos @, so folgt

= [U-Re- Rl = fm R 67

Wir miissen bei der Entwicklung dieses Integrals ebenfalis die beiden Reihen
(35) und (36) anwenden, die erste fiir kleine Werte von 7, bis etwa zur ersten
Wurzel von J,(r) = 0, also » = 3,8317, weiter die Potenzreihe (36). Das Re-
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sultat ziemlich langwieriger Entwicklungen und der Addition der beiden Teil-
integrale ist nach NAGAOKA:

1 0,3093 0,0036
I”:E_< logr + 73—log7—-~->. (38)
Wir sehen, dal die Randintensitit um so nidher dem Werte 1 liegt, je groBer die
Scheibe ist. Die dritte Spalte unserer Tabelle 15 enthélt die Werte der Randinten-
sitit fir verschiedene Durchmesser der Scheibe.

0,2333
y T 7

Tabelle 15.

r ‘ I, I, v L r f Lo b
20 ‘ 0,9676 0,4694 70 0,9909 ! 0,4894 400 0,9984 “ 0,4977
25 0,9750 0,4746 80 0,9920 & 0,4906 500 0,9987 ‘ 0,4981
30 0,9784 0,4782 90 0,9929 | 0,4915 600 0,9989 0,4984
35 0,9820 | 0,4809 100 0,9936 0,4922 700 0,9991 0,4986
40 0,9841 ‘ 0,4829 150 0,9958 0,4945 800 0,9992 0,4988
45 0,9858 0,4846 200 0,9968 | 0,4958 900 0,9993 0,4989
50 0,9874 | 04859 | 250 | 09975 | 0,4965 | 1000 | 09994 | 0,4990
60 0,9895 | 0,4879 300 0,9979 ) 0,4970 | 1

Die Helligkeit I;innerhalbund I, auBBerhalbder Scheibe. Fiir
Punkte, die innerhalb und auBerhalb der Scheibe nicht zu nahe dem Rande
liegen, kann fiir genligend groBe 7, da « groB ist und d» « > 0, die Entwicklung
(36) angewandt werden, wobei aber die Mitnahme nur eines Gliedes geniigt:

2
Es wird dann das Integral (33) gleich

K
I — %f(q _Wzﬁ) [Anu4dn(u+ K)]du. (39)

Die Ausfiihrung der Integration ergibt I als Funktion der vollstindigen ellip-
tischen Integrale erster und zweiter Art K und E

1 E 2
1i=1—m(p+K):“‘m
2 (E

= v — ).
Diese Ausdriicke sind nahezu auf 4 Dezimalstellen genau fiir Werte von xdnu,
die groBer sind als die erste Wurzel der Gleichung J, (#) = 0.

Fiir kleine Werte von % kann man hier angenidh