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VORWORT.

Das Interesse allgemeinerer Kreise an der Mathematik hat in
neuerer Zeit entschieden zugenommen. Es ist dies die Folge teils der
Anwendungen, welche die Technik von dieser Wissenschaft macht,
teils der Bemiithungen der Philosophie um das Problem, das durch
das Vorhandensein einer solchen Wissenschaft gestellt ist. Darum
ist es auch kein Wunder, daB die Mathematiker selbst mehr als frither
geneigt sind, weiteren Kreisen von ihrer Wissenschaft Mitteilungen
zukommen zu lassen und sich an der Erorterung der mit der Mathe-
matik verkniipften erkenntnistheoretischen Fragen zu beteiligen. So
habe ich mich schon vor einer Reihe von Jahren entschlossen, die
Uberlegungen der Offentlichkeit zu unterbreiten, die seit meiner
Studentenzeit, urspriinglich durch die Kantsche Philosophie an-
geregt, meine Facharbeit begleitet haben.

Schon vorher hatte meine, im Jahre 1900 verdffentlichte Leip-
ziger Antrittsvorlesung mir den Anla8 geboten, mich iiber das Teil-
gebiet der Geometrie in der einer Gelegenheitsschrift entsprechenden
kurzen Weise zu duBern. In den Jahren 1903—1910 sind dann die
bekannten groBeren Werke von Russel, Couturat und Natorp iiber
die Prinzipien der Mathematik und der exakten Wissenschaften er-
schienen. Diese Schriften haben viel Dankenswertes gebracht, ohne
jedoch auf die logischen und erkenntnistheoretischen Fragen die-
jenigen Antworten zu geben, die mir als die vermutlich richtigsten
vorschweben. Hieraus ergab sich mir der dulere Anstofl zu der aus-
fiihrlichen Darlegung meines eigenen Standpunktes. Die Arbeit hat
einen groBen Umfang angenommen, weil es in solchen Fragen un-
erlaBlich ist, da man sich mit den abweichenden Ansichten aus-
einandersetzt, und auch deshalb, weil ich alle die mathematischen
Ergebnisse, auf die ich mich stiitzen muflte, und die nicht zum Ge-
meingut der Gebildeten gehoren, in dem Buche selbst entwickeln
wollte,



v VORWORT.

Begonnen wurde die Schrift in der ersten Zeit des groflen Krieges,
als die Stimmung der noch konzentrierteren mathematischen Fach-
arbeit weniger giinstig war. Vor ungefdhr Jahresirist erst war die
Ausarbeitung vollendet, und es ist dadurch die Verdffentlichung
in eine schwierige Zeit gefallen. Um so mehr habe ich der Verlags-
buchhandlung dafiir zu danken, dal sie es ohne irgendwelche Hilfe
unternommen hat, mein Buch zum Erscheinen zu bringen, und daf3
sie ihm eine so gute und schone Ausstattung hat zuteil werden lassen

Leipzig, im Marz 1924.
O. Holder.
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EINLEITUNG.

In der Mathematik und in den exakten Naturwissenschaften, die
sich der Mathematik als einer Hilfswissenschaft bedienen, kommen
eigentiimliche, lange und verzweigte. SchluBketten vor. Wihrend in
den historischen Wissenschaften der Grundsatz gilt, dal Kombina-
tionen sich nur auf unmittelbar beurkundete Wahrheiten, nicht auf
gleichfalls nur Kombiniertes stiitzen sollen, baut man in den mathe-
matischen Wissenschaften fortgesetzt das Eine auf das Andere. DaB
ein solches Verfahren hier moglich ist, kann nur auf der exakten Giil-
tigkeit der Gesetze beruhen, die hier zur Verfiigung stehen. Dieses
Verfahren hat da, wo es angewandt wird, um Tatsachen zu beweisen,
die bereits vorher auf andere Weise gefunden worden sind, den Zweck,
einen moglichst vollstindigen Zusammenhang zwischen den Tatsachen
herzustellen und sie zugleich vollstindig sicherzustellen. Unser Be-
mithen ist also vornehmlich auf das Verstehen der Tatsachen, auf
ihre Erklarung gerichtet. Dal wir damit nur die ,,einfachste Be-
schreibung‘ der Tatsachen anstreben, kann ich durchaus nicht zu-
geben; auch ist eine solche mathematische Behandlung meist viel
weniger einfach als eine unmittelbare Beschreibung. Aus diesem Ver-
stehen der Tatsachen ergibt sich dann in den Anwendungen auf die
Naturwissenschaften und auf die Technik von selbst die Vorausbestim-
mung kiinftiger Ereignisse und das FErzielen gewollter Wirkungen;
doch sind diese Ziele nicht die wissenschaftlich im Vordergrunde
stehenden. :

Die SchluBketten, die in den mathematischen Wissenschaften beim
Beweise benutzt werden, zu beschreiben, zu zergliedern, ihre Bestand-
teile zu vergleichen, das ist mir schon lange als eine erfolgversprechende
Aufgabe der Togik und Erkenntnistheorie erschienen. Die so sich
ergebenden Beobachtungen miissen zu einer Art Logik der Mathe-
matik fithren. Dabei scheint mir, daB3 die Zergliederung der mathe-
matischen SchluBketten von einem Mathematiker vorgenommen wer-
den sollte, der dabei natiirlich sich auch von erkenntnistheoretischen
Gesichtspunkten leiten lassen muB. Der Leser hat dariiber zu ur-
teilen, ob ich diesem Erfordernis in dem vorliegenden Versuch geniigt
habe. Die endgiiltige Einfiigung der gefundenen logischen Elemente
in einen Gesamtbau der Logik wird einem Philosophen von Fach vor-
behalten werden miissen.

Holder, Mathematische Methode. 1



2 EINLEITUNG.

An bereits vorhandenen Vorarbeiten von Mathematikern sind vor
allem die Untersuchungen von PAscH und HILBERT zu nennen?), in
denen die Voraussetzungen herausgelost worden sind, mit denen die
Geometrie in ihren Beweisen arbeitet. Die logischen Schritte selbst,
aus denen das Beweisverfahren sich aufbaut, haben keine hinreichende
Bearbeitung erfahren, wenn auch bereits J. H. LAMBERT 1764 in der
Vorrede zu seinem , Neuen Organon‘ die Absicht ausgesprochen hat,
mit der Wissenschaft ,,anatomisch zu verfahren‘. Er hat meines Er-
achtens seine Absicht nicht durchgefiihrt; auch hat er sich im ganzen
an die gewohnlichen Schulbeispiele der Logik gehalten, an denen nicht
viel zu beobachten ist.

Das beschreibende, zergliedernde und vergleichende Verfahren, das
mir fiir die Logik der Mathematik hier vorschwebt, entspricht dem
Grundsatz der Alten, wonach Ahnliches durch Ahnliches erkannt wird.
Ein solches, auf die Einzelwissenschaften gegriindetes Verfahren er-
scheint mir auch fiir die Logik {iberhaupt viel angemessener als der
Versuch, Richtlinien fiir die Giiltigkeit von SchluBweisen vom allge-
meinen Standpunkt aus gewinnen und dann nachher die Einzelwissen-
schaften daran messen zu wollen.

Das in der Mathematik selbst beim Beweis eingeschlagene Ver-
fahren, d. h. das Schritt fiir Schritt aufbauende Vorgehen EUKLIDS,
jene Methode, welche die Griechen in die vermutlich in mehr empiri-
scher Form aus Agypten iiberkommene geometrische Wissenschaft
eingefithrt haben?), wird heutzutage in der Mathematik und der
Physik, und zwar in allen Sprachen, durch das Wort Deduktion
bezeichnet, wahrend man in der &lteren Literatur dafiir auch das
lateinische , demonstratio“ oder das griechische ,,dnédaéic’ findet3).
Etwas ganz anderes wird mit ,,Deduktion gemeint, wenn etwa von
,,juristischer Deduktion‘‘ oder wenn z. B. bei KANT von der ,,Deduk-
tion der reinen Verstandesbegriffe’* die Rede ist. In den letzten beiden
Fillen handelt es sich mehr um vergleichende Betrachtungen, nicht
um den Aufbau verbundener SchluBketten. Es diirfte nun aus dem
Gesagten hervorgehen, daB, in der Ausdrucksweise der Mathematiker
gesprochen, die Logik, welche gewissermaBen die Wissenschaft von
der Deduktion ist, nicht selbst deduktiv aufgebaut werden kann. Ich

1 Vgl § 2.

2) Vgl. die AuBerung KaNTs in der Vorrede zur 2. Ausgabe der Kritik der reinen
Vernunft (1787).

3) Dieselbe Methode und nicht etwa ein anschauliches Verfahren haben ohne
Zweifel auch DESCARTES und SPINOzA im Auge gehabt, wenn sie gedacht haben, die
Philosophie ,,geometrisch* behandeln zu kénnen. Freilich war dies ein Irrtum, und
bereits JuNGIUs hat bemerkt, dafBl es in der Metaphysik keine Demonstrationen gebe
(vgl. G. E. GUHRATER, Joachim Jungius und sein Zeitalter, 1850, S. 154).
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freue mich, betonen zu koénnen, daB ich in dieser Auffassung voll-
standig mit NATORP iibereinstimme?), wihrend ich allerdings in sehr
vielen Einzelfragen gegen seine Anschauungen Stellung nehmen muf.

Den deduktiven Beweisgang aufzukldren, und zwar durch Zer-
gliederung von Beispielen, das ist also die hauptsdchlichste Aufgabe,
die ich mir in dieser Schrift gestellt habe. Sollte es mir gelingen, den
mehr philosophisch gerichteten Kreisen nebenbei noch klarzumachen,
was den Mathematiker an seiner Wissenschaft so besonders fesselt,
andererseits die Mathematiker und Physiker auf die erkenntnis-
theoretische Seite ihrer eigenen Arbeit noch mehr, als dies bis jetzt
von anderer Seite geschehen ist, hinzuweisen, die Mathematiker auf
die Grenzen ihrer Wissenschaft, die Physiker auf die Gefahr iiber-
maBiger Hypothesenbildung aufmerksam zu machen, so wiirde ich
sehr zufrieden sein.

Die hier in erster Linie gestellte Aufgabe deckt sich teilweise mit
der von KaNT in den ,,Prolegomena zu jeder kiinftigen Metaphysik‘‘2)
gestellten Frage: , Wie ist reine Mathematik moglich?* Diese KANT-
sche Frage teilt sich fiir die Geometrie, die KaNT zur reinen Mathe-
matik gerechnet hat, wédhrend sie die neueren Mathematiker im
Grunde der angewandten zuteilen, in zwei Fragen:

1. Wie baut sich deduktiv die Geometrie aus ihren Voraussetzungen,
d. h. aus den Axiomen auf?

2. Woher stammen die Axiome selbst?

Die erste der beiden Teilfragen scheint mir durch die oben ge-
schilderte Zergliederung einwandfrei behandelt werden zu konnen.
Diese Frage nach dem Aufbau des deduktiven Verfahrens wird in
den beiden ersten Teilen der vorliegenden Schrift fiir die ganze Mathe-
matik, auch fiir die Arithmetik, die im Grunde keine besonderen Vor-
aussetzungen hat, und fiir die Anwendungen der Mathematik unter-
sucht. Sie kann auch in Anlehnung an MEINONG so ausgedriickt
werden: Auf welchem Wege wird mittelbare GewiBBheit gewon-
nen?3)

Wenn nun die alte Logik als Weg der Deduktion oder der GewiB3-
heitsvermittlung das sogenannte syllogistische Verfahren bezeichnet,
dieses aber ausschlieBlich auf das Enthaltensein eines Gattungsbegriffs
in einem anderen solchen Begriff gegriindet hat, so ist sie damit gewiB
im Unrecht gewesen. Jener Syllogismus ist génzlich ungeeignet, eine
—monp, Die logischen Grundlagen der exakten Wissenschaften, 1910, S. 5.

2) 1. Aufl,, 1783, S. 48.

3) Vgl. A. MEINONG, Uber Annahmen, Zeitschr. f. Psychol. u. Physiol. d. Sinnes-
organe, Ergdnzungsbd. 2, S. 69. MEINONG braucht allerdings den Ausdruck , mittel-
bare Evidenz‘, den man vielleicht als widersprechend empfinden koénnte, da man

im Worte Evidenz meist das Unmittelbare der GewiBheit mitdenkt.
*
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Erweiterung unseres Wissens hervorzubringen. Von neueren Autoren,
die zum Teil ihren Ausgang von der Mathematik genommen haben,
ist auf eine Erweiterung der Formallogik hingewiesen worden, die
darin besteht, daf an Stelle der ausschlieBlichen Betrachtung der
Gattungsbegriffe die Relationen, d. h. die Eigenschaften, welche
gewisse Gegenstande des Denkens in Beziehung aufeinander besitzen,
in die Logik mit einbezogen werden?). In der Tat spielen in der Mathe-
matik schon gar nicht die Urteilsformen die Hauptrolle, mit denen
die gewthnliche Syllogistik sich beschéaftigt, und welche Individuen
unter Gattungsbegriffe oder Gattungsbegriffe unter andere ebensolche
Begriffe subsumieren. Nicht solche Urteile werden vom Mathe-
matiker aufgestellt, die etwa besagen, da alle ganzen Zahlen rationale
Zahlen sind, oder daB alle Strecken unter die ,,GroBen’ gerechnet
werden miissen?), wohl aber solche, die z. B. von zwei Zahlen aus-
sagen, dafl die erste davon ,groBer’ ist als die zweite, die zweite
,kleiner** als die erste, oder daf} eine Zahl dadurch entsteht, daB} eine
zweite Zahl mit einer dritten vervielfdltigt wird usw.

Von der Bedeutung des Relationsbegriffs findet sich schon eine
erste Erkenntnis bei einem Schriftsteller des 17. Jahrhunderts, indem
in JoacHmM JunNcIus' Logik?®) die Umkehrung der unsymmetrischen
zweigliedrigen Relation als neue besondere SchluBart aufgefiithrt wird.
Dabei kennt JUNGIUS Beispiele wie: A ist der Vater von B, also ist
B der Sohn von 4, aber nicht etwa das Beispiel: a ist kleiner als b,
somit ist & groBer als a, wie er denn iiberhaupt die besondere Bedeu-
tung nicht erkannt zu haben scheint, welche die Relation fiir die
Mathematik hat. Es ist von LEIBNIZ bei verschiedenen Gelegenheiten
darauf aufmerksam gemacht worden, dall JUNGIUS einen nicht auf
dem Syllogismus beruhenden SchluBl gefunden habe?).

Die vorhin angedeutete, auf dem Relationsbegriff beruhende
Formallogik ist von Mathematikern fiir einfache Fille in die Gestalt
eines Symbolkalkiils, einer Art von Buchstabenrechnung, gebracht

1) Bei B. RUssiL, The Principles of Mathematics, 1903, und bei L. COUTURAT,
Les Principes des mathématiques, 1905, spielt die Formallogik der Relationen eine
Rolle. Ich habe in meiner Antrittsrede: Anschauung und Denken in der Geometrie,
1900, S. 41, gleichfalls darauf hingewiesen, daf die mathematischen Schliisse sich
nicht der gewdhnlichen Syllogistik, sondern eher der schon friiher in England in Betracht
gezogenen ,,Logic of relativs” fiigen. FEs kann dabei aber auch schon auf eine Be-
merkung hingewiesen werden, die LOCKE iiber den Beweis des Satzes von der Winkel-
summe im Dreieck gemacht hat (vgl. unten § 6).

2) Vgl. die vortrefflichen Bemerkungen in CH. SiGwarrs Logik, Bd. 1, 1873,
S. 4089, wo gleichfalls auf die Relationen hingewiesen wird.

3) Logica Hamburgensis 1638, S. 492.

4} Besonders hat Coururar auf Juncius’ und LEIBNIZ' Reformversuche hin
gewiesen; vgl. L. Coururar, La Logique de Leibniz d’aprés des Documents inédits,
1901, S. 434.
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worden. Man bezeichnet eine solche rechnende Logik neuerdings
bisweilen als Loogistik!). Im Grunde kann ich aber auch der so
erweiterten Formallogik keine iibermaBige Bedeutung zuerkennen. Im
Einzelgebiet dient eine solche Symbolrechnung manchmal der Ver-
besserung der Ubersicht und damit auch dem wissenschaftlichen Fort-
schritt. So vermogen wir uns eine Arithmetik oder eine Algebra kaum
mehr vorzustellen, die nicht von der gemeinen sogenannten Buchstaben-
rechnung, der genialen Erfindung VIETAS, Gebrauch machte. Fiir die
Logik selbst liegt die Sache anders. Namentlich muB} ich mich auch
entschieden der Meinung entgegenstellen, die neuerdings manchmal
auftaucht, daB alle Deduktionen auf die Form einer solchen Symbol-
rechnung gebracht werden miiBten, und daB eben nur soweit, als
dies moglich sei, eine strenge Deduktion vorliege?). Man kann diese
Meinung auch durch die folgende Betrachtung widerlegen. Es ist leicht
zu erkennen, daB z. B. dann, wenn im Laufe einer mathematischen
Untersuchung neue Zeichen (Symbole) eingefithrt werden, was des
ofteren vorkommt, es nicht moglich ist, diejenigen Uberlegungen,
welche die Einfiihrung der neuen Zeichen begriinden, selbst wieder
durch eine Symbolrechnung darzustellen. Es ist ja auch klar, daB
man, wenn dem so wire und die obige Meinung zu Recht bestiinde,
nun auch wieder diese letzte Art der Symbolrechnung durch eine
netue solche Rechnung zu beweisen hitte und so bis ins Unendliche
fortfahren miiite. Man kame also auf einen sogenannten , recursus in
infinitum‘‘3); ein solcher aber, der wohl méglich ist in der Riickwirts-
verfolgung einer Kette von Ursachen, ist widersinnig bei einer logi-
schen Begriindung.

Im Grunde kommt es eben weniger auf die Symbole, mittels
deren wir unsere Begriffe darstellen, als auf die Begriffe selber an,
und hier scheint mir fiir allé Mathematik und auch fiir deren Anwen-
dungen wichtig zu sein, worauf von philosophischer Seite schon oft
hingewiesen worden ist, daB wir in der mathematischen Wissenschaft
Begriffe selbst aufzubauen vermdgen. Dabei werden vielfach neue
Begriffe zu dem Zwecke gebildet, verborgene Eigenschaften bereits
bekannter Begriffe zu ermitteln oder zu beweisen?). Der Aufbau von

1) Vgl. E. CASSIRER, Kantstudien, Bd. 12, 1907, S. 4, P. NaTORP,. a. a. O,
S. 85. Der Ausdruck geht auf I, COUTURAT zuriick. NATORP sagt ebenda mit Recht,

daB die Logistik auch innerhalb der Mathematik eine vergleichsweise untergeordnete
Provinz darstelle.

2) Vgl. L. Couruvrar, Die philosophischen Prinzipien der Mathematik, deutsch
von C. SIEGEL 1908, S. 24.

3) Nach E. Stupv, Denken und Darstellung, 1921, S. 2, hat hierauf bereits
Pascar, hingewiesen.

49) Vgl. in § 71 den hinzukonstruierten allgemeinen Begriff von der Umédnderung
der Anordnung der a X b Elemente.
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Begriffen macht also hier geradezu einen Bestandteil der Beweisfiih-
rung aus!). Diese selbstgebildeten Begriffe, die ich synthetische
Begriffe nennen will, werden in der Geometrie oder Mechanik auf
Grund von Voraussetzungen, d. h. auf Grund der aus der Erfahrung
oder Anschauung stammenden Grundbegriffe (Punkt, Gerade, Ebene,
Winkel, Kraft, Masse) und der {iber diese gemachten Annahmen ge-
bildet oder, wie wir sagen, konstruiert. Hier ist z. B. zu nennen der
Begriff eines Quadrats, eines regelmaBigen Vielecks, der Begriff der
Abhingigkeit zwischen zwei Figuren, von denen die eine eine Pro-
jektion der anderen ist, der Begriff eines Kraftepaares, d. h. zweier
gleich starker, paralleler und entgegengesetzt gerichteter, aber nicht
in derselben Geraden wirkender Kréafte. Es gibt aber auch Begriffe,
die ohne solche besonderen Voraussetzungen, bloBl auf Grund gewisser
allgemein logischer Tétigkeiten des Setzens und Wiederaufhebens, des
Zusammenfassens und gleichzeitigen Auseinanderhaltens, des Zuord-
nens, der Reihenbildung entstehen, wie die Zahlen, die Gruppenbil-
dungen und Vertauschungen von Elementen usw. Diese Begriffe, von
denen die ganzen Zahlen vielleicht die einfachsten sind, will ich die
rein synthetischen Begriffe nennen?).

Mit den synthetischen Begriffen, sowohl den rein synthetischen,
als auch mit denen, die auf besonderen Voraussetzungen beruhen, muf3
sich meines Erachtens eine Logik der Mathematik vor allem ausein-
andersetzen. Auch die Anwendbarkeit dieser Begriffe auf die Erfah-
rung birgt ein besonderes Problem in sich.

Dies fiihrt mich auf den dritten Teil des vorliegenden Buches.
Wahrend die beiden ersten Teile sich mit der Aufklarung des deduk-
tiven Verfahrens beschaftigen, habe ich im dritten den Zusammen-
hang der Deduktion mit der Erfahrung zu behandeln versucht. In
diesen Teil schldagt auch die oben beriihrte Frage iiber den Ursprung
der Axiome der Geometrie ein. Ich bin mir wohl bewuBt, daB ich in
diesem Teile groBerem Widerspruch begegnen werde als in den beiden
ersten, in denen ich ja in der Hauptsache nur die von gewissen erkennt-
nistheoretischen Gesichtspunkten betrachteten FErgebnisse meiner
Fachwissenschaft wiedergebe. Trotzdem habe ich mich nicht dazu
entschlieBen kénnen, den die Erfahrung betreffenden Teil zu unter-
driicken, schon deshalb, weil das Verfahren der Deduktion auch auf
Wissenschaften wie die Physik und die Chemie, die allgemein als

1) Vgl. CHr. SicwaRrT, Logik, Bd. 2, 3. Aufl,, 1904, S. 276.

2) Die ,,Einheit" der in der Zahl miteinander vereinigten und doch zugleich
geschiedenen ,,Einheiten‘’ stellt den einfachsten Fall von KaNTS ,,synthetischer Ein-
heit“ vor. NATORP, a. a. O., S. 101, macht im Zusammenhang damit auf PLATOS
Parmenides aufmerksam, wo sich (153—154) bereits dhnliche Gedanken finden.
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Erfahrungswissenschaften anerkannt sind, wenigstens in gewissen
Gebieten dieser Wissenschaften anwendbar ist. Zugleich ergibt der
dritte Teil gewisse Bestidtigungen der vorhergehenden Teile. Offenbar
ist darin eine Bestdtigung zu erblicken, wenn gerade zu einer Annahme,
die in der Geometrie den logischen Prozessen zugrunde gelegt wird
und selbst nicht durch solche Prozesse bewiesen werden kann, eine
einfache Grundtatsache der Wahrnehmung, d.h. also ein entspre-
chendes Element der Erfahrung, aufgezeigt werden kann.

Der Standpunkt, zu dem ich hinsichtlich des Ursprungs der
Grundannahmen (Axiome) schlieBlich gelange, deckt sich im wesent-
lichen mit demjenigen,der schon von Gauss und spéater von HEI.MHOL1Z
eingenommen worden ist; ich glaube jedoch denselben vollstindiger
begriindet zu haben. Wenn ich demnach, entgegen der Auffassung
Kanrs, die Axiome der Geometrie, insbesondere das Parallelenaxiom,
nicht als apriorische, d. h. in sich notwendige Bedingungen des mathe-
matischen Erkennens, sondern als Annahmen auffasse, die der Er-
fahrung angepaBt sind?), so liegt es mir doch véllig fern, einem weiter-
gehenden Empirismus, z. B. einer psychologistischen Auffassung,
welche die Denkgesetze in Denkgewohnheiten auflésen méchte, das
Wort zu reden. Dal die Arithmetik eine apriorische Wissenschaft
ist, wird wohl von den meisten Mathematikern angenommen?); es
wird also von dieser Seite das Vorhandensein von Erkenntnissen zu-
gegeben, die in sich unbedingt notwendig sind. Wiahrend wir aller-
dings widerspruchslos eine Geometrie aufbauen konnen, in der die
Winkelsummen der geradlinigen Dreiecke kleiner als zwei Rechte
sind, ist keine Mathematik moglich, in der etwa 2 + 2 nicht gleich 43)
oder die Zahl der Zerfillungen von vier Elementen in zwei Paare

nicht gleich 3 wire. Der Gesichtspunkt also, den schon Praro und

unter den Neueren besonders Kanrt geltend gemacht hat, daB es un- |

bedingt notwendige Erkenntnisse gibt, die ihren Grund in dem haben,
was fiir uns Bedingung und MaBstab alles Erkennens ist, kann dabei

bestehen bleiben; nur wird dann die Grenzlinie zwischen dem, was |

notwendig (apriorisch) ist, und dem, was der Erfahrung angehort,
an einer anderen Stelle gezogen. »

" Hinsichtlich des Ausdrucks habe ich mich einer méglichst gemein-
verstdndlichen, meist auch die Fremdworte vermeidenden Sprache
befleiBigt, womit ich einem Ratschlag von LEIBNIZ gefolgt bin. Mir
scheint, daB die lebendige Umgangssprache, in der die Worte meist

1) Man vergleiche aber das, was in § 76 und 124 iiber das Kontinuum gesagt wird.

2) Vgl z. B. Gauss’ Brief an OLBERS vom 28. April 1817 (Werke, Bd. 8, S. 177).

3} Davon ist hier natiirlich nicht die Rede, da3 die Zahlen auch anders benannt
werden koénnten.
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erst durch den Zusammenhang ihre Schattierung bekommen, oft auch
in der Philosophie vor den festgeprdgten Fachausdriicken den Vorzug
hat. Auch den Umstand, daB das Wort der Umgangssprache in hohe-
rem Grade suggestiv ist, gerade wie das Wort iiberhaupt mehr sug-
gestiv ist als z. B. eine Symbolrechnung, betrachte ich bei vorsich-
tiger Handhabung des Wortes nur als einen Vorteill). Es beruht also
nicht notwendig auf Unkenntnis, wenn ich einen philosophischen
Fachausdruck nicht gebrauche. Gerade die Fachausdriicke haben
hier oft mehr Unklarheit als Klarheit geschaffen. So hat z. B. KXants
beriihmte Einteilung der Urteile in ,,synthetische® und ,,analytische’
geradezu Streitfragen veranlaft, indem Autoren, welche dasselbe
Urteil auf dieselbe Weise auslegen und seine Entstehung auf dieselbe
Weise beschreiben, es trotzdem in Hinsicht auf jene Kayrsche Unter-
scheidung entgegengesetzt benennen. Das Wort , Realist”, das im
Mittelalter den Gegensatz zum , Nominalisten ausdriickte?), jetzt
aber bei vielen den Gegensatz zum Idealisten darstellt, hat dadurch
seine Bedeutung fast in das Entgegengesetzte verkehrt.

Die vorliegende Schrift besteht, wie bereits angedeutet worden
ist, im wesentlichen aus drei Teilen. Der erste davon enthilt Beispiele
von Beweisen aus den mathematischen Einzelwissenschaften, auf die
nachher stets hingewiesen werden muB. Die Beispiele sind so gewahlt,
daB3 dabei die verschiedenen mathematischen Methoden zur Geltung
kommen. Die Anordnung muBte sowohl nach stofflichen, als auch
nach methodischen Gesichtspunkten erfolgen. Es wire systemati-
scher erschienen, wenn ich in diesem Teil die Arithmetik, die in den
anderen Gebieten angewendet werden mufl, als das Allgemeinste an
die Spitze gestellt hatte. Da man aber das mathematische Denken
leichter an der Geometrie erlernt, welche zwar Voraussetzungen hat,
deren Quellen nicht in ihr selbst liegen, dafiir aber weniger mit ge-
hauften und {iibereinander gebauten Begriffssynthesen arbeitet, so
habe ich mit der Geometrie begonnen und die Arithmetik ganz an
das Ende gestellt. FEine vorliufige Kenntnis der Arithmetik kann
ja ruhig bei der Behandlung der anderen Gebiete vorausgesetzt wer-
den, wihrend die Schwierigkeiten der arithmetischen Disziplin erst
dann hervortreten, wenn man daran geht, ihre allgemeinen Sédtze
strenge zu beweisen.

Der zweite Teil bringt anschlieBend an die Beispiele des ersten die
zugehorigen logischen Erorterungen und Zergliederungen und eine

1) Nach v. PRANTL, ,,Reformgedanken zur Logik'’, Sitzungsber. d. philosoph.-
philolog. u. hist. X1. d. Bayer. Akad. d. Wiss. Bd. 1, 1875, S. 163, wire das Denken
itberhaupt nur im Kleide der lebendigen Sprache mdglich.

2) Den mittelalterlichen , Realisten waren die Allgemeinbegriffe wirklich exi-
stierende Wesen.
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Zusammenfassung der dadurch gewonnenen Ergebnisse. Der dritte
Teil, der den schon erwidhnten Zusammenhang mit der Erfahrung
behandelt, beschiftigt sich zuerst mit der rdumlichen (geometrischen)
Erfahrung, dann mit Mechanik und Physik. Ich mdchte mir mit der
Hoffnung schmeicheln, daB} auch diejenigen, welche vielleicht diesen
retzten Teil ablehnen, doch in den beiden ersten einiges fiir sie Niitz-
liche finden. Die im erstea Teil gegebenen Beispiele miissen zum Ver-
standnis der logischen Untersuchung durchgearbeitet werden; doch
scheint es mir méglich, daB jemand mit dem zweiten Teil beginnt und
dann erst nach Bediirfnis die angefithrten mathematischen Entwick-
lungen des ersten vornimmt.

Wahrend der groBte Teil der vorliegenden Schrift dem mathemati-
schen Beweis gewidmet ist, als demjenigen, was die Mathematik von
anderen Wissenschaften unterscheidet und sie speziell fiir den Togiker
interessant macht, erOrtert ein anhangsweise gegebener Abschnitt
die Auffindung der mathematischen Wahrheiten, stellt also gewisser-
maBen eine Erliuterung der , Kunst des Entdeckens®, der von &lteren
Logikern gelegentlich noch besprochenen ,,ars inveniendi’ vor?).

Fin zweiter Anhang beschéftigt sich mit mathematischen Para-
doxien und Antinomien.

1) Neuerdings hat STupy mit Recht darauf hingewiesen, dal man nach Mog-
lichkeit auch das Entstehen mathematischer Gedanken darstellen sollte (Denken
und Darstellung, S. 26). In dieser Hinsicht hat sich auch bereits LEIBNIZ geduBert
(Ges. Werke, herausg. von PERTZ, 3. Folge, Mathematik, Bd. 5, S. 89): ,,Or comme
il n’y a rien de si important que de voir les origines des inventions qui valent mieux
4 mon avis que les inventions mémes, & cause de leur fécondité...”



ERSTER TEIL.

BEISPIELE AUS DEN EINZELNEN
GEBIETEN

Erster Abschnitt.
Der geometrische Bewesis.

§ 1. Vorgegebene und synthetische Begriffe.
Gegenstandsbegriffe. Relationsbegriffe.

Mustert man die Begriffe, mit denen der Geometer arbeitet, so
erkennt man einen wesentlichen Unterschied. FEinige dieser Regriffe,
sie mogen uns nun zugekommen sein, woher sie wollen, werden in der
geometrischen Betrachtung selbst schlechthin als gegeben angesehen.
Zu diesen Begriffen gehdren der Punkt, die Gerade, die Ebene. Von
anderen Begriffen wird eine Definition geteben, die meistens darin
besteht, daB eine Konstruktion zur Erzeugung des entsprechenden
Gegenstandes mitgeteilt wird, wobei dann die Begriffe der ersten Art
als bekannt vorausgesetzt und benutzt Werdenli. Vielleicht hilt je-
mand das Gesagte z. B. hinsichtlich des Punktes fiir unzutreffend,
denn Eukrip gibt die Erklarung: , Ein Punkt ist, was keine Teile
hat.”“ Es ist aber schon des 6fteren bemerkt worden, dal diese De-
finition ungeniigend ist, da es noch andere Gegenstande gibt, die keine
Teile haben, und, was noch wesentlicher ist, dafl die euklidischen Be-
weisfithrungen an keiner Stelle diese Definition benutzen. Ahnliches
wiirde fiir andere Erkldrungen gelten, die schon von geometrischen
Grundbegriffen gegeben worden sind. Man pflegt deshalb neuerdings
die eigentlichen Grundbegriffe der Geometrie nicht mehr zu defi-
nieren, sondern sie einfach als gegeben anzunehmen.

Neben denjenigen gegebenen Begriffen, die man, wie die vorhin
angefiihrten, als Gegenstandsbegriffe bezeichnen kann, kommen noch
andere, gleichfalls gegebene Begriffe vor, die Eigenschaften oder ,,Re-
lationen‘* bezeichnen, welche geometrische Gebilde in Beziehung auf-
einander besitzen. So vermégen wir keine geometrische Definition
davon zu geben, was mit der Aussage gemeint ist, daB ), der Punkt 4

1) K. ZINDLER, Sitzungsber. d. phil.-hist. K1. d. Kgl. Akad. d. Wiss. zu Wien,
Bd. 118, 1889, IX, S. 55, nennt die Begriffe der ersten Art ,axiomatische Begriffe



§ 1. VORGEGEBENE UND SYNTHETISCHE BEGRIFFE. II

auf der Geraden b liegt| oder, anders ausgedriickt, daf3 ,,die Gerade &
durch den Punkt 4 geht*, oder daB ,,der Punkt A und die Gerade b
vereinigte Lage haben‘. Die Tage eines Punktes auf einer Ebene, die
Zwischenlage eines Punktes zwischen zwei anderen auf deren Ver-
bindungslinie bedeutet gleichfalls eine solche als gegeben anzusehende
Relation. ’

Eine solche Relation ist auch die Gleichheit zweier Strecken und
ebenso die Gleichheit zweier Winkel. Dabei mag gleich bemerkt wer-
den, daBl es nur einen geringen Unterschied in der Darstellung aus-
macht, ob ich z. B. die Strecke als einen besonderen Gegenstand der
Geometrie einfiihre oder dies nicht tue, in welchem Fall ich statt von
gleichen Strecken von dquivalenten Punktepaaren sprechen muf3. Die
Aquivalenz des aus den Punkten 4 und B bestehenden Paares mit
dem aus den Punkten A’ und B’ bestehenden bedeutet dann eine
Relation zwischen vier Punkten. Es ist noch zu beachten, dafl die
Gleichheit zwischen zwei Strecken etwas anderes ist als die Gleichheit
zwischen zwei Winkeln, nicht zu reden von der Inhaltsgleichheit
zwischen zwei ebenen Figuren verschiedener Form, welch
letzteren Gleichheitsbegriff die voll entwickelte Geometrie
gar nickt mehr als einen vorgegebenen zu behandeln pflegt?).

Ein Begriff, der nicht zu den gegebenen gehért, ist
z. B., wie schon in der Einleitung erwihnt wurde, das *
Quadrat. Wir konnen es definieren als ein Viereck,
dessen Seiten alle einander gleich und dessen Winkel sdmtlich
Rechte sind. Abgesehen aber davon, daB die eben erwihnte
Namenserkldrung den Begriff des Vierecks oder gleich allgemeiner
den des Vielecks voraussetzt, ist hier einzuwenden, daf die Defi-
nition keine GewiBheit dariiber gibt, ob die in ihr geforderten
Eigenschaften miteinander vertriglich sind. Wir werden also nicht
umhin koénnen, das Quadrat noch aus einer Konstruktion entstehen
zu lassen, die zugleich seine Existenz beweist. Zu diesem Zweck
gehen wir (Abb. 1) von einer Strecke AB aus und setzen an sie auf
derselben Seite die ihr gleichen Strecken AD und BC unter rechten
Winkeln an, was nach den Axiomen der Geometrie méglich ist, worauf
wir dann noch C mit D geradlinig verbinden. Offenbar mufl nun erst
bewiesen werden, dafB3 die Strecke CD den drei anderen gleich ist,
und dafB die bei C und D entstandenen Winkel rechte Winkel sind.
Der Beweis 148t sich auf Grund der Axiome der euklidischen Geo-
metrie flihren, worauf jetzt nicht eingegangen werden soll.

In dhnlicher Weise wird jeder verwickeltere Begriff der Geometrie
durch eine Konstruktion definiert, d. h. durch eine bestimmte Reihen-

1) Vgl. § 26.

c

Abb. 1.
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folge von Operationen, deren Ausfiihrbarkeit in dieser Folge auf
Grund der Axiome erkannt wird. Ich mochte diese Begriffe, die ich
den vorgegebenen gegeniiberstelle, in Anlehnung an einen von KANT,
allerdings in etwas anderer Weise, viel gebrauchten Ausdruck als
synthetische Begriffel) bezeichnen. Natiirlich gibt es auch syn-
thetische Relationsbegriffe; ein solcher ist z. B. die Eigenschaft einer
ebenen Figur, aus einer anderen durch senkrechte oder irgendwie
parallele oder zentrale Projektion hervorzugehen.

Infolge einer Anderung des ganzen Systems der Geometrie kann
allerdings manchmal an Stelle eines Begriffs, der vorher als ein
gegebener behandelt wurde, nachtréiglich auch ein synthetischer Be-
griff treten, worauf ich spiter noch zu sprechen kommen werde.

~

§ 2. Axiome, insbesondere Existentialaxiome.

Neben den als gegeben vorausgesetzten Begriffen werden in der
Geometrie auch gewisse Tatsachen allgemeiner Art, gewisse Grund-
sdtze oder Regeln als von vornherein gegeben angenommen. Diese
Grundsitze, die nicht bewiesen werden koénnen, werden iiblicher Weise
Axiome genannt. Bei EUKLID erscheinen die Grundsitze in zwei
Gruppen aufgefiihrt als alrjuara (postulata) und als xowui &worar
(communes animi conceptiones)?), welche letzteren bei PROKLUS als
déuduara bezeichnet sind. Heutzutage wird ein wesentlicher Unter-
schied zwyischen diesen beiden Gruppen von Grundsitzen nicht mehr
gemacht; es ist aber zu bemerken, daB3 derjenige Grundsatz, den die
nichteuklidische Geometrie fallen 1a83t, bei EUKLID unter den Postu-
laten vorkommt.

Man kann in einem gewissen Sinne sagen, daBl in den Axiomen
der ganze Tatsachengehalt der Geometrie ,,enthalten sei, indem mit
Hilfe der Axiome alles iibrige logisch abgeleitet werden kann?3).
LEemBN1Z glaubte bei passender Definition der geometrischen Gebilde
ohne Axiome auskommen zu kénnen. In diesem Sinne hat der Ari-
stoteliker CONRING, der in seinem Briefwechsel mit LEIBNI1Z die Un-
beweisbarkeit und damit die Unentbehrlichkeit der Axiome betont
hat, tiefer gesehen als der groBle Philosoph?). Ich werde weiter unten

1) In der bereits erwdhnten Antrittsrede habe ich (S.2) diese Begriffe , kon-
struierte’ Begriffe genannt.

2) Vgl. Euclidis elementa ed. J. L. Heiberg, Bd. 1, 1883, S. 8—i1.

3) Dies schliet nicht aus, daB derselbe Tatsachengehalt auch noch auf andere
Weise aufgebaut werden kann. Vgl. § 46.

4) Vgl. die von L. CouTurAT in La Logique de Leibniz d’aprés des documents
inédits, 1901, S. 186, angezogene Stelle des Briefes von LEIBNIZ an CONRING vom
19. Mirz 1678: ,,Unde solae identicae sunt indemonstrabiles, axiomata autem omnia

. sunt demonstrabiles.. .
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auf diese LEBNIZschen Gedanken und auf sonstige Versuche, die
euklidischen Grundsatze zu beweisen, naher eingehen?).

Als Beispiele von Axiomen will ich zunéchst anfithren, daB durch
zweil verschiedene Punkte stets eine und nur eine Gerade gelegt wer-
den kann, und das andere, daB, wenn zwei verschiedene Punkte einer
Geraden in eine Ebene fallen, die ganze Gerade in die Ebene fallt,
d. h. jeder auf der Geraden befindliche Punkt auch in der genannten
Ebene liegt ; ferner das Axiom, daBl durch drei nicht auf einer Geraden
liegende Punkte stets eine und nur eine Ebene gelegt werden kann.
Grundsédtze dieser Art nennt HIrBERT , Axiome der Verkniip-
fung*?). ‘

Auch die Zwischenlage eines Punktes zwischen zwei anderen ist
in gewissen Axiomen, die erst neuerdings beachtet und vorher still-
schweigend mitbenutzt worden sind, der mafigebende Relationsbegriff.
So wird als allgemeingiiltige Tatsache angenommen, da von drei ver-
schiedenen, auf einer Geraden gelegenen Punkten einer und nur einer
zwischen?®) den beiden anderen liegt. Sind ferner c
A und C zwei verschiedene Punkte, so gibt es
nach einem anderen Axiom stets mindestens einen
Punkt B, der zwischen 4 und C liegt, und mindestens 4 8
einen Punkt D von solcher Art, dal C zwischen Abb. 2.

A und D gelegen ist%). Die Axiome der Gruppe, zu

welcher die eben genannten gehdren, nennt HILBERT ,,Axiome der
Anordnung*. Axiome dieser ‘Art sind zuerst von M. PAscH auf-
gestellt worden®). Von PascH stammt auch das ,ebene Axiom der
Anordnung®, welches so lautet (Abb. 2):

Sind A, B und C drei nicht in einer Geraden liegende Punkte und
enthdlt eine durch keinen dieser Punkie gehende Gerade einen zwischen
A und B gelegenen Pumkt, so enthdlt sie auch sicher entweder einen
zwischen A und C oder eimen zwischen B und C gelegenen Punkt.

Der euklidische Grundsatz, daB zwei Grofen, die einer und der-
selben dritten gleich sind, einander gleich sind®), wird jetzt nur fiir
Strecken und fiir Winkel als ein Axiom angenommen, wahrend die
entsprechende Tatsache z. B. fiir die Inhaltsgleichheit von ebenen
Figuren verschiedener Form, welche Art von Gleichheit jetzt als ein
synthetischer Begriff behandelt wird, bewiesen werden kann. Man
kann jenen Grundsatz fiir Strecken und Winkel zu den Axiomen

1) § 45 und 46.

2) Davip HILBERT, Grundlagen der Geometrie, 1899, S. 5.

3) Selbstverstdndlich ist der Begriff des ,,zwischen’’ so zu denken, daf} ,,zwischen
A und B liegen'* dasselbe heifit wie ,,zwischen B und A4 liegen'’.

4) HILBERT: Grundlagen der Geometrie, 3. Aufl., 1909, S. 5.
- 3} Vorlesungen iiber neuere Geometrie, 1882, S. 5ff. 6) Vgl. auch § 18.
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der Kongruenz rechnen, da die betreffende Art der Gleichheit durch
den Hinweis auf Gebilde, die sich decken, erldutert zu werden pflegt;
der Grundsatz ist somit verwandt mit den Tatsachen, die in den soge-
nannten Kongruenzsitzen ausgesprochen werden. Bekanntlich besagt
der erste Kongruenzsatz, daBl zwei Dreiecke, die in zwei Seiten und in
dem von diesen Seiten eingeschlossenen Winkel iibereinstimmen, auch
in den iibrigen Stiicken iibereinstimmen miissen. Dieser Satz wird
von EUKLID durch den Hinweis darauf abgetan?), daBl man durch Be-
wegung des einen Dreiecks dieses mit dem anderen zur Deckung
bringen konnte, wobei nicht vergessen werden darf, daB der Satz
selbst eine Zuordnung der Stiicke des einen Dreiecks zu denen des
anderen voraussetzt und dann schlieBlich die einander zugeordneten
Stiicke zur Deckung kommen miissen. Der Hinweis auf die Bewegung
stellt aber nicht einen aus Schliissen logisch aufgebauten Beweis dar,
so wie wir den geometrischen Beweis in § 6 schildern werden, sondern
es handelt sich um einen unmittelbaren Hinweis auf Anschauung oder
vielleicht noch besser auf die bei der Bewegung starrer Korper ge-
machten Erfahrungen; denn das bewegte Dreieck darf nicht irgend -
wie veranderlich, sondern muB} verschiebbar und drehbar und dabei
starr gedacht werden. Hier liegt also eine Tatsache vor, die wohl
als Voraussetzung in einer logischen Entwicklung verwendbar, aber
nicht selbst das Ergebnis einer solchen ist. Noch genauer kann man
nach dem Vorgang von HILBERT?) einen Teil des ersten Kongruenz-
satzes, ndmlich denjenigen, der besagt, daB3 die genannten Dreiecke
auch in den beiden anderen Winkeln iibereinstimmen miissen, als ein
besonderes ,,Axiom der Kongruenz‘‘ einfiithren, wobei man dann den
iibrigen Inhalt des ersten Kongruenzsatzes, wie auch die anderen
Kongruenzsatze im eigentlichen Sinne des Wortes beweisen kann3).

Es sind aber noch einige weitere einfache Kongruenzaxiome zu
nennen. FEinmal solche, die sich auf die Gleichheit und auf das Ab-
tragen von Strecken beziehen:

I. Aus MN = M'N" und M'N’ = M'*"N"" folg¢ MN = M"N""%).

II. Ist eine Strecke MN und auf der Geraden a ein Punkt A ge-
geben, so existieren auf a gerade zwei Pumkte B und B’ so, daf
AB = AB’ = MN ist; dabei liegt A zwischen B und B’

1) Euclidis Elementa, Bd. I, S. 17.

2) "Grundlagen, 1899, S. 12,

3) Genauer besehen gibt auch schon EUKLID fiir den jetzt meist als zweiten
bezeichneten Komngruenzsatz einen eigentlichen Beweis. Vgl. Euclidis elementa,
vol. I, Nr. 26, p. 63.

4) DaB jede Strecke sich selbst gleich ist, und zwar auch in der umgekehrten
Richtung, soll hier als selbstverstindlich gelten. Es ist also AB—=A4B und AB—=BA.
Dies wird z. B. in § 19 benutzt.
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III. Liegt B zwischen A und C, und auf derselben oder auf einer
anderen Geraden B’ zwischen A" und C’, so folgt aus AB = A’B’ wund
BC = B’C’, daf} auch AC = A’C’ ist (Abb. 3). :

Entsprechende Beziehungen gelten fiir die Gleichheit der um
einen Punkt liegenden Winkel und fiir das Anlegen solcher Winkel;
auch diese Beziehungen miissen als Axiome eingefithrt werden.

Indem das Parallelenaxiom erst im nidchsten Paragraphen und
das Stetigkeitsaxiom noch spater in § 29 eingefiihrt und erdrtert wer-
den soll, mégen jetzt nur die bereits erwdhnten Axiome kurz bespro-
chen werden. Zunichst ist dabei hervorzuheben, daB die Axiome sich
stets nur auf vorgegebene Begriffe, also auf Grundbegrlffe beziehen
und nicht auf synthetische Begriffe, die erst innerhalb der Geometrie
durch Konstruktionen definiert worden sind. Man erkennt ferner,
daB ein Axiom meistens aussagt, daB, fqlls ‘zwischen gewissen unter
die gegenstdndlichen Grundbegriffe fallenden Individuen, d. h.
zwischen gewissen geometrischen | FElementen bestimmte Rela-
tionen bestehen, zwischen diesen Elementen und unter Umstanden
noch anderen neuen FElementen weitere Re-

lationen bestehen miissen (z. B. das vorige A 4 ¢
Streckenaxiom III). Es kann ein Axiom aber ——% vz
auch die Existenz eines Elements feststellen, Abb. 3.

das zu gegebenen Elementen in bestimmten
Relationen steht, oder auch die Nichtexistenz eines Flements,
von dem die Erfiillung einer oder mehrerer Relationen gefordert
wird. Im letzten Fall bestédtigt das Axiom die , Unvertriaglichkeit®
der geforderten Relationen, und es kann aus einem solchen Axiom
auch auf die Verschiedenheit zweier Elemente geschlossen werden,
von denen das eine durch eine erste, das andere durch eine zweite
Relation bestimmt wird. So stellt das zweite der oben erwdhnten
Anordnungsaxiome fest, dal zwischen zwei verschiedenen Punkten A4
und C mindestens ein Punkt B existiert, wiahrend das erste besagt,
daB zu den beiden A und C kein dritter Punkt B so existiert, daf}
gleichzeitig B zwischen 4 und C, und C zwischen 4 und B gelegen
wire. Wird also durch eine Konstruktion zu A und C ein Punkt B
hinzugefunden, der nachweislich zwischen 4 und C liegt und durch
eine andere Konstruktion ein Punkt B’ so, daB sicher C zwischen A4
und B’ gelegen ist, so sind die Punkte B und B’, auf welche die
beiden Konstruktionen fithren, sicher voneinander verschieden.
Philosophischerseits ist vielfach der Mathematik die Berechtigung
bestritten worden, von ,Existenz zu sprechen. Es sollen in der
Mathematik die Begriffe Moglichkeit und Existenz sich decken?).
1) NATORP, a.a. O., S. 84.
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Dazu ist zu bemerken, daf auch der Mathematiker nicht umhin kann,
da von , Moglichkeit‘* zu sprechen, wo etwas seiner bisherigen Kennt-
nis nicht widerspricht. Wenn wir aber die Existenz behaupten, so ist
damit etwas wesentlich anderes und bestimmteres gemeint, und es
kann deshalb das Wort , Existenz‘‘ in der Mathematik nicht entbehrt
werden. Natiirlich mufl man zwischen mathematischer und physischer
Existenz unterscheiden?).

§ 3. Das Parallelenaxiom.

Von besonderem Interesse ist das Parallelenaxiom. EUKLID de-
finiert parallele Gerade als solche, die in einer Ebene liegen und
p die sich an keiner Seite treffen,
@ soweit man sie auch verlingern
\ mag. Um durch den Punkt 4 in der

&

1/
durch A und die Gerade b bestimmten

ABD. 4. Ebene eine Gerade zu ziehen, die sicher

a N b nicht schneidet, hat man nur einen Punkt B
auf b beliebig zu wiahlen, die Verbindungs-

6 linie AB zu ziehen und in der erwihnten
Abb. s. Ebene die Gerade a durch 4 so zu ziehen,

dal die in der Abb. 4 bezeichneten ,inneren
Wechselwinkel einander gleich sind. DaB dann a die Gerade b
nicht schneidet, 1aBt sich aus den Axiomen der schon genannten
drei Gruppen beweisen 2).
Das Parallelenaxiom EUKLIDS®) besagt nun, daB zwei Gerade
a und b, die mit einer dritten an derselben Seite innere Winkel
bilden (Abb. 5), deren Summe kleiner ist als zwei Rechte, sich auf der
betreffenden Seite schneiden, also nicht parallel sind. Da nun im Fall
der Abb. 4 die auf einer und derselben Seite von 4B liegenden inneren
Winkel, d. h. die ,,inneren Gegenwinkel”, auf jeder Seite die Summe
von zwei Rechten haben, und im anderen Fall, in Abb. 5, die inneren
Gegenwinkel der einen Seite weniger, die der anderen mehr als zwei
Rechte betragen miissen, so besagt EUKLIDS Parallelenaxiom, dal}
die nach Abb. 4 konstruierte Gerade a die einzige Parallele zu b durch

1) Nachdriicklich sind die Existentialsitze der Mathematik von ZINDLER betont
worden (Sitzungsber. d. phil.-hist. K1. d. Akad. d. Wiss. zu Wien, Bd. 118, 1889, S. 33);
es hat aber auch bereits J. St. MILL auf sie hingewiesen (System der deduktiven und
induktiven Logik, 4. deutsche Ausgabe von SCHIEL, 2. Teil, 1877, S. 157{f.). MEINONG
hat fiir diese Art von Existenz das Wort , Bestehen’ vorgeschlagen (Ges. Abh.,
Bd. 2, 1913, S. 288).

2) Fuclidis Elementa, Bd. I, Nr.27, S. 67, wozu auch Nr. 16, S. 43 zu ver-
gleichen ist. HILBERT: Grundlagen, 1. Aufl, S. 22.

3) Euclidis Elementa, Bd. I, S. 9, 5. Postulat.
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A ist, obwohl bei der Konstruktion ein willkiirlicher Punkt B von b
benutzt worden ist. Das Axiom 1aBt sich also durch die Aussage er-
setzen, dal durch einen gegebenen Punkt niemals zwei verschiedene
Parallelen zu einer gegebenen Geraden existieren.

Bei den Untersuchungen iiber die Unabhingigkeit der Axiome
(§ 43) wird jedesmal eine Axiomgruppe fallen gelassen und gefragt,
ob dann die anderen bestehen bleiben kénnen. Will man die Kon-
gruenzaxiome ausschalten, so mufl man das Parallelenaxiom so fassen :

Durch einen gegebenen Punkt gibt es eine und wnur eine Parallele
zu einer gegebenen Geraden; .
in diesem Fall ist nicht mehr der erste Teil der Aussage beweisbar.

Im Gegensatz zu EUKLID wird nun in der nichteuklidischen Geo-
metrie LOBATSCHEFSKIJs?!) angenommen, daB es durch einen Punkt 4,
der nicht auf der Geraden b liegt, in der durch 4 und b bestimmten
Ebene zwei verschiedene Gerade CAC’ und DAD’ (Abb. 6) so gibt,
daB jede gerade Linie durch den Punkt 4, die in dem Winkelraum
CAD und also auch in dem Scheitel-

winkelraum C’AD’ verlduft, die Gerade b % g
schneidet, wiahrend jede andere durch A4 M
gehende Gerade die Linie & nicht schnei- ¢ Y]
det. Insbesondere wird dann die Gerade b |

auch von den beiden Geraden DAD’ Abb. 6.

und CAC’ nicht geschnitten. Diese bei-

den geraden Iinien, welche den in der Abb. 6 schraffierten
Winkelraum der nichtschneidenden Geraden begrenzen, heiBen bei
LoBATSCHEFSKIJ die Parallelen zur Geraden b durch den Punkt 4,
wobei dann die anderen, & nicht schneidenden durch A4 gehenden
Geraden nicht als Parallelen von b bezeichnet werden. Die genannte,
von LLOBATSCHEFSKIJ gemachte Annahme kann duch aus den Axiomen
der Anordnung, wenn diese so wie oben gefalt werden?), aus den
Axiomen der Verkniipfung und dem Stetigkeitsaxiom (§ 29) gefolgert
werden, wenn man annimmt, daBl das Parallelenaxiom in der zuletzt
aufgestellten Form nicht gilt. Es ist wohl kein Zweifel dariiber, dafl
LOBATSCHEFSKI]J, als er seine Untersuchungen begann, der Meinung
war, daf seine Annahme schlieBlich zu einem Widerspruch fiithren,
und sich dadurch ein indirekter Beweis fiir das Parallelenaxiom er-
geben wiirde. Das Ergebnis war jedoch eine in sich widerspruchslose
neue Geometrie, was in § 43 noch naher auseinandergesetzt werden wird.

1) Es ist das die sog. ,hyperbolische’ Geometrie. Die ,,elliptische’‘ nichteukli-
dische Geometrie, die dem Nichtmathematiker vielleicht noch gréBere Schwierigkeiten
bietet, will ich hier nicht naher erortern.

2) In der ,elliptischen’ Geometrie miissen die Anordnungsaxiome anders ge-
fafit werden.

Hélder, Mathematische Methode. 2
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§ 4. Einfachste Beweisformen: Winkelsumme im Dreieck,
gleichschenkliges Dreieck.

Um nun fiir die Geometrie der in der Einleitung gestellten Frage
niher zu kommen, wie es uns moglich ist, unsere Kenntnisse deduktiv
zu erweitern, will ich den Beweis fiir den Lehrsatz von der Winkel-
summe im Dreieck in Erinnerung bringen. Man zieht bei diesem Be-
weis durch die eine Ecke 4 des Dreiecks ABC eine Gerade so, dal3
der an der Dreiecksseite AB neu entstehende Winkel dem Dreiecks-
winkel in B gleich ist (Abb. 7). Die gezogene Hilfsgerade ist dann
(vgl. die Konstruktion in Abb. 4) eine Parallele zu BC. Da aber nach
dem Parallelenaxiom EUKLIDS nur eine Parallele zu BC durch den
Punkt A moglich ist, so muB3 der an AC von der gezogenen Hilfs-
geraden gebildete Winkel dem Dreieckswinkel in C gleich sein. Nun
machen aber die beiden in 4 neu entstandenen Winkel mit dem dort
schon vorhandenen Dreieckswinkel zusammen einen gestreckten Win-
kel, d. h. also zwei Rechte aus. Es ist also auch die Summe der drei
Dreieckswinkel gleich zwei Rechten.

4 Es ist ohne weiteres klar, daB3 nur das Herein-
/N7 ziehen der durch A gehenden Hilfslinie und der
dort entstehenden Winkel den Beweis ermoglicht
8 Abh ¢ hat; denn dadurch sind neue Elemente geschaffen
. 7.

worden, die in mehrfachen Relationen stehen,
wobei dann mit Hilfe der Axiome auf das Bestehen einer neuen
Relation zwischen den Elementen der urspriinglichen Figur ge- i
schlossen werden konnte. Ich bin deshalb {iberzeugt, daB CoururaAT |
mit Unrecht die Wichtigkeit der Hilfslinien bestreitet!), wenn auch
zugegeben werden mag, da manchmal iiberfliissig viele Hilfslinien
verwendet werden. Die Existenz der oben gezogenen Hilfslinie folgte .
aus dem Existentialaxiom, das die Mdoglichkeit des Anlegens einesf
Wiﬁléels feststellt. Man erkennt also die Wichtigkeit der Existential- f
sitze und insbesondere der Existentialaxiome.

" Als zweites Beispiel mag der Beweis fiir den Satz gegeben werden,
daB in einem Dreieck mit zwei gleichen Winkeln auch die den gleichen
Winkeln gegeniiberliegenden Seiten einander gleich sein miissen. Hier
will ich aber gleich den zweiten Kongruenzsatz als gegeben annehmen,
wonach zwei Dreiecke, die eine Seite und die beiden an dieser anliegen-
den Winkel gemein haben, auch in den iibrigen Stiicken iibereinstim-
men miissen. Es ist zugleich zu beachten, daB bei jeder Aussage {iber

1) a. a. O, S. 300 u. 307. Altere Logiker haben bereits auf die Bedeutung der
Hilfslinien hingewiesen. Vgl. z. B. CHR. SIGWART, Logik, Bd.2, 2. Aufl, 1803,
S. 275, 28o0. .
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die Kongruenz zweier Dreiecke die Stiicke dieser Dreiecke in bestimm-
ter Weise aufeinander bezogen, einander zugeordnet gedacht sind.
Werden nun in dem Dreieck 4BC die beiden Winkel ABC und 4ACB
als gleich angenommen (Abb. 8), so kann man sich das Dreieck in
doppelter Weise als Dreieck ABC und Dreieck ACB
denken, so daB die Ecke A sich selbst, die Fcke B des
ersten Dreiecks der Ecke C des zweiten und die Ecke C
des ersten der Ecke B des zweiten entspricht. Nun ent-
spricht die Seite BC des ersten Dreiecks der ihr gleichen g v
Seite CB des zweiten, und es sind auch die anliegenden 44y g
Winkel entsprechend gleich, weshalb auch die Seite 4B

des ersten Dreiecks der ihr entsprechenden Seite AC des zweiten
gleich sein muBl, wie zu beweisen war.

Die in dem gegebenen Beweis benutzte eigenttimliche Auffassung,
das Dreieck ABC als sich selbst mit vertauschten Ecken kongruent
anzusehen, hat EUkLID durch eine Konstruktion umgangen?), die im
Grunde iiberfliissig ist. Der Beweis beruht also, wenn er so wie oben
dargestellt wird, nicht auf einer Hilfslinie, sondern auf der vorgenom-
menen Zuordnung bzw. Vertauschung der Ecken.

A

§ 5. Beispiel aus der nichteuklidischen Geometrie.

Es soll jetzt auch aus der nichteuklidischen Geometrie T,0BA-
TSCHEFSKIJS ein Beispiel gegeben werden. Durch den Punkt 4, der
nicht auf der Geraden b liegt, seien die ,,Parallelen‘ (vgl. § 3) DAD’
und CAC’ zu b gezogen (Abb. 9). Wir nehmen an, daB die beiden
Parallelen nicht zusammenfallen. Man
kann beweisen, daB in dieser Geometrie
in jedem Dreieck die Winkelsumme kleiner
als zwei Rechte ist?). Doch soll dafiir
jetzt nicht der Beweis gefithrt werden.
Wir wollen dagegen von A4 aus ein Lot Abb. 9.
auf die Gerade b fillen, was in der vor-
liegenden Geometrie moglich ist, hier jedoch gleichfalls nicht weiter
ausgefiihrt werden soll. F sei der FuBBpunkt des Lotes. Richtet man
die Bezeichnungen so wie in der Figur ein, so daB D auf der-
selben Seite von CC’ und C auf derselben Seite von DD’ wie b gelegen
ist, so liegen die von A4 ausgehenden Geraden, die b nicht schneiden,
in dem Winkel DAC’ und seinem Scheitelwinkel CAD’, die beide in
der Figur schraffiert sind. Der mit & bezeichnete Winkel CAF,

0} ! ¢

1) Fuclidis elementa, Bd. I, Nr. 5, S. 21.
2) L,OBATSCHEFSKIJ, Geometrische Untersuchungen zur Theorie der Parallel-
linien, 1840, S. 13ff.
2%
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dem der Winkel DAF gleich ist (s. u.), heiBt der Parallelwinkel.
Dieser Winkel tritt nun in der Figur viermal auf, und es ist er-
sichtlich, da3 das Doppelte von &« mit dem einen schraffierten Winkel
zusammen auf der einen Seite des iiber 4 hinaus riickwirts verldnger-
ten Lotes zwei Rechte ausmacht. Der Parallelwinkel o ist also kleiner
als ein Rechter.

Nun sei, nicht notwendig in derselben Ebene, eine zweite Gerade b,
gegeben und ein Punkt A4,, der nicht auf 4, liegt (Abb. 10). Das Lot
von A; auf b; sei A, F; und es sei dieses gleich dem in der vorigen
Abb. g gefallten Lote AF. Schneidet jetzt eine durch A, gehende
Gerade die Linie b; in S;, so kann man in der anderen Figur auf b
einen Punkt S so bestimmen, dal FS = F, S, ist. Die Dreiecke AFS
und 4, F, S, der beiden Ebenen (Figuren) stimmen dann in den Seiten
AF und A, F,, ebenso in den Seiten FS und F,S;und in den rechten
Winkeln iiberein, so daB sie also nach dem auch hier giiltigen ersten
Kongruenzsatz auch in den Winkeln FAS und F; 4, S, iibereinstim-

4 men miissen. Wenn also eine durch 4, gehende
gerade Linie die Gerade b, in S; schneidet, so
schneidet auch eine Gerade, die in der durch
A und b gehenden Ebene mit dem I,ot AF
denselben Winkel bildet wie 4,S; mit 4,F,,
die Gerade b. Da nun in dieser Betrachtung
die Rolle der beiden Figuren vertauscht werden kann, so ergibt sich,
daB eine in der einen Ebene durch A4, gelegte Gerade, die mit dem
Lot 4, F, irgendeinen Winkel bildet, die Gerade b, schneidet oder
nicht, je nachdem eine in der anderen Ebene durch 4 unter demselben
Winkel an das Lot angelegte Gerade die Gerade & schneidet oder
nicht schneidet. Hieraus folgt aber, wenn man durch A4, die Paral-
lelen zu b, zieht, daB diese unter sich und mit dem I,ot 4, F, dieselben
Winkel bilden miissen, die bei 4 aufgetreten sind. Da ferner S auf
der Geraden b auf jeder Seite des Punktes F, und S, auf b, auf jeder
Seite des Punktes F, liegen kann, so zeigt sich jetzt noch, da8 z. B.
die Winkel DAF und CAF einander gleich sind, was oben schon vor-
ausgenommen worden war.

Das Ergebnis kann so ausgesprochen werden, daB der Parallel-
winkel & lediglich vom Abstand p = AF abhingt (Abb. g), den der
Punkt 4 von der Geraden b hat, und nicht davon, wie im iibrigen
A4 und b im Raume liegen. FEine nihere Untersuchung, bei der die
Axiome der Geometrie in der gewdhnlichen Form einschlieBlich des
Stetigkeitsaxioms (§ 29), aber ausschlieBlich des euklidischen Paral-
lelenaxioms benutzt werden, zeigt, daBl der Parallelwinkel & abnimmt, ¢
wenn der Abstand p sich vergroBert, daB « sich unbegrenzt einem

4 A A
Abb. 10.
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Rechten anndhert, wenn $ unter jede Grenze sinkt, und unbegrenzt
gegen Null abnimmt, wenn p iiber alle Grenzen wichst. AuBerdem
ist der Parallelwinkel &« von $ in stetiger (kontinuierlicher) Weise
abhiingig, woraus sich ergibt, daB « auch alle Zwischenwerte zwischen
90° und o° wirklich annimmt, wenn wir den Abstand p alle Gro8en
von Null bis ins Unendliche durchlaufen lassen?).

Es wird jetzt auch deutlich sein, dafl z. B. der Abstand, der den
Parallelwinkel 45° ergibt, in der Geometrie I,OBATSCHEFSKIJS eine
ganz andere Rolle spielt als derjenige, der den Parallelwinkel 60°
erzeugt. Bezeichnen wir die genannten Lingen mit $, und p, und
errichten auf jeder derselben im
einen Endpunkt die Senkrechte, bse
wihrend wir im anderen Ende die 7 O
beiden Parallelen zur Senkrechten
ziehen, so liegen zwei Figuren vor,
von denen die eine ausschlieBlich durch die Strecke p,, die andere
ausschlieBlich durch die Strecke p, bestimmt ist (Abb. 11). Trotz-
dem zeigen diese Figuren verschiedene Winkel und man kann schon
hieraus erkennen, dafl es in der nichteuklidischen Geometrie nicht
moglich ist, eine Figur mit denselben Winkeln und in anderen
Féllen auch denselben Langenverhiltnissen, aber in einem anderen
MaBstab zu wiederholen. Es gelten hier also nicht die Gesetze von
der Ahnlichkeit der Figuren.

Auch bei den Beweisen der nichteuklidischen Geometrie erkennt
man die Wichtigkeit neu eingefithrter Hilfselemente oder, was auf
dasselbe hinauskommt, die Wichtigkeit der Existentialaxiome, welche
die Annahme der neuen Elemente begriinden. So wurde in Abb. g
der Umstand benutzt, daB auf der Geraden b die Strecke FS = F, S,

Abb. 11.

1) Auch eine Formel 148t sich aufstellen, welche in der Geometrie LOBATSCHEI'SKIJS
die Abhéngigkeit des Parallelwinkels vom Abstand ausdriickt. Dies mag vielleicht
dem Nichtmathematiker unbegreiflich erscheinen; bedenkt man aber, wie in § 23
durch Teilung der Strecken in beliebig viele gleiche Teile und durch eine Betrachtung,
die beliebig oft wiederholt werden kann, eine allgemeine metrische Beziehung erhalten
wird, so wird man es eher verstehen.

Zeichnet man den Abstand p, aus, zu dem der Parallelwinkel «, gehort, der
durch die Gleichung

g 1
tg 2 = —
gZ e

bestimmt ist, so gilt allgemein die Formel

o
tg 7 = ¢ o
fiir jeden Abstand p und den zugehoérigen Parallelwinkel «. Dabei ist ¢ die bekannte
Irrationalzahl:

e=1+—+

I I 1

I_2—l—1'2.3—{—1_2.3.4—{—...=2,71828..
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abgetragen werden konnte, d.h. die Existenz von zwei Punkten,
die auf beiden Seiten von F auf b gelegen von F den Abstand F, S,
besitzen.

§ 6. Das Wesen dieser Beweise.

Wie schon in § 4 und § 5 betont worden ist, werden in den geo-
metrischen Beweisen meist Hilfselemente eingefiihrt, so daB der
Beweis in gewissem Sinne auf einem Umweg vor sich geht. Die Be-
deutung der neuen FElemente fiir die Ermittlung weiterer, zwischen
den urspriinglich vorhandenen Elementen geltender Relationen hat
auch schon LOCKE erkannt. So sagt er mit bezug auf den Beweis
des Satzes von der Summe der Dreieckswinkel: ,In solchem Falle
sucht die Seele gern nach anderen Winkeln, denen die drei Winkel
des Dreiecks gleich sind, und indem sie findet, daB jene gleich zwei
Rechten sind, weill sie nunmehr auch, daB die drei Winkel des Drei-
ecks gleich zwei Rechten sind‘‘1).

Es muBl zunichst ein erstes Hilfselement einem Existentialaxiom
gemaB unmittelbar durch die urspriinglich gegebenen Elemente be-
stimmt werden. Nachher ergeben sich weitere neue Elemente meistens
mit Hilfe derjenigen, die vorher eingefiihrt worden sind. Dadurch
16st sich vielfach die , Hilfskonstruktion von selbst in eine Reihen-
folge von Operationen auf, von denen sich jede auf die ihr in der Reihe
vorangehenden stiitzt; jedoch konnen auch mehrere Reihen neben-
einander hergehen, Reihen sich teilen usw. FEs lassen sich nun aus
den Relationen, die urspriinglich gegeben waren, zusammen mit denen,
welche durch die Einfithrung der Hilfselemente gesetzt sind, auf
Grund der Axiome neue Relationen erschlieBen. Da die Existential-
axiome erlauben, neue Elemente in beliebiger Zahl in die Betrachtung
hineinzunehmen, so kann das Verfahren nach den verschiedensten
Richtungen beliebig weit fortgesetzt werden. Es 148t sich jedoch im
allgemeinen keine der Relationen, die sich so ergeben, voraussehen,
ohne daf3 das geschilderte allgemeine Verfahren in irgendeiner beson-
deren Weise wirklich ausgefiithrt wird.

Die gegebene Schilderung diirfte deutlich machen, da3 die mathe-
matischen Schliisse im allgemeinen keine Syllogismen sind im Sinne
der von der schulgemiBen Logik erdrterten, auf ARISTOTELES zuriick-
gehenden Formen?). Wir schlieBen nicht in dieser Weise: Alle geo-
metrischen Gebilde von der Gattung 4 sind zugleich von der Gat-
tung B, alle von der Gattung B auch von der Gattung C, also sind

1) Jom~ LockEs Versuch iiber den menschlichen Verstand, iibersetzt von W. KIRCH-
MANN, Bd. 2, 2. Aufl,, bearbeitet von SIEGERT, 1901, S. 146.
2) Vgl. S. 4, Anm. 1.
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alle Gebilde von der Gattung 4 auch von der Gattung C, d. h. es ist
die Gattung A in der Gattung C enthalten oder ihr untergeordnet.
Vielmehr schlieBen wir daraus, daB zwischen gewissen Elementen
gewisse Relationen bestehen, daB zwischen diesen oder auch noch
anderen Elementen weitere Relationen bestehen miissen. Dabei bilden
die Axiome die Regeln, nach denen die Schliisse verlaufen, denn die-
jenigen Axiome, die nicht eine Existenz feststellen, besagen stets, daf,
wenn?) gewisse Relationen bestehen, auch noch andere Relationen
notwendig gelten (§ 2).

" Versuche, die mathematischen Beweise in die schulméBigen syl-
logistischen Formen zu zwingen, sind mehrfach gemacht worden. So
ist in der zweiten Ausgabe von Juncius’ , Logica Hamburgensis‘‘ aus
dem Jahre 1681 in dem von dem Herausgeber VAGETIUS hinzugefiig-
ten Anhang die Konstruktion des gleichseitigen Dreiecks erortert?).
Nachdem, ausgehend von der Strecke 4B, mit Hilfe der beiden Kreise

(Abb. 12) der Punkt C konstruiert ist, soll be- [, S
wiesen werden, daB im Dreieck ABC jede // F7AN\N \\\
Seite jeder anderen gleich ist. Durch Kon- [/ Ly \'
struktion ist AC = AB und auch CB = A4B. \ ‘\ J /
Es ist also nur zu beweisen, da3 auch AC= CB \\\ N4 //

~— N~

ist, was sich sofort ergibt unter Berufung auf
die Regel, daB zwei Strecken, hier ACund CB,
die einer dritten, hier 4B, gleich sind, auch einander gleich sein miissen.
Dieser eine SchluBl wird von VAGETIUS unter Bezugnahme auf die ,,prae-
cepta‘‘ desARISTOTELESin zahlreiche angeblicheSyllogismen zersplittert,
dienochnach Arten aufgezdhlt werden?). Auchbei JOHN STUART MILL4)
findet sich ein solcher Versuch, indem der Beweis EURLIDS erldutert
wird fiir die Gleichheit zweier Seiten in einem Dreieck mit zwei glei-

Abb. 12.

1) Auf diesen hypothetischen Charakter, der sich bei entsprechender Fassung
auch an mathematischen Lehrsdtzen zeigt, hat Sicwart: Logik, Bd. 1, 1. Aufl,
S. 410, hingewiesen; ebenda (S. 408/9) auch auf das Versagen der logischen Muster-
schablone und auf die Bedeutung der Relationsverhiltnisse. Trotzdem sagt er, daB
,,alle mathematischen Sdtze mit Ausnahme der Axiome und Definitionen durch Syl-
logismen, jedenfalls nach denselben Prinzipien, welche die syllogistischen Formen
bestimmen, erwiesen werden‘‘. In dieser letzten AuBerung nimmt Sicwarr offenbar
das Wort ,,Syllogismus‘‘ im Sinne von ,,Anwendung einer Regel”’ oder von ,,Schluf3*;
mit den syllogistischen Formen hat aber diese Art von Schliissen nichts zu tun,
denn unter diesen Formen koénnte man doch nur diejenigen verstehen, welche die
Schullogik wirklich aufgestellt hat: ,,Barbara‘, ,,Celarent usw., und die im mathe-
matischen Gebiet so gut wie keine Anwendung finden.

2) S. 6if.

3) Es fehlte also der Schule des Juncius und wohl auch ihm selbst doch noch
die Einsicht in den Zusammenhang zwischen Relationslogik und Mathematik, trotz-
dem er auf den Begriff der Relation aufmerksam geworden war.

4) System der deduktiven und induktiven Logik, deutsch von SCHIEL, 4. Aufl,
1877, 1. Teil, S. 271.
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chen Winkeln (vgl. auch hier § 4). Bei MiLy, beruht alles auf einem
Spiel mit dem Wort ,,Sichdecken®. Indem einmal zwei Strecken, ein
anderes Mal zwei Winkel sich decken, dann aber daraus geschlossen
wird, daB nun auch die eine Strecke mit dem einen an ihr anliegenden
Winkel, als bewegliches und offenbar starres Gebilde gedacht, mit der
anderen Strecke und dem an diese sich anschlieBenden Winkel zur
Deckung gebracht werden kénne, wird das im Kongruenzsatz steckende
Axiom (§ 2), welches den eigentlichen Rechtsgrund des Schlusses, d. h.
die Regel, nach der er verlduft, ausmacht, stillschweigend benutzt.

Unser Ergebnis kann demnach so ausgedriickt werden, daB die
mathematischen Schliisse nicht auf der Einordnung von Individuen
in Gattungsbegriffe oder der Unterordnung der Gattungsbegriffe
untereinander, sondern vielmehr auf der Verkettung der Rela -
tionen beruhen. Es ist moglich, fiir eine Logik der Relationen be-
sondere Formen aufzustellen. Dies ist durch B. RUssiL und L. Cou-
TURAT geschehen. Als einfachstes Beispiel mag die ,transitive’ Re-
lation angefiihrt werden. Wir nennen jede Relation transitiv, wenn
die Regel gilt, daB aus dem Bestehen dieser Relation von 4 zu B und
dem Bestehen derselben von B zu C auch das Bestehen derselben
Relation von 4 zu C folgt. So ist z. B., wenn 4 und B-GréB8en der-
selben Art sind, die Relation: , 4 kleiner als B‘ eine transitive Rela-
tion. Es wird ohne weiteres deutlich sein, wie nach dieser Regel
Ketten von Schliissen, allerdings einfachster Art, gebildet werden
kénnen. Es kommen in der Mathematik viele transitive Relationen
vor. Auch die Gleichheit ist eine transitive Relation, diese ist aber
symmetrisch, indem aus A4 gleich B folgt, daB auch B gleich 4 ist.
Die mit dem Wort , kleiner bezeichnete Relation ist unsymmetrisch.
Weshalb es sich meines Erachtens nicht sehr lohnt, in der Logik
Theorien von besonderen Relationsschliissen aufzustellen, werde ich
in § 105 auseinandersetzen.

Manchmal wird als Grundprinzip des mathematischen Schliefens
das Substitutionsverfahren bezeichnet, vermoge dessen Gleiches durch
Gleiches ersetzt wirdl), und es wird dann das ,,Prinzip der Identitat®
als die Quelle des Verfahrens angesehen. Bei dem obigen Beispiel,
das die Winkelstimme im Dreieck betrifft (§ 4, Abb. 7), werden in der
Tat zwei von den Winkeln, die am Punkt 4 zwei Rechte ausmachen,
durch gleiche Winkel ersetzt. Es ist jedoch z. B. der Dreieckswinkel
bei B keineswegs ,identisch’ mit dem Winkel, an dessen Stelle er
gesetzt wird. Der Dreieckswinkel liegt an einer anderen Geraden und
hat eine andere Spitze, er steht also in Relationen, in denen der ihm
gleiche Winkel, der die Spitze A4 hat, nicht steht. Geometrische
" 1) Vgl. W. STANILEY JEVONS, The Principles of Science, Bd. 2, 1877, S. 49.
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Gebilde, die einander gleich sind, pflegen nur in gewisser Hinsicht
gleich zu sein; so kénnen gleiche Strecken da nicht fiireinander gesetzt
werden, wo es auf die Richtung ankommt.

Auf der anderen Seite kann man auch Substitutionsmethoden an-
geben, die nicht durch das Prinzip der Ersetzung des Gleichen durch
Gleiches zu begriinden sind. So kann ich in der Aussage, da3 a kleiner
ist als b, die GroBe b stets durch eine im Vergleich zu ihr groBere er-
setzen. Um ein anderes Beispiel zu haben, betrachte man die Abb. 7
in § 4. Dort macht die Hilfslinie zusammen mit BC gleiche innere
Wechselwinkel an AB; daraus konnte auf die Parallelitit der Hilfs-
linie mit BC und daraus, mit Riicksicht auf das Parallelenaxiom
FUkLIDS, geschlossen werden, daf3 die Hilfslinie mit BC auch an AC
gleiche innere Wechselwinkel hervorbringt. Man hat also den Satz,
der allerdings nicht als Axiom angesehen wird, aber als Substitutions-
prinzip gebraucht werden kann: Wenn in einer Ebene die Gerade a
mit den Geraden b und ¢ gleiche Wechselwinkel macht, so macht
auch jede andere Gerade der Ebene mit b und ¢ gleiche Wechselwinkel.
Es liegt also eine dreigliedrige Relation zwischen den Geraden a, b, ¢
einer Ebene vor, in der stets das erste Element durch eine beliebige
‘andere Gerade der Ebene ersetzt werden kann.

Gleichheit von Winkeln ist eben eine besondere Relation, Gleich-
heit von Strecken eine andere, und diese Relationen spielen keine
wesentlich andere Rolle als andere Relationen, z. B. als die, welche
besagt, daB ein Punkt zwischen zwei anderen gelegen ist, oder die-
jenige, welche feststellt, daB} eine Gerade durch einen Punkt hindurch-
geht. Mit Riicksicht auf diese verschiedenen Relationen schlieBen wir
eben jedesmal nach den Regeln, welche fiir dieselben gelten. Beispiele
von Schliissen, in denen der Begriff ,gleich tibethaupt nicht vor-
kommt, enthidlt der iibernachste Paragraph.

Von einem Prinzip der Identitdt kann man meines FErachtens
beim SchlieBen nur insofern sprechen, als man sich der Identitdt
der jedesmal anzuwendenden Regel bewullt sein mufB. Wir haben
darauf zu- achten, daB unser logisches Tun auf die im Axiom
niedergelegte Regel palit; dies ist das sogenannte Prinzip der
Identitat.

Es ist noch kein Beispiel eines indirekten Beweises gegeben worden.
Ein solcher geht von einer fiir den Augenblick gemachten Annahme
aus, entwickelt aus dieser mit Hilfe der Axiome einen Widerspruch
und beweist dadurch, daf das Gegenteil jener Annahme wahr ist.
Hier geniigt es, darauf hinzuweisen, daf} die Art, wie wir aus der zu-
erst gemachten Annahme Folgerungen entwickeln, vollstindig dem
eben geschilderten Verfahren entspricht.
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Bis jetzt ist in den Beweisen nur von geometrischen , Elementen®,
d. h. von Individuen, die unter die gegebenen Gegenstandsbegriffe
fallen, und von ihren Relationen die Rede gewesen. Handelt es sich
um einen synthetischen Begriff (§ 1), bzw. um einen Gegenstand, der
einem solchen sich unterordnet, z. B. um ein Quadsat, so kann man
diesen Gegenstand in die Elemente auflésen, aus denen er sich aufbaut,
und die durch gewisse Relationen verbunden sind. Nachher kann man
wieder auf die vorhin geschilderte Weise verfahren. In einem gewissen
Sinne bedeutet deshalb in den einfacheren Fillen der Gebrauch des
synthetischen Begriffes nur eine Abkiirzung in der Formulierung,
zugleich aber auch eine Abkiirzung des Verfahrens, wenn eine bereits
frither bewiesene FEigenschaft des synthetischen Begriffs mit ange-
wendet wird. Wesentlich anders aber gestalten sich die Verhéltnisse,
wenn ein synthetischer Begriff allgemeinerer Art in Frage steht, z. B.
an Stelle eines Quadrats ein allgemeines regelmafBiges #-Eck. In sol-
chem Fall kommt in die Geometrie eine Allgemeinheit hinein, die von
derselben Art ist wie die des Zahlbegriffs, und es werden dann neue
Gesichtspunkte fiir die Betrachtung maBgebend (vgl. auch die
mechanische Beweisfithrung in § 12 und die logischen Erdrterungen
von § 112, 115 und I116).

§ 7. Rolle der Anschauung. Rein logische Beweisfiihrung.

~ Wenn wir ein geometrisches Gebilde untersuchen, so pflegen wir
es in einer Zeichnung darzustellen oder doch uns davon in der inneren
Anschauung ein méglichst deutliches Bild zu entwerfen, dem dann
auch die Hilfskonstruktion hinzugefiigt wird. Es ist nun die Frage,
ob der Anschauung dabei die Rolle eines Beweismittels zukommt,
oder ob sie uns nur durch Erleichterung der Ubersicht, Unterstiitzung
des Gedidchtnisses und dadurch niitzlich ist, daB sie neue Gedanken
anregt. Zunichst scheint sie wirklich als Beweismittel zu dienen. In
dem Beweise fiir die Winkelsumme im Dreieck, der in § 4 an Abb. 7
gefithrt worden ist, haben wir folgende Umsténde nur der Anschauung
entnommen: dal die drei Winkel an der Ecke A einen Winkelraum
von zwei Rechten erfiillen und daB z. B. der Winkel, den die Hilfs-
linie mit AB macht, und der Dreieckswinkel bei B in dem Verhiltnis
von inneren Wechselwinkeln stehen, welche Relationen dann im wei-
teren Verfolg des Beweises gebraucht worden sind. In dhnlicher Weise
ist es auch sonst iiblich, eine unmittelbare Beurteilung der Figur in
einen Beweis hineinzuziehen. Es handle sich z. B. um den Beweis
des bekannten Satzes, daB die seitenhalbierenden Transversalen eines
Dreiecks durch einen Punkt gehen und sich gegenseitig im Verhaltnis
I:2 teilen. In diesem Fall muB vorher bewiesen werden, dafl im
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Dreieck ABC die Verbindungslinie der Mittelpunkte M und N von
AB und AC der Seite BC parallel ist und halb so groB als diese
(Abb. 13). Nunmehr zieht man BN und CM und entnimmt der An-
schawung, daf} diese beiden Geraden sich in esmem Punkt O schuneiden,
und daf} dieser zwischen B und N und zwischen C und M gelegen ist?).
Nun kann' mittelst der Proportionallehrsdtze geschlossen werden, daB
z. B. ON zu OB sich verhilt wie NM zu BC, d. h. wie 1 zu 2. Es
teilt also die eine Transversale die andere im Verhdltnis 1 : 2, wor-
aus dann auch das iibrige folgt. Dabei ist zu 4
bedenken, daB das Verhiltnis 1 : 2 der parallelen .
Strecken BC und M N, wenn wir nicht jener ’v 4
Zwischenlage versichert wiren, eine etwas andere “\
Konsequenz haben wiirde (Abb. 14). d ¢
Eine genauere Priifung der angefiithrten und
anderer ahnlicher Félle ergibt nun, daBl alle die im Verlauf des Be-
weisverfahrens aus der Anschauung entnommenen Relationen im
eigentlichen Sinne des Wortes logisch bewiesen werden kénnen,
wenn man den Axiomen EUKLIDS noch die in § 2 angefithrten An-
ordnungsaxiome zufiigt. Im nichsten Para-

X

Abb. 13.

graphen werden ausfiihrliche Beispiele dafiir 4
gegeben werden. Durch ein solches Vorgehen P by
wird der geometrische Beweis in einen rein

logischen ProzeB verwandelt, wobei wir mit gz c
,,rein logisch® selbstverstdndlich nicht meinen, Abb. 14.

daB dieser ProzeB aus den aristotelischen
SchluBfiguren begriffen werden konnte, sondern an das in § 6 be-
schriebene Verfahren denken?). Die Geometrie bedarf also der An-
schauung, oder wie andere sagen, der Erfahrung, nur zur Aufstel-
lung der Axiome.

Durch die Verwandlung des geometrischen Beweises in einen rein
logischen Prozefl wird auch die Bemerkung BERKELEYS hinfallig, daB
der geometrische Beweis auf einer Induktion beruhe, da er das an

1) Offenbar wiirde man nicht unmittelbar auf Grund der Anschauung zugeben,
daB die drei seitenhalbierenden' Transversalen durch einen und denselben Punkt
gehen; man vgl. hierzu auch die Bemerkungen in K. KROMAN, Unsere Naturerkennt-
nis, 1883, S. 92ff., wonach nur ,,grobe’ Beurteilungen unmittelbar aus der Anschau-
ung iibernommen werden.

2) Als suggestives Mittel wird man stets die Figur benutzen, wie es denn in der
Praxis auch bei dem iiblichen anschaulichen Verfahren meist sein Bewenden haben
wird. Nur bei prinzipiellen Erérterungen wird man die rein logische Beweisfithrung
durch alle Schritte durchfiihren. F. KLEIN hat diese Umgestaltung des mathemati-
schen Beweises als ,,Arithmetisierung der Mathematik’* bezeichnet und E. CASSIRER
hat den Sachverhalt dadurch gekennzeichnet, daf} er sagt, die Mathematik sei im
platonischen Sinne des Wortes,,dialektisch’‘ geworden (Kantstudien, Bd. 12, 1907, S. 3).
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einer einzelnen Figur Erkannte auf alle Fille derselben Art aus-
dehne?).. Friiher ist der BERKELEYschen Behauptung vielfach ent-
gegengehalten worden, da man sich die Figur, an der ein Beweis
gefiihrt werden soll, beweglich denken und dann alle Gestalten, die sie
annehmen kénne, zu iibersehen vermége?). Dies gelingt aber nur bei
ganz einfachen Figuren; so werden wir wohl durch Bewegung er-
kennen, daBl zwei sich schneidende Gerade unter allen Umstdnden
vier Winkel miteinander bilden, wir iibersehen aber nicht ohne eine
deduktive Untersuchung die Fille, die z. B. bei der Zentralprojektion
eines Vierecks auftreten kdénnen.

Auch Kants Auffassung von der Geometrie erfahrt durch den Um-
stand, daB der geometrische Beweis rein logisch gestaltet Werden
kann, eine wesentliche Modifikation. KANT hat eine ,reine, d. h.
apr1orlsche Anschauung angenommen, welche sowohl unserer Ge-
stalten erzeugenden Phantasie als auch der Erfahrung als notwen-
dige Bedingung zugrunde liegen sollte. In ihr hat er wohl nicht
nur die Quelle der Axiome, sondern auch ein in jedem geome-
trischen Beweis wirksames Hilfsmittel gesehen®). Dabei ist zu
bemerken, daB doch auch das Bild in der reinen Anschauung
ein einzelnes wire, das wir fiir alle die Fille, auf die der Beweis
sich bezieht, als typisch betrachten, so daB auch die KawnTsche
Auffassung dem BERKELEYschen Einwand unterworfen wire. Eine
Uberfithrung der verschiedenen méglichen Gestalten einer Figur
ineinander durch Bewegung innerhalb der reinen Anschauung
hat KaNT nirgends angenommen?). Die neuere®) Erkenntnis von
der Moglichkeit, den geometrischen Beweis rein logisch zu ge-
stalten, iiberhebt uns also jedenfalls der Notwendigkeit, dem geo-
metrischen Beweis zuliebe eine apriorische Anschauung des Raumes
annehmen zu miissen.

1y Vgl. auch E. HUSSERL, Logische Untersuchungen, 2. Teil, 1901, S. 155.

?) Ca. Sicwarrt, Logik, Bd. 2, 2. Aufl,, 1893, S. 226.

3) Kanrts AuBerungen sind allerdings nicht ganz eindeutig. Er sagt (Kritik der
reinen Vernunft, 1. Ausg., Elementarlehre, II. Teil, I. Abteil., II. Buch, II. Hauptst.,
3. Abschn., Nr. 1): ,,Auf diese sukzessive Synthesis der produktiven Einbildungskraft,
in der Erzeugung der Gestalten, griindet sich die Mathematik der Ausdehnung (Geo-
metrie) mit ihren Axiomen.” Die Gegeniiberstellung des Ziehens von Linien in der
reinen Anschauung und des Auf- und Absteigens in der Zahlenreihe, wodurch arith-
metische Sitze oder wenigstens die Zahlformeln bewiesen werden (Kritik der reinen
Vernunft, ebenda), scheint mir zu zeigen, daB auch an eine Mitwirkung der Anschau-
ung im Beweise gedacht ist.

4) KANT bezeichnet aullerdem die Bewegung iiberall ausdriicklich als einen
empirischen Begriff.

5) Man vgl. aber auch LEIBNIZ: Neue Abhandlungen iiber den menschlichen
Verstand, deutsch von ScHAARSCHMIDT, 2. Aufl., 1904 (Philosophische Bibliothek,
Bd. 69), S. 380.
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§ 8. Rein logische Entwicklung von Anordnungstatsachen.

Es moge jetzt an einigen Beispielen gezeigt werden, wie solche
Tatsachen, die iiblicher Weise der Anschauung entnommen werden,
rein logisch aus den Axiomen entwickelt werden konnen. Dazu eignen
sich vor allem solche Tatsachen der Anordnung, die wir nicht unter
die in § 2 genannten Axiome der Anordnung aufgenommen haben.
Solche Beweise bieten dem Nichtgeiibten gewisse Schwierigkeiten dar,
weil man sich dabei gewohnter Gedankenverbindungen entschlagen
muBl. Trotzdem hoffe ich, daB auch die Nichtmathematiker diese
Beweise als einwandfrei erkennen werden.

Zunachst werde bemerkt, daBl die Aussage: ,,B liegt zwischen 4
und C‘“ hier immer stillschweigend mit enthalten soll, daB die ge-
nannten drei Punkte voneinander verschieden und in einer Geraden
gelegen sind. Wir nehmen jetzt drei Punkte 4, B und C an, die nicht
auf einer Geraden liegen, d. h. also ein richtiges Dreieck bilden. Der
Punkt C werde nun mit einem zwischen 4 und B
gelegenen Punkt M durch eine gerade Linie ver-
bunden. Zunachst 148t sich beweisen, daf3 die Ge- ”
rade CM mit der Geraden A C keinen weiteren Punkt # ‘
auBler C gemein hat. Wire namlich ein solcher ge- 8
meinsamer Punkt vorhanden, so miiSten die Ge-
raden CM und A C, da sie zwei verschiedene Punkte
gemein hitten, zusammenfallen (§ 2). Es ginge also CM durch 4;
es lage also der von A4 verschiedene Punkt M (s. 0.) auch auf AC, so
daB die Gerade AM mit 4C zusammenfallen, und somit der Punkt
B,-welcher der Geraden AM angehort, auf AC liegen miiBite. Also
lagen, der gemachten Voraussetzung entgegen, die drei Punkte
A, B, C auf einer Geraden.

Es wird deutlich sein, daB die eben gegebene Uberlegung von der
Anschauung unabhéingig ist. Dasselbe gilt auch von den folgenden
Betrachtungen, obwohl ich sie zur Erleichterung des Verstandnisses
durch einige Abbildungen begleite. Ich fiige zu den vorigen Elementen
noch einen zwischen 4 und C gelegenen Punkt N und die Verbindungs-
linie BN (Abb. 15) hinzu. Wie vorhin von der Geraden CM bewiesen
wurde, dafl sie mit der Geraden CA nur den Punkt C gemein hat,
so 1aBt sich auch von ihr zeigen, daf} sie mit CB keinen anderen Punkt
als C gemeinsam hat. Somit geht die Gerade CM weder durch A4,
noch durch N, noch durch B. Da aber die eben genannten drei Punkte
nicht auf einer Geraden liegen, weil sonst B ein Punkt von A C sein
miite, so kann man auf das Dreieck ANB und die schneidende
Gerade CM das in § 2 aufgefiihrte ebene Anordnungsaxiom anwenden.

Abb. 15.
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Es liegt der Schnittpunkt M zwischen 4 und B und, da N zwischen
A und C gelegen ist, der Schnittpunkt C nicht zwischen 4 und N
(vgl. das erste Anordnungsaxiom von § 2); deshalb muB} die Gerade
CM auf der dritten Seite BN des Dreiecks, zwischen B und N,
einen Schnittpunkt O bestimmen. Aus demselben Grund, aus dem der
Schnittpunkt O von BN und CM zwischen B und N gelegen ist, liegt
er aber auch zwischen C und M. Damit ist die Anordnungstatsache
bewiesen, die im vorigen Paragraphen zu dem Beweise des Satzes von
den seitenhalbierenden Transversalen gebraucht wurde.
Nimmt man jetzt umgekehrt auf einer Geraden,
die von der Ecke C des Dreiecks nach einem Punkt
y der Gegenseite, d.h. nach einem Zwischenpunkt
M von A und B, gezogen ist, zwischen C und M
Abb. 16. einen Punkt O an, so kann mit denselben Hilfs-
mitteln bewiesen werden, daB die Verbindungs-
gerade BO auf AC einen Schnittpunkt N zwischen 4 und C be-
stimmt, und daB O zwischen B und N gelegen ist. Zieht man also
von der Ecke C aus alle Strecken, die nach den Zwischenpunkten
von A und B hinfithren, und denkt sich alle die inneren Punkte
aller der so gezogenen Strecken, so

N A rd erhilt man genau dieselbe Gesamt-
0 I~L4o heit von Punkten, die man auf
T dieselbe Weise durch die Strecken

s L \\ g ¢ 6 L C~ bekommt, welche die Ecke B mit
Abb. 17. Abb. 18. den Zwischenpunkten auf der

Gegenseite von B verbinden. Die-
selbe Gesamtheit muB sich auch von der dritten Ecke A4 aus
ergeben, und wir definieren durch sie die Gesamtheit der inneren
Punkte des Dreiecks.

Geht man jetzt von einem solchen inneren Punkt O des Dreiecks
aus, so muB die Verbindungslinie von O mit einer Ecke, z. B. die Ver-
bindungslinie 40, auf der Gegenseite BC zwischen B und C einen
Punkt L bestimmen (Abb. 16). Wird jetzt durch O irgendeine Gerade g
gelegt, die jedoch von AL verschieden ist, so kann man auf diese
Gerade und das Dreieck ABL, falls die Gerade nicht durch B geht,
das ebene Anordnungsaxiom anwenden, wobei sich ein Punkt von g
zwischen 4 und B oder zwischen L und B und nur eines von beiden
ergibt. Die Fortsetzung dieser Untersuchung liefert einen rein logi-
schen Beweis dafiir, daB nur einer der Fille, welche durch die Abb. 16,
17, 18, 19, 20 charakterisiert sind, eintreten kann. SchlieBlich kommt
man zu dem Satz: Jede durch einen inneven Punkt eines Dreiecks gehende
Gerade hat mit dem Umfang des Dreiecks zwei und nuy zwei Punkte gemein.
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Durch ghnliche Betrachtungen 148t sich beweisen, dafl jeder zwi-
schen zwei inneren Punkten eines Dreiecks gelegene Punkt selbst ein
innerer sein muB. Auch die Anordnungsverhiltnisse von Punkten
einer Geraden bediirfen, wenn si€ aus den genannten Axiomen abge-
leitet werden sollen, solcher Uber-

legungen. Es 148t sich dann, wenn A g 7 9
z. B. vier oder fiinf oder sechs /k A}\
Punkte auf einer Geracflen ange- - S, /5/ - o
nommen werden, beweisen, daff 7
diese Punkte in einer solchen
Reihenfolge aufgezdhlt werden konnen, dafl jeder zwischen jedem
in der Reihenfolge vorangehenden und jedem in der Reihenfolge
nachfolgenden Punkt gelegen ist. Merkwiirdigerweise ist zu dieser
Beweisfiihrung, falls nicht etwa noch mehr Anordnungsaxiome
vorausgesetzt werden sollen, eine Hilfskonstruktion in einer durch
die Gerade der Punkte gelegten Ebene und die Anwendung des

ebenen Anordnungsaxioms notwendig?).

" Abb. 19. Abb. z2o0.

§ 9. Symbolrechnung.

Derartige Beweise, wie die im vorigen Paragraphen gefiihrten,
kénnen auch mit Hilfe einer Symbolrechnung dargestellt werden.
Wird zunichst der Sachverhalt, daB3 der Punkt B zwischen 4 und C
liegt, durch die Formel ABC und der Umstand, daB B nicht zwischen
A und C liegt, durch A BC ausgedriickt (wobei immer 4, B und C
als voneinander verschieden angesehen werden sollen), so ergibt sich
die Regel, daB aus ABC auf CBA, ACB, BAC, BCAund CAB
geschlossen werden darf (vgl. das erste Anordnungsaxiom von § 2).

Es diirfen also in der Relation, in der B zu 4 und C steht, und die
mit ABC ausgedriickt wird, die Punkte 4 und C untereinander ver-
tauscht werden, wihrend jede andere Vertauschung zwischen den drei
Elementen bewirkt, daB die Relation in das Entgegengesetzte um-
schlagt.

Nehmen wir ferner an, es besage die Zeichenzusammenstellung
(1) g|4B,
daB die Gerade g, ohne mit der Verbindungslinie von 4 und B zu-
sammenzufallen, einen zwischen A und B gelegenen Punkt enthilt,
dagegen die Zusammenstellung

(2) gl4B,
daB auf der Geraden g weder der Punkt A, noch B, noch ein zwischen

1) Vgl. E. H. MOORE, Transactions of the American Mathematical Society, Bd. 3,
1902, S. 150ff.
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A und B befindlicher Punkt gelegen ist, so ergibt sich aus dem ebenen
Anordnungsaxiom die Regel, dal die Formeln g|AB und gH AC,
falls B und C voneinander verschieden sind, unter Ausschaltung des
den rechten Seiten gemeinsamen Elements 4 in die Formel g|BC
zusammengezogen werden diirfen, d. h. daB diese letzte Formel immer
aus (1) und (2) folgt. Soll weiter g4 = o bedeuten, dafl der Punkt 4
auf der Geraden g liegt (Abstand gleich Null), so stellen sich weitere
formelle Regeln ein. Es darf namlich aus den Formeln

(3) gM =o, AMB,

falls g4 = o und gB = 0 nicht gelten, die Formel (I) zusammen-
gezogen werden, wiahrend umgekehrt das Bestehen der Formel (1)
die Einfithrung eines Elements M gestattet, das gleichzeitig die beiden
Formeln (3) erfiillt.

Es wird wohl deutlich sein, daB die eingefithrten Symbolzusammen-
stellungen mit Riicksicht auf die gegebenen und noch einige andere
leicht zu ermittelnde Regeln zu einem rechnenden Verfahren fiithren,
und daB die Beweise von § 8 in die Form dieser Symbolrechnung ge-
kleidet werden konnten. Wie in der frilheren Form der Beweise die
Schliisse auf der Anwendung der Axiome beruhten, so beruht jetzt
die Rechnung auf der Anwendung der formalen Regeln, welche nichts
anderes als die Ubersetzung der Axiome in die Symbolrechnung dar-
stellen. Einen besonderen Vorteil kann ich aber in einem Fall wie in
dem vorliegenden der Symbolrechnung nicht zuerkennen; ich habe
mich allgemein schon in der Einleitung {iber Symbolrechnungen
geduBert.

§ 10. Beweise, die durch Abbildung gefiihrt werden.

Besondere Beachtung verdienen in der Geometrie die Beweise, die,
wie wir uns- ausdriicken, durch Ubertragung vermittelst einer Abbil-
dung gefiihrt werden. Bekannt-
lich entsteht durch senkrechte
Projektion eines Kreises auf eine
Ebene eine Ellipse (Abb. 21).
Bei der senkrechten Projektion
entstehen aus parallelen Geraden
wieder unter sich parallele Gerade,
und der Mittelpunkt einer Strecke
projiziert sich in den Mittelpunkt
der Projektion der Strecke. Hier-
aus ergibt sich, daB der Mittelpunkt des Kreises, d. h. der Punkt,
der jede durch ihn gehende Kreissehne halbiert, sich in den Mittel-
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punkt der Ellipse projiziert. Jeder Durchmesser, d. h. jede durch
den Mittelpunkt gehende Gerade, des Kreises projiziert sich in einen
Durchmesser der Ellipse.

Man denke sich jetzt in dem Kreise eine Schar paralleler Sehnen
gezogen ; ihre Mittelpunkte liegen bekanntlich auf einem Durchmesser
(Abb. 22). Die parallelen Sehnen des Kreises projizieren sich nun in
parallele Sehnen der Ellipse, die Mittelpunkte jener in die Mittelpunkte
dieser Sehnen. Diese letzteren miissen deshalb auf die Projektion des
Kreisdurchmessers, d. h. also auf einen Ellipsendurchmesser zu liegen

kommen (Abb. 23). Da nun jede Ellipse durch
Projektion eines Kreises erhalten werden kann,
und jede Schar von Parallelsehnen der Ellipse

dann die Projektion einer Schar von Parallelsehnen
des Kreises vorstellt, so ergibt sich der Satz: Bes
jeder Ellipse liegen die Mittelpunkte paralleler Sehnen
auf esnem Durchmesser.

Dieser Satz ist durch eine Ubertragung bewiesen worden, indem
durch die Projektion der Kreis auf die Ellipse, oder wenn man lieber
will, die Ellipse auf den Kreis ,abgebildet’‘ worden ist, und das ein-
deutige gegenseitige Entsprechen zwischen der einen

Figur und ihrem Abbild die Ubertragung erlaubt.
Eine andere Art der Abbildung einer ebenen
Figur auf eine andere wird durch zentrale Projek-

tion, also durch projizierende Strahlen, die alle ADb. 23.
von demselben Punkt ausgehen, vermittelt. Ver-

moge dieser Abbildung kann man géwisse Eigenschaften des
Kreises auf jede Ellipse, Parabel und Hyperbel iibertragen.

Die Geometrie kennt aber noch Ubertragungen wesentlich anderer
Art, bei denen wir zwar auch noch von ,,Abbildung‘‘ sprechen wollen,
wobei jedoch dieser Ausdruck in einem weit allgemeineren Sinne ge-
meint ist. Um ein Beispiel zu haben, nehmen wir einen festen Kreis
mit Mittelpunkt O und in der Ebene des Kreises einen verdnderlichen
Punkt P an. Jeder Lage des Punktes P entspreche ein bestimmter
Punkt Q, der so gefunden wird (Abb. 24a u. 24b):

1. Q liegt auf der Verbindungslinie O P auf derselben Seite von O wie P.

2. Das Rechteck aus den Lingen OP und OQ soll gleich dem Quadrat
des Kreisvadius sein?).

Riickt P auf die Kreisperipherie, so fillt @ mit P zusammen.
Liegt P auBerhalb des Kreises, so befindet sich Q innerhalb und

. Abb. 22.

1) Man sagt dann, da sich P und Q nach dem ,,Prinzip der reziproken Radien‘
entsprechen, weil sich fiir die MaBzahlen von OP und OQ reziproke Zahlen er-
geben, falls der Kreisradius zur Einheit der Ladngenmessung erhoben wird.

Holder, Mathematische Methode. 3
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umgekehrt. Nimmt P die Stelle ein, die vorher ( gehabt hat, so

kommt @ an den Platz, den vorher P innegehabt hat. Kommt P

dem Mittelpunkt des Kreises ndher und n#her, so riickt Q weiter

und weiter hinaus. Fiir den Fall, daB P in O zu liegen kommt, ist

ausnahmsweise kein P entsprechender Punkt (0 mehr vorhanden.

Wir sagen, dafB} in diesem Fall Q ,im Unendlichen verschwunden® sei.

Wenn man jetzt auf OP in Q eine Senk-

rechte p errichtet und die Gerade p und den

‘ Punkt P einander zuordnet, so liegt eine

‘ Regel oder ein Gesetz vor, wonach mit ge-

wissen Ausnahmen, die jetzt {ibergangen wer-

den mogen, jedem Punkt in der Ebene eine Ge-

7 rade und jeder Geraden ein Punkt entspricht.

$ wird die ,,Polare von P und P der ,,Pol“

von p genannt. Es gilt dabei der Satz, dall, wenn gewisse

Punkte auf einer Geraden gelegen sind, auch die Polaren jener
Punkte durch den Pol der Geraden hindurchgehen.

Das genannte Gesetz setzt uns nun in
den Stand, eine aus geraden Linien und
Punkten bestehende ebene Figur in eine
andere ,abzubilden®, indem wir fiir jeden
0 Punkt seine Polare und fiir jede Gerade

ihren Pol nehmen. Dabei werden infolge
2 des zuletzt erwihnten Satzes Punkte, die in

einer Geraden g liegen, durch Gerade er-
setzt, die durch einen Punkt P gehen, und
jene Gerade g durch den Punkt P, in dem diese Geraden zu-
sammenlaufen. -Diese Abbildung fiihrt zu einem Ubertragungs-

Abb. 24a.

Abb. 24b.

Abb. 26.

prinzip, das aus jedem I,ehrsatz einer gewissen Art einen zweiten
ihm gegeniiberstehenden abzuleiten gestattet. Die Ubertragung
findet statt durch eine Art von wortlicher Ubersetzung, indem man
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statt Punkt , Gerade‘, statt Gerade ,,Punkt®, statt Verbindungslinie
,,Schnittpunkt’ und statt Schnittpunkt |, Verbindungslinie® einsetzt.
Als Beispiel fiir dieses Prinzip, das als Prinzip der Dualitdt be-

zeichnet wird, stelle ich hier zwei solcher Lehrsitze nebeneinander

(Abb. 25 u. 26):

Wenn sowohl die Punkte A,
B, C, als auch die Punkte A’, B’,
C’ auf einer Geraden liegen, so
liegt dev Schwittpunkt der Verbin-
dungslinie von A und B’ und dey
Verbindunglinie von A’ und B mit
dem Schmittpunkt der Verbindungs-
linien BC’ und B'C und dem
Schwittpunkt  der  Verbindungs-
linien CA" und C'A auf einer
geraden Linie.

Wenn sowohl die Geraden a, b,
¢, als auch die Geraden a’, b’, ¢’
sich in einem Punkt begegnen, so
geht die Verbindungslinie des
Schuittpunkts von a und b’ wund
des Schnittpunkts von a’ und b mit
der Verbindungshinie der Schnitt-
punkte bc” und b'c und der Ver-
bindungslinie der Schnittpunkie
ca’ und c'a durch einen und den-
selben Punkt.

Die eben genannten Satze und die zugehorigen Figuren er-
leiden ausnahmsweise gewisse Modifikationen, in dem Sinne, dafl an
Stelle von Geraden, die sich in einem Punkte begegnen, parallele Ge-
rade treten koénnen. Auf diese Modifikationen, die mit der oben er-
wihnten Ausnahme eines im Unendlichen verschwundenen Punktes ¢
zusammenhdngen, soll hier nicht eingegangen werden.

Statt den auf der linken Seite stehenden fertigen Iehrsatz in den
anderen zu libertragen, konnte man aber auch den Beweis, der den
einen Iehrsatz ergibt, in den Beweis des anderen Lehrsatzes iiber-
tragen. Soll dies in derselben wortlichen Form geschehen, so ist dazu
notwendig, daf sich auch die in den Beweisen zu verwendenden Vor-
aussetzungen ,,dual’ gegeniiberstehen. Dies ist nun zunéchst bei den
Axiomen nicht der Fall; es lassen sich aber aus diesen solche dual
einander gegeniiberstehende Formulierungen herleiten, wenn noch
gewisse Hilfsbegriffe gebraucht werden. Hier werde nur auf die beiden
Aussagen hingewiesen:

Zwei Punkte bestimmen eine Zwei Gerade bestimmen eimen
Gerade, thre Verbindungslinie Punkt, thren Schnittpunks,

von denen die rechtsstehende zunachst wieder eine Ausnahme auf-
weist, indem zwei Gerade auch parallel sein kénnen?).

1) Diese Ausnahmen werden durch die Hilfsbegriffe der ,,unendlich fernen Punkte‘
und einer ,,unendlich fernen Geraden, d. h. durch die Einfithrung idealer Elemente
beseitigt, indem man annimmt, daB mehrere parallele Gerade einen gemeinsamen
unendlich fernen Punkt, dal Gerade verschiedener Richtung verschiedene unendlich
ferne Punkte haben, und daB} eine unendlich ferne Gerade vorhanden sei, welche die
samtlichen unendlich fernen Punkte der Ebene enthilt. Mit diesen Annahmen, die

3*
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Die letzte Bemerkung fiihrt uns noch weiter. Es zeigt sich jetzt,
daB es bei einem geometrischen Beweis nicht auf die Bedeutung der
vorkommenden Gegenstands- und Relationsbegriffe, sondern nur auf
die Art und Weise ankommt, wie diese miteinander durch Gesetze
verkniipft sind. Denken wir uns einmal an Stelle der Punkte ganz
neue Elemente — sie brauchen nicht einmal geometrischer Natur zu
sein. In derselben Weise wollen wir an Stelle der Geraden eine zweite
Art neuer Elemente setzen. Zugleich wollen wir annehmen, daf
zwischen diesen neuen Elementen gewisse neue Relationen vorkommen.
So soll zwischen einem Element der ersten und einem solchen der
zweiten Art eine Relation bestehen konnen, und es soll eine weitere
Relation auftreten, in der unter Umstdnden ein Element erster Art
mit zwei anderen Elementen derselben Art steht (vgl. auch § 41). Es
soll nun allgemein das Gesetz gelten, dall zu zwei verschiedenen Ele-
menten der ersten Art ein und nur ein Element der zweiten Art hinzu-
existiert, das mit jedem jener beiden Elemente durch die erste Rela-
tion verbunden ist (so wie durch zwei Punkte eine und nur eine Gerade
hindurchgeht). Ebenso soll von drei solchen verschiedenen Elementen
erster Art, die alle mit demselben Element zweiter Art in der ersten
Relation stehen, eines und nur eines zu den beiden anderen in der
zweiten Relation stehen (so wie von drei solchen verschiedenen Punk-
ten, die alle auf derselben Geraden liegen, einer und nur einer zwischen
den beiden anderen gelegen ist). Nimmt man dazu in dhnlicher Weise
noch einige andere Gesetze, die den iibrigen geometrischen Axiomen
entsprechen, so kann man fiir die neuen Elemente und fiir die zwischen
ihnen bestehenden neuen Relationen die geometrischen Beweise, falls
sie in rein logischer Form gegeben worden sind (§ 7 und 8), wieder-
holen. Der eben geschilderte Sachverhalt ist gemeint, wenn man
sagt, daB die in Frage stehenden Beweise formaler Natur sind.

lediglich Hilfsbegriffe einfiihren, soll nur zum Ausdruck gebracht werden, daB
z. B. eine Schar paralleler Geraden in gewissen Lehrsitzen dieselbe Rolle spielen kann
wie eine Schar von Geraden, die in einem Punkt zusammenlaufen. Man kann tat-
sichlich beweisen, daBl die mit diesen Hilfs-

A g begriffen abgeleiteten Lehrsédtze immer wahr

C sind, wenn sie richtig gedeutet werden, daB
also die Verhiltnisse so sind, als ob die ein-

gefiihrten idealen Flemente vorhanden wéren.

So kénnen in der Abb. 25 zwei der hervor-

B’ A ¢’ gehobenen Kreuzungspunkte unendlich ferne

Abb. 27. Punkte sein, es mufl dann ihre Verbindungs-

linie die unendlich ferne Gerade und der auf

dieser Verbindungslinie gelegene dritte Krenzungspunkt auch ein unendlich ferner sein.
In eine andere Sprache iibersetzt, heiBt dies, daB, falls 4B’ mit 4’B und ebenso BC’ mit
BC’ parallel ist, auch CA’ mit C’4 parallel sein muBl (Abb. 27). NATORP (a. a. 0., S. 217)
hat das Wesen der sog. unendlich fernen Punkte gut charakterisiert (vgl. auch unten § 87).
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Zweiter Abschnitt.
Beweise und Konstruktionen in der Mechanik.

§ 11. Mittelpunkt von drei gleichen, an einer ebenen Platte
angreifenden Parallelkriften.

Die Mechanik wird bald als eine mathematische Disziplin, bald
als einfachstes Kapitel der Physik aufgefaBt. Je nachdem die eine
oder die andere Auffassung Platz greift, wird mehr deduktiv oder
mehr so verfahren, daB3 bei den einzelnen Problemen der Erfahrung
angepalite Annahmen ad hoc eingefiithrt werden. Die deduktive Me-
chanik wird auch als ,rationelle’ Mechanik bezeichnet. Im Grunde
soll hier nur gezeigt werden, dall da, wo deduktiv verfahren wird, die
mechanische Deduktion von derselben Art ist wie die im vorigen Ab-
schnitt geschilderte geometrische Deduktion.

Zunichst wihle ich ein Beispiel aus der
Statik, der Lehre vom Gleichgewicht. An drei
Stellen einer starren, ebenen Platte mdgen
drei gleiche und gleichgerichtete Krifte p, ¢, 7
angreifen; der Einfachheit wegen sollen sie
noch senkrecht zur Platte gerichtet sein (vgl.
Abb. 28, wo die Krafte in der iiblichen Weise
durch mit Pfeilen versehene Strecken vorge- Abb. 28.
stellt sind). Ich will untersuchen, wo die
Kraft, welche die drei gegebenen Krifte in ihrer Wirkung ersetzt,
d. h. wo die Resultante der drei Krifte angreifend zu denken ist.

Es sollen nun vorweg gewisse Voraussetzungen gemacht werden,
deren Berechtigung oder Nichtberechtigung ich gar nicht erdrtern
will. Zunéchst wird von den Gewichten der Teile der Platte ganz ab-
gesehen, weshalb wir auch annehmen kdnnen, daB} es zur Sache gar
nichts tut, wenn an die Platte in ihrer Ebene weitere Teile angesetzt
werden, so daB also die Platte gewissermaBen als eine unendliche
Ebene gedacht werden darf. AuBerdem will ich von vornherein an-
nehmen, daB3 mehrere Krifte der betrachteten Art, d. h. solche, die in
derselben senkrechten Richtung an der Platte angreifen, stets durch
eine einzige Kraft, ihre Resultante, ersetzt werden konnen, und daB
diese dieselbe Richtung hat und eindeutig bestimmt ist, also auch
einen ganz bestimmten Angriffspunkt in der Platte besitzt. Ferner
will ich eine Art von additivem Prinzip annehmen, das dahin geht,
daB man die Resultante aller vorhandenen Krifte auch dadurch
bekommen kann, daBl man einen Teil von ihnen zur Resultante ver-
einigt und dann aus dieser Teilresultanten und aus den noch iibrigen

A
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Kriften hinwiederum die Resultante bildet. Man beachte wohl, daBl
das genannte Prinzip nur eben dies besagt, dall man einen Teil der
Krifte von vornherein zusammenfassen kann, aber nichts dariiber
enthilt, nach welchem bestimmten Gesetz die Resultante von den
Kriften abhingt, aus denen sie sich zusammensetzt. Nun werden
schlieBlich noch gewisse Symmetrieprinzipien angenommen. Denkt
man sich ndmlich, es seien nur zwei Krifte p und s vorhanden (Abb. 29),
die aber auch ungleich sein diirfen, so wire die durch diese Kréfte
gelegte Ebene, wenigstens dann, wenn die angegriffene Platte nach
allen Seiten unendlich ausgedehnt gedacht wird, eine Symmetrie-
ebene der ganzen vorliegenden Vor-
richtung. Man folgert hieraus, daB

W""":": die Resultante von zwei Kriften in
1 iﬁ' ihrer Ebene liegt?), also in unserem

" Fall zhren Angriffspunkt in der Ge-

Abb. 2. raden haben wmufl, tn der diese Ebene

die Platte durchdringt. Werden nun
die Krifte » und s noch als gleich angenommen, so ist auch die
auf der Verbindungslinie ihrer Angriffspunkte im Mittelpunkte
senkrecht errichtete Ebene eine Symmetrieebene (Abb. 30). Es
muf} also dann die Resultante im Mittelpunki der An-
griffspunkte der beiden gegebemen Krifte angreifen.

Auf Grund dieser Voraussetzungen 1aBt sich die ge-
stellte Aufgabe leicht behandeln. Der Angriffspunkt der
Resultante s von ¢ und » (Abb. 28) ist der Mittelpunkt
der Angriffspunkte B und C der beiden letzten Krifte,
also 4’. Die Resultante von p und s, welche zugleich
die Resultante der drei Krafte p, ¢ und 7 ist, muB} (s. o.) in einem
Punkt der Verbindungslinie A A’ angreifen, der im {ibrigen noch nicht
bekannt ist. Nun hitte man aber ebensogut zuerst die beiden Krifte
p und 7 zur Resultante vereinigen und dann aus dieser und der noch
ibrigen Kraft ¢ die Endresultante bestimmen kénnen. Diese greift
also in einem Punkt der Geraden an, die B mit dem Mittelpunkt B’
von AC verbindet. Der Angriffspunkt der Endresultante liegt also
im Schnittpunkt von 44’ und BB’. Damit ist der , Mittelpunkt der
Parallelkréfte’ p, ¢ und 7 bestimmt.

Offenbar kann man genau ebenso zeigen, daf der Angriffspunkt
der Endresultante auf CC’” liegen muf}, wenn mit C’ der Mittelpunkt

Abb. 30.

1) Im Sinne von LEIBNI1Z kann man sagen, daBl kein Grund dafiir vorhanden ist,
weshalb die Resultante auf der einen Seite der Ebene und nicht auf der anderen an-
greifen soll, und daB deshalb aus dem ,,Satz vom zureichenden Grunde’ folgt, da
der Angriffspunkt in der genannten Ebene legt.
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der Strecke A B bezeichnet wird. Da aber der genannte Angriffspunkt,
nach den gemachten Voraussetzungen nur ein einziger sein kann, so
miissen die Verbindungslinien 44’, BB’ und CC’ durch einen und
denselben Punkt hindurchgehen. Wir haben hier gleich ein Beispjel
dafiir, daB unter Umstidnden aus Voraussetzungen mechanischer Art
Satze der Geometrie einfach bewiesen werden konnen. Vermeidet
man auch jetzt meistens solche Beweise um der , Reinheit der Me-
thode‘* willen, so muf immerhin betont werden, daf3 solche Beweise
doch auf Grund der gemachien Voraussetzungen wirkliche Beweise
sind.

§ 12. Der Hebelbeweis des Archimedes.

Fiir die Bedingungen des Gleichgewichts zweier Gewichte, die an
verschieden langen Armen eines Hebels, d. h. einer um einen Punkt
drehbaren Stange, aufgehingt sind (Abb. 31), hat ARCHIMEDES einen
sinnreichen Beweis gegeben?). Ich will die Stange 2 -y 5
horizontal und die Armlingen O4 und OB im ————Fx——
Verhidltnis 3 : 2 annehmen. Es ist zu beweisen,
daB unter der Bedingung Gleichgewicht vorhan- Abb. 31.
den ist, daB das Gewicht bei 4 sich zu dem bei
B wie 2 :3 oder, was dasselbe ist, wie 4 : 6 verhdlt. Dies kann
auch so ausgedriickt werden, daB Gleichgewicht herrscht, wenn
in A vier Gewichte, die alle gleich ¢ sind, und in B sechs ebenso
groBe Gewichte aufgehdngt werden.

Der Beweis des ARCHIMEDES setzt natiirlich auch gewisse An-
nahmen voraus, die ihrerseits nicht im eigentlichen Sinne bewiesen,
aber durch den Hinweis auf die Erfahrung gestiitzt werden konnen.
Im Grunde wird angenommen?), daB man zwei. gleiche Gewichte in
den Mittelpunkt ihrer bisherigen Aufhidngepunkte jversetzen; kann,
ohne daB in der Frage des Gleichgewichts eine Anderung eintritt, und
‘daB auch die umgekehrte Versetzung stets vorgenommen werden
darf, wobei im {ibrigen daneben noch beliebig viele andere Gewichte
von beliebiger GroBe vorhanden sein mégen. Die Erfahrungsanalogie,
auf die man sich hinsichtlich der genannten Versetzung berufen kann,
soll im ndchsten Paragraphen zur Sprache kommen.

Nun besteht der Arm 04 aus 3, der Arm OB aus 2 Teilen und
jeder Teil hat die Ldnge /. ARCHIMEDES fiigt jetzt an den Arm OA
‘die Linge AM = 2! und an OB die Linge BN = 31 an; er denkt
sich also die Stange nach beiden Seiten verlangert, so wie in § 11 die

1) ARCHIMEDIS opera omnia, iterum ed. J. L. HEIBERG, Bd. 2, 1913, S. 125ff.

?) ARCHIMEDES macht allerdings ausdriicklich eine engere Annahme (vgl. den

folgenden Paragraphen). Die Anordnung des Beweises habe ich nach dem Vorgang
von MACH etwas iibersichtlicher gestaltet.
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Platte zu einer unendlichen Ebene ausgedehnt gedacht war, indem
jetzt der Stange ebensowenig wie frither der Ebene Gewicht zuge-
schrieben wird (Abb. 32). S sei der Teilpunkt der Stange, der von
Punkt 4 nach der Seite des Drehpunkts O zu um zwei Léangen [ ab-
liegt. Es ist dann

(1) AM = AS =21,
(2) BN =BS =31.
* Werden nun zuerst alle 4 + 6 = 10
A g 405 g Y Gewichte, die samtlich gleich p
ml/z sind, am Drehpunkt angebracht, so
ist sicher Gleichgewicht vorhanden.
Abb. 32. Indem jetzt zwei der zehn Gewichte
0 von O weggenommen und links und
o Ij%[j ~  rechts in den Mittelpunkten der
i anstoBenden Strecken angebracht
werden, ergibt sich der in Abb. 33
Abb. 33 dargestellte Fall. Nunmehr werden

wieder zwei Gewichte von O abge-
0 Vi ~ nommen und auf die beiden nédchst-

; t&6: 11 11 folgenden Strecken links und rechts
bobouooooo verteilt und in deren Mittelpunkten
angebracht. Es wird nun so fort-

M A S @ 8 # gefahren, bis sich nach fiinf solcher

AT T T . . .

G000 o8 Veranderungen d'1e Verteilung erge-
A 7 7 7 7  ben hat, welche die Abb. 34 zum Aus-

ADb. 35. druck bringt. Da diese Verteilung aus
einem Fall des Gleichgewichts durch

M 4 ) 8 N
— yay : die angenommenermalen gestatteten
' Veranderungen hervorgegangen ist,

mub sie wieder einen Gleichgewichts-
fall vorstellen, was man auch auf
(irund von Symmetrieprinzipien- ohne weiteres zugestehen wird;

Von der zuletzt erreichten Verteilung gelangt man jetzt zu einer
netten, indem man zuerst die beiden zunéchst an 4 links und rechts
von A gelegenen Gewichte in A zusammenlegt und dann mit den
beiden nachstfolgenden links und rechts von A gelegenen dasselbe
tut. Es entsteht so die Verteilung von Abb. 35. Nun hat man nur
auf dieselbe Weise, wie die vier Gewichte p im Punkt A vereinigt
wurden, noch die sechs iibrigen Gewichte p im Punkt B zu vereinigen,
wodurch man die Abb. 36 erhalt, die sich im Grunde nicht von 31
unterscheidet. Es muf} also Abb. 31 eine Gleichgewichtslage darstel-
len, wie zu beweisen war. '
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Man kann aber den Beweis auch in allgemeinen Zahlen durch-
fithren. Bedeuten m und nirgendwelche ganzeZahlen, und seien
die Arme O4 und OB gleich dem m fachen bzw. # fachen derselben
Ldnge [/, so verlangere man die Arme um AM = nl und BN = ml.
Tragt man jetzt von A aus gegen O zu AS = nl ab, so ist (Abb. 32)

BS =AB —AS=(m +n)l —nl=ml.

Man hat also die Gleichungen

AM = AS = nl
und

BN = BS = wml,
welche den obigen Gleichungen (1) und (2) entsprechen, d. h. es ist
wieder A der Mittelpunkt von MS und B der Mittelpunkt von SN.
Nun erkennt man, daBl man wiederum so wie oben verfahren koénnte,
wenn irgendwelche spezielle ganze Zahlen m und » gegeben wiren.
Die verliangerte Stange

MN = MS + SN = MO + ON
zerfallt jetzt in
2n +2m=(n-+m)+ (v +m)

Teile von der Lange /. Da auf jeder Seite von O genau # + m Teile
sich befinden, kénnte man den der Abb. 32 entsprechenden Fall, in
dem 2 (n 4 m) Gewichte der Grofle p in O auf-

g g
gehiingt sind, in den Fall der Abb. 34 iiberfiihren; — a5
es befinde sich dann im Mittelpunkt jedes Teils .
der Stange ein Gewicht . Nun miiten sich aber ADb. 37.

wieder die zwischen M und S hingenden 2 #n Ge-

wichte Schritt fiir Schritt im Mittelpunkt 4 von MS und die
iibrigen 2 m Gewichte im Mittelpunkt B von SN vereinigen lassen.
Man erhilt so die Abb. 37, die einen Gleichgewichtsfall vorstellen
muB. Es sind also am Hebel zwei solche Gewichte im Gleichgewicht,
die sich umgekehrt wie die Arme verhalten, an denen sie wirken.

Der gegebene Beweis gilt nur, wenn die Langen der beiden Arme
sich zueinander wie zwei ganze Zahlen verhalten, d.h. wenn sie
Vielfache einer und derselben Lénge /, d. h. zueinander , kommen-
surabel sind. Der Beweis fiir den inkommensurablen Fall 1iBt sich
auf indirekte Weise fithren, wenn noch gewisse, auf Grund der Er-
fahrung sehr naheliegende ‘Annahmen {iber das Verhalten des Hebels
bei der Verlingerung oder Verkiirzung eines Armes oder bei der Ver-
groBerung oder Verkleinerung eines Gewichtes hinzugenommen wer-
den. Es kann dann zugleich gezeigt werden, daB nur im Falle des
Bestehens jener umgekehrten Proportionalitdt Gleichgewicht herrscht.
Sind jetzt $, und p, die MaBzahlen der beiden Gewichte und a, und a,



42 BEWEISE UND KONSTRUKTIONEN IN DER MECHANIK.

die der zugehorigen Arme, so erhdlt man als notwendige und hinrei-
chende Bedingung des Gleichgewichtes die Proportion

Pripa=ay:m
oder, was dasselbe heiBit, die Gleichung
(3) a1p1 = Az P,.

Es muB also fiir beide Gewichte das ,,Produkt aus Kraft und Arm*“
dasselbe sein.

§ 13. MACHS Kritik des Beweises.

E. Macu!) hat den eben geschilderten Beweis des ARCHIMEDES
verworfen. Seine Kritik richtet sich jedoch nicht eigentlich gegen
den Gang des Beweises, sondern gegen die Berechtigung der Annahme,
auf welcher der Beweis aufgebaut ist. In dieser Beziehung ist sofort
zuzugeben, daBl ArcHIMEDES dadurch, daB er mehrere gleiche und
dquidistant aufgehidngte Gewichte in ihrem ,,Schwerpunkt‘ vereinigt,
eine Annahme benutzt, die nicht in der von ihm am Anfang auf-
gefiilhrten enthalten ist, daB gleiche Gewichte in gleicher Ent-
fernung vom Drehpunkt zu beiden Seiten desselben wirkend, sich
das Gleichgewicht halten. Tatsdchlich wird iiberall die Voraus-
setzung gebraucht, daf} zwei gleiche Gewichte an zwei beliebigen
Stellen dieselbe Wirkung ausiiben, wie wenn sie beide im Mittelpunkt
jener Stellen aufgehdngt widren. MAcH hat auch diesen Umstand
erkannt und dazu bemerkt, daBl die genannte Voraussetzung dann,
wenn die beiden Gewichte ungleiche Entfernung vom Drehpunkt
haben, nicht hitte von vornherein gemacht werden diirfen?). Offen-
bar geniigt es also, um den Beweis als sinnvoll erscheinen zu lassen,
eben die erwdhnte Voraussetzung durch Analogien aus der Erfahrung
zu stiitzen.

Betrachtet man wieder eine gewichtlose, unendlich ausgedehnte
Stange, an der in zu ihr senkrechter Richtung zwei gleiche und gleich-
gerichtete Krifte p wirken, so wird man es als eine auf Grund von
Erfahrungen naheliegende Annahme gelten lassen, dafl es méglich
sein wird, diese Krafte durch eine im Mittelpunkt der Angriffspunkte
in entgegengesetzter Richtung angebrachte Kraft im Gleichgewicht
zu halten. Dasselbe lehrt schlieBlich auch die von ARCHIMEDES aus-
driicklich erwahnte Tatsache von den beiden gleichen Gewichten an
gleichen Armen des Hebels, wenn man noch auf die Erfahrung Bezug
nimmt, dafl der feste Drehpunkt eine an ihm entspringende Kraft
hervorruft, die auf die Stange wirkt und sich je nach Bediirfnis

1) Die Mechanik in ihrer Entwicklung, 4. Aufl., 1901, S. 16ff.
%) a.a. 0, S. 17.
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einstellt. DaB die Gegenkraft im Mittelpunkt gleich 2 sein wird,
wird man auch als der Erfahrung entsprechend annehmen kénnen,
wie ja auch der Hebel mit den gleichen Gewichten an den gleichen
Armen erfahrungsgemidfl den Drehpunkt mit dem Gesamtgewicht
belastet (Abb. 38 und 39).

Geht man jetzt von einer senkrecht zur Stange wirkenden Kraft
2 p aus, so kann man diesen Fall (Abb. 40) nach dem in § 11 erwidhnten
additiven Prinzip, wonach Krifte, die an und fiir sich im Gleich-
gewicht wiaren, jederzeit hinzugefiigt gedacht wer-

den konnen, mit der Abb. 38 iberlagern. Hier- 27

durch entsteht dann der durch Abb. 41 vorgestellte

Fall, der durch Weglassen der beiden sich auf- ¢/1 lﬂ

hebenden Krifte 2 p in den Fall von Abb. 42 AbD. 38.

iibergeht. Offenbar kann man auch einen Uber-

gang konstruieren, der statt von Abb. 40 nach 42 o

umgekehrt von 42 zu 4o fithrt?). ——
Auf diese Weise wird durch ganz elementare /,% %ﬂ

Anschauungen die Annahme vermittelt, dal man Abb. 30.

zuerst an der freien Stange zwei gleiche Krifte
durch die doppelte im Mittelpunkt angreifende
Kraft ersetzen kann, wenn die Richtungen senk-
recht zur Stange nach derselben Seite gehen. Be- Abb. 40.
denkt man nun wieder, dal die um einen festen
Punkt drehbare Stange sich von der freien nur
dadurch unterscheidet, daB sie durch eine im Dreh- r
punkt nach Bediirfnis sich einstellende Kraft ins |, e
Gleichgewicht gebracht werden kann, und daf die r
Uberlagerung durch einen Gleichgewichtsfall un- Abb. 41.
abhéngig von sonst vorhandenen Kriften als mog-

lich angenommen wurde, so zeigt sich, daB die ]| [
Hebelfigur auch dann mit Abb. 38 iiberlagert wer- Abb. 42.

den kann, wenn der Mittelpunkt dieser von dem

Drehpunkt des Hebels verschieden ist. Hieraus aber ergibt sich
allgemein die HErsetzung der gleichen Gewichte durch das im Mittel-
punkt der beiden angebrachte doppelte Gewicht, sowie auch die
Umkehrung dieser Operation. Damit wiren uns die Voraussetzungen
von ARCHIMEDES durch einfache, an die Erfahrung ankniipfende
Uberlegungen niher gebracht. Auf Grund dieser Voraussetzungen
ist der Beweis ein durchaus deduktiver?).

1) Durchdhnliche Uberlagerungen kann man bekanntlich auf Grund gewisser Aunah-
men der Symmetrie u. dgl. den Satz vom Parallelogramm der Krifte statisch beweisen.
%) Man kann auch im Sinne der weiteren Bemerkungen von MACH, etwas ab-
weichend von dem Verfahren des ARCHIMEDES, davon ausgehen, daB irgendein Ge-

27
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Wenn MACH noch die allgemeine Bemerkung hinzufiigt: |, Wenn
wir schon die bloBe Abhingigkeit des Gleichgewichtes vom Gewicht

wicht an irgendeiner Stelle angebracht, einem passenden in der Entfernung 1 auf
derselben Seite aufgehdngten Gewicht in der Wirkung gleichwertig ist. Zugleich
sollen zwei Gewichte, die sich in gewissen Abstdnden auf derselben Seite des Hebels
ersetzen konnen, sich auf entgegengesetzten Seiten das Gleichgewicht halten. Es
sei dabei eine Léangeneinheit und ebenso eine Gewichtseinheit ein fiir allemal gewihit.
Mit Riicksicht auf diese Einheiten sei f (#) die MaBzahl des Gewichts, das am Arm 1
die Wirkung des Gewichts 1 am Arm x ersetzt. Es ist dann f (v) eine nach einem
bestimmten Gesetz der Zahl » zugeordnete Zahl, die fiir andere und wieder andere
andere und wieder andere Werte hat; wir nennen f (¥) eine Funktion von » (§ 57)-
Unser Problem deckt sich jetzt im Grunde mit der Bestimmung dieser Funktion.
Denken wir uns zwei Gewichte, die beide gleich p sind, der Einfachheit wegen auf
derselben Seite des Hebels, das eine am Arm x,, das andere am Arm x,. Das Gewicht 1
am Arm x, wire dem Gewicht f (v;) am Arm 1 dquivalent. Hs wird dasselbe gelten,
wenn ich beide Gewichte in gleicher Weise vervielfache (diese naheliegende Annahme
moge auBerdem noch zugelassen sein). HEs wird also das Gewicht p am Arm #; dem
Gewicht p-f (#;) am Arm 1 dquivalent sein, ebenso aber auch das Gewichtp am Arm x,
dem Gewicht p - f (x,) am Arm 1. Wir konnen also jetzt statt der oben gedachten
beiden Gewichte uns an demselben Arm 1 die Gewichte p f (¥;) und p f (»,), d. h. also
ihre Summe

(1) P U () + (%]
denken. Andererseits denken wir uns ein in der Mitte der fritheren Angriffspunkte
angebrachtes Gewicht 2 p, das also den Arm ——— i + % hat; es wiire ein solches mit dem
Gewicht
(2) 2pf (”'1_"'”3)

2

von gleicher Wirkung, wenn letzteres am Arm 1 angebracht wiirde. Da nun (dies
gehort auch zu den ausdriicklichen Voraussetzungen von ARCHIMEDES) ungleiche
Gewichte an demselben Arm nicht gleichwertig sein kéunten, so folgt aus der ur-
spriinglich angenommenen Gleichwertigkeit des Gewichtes 2 p im Mittelpunkt mit
jenen beiden Gewichten p, daBl auch die Ausdriicke (1) und (2) einander gleichgesetzt
werden miissen. Die Funktion f (v) geniigt also dem Gesetz, daf

) (A ey e

ist. Hieraus kann aber mit Hilfe gewisser Nebenbedingungen der Ausdruck der
Funktion f () gefolgert werden. Man beweist nach einem Verfahren von A. L.
CavucHy (Algebraische Analysis, deutsch von ITZIGSOHN, 1885, S. 70—73) die strenge
Giiltigkeit der Formel
(4) f#) = ax + b,
wo a und b konstante Zahlen sind. Bedenkt man noch, daf3 das Gewicht 1 im Dreh-
punkt dem Gewicht o am Arm 1 gleichwertig, d. h. daB f (o) = o ist, ferner, daB,
ebenfalls nach der Definition, f (1) = 1 sein muf, so ergibt sich

b=o0, a=1,

f) ==
Das Gewicht 1 am Arm x ist also dem Gewicht ¥ am Arm 1 dquivalent, wenn beide
auf derselben Seite sich befinden, und mit dem letztgenannten im Gleichgewicht,
wenn sie auf verschiedenen Seiten aufgehingt sind. Man sieht leicht, daB darin das
Hebelgesetz liegt.

Es ist aber wohl zu beachten, daB die, hier nicht wiedergegebenen Schliisse,
welche aus der ,,Funktionalgleichung® (3) die Giiltigkeit der Formel (4) zu folgern
erlauben, eine ganz dhnliche schrittweise Betrachtung enthalten, wie sie ARCHIMEDES
in seinem mechanischen Beweise angewendet hat.

und es ist somit
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und Abstand iiberhaupt nicht aus uns herausphilosophieren
konnten, sondern aus der Erfahrung holen muBiten, um wieviel weniger
werden wir die Form dieser Abhéngigkeit, die Proportionalitat, auf
spekulativem Wege finden konnen,’ so ist zu entgegnen, daB auch
die Geometrie aus gewissen einfachen Tatsachen, welche Gleichheit
und noch einige andere Relationen betreffen, metrische Abhéingig-
keiten entwickelt (vgl. z. B. § 23). Eine Erorterung der hier ein-
schlagenden grundsatzlichen Fragen wird gegen Ende des § 116 ge-
geben werden.

§ 14. Geradlinige Bewegung einer Masse unter dem EinfluB
einer konstanten Kraft.

Eine punktformige Masse, die sich unter dem EinfluB einer nach
Richtung und GroBe konstanten Kraft auf einer Geraden dieser
Richtung bewegt, fiihrt eine ,,gleichférmig beschleunigte Bewegung
aus, d. h. bewegt sich so, daB die Geschwindigkeit in gleichen Zeiten
um gleich viel zunimmt. Dieses Gesetz ergab sich induktiv aus den
von GALILEI auf der schiefen Ebene vorgenommenen Experimenten.
Man kann es deduktiv beweisen, wenn man eine Annahme iiber rela-
tive Bewegungen machen will. Wir wollen uns einen , Bezugskorper®,
etwa ein starres System von drei aufeinander senkrechten Achsen,
denken, das eine geradlinige Verschiebungsbewegung (d. h. Bewegung
ohne Drehung) mit konstanter Geschwindigkeit ausfithrt. Die An-
nahme, die wir machen wollen, ist nun die, dafl ein frejer Massen-
punkt, der nur in bezug auf das genannte System betrachtet wird,
ohne irgendwie von ihm bewegt oder gehemmt zu werden, unter dem
Einfluf} anderweitiger Krifte , sich relativ zu diesem System gerade so
bewegt, als ob dieses in Ruhe wire®. Dies soll heiBen, daB3 die Bewe-
gung, die in einem gewissen Zeitintervall unter dem EinfluB der
Kraft dem Massenpunkt relativ zu dem Bezugssystem erteilt wird,
dieselbe ist wie diejenige, die in dem betrachteten Zeitintervall dem-
selben Massenpunkt von derselben Kraft als absolute Bewegung er-
teilt werden wiirde, wenn die Geschwindigkeit, die dem Punkt im
Anfang des Zeitintervalls relativ zum Bezugssystem zukam, seine
wirkliche, absolute Anfangsgeschwindigkeit ware.

Um diese Annahme durch Erfahrung zu motivieren, kann man
darauf hinweisen, wie wir uns z. B. auf einem Schiffe benehmen miis-
sen, auf dem wir uns bewegen, etwa Ball oder Billard spielen oder der-
gleichen. Wir bemerken tatsdchlich gar nichts von der Bewegung
des Schiffes, solange als diese nur eine geradlinig gleichférmige Ver-
schiebungsbewegung ist. Wenn das Schiff sich zu drehen beginnt,
wenn es die Richtung der Fortbewegung oder die GroBe der Geschwin-
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digkeit dndert, so empfinden wir, je nachdem dies plotzlich oder all-
mahlich geschieht, einen StoB oder einen Druck, der bewirkt, dal
unsere, auf Grund der Voraussetzung einer feststehenden Umgebung
berechneten Bewegungen nicht mehr in der erwarteten Weise ausfallen.

Es besitze jetzt unser Massenpunkt m in dem Augenblick, den
wir als Anfangspunkt unserer Zeitangabe benutzen wollen, auf der
Geraden a eine Geschwindigkeit v,. Dies bedeutet, daB} er, sich selbst
iiberlassen, nach dem ‘Tragheitsgesetz gleichmafBig so weiter gehen
miiBte, daB3 er in der Zeiteinheit, sagen wir der Sekunde, v, I dngen-
einheiten, sagen wir Meter, zurlicklegt. Wir denken uns jetzt ein
Bezugssystem, das sich in der Richtung von a gleichférmig mit der
Geschwindigkeit v, verschiebt. In Beziehung auf dieses System hat
der Punkt m im Anfang des Zeitintervalls die relati ve Geschwin-
digkeit 0. Angenommen nun, die wirkende Kraft p sei so beschaffen,
dafB sie dem Massenpunkt m aus der wirklichen Ruhe heraus im Laufe
einer Sekunde die wahre Geschwindigkeit b erteilt, so mull der Punkt
am Ende der ersten Sekunde der betrachteten Bewegung nach jener
Annahme auch relativ zu dem Bezugssystem die Geschwindigkeit b
haben; er hat also in diesem Zeitpunkt die absolute Geschwindigkeit
vy + b 1).

Nun denke man sich ein zweites Bezugssystem, das sich mit der
Geschwindigkeit v, + b, sonst in gleicher Weise wie das obige erste
fortbewegt. In Beziehung auf dieses System hat der Massenpunkt
im Beginn der zweiten Sekunde die relative Geschwindigkeit 0. Da
nun dieselbe Kraft fortwirkt, ergibt sich durch dieselbe SchluBweise,
dafBl der Massenpunkt am Ende der zweiten Sekunde relativ zu dem
zweiten Bezugssystem die Geschwindigkeit 4, also absolut die Ge-
schwindigkeit (v, + b) +b =19, + 2b besitzt. Indem man so
weiterschlieBt, findet man, daB der Punkt m nach u Sekunden die
Geschwindigkeit v, + w b besitzt. Hier bedeutet u zunichst eine
ganze Zahl.

Das Ergebnis kann aber auch auf Bruchteile von Sekunden aus-
gedehnt werden. Angenommen, es werde unserem Massenpunkt aus

der Ruhe heraus durch die obige Kraft p, falls diese —i- Sekunde lang
wirkt, die Geschwindigkeit 5" erteilt, so wird der Punkt, wenn die
obige Bewegung % Sekunde lang gedauert hat, nach der fritheren
SchluBweise die absolute Geschwindigkeit v, + " besitzen. Ebenso

1) Der Einfachheit wegen denke man sich die Kraft 4 im Richtungssinne der

Anfangsgeschwindigkeit wirkend, dann erkennt man ohne weiteres, daf die Geschwin-
digkeiten sich addieren.



§ 15. KONSTRUKTION DER WTURFPARABEL. 47

wird die absolute Geschwindigkeit der Masse v, + »b’ sein, wenn die
Bewegung v mal eine ;I; Sekunde, d.h. wenn sie eine Sekunde gedauert

hat. In diesem Falle aber war die Geschwindigkeit oben gleich v, -+ b
gefunden worden. Es ist also

b = b
und somit Yot Y F

b= p b.
Nach% Sekunden, d. h. also, wenn wx mal % Sekunde verstrichen ist,
wird also die Geschwindigkeit sein
Vo + pb =1y + %b.

Es ist also, zunidchst fiir ein rational gebrochenes #, die Geschwindig-
keit nach ¢ Sekunden gleich v, +¢b, was man nachtriglich infolge
einer Stetigkeitsiiberlegung als eine fiir ein ganz beliebiges ¢ giiltige
Formel erkennt.

Geht man vom Zeitpunkt ¢ zum Zeitpunkt £ -+ 7 iiber, so er-
kennt man eine Vermehrung der Geschwindigkeit um

[vo+ (E+7)0]— (vo+ £D) =<b.

Es vermehrt sich also die Geschwindigkeit um den Wert b, der dem
Zeitzuwachs t proportional ist. Dies heiit, daB die Bewegung eine
gleichf 6rmig beschleunigte ist. Fiir 7=1 ergibt sich der
Geschwindigkeitszuwachs &; dies ist also der in der Sekunde, d. h.
hier in der Zeiteinheit, gewonnene Geschwindigkeitszuwachs, der als
die Beschleunigung bezeichnet wird.

§ 15. Konstruktion der Wurfparabel.

Fallt ein schwerer Massenpunkt senkrecht herab, so liegt der im
vorigen Paragraphen erorterte Fall vor. Wird die Masse so geworfen,
daB die Bewegung, die der Einwirkung der Schwere unterliegt, mit
einer nicht senkrechten Geschwindigkeit beginnt, so entsteht als Bahn
die bereits 1638 von GALILET!) konstruierte Parabel. Der Einfachheit
wegen will ich annehmen, daB3 die Masse im Anfang eine horizontale
Geschwindigkeit hat. Es wiirde also (Abb. 43) der Massenpunkt ver-
moge seiner Trigheit, wenn die Schwere nicht wirkte, in der 1., 2.,
3., 4. Sekunde von 4 nach B, von B nach C, von C nach D, von
D nach E gelangen, wobei alle die einzelnen zuriickgelegten Wege

1) Unterredungen und smathematische Demonstrationen iiber zwei neue Wissens-
zweige usw., deutsch von A. v. OETTINGEN, dritter und vierter Tag (Ostwalds
Klassiker der exakten Wissenschaften Nr. 24), 1904, S. 80off.
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einander gleich wiaren. Denkt man sich umgekehrt den Massenpunkt
im Anfang nicht mit Geschwindigkeit begabt, sondern augenblicklich
in Ruhe, so wiirde er unter der Einwirkung der Schwere in der 1.,
2., 3., 4. Sekunde von A nach B’, von B’ nach C’, von C’ nach D’,
von D’ nach E’ kommen, wobei die vom Ausgangspunkt gemessenen
Strecken AB’, AC’, AD’, AE’ sich wie

setzungen wirklich eintritt, lduft der Punkt
von A iiber B,, C;, D, nach E,, wobei z. B.
e B; aus B und B’ in der durch die Abb. 43
r : angezeigten Weise konstruiert ist. DalB die
F |  Bewegung nach diesem Gesetze vor sich
e geht, kann man auch beweisen, wenn man
Abb. 43. wieder die im vorigen Paragraphen benutzte
Annahme iiber die Relativbewegung macht,
wahrend GaArirrr die in der Figur dargestellte Konstruktion der
wirklichen Bewegung einfach angenommen hat.

Es erscheint also die Wurfbewegung des Massenpunktes in gewis-
sem Sinne als zusammengesetzt aus der Bewegung, die der Masse
nur vermoge ihrer Trigheit zukdme, und der-
jenigen, die sie unter dem Einfluf der Schwere
machen wiirde, wenn sie am Anfang in Ruhe
gewesen ware. Man sagt wohl auch, daB die
Masse diese beiden Bewegungen gleichzeitig
ausfithre. Im Grunde hat diese Ausdrucks-
weise nur den Sinn eines Gleichnisses. Weder
die Bewegung von A iiber B’ und C’ nach
D’ usw. findet statt, noch die andere auf der
horizontalen Geraden?), sondern nur die Be-
wegung auf der in jedem kleinsten Teil krummen Iinie A4, By,
Cy, D; usw. Auch ist die Zerlegung der krummlinigen Bewegung
in zwel geradlinige nicht auf nur eine, sondern auf unendlich viele
Weisen moglich. So kann man sie z. B. auch aus der Bewegung
zusammensetzen, welche aus der in B; vorhandenen Geschwindig-
keit bloB nach dem Tragheitsgesetz sich ergdbe, zusammen mit
derjenigen, die aus einer augenblicklichen Ruhelage in B; durch
die Wirkung der Schwere hervorginge (Abb. 44). Die beschriebene

5'/;_5;9 T 1{7 C{F 12 :22%:3%: 4% verhalten miiBten', nach fiem
o t______c f ; bekannten Gesetz, das aus der gleichférmigen
- "N\i | | Beschleunigung folgtl). Bei derjenigen Be-
0:‘________01 E wegung jedoch, die unter den obigen Voraus-

|

|

|

1 vgl. § 52.
2) Vgl. auch die in § 126 angefiihrte Bemerkung von RUSSEL.
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Zusammensetzung ist also eine bloBe Hilfskonstruktion, die dazu
dient, die gesuchte Bewegung aus zwei anderen, allerdings ein-
facheren, nach einer Regel herzuleiten; es handelt sich dabei aber
nicht um ein Zerlegen der wirklichen Bewegung in zwei an und fiir
sich vorhandene Bestandteile.

§ 16. Riickblick.

Die letzten Paragraphen werden es hinreichend deutlich § emacht
haben, dal da, wo in der Mechanik Beweise moglich sind, d ese von
derselben Art sind wie in der Geometrie. Dabei stehen neben den geo-
metrischen Grundbegriffen noch eine Reihe anderer zur V :rfiigung,
so die Gegenstandsbegriffe: Zeitpunkt und Zeitinter va 1, woraus
sich im Zusammenhang mit geometrischen Begriffen noch die Begriffe
der Geschwindigkeit und der Beschleunigung ergeben, dann
Kraft und Masse und verschiedene Relationsbegriffe. So kann ein
Punkt mit einer Kraft in der Relation stehen, dafl diese an dem
betreffenden Punkt angreift oder in einer den Punkt enthaltenden
Geraden wirkt. Zwei Krifte kénnen mit einer dritten in der Rela-
tion stehen, daB diese die Resultante ist von den beiden ersten, eine
Kraft mit einer Masse, einer Strecke und einem Zeitintervall in der
Relation, daf3 die Strecke der Weg ist, den die Kraft der Masse aus
der Ruhe heraus in dem genannten Zeitintervall erteilt. Was in §6
iiber das Wesen der geometrischen Beweise gesagt worden ist, dal3
sie ndmlich auf der Verkettung der Relationen beruhen, gilt gleicher-
weise auch von den mechanischen Beweisen. Besonders deutlich
scheint mir dies im Falle des archimedischen Beweises fiir das Hebel-
gesetz zu sein, der, wenn man die gemachten Voraussetzungen ein-
mal angenommen hat, rein deduktiv ist (§ 12).

Immerhin fillt auf, wenn man die ganze Mechanik iiberblickt, daB
haufig bei der Behandlung eines einzelnen Gegenstandes eine besonders
fiir diesen Zweck bestimmte Annahme gemacht wird, die jedoch in
den meisten Fillen durch Erfahrungen alltiglicher Art so nahe gelegt
zu sein pflegt, dal man sie als evident bezeichnen kann. Von solcher
Art ist z. B. die Ersetzung einer Befestigung durch eine an der be-
treffenden Stelle angreifende Kraft (§ 13) oder die Ersetzung mehrerer
Krifte, die ein gemeinschaftliches MaB besitzen, durch ideale Flaschen-
ziige, die untereinander verbunden sind, wovon LLAGRANGE in seinem
Beweis fiir das Grundprinzip der Statik Gebrauch gemacht hat?).
Man koénnte demgemdl sagen, daB3 die mechanischen Beweise mehr
denjenigen geometrischen Beweisen gleichen, die im eigentlichen Sinne
des Wortes mit Hilfe der Figur gefithrt sind (§ 7). Fiir die Lehre

1) Vgl. LAGRANGE, Amnalytische Mechanik, deutsch von SERVUS, 1887, S. 20ff.
Holder, Mathematische Methode. 4
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vom Gleichgewicht des starren Korpers, der entweder ganz frei oder
nur durch Bedingungen einer ganz bestimmten Art in seiner Bewe-
gung beschrinkt und dabei an einzelnen Punkten von einer endlichen
Zahl von Kriften angegriffen ist, 148t sich wohl eine Theorie ganz
nach dem Muster der in rein logischer Darstellung gefiihrten geo-
metrischen Beweise bilden (§ # u.8); dabei hat man dann eben alle
die Annahmen vorauszuschicken, welche hier die Rolle der Axiome
spielen. Fiir die ganze Mechanik wire ein solches Verfahren aber
nicht zweckmaBig und vielleicht auch nicht moglich.

Vom Zusammenhang der in der Mechanik gemachten Annahmen
mit der Erfahrung soll im fiinfzehnten Abschnitt gehandelt werden.

‘ Dritter Abschnitt.
Die Synthese des Maflbegriffs.

§ 17. Qualitit und Quantitit. MaB.

Die frither sehr iibliche Definition der Mathematik als der Wissen-
schaft, die sich mit der Quantitat befaBt, im Gegensatze zur Qualitit,
ist heutzutage von den meisten mit Recht aufgegeben worden?).
Beispiele von Lehrsitzen, in denen von Quantitit gar keine Rede ist,
sind in den obigen Abb. 25 und 26 und in den Entwicklungen von § 8
enthalten, in denen Relationen der Verkniipfung und Anordnung
(§ 2) eine Rolle spielen, aber keine Gleichheit von Strecken oder von
Winkeln in Betracht gezogen wird. Aber auch eine solche Gleichheit
wird in unseren Beweisen genau nach Art der anderen, zweifellos
qualitativen Relationen gebraucht. Gerade so wie ein gegebener Punkt
auf einer gegebenen Geraden, wenn von dem Abstand beider gar
nicht die Rede sein soll, nur entweder liegt oder nicht liegt, wie ferner
auf einer Geraden ein bestimmter Punkt entweder zwischen zwei
anderen bestimmten Punkten oder nicht zwischen ihnen gelegen ist,
so ist auch eine Strecke einer anderen entweder gleich oder ungleich,
ohne daB wir zunichst irgendeinen Grund hitten, die Gleichheit unter
dem Gesichtspunkt des Zahl verhdltnisses 1 : I aufzufassen. Wie
im eben gedachten Fall eine Strecke einer anderen in Beziehung auf
die Linge gleich gedacht war, so kénnen auch zwei Strecken in Be-
ziehung auf die Richtung einander gleich sein?). Zwischen diesen

1) Vgl. L. Courvrat, Die philosophischen Prinzipien der Mathematik, deutsch

von C. SIEGEL, 1908, S.I.
2) Damit soll nur der obige Grundgedanke ins Licht gesetzt werden; allerdings
ist in der euklidischen Entwicklung der Geometrie die Richtungsgleichheit kein

,,gegebener’’ Begriff.
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Relationen und z. B. derjenigen zweier Téne, die wir im Ohr als
gleich hoch empfinden, besteht kein wesentlicher Artunterschied.

Man kann also in diesem Sinne die Gleichheit, z. B. der Strecke,
als eine gewissermaBen ,qualitative” Relation gelten lassen. Auf
Grund dieser Relation gelangt man durch Konstruktion dquidistanter
Punkte und durch Zihlung (Abb. 45) zur Messung der Strecken.
Man kann also sagen, daB das MaB der Strecke aus den qualitativen
Relationen , zwischen‘‘ und ,,gleich* mit Hilfe einer Folge von Punk-
ten auf Grund eines Zihlverfahrens entsteht (§ 22). Das Zihlver-
fahren aber rechnen wir (§ 110) zu den rein logischen Operationen.
Es ist also das MaB3 ein synthetischer, 123456749
auf Grund von qualitativen Begriffsbe- ~gZresso dheche MaBember
stimmungen aufgebauter Begriff (§ 111): Abb. 45.

Dies wird besonders deutlich, wenn z. B.

an Stelle der natiirlichen Streckengleicheit — d. h. der Kongruenz —
eine gewisse kiinstliche, durch Verbinden von Punkten und durch
Schneiden von Geraden definierte Aquivalenz gesetzt wird (§ 18),
wobei sich dann ein kiinstliches, ganz anderes MaB, die sogenannte
,projektive MaBbestimmung*, ergibt.

An die mannigfaltigen Beziehungen, die zwischen geometrischen,
mechanischen und physikalischen Gro8en und den Zahlbegriffen ent-
stehen, pflegt man meistens gleich zu denken, wenn von quantita-
tiven Verhiltnissen die Rede ist und diese mit den bloB qualitativen
in einen Gegensatz gestellt werden, wihrend andererseits das Wort
,,Quantitdt’ auch bloBe Zahlverhiltnisse oder auch den bloBen Gegen-
satz von Einheit und Mehrheit, wie z. B. bei der Einteilung der Ur-
teile in der Logik, bedeuten kann?).

§ 18. Gleichheit und Aquivalenz.

Die Gleichheit zweier Gegenstinde ist eine symmetrische Re-
lation derselben, d. h., wenn a gleich b ist, so ist stets zugleich auch
b gleich a (wihrend z. B. aus a kleiner als b folgt, da b gréBer als a
ist). Die Gleichheit ist aber auch eine transitive Relation, d. h. es
gilt das Gesetz: Wenn « gleich b ist, und 4 gleich ¢, so ist auch a gleich
c?). Der letzte Umstand wird von den FErkenntnistheoretikern in
sehr verschiedener Weise gewertet. Der eine sieht darin eine logische
Selbstverstandlichkeit?), der andere einen FErfahrungssatz. Ich will

1} A. MEINONG (Gesammelte Abhandlungen, 2. Bd., 1913, S. 217) sagt: ,,Denn
tatsichlich hat sich der so populdre Gegensatz von Qualitit und Quantitdt fiir
sich allein nicht als deutlich genug erwiesen, um die Frage fern zu halten, ob
es denn auch ein wirklicher Gegensatz sei.

2) Auch eine unsymmetrische Relation kann transitiv sein (vgl. § 6).

8) Vgl. Cu. Sicwarrt, Logik, 2. Aufl, Bd. 1, 1889, S. 414, wo die in Frage
stehende Tatsache als ein ,,analytischer Satz‘‘ bezeichnet wird.

4*
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hier zeigen, dafl je nach dem vorliegenden Fall bald der eine, bald
der andere im Recht sein, daB3 aber die transitive Figenschaft auch
den Inhalt eines beweisbaren Lehrsatzes bilden kann. Zunéchst sei
darauf hingewiesen, dalBl zwei Gegenstdnde, die fiir ,gleich erklirt
werden, sich meist zugleich in anderen Beziehungen unterscheiden,
so dafB3 es sich fast immer um die ,,Gleichheit in gewisser Hinsicht‘1)
handeln diirfte. Besteht nun die Gleichheit von Gegenstianden eben
darin, daB sie unter denselben Gattungsbegriff fallen?), und sieht
man diesen als das urspriinglich Gegebene an, so ist das angefiihrte
Gesetz gewiBl selbstverstindlich. Es kann aber auch nicht geleugnet
werden, daB in vielen Fillen die Relation zwischen zweien der Einzel-
gegenstande das Urspriingliche3) ist und sich auf irgendein, manch-
mal sogar willkiirlich ersonnenes Vergleichsverfahren stiitzt. In sol-
chen Fillen ist das Bestehen der transitiven Figenschaft entweder
durch Erfahrung zu belegen oder deduktiv zu beweisen, indem es

offenbar eine Erschleichung wéire, wenn

By man die Transitivitdt daraus erschlieBen
ﬁbb 4éb wollte, dafl man fiir die willkiirlich defi-

nierte symmetrische Relation das Wort
BV AN ,gleich oder einen dhnlichen Ausdruck,
1 c wie z. B. ,dquivalent®, gebraucht hat.

Abb. 47. Beispiele fiir das zuletzt Gesagte lassen

sich in Menge geben. Wir erkliaren zwei

Bywynerr g gleiche Krifte am einfachsten als solche,

Abb. 48. die, wenn sie an derselben Stelle in ent-

gegengesetzter Richtung angebracht wer-

den, sich im Gleichgewicht halten, so daB also keine von beiden die andere

zu iiberwinden vermag. Denken wir uns einmal drei Spiralfedern a, b

und ¢ von verschiedener Starke und Lédnge, jede in einem gewissen Grade

ausgezogen und dadurch gespannt. Es kann nun sein, daB in diesem

ausgezogenen Zustande die Feder a der Feder b und diese der Feder ¢

das Gleichgewicht hilt. Offenbar folgt ausdiesen durch die Abb. 46u. 47

veranschaulichten beiden Tatsachen nicht ohne weiteres die Tatsache

des Gleichgewichts von a und ¢, welche in der Abb. 48 zum Ausdruck

kommt. Es mul also als eine durch die Erfahrung zu belegende Regel

angesehen werden, daB, wenn 4 mit b, und & mit ¢ im Gleichgewicht

ist, dann auch zwischen @ und ¢ Gleichgewicht besteht, und es erscheint
also hier das Transitivitdtsgesetz als ein Erfahrungssatz.

1) Vgl. § ro0.
2) Wie z. B. bei Dingen, die deshalb denselben Namen bekommen, weil sie uns
denselben Eindruck machen.

3) Vgl. A. MEINONG, Gesammelte Abhandlungen, Bd. 1, 1914, S. 129, wo diese
Moglichkeit gleichfalls zugegeben wird.
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In der Geometrie bei der Gleichheit der Strecken und der Winkel
betrachten die Mathematiker das Transitivitatsgesetz als ein Axiom,
von dem wir es hier dahingestellt lassen wollen, ob es auf der Er-
fahrung oder auf der Anschauung?) beruht. Es kann aber auch mit
Benutzung der anderen vorgegebenen Begriffe der Geometrie (§ I)
auf Grund eines Teils der Axiome ein kiinstlicher Gleichheits -
begriff definiert werden, der fiir die vorliegende Betrachtung sehr
lehrreich ist, und mit dem ich mich hier beschéftigen will.

Es sei eine Gerade g ge-
geben und auf ihr die bei-
den voneinander verschie-
denen Punkte X und Y. Zwei
Strecken AB und A’B’ auf g,
die der Einfachheit wegen 7
beide zwischen X und Y # A A 6 &8 v
liegen mégen, sollen nun ,in ADD. 49.

Beziehung auf die Fluchtpunkte X und Y projektiv gleich* heilen,
wenn sie als die Projektionen einer und derselben Strecke UM auf-
gefaflit werden konnen, die eine projiziert aus einem Zentrum O,
die andere aus einem Zentrum O, wobei aber noch die Strecke UB
oder ihre Verlingerung durch den
Punkt X gehen und die Zentren O
und O’ mit Y in gerader Linie
liegen sollen (Abb. 49). DalB die
so definierte ,,projektive Gleich-
heit“ eine symmetrische Relation
der Strecken AB und A4’'B’ ist,
laBt sich unmittelbar einsehen.
Sind die beiden Fluchtpunkte X r
und Y, von denen iibrigens zu-
nichst der erste eine andere Rolle
spielt als der zweite, ein fiir allemal gegeben, so kann man im
Sinne dieser neuen Gleichheit von einem gegebenen Punkt A’
die Strecke A’'B’ ,,gleich der gegebenen Strecke AB abtragen.
Man erkennt dies, wenn man in einer durch g gehenden FEbene
die Geraden 1—6 der Abb. 50 in der durch die Numerierung an-
gezeigten Folge durch die Punkte X | Y, 4’, A, B und durch die
entstehenden Schnittpunkte hindurchzieht. Dabei k6énnen noch die
drei ersten Geraden 1, 2 und 3 durch X, Y und 4’ willkiirlich gezogen

Abb. so.

1) Von Physikern werden die beiden Ausdriicke Erfahrung und Anschauung
manchmal geradezu als gleichbedeutend behandelt; man vergleiche aber den dritten
Abschnitt.
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werden; es ergibt sich jedoch der zu konstruierende Punkt B’, wie
sich beweisen 1iaBt, unabhingig von der Ebene durch g, welche be-
nutzt wird, und von der Wahl der drei ersten Geraden. Die Abb. 50
veranschaulicht auch dies, indem noch eine zweite Ausfithrung der
Konstruktion mit den Anfangsgeraden I, II und III hinzugefiigt ist,
die man sich auch in eine neue durch g gehende Ebene verlegt denken
kann.

Der Beweis hierfiir 148t sich mit Hilfe der Axiome der Verkniip-
fung und Anordnung und des Parallelenaxioms fithren, welch letzteres
dabei in der Form zu denken ist (§ 3), daB es durch einen gegebenen
Punkt eine und nur eine Parallele gibt zu einer gegebenen Geraden?).
Die Kongruenzaxiome und somit auch der gewdhnliche Gleichheits-
begriff der Strecke, sowie das Stetigkeitsaxiom (§ 29) werden nicht
gebraucht.

Es 148t sich ferner zeigen, daB fiir diese ,,projektive Gleichheit
der Strecken alle die Tatsachen gelten, die in § 2 fiir die gewShnliche
Gleichheit der Strecken als Grundtatsachen gefordert worden sind,
insbesondere also die dort unter II und III aufgefithrten Tatsachen
iiber das Abtragen von Strecken und die Tatsache I, daB aus der
Gleichheit einer Strecke mit einer zweiten und aus der Gleichheit
dieser mit einer dritten auch die Gleichheit der ersten Strecke mit
der dritten folgt, d. h. also die Tatsache der Transitivitit der Gleich-
heitsrelation.

Eine kiinstliche Gleichheitsrelation wie die vorhin aufgestellte
wird hiufig als Aquivalenz bezeichnet. Falls also eine solche
Aquivalenz mit Hilfe einer konstruktiven (synthetischen) Definition
aufgestellt werden soll, muf} dabei die Transitivitit deduktiv gezeigt
werden.

Vielleicht ist zur weiteren Erliuterung des Gesagten noch ein
Beispiel aus einem Gebiet niitzlich, das bis jetzt nicht herangezogen
worden ist. Man kann von den zahlentheoretischen , Formen‘

2x% +2xy —392% 9x%—26xy 4 18y2
die erste in die zweite Giberfithren. Ersetzt man ndmlich in der ersten
x und y gemdB dem Ansatz ‘
x=0ux 4+ 8y,
y=yx +9dy,
so erhilt man einen Ausdruck, der, wenn er geeignet geordnet wird,
und wenn in ihm die neuen Buchstaben x" und y’ wieder durch die

1) Das Parallelenaxiom kommt deshalb mit in Betracht, weil in gewissen Fillen
an Stelle von solchen Geraden, die in einem Punkt zusammenlaufen, parallele Gerade
treten.
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alten ersetzt werden, mit der zweiten der gegebenen Formen iiber-
einstimmen kann. Man erhidlt z. B. dieses Ergebnis, wenn man
x=3, /3='_5: y=-—1, d=2
macht; dabei ist die , Determinante der Transformation
xd—py=3-2— (=5 (=1 =1.
Wenn iiberhaupt in solcher Weise eine Form F mit ganzzahligen
Koeffizienten in eine Form F’ durch eine Transformation mit ganz-
zahligen Koeffizienten und der Determinante I iibergeht, so geht
auch F in F, wie man leicht zeigen kann, durch eine ebensolche
Transformation iiber. Wir sagen dann, daf F’ mit F dquivalent
sei, und es ist also diese Aquivalenz eine symmetrische Relation (§ 95)
zwischen zwei Formen. Es 148t sich ferner die Tatsache beweisen,
daB, wenn F mit F’, und F’ mit F"/ dquivalent ist, auch F dquivalent
ist mit F”, d. h. also, daB die Aquivalenz eine transitive Relation
der Formen ist.

Offenbar wiirde hier niemand die Transitivitat als selbstverstand-
lich ansehen und sie ohne Rechnung und Beweis zugeben wollen.
Wollte man eine Form einer zweiten dquivalent nennen, wenn die
erste in die zweite iibergeht durch eine Transformation mit ganz-
zahligen Koeffizienten und beliebiger Determinante, so wiirde das
Transitivititsgesetz zwar gelten, eine solche ,,Aquivalenzrelation‘
aber nicht symmetrisch sein. Wiirde man aber z. B. fiir die Aqui-
valenz den Ubergang durch eine Transformation der Determinante 3
verlangen, so wiirde weder Symmetrie noch Transitivitit bestehen.

Es gibt nun unendlich viele Formen, die in zwei ,,Variabeln®
% und y homogen vom zweiten Grade?!) mit ganzzahligen Koeffizienten
gebildet sind. Denkt man sich jetzt die Gesamtheit derjenigen davon,
die einer bestimmten Form dquivalent sind, so folgt aus dem Tran-
sitivitatsgesetz, daB in dieser Gesamtheit jede Form mit jeder anderen
dquivalent ist. Es ergibt sich daraus, da man die Formen zweiten
Grades so in Klassen eingeteilt denken kann, daB dquivalente Formen
stets und nichtdquivalente Formen niemals in dieselbe Klasse fallen
(§ 100). Dabei erhilt man, wie sich beweisen 148t, unendlich viele
Klassen und in jeder Klasse unendlich viele Formen?2).

1) D. h. es soll in jedem Gliede der Form die Summe der Exponenten von » und y
gleich 2 sein.

2) Noch genauer verhilt sich die Sache so. Liegt die Form a#®+ 2bxy + ¢ y?
vor, so versteht man unter der ,Determinante der Form‘‘ den Ausdruck b2—ac.
Man beschrinkt sich zweckmiBiger Weise auf die Formen, in denen der mittlere
Koeffizient eine gerade Zahl ist, und teilt die Formen zunichst nach ihren
Determinanten ein, da dquivalente Formen stets dieselbe Determinante haben.
Die Formen derselben Determinante werden nun in die obigen Klassen unter-
geteilt. Merkwiirdiger Weise erhdlt man dann zu jeder der unendlich vielen
Determinanten nur eine endliche Zahl von Klassen.
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Aquivalente Formen haben gewisse Eigenschaften gemein, die
jedoch tiefer liegen und erst mit Hilfe der Theorie der Aquivalenz
erkannt werden kénnen; man kann deshalb diese Eigenschaften nicht
benutzen, um von vornherein durch sie als durch die Merkmale die
Klassen zu definieren. Unsere Formen bieten also ein Beispiel dafiir
dar, daB ein Klassen- oder Gattungsbegriff auf Grund eines vorher
aufgestellten Aquivalenzbegriffes, d. h. auf Grund eines Vergleichungs-
prinzips nachtréglich geschaffen werden kann. Das Wesentliche dabei
ist, daB fiir den aufgestellten Aquivalenzbegriff das Transitivitits-
gesetz wirklich giiltig ist. DaB dies nicht der Fall sein wiirde bei einer
ganz beliebigen Festsetzung tiber die Aquivalenz, geht schon aus den
obigen zahlentheoretischen Beispielen hervor, iiber die berichtet wor-
den ist. Ein geometrisches Beispiel, das WEIERSTRASS in seinen Vor-
lesungen zur Erlduterung zu verwenden pflegte, mag noch einmal
denselben Sachverhalt fiir jedermann klar machen, ohne daB dabei
auf besondere Kenntnisse Bezug genommen wird. Erkldren wir ein-
mal fiir den Augenblick zwei Strecken fiir 4quivalent, wenn sie gleiche
Linge und zugleich entgegengesetzte Richtung haben. Ist nun
nach dieser Definition die Strecke a der Strecke b, und diese der
Strecke ¢ dquivalent, so wiirden augenscheinlich die drei Strecken
gleich lang sein; da aber 2 mit b entgegengesetzt und ebenso dieses
mit ¢ entgegengesetzt gerichtet wire, so miiBten 4 und ¢ gleichgerichtet
sein, und es wiirde auf diese beiden Strecken die gewidhlte Definition
der Aquivalenz nicht passen. Fiir eine solchermaBen definierte , Aqui-
valenz‘‘ wire also das Transitivititsgesetz nicht giiltig. Deshalb muB
auch der '{férsuch, die Strecken auf Grund der eben erwihnten Aqui-
valenzdefinition in Klassen einzuteilen, auf Widerspriiche fiihren; es
miite ja von den eben genannten Strecken ¢ mit b und ebenso b
mit ¢ in dieselbe Klasse und doch andererseits a in eine andere Klasse
kommen als c.

§ 19. Das Ganze und der Teil bei den Strecken.
Addition der Strecken.

Das Verhiltnis des ,,Ganzen® zum , Teil” ist nicht immer genau
dasselbe; es kann naturgemif verschieden definiert werden, je nach-
dem es sich dabei um Strecken, Flichenstiicke, Korper, Krifte, ganze
Zahlen oder Punktmengen handelt. Daraus, daB diese Verschieden-
heiten nicht immer beachtet werden, entspringen einige scheinbare
Widerspriiche oder Paradoxien, die im zweiten Anhang in § 180 be-
sprochen werden sollen. Iiegen Strecken vor, so ist die Zwischenlage
der Punkte (§ I und 2) der Begriff, von dem man ausgehen wird.
Wir werden sagen: Die Strecke A’B’ ist ein Teil dev Stvecke AB,
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wenn sowohl A’ als auch B’ zwischen A wund B, oder wenn nur einer
der beiden Punkte A’ und B’ zwischen A und B gelegen ist, und der
andere mit A oder B zusammenfdllt. In einem weiteren Sinne des
Wortes kann auch die Strecke 4B’ als ein Teil der Strecke AB
bezeichnet werden, wenn A”B’ einem eigentlichen Teil A’B’ der
Strecke AB gleich ist. Ich will jedoch lieber in dem zuletzt ge-
nannten Falle den Ausdruck , Teil” vermeiden und dann nur
sagen, dall AB groBer sei als A”B”. Bei dieser Auffassung
sind also die Punkte und Strecken die gegebenen Gegenstands-
begriffe, die Zwischenlage der Punkte und die Gleichheit der Strecken
—und zwar die gewohnliche Gleichheit — gegebene Relationsbegriffe
(§ 1). Natiirlich sollen mit diesen Grundbegriffen auch die auf sie
sich beziehenden Axiome mitgesetzt sein (§ 2). Auf Grund der ge-
gebenen Begriffe haben wir nun die Begriffe ,Teil und , groBer
definiert, die also in diesem Falle als ,synthetische Begriffe’ anzu-
sprechen sind (§ 1); man darf aber nicht vergessen, dafl auch andere
Grundbegriffe und andere Axiome eingefithrt werden konnten.

Dal das Ganze groBer ist als sein Teil,
ist eine unmittelbare Folge aus den gewdhl- VA
ten Definitionen, da wir unter dem Teil Abb. s1.
einen cigentlichen Teil verstehen, und dieser,
wie jede GroBe, sich selbst gleich ist. Nicht so selbstverstindlich
aber ist es, so wie wir unsere Begriffe gebildet haben, daB nicht
zugleich auch ein Teil groBer oder gleich dem Ganzen sein kann?).
Dal3 dies tatsachlich nicht moglich ist, soll im folgenden bewiesen
werden. Als Grundsatz kann dies hier nicht angenommen werden,
da ja die Begriffe , Teil und , groBer jetzt keine vorgegebenen
Begriffe sind.

Zur Vorbereitung muBl folgende Betrachtung vorausgeschickt
werden. Es liege C zwischen A und B. Nun werde D auf derselben
Seite?) von A4, auf der C und B liegen, so bestimmt, dal AD = CB,
auBerdem werde B; so angenommen, dal D zwischen 4 und B,
gelegen, und DB, = AC ist (Abb. 51). Es ist also auch AD = BC
und DB; = CA und somit (vgl. III in § 2) auch AB, = BA, d.h.
gleich AB. Aus den Anordnungstatsachen, deren rein logische Ent-
wicklung moglich ist3), ergibt sich aber, daB B; auf derselben Seite

4,

1) LriBNiz kennt dieselbe, auf dem Begriff des Teils beruhende Definition des
,,GroBeren, die oben benutzt wurde, und zwar hat er sie von HOBBES entlehnt (vgl.
L. Coururat, La Logique de LEIBNIZ d’aprés des documents inédits, 1901, S. 204).
LEIBNIZ beschrinkt sich aber auf den selbstverstindlichen Teil der Betrachtung.

2) C und D liegen ,,auf derselben Seite’” von 4, wenn A4 nicht zwischen C und D
gelegen ist.

3) Vgl. den Schluf von § 8.
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von A wie B gelegen ist. Da es jedoch auf derselben Seite von A nicht
zwei verschiedene Punkte gibt, die von A denselben Abstand haben
(IT in § 2), so fillt B, mit B zusammen; es liegt also der Punkt D,
der festgesetztermaflen zwischen A und B, gelegen war, auch zwischen
A und B, worin auch mitinbegriffen ist, da D von B verschieden
ist. Anschaulich kann man die Ergebnisse so ausdriicken, daB, falls
es moglich ist, von einer Strecke AB eine andere als deren Teil BC
von dem Ende B her abzuschneiden, man diese Strecke auch vom
anderen Ende her, nidmlich. als Strecke 4D, von jener abschneiden
kann, und daB dann ein gleich grofes Stiick wie im ersten Fall

ibrigbleibt.
Man kann nun auch den Fall behandeln, da3 die Strecke AB eine
Strecke A’B’ im Sinne der Abb. 52 als Teil enthdlt. Man wahle in
diesem Fall den Punkt M auf der-

4 & & selben Seite von A, wie B, und N so,

a My Abb. 52 daBl M zwischen 4 und N gelegen ist,
T und mache dabei AM = A’B’ und

2 & MN = B’B. Es ist dann (nach III

Yy, 77 5 4 in §2) auch AN = A’B und somit
Abb. 53. gemiB der vorigen Uberlegung N zwi-

schen 4 und B, und somit, da ja M

4 ¢ 8 zwischen 4 und N liegt, auch M zwi-
schen 4 und B gelegen!). Man er-

) o A K kennt jetzt, daB auch in diesem Fall die
Abb. 54. Teilstrecke A’B” vom Ende A her als

Strecke A M abgeschnitten werden kann.

Wire nun der Teil A’B’ von AB groBer als AB, so miite AB
einem Teil A””B” von A’B’ gleich sein (Abb. 53). Nach dem eben
Bewiesenen miifite nun, da auch 4" und B” zwischen A und B liegen,
eine Strecke AM nach der Seite von B hin abgetragen werden konnen,
die gleich A”B’ ist; dabeil wiirde M zwischen 4 und B liegen und
somit von B verschieden sein. Andererseits wire nun AM gleich
A”B”, und dieses gleich 4 B, somit auch A M gleich AB (I in
§ 2). Nun liegt aber ein Widerspruch vor, da es auf derselben Seite|
von A nicht zwei Punkte gibt, die von 4 denselben Abstand hitten
(IT in § 2).

An die Abb. 51 kniipfen sich gleich auch Uberlegungen an, welche
die Addition der Strecke betreffen. Liegt C zwischen 4 und B und
ist AC gleich der Strecke PQ und CB gleich der Strecke RS (Abb. 54),
so bezeichnen wir 4B und ebenso jede mit AB gleiche Strecke als
Summe von PQ und RS. Da nun aber nach unserer Auffassung

1) Vgl. den Schlufl von § 8.
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jede Strecke sich selber umgekehrt genommen gleich ist (§ 2), so
folgt auch, daBl im Falle der Abb. 51

AC +CB = AB =BA =BC + CA =CB + AC
ist. Der Vergleich des ersten dieser Ausdriicke mit dem letzten zeigt,
daB} fiir die so definierte Streckenaddition
das sogenannte Kommutativgesetz VI A

a+b=>b+a Abb. 535.

gilt.

Denkt man sich jetzt auf einer Geraden vier Punkte 4, B, C, D
so, da3 B zwischen 4 und C, und dieses zwischen B und D gelegen ist
(Abb. 55), so erkennt man, daBl (4B + BC) +CD =AB + (BC + CD)
ist, d. h. daB fiir die Addition der Strecken auch das Assoziativ-
gesetz besteht. .
~ Man beweist nun leicht auch, daB von zwei ungleichen Strecken
sicher eine und nur eine groBer ist als die andere, daB, wenn eine
Strecke groBer ist als eine zweite, und diese gréBer als eine dritte,
auch die erste Strecke groBer ist als die dritte, daBl GroBeres zu
GroBerem (oder Gleichem) addiert, GroBeres gibt?).

§ 20. Die unendliche Linge der Geraden.

Man karn auf einer Geraden, beginnend mit irgendeinem Punkt 4,,
eine Punktfolge A, A,, 4;, 45, ... so bilden, daB jeder Punkt der
Folge, abgesehen vom ersten, zwischen dem in der Folge voran-
gehenden und dem nachfolgenden gelegen ist, und dal zugleich die
Strecken A,4,, A,4,, AyA; usw. alle emmer und derselben ge-
gebenen Strecke PQ gleich sind. Dabel ergibt sich aus den oben
(§ 2) angenommenen Axiomen, welche Anordnungstatsachen und
die Gleichheit der Strecken betreffen, dafl man in der Reihenfolge
der Punkte A,, A;, Ay, ... ohne Eude weitergehen kann, ohne dafl
dabei eir Punkt der Reihe oder ein zwischen zwei aufeinanderfolgenden

1) Abb. 52, in der von der Strecke AB das Stiick AM gleich dem Teil 4B’
abgeschnitten worden ist, zeigt, daB die gréBere Strecke sich stets als Summe der
kleineren und einer passend dazu gewéhlten anderen darstellen 148t. Auf die Kennt-
nis dieser Verhiltnisse, wie sie bei den Strecken und in anderen gewdhnlichen
Fillen bestehen, griinden sich die so hiufig anzutreffenden Urteile, z. B. des In-
halts, daff einem Etwas, das gréBer und kleiner sein kann, Teile zukommen miissen
(vgl. O. ScuMmrrz-DuMoNT, Naturphilosophie als exakte Wissenschaft mit besonderer
Beriicksichtigung der mathematischen Physik, 1895, S. 100, wo sogar gesagt wird,
daB ein solches Etwas ,,aus mehreren gleichen Teilen‘‘ bestehen miisse). Es ist jedoch
ein Irrtum, zu glauben, daB alle die Eigenschaften (Relationen), von denen hier die
Rede ist, und die zwischen ihnen herrschenden Gesetze einen untrennbaren Zusammen-
hang bilden. Man kann z. B. die materiellen Kdrper so in eine Reihe ordnen, daf
jeder in der Reihe folgende hirter ist als der vorangehende, d. h., daB jeder folgende
den vorangehenden ritzt. Die Hirte hat jedoch keine Teile.
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Punkten der Reihe gelegener Punkt eine Wiederholung darstellen
wiirde in dem Sinne, daB er entweder als Reihenpunkt oder als Zwi-
schenpunkt schon einmal dagewesen wirel). Dies aber meinen wir,
wenn wir der Geraden eine unendliche I, 4nge zuschreiben?). Die
gegebene Betrachtung diirfte klar machen, daB wir auf Grund eines

ohne Ende fortsetzbaren Denkver-
s Ao Ay Az A3 Aufls ¥ fahrens die Gerade fiir unendlich lang

Abb. 56. erkldrens3).

Das Folgende wird dies noch deut-
licher machen. Wir kénnen an Stelle
der gewohnlichen Gleichheit, d. h. der
Kongruenz (§ 2) der Strecken, auch die
in § 18 definierte projektive Gleich-
heit treten lassen. Es ergibt sich
7 25 A, Ayl AT P da“nn guf einer Ge.raden (Abb. 56.). mit

Abb. 57. Riicksicht auf zwei vorher eingefiihrte
Fluchtpunkte X und Y eine nicht ab-
brechende Punktfolge 4,, 4;, 4,, 4,, 4,, A5, ..., die vollstindig
zwischen X und Y enthalten ist, wobei zugleich die Strecken A,4,,
A, A,, A3 A,, ... einander im projektiven Sinne alle gleich sind.- Dies
ergibt sich aus den Axiomen der Verkniipfung vnd Anordnung. Die
in § 18 definierte projektive Gleichheit fithrt ndmlich bei passender
Anordnung der Konstruktion, wenn immer dieselber ‘Zentren O und
O’ benutzt werden, auf die Abb. 57, in der allgemein zwischen A4,
und Y neue Punkte ohne Ende durch Fortsetzung der Konstruktion
eingeschaltet werden kénnen. FEs erscheint also nur der Weg von 4,
nach Y, welch letzterer Punkt eigertlich nicht mehr hinzuzurechnen
ist, mit Riicksicht auf den neuen Gleichhejtsbegriff der Strecken als
von unendlicher Iinge.

1) Z. B. kann A, nicht mit 4; zusammenfallen, weil dann dieser Punkt zwischen
Ay und 4, lidge, wihrend doch andererseits 4, zwischen 4, und 4, liegen muB, und
doch nur einer von den dreien: A4, A, A, zwischen den beiden anderen gelegen
sein kann. Vgl. auch meine bereits erwihnte Antrittsrede (1900), S. 43.

2) In der elliptischen (nichteuklidischen) Geometrie gelten die Axiome der An-
ordnung nicht ganz in der Weise, wie sie oben (§ 2) formuliert worden sind; in dieser
Geometrie schlieBt sich die Gerade und hat eine endliche Linge.

3) Vielleicht konnte auch psychologisch begiiindet werden, daB wir die Gerade
nicht als unendlich lang schauen, sondern nur denken. Versteht man die ,,An-
schauung™ nicht im Sinne der KaNTschen Forderung der Existenz einer apriorischen
Anschauung, sondern im Sinne des psychologischen Erlebnisses, so wird man wohl
auf Grund der Selbstbeobachtung sagen, daB wir uns eine Gerade in endlicher Aus-
dehnung vorstellen und dabei denken, da sie ohne Ende verlingert werden kénnte.

Interessant ist auch LEIBNIZ' AuBerung iiber die unendliche Linge der Geraden
in den ,,Nouveaux Essais (I, 17, 3), wo er sich eine Strecke verdoppelt denkt, dann
das Doppelte wieder verdoppelt usw.
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§ 21. Vielfache und Bruchteile von Strecken.

Um die Strecke PQ z. B. zu versechsfachen, miissen wir auf einer
Geraden die Punkte 4,, 4,, 4,, A5, A,, A5, Ag so annehmen, dafl 4,
zwischen A, und A4,, A, zwischen 4, und A4, usw. liegt, d. h. also,
daBl die Punkte ,,in der angegebenen Reihenfolge gelegen‘‘ sind, und
dafl zugleich

A4, = A A, = A, A; = A;A, = A,A, = A; A, = PQ
ist (Abb. 58). Wir konnen dann auch sagen, daBl die Strecke 4,4,
durch Aneinandersetzen von sechs der Strecke PQ gleichen Strecken
entstanden sei.

Da nun aus den obigen Gleichungen 4,4, = 4,4, und
A4, = A, A, auf Grund des Axioms IIT von § 2 folgt, daBl auch
A,4,; = A, A, ist, und ebenso auch A,A4, = 4,44 sein muB, so
erscheint die Strecke 4,44, die das 6fache von PQ ist, zugleich als

das 3fache der Strecke 4,4, , die ihrer- )
seits das zfache ist von PQ. Genau so /7, 4, 4, 4, % 4, _
laBt sich auch allgemein fiir zwei be- Abb. 58.

liebige ganze Zahlen m und # der Lehr-

satz zeigen (vgl. auch in § 19 die Definition der Streckenaddition
und die Gesetze derselben): Das mnfache einer Strecke ist gleich
dem wmfachen des nfachen derselben. Dieser Lehrsatz kann, wenn c¢
die Strecke bedeutet, durch die Formel

(1) (mn)-c=m-(n-c)

ausgedriickt werden.

Durch den Begriff des mfachen ist auch definiert, wann wir
eine Strecke als den m' Teil einer anderen zu bezeichnen haben.
Damit ist aber an sich noch nicht gesagt, dafl zu jeder Strecke ein
m™" Teil vorhanden sein muB?), wihrend die Existenz des mfachen
aus den Existentialaxiomen von § 2 folgt oder, was auf dasselbe hin-
auskommt, sich daraus ergibt, daf, das mfache durch Streckenab-
tragungen konstruiert wird. Fiir die Zwecke, die wir hier im Auge
haben, geniigt es, einfach die Annahme zu machen, daB der genaue
m'® Teil jeder gegebenen Strecke existiert?). Dabei ist sofort noch
zu bemerken, daBl vermoge der frither aufgestellten Axiome nicht
zwei einander ungleiche Strecken beide die Figenschaft des mte Teiles
einer und derselben Strecke besitzen konnen; es miiite ndmlich
dann von den beiden ungleichen Strecken die eine die gréBere sein,
und es wiirde nun die mehrmalige Anwendung des Satzes von der

) Vgl § 7a.
2} Im iibrigen ist § 31 zu vergleichen.
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Addition des GroBeren zum GroBeren auf einen Widerspruch

fithren (§ 19).
Es sei nun die Strecke a gleich dem mfachen des #** Teiles der

Strecke ¢. In diesem Fall sagt man, daBl a gleich dem %facken der

Strecke ¢ sei. Wird der #* Teil von ¢ mit ¢, bezeichnet, so ist
n-CL=cC.
Andererseits soll ja
m-c, =a
sein, weshalb sich mit Riicksicht auf die obige Formel (1) ergibt
(2) me-c=m-(n-cy)=(mn)-cy.
Da wir aber aus der Arithmetik wissen?), da3
mn = nm
ist, so muB, wiederum nach Formel (1), auch

(3) (mn) ey = (nm) ey =n-(m-c) =n-a
sein. Wir finden also aus (2) und (3) schlieBlich die Gleichung
(4) m-c=mn-a.

Ist jetzt die Strecke a’ das %fache derselben vorigen Strecke c,
so mufl neben (4) auch die Gleichung
(5) : m-c=n"-a
bestehen. Mit Riicksicht auf (1) ergibt sich aus (4), daB

wWm)-c=n-(m-c)y=un"-(n-a)=nn)-a
ist, ebenso aber aus (5), daB
(nmy-c=n-(m'-c)y=mn-n-a)=nn)-a.
Es ist somit auch (w'm)-c grofler, gleich oder Rleiner als (nm') - c,
je nachdem (n'n)-a gréper, gleich oder kleiner als (nn')-a’ ist. Da
aber jede Strecke durch Addition einer anderen vergréfert wird, so
richtet sich bei den Vielfachen einer und derselben Strecke die GréBe
des Vielfachen nach der Vervielfachungszahl, d. h. es ist '
(wm)-c=(mm')-c

ie nachdem in Zahlen
jen nm = nm

ist. Andererseits folgt aus dem Satz von der Addition des GroBeren
zum GroBeren, daB das Vielfache des GroBeren stets groBer sein mul3
als das Ebensovielfache des Kleineren. Es ist also

w'n)aZ(nn')a,
1) Vgl. § 71. Ich bemerke noch, daB ich entsprechend der alteren Ubung, die

allerdings zum Teil verlassen ist, den Multiplikator auf die linke Seite setze, so dal}
also mn das wifache der Zahl n bedeutet
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je nachdem

aZa
ist. Aus dem eben Bemerkten und dem vorher Hervorgehobenen folgt
also, dal a=a’, d.h. das %— fache dev Strecke ¢ grofer, gleich oder
klesner ist als das—g: fache dieser Strecke, je nachdem w'm griBer, gleich
oder Rleiner ist als nm’. Insbesondere ist somit auch das % fache

. . my . .
einer Strecke gleich dem —— fachen derselben, wenn 7 irgendeine
nr

dritte ganze Zahl bedeutet.

Die iibrigen fiir Bruchteile geltenden Beziehungen lassen sich
leicht ebenso beweisen, so, daB das m-fache des #'*"* Teils dem »'*"
Teil des m-fachen gleich, daB der »' Teil des n* Teils zugleich
der nn'* Teil der urspriinglichen Strecke ist, daB die Summe des
% fachen und des % fachen einer Strecke das mnn—;,m " fache der-

’

selben ergibt, und daf das % fache des fachen gleich ist dem

’ 1’11/

g fachen der wrspritmglichen Strecke.

Hier war mit dem " fachen einer Strecke eine zweite Strecke

bezeichnet, deren Relation zur ersten durch die beiden ganzen
Zahlen n und m in bestimmter Weise charakterisiert ist. Von ge-
brochenen Zahlen war im Grunde nicht die Rede. Man wird aber
sofort erkennen, daf3 die hier, wenigstens zum Teil, entwickelte Theorie
der Bruchteile von Strecken zugleich die Widerspruchslosigkeit der
iiblichen Bruchrechnung erweist, vorausgesetzt, dal man die be-
nutzten geometrischen Axiome als wahr annimmt. Ein rein arith-
metrischer Beweis fiir die Widerspruchslosigkeit der Bruchrechnung
wird dadurch natiirlich nicht iiberfliissig gemacht (vgl. § 74).

§ 22. Begriindung des StreckenmalSes.

Falls die Strecke a das % fache der Strecke b ist, so gibt es eine

Strecke ¢, von der gleichzeitig a das mfache und b das nfache ist,

wobei m und # ganze Zahlen be- a 2
deuten (Abb. 59). Die Strecken a m=y . n=3
und b heiBen in diesem Fall kom- Abb. 50,

mensurabel, und wir nennen den
Bruch % die MaBzahl, die der Strecke 4 zukommt, wenn die Strecke b

als Finheit der Messung zugrunde gelegt wird.
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DrscarTES!) hat zuerst den Gedanken gefaBt, daBl jeder Strecke
eine MaBzahl zukomme in Beziehung auf irgendeine zur Einheit ge-
wdhite andere, also auch in Beziehung auf eine solche, die zur ersten
Strecke inkommensurabel ist. Dieser Gedanke, der zuerst ohne Be-
griindung in die Wissenschaft eingefithrt war, 1aBt sich auch wirk-
lich begriinden, wenn man zu den schon erwdhnten geometrischen
Axiomen noch ein weiteres hinzufiigt und den Begriff der ,,Zahl“
hinreichend allgemein fa(t.

Sind a und b zwei ganz beliebige Strecken, so fragt es sich also
zunéchst noch, ob a durch & als Einheit gemessen werden kann. Hier
ist eine neue Voraussetzung notig. An und fiir sich wiirde es den
frither angenommenen geometrischen Axiomen nicht widersprechen?),
daB von den beiden vorliegenden Strecken die kleinere so beschaffen
wire, daB alle ihre Vielfachen gleichfalls kleiner wiren als die gréBere
jener Strecken. Wir setzen deshalb ausdriicklich das Axiom voraus,

8 daBl von zwei Strecken die groBere stets durch
i A 4 A, A4, geeignete Vervielfachung der kleineren {ibertroffen
werden kann. Dieses Axiom wird als das ,,archi-
medische‘‘ bezeichnet?). Man kann es auch folgender-
maBen ausdiiicken. Es sei auf einer Geraden (Abb. 60) der Punkt 4,
zwischen A, und B gelegen, und es sollen die Punkte4,, 4,, A,, 45. ..
in der aufgefiihrten Reihenfolge liegend und zugleich. so gedacht
werden, dafl AgA; = A Ay = A A, = . ..
ist; das Axiom besagt dann, daB in jener unendlichen Folge ein
Punkt A, vorkommt, fiir den B zwischen 4, und A4, gelegen ist.
Es wird spater gezeigt werden, da8 die in Rede stehende Tatsache
nach Einfithrung eines neuen Axioms, des Stetigkeitsaxioms, bewie-
sen werden kann?). Mit Riicksicht darauf werde ich sie dann als
archimedischen Hilfssatz bezeichnen.

Jetzt soll die Strecke a durch die zur Lingeneinheit gewiblte
Strecke b gemessen werden. Es folgt aus dem archimedischen Axiom,
daB jedenfalls ein gewisses Vielfaches #a von a existiert, das groffer
ist als &, und es ist dann der %' Teil von b kleiner als . Nun muf
es aber, wiederum nach dem archimedischen Axiom, Vielfache von

Abb. 60.

=y geben, die a iibertreffen. Ist % b ein solches Vielfaches, so

ist % b> a und %b < a. Demnach kann man die Briiche in dieser

Iy Vgl. ,,La Géométrie”, 1638, t. 1, p. I.
2) Vgl. HiLBERT: Grundlagen der Geometrie, 1899, S. 24.

3) A. Voss (Uber das Wesen der Mathematik, Leipzig v. Berlin, 1908, S. 44)
schreibt das Axiom EUDOXUS zu.

4 Vgl § 30.
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Weise in zwei Klassen einteilen, daB der Bruch % in die erste, bzw.
in die zweite Klasse versetzt wird, je nachdem
“p=a
v
oder % o a.
Diese Einteilung der Briiche 148t sich aber auch so kennzeichnen,

dafl in die erste Klasse jeder Bruch ? kommt, fiir den

(1) ub=va,
und in die zweite Klasse jeder Bruch, fiir den
(2) ub>va

ist. Bei dieser Formulierung wird die vorhin zur Erleichterung der
Vorstellung gemachte Annahme, daB ein genauer #' Teil jeder Strecke
existiere, iiberfliissig.

Es ist leicht zu sehen, daB bei einer den Ungleichungen (1) und (2)
entsprechenden Einteilung der Briiche in zwei Klassen zwei einander
gleiche Briiche, d. h. also solche, welche, wie z. B. $ und 4, dieselbe
Rationalzahl vorstellen, in dieselbe Klasse gelangen, und daB jeder
Bruch, und also auch jede Rationalzahl der zweiten Klasse gréBer
ist als jede Rationalzahl der ersten'). Jede Einteilung der Rational-
zahlen in zwei Klassen, die so beschaffen ist, daf alle Rationalzahlen
der einen Klasse kleiner sind als alle die der zweiten, wird ein Schwitt
genannt. Was wir nun im weitesten Sinne des Wortes unter einer
— reellen, absoluten — Zahlgro e verstehen, ist nichts anderes als
ein solcher Schnitt. Der oben definierte Schnitt, der aus der Strecke a
und der Strecke b entstand, ist die MaB3zahl, die der Strecke a zu-
kommt, wenn die Strecke b zur Iingeneinheit genommen wird. Not-
wendig ist die Voraussetzung des archimedischen Axioms, wenn jede
Strecke bei der Messung durch irgendeine andere eine endliche und
von Null verschiedene MafBzahl ergeben soll.

Zu einer ausfiihrlichen und strengen Theorie des MaBes ist erfor-
derlich, daB zundchst die Theorie der ,Schnitte” rein arithmetisch
durchgefiihrt wird. Auf Grund gewisser naheliegender arithmetischer
Festsetzungen dariiber, wann ein Schnitt als Summe oder als Pro-
dukt zweier anderen angesehen werden soll?), kann man rein arith-
metisch, d. h. ohne die Benutzung irgendeines geometrischen Axioms,
beweisen, daB fiir diese mit den Schnitten auszufiihrenden Operationen

1) Vgl. z. B. meine Schrift: Die Arithmetik in strenger Begriindung, Programm-
abhandlung der Philosophischen Fakultit zu ILeipzig, 1914, S. 68.

%) Vel § 7.

Holder, Mathematische Methode. 5



66 DIE SYNTHESE DES MASSBEGRIFFS.

der Addition und Multiplikation die Rechengesetze gelten. Mit Hilfe
der geometrischen Tatsachen, die in einer Geraden fiir die Anordnung
von Punkten und die Gleichheit von Strecken als allgemeingiiltig an-
genommen worden sind?!), lassen sich dann auch die Satze beweisen:

Ist fiir dieselbe Einheit die Zahl o die Mafzahi der Strecke a, und
die Zahi o’ die Mafzahl der Strecke a’, so st fiiv eben diese Einheit die
arithmetische Summe o + o’ die Mafzahl der geometrischen Summe?)
der Strecken a und a’.

Ist & die Mafzahl der Strecke a fiiv die Lingeneinheit b, und B die
Mafzahi von b fiir die Lingeneinheit ¢, so ist das avithmetische Produkt
o die Mafzahi der Strecke a, wenn die Strecke ¢ zur Lingeneinhest
gewdhlt wird.

Indem wir den Begriff der Vervielfachung in der Weise erweitert
denken, daB} nicht bloB von einem rational gebrochenen Vielfachen,
sondern auch von einer irrationalen Vervielfachungszahl gesprochen
werden kann, kann man sagen, dalB die Summe des o fachen und des
& fachen einer Strecke ganz allgemein das (& 4 &’)-fache derselben
Strecke ergibt, und daf3 das « fache des f fachen einer Strecke stets dem
« B fachen dieser Strecke gleich ist. In diesem Sinne stellen die eben
erwihnten Sdtze eine Verallgemeinerung der im vorigen Paragraphen
fiir rationale Vielfache gezeigten Beziehungen dar.

Denkt man sich in Beziehung auf eine gewisse Lédngeneinheit &
die MaBzahlen hergestellt fiir eine Reihe von Strecken und vertauscht
man nachher die Léngeneinheit mit einer neuen Lingeneinheit ¢, in
Beziehung auf welche die frithere Einheit & die MaBzahl § haben
moge, so multiplizieren sich nun nach dem zuletzt hervorgehobenen
Satz alle jene MaBzahlen mit f.

Die Frage nach der Existenz einer Strecke, welcher in Beziehung
auf eine vorgegebene ILAngeneinheit eine vorgegebene rationale oder
irrationale Zahl als MaB3 zukommt, ist dann zu bejahen, wenn man
auch das Stetigkeitsaxiom fordert?). _

DaB auf Grund von Voraussetzungen, die sich auf die Anordnung
von Punkten und auf die Gleichheit von Strecken beziehen, Sitze

1) Vgl. § 2, insbesondere die dort mit IT und III bezeichneten Axiome. Es ist
aber zu bemerken, daB man die Axiome der Anordnung fiir die Punkte einer Geraden
vermehren muB, wenn man die Betrachtung nur in der Geraden erledigen und das
sog. ,,ebene Axiom der Anordnung‘‘ nicht herbeiziehen will. Es geniigt, noch hinzu-
zunehmen, dafB fiir irgendwelche vier verschiedene Punkte einer Geraden stets eine
solche Reihenfolge 4, B, C, D existiert, daB dabei B sowohl zwischen 4 und C, als
auch zwischen 4 und D, und C sowohl zwischen 4 und D, als auch zwischen B und D
gelegen ist (vgl. HILBERT, Grundlagen der Geometrie, 1. Aufl. 1899, S. 6).

2) Vgl. § 19.

3) Vgl. meine Arbeit: ,,Die Axiome der Quantitdt und die Lehre vom Maf" in
den Berichten d. Sdchs. Ges. d. Wiss., 1901, S. 30.
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entwickelt werden konnen, welche beliebige MaBzahlen von Strecken
betreffen, ist durchaus nicht verwunderlich, da das ,MaB‘ ein auf
Grund der Relationen der Anordnung und der Gleichheit und der
dafiir geltenden Beziehungen gebildeter synthetischer Begriff ist.
Ebensowenig erscheint es mir verwunderlich, dafl ARcHIMEDES fiir
den Hebel die Bedeutung des Produkts der MaBzahlen von Kraft
und Arm deduzieren konnte auf Grund einer Voraussetzung, welche
sich auf die Versetzbarkeit gleicher Gewichte in den Mittelpunkt
ihrer Aufhidngepunkte bezog?).

Die FErgebnisse lassen sich verallgemeinern, da die hier maQ-
gebenden Tatsachen, welche die Gleichheit und das Abtragen von
Strecken auf einer Geraden betreffen (§ 2, II und III), auch hin-
sichtlich zweier auf einer Geraden gewahlten Fluchtpunkte X und Y
fiir- die in § 18 definierte ,projektive Gleichheit’ gelten. Man muf
dann freilich noch eine dem archimedischen Axiom entsprechende,
dem neuen Fall angepalBte Annahme machen?), wodurch man dann
eine ,projektive MaBbestimmung' mit ganz entsprechenden Eigen-
schaften erhilt. Da diese MaBbestimmung auf dem Begriff der ,,pro-
jektiven Cleichheit* beruht, so ist sie wie diese von der gewdhnlichen
Gleichheit der Strecken und von den darauf sich beziehenden Axiomen,
d. h. also von Kongruenzaxiomen, unabhingig. Die erste MaBbest1m-
mung von dieser Art verdankt man v. STaup13). F. KLEIN hat nach-
her bemerkt, daB die Betrachtungen v. STAUDTSs auch in der nicht-
euklidischen Geometrie angestellt werden kénnen. Hier ist eine Fest-
setzung gewadhlt worden, welche dazu geeignet ist, mit Hilfe der
gewdhnlichen Geometrie die nichteuklidische zu erldutern?).

§ 23. Proportionen.

Euxrrips Definition der Proportion kann so ausgedriickt werden:
Die Groflen a und b stehen zueinander in demselben Verhilinis wie
die Gréflen o’ und b, wenn ein Vielfaches von a grifer, gleich oder
kleiner ist als ein Vielfaches von b, je nachdewm das Entsprechendviel-

1) Vgl. § 12 u. 13.

2) Diese Annahme kann folgendermafen aus-
gedriickt werden. Ks sei B irgendein zwischen X
und Y, ebenso 4 ein zwischen X und B, und 4,
ein zwischen 4, und B gelegener Punkt; es soll
dann jedesmal die mit Hilfe zweier mit Y in einer
Geraden liegenden Punkte O und O’ nach der
Regel der nebenstehenden Abb. 61 konstruierte
Punktfolge 4, 4,, Ay, 43, ... in die Strecke BY
hineinfithren.

3) Beitrdge zur Geometrie der Lage, 2. Heft, 1857, S. 166ff.

1) Vgl. § 43.
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fache von a’ grofer, gleich oder kleiner ist als das Entsprechendviel-
fache von b'.

Diese Definition kann auf GroBen irgendwelcher Art angewendet
werden, also auf Strecken, Volumina, Massen, Zeiten, Krifte. Fiir
denjenigen, der den Begriff der MaBzahl bereits gefaft hat (vgl. § 22,
wo dieser Begriff wenigstens fiir die Strecken auseinandergesetzt ist),
besagt die euklidische Definition der Proportion nichts anderes, als
daB sich a zu b verhilt wie a’ zu b, falls die MaBzahl, die 2 zukommt,
wenn a durch b als Einheit gemessen wird, gleich derjenigen MaBzahl
ist, die man erhélt, wenn man 4’ durch die Finheit " mift. Immer-
hin besteht ein Unterschied zwischen der alten Auffassung und der
neueren und stellt diese einen Fortschritt dar. Wahrend die Aus-
sage: ,es verhilt sich a zu b wie a’ zu b’ in der alten Auffassung
lediglich eine Relation zwischen vier GréBen derselben Art bedeutet,
erfaBt die neue Auffassung das ,Verhiltnis* zweier GroBen a : b
als einen selbstindigen Gegenstand, namlich als eine Zahl im
weitesten Sinne des Worts, d. h. als einen ,Schnitt’ oder eine
,,ZahlgroBe‘‘1), auf. Dazu kommt dann in der neuen Auffassung
noch der Gedanke, da8 die GroBen einer und derselben Art dadurch
geordnet und iiberblickt werden kénnen, daBl man alle auf eine einzige
bestimmte von ihnen als auf die Einheit der Messung bezieht und die
GroBen so durch ihre MaBzahlen darstellt.

Sowohl der euklidische Proportionsbegriff als der moderne Begriff
der einem GroBenverhiltnis zugeordneten Zahl baut sich auf der
Vervielfachung der GroBen auf.

Fassen wir wieder im besonderen die Strecken ins Auge. Es sei
der Lehrsatz zu beweisen, der im Hinblick auf die Abb. 62 durch
die Formel

04 : 0B = 04’: 0B’
ausgedriickt wird, und der gilt, wenn 44’ mit BB’ parallel ist. Man
teilt zu diesem Zweck die Strecke OA4 in » gleiche Teile?) und tragt
auf der ganzen Strecke OB von O an einen solchen Teil so oft ab,
als es innerhalb dieser Strecke mdoglich ist. Der letzte so entstehende

1) In den mathematischen Wissenschaften wird vielfach die , GréBe’ als geo-
metrischer oder physikalischer Begriff, als Sttecke, Flicheninhalt, Volum, Winkel,
Masse, Zeit, Kraft, den rein arithmietischen Begriffen entgegengestellt, wihrend
andererseits manchmal anch die ,,Gré8e’* innerhalb der reinen Arithmetik den Gegen-
satz bildet zu einem auf die ganzen und gebrochenen Zahlen eingeschrinkten Zahi.
begriff. Dieser Verschiedenheit des Sprachgebrauchs gegeniiber bildet das Wort
,,ZahlgréBe’‘, in dem die rationalen und irrationalen Zahlen zusammengefafit werden
konnen, einen gewissen Ausweg.

2) Die Moglichkeit der Teilung geht, falls man gleich die Axiome der Ebene

voraussetzt, aus der bekannten, auf dem Abtragen von Strecken und wiederum dem
Ziehen von Parallelen beruhenden Konstruktion hervor.
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Teilpunkt sei der m' und werde mit 4,, bezeichnet. Nachher zieht
man durch jeden Teilpunkt eine Parallele zu 44’ bis zum Schnitt
mit der Geraden OB’. Es entstehen dann auf der Strecke OB’ Ab-
schnitte, deren Anzahl wegen der durch die Parallelen vermittelten
Zuordnungl) dieselbe ist wie die Anzahl m der auf OB abgetragenen
gleichen Streckenteile. Mit Benutzung der Axiome der Geometrie
ergibt sich dann, die Kongruenz der in Abb. 62 ldngs OB’ anliegenden
Dreiecke und daraus auch die Gleichheit der auf OB’ von O bis A4,,
gebildeten Abschnitte. Diese Betrachtung kann fiir die Teilung der
Strecke 04 in irgendeine neue Zahl von Teilen wiederholt werden,
und es ergibt sich nun mit Riicksicht auf den in § 22 aufgestellten
Begriff der MaBzahl, da OB durch OA gemessen dieselbe Zahl-
grofe ergibt wie OA4’, wenn diese Strecke durch OB’ gemessen
wird. Es ist also
OB :04 =0B’:04".

Es hat sich also auch hier
aus den Axiomen, die sich in
gewissem Sinn alle nur auf quali-
tative Relationen beziehen (vgl.
§ 17), ein Lehrsatz ergeben, der
iiber eine MaBbeziehung, d. h.
iiber eine im eigentlichen Sinne quantitative Beziehung, etwas aus-
sagt. Wir haben uns iiber ein solches Ergebnis nicht zu verwundern,
weil das MaB ein abgeleiteter, d. h. synthetischer Begriff ist.

Es ist freilich auch eine andere Auffassung der Proportionenlehre
der Strecken méglich. Man kann die in der Formel

a:b=c:d

dargestellte Aussage als eine Relation zwischen vier Strecken a, b, ¢
und d ansehen, die unmittelbar im Hinblick auf Erfahrung oder An-
schauung eine Bedeutung hat. Es wird sich ja die Tatsache des
Proportioniertseins im Zusammenhang mit der Ahnlichkeit der Ge-
stalten?) von jeher dem unbefangenen Beobachter aufgedringt, und
man konnte von diesem Gesichtspunkt aus den Begriff des Propor-
tioniertseins unmittelbar in die Wissenschaft eingefiihrt haben. Bei
dieser Auffassung stellt die Proportion einen Relationsbegriff dar, der
als gegeben angesehen wird, wie die Relation zwischen Punkt und
Gerade gegeben ist, die darin besteht, daBl der Punkt auf der Geraden
liegt oder, anders ausgedriickt, die Gerade durch den Punkt geht,

1) Hinsichtlich der Bedeutung der Zuordnung fiir den Begriff der Anzahl vgl.
§ 68 u. 69. ’
2) Vgl. v. HELMHOLTZ, Vortrige und Reden, 1884, Bd. 2, S. 3o0.
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und wie die Relation der Gleichheit zweier Strecken eine gegebene
ist (§ 1).

Bei dieser Auffassung hat man dann mit Riicksicht auf den neuen
gegebenen Begriff noch gewisse Axiome einzufithren. Dabei kénnte
man die folgenden Axiome wihlen:

I. Wenn

a:b=c:d
ist, so ist auch ba—d:c.

I1I. Wenn dic beiden Proportionen
a:b=c:d
und a:b=c:d

bestehen, so besteht auch die Proportion
(@a+a):b=(c+¢):4d.
I111. Wenn '
a:b=c:d
ist, so ist entweder 2 < b und ¢ <d, oder a =0 und ¢ = d, oder
a>b und ¢c>d.

IV. Zu je drei Strecken a, b, ¢ existiert eine vierte Proportionale,

d. h. esne Strecke d, welche die Bedingung
a:b=c:d
erfillt.
Mit Hilfe dieser Axiome und der sonst schon fiir Strecken in einer
Geraden aufgestellten Tatsachen konnen dann weitere Folgerungen
gezogen werden. So ergibt sich aus der Proportion
(1) . a:b=c:d,
wenn dieselbe zweimal geschrieben gedacht wird, nach Axiom II,
daBl auch
2a:b=2c:4d

sein, hieraus aber und aus (1), wiederum nach Axiom II, daB auch
3a:b=3c:d

sein muf3. Man gelangt so zu dem Schluf}, daBl aus dem Bestehen der

Proportion (1) das Bestehen von

(2) ma:b=mc:d

folgt, wobei m eine beliebige ganze Zahl ist.

Es folgt nun weiter aus (2), nach Axiom I, daB auch

b:ma=d:mc,

und aus dieser Proportion nach der vorigen SchluBweise, daf3

nbi:ma=mnd:mc
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ist. Hieraus folgt dann, wieder nach Axiom I, daB
(3) ma:nb=mc:nd

sein muBl. Wenn also die Proportion (1) besteht, so muBl auch (3)
bestehen fiir zwei beliebige ganze Zahlen m und .

Nimmt man jetzt das Axiom III hinzu, so ist ersichtlich, daB,
falls @ : b =c : d ist, fiir je zwei ganze Zahlen m und # gelten muB,
daB ma %nb ist, je nachdem mc%nd. Falls also a2, b, ¢ und 4
proportioniert sind, muB die am Anfang dieses Paragraphen ange-
gebene euklidische Formulierung Geltung haben. Will man nun von
dem jetzigen Standpunkt aus auch das Umgekehrte beweisen, so
mache man fiir den Augenblick einmal die Annahme, es seien a, b, c, d
so beschaffen, daB fiir je zwel Zahlen m und » gilt, daB ma§ nb
ist, je nachdem mc¢ é nd; esseien aber trotzdem a, b, ¢ und 4 nicht
proportioniert. Es miiite dann nach Axiom IV auch eine Strecke d’
von der Beschaffenheit existieren, daB
(4) a:b=c:d
ist, und dabei miiBte nun 4’ von d verschieden sein. Infolge des
Bestehens der Proportion (4) miillte aber nach dem vorhin Bewie-
senen ma é nb sein, je nachdem wmc¢ % nd’ ist, und somit ist wegen
der gemachten Annahme auch mcZSnd, je nachdem mc=nd'.
Da nun 4’ von d verschieden, also entweder d’ > d oder d’ <d
ist, so kommen wir, falls auch wnoch das archimedische Axiom
(§ 22) vorausgesetzt wird, auf einen Widerspruch hinaus. Es hat
namlich bereits EUkLID auf Grund des letzterwdhnten Axioms be-
wiesenl), daB, falls z. B. 4’ > 4 ist, und c irgendeine dritte Strecke
bedeutet, zwei Zahlen m und # so gefunden werden konnen, da8 das
nfache von 4’ groBer, das mfache von 4 aber kleiner ist als das
mfache von c.

Die zuletzt gekennzeichnete Darstellung der Proportionenlehre
kann man die axiomatische nennen. Es ist dies im wesentlichen
die von GArirLr1?) gewdhlte Darstellung. Man erkennt aber zugleich,
daB die axiomatische Theorie und die Theorie EUKLIDs sich in gewis-
sem Sinne decken. Behandelt man nédmlich die Proportion im Sinne
der axiomatischen Theorie als eine vorgegebene Relation, fiithrt aber
gleichzeitig auch die von EUKLID mit Hilfe der Gleichvielfachen

1) 5. Buch, Nr. 8. Das sog. ,,archimedische Axiom‘ wird von EUKLID an dieser
Stelle zweimal stillschweigend benutzt.

2) Vgl. ,,Unterredungen und mathematische Demonstrationen usw., fiinfter Tag®,
OSTWALDS Klassiker der exakten Wissenschaften, Nr. 235, S. 29, wo auch eirie mit dem
eben erwdhnten euklidischen Beweis fast ganz zusammenfallende Betrachtung durch-
gefiihrt wird.
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definierte Relation als eine zweite Relation ein, so haben wir ja unter
Beiziehung noch des archimedischen Axioms gezeigt, daB fiir vier
Strecken a, b, ¢, d beide Relationen gleichzeitig entweder eintreten
oder nicht eintreten.

Auf Grund der Definition EUKLIDS kann man ohne besondere, auf
den Proportionsbegriff sich beziehende Annahmen aus den auf der
Geraden geltenden Tatsachen die oben als Axiome eingefiihrten Ge-
setze I, II und IIT beweisenl!). Die Tatsache IV der Existenz der
vierten Proportionale ergibt sich bei Euxkrip durch Konstruktion in
der Ebene (vgl. Abb. 62), wahrend zu ihrem Beweis, wenn dieser nur
auf Grund der in der Geraden geltenden Tatsachen gefiithrt werden
soll, noch eine weitere Annahme, z. B. das Stetigkeitsaxiom (vgl.
§ 29), erfordert wird?). Von dem Standpunkt aus, der moglichst viel
deduktiv aufkldren und an Voraussetzungen méglichst sparen will,
erscheint wohl die euklidische Darstellung als die vollkommenere.
Es erscheint auch nicht als ausgeschlossen, daB geschichtlich der von
EURLID iiberlieferten Theorie bereits eine andere, axiomatische, vor-
ausgegangen sein konnte.

Eine dritte Darstellung der Proportionenlehre hat neuerdings
H1iBERT gegeben. Dabei wird die Streckenproportion mit Hilfe einer
Konstruktion in der Ebene definiert?®). Der Beweis der zugehorigen
Lehrsdtze beruht dann auf dem , Paskarschen Satz®, dessen Beweis
seinerseits auf der Kongruenz der Dreiecke, also auf den ebenen Kon-
gruenzaxiomen aufgebaut ist. Hier erscheint also die Proportion wieder
als synthetischer, nicht als vorgegebener Begriff. Mit Riicksicht auf
die Herbeiziehung der genannten ebenen Axiome kann dann das
archimedische Axiom entbehrt werden.

§ 24. MaBzahlen von mit Zirkel und Lineal konstruierbaren
Strecken. '

DEscCARTES hat bemerkt, dafl alle die nur mit dem Zirkel und
dem Lineal allein ausfithrbaren Konstruktionen an Strecken neben
dem bloBen Abtragen der Strecken hinauskommen auf das Kon-
struieren von vierten und von mittleren Proportionalen?). Auf den
Beweis, den DESCARTES im Grunde nicht gegeben hat, will ich nachher
noch zu sprechen kommen. Zunidchst betrachte ich die Konstruktion
und Berechnung der vierten und mittleren Proportionale selbst.

1) Vgl. auch das 5. Buch der Elemente, Nr. 11—19.
2) Vgl. Hiry, Transactions of the Cambridge Philosophical Society, vol. XVI,
1896, S. 244ff.

3) Vgl. HiLBERT, Grundlagen der Geometrie, 1899, wobei die auf S. 33 und 35
gegebenen Krkldrungen zu kombinieren sind.
4) La Géométrie, 1638; vgl. Oeuvres de DESCARIES, t. VI, Paris, 1902, p. 369.
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Die Konstruktion der vierten Proportionale OX zu OA, OB und
OC ergibt sich aus Abb. 63, in der BX parallel zu AC gezogen ist;
bekanntlich beruht auch die euklidische Kon- A
struktion der Parallelen auf der Benutzung A
von Zirkel und Lineal. Werden nun die MaB- , c
zahlen der genannten Strecken, zundchst fiir X
irgendeine Idngeneinheit, mit x, a, b, ¢ be- Abb. 63.
zeichnet, so hat man fiir die Zahlen die entsprechende Proportion

a:b=c.x
und daraus, wie bereits VIETA bekannt war!), die Gleichung
be
==
Wird nun die Strecke OA zur Lédngeneinheit gewiahlt, so ist a = 1
und

x = b,
nimmt man dagegen die Strecke ¢ oder b als Langeneinheit an, so ist
b
X =
a
oder ¢
X=—.
a

Es entspricht also die Konstruktion der vierten Proportionale zu
drei Strecken, von denen die eine als Lingeneinheit angesehen wird,
entweder der Multiplikation oder der Division der MaBzahlen der
beiden anderen Strecken, je nach der Stellung, welche die Léangen-
einheit in der Proportion gehabt hat.

Soll die mittlere Proportionale zwischen zwei Strecken gefunden

werden, so legt man diese in einem Punkte in ent- X

gegengesetzter Richtung als OA4 und OB aneinander

(Abb. 64), errichtet in O auf AB eine Senkrechte

und beschreibt nach derselben Seite iiber AB als 4 be . s
Abb. 64.

Durchmesser einen Halbkreis, der auf der Senk-
rechten den Punkt X bestimmt. Es ist dann OX die gesuchte
mittlere Proportionale. Dies bedeutet, dal3

04 :0X =0X : 0B

ist, und somit fiir die MaBzahlen der Strecken, die sich auf eine und
dieselbe, aber beliebige Lidngeneinheit beziehen, die entsprechende
Gleichung

a:x=x:0b

1) Vgl. Francisci Vietae Opera Mathematica, studio Francisci a Schooten, 1646,
p. 13.
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gilt. Hieraus aber ergibt sich

x2=ab,
und somit x=7ab.
Die Konstruktion der mittleren Proportionale bedeutet also fiir die
MaBzahlen eine Quadratwurzelausziehung.

Die Abtragung von zwei Strecken in derselben oder in entgegen-
gesetzter Richtung von demselben Punkte aus ergibt die Addition bzw.
die Subtraktion der MaBzahlen.

Geht man von einer Strecke aus, so kann man zuerst durch mehr-
faches Abtragen dieser Strecke Vielfache von ihr bilden. Alle Strecken
nun, die sich aus den jetzt vorhandenen weiterhin durch Konstruieren
von vierten und von mittleren Proportionalen im Zusammenhang mit
Streckenabtragungen in beliebiger Verbindung der Operationen er-
reichen lassen, haben dann, wenn die erste Strecke zur Langeneinheit
gemacht wird, MaBzahlen von besonderer Art. Es sind dies die
Zahlen, welche sich durch die Operationen der Addition, Subtraktion,
Multiplikation, Division und der Quadratwurzelausziehung aus den
ganzen Zahlen ableiten lassen, also durch Ausdriicke wie z. B.

/
y2,  V6—4ya, V”@
32
usw. dargestellt sind. Ich will diese Ausdriicke kurz als die Quadrat-
wurzelausdriicke bezeichnen.

Es geht aus diesen Darlegungen hervor, dall jede Strecke, welche
in bezug auf eine Lingeneinheit einen Quadratwurzelausdruck zur
MafBzahl hat, aus eben dieser Lingeneinheit mit Zirkel und Lineal
konstruiert werden kann. DEscArRTES’ Bemerkung geht dahin, daB
dieses Ergebnis auch umgekehrt werden kann, daB also jede Strecke,
die aus einer zweiten mit Zirkel und Lineal konstruiert werden kann,
in Beziehung auf die zweite Strecke als Liangeneinheit einen Quadrat-
wurzelausdruck zur MaBzahl hat.

Behufs des Beweises erwdge man zunidchst die hier zugelassene
Konstruktionsart genauer. Man kann, wenn gewisse Punkte gegeben
sind, irgend zwei derselben verbinden und aus irgendeinem der ge-
gebenen Punkte als Mittelpunkt einen Kreis beschreiben, dessen Ra-
dius dem Abstand zweier der gegebenen Punkte gleich ist. Nunmehr
koénnen zwei Gerade oder zwei Kreise oder eine Gerade und ein Kreis
miteinander zum Schnitt gebracht werden. Auf diese Weise ent-
stehen neue Punkte, die zu den alten hinzutreten, wobei dann aus
den Punkten wieder neue Linien und mit Hilfe dieser Linien wieder
neue Punkte erhalten werden kénnen und so weiter ins Unendliche,
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Geht man von zwei Punkten O und E aus, so kann man sie zu-
nichst geradlinig verbinden und dann um O als Mittelpunkt den durch
E und um E als Mittelpunkt den durch O gehenden Kreis beschreiben.
Es entstehen nunmehr vier nene Punkte M, N, P und Q (vgl. Abb. 65),
mit Hilfe deren dann wieder neue Gerade und Kreislinien konstruiert
werden konnen.

Um die Sachlage zu beurteilen, fithre
man die Gerade OF und eine darauf senk-
recht errichtete zweite Gerade OF als Achsen p
ein (Abb. 66) und bestimme die Lage irgend-
eines Punktes U der Ebene durch seine
,,Koordinaten, d. h. durch die MaBzahlen »
und v, welche seine mit Vorzeichen ge- Abb. 65.
nommenen senkrechten Abstdnde von OF und
OE dann bekommen, wenn OF zur Léngeneinheit gemacht wird (vgl.
§ 38). Es ist dann leicht zu sehen, daBB die Koordinaten der Punkte

OJ EJ MJ NJ P’Q

Y
S

der Abb. 65 sind:
00; 1o; 3,—3Y¥3; b, +4V3; — 5,05 +2.0.
Es kommen also Quadratwurzelausdriicke zum £

. X V4
Vorschein. y
Nach dem Verfahren der analytischen Geo- .
metrie wird nun eine Linie durch die Gleichung ti
Abb. 66.

dargestellt, welche zwischen den variablen Ko-
ordinaten x und y eines nur auf der Linie verdnderlichen Punktes
besteht. So ist die Gleichung eines Kreises von der Form

(1) x2+y%+axﬂ—by+c=o
und die Gleichung einer Geraden von der Form
(2) mx+ny+p=o,

wobei die Koeffizienten a, b, ¢, m, n, p konstante Zahlen bedeuten
(§ 40, 38). Fiir die in Abb. 65 eingezeichneten Linien ergeben sich
dabei die Koetfizienten als Quadratwurzelausdriicke.

Die Koordinaten eines Schnittpunktes zweier Linien ergeben sich
durch Auflésung der beiden Gleichungen der Linien, indem x und y
als die Unbekannten angesehen werden (§ 38). Man erhilt aber, wenn
man z. B. die beiden obigen Gleichungen (1) und (2) gemeinsam auf-
16st, fiir die Koordinaten der Schnittpunkte solche Werte, die sich
aus den Koeffizienten a, b, ¢, m, n, p durch die Operationen der
Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division und Quadratwurzel-
ausziehung zusammensetzen. Sind also die Koeffizienten selbst durch
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Quadratwurzelausdriicke aus reinen Zahlen dargestellt, so ergeben
sich auch die Koordinaten eines Schnittpunktes als ebensolche Qua-
dratwurzelausdriicke.

Denkt man sich jetzt eine Anzahl von Punkten gegeben, deren
Koordinaten sich durch Quadratwurzelausdriicke darstellen lassen,
so laBt sich beweisen, daBl die Gleichung der Verbindungsgeraden
zweier der Punkte und die eines Kreises, der um einen der Punkte
mit dem Abstand zweier der Punkte als Radius beschrieben ist,
wiederum Quadratwurzelausdriicke zu Koeffizienten haben miissen.
Man erkennt jetzt, daBl in dem oben definierten System von Punkten
und Iinien, das Schritt fiir Schritt erweitert werden kann, sich die
gefundenen Eigenschaften der Punkte und Linien weiter und weiter
fortpflanzen. Es haben also alle die unendlich vielen entstehenden
Punkte Koordinaten, die durch Quadratwurzelausdriicke darstellbar
sind, und die Gleichungen aller entstehenden
Linien haben ebensolche Ausdriicke zu Xoeffi-
zienten. Es ist jetzt ohne weiteres zu sehen, dal}
auch der Abstand je zweier Punkte des Systems,
gemessen durch die Grundstrecke OF, einen sol-
chen Quadratwurzelausdruck als MaBzahl ergibt (vgl. § 39). Damit
ist aber die Behauptung von DESCARTES bewiesen.

Fiir jeden unserer Quadratwurzelausdriicke 1a8t sich nun eine
algebraische Gleichung finden. So geniigt der Ausdruck

x=)3—7y2

AbD. 67.

der Gleichung

¥t —6 %2 47 = o.
Allgemein hat die Gleichung niedrigsten Grades mit ganzzahligen
Koeffizienten, der ein solcher Quadratwurzelausdruck geniigt, stets
eine Potenz von 2 zum Grad, ein Satz, der sich durchaus nicht um-
kehren 1a8t. Man kann aber, teils mit diesem Satz, teils mit anderen
Hilfsmitteln, haufig die Wurzeln gegebener Gleichungen in der frag-
lichen Hinsicht untersuchen. So ergibt sich, daBl z. B. die Wurzel
der Gleichung
(3) =2
nicht durch einen Quadratwurzelausdruck dargestellt werden kann.
Dies bedeutet die Unmoglichkeit der Losung mit Zirkel und Lineal
fiir das ,,delische Problem‘. Dieses verlangt ndmlich die Konstruk-
tion der Kante eines Wiirfels, der doppelt so groB ist als ein gegebener,
aus der Kante des gegebenen Wiirfels (Abb. 67). Setzt man die Kante
des letzteren gleich 1, die des doppelten Wiirfels gleich #, so gelangt
man zu der angegebenen Gleichung (3).
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In dieser Weise kann man die Unmoglichkeit noch anderer Kon-
struktionen, fiir den Fall, daBl nur die Verwendung von Zirkel und
Lineal zugelassen wird, beweisen, z. B. die Unmoéglichkeit der Teilung
des Vollkreises in sieben gleiche Teile. Die
Unmoglichkeit der sogenannten ,,Quadratur des
Zirkels*, d. h. des Problems, aus dem Radius
eines Kreises mit Zirkel und Iineal eine Strecke
herauszukonstruieren, derart, daB das Quadrat, Abb. 68.
welches diese Strecke zur Seite hat, der Kreis-
fliche gleich ist (Abb. 68), ergibt sich daraus, daB die Zahl = iiber-
haupt nicht Wurzel einer algebraischen Gleichung mit ganzzahligen
Koeffizienten sein kann?).

§ 25. Das MaB bei anderen GroBenarten.

Die Messung der Strecken beruht auf deren Vervielfachung, die
Vervielfachung auf den Tatsachen, welche die Anordnung der
Punkte und die Gleichheit der Strecken in einer Geraden be-
treffen (§ 22). Man kann es auch so wenden, dal auf Grund der
genannten Tatsachen zuerst die Addition der Strecken definiert
(§ 19) und dann mit Hilfe der Addition gleicher Strecken der Mal-
begriff aufgebaut wird.

Handelt es sich um andere GréBen als Strecken, so wird man meist
die Addition durch den Hinweis auf eine physische Zusammensetzung
deuten und bei dem mathematischen Aufbau des MaBbegriffes die
Addition als vorgegebenen Begriff behandeln miissen. So wird man
z. B. bei den Kriften verfahren, die, wenn sie auch oft durch Strecken
dargestellt werden, doch nur an einer Stelle wirken und auBerdem
Richtung und Intensitdt besitzen. Wir kénnen dabei die Gleichheit
wieder so wie in § 18 (Abb. 46 —48) erkldren, so daB also zwei Krafte
als gleich zu gelten haben, wenn sie an demselben Punkt in entgegen-
gesetzter Richtung angebracht sich das Gleichgewicht halten. Von
zwei ungleichen Kraften wollen wir diejenige die groBere nennen,
welche in dem genannten Fall die andere iiberwindet, und die Summe
zweier Krafte soll diejenige Kraft sein, welche den beiden, falls diese
nach derselben Richtung angreifen, in der entgegengesetzten Rich-
tung genau das Gleichgewicht hdlt. Es geniigt dann zum Aufbau

1) Der Beweis ist zum erstenmal von F. LINDEMANXN gefiihrt worden (Mathe-
matische Annalen, Bd. 20, 1882, S. 213); er beruht auf einer Verallgemeinerung der von

CH. HERMITE auf die Zahl e =1 + ! + ! ! -+ ... angewandten Be-
I

1.2 1-2-3
trachtungsweise. In bedeutend vereinfachter Form erscheint der Beweis bei D. HILBERT,
Gottinger Nachrichten, 1893, S. 1.
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des Begriffs des KridftemaBes die folgenden Tatsachen als gegeben
anzunehmen, d. h. also sie zu Axiomen zu stempeln?):

1. Wenn zwei Krifte einer dritten gleich sind, so sind sie esnander
gleich.

2. Von zwer ungleichen Kriften ist die eine, und nur diese, die
grofere, die andere die Rleinere.

3. Zu jeder Kraft gibt es eine kleinere.

Je zwei Krifte p und q haben eine Summe p + q.
Esist p+g=q+p.
Esist (p+q)+7r=p+(q+7).
Gleiches zu Gleichem (odev zu demselben) addiert gibt Gleiches.
Esist p+qg>p.
9. Wenn p> q 1ist, so gibt es eine Kraft s so, daff p =gq +s.
10. Sind zwer Krifte gegeben, so gibt es stets ein Vielfaches der
kleineren, das die gréfere tibertrifft (archimedisches Axiom).

Diese Tatsachen, die bei den Beweisen der bereits in § 22 fiir die
MaBe von Strecken ausgesprochenen Lehrsitze vorausgesetzt werden,
sind also durch den Hinweis auf physische Erfahrung zu rechtfertigen.
Wihrend z. B. frither bei den Strecken das Assoziativgesetz der Ad-
dition auf die Zwischenlage der Punkte und die Gleichheit der Strecken
zuriickgefiithrt wurde (§ 19), bedeutet jetzt das Gesetz 6 unmittelbar
eine Erfahrungstatsache. Es wird dabei festgestellt, daB, falls p mit ¢
zusammen einer gewissen Kraft, und diese mit » zusammen der
Kraft d das Gleichgewicht halt, falls aber ¢ mit 7 zusammen einer
anderen Kraft, und p mit dieser zusammen der Kraft d’ das Gleich-
gewicht hilt, dann stets auch 4 und 4’ einander das Gleichgewicht
halten.

Physische Messung ergibt sich also aus physischer Addition im
Zusammenhang mit Zihlung. Dal} neben den Objekten, die wir hier
betrachten, den sogenannten ,,GroBen”, auch ein Zusammensetzungs-
modus existiert, den wir ,,Addition* nennen, und daB dabei die genann-
ten Gesetze angenommen werden, das ist in der Tat notwendige Voraus-
setzung der mathematischen Entwicklung. Philosophischerseits wird
die Notwendigkeit solcher Voraussetzungen haufig verkannt; so wird
vielfach als selbstverstindlich angenommen, daf} iiberall da, wo ver-
schiedene Grade gefunden werden, auch MaBzahlen eingefiihrt
werden konnten. Es bestehen aber z. B. Grade bei der Hirte; obwohl

N oo B

1) In den Berichten der Sichs. Gesellsch. d. Wiss., mathematisch-physische Klasse,
1901, S. 5—7, habe ich ein dhnliches Axiomsystem {fiir irgendwelche Grdflen aui-
gestellt. Dabei habe ich der Einfachheit wegen angenommen, dal keine gleichen
GroBen existieren, die zugleich in anderer Hinsicht voneinander unterschieden werden
konnten; das Axiom 5 ist weggelassen und seine Abhingigkeit von den anderen
Axiomen gezeigt worden. ’
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jedoch von zwei Korpern der eine hirter sein kann als der andere,
und dieser weniger hart als der erste, kann man doch nicht sagen,
daB ein Korper so hart sei wie zwei andere zusammengenommen, oder
daB ein Korper doppelt so hart sei als ein anderer. Aus diesem Grunde
kann man auch bei der Hirte kein Mal}, wenigstens kein eigentliches
und durchaus natiirliches, einfiihren.

Auf der anderen Seite ist fiir die mathematische Entwicklung nur
die Voraussetzung nétig, daBl gewisse Objekte und gewisse Relationen,
insbesondere solche der Zusammensetzung, zwischen diesen Objekten
bestehen, welche formal den angegebenen Gesetzen geniigen. Die
Deutung der Objekte und der Relationen in der Erfahrung ist fiir
die theoretische Entwicklung gleichgiiltig, und es kann deshalb auch
fiir ganz verschiedenartige Objekte dieselbe Theorie bestehen. Setzen
wir z. B. in den fritheren Betrachtungen an Stelle der Punkte und der
Strecken der Geraden Empfindungsstufen und deren Unterschiede,
indem wir annehmen, daB die gleiche oder verschiedene GréBe zweier
solcher Unterschiede festgestellt werden konne, und daB dann dieselben
Gesetze gelten, die bei den Strecken als Axiome aufgestellt worden
sind, so ergibt sich hier dieselbe Theorie des MaBes wie bei den Strecken.

Aus diesem Grund hat auch die Unterscheidung, die in philosophi-
schen Schriften meist zwischen den ,,extensiven‘‘ und den ,,intensiven
GroBen gemacht wird, keine wesentliche Bedeutung fiir die Mathe-
matik.

§ 26. Inhalt von ebenen Figuren und Koérpern.

Die Gleichheit des Inhalts von zwei ebenen Figuren oder Korpern,
die nicht dieselbe Gestalt haben, 148t sich nicht anschaulich erkennen;
es werden deshalb auch diejenigen, welche im Sinne von Kant die
Geometrie auf eine ,,apriorische Anschauung o c_F £
zuriickfithren wollen, die Erfahrungen, z. B.
diejenigen, die beim UmgieBen von Fliissig-
keiten gemacht werden?'), wenigstens als Ver-
anlassung zu der vorliegenden Begriffsbildung 4 Abb 69‘5
anerkennen. Ich will aber hier auf den Zu- e
sammenhang mit der Erfahrung nicht eingehen, sondern nur unter-
suchen, was in diesem Begriffsgebiet vorausgesetzt und wie aus den
Voraussetzungen geschlossen wird.

Betrachten wir zundchst den iiblichen Beweis dafiir, dall zwei
Parallelogramme ABCD und ABEF einander gleich sind, wenn sie
die Grundlinie gemeinsam und gleiche Hohe haben (Abb. 69). Er ist
nicht wesentlich von demjenigen verschieden, den bereits EUKLID

1) Vgl. unten § 130.
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gegeben hat, und beruht darauf, daB von dem Viereck ABE D einmal
das eine, das andere Mal das andere der einander kongruenten Drei-
ecke EBC und FAD weggenommen wird. Es wird also vorausgesetzt,
daB3 die ebenen Figuren einen Inhalt haben, d. h. daB zwei Figuren
in bestimmter Weise einander entweder gleich oder nicht gleich sind,
daB im zweiten Fall eine die groBere ist, daB Gleiches zu Gleichem
addiert Gleiches, Gleiches zu GroBerem addiert GroBeres und somit
auch Gleiches von Gleichem subtrahiert Gleiches ergibt usw.

Da es sich dabei um eine neue Art der Gleichheit und um eine
neue Art der Addition bzw. Subtraktion handelt, welche durch das
Aneinanderlegen bzw. Wegschneiden von Flachen definiert werden,
so sind damit neue Begriffe gesetzt, die als gegebene behandelt, und
neue Tatsachen, die als Axiome betrachtet werden?). Es ist aber hier
geradeso wie bei den Proportionen (§ 23) moglich, die neuen Begriffe
auf die anderen Grundbegriffe der Geometrie zuriickzufiihren, sie also

4 4 sSynthetisch (§ 1) aufzubauen, wobei dann die vor-
"] hin beriihrten , Axiome‘ als Iehrsitze erscheinen
und bewiesen werden koénnen.
Es geniigt zundchst, wenn ich Dreiecke be-
g Abb. 70 ¢ trachte. Die Gleichheit zweier Dreiecke ist jetzt

R nicht als eine gegebene Relation anzusehen, sondern
konstruktiv zu definieren. Die leitende Idee bei dieser Definition
ist die, daB auf Grund einer Umkehrung des gewohnlichen Ge-
dankenganges zwei Dreiecke, welche die Grundlinie gemein und die
gleiche Hohe haben (Abb. 70), fiir gleich erklart werden. Um den
Gedanken, der damit nur oberflichlich angedeutet ist, durchzu-
fiilhren, will ich den Ubergang eines Dreiecks ABC in A’BC, wenn
dabei AA’ parallel zu BC ist (Abb. 70), eine Verwandlung des
Dreiecks ABC in A’BC nennen. Das Wort ,, Verwandlung® soll nur
den Ubergang von dem einen Dreieck in das andere durch eine Kon-
struktion bedeuten, wie man auch etwa ein Dreieck in ein kleineres,
z. B. ahnliches, verwandeln kann. Fir gleich sollen nun zwei Drei-
ecke dann und nur dann erklirt werden, wenn das eine sich in das
andere durch eine Kette solcher Verwandlungen tiiberfithren 1a03t;
dabei kann natiirlich in der Folge der Verwandlungen die Dreiecksseite

1) Vgl. U. AMALDI in den Questioni riguardanti le Matematiche elementari,
raccolte da F. ENRIQUES, vol. 1, 1912, p. 147. '

Mit Riicksicht auf die Flichenmessung (§ 27) kénnte man diese Axiome durch
die Annahme ersetzen wollen, daB jeder Fliche so eine Zahl zugeordnet werden kann,
daB dabei einer zusammengesetzten Fliche die Summe der Zahlen zugeordnet erscheint,
die den Teilen zugeordnet sind, und daf kongruenten Flichen dieselbe Zahl zugeordnet
wird. Eine solche Annahme hat aber im Grund einen zu verwickelten Charakter, um
als Axiom gelten zu kénnen (vgl. auch § 37).
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wechseln, zu der die Parallele gezogen wird. Man sieht unmittel-
bar, daB auf Grund der gewihlten Erkldrung der Satz gilt: Wenn
ein Dreieck einem zweiten und dieses einem dritten gleich ist, so ist
auch das erste Dreieck dem dritten gleich. Nun taucht aber die
Frage auf, ob nicht in dem erklédrten Sinne des Wortes jedes Dreieck
jedem anderen gleich sein konnte. Es 1Bt sich beweisen, was hier
nicht ausgefiihrt werden soll, daB dem nicht so ist, daB insbesondere
zwei Dreiecke mit gleicher Grundlinie und verschiedener Hohe nie-
mals einander gleich sind, d.h. niemals durch eine Folge von Ver-
wandlungen der erwdhnten Art ineinander ubergefiihrt werden
kénnen?).

Um die Summe zweier Dreiecke zu definieren und zugleich her-
zustellen, fithre man die Dreiecke in der erwahnte Weise allmahlich
in solche iiber, die eine Ecke gemein haben und fiir welche die Gegen-
seiten dieser Fcke in eine Gerade fallen und eben aneinanderstoBen
(Abb. 71); es ist dies stets ausfilhrbar. An Stelle P
der urspriinglich gegebenen treten nun die beiden
Dreiecke PQR und PRS, wobei R zwischen
und S gelegen ist. Es wird dann das Dreieck PQS # 4 s
und zugleich jedes Dreieck, das ihm gleich ADb. 71.
ist, zur Summe der beiden urspriinglichen Dreiecke erklart.

Auf Grund der genannten Festsetzungen und mit Hilfe der Axiome
von § 2 und 3 gelingt dann der Beweis fiir die erwdhnten Tatsachen,
z. B. dafiir, daB Gleiches zu Gleichem addiert Gleiches ergibt. Ins-
besondere kann man fiir die Dreiecke und fiir ihre Addition auch
beweisen, daB neben der Gleichung 4 = 4’ + 4, nicht etwa noch
auBerdem die Gleichung A’ = 4 + 4, bestehen, d.h. daB nicht 4
einem Dreieck gleich sein kann, von dem A’ ein Bestandteil ist, und
gleichzeitig 4’ gleich einem Dreieck, welches das Dreieck 4 als Be-
standteil enthdlt. Es kommt im Grunde auf dasselbe hinaus,
wenn wir sagen, daB nicht A4’ einem Teil von 4, und gleichzeitig
A einem Teil von A’ gleich sein kann, und es liegt hier wieder eine
Form des Lehrsatzes vor, der besagt, daB der Teil nicht groBer sein
kann als das Ganze?).

Auf den Dreiecksinhalt 148t sich dann der Begriff des Inhalts
cines ebenen Polygons griinden. Die Begriindung des Rauminhalts

1) Der Beweis ist von HILBERT (Grundlagen der Geometrie, 1899, S. 46) nur auf
Grund der Axiome von § 2 und 3, also ohne das DEDEKIND sche Stetigkeitsaxiom und
ohne das archimedische Axiom gefiihrt worden. Die erste Begriindung des Fléchen-
inhalts, welche natiirlich den im Text erwihnten Umstand in sich schlief3t, ist unter
Mitbenutzung des archimedischen Axioms von F. SCHUR gegeben worden (Sitzungsber.
d. Dorpater Naturforscher-Gesellschaft, 1892).

2) Vel § 1o.

Holder, Mathematische Methode.



82 DIE SYNTHESE DES MASSBEGRIFFS.

der Korper ist schwieriger; es 148t sich dabei die Mitbenutzung des
archimedischen Axioms und auch das Grenzwertverfahren (VII. Ab-
schnitt) nicht vermeiden?).

§ 27. InhaltsmaB und rechnende Geometrie.

Denkt man sich unter den ebenen Figuren irgend eine bestimmte
herausgehoben, die als Einheitsfliche fiir Inhaltsmessungen dienen
soll, so kommt, wenn das archimedische Axiom vorausgesetzt wird,
jeder ebenen Figur ein InhaltsmaB zu. Bekanntlich pflegt man fest-
zusetzen, daB als Fldcheneinheit ein solches Quadrat dienen soll,
dessen Seite der Lédnge gleich ist, die bei der Lingenmessung als
Einheit angenommen wird. Im Grunde ist dies ein Ubereinkommen,
das auch abgeéndert werden kénnte. Wechselt man nun die Idngen-
einheit, indem man beispielsweise den 3. Teil der urspriinglichen
Léngeneinheit zur neuen Langeneinheit wiahlt (Abb. 72), so zerfillt,
wenn dabei das festgesetzte Ubereinkommen beibehalten

' wird, das urspriingliche Einheitsquadratin3 - 3=9
neue Einheitsquadrate. Es bekommt also die alte
Strecke 1 nunmehr die MafBzahl 3, und die alte
Fliche 1 nunmehr die Mafzahl 32, weshalb sich nach
dem friiheren (§ 22) die MaBzahlen aller I iangen
mit 3, und die MaBzahlen aller Flachen mit 32 multiplizieren. Dies ver-
allgemeinert sich dann so, daB bei Einflihrung irgendeiner neuen
Langeneinheit sich alle Langenmalfle mit einer ZahlgroBe 4, die Flachen-
maBe aber sich mit 1% multiplizieren. Infolge der Anderung der
Langeneinheit multiplizieren sich dann die Mafzahlen der Korper-
volumina mit 13, wenn in jedem Falle die Volumeinheit ein solcher
Wiirfel sein soll; dessen Kante gleich der IAdngeneinheit ist.

Auf dem genannten Ubereinkommen beruhen alle dhnlichen Aus-
sagen, wie: , Der Inhalt eines Rechtecks ist gleich dem Produkt der
Seiten‘’, ,,der Inhalt eines Dreiecks ist gleich dem halben Produkt
aus Grundlinie und Héhe.” Hs soll dies heiflen, daB mit Riicksicht
auf die Festsetzung, welche die Flicheneinheit mit der Lingeneinheit
verkniipft, die MaBzahl des Rechtecks dem Produkt der Mafzahlen
der Seiten, die MaBzahl des Dreiecks dem halben Produkt aus den
MaBzahlen von Grundlinie und Hohe gleich ist. Hitte man die etwas
weniger einfache Festsetzung getroffen, die H 4lfte des Quadrats,
das die Léangeneinheit zur Seite hat, zur Fldcheneinheit zu wihlen,
dann hieBe der Lehrsatz fiir das Dreieck: ,,Der Inhalt ist gleich dem
Produkt aus Grundlinie und Hohe.*

Abb. 72.

) Vgl. den Beweis vom M. DEHN, Mathematische Annalen, Bd. 55, S. 465ff.
4
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Aus solchen einfachen Beziehungen, wie auch aus den geometri-
schen Proportionallehrsitzen (§ 23), wenn sie als arithmetische Glei-
chungen zwischen den MaBzahlen der Strecken angesehen werden,
ergibt sich die Moéglichkeit der Aufstellung von Formeln in der Geo-
metrie und der Errechnung weiterer Beziehungen durch den algebra-
ischen Kalkiil. Neben diesem Verfahren, das man friiher in den ele-
mentaren ILehrbiichern als das Verfahren der algebraischen Geometrie
zu bezeichnen pflegte, besteht allerdings noch ein anderes, das z. B.
den Ausdruck , Multiplikation zweier Strecken nicht im arithmeti-
schen Sinn mit Beziehung auf die MafBzahlen, sondern im Sinne einer
rein geometrisch konstruktiven MaBnahme gebraucht, die aus zwei
Strecken eine dritte abzuleiten erlaubt?!). Die Konstruktion wird
dabei so gewahlt, daB diese Operation zusammen mit dem Anfiigen
der Strecken an Strecken und mit dem Wegnehmen der Strecken von
Strecken denselben Gesetzen geniigt, die in der Arithmetik die Multi-
plikation der Zahlen zusammen mit deren Addition und Subtraktion
beherrschen. Man kann dann rein geometrische Schliisse in der Form
eines Kalkiils, der nach den Regeln der gewGhnlichen Algebra ver-
lauft (§73), mit Symbolen vollziehen?). Fiir gewohnlich sind jedoch
Formeln in der Geometrie im arithmetischen Sinne mit Riicksicht auf
die MaBzahlen der vorkommenden GroBen zu verstehen, wie dies
auch ohnehin in der Mechanik und Physik nicht anders sein kann,
wo neben den Lingen, Flichen und den Volumina meist auch Kréfte,
Zeiten, Massen, Elektrizitdtsmengen u. dgl. in derselben Formel ver-
einigt vorkommen.

§ 28. Die Dimension in der Mechanik und der Physik.

Im vorigen Paragraphen ist erwdhnt worden, wie iiblicherweise
die Fliacheneinheit an die Langeneinheit gekniipft wird. Ahnliche
Festsetzungen pflegt man auch in der Mechanik und in der Physik
zwischen den Einheiten zu treffen, mit denen verschiedene Arten von
GroBen gemessen werden. Als besonders einfaches Beispiel soll der
Zusammenhang erortert werden, der zwischen der Messung der Lidngen,
Zeiten und Geschwindigkeiten hergestellt wird. Unter einer gleich -
f 6rmigen Bewegung in gerader Linie versteht man eine solche, bei
der in gleichen Zeitintervallen gleiche Wege, in beliebigen Zeitinter-
vallen solche Wege zuriickgelegt werden, die den Zeitintervallen
proportional sind. Ist eine gleichférmige Bewegung im Vergleich zu

1) Vgl. z. B. HILBERT in dem Beweis, der im vorigen Paragraphen angefiihrt
wurde (Grundlagen, 1899, S. 33).

2) Man vergleiche damit die in § 9 auseinandergesetzte Méglichkeit, iiberhaupt
die geometrischen Schliisse in das Gewand von Symbolrechnungen zu kleiden.

6*
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einer zweiten, ebensolchen Bewegung so beschaffen, dal der in einem
Zeitintervall bei der ersten Bewegung zuriickgelegte Weg z. B. doppelt
so grof ist als der bei der zweiten Bewegung in einem gleichgroBen
Zeitintervall zuriickgelegte Weg, so wird man sagen, dal die erste
Bewegung mit der doppelten Geschwindigkeit erfolge im Vergleich
zu der zweiten.

Man koénnte nun versuchen, irgendeine empirisch gegebene gleich-
formige Bewegung auszuzeichnen, ihre Geschwindigkeit fiir die Ein-
heit der Geschwindigkeiten zu erkldren und die Geschwindigkeiten
aller anderen Bewegungen durch die eine zu messen. Da es schwierig
ist, eine solche Geschwindigkeitseinheit ein fiir allemal empirisch fest-
zuhalten, verfahrt man aber anders. Man bestimmt iiblicherweise,
daB als MaBzahl der Geschwindigkeit einer gleichformigen Bewegung
zu gelten habe die MaBzahl des dabei in der Zeiteinheit zuriickgelegten
Weges. Damit ist aber nicht nur festgesetzt, was als das doppelte,
was als das dreifache einer gegebenen Geschwindigkeit anzusehen ist,
sondern auch, welche Geschwindigkeit als Einheit den Geschwindig-
keitsmessungen zugrunde gelegt werden soll. Offenbar kommt jetzt
derjenigen Geschwindigkeit die MaBzahl 1 zu, bei der in der Zeit-
einheit ein der Lingeneinheit gleicher Weg zuriickgelegt wird. Es
sind also durch die genannte Bestimmung die Einheiten von Zeit
und Linge und von Geschwindigkeit so miteinander verkniipft, dafl
die beiden ersten Einheiten beliebig gewdhlt werden kénnen, und sich
dann aus ihnen die dritte ergibt.

An und fiir sich hitte man auch eine andere Festsetzung treffen,
z. B. es so einrichten kénnen, daB zur Einheit der Geschwindigkeiten
die Geschwindigkeit derjenigen Bewegung gemacht worden wire, bei
der in der Zeiteinheit ein Drittel der Langeneinheit zuriickgelegt wird.
Bei der obigen Festsetzung aber gilt der Satz, der bei der zuletzt
genannten nicht so gelten wiirde, dal die MaBzahl ¢ eines Zeitintervalls
multipliziert mit der MaBzahl v der Geschwindigkeit, mit der sich
der betrachtete Korper wahrend des Zeitintervalls bewegt, stets die
MaBzahl s des dabei zuriickgelegten Weges ergibt. Es ist also

s=vl
und deshalb auch G
(1) 9 = ; =5t !

Wechselt man die Lingeneinheit und die Zeiteinheit, wobei sich
dann die Einheit der Geschwindigkeiten in bestimmter Weise mit
verandert, indem an der oben erkldrten Verkniipfung der Finheiten
festgehalten wird, so multiplizieren sich (§ 22) die MaBzahlen aller
Wege mit einem Faktor A, die MaBzahlen aller Zeitintervalle mit
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einem Faktor 4 und die MaBzahlen aller Geschwindigkeiten nach
Formel (1) mit dem Faktor 1. Dies aber und nichts anderes meint
man, wenn man sagt, daB eine Geschwindigkeit die ,,Dimension‘
eines Produktes einer Iinge in die — 1'® Potenz einer Zeit habe.
Auf die Art und Weise, wie die Geschwindigkeit einer nicht gleich-
formigen Bewegung durch ein Grenzverfahren!) erhalten wird, soll
hier nicht eingegangen werden. Bei einer gleichf 6rmig beschleu -
nigten Bewegung, d. h. bei einer solchen, bei der die Geschwindig-
keit gleichférmig zunimmt, definiert man die , Beschleunigung® als
die Zunahme, welche die Geschwindigkeit in der Zeiteinheit erwirbt.
Es hat also diejenige Bewegung die Beschleunigung I, bei der die
Geschwindigkeit in der Zeiteinheit in ihrem Zahlwert um I zunimmt.
Bekanntlich wird nun an diese Erklarung noch diejenige der Kraft-
einheit gekniipft. Es bewirkt die doppelte Kraft bei derselben Masse
die doppelte Beschleunigung, bei der doppelten Masse dieselbe Be-
schleunigung, welche die einfache Kraft der einfachen Masse erteilt.
Infolge dieser Beziehungen ist es natiirlich, diejenige Kraft gleich 1
zu setzen, welche der Masseneinheit die Beschleunigung 1 erteilt.
Die Masseneinheit ist dabei eine neue, willkiirlich zu wihlende Einheit,
wihrend die Krafteinheit an diese und an die schon vorher irgendwie
gewihlten Einheiten der Zeit- und Langenmessung gekniipft wird.
Vertauscht man nun die urspriinglich gewdhlte Léangeneinheit z. B.
mit ihrer Hélfte, so multiplizieren sich (§ 22) die MaBzahlen aller Wege
und damit auch die aller Geschwindigkeiten und Geschwindigkeits-
differenzen mit 2. Es multiplizieren sich also dann die MaBzahlen
aller Beschleunigungen und somit auch die aller Krifte mit 2, voraus-
gesetzt, daB die Einheiten der Zeit und der Masse dieselben geblieben
sind. Nimmt man andererseits etwa ein Drittel der urspriinglichen
Zeiteinheit nunmehr als Zeiteinheit an, wobei man jetzt die Einheiten
der Linge und der Masse bestehen 1dBt, so multiplizieren sich die
MaBe aller Zeitintervalle mit 3. Der bei einer bestimmten gleichfor-
migen Bewegung in der neuen Zeiteinheit zuriickgelegte Weg ist ein
Drittel des Weges, der bei derselben Bewegung in der alten Zeiteinheit
zuriickgelegt worden war. Es multiplizieren sich also die MaBe der
Geschwindigkeiten mit § und aus demselben Grunde die MaBe der
Beschleunigungen zweimal mit diesem Faktor. Nimmt man aber
jetzt etwa die Masseneinheit halb so groB8 wie vorher, so braucht man,
wenn die Zeiteinheit und die Langeneinheit beibehalten wird, nur
die halbe Kraft, um die Beschleunigung I zu bewirken; es wird also
die Krafteinheit halb so groB sein als vorher, und es multiplizieren
sich die MaBzahlen aller Massen und die aller Krafte mit 2, Eine

1) § 59
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Kraft hat infolgedessen die Dimension des Produkts einer Masse in
eine Lange und in die —2" Potenz einer Zeit.

In derselben Weise hat in der Geometrie eine Flédche (§ 27) als
Dimension die zweite Potenz und ein korperliches Volum als Dimen-
sion die dritte Potenz einer Ladnge. Weitere Beispiele fiir diesen Di-
mensionsbegriff, der die Bedeutung der MaBeinheiten besonders klar
hervortreten 148t, bietet die Physik dar. Man setzt mit Riicksicht
auf das CouromBsche Gesetz der Anziehung und AbstoBung bei den
Elektrizitdtsmengen diejenige Menge als Einheit fest, welche die
gleiche Menge gleichnamiger Elektrizitdt in der Entfernung 1 mit
der Kraft 1 abst6B8t. Dadurch ist auch die Einheit der Elektrizitats-
mengen an die Einheiten von Masse, Zeit und Léange gekniipft. FEine
Elektrizititsmenge hat die Dimension eines Produktes aus der 1}*"
Potenz einer Linge in die 1* Potenz einer Masse und die — 1% Po-
tenz einer Zeit. Ist von einer empirischen GroBe eine Zahlenangabe
mit Beziehung auf bestimmte Einheiten der Masse, Zeit und Lénge
gegeben, so kann man auf Grund der Kenntnis der Dimension der
GroBe die Zahlenangabe fiir andere Finheiten der Masse, Zeit und
Liange unmittelbar umrechnen.

Vierter Abschnitt.

Die mathematische Stetigkeit. Eigenschaften
unendlicher Punktmengen.

§ 29. Das DEDEKINDsche Stetigkeitsaxiom.

Es sei eine Strecke 4B gegeben. Auf dieser soll z. B. demjenigen
Punkt die Zahl % zugeordnet werden, dessen Abstand von A gerade
% der Strecke AB mift!). In dieser Weise mdgen zuerst die Punkte
%, 3 usw., d. h. alle die zwischen 4 und B gelegenen ,rationalen

; 2 Punkte’” bezeichnet werden. In sinngemaBer

-¢ i 7 . )
7 % Erweiterung dieser Festsetzung kommen dann
Abb. 73. den Punkten A und B selbst die Zahlen o und

1 zu; dazu ergeben sich noch auf den Ver-
langerungen der Strecke AB iiber B und iiber 4 hinaus diejenigen
rationalen Punkte, denen die positiven, unechten und diejenigen,
denen die negativen Briiche zugeordnet sind (Abb. 73).

Diese in Beziehung auf 4 als Nullpunkt und auf B als Punkt 1
rationalen Punkte der unendlichen Geraden haben die Eigenschaft,

1) Die Existenz der Punkte, welche die Strecke dritteln, vierteln usw., soll hier
zunéchst einfach postuliert werden; man vergleiche aber § 31.
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daB zwischen zwei verschiedenen solchen Punkten stets ein Punkt
derselben Art gelegen ist. Trotzdem sind in dieser Gesamtheit der
rationalen Punkte gewisse Punkte, welche der ,stetigen* Geraden
angehoren, ausgefallen. Konstruiert man z. B. iiber der Strecke AB
als iiber der Hypotenuse ein gleichschenklig rechtwinkliges Dreieck
A C B und nimmt zwischen 4 und B den Punkt D so an, dall AC = AD
ist (Abb. 74), so gehort zum Punkt D keine rationale Zahl. Es ist
namlich nach dem Lehrsatz des PYTHAGORAS
AC: + BC: = 4D,
und somit, wenn die den Strecken AC, BC und AD gemeinsame,
auf AB als Einheit sich beziehende MaBzahl mit x bezeichnet wird,
%% + x% = 1.

Somit ist ¥ — Vi
es gibt jedoch keinen Bruch, dessen Quadrat gleich 3 ware (vgl. § 75).

Wir werden demgemall den Punkt D einen ,irrationalen Punkt®

nennen, da die ihm zugeordnete Zahl |/§ irrational ist. ¢

Sein Abstand 4 D ist zur Idngeneinheit 4 B, inkommen-

surabel‘. Das Vorhandensein von Léingen, die zueinan-
der inkommensurabel sind, ist von den Pythagordern j 7%
entdeckt worden. Es ist jedoch erst in neuerer Zeit eine Abb. 74.

Formulierung gefunden worden, durch welche die Stetig-

keit oder in gewissem Sinne Iiickenlosigkeit der Geraden charakterisiert
wird. Wir wollen der Anschaulichkeit wegen annehmen, daB uns eine
Gerade in horizontaler Lage vorliegt, so daBl wir die Ordnung von auf
ihr gelegenen Punkten einfach durch die Worte , links* und ,,rechts‘
bezeichnen kénnen. Es sei nun auf der Geraden ein Punkt X gegeben.
In Beziehung auf diesen Punkt kénnen wir die samtlichen iibrigen
Punkte der Geraden so auf zwei Klassen verteilen, daBl in die erste
Klasse alle diejenigen Punkte, die links von X gelegen sind, und in
die zweite Klasse alle diejenigen Punkte kommen, die rechts von X
liegen; den Punkt X selbst kann man nach Belieben der einen oder der
anderen Klasse zuteilen. Man erhélt so zwei, im Grunde nicht wesent-
lich verschiedene Einteilungen der Punkte der Geraden in zwei
Klassen, welche beide durch den Punkt X herveorgebracht werden.
Jede dieser Einteilungen hat die Eigenschaft, daf jeder Punkt der
ersten Klasse links gelegen ist von jedem Punkt der zweiten Klasse.
R. DEDEKIND hat erkannt, daB3 die Stetigkeit oder Liickenlosigkeit
der Geraden nun durch das Axiom zum Ausdruck gebracht werden
kann, daBl umgekehrt zu jeder Einteilung der Punkte einer Geraden
von der genannten Eigenschaft auch stets ein Punkt X gehort, durch
den diese Einteilung wieder hervorgebracht werden kann. Es 1at
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sich dies auch so aussprechen, daBl es bei jeder Einteilung in zwei
Klassen von der erwzhnten Eigenschaft entweder in der ersten Klasse
einen Punkt gibt, der rechts von allen anderen Punkten dieser Klasse
gelegen ist, oder in der zweiten Klasse einen Punkt, der links liegt
von jedem anderen Punkt dieser letzteren Klasse. Wir bezeichnen
dieses Axiom als das DEDEKINDsche Stetigkeitsaxiom.

Gegen das DeDEKINDsche Stetigkeitsaxiom, sofern durch das-
selbe die kontinuierliche Beschaffenheit der Geraden beschrieben wer-
den soll, sind von philosophischer Seite Einwendungen gemacht wor-
den. Diese beanstanden im wesentlichen den Umstand, daB die
Punkte der Geraden zur Erkldrung der Stetigkeit herangezogen wer-
den'), wahrend nach der Auffassung jener philosophischen Autoren
der Begriff der stetigen Geraden der Unterscheidung der auf ihr
liegenden oder der moéglicherweise auf ihr zu bestimmenden Punkte
,,vorangehen‘‘ soll. Ich werde spéter (§ 99) zu zeigen haben, daB die
Frage darnach, welcher von zwei Begriffen dem anderen ,,vorangeht®,
durchaus nicht immer entschieden werden kann. Hier aber diirfte
es zur Verteidigung des DEDEKINDschen Stetigkeitsaxioms geniigen,
darauf hinzuweisen, daBl ein Axiom in der Mathematik lediglich da-
durch Bedeutung gewinnt, daB wir mit demselben, im Zusammen-
hang mit den anderen eingefiithrten Axiomen, ein mannigfaltiges Tat-
sachengebiet beherrschen. Dies will ich fiir das Stetigkeitsaxiom durch
Beispiele belegen; z. B. werde ich mit Hilfe dieses Axioms, indem ich
es in sinngeméfer Weise auf ein Zeitintervall iibertrage, beweisen,
daB von zwei in gleicher Richtung auf einer Geraden laufenden Punk-
ten der nachfolgende, falls er eine groBere Geschwindigkeit besitzt,
den anderen einholen muB.

§ 30. Beweis des archimedischen Hilfssatzes.

Als erste Anwendung des Stetigkeitsaxioms soll ein Beweis fiir
den Tatbestand gegeben werden, den ich oben (§ 22) als archimedi-
sches Axiom bezeichnet habe und nunmehr mit Riicksicht auf die

1) Vgl. NATORP, Die logischen Grundlagen der exakten Wissenschaften, 19ro,
S. 188. Er sagt: ,,Es war von Anfang an falsch, die Stetigkeit definieren zu wollen
durch die angebbare Moglichkeit der Diskretionen, da sie vielmehr das Hinausgehen
iiber jede Diskretion besagt.” NATORP charakterisiert dann die Stetigkeit als ,,quali-
tative Allheit'; mir scheint jedoch hier die ,,Allheit” nur dann verstindlich, wenn
dabei alle P unkte gemeint sind. Dann aber wiirde doch wieder an die Unterscheidung
der Punkte voneinander gedacht sein.

KANT gebraucht einmal in der Kritik der reinen Vernunft in der 2. Ausgabe
(Elementarlehre, II. Teil, I. Abteil, I. Buch, I. Hauptst.,, III. Abschn., § 12) den
Ausdruck ,,qualitative Vollstindigkeit (Totalitidt)”, wobei er aber die Voll-
stindigkeit der zu irgendeinem Begriff gehdérenden Individuen meint ohne eine
Beziehung zur kontinuierlichen Ausdehnung oder etwas Ahnlichem.
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jetzt eingetretene Beweisbarkeit den archimedischen Hilfssatz
nennen will?).

Es sei auf einer Geraden der Punkt B zwischen A und C gelegen;
der Einfachheit wegen soll B rechts von 4 und der Punkt C rechts
von B angenommen werden (Abb. 75). Wir wollen beweisen, dafl es
ein Vielfaches von AB gibt, das AC iibertrifft. Der Beweis wird in-
direkt gefithrt, weshalb wir zundchst umgekehrt annehmen, es sei
AC groBer als jedes Vielfache von AB; es hat dann jeder Punkt P,
der auf der Geraden 4B rechts von C gelegen ist, erst recht die Eigen-
schaft, dafl AP gréBer ist als jedes Vielfache von 4B. Nun gibt es
aber auch Punkte P der Geraden rechts von A, fiir welche 4 P nicht
groBer ist als jedes Vielfache von A B; solche Punkte P sind z. B. die-
jenigen, die rechts oder links von B von diesem Punkt um weniger
als AB abstehen, und fiir welche deshalb A P kleiner ist als das Dop-
pelte von AB. Es ist noch zu bemerken, dal AP, falls es genau
gleich einem Vielfachen von 4 B sein sollte, auch X
von einem Vielfachen von 4B, ndmlich gleich 4 &
von dem néchsten Vielfachen, ibertroffen wird.

Auf Grund dieser Bemerkung erkennt man, daB sich die Punkte P
rechts von A auf die folgenden beiden Klassen vollstindig verteilen:

I. Punkte P, fiir welche die Strecke AP von einem Vielfachen von
AB iibertroffen wivd,

I1. Punkte, fiir welche die Strecke AP grofer ist als jedes Vielfache
von AB.

Den Punkten der ersten Klasse moge noch der Punkt A samt
den Punkten, die links von A gelegen sind, hinzugefiigt werden. Da
nun die Definitionen so getroffen sind, da3 jeder Punkt, der rechts
von einem Punkt der zweiten Klasse liegt, selbst zur zweiten Klasse
gehéren mub, liegt jeder Punkt der ersten Klasse links von jedem

c
Abb. 75-

1) G. VERONESE hat ein anderes Stetigkeitsaxiom aufgestellt, welches das arcli-
medische Axiom nicht zur Folge hat; man vergleiche auch meine Ausfiihrungen
hierzu in den Berichten der Sichs. Gesellsch. d. Wiss., 1901, S. 10, Anm. Die erste
Herleitung des archimedischen Hilfssatzes (in projektiver Form) aus einer dem DEDE-
KINDschen Axiom gleichwertigen Annahme hat M. PAscH gegeben (Vorlesungen iiber
Neuere Geometrie, 1882, S. 125/6). Bisweilen wird das archimedische Axiom selbst
unter die ,,Stetigkeitsaxiome’* gerechnet (vgl. F. KLEIN, Zur ersten Verteilung des
LOBATSCHEWSKY-Preises, 1897, S. 18). Im Grunde scheint mir dies doch nicht sehr
zweckmiBig zu sein. Nimmt man z. B. in der gewdhnlichen Geometrie auf der Ver-
bindungsgeraden zweier Punkte 4 und B nur diejenigen Punkte, deren Abstdnde
von A mit der Strecke 4B kommensurabel sind, also nur die ,,rationalen‘* Punkte, als
existierend an, so besteht fiir die Abstdnde irgendwelcher dieser Punkte das archi-
medische Axiom, es besteht aber fiir die Gesamtheit dieser Punkte nicht das DEDE-
KIND sche Axiom. Dieses Axiom scheint am besten die Eigenschaft der Geraden zum
Ausdruck zu bringen, die wir auch mit den Worten ,,stetig’, , kontinuierlich oder
,,zusammenhédngend’’ bezeichnen.
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Punkt der zweiten. Es liegt also fiir die Punkte der unendlichen
Geraden eine Einteilung von der frither vorausgesetzten Art vor,
weshalb nach dem DEDERINDschen Axiom ein Punkt X der Geraden
existieren muB, der die beiden Klassen voneinander trennt, wobei
noch unentschieden bleibt, ob X selbst der einen oder der anderen
der beiden Klassen angehort. Dabei muBl X rechts von B gelegen sein.

Wir bestimmen jetzt (Abb. 76) zwei Punkte X, und X,, indem
wir nach Axiom II von § 2 von X aus eine Strecke, die kleiner als
AB ist, nach beiden Seiten abtragen. Es ist also

X X A (1) XX =XX, < 4B,
und es liege X, links, und X, rechts von X.
Da X, zur ersten der oben definierten Punkt-
klassen gehort, muB3 es ein Vielfaches u- AB von AB geben, das
die Strecke AX, iibertrifft, weshalb nach (1)
(u+1)AB=udB 4+ AB>AX, + X, X = 4AX

ist (vgl. auch § 19), d. h. es wird auch die Strecke AX von eimem
Vielfachen von AB dibertroffen. Da andererseits X, zur zweiten Punkt-
klasse gehort, so muB fiir jede Zahl v =1,2,3, ...
(2) AX,>v-AB
sein. Nun folgt aber aus der Gleichung

AX + XX, = AX,
mit Hilfe der Ungleichungen (1) und (2), daB

AX +~AB>v-AB,

d. h. dafp AX grifer ist als das v — 1 fache, somit grofer ist als jedes
Vielfache von AB.

Die beiden soeben gezogenen SchluBfolgerungen stehen im Wides-
spruch zueinander. Da somit die Annahme, dafl der Tatbestand des
archimedischen Hilfssatzes nicht statthabe, auf einen Widerspruch
gefiihrt hat, ist dieser Hilfssatz damit bewiesen.

A V]
Abb. 76.

§ 31. Die Existenz der genauen Teilstrecke.

Wenn wir iiber die Axiome der Ebene verfiigen, so konnen wir
4, in bekannter Weise eine Strecke AB in eine

p 4 gegebene Zahl z. B. in vier gleiche Teile

Ay teilen. Wir tragen in einer anderen durch 4
A= A gehenden Geraden gleiche Strecken 44,
Abb. 77. A, A,, AyA,, Ay A, ab, verbinden 4, mit B

und ziehen zu dieser Verbindungslinie durch
A, eine Parallele, welche die Strecke A B in dem gesuchten ersten
Teilpunkte trifft (Abb. 77).
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Will man nur die Sétze iiber die Anordnung der Punkte, iiber
gleiche Strecken und iiber das Abtragen von Strecken, alles in der-
selben Geraden, voraussetzen (§ 2 u. § 8, Schlu8) und nicht die Ebene,
welche die zu teilende Strecke enthilt, soweit sie auBerhalb der Ge-
raden liegt, mit heranziehen, so muBl man noch fiir die fragliche
Gerade das DEDEKINDsche Stetigkeitsaxiom voraussetzen, um die
Existenz der Teilstrecke, welche den genauen %' Teil der gegebenen
ausmacht, beweisen zu konnen.

Zuerst soll bewiesen werden, daB, falls eine beliebige ganze Zahl
n = 2 gegeben ist, es zwischen 4 und B einerseits solche Punkte P
gibt, fiir die n- AP groBer oder gleich AB ist, und andererseits
solche Punkte P, fiir die # - AP Kkleiner bleibt als AB. Um zunachst
das erste zu zeigen, nehme man einmal P zwischen 4 und B beliebig
an. Ist nun AP = PB (Abb. 78), so ist auch

AP + AP= AP + PB = AB. A 3 L4
Es ist also in diesem Fall das Doppelte von 4P AbD. 78.
nicht kleiner als AB, und es gilt deshalb das-
selbe erst recht von dem Dreifachen, Vierfachen 4 £ 4 5
von AB usw. War aber fiir den beliebig ge- Abb. 79.
griffenen Punkt P die Strecke A P kleiner als PB,
so braucht man nur (Abb. 79) den Punkt P, zwi- j~ %z 7 7
schen A und B so zu bestimmen, dall 4 Py = PB Abb. 8o,

ist, wobei dann auch AP = P B wird (§ 19). Es

ist dann AP, > P,B und es ist das Zweifache, Dreifache usw. von

AP, groBler als AB. Ist also eine Zahl n = 2 gegeben, so existieren

sicher zwischen A und B solche Punkte P, fiir welche #- AP = AB ist.
Um den zweiten Umstand zu beweisen, nehme man, was nach

den letzten Ausfithrungen mdoglich ist, zwischen 4 und B einen Punkt

P an, fiir den 2 BP=AB ist. Da

2AP +~2BP =2 AB

ist, so muB dann auch 2 AP = AB sein. Wihlt man nun weiter
zwischen A und P einen Punkt P, so, daB in entsprechender Weise
2 AP, =< AP ist (Abb. 80), und fiahrt man so fort, so kann man
schlieBlich einen Punkt P, finden, fiir den dann 2*"*AP, < AB
ist. Ist nun » irgendeine gegebene ganze Zahl, so braucht man nur %
so zu wihlen, daB 2*¥*> x ist, und man hat dann sicher
n AP, < AB.

Nach diesen Vorbereitungen kénnen die zwischen 4 und B ge-
legenen Punkte folgendermaBen in Beziehung auf eine gegebene ganze
Zahl » in zwei Klassen eingeteilt werden. In die erste Klasse kommen
alle diejenigen Punkte P, fiir welche das nfache von AP kleiner ist
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als AB, und alle anderen Punkte kommen in die zweite Klasse. Ge-
hort nun P der ersten und P’ der zweiten Klasse an, so muBl 4P
kleiner sein als AP’, und somit, wenn 4 links von B gelegen war,
P links von P’ gelegen sein. Der Punkt A und die links von ihm
gelegenen Punkte der unendlichen Geraden werden noch der ersten
Klasse hinzugefiigt, und der Punkt B mit den rechts von ihm ge-
legenen Punkten ebenso der zweiten Klasse. Die Einteilung besitzt
die frither erwdhnten Eigenschaften, es muf3 deshalb nach dem Stetig-
keitsaxiom ein Punkt X existieren, der die beiden Klassen vonein-
ander trennt und der selbst entweder der ersten oder der zweiten
Klasse angehdrt. Dieser Punkt mul zwischen 4 und B liegen, da ja
auch in diesem Zwischenraum sowohl Punkte der ersten, als auch
solche der zweiten Klasse nachgewiesen worden sind.

Es handelt sich jetzt darum, zu beweisen, daB der Punkt X die
Strecke AB wirklich drittelt, was auf indirektem Wege geschehen
mull. Nehmen wir fiir den Augenblick an, essei # AX = AY < AB

x Y (Abb. 81). Wir konnten dann gemal den
7 + 7~ vorigen Auseinandersetzungen zwischen
Y und B einen Punkt Y, so finden, daf
#nYY; < YB ist. Trdgt man dann von X
aus in derselben Richtung, d. h. also nach rechts, die Strecke
XX, =YY, ab (vgl. §2), so ist

n-AX, = (AX + XX)) + (AX + XX,)) + ... + (4X + XX,).

Abb. 81.

Da aber fiir die Addition der Strecken sowohl das assoziative als
auch das kommutative Gesetz giiltig ist (§ 19), so erhélt man aus der
letzten Gleichung durch Umstellung der in den Klammern stehenden
Strecken und durch deren Zusammenfassung

n-AX;=nAX +n XX, =nAX +nYY,.

Weil aber # AX =AY, und #» YY,; < YB angenommen war, so
folgt jetzt
n-AX, <AY + YB = AB.

Nun aber hat sich ein Widerspruch eingestellt; es wire das nfache
von AX, kleiner als AB, wahrend doch X, rechts von X gelegen war
und somit der zweiten von jenen beiden Punktklassen angehéren
miifte.

Ganz dhnlich ergibt auch die Annahme # AX > AB einen
Widerspruch. Es bleibt deshalb nur die Moglichkeit iibrig, daB
n AX = AB ist, was zu beweisen war.
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§ 32. Einholung eines bewegten Punktes durch einen anderen.

Ich nehme jetzt an, daB auf einer Geraden g zwei Punkte 4 und
B sich bewegen, etwa beide von links nach rechts!). Die Bewegung
soll eine stetige sein, d.h. die jeweilige Lage jedes der Punkte in
stetiger Weise von der Zeit abhdngen, was spéter noch genauer er-
lautert werden wird. Im Anfang der Bewegung soll der Ort von 4
links von dem Ort von B sein, d. h. 4 hinter B herlaufen, wihrend
in einem spdteren Zeitpunkt der Ort von A sich rechts von dem von
B befinden, d. h. also 4 dem Punkt B vorangehen soll. Es soll unter
diesen Voraussetzungen bewiesen werden, daBl ein Zwischenpunkt
vorkommt, in dem die gleichzeitigen Iagen von 4 und B sich
decken, also die bewegten Punkte sich fiir den Augenblick treffen.
Dabei mufl noch die Annahme gemacht werden, daB das Zeitintervall
ein Kontinuum ist, d. h., daB fiir die in ihm enthaltenen Zeit-
punkte das DEDEKINDsche Stetigkeitsaxiom in sinngemiBer Uber-
tragung giiltig ist.

— o
Der bekannte, von dem Eleaten ZENO a2 2, 77 9
betrachtete Fall?), in dem AcCHILIES Abb. 82.

die Schildkréte verfolgt, fiigt sich der

obigen Aufgabe ein, und ich halte es fiir fruchtbarer, jenen Fall von
diesem Gesichtspunkte aus zu betrachten, statt durch die zenonische
endlose Zerlegung der Intervalle die Nichterreichbarkeit der Schild-
krote vorzutduschen.

Zur Zeit ¢, —d. h. in dem Augenblick, in dem von einem gewissen
Anfang der Zeitrechnung an #; Zeiteinheiten verstrichen waren — sei
der momentane Ort %A, des bewegten Punktes A links von dem Ort
B, des Punktes B gelegen. Spiter zur Zeit #,, wo also £, > ¢, ist,
sei der Ort A, von A auf der rechten Seite des Ortes B, von B
(Abb. 82). Ich will jetzt einen zwischen #, und £, gelegenen Zeit-
punkt ¢ zur ersten Klasse rechnen, wenn fiir jeden zwischen #, und ¢
gelegenen Zeitpunkt 7 der zugehorige Ort A, den der bewegte Punkt
A zur Zeit 7 einnimmt, links von dem Ort B liegt, den der bewegte
Punkt B zu derselben Zeit 7 einnimmt. Alle anderen Zeitpunkte
zwischen #; und £, sollen zur zweiten Klasse gehoren, wihrend noch ¢,
samt den vor #; befindlichen Zeitpunkten der ersten, und 7, samt
den nach #, befindlichen Zeitpunkten der zweiten Klasse zugezihlt
wird. Ist nun zwischen ¢, und ¢, der Zeitpunkt ¢ ein solcher der zwei-
ten Klasse, und #" ein im Vergleich zu ihm spiterer Zeitpunkt, so

1) Der Einfachheit wegen soll auch angenommen werden, daB niemals ein Still-
stand eintritt.
2) Vgl. § 181.
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muB es einen vor { und somit auch vor # befindlichen Zeitpunkt
geben, fiir den der Ort von 4 nicht links von dem Ort von B gelegen
ist, so daf} also auch # ein Zeitpunkt der zweiten Klasse sein muB.
Allgemein erkennt man, daB jeder Zeitpunkt, der nach einem Zeit-
punkt der zweiten Klasse eintritt, selbst ein solcher Zeitpunkt sein
muB, und dafl also jeder Zeitpunkt der ersten Klasse sich vor jedem
Zeitpunkt der zweiten Klasse befindet.

Zuerst soll gezeigt werden, daB es zwischen #, und £, Zeitpunkte
beider Klassen wirklich gibt. Die - vorausgesetzte stetige Ab-
hingigkeit der Lage des Punktes 4 von der Zeit soll zunichst
folgendes bedeuten:

Wenn in irgendeinem bestimmien Zeitpunkt t, der Punki A die
Stelle N, etnnimmt, und zwei Stellen I' und A beliebig nahe links und

r 4 rechts von Wy gewdhlt werden, so muf3

a, a, a, es ein dem Zewtpunkt ty vorangehendes,
Abb. 83. mit ty endendes Zeitintervall geben, fiir

das die Lagen von A ausnahmslos der Strecke

a, A £ 5 I'WN, angehoven, und cbenso ein dem Zeit-
Abb. 84. punkt ty folgendes, mit diesem beginnendes Z eit-

intervall, fir das A in die Strecke Uy A fillt

T d— (Abb.83)Y).
Abb. 85. Die stetige Abhingigkeit des Punktes 4
von der Zeit soll aber auch fiir den an-
fédnglichen Zeitpunkt #, selbst gelten, was bedeutet, daB ein auf #
folgendes Zeitintervall gefunden werden kann, fiir welches 4 in
eine vorher beliebig vorgeschriebene, an %; nach rechts anschlieBende
Strecke fallen muB. Dies hat zur Folge, daB auch ein auf £
folgender Zeitpunkt ¢ so existiert, daB fiir jeden zwischen #, und ¢
gelegenen Zeitpunkt 7 die zugehorige Lage von A4 zwischen U; und B,
fallt. Da ferner die im Zeitpunkt 7z eintretende Lage von B wegen
der Richtung der Bewegung sich rechts von %, befinden muB (Abb. 84),
so folgt im Zeitpunkt z der Punkt 4 dem Punkt B nach, und esist also ¢
ein Zeitpunkt der ersten Klasse. Desgleichen muB es ein #, vorangehen-
des Zeitintervall geben, fiir das 4 zwischen B, und U, fallt, und es
sind dann, da wegen der Richtung der Bewegung B links von B, ge-
legen ist, Zeitpunkte von der zweiten Klasse nachweisbar (Abb. 85).

1) Man kann auch sagen: Die stetige Abhingigkeit der Lage des Punktes A4
von der Zeit fiir den im Augenblick ¢, stattfindenden Durchgang durch A, zeigt sich
darin, daf3 ein noch von Null verschiedener Spielraum der Zeit um #; herum existiert,
fiir den die Abweichung des Punktes 4 von der Lage %, unterhalb eines vorher beliebig
vorgeschriebenen Kleinheitsgrades verbleibt. Ganz kurz und nur angedeutetermafen
driickt man dies auch so aus, daB einer unendlich kleinen Anderung der Zeit auch
eine unendlich kleine Anderung der Lage entspricht.
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Es ergibt sich nun nach dem Stetigkeitsaxiom die Existenz eines
zwischen ¢, und #, sich befindenden Zeitpunktes £, der die Einteilung
der Zeitpunkte in die beiden Klassen hervorbringt, und es ist nur
noch zu zeigen, daBl die diesem Zeitpunkte entsprechenden ILagen
A, von 4 und B, von B sich wirklich decken. Der Beweis ist hier
wieder nur auf indirekte Weise moglich. Ich nehme zuerst an, es sei
B, links von U, gelegen. Es befindet sich dann wegen der stetigen
Abhingigkeit der Lage von der Zeit in einem gewissen mit #, endigen-
den Zeitintervall A stets zwischen B, und %, und da in jedem solchen
Augenblick die zugehérige Lage von B, wegen der Richtung der Be-
wegung, sich links von B, befinden mu8, so lige B links von 4 (Abb.86).
Der Zeitpunkt #, zu dem dabei 4 und B gehoren, liegt in diesem Fall
vor t,, also auch noch vor einem Zeitpunkt #, der zwischen ¢ und #,
eingeschaltet werden kann. Nun wiirde aber wegen des Verhiltnisses
der zum Zeitpunkt # gehérenden Lagen von 4 und B der Zeitpunkt ¢/,

der spater als ¢ ist, nicht zur ersten Klasse ge- B 4

horen konnen (s. 0.), wihrend andererseits doch ¢’ Z a,

dem ¢, vorangeht, womit sich jetzt ein Wider- Abb. 86.

spruch ergeben hat. 4 5
Wire andererseits B, rechts von U, gelegen, 72 =

so miifite fiir alle Zeitpunkte innerhalb eines Abb. 8;_

passend gewdhlten, mit ¢, beginnenden Inter-

valls der Punkt A4 sich zwischen U, und B, befinden; dies ist eine
Folge der stetigen Abhédngigkeit des Punktes A4 von der Zeit.
Da auBerdem wegen der Richtung der Bewegung der Punkt B in
einem Zeitpunkt jenes Intervalls rechts von %, zu liegen kommt, so
ist fiir jeden Zeitpunkt des genannten Intervalls A links von B
gelegen (Abb. 87). Dasselbe ist zur Zeit #, und fiir jeden dem #, voran-
gehenden Zeitpunkt der Fall, d. h. es gilt der Umstand, daB 4 links
von B liegt, fiir alle Zeiten von ¢, an bis zu irgendeinem Zeitpunkt
des erwahnten Intervalls hin. Somit geniigt jeder Zeitpunkt dieses
Intervalls der Definition eines Zeitpunkts der ersten Klasse. Da
jedoch das genannte Intervall mit ¢, beginnt, und somit die anderen
Zeitpunkte desselben nach £, fallen, wihrend doch #, die Punkte beider
Klassen trennen sollte, so ist damit wieder ein Widerspruch erzielt.

Es bleibt also als einzige Moglichkeit die iibrig, daB3 %, und B,
zusammenfallen. Somit treffen die bewegten Punkte 4 und B im
Zeitintervall ¢, ... #, mindestens einmal zusammen.

In dhnlicher Weise kann der Beweis gefiihrt werden fiir den Fall,
daBl die beiden Punkte 4 und B sich stetig gegeneinander oder daf3
sie sich stetig, aber sonst irgendwie auf einer Geraden bewegen, wo-
fern nur ihre Lagen U;, B, bzw. Ay, B, fiir zwei Zeitpunkte £, und ¢,
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sich so zueinander verhalten, wie es oben angegeben wurde, so daf}
also etwa U; links von B;, dagegen ¥, rechts von B, gelegen ist.

§ 33. Bemerkungen iiber Kontinuum, stetige Abhingigkeit
und zusammenhédngende Linie. Die Stetigkeit als Prinzip von
LEIBNIZ.

Notwendig war bei dem im vorigen Paragraphen gegebenen Be-
weise die Voraussetzung, daB das Zeitintervall ein Kontinuum ist,
d. h. die Annahme, dafl das DEDERINDsche Stetigkeitsaxiom fiir die
Gesamtheit aller Zeitpunkte gilt. Man wird dies auch einigermaBen
infolge der Uberlegung einsehen konnen, daB das Ausfallen eines Zeit-
punktes, d. h. also die Nichtexistenz eines Zeitpunktes, der auf Grund
des Stetigkeitsaxioms eigentlich vorhanden sein miiBte, gerade auch das
Ausfallen des Zusammentreffens der bewegten Punkte bewirken konnte.

Aber auch die Eigenschaft der Bewegung, wo-

4 - pL nach der Ort des bewegten Punktes stetig von der
Abb. 88, Zeit abhéngt, ist hier wesentlich benutzt worden.
Koénnte z. B. der sich bewegende Punkt 4 in

einem Augenblick # einen Sprung vorwirts

) tun, so daB er zu einer Zeit, die vor ¢’ und

( nahe an ¢ liegt, noch links von A4’ und

Abb. 8g. nahe bei 4’ sich befidnde, jedoch im Zeit-

punkt ¢’ selbst schon in 4’ ware (Abb. 88), so
konnte A4, falls B in derselben Zeit zwischen A’ und 4" sich bewegte,
iiber den Punkt B hinwegkommen, ohne ihn wirklich zu treffen.
Mit den hier behandelten Begriffen in naher Verwandtschaft steht
der Begriff einer zusammenh dngenden Linie. FEr kann dadurch
definiert werden, daf} eine Linie, in der Weise auf eine geradlinige
Strecke bezogen wird, da jedem Punkt der Strecke ein einziger
Punkt der Linie zugeordnet erscheint; hidngt der Punkt der Linie
noch stetig von dem Punkt der Strecke ab, falls dieser veranderlich
gedacht wird, so ist die Linie zusammenhidngend. Auf Grund dieser
Definition kann man mit Hilfe der Axiome der Geometrie, falls auch
das DEDEKINDsche Stetigkeitsaxiom fiir die Punkte jener Strecke
angenommen wird, die bekannten Eigenschaften zusammenhédngender
Linien beweisen, so z. B. die Tatsache, daBl eine zusammenhéngende
Tinie mit einer Geraden mindestens einen Punkt gemein hat, falls
sich auf jeder Seite der Geraden ein Punkt der Linie befindet
(Abb. 8g).
Ein Satz von dieser Art, der gleichfalls groBe Wichtigkeit besitzt,
ist der folgende. Man denke sich auf einem Kreise vier verschiedene
Punkte M, N, P, Q; dieselben sollen so gelegen sein, dafl das Paar
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M, N durch das Paar P, Q getrennt wird (Abb. go). Sind nun M und
N durch eine zusammenh dngende Linie, die ganz im Innern
des Kreises verlduft, und P und Q durch eine ebensolche Linie ver-
bunden, so miissen diese beiden Linien im Innern des Kreises min-
destens einen gemeinsamen Punkt besitzen. Auch diese Tatsache
1aBt sich auf Grund der angegebenen Voraussetzungen beweisen. Sie
dient ihrerseits bei einem fundamentalen Iehrsatze als Hilfsmittel
des Beweises?).

Die ,,Stetigkeit’* spielte auch eine groBe Rolle in dem Gedanken-
kreise von LEIBNIz. Er hat z. B. mit ihrer Hilfe einen Fehler von
DEscarTEs aufgedeckt. Dieser hatte fiir zwei auf einer Geraden sich
gegeneinander bewegende und zusammenstoBende materielle Punkte
Regeln aufgestellt, welche die nach dem StoBe eintretenden End-
geschwindigkeiten nach GréBe und Richtung ergeben sollten. Dabei
bezog sich die erste Regel auf den Fall, in dem die Massen gleich groB,
die zweite auf denjenigen, in dem sie verschieden sind;

in beiden Fillen wurden die anfinglichen Geschwindig- A 2
keiten der Massen im Absolutwert gleich gro ange-

nommen. LEIBNIZ bemerkte nun?), daB3 die aus der

zweiten Regel sich ergebende Endgeschwindigkeit, wenn p /%

die graBere Masse allmahlich der anderen angendhert Abb. go.
wird, nicht in die Endgeschwindigkeit iibergeht, welche
die erste Regel liefert, und schloB daraus, daB jedenfalls nicht beide
Regeln DESCARTES’ richtig sein konnten. Ein derartiger Gegensatz
zwischen den Féllen der Gleichheit und Ungleichheit wire, wie
LemsN1z sagt, der Vernunft nicht angemessen. LEIBNIZ nimmt hier
also als verniinftige Voraussetzung an, daB die Endgeschwindigkeit,
falls die eine Masse festgehalten, die andere aber allmihlich ab-
gedndert wird, von der GroBe dieser letzteren stetig abhiangt.
Es hat also bereits LEIBNIZ die ,stetige Abhéngigkeit in einer
allerdings mehr instinktiven Weise3) erkannt. Die logisch klare For-
mulierung dieses Begriffs, die in § 32 hervorgehoben worden ist, ver-
dankt man DiIricHLET?), widhrend es erst DEDEKIND gelang, das
Wesen des kontinuierlichen Intervalls durch ein Axiom zu kennzeich-
nen, mit dessen Hilfe sich nun alle Tatsachen der Stetigkeit streng
deduktiv behandeln lassen.

1) vgl. § 116.

2) Vgl. Hauptschriften zur Grundlegung der Philosophie, iibersetzt von BUCHENAU.
herausgegeben von CASSIRER, Bd. 1, 1904 (Philosophische Bibliothek, Bd. 107), S. 87.

3) Uber , instinktives Erkennen vgl. E. MACH: Die Mechanik in ihrer Ent-
wicklung, 4. Aufl., 1901, S. 28, 29.

4) Vgl. Werke, 1. Bd., 1889, S. 121.

Ho6lder Mathematische Methode. 7
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§ 34. Mengen von unendlich vielen Punkten.

Aus den in § 2 fiir die Punkte der Geraden eingefiihrten Axiomen
ergibt sich bereits, daB in jeder Strecke AB beliebig viele Punkte
angenommen werden konnen; man erkennt dies auch, ohne dafl die
Existenz der genauen Teilpunkte oder das Stetigkeitsaxiom an-
genommen wird. Es muf3 ja nach § 2 zwischen 4 und B ein Punkt C,
dann z. B. zwischen C und B ein Punkt D, zwischen D und B ein
Punkt E vorhanden sein usw. (vgl. Abb. 91). Man wird ferner die
samtlichen Punkte, die zwischen zwei gegebenen gelegen sind, d. h. die

sdmtlichen inneren Punkte einer geradlinigen

7 5 £ 5 Strecke als eine bestimmt vorgegebene umn-

Abb. o1. endliche Gesamtheit anzusehen haben.

Will man sonst noch eine Menge von

unendlich vielen Punkten wirklich geben, so mufi ein Gesetz?)

vorgeschrieben werden, z. B. ein auf die aliquoten Teile der

Strecke sich beziehendes arithmetisches Gesetz. So kann man auf

einer Strecke AB unendlich viele Punkte bestimmen, denen im
Sinne von § 29 die Zahlen

(1) Lod b oA

oder auch die Zahlen

(2) Lo b A

zukommen. Die Gesetze, nach denen in den Reihen (1) und (2) die

Zahlen aufeinanderfolgen, sind dadurch vollstindig gegeben, dafl die
Zahler aufeinanderfolgende Zahlen und die Nenner aufeinanderfolgende

gerade Zahlen sind.

1) Darauf, daf man unendlich viele Elemente nur durch ein Gesetz geben
kann, habe ich gelegentlich in den Gottinger gelehrten Anzeigen von 1892, S. 585
hingewiesen. Besonders betont hat diesen Umstand neuerdings WEYI, mit der
Bemerkung, daf eine unendliche Folge von einzelnen Willkiirakten schlechterdings
undenkbar ist (Das Kontinuum, 1918, S. 15).

Es ist noch darauf hinzuweisen, dall das Wort ,,Gesetz** in den exakten
Wissenschaften in einem doppelten Sinn gebraucht wird: einmal in dem Sinn
eines gesetzmiBigen Begriffes, wie oben im Text das Gesetz der Zahlenfolge (1),
d. h. der gesetzmifBige Allgemeinbegriff der in der Folge enthaltenen Zahlen,
dann aber auBerdem in dem Sinn einer gesetzmifigen Aussage. FEine solche
stellt unendlich viele Aussagen in einem Allgemeinbegriff dar, so z. B. wenn das
Zusammentreffen zweier gesetzmiBiger Begriffe oder eine Beziehung zwischen
mehreren solchen Begriffen ausgesagt wird. Als FEinzelbeispiele kann man an-
fithren das Zusammenfallen der Begriffe ,,Primzahl von der Form 4% + 1
(vgl. § 92) und ,ungerade Primzahl, die in die Summe zweier Quadrate zerlegt
werden kann®, oder die im Mariotte-Boyle’schen Gesetze ausgesprochene
Beziehung zwischen dem Druck und dem Volum einer und derselben Gasmenge,
derzufolge die Zustandsinderungen so vor sich gehen, daB die MaBzahlen von
Druck und Volum umgekehrt proportional sind.
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Um, abgesehen von der Gesamtheit aller Punkte der Strecke und
von solchen Gesamtheiten, die als Reihenfolgen gegeben sind, noch
ein Beispiel zu haben, wollen wir die folgende Konstruktion ausfithren?).

In einer Strecke AB seien zwei Teilstrecken 4,B, und 4, B,, die
sich gegenseitig ausschlieBen, enthalten. Um eine ganz bestimmte
Annahme zu haben, will ich AB in fiinf gleiche Teile teilen und von
diesen Teilen, von 4 an gerechnet, den zweiten und den vierten
wihlen (Abb. 92). Es kommen also, falls AB zur Lingeneinheit ge-
macht wird, den Abstinden A44,, 4B,, A4,, AB, die MaBizahlen
1, %, 2, 4 zu. In jede der Strecken 4,B, und A,B; werden nun je
zwei Strecken hineinkonstruiert, und zwar auf genau dieselbe Weise
wie jene Strecken selbst in die Strecke AB hineinkonstruiert worden
sind. So sollen also in A,B, die Strecken
Aoo By und Ay, By, und in 4, B, die Strecken B AL
Ao By und Ay, By, enthalten sein, wobei in Abb. 92.
Beziehung auf A, B, = A, B, als Einheit die
Abstdande AyAg,, AoBoy, Aodn, Ay By die MaB- 4 4lwint, 5
zahlen ¢, ¢, £, 4 und die Abstdnde 4, 4,,, 4, By,
A;A,,, A By, dieselben MaBzahlen besitzen (Abb.g3).

In derselben Weise, und zwar in denselben Zahl-
verhéltnissen sollen nun in jede der eben erhaltenen Strecken wieder
je zwei neue Strecken hineinkonstruiert und dann so ins Unendliche
fortgefahren werden. Man erhilt so eine gesetzmiBige unendliche Ge-
samtheit von Strecken. FEinem Punkt der urspriinglichen Strecke 4B
kommt nun eine besondere Eigenschaft zu, wenn er in unendlich
vielen der konstruierten Strecken enthalten ist. Es 148t sich
nachweisen, daB es solche Punkte der Strecke AB gibt, und zwar
in unendlicher Zahl, womit dann eine unendliche Punktmenge M
von neuer Art gegeben ist.

Auch die Endpunkte der vorhin konstruierten unendlich vielen
Strecken stellen eine gesetzmiBige unendliche Punktmenge dar, die
mit N bezeichnet werden mdge. Es 148t sich beweisen, dafl die Punkte
der Menge M nichts anderes sind als die ,,Verdichtungspunkte* (vgl.
den folgenden Paragraphen) der Punkte von N.

B

47 ”17 570 4?/ iﬂ 31
Abb. 93.

§ 35. Existenz des Verdichtungspunktes und des rechten und
linken Grenzpunktes.

Wenn auf einer endlichen Strecke AB unendlich viele Punkte S
gegeben sind, so existiert mindestens ein Verdichtungspunkt
dieser Punkte im Innern oder am einen Ende der Strecke. ZEin

1) Fin Konstruktionsgesetz dhnlicher Art findet sich woll zuerst bei P. pu Bois-
REvYMOND, Die allgemeine Funktionentheorie, 1882, S. 188, 189.

7*
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Verdichtungspunkt D jener Punkte S, der im Innern der Strecke AB
gelegen ist, hat die Eigenschaft, daB in jeder Strecke KL, die ein
Teil von AB ist und D in ihrem Innern enthilt, unendlich viele von
den gegebenen Punkten S enthalten sind (Abb. g4). Fillt ein Ver-
dichtungspunkt D in einen der Endpunkte 4 oder B selbst, so ist
die Definition des Verdichtungspunktes sinngemiB abzuidndern. Die
Existenz des Verdichtungspunktes wird folgendermaBen bewiesen.
Es sei P ein zwischen 4 und B gelegener Punkt. Da nun in 4B
unendlich viele Punkte S enthalten sind, so befinden sich mindestens
in einer der beiden Strecken AP oder PB unendlich viele von den
Punkten S. Nehmen wir zunidchst an, es seien bei jeder Lage des
Punktes P in der Strecke PB unendlich viele der Punkte S enthalten,
so ist B selbst ein Verdichtungspunkt der Punkte S. Sind jedoch
nicht in jeder Strecke PB unendlich viele Punkte S enthalten, so muB
P es jedenfalls einen zwischen 4 und B gelegenen
V2 % Punkt P, so geben, daB sich in P, B nur eine end-
liche Zahl von Punkten S findet; es sind dann in

APD- 94 der Strecke AP, notwendig dafiir unendlich viele

o pr Punkte S enthalten. Wird jetzt noch P,

5 2 £ 5 zwischen P, und B angenommen (Abb. g5),
Abb. g5. so kann auch in der Strecke P, B, die eine

Teilstrecke von P; B ist, nur eine endliche
Zahl der Punkte S gelegen sein; es befinden sich also dann in
der Strecke AP, unendlich viele der gegebenen Punkte S.

Es wire ferner 4 selbst ein Verdichtungspunkt der Punkte S,
wenn bei jeder Lage von P in der Strecke AP unendlich viele der
Punkte S gefunden werden. Im anderen Fall gibt es einen Punkt P’
von der Art, dall in 4 P’ nur eine endliche Zahl der Punkte S gelegen
ist, und es gilt dann dasselbe fiir die Strecke AP”, wenn P’ einen
zwischen 4 und P’ liegenden Punkt bezeichnet.

Ist nun weder 4 noch B ein Verdichtungspunkt der gegebenen
Punkte S, so kann man die zwischen 4 und B liegenden Punkte P
folgendermallen in zwei Klassen einteilen. In die erste Klasse sollen
diejenigen Punkte P kommen, {iir welche die Strecke AP nur eine
endliche Zahl, in die zweite Klasse die Punkte P, fiir welche 4 P eine
unendliche Zahl von Punkten S enthélt. Es ist ersichtlich, daB unter
den jetzt gemachten Annahmen Punkte beider Klassen zwischen A
und B sich finden miissen. Der Einfachheit halber wollen wir uns
die Strecke jetzt horizontal denken. Liegt nun 4 links von B, so geht
aus dem Vorigen hervor, daBl jeder Punkt, der links von einem Punkt
der ‘ersten Klasse liegt, zur ersten, und jeder Punkt, der rechts von
einem Punkt der zweiten Klasse liegt, zur zweiten Klasse gehdren
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muB; es liegt also jeder Punkt der ersten Klasse links von jedem
Punkt der zweiten. Infolgedessen muB ein Punkt X existieren, der
die Teilung in die beiden Klassen unmittelbar hervorbringt.

Es muB noch bewiesen werden, daB der Punkt X, dessen Existenz
eben begriindet worden ist, wirklich die Eigenschaft eines Verdich-
tungspunktes der gegebenen Punkte S besitzt. Zu diesem Zwecke
werden zwei Punkte X; und X,, der erste links, der zweite rechts
von X, beide in der Strecke AB angenommen (Abb. g6). Nach den
gemachten Festsetzungen sind in der Strecke AX; nur endlich viele,
aber in AX, unendlich viele Punkte S enthalten. Da aber die Strecke
AX, sich aus AX; und X, X, zusammensetzt, so miissen notwendig
in der letzten Strecke unendlich viele der Punkte S vorhanden sein.
Es gilt also von jeder Strecke X, X,, die in AB enthalten ist und den
Punkt X umgibt, daB sie unendlich viele der gegebenen Punkte S
enthalt. Es ist also X ein Verdichtungspunkt der Punkte S.

Die zwischen 4 und B liegenden Punkte P 44
hatten auch anders eingeteilt werden kénnen, ndm- 3 b7 %
lich so, dafl in die erste Klasse solchePunkte P Abb. 6.

kommen, fiir welche die Strecke AP {iiberhaupt
keinen Punkt S, weder im Innern, noch als einen Endpunkt, in sich
schlieBt, und in die zweite Klasse alle anderen Punkte. Der Punkt X,
der durch diese Einteilung gemidfB dem DEDEKINDschen Stetig-
keitsaxiom sich bestimmen muf, ist dann, wenn wieder 4 links
von B gedacht wird, der linke Grenzpunkt des Systems der
Punkte S. Dieser Punkt X ist durch die beiden folgenden Eigen-
schaften gekennzeichnet:

1. Keiner der Punkte S liegt links von X.

II. Wenn ein Punkt X, rechts von X gewdhlt ist, so kann man
stets links von X, einen Punkt S finden.

Dieser Punkt X kann selbst zu den Punkten S gehéren, dann
stellt er eben denjenigen von den Punkten S vor, der am weitesten
nach links zu gelegen ist; es ist aber auch moglich, daB der Grenzpunkt
X nicht selbst zu den Punkten S gehort. So besitzen die im vorigen
Paragraphen durch die Zahlfolge (2) dargestellten Punkte den Punkt
1 als linken Grenzpunkt, falls 4 links von B gedacht wird, und es
gehort der Punkt # nicht selbst zu den Punkten der Folge.

Ganz Entsprechendes gilt natiirlich von dem rechten Grenzpunkt
eines Systems gegebener Punktel).

1) Dem rechten und linken Grenzpunkt eines Punktsystems entspricht bei den
Zahlen die ,,obere Grenze und ,,untere Grenze'* (vgl. B. Borzano, ,,Rein analytischer
Beweis des Lehrsatzes, dafl zwischen je zwei Werten, die ein entgegengesetztes Resul-
tat gewihren, wenigstens eine reelle Wurzel der Gleichung liege’, 1817, S. 41ff.).
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§ 36. ,,Nichtabzdhlbarkeit‘‘ des Punktkontinuums.

Eine unendliche Gesamtheit von Elementen, die als gesetzmiBige
Folge in einer nicht abbrechenden Reihe dargestellt werden kann,
wie z. B. die in § 34 angegebenen Zahlen (1), bzw. die ihnen entspre-
chenden Punkte, nennt man eine abzdhlbare unendliche Gesamt-
heit. Der Sinn dieser Ausdrucksweise ist der, daB hier jedem Element,
das zu der definierten Gesamtheit gehort, in der Ordnung, in welche
die Gesamtheit gebracht worden ist, gewisse bestimmte Elemente in
endlicher Anzahl vorangehen, die somit abgezdhlt werden koénnen,
wiahrend wir natiirlich bei dem Versuch, alle Elemente abzuzihlen,
niemals fertig werden, da ja die Gesamtheit unendlich ist, d. h. die
Reihe nicht abbricht.

Es ist ein wichtiges Ergebnis, das man G. CANTOR verdankt?!),
daB das Punktkontinuum, d. h. die Gesamtheit aller einer Strecke
angehorender Punkte, nicht a bzdhlbar unendlich ist.

Nehmen wir zum Zweck des Beweises einmal an, es sei umge-
kehrt die Gesamtheit der zwischen A und B gelegenen Punkte durch
die gesetzmaBige Folge
(1) Py, Py, Py, Py, ...
in der Weise dargestellt, daB jeder Punkt von (1) zwischen 4 und B
liegt, und jeder zwischen A4 und B gelegene Punkt in der Reihe (1)
einmal und nur einmal auftritt. Es miissen nun unter den Punkten,
die in der Reihe (1) auf P, folgen, d.h. unter den Punkten
(2) P3)P4)P5)P6:"'
alle Punkte vorkommen, die zwischen P; und P, iiberhaupt gelegen
sind, da ja die Strecke P, P, einen Teil der Strecke AB ausmacht.
Die beiden ersten Punkte von (z), welche die Lage zwischen P; und
P, haben, sollen mit P, und Pj; bezeichnet werden (8 > «); es liegt
dann von den Punkten P,, P,, P;, ... P,_; und auch von den
Punkten P,.;, P,.s, ... P, , keiner zwischen P; und P, und
somit auch keiner zwischen P, und P;, da diese beiden Punkte
zwischen P; und P, gelegen sind. Aus eben diesem Grunde liegen
auch P; und P, nicht zwischen P, und Pﬂ,'was jaauch fiir P, und Py
selbst nicht der Fall ist. Es liegt also keiner der Punkte, die in der
Folge (1) dem Punkt P4, vorangehen, zwischen P, und P;.

Infolge des eben Bewiesenen miissen unter den Punkten, die.in
(1) auf Pj folgen, d. h. unter den Punkten
(3) Pgii, Ppra, Ppys, ..
alle diejenigen vorkommen, welche die Zwischenlage zwischen P, und

1) Vgl. Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 77, 1874, $S. 260.
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Pginnehaben. Nun seien P, und P, die beiden ersten in der Folge (3)
auftretenden Punkte, die zwischen P, und P gelegen sind (6 > y > ).
Es fallt dann keiner der Punkte Pg,.,, Pg.s, ... P,_; und keiner
der Punkte P,.;, P,;s, ... P;_; zwischen P, und P; hinein, und
da nach dem Frilheren die dem Punkt P, , in der Folge (1) voran-
gehenden Punkte dies auch nicht tun, so liegt keiner der Punkte
P, Py,... Py, Py, Py, ... Ps_y zwischen P, und P; und
somit auch keiner der eben genannten Punkte zwischen P, und P;,
indem die Strecke P, Pj einen Teil der Strecke P, P darstellt. Jetzt
erkennt man, daB keiner der dem Punkt P;,, in der Folge (1)
vorangehenden Punkte zwischen P, und Pj gelegen sein kann.
Offenbar kann man in dieser Weise ohne FEnde fortfahren. Man
wird jetzt zundchst auf zwei Punkte P, und P, kommen, die zwischen
P, und P; liegen, wobei { > ¢> 4 ist, und kein dem Punkt P,,,
in der Folge (1) vorangehender Punkt zwischen P, und P, gelegen
sein kann, und dann so weiter machen. Es ergibt sich schlieBlich eine
aus der Folge (I) nach einem ganz bestimmten Gesetz herausgeho-
bene Folge von Punkten
(4) Pl; P2J P“: Pﬂ) P:‘J P") Pf; PC)"-.»
die alle zwischen 4 und B gelegen sind. Die Indizes in der Reihe (4)
wachsen stets, ferner liegen P, und P, zwischen P; und P,, ebenso
P, und P; zwischen P, und Py, ebenso P, und P, zwischen P, und P,
usw., so daB in der Reihe der Strecken

(5) pp,, P,P;, PPy, PP ...

jede folgende in der vorangehenden enthalten ist. Dabei ist aber zu
bemerken, daB, wenn der Einfachheit wegen wieder A links von B
angenommen wird, P, ebensogut links als rechts von P,, und davon
unabhingig P, ebensogut links als rechts von P, liegen kann usw.

Da nun in der Folge (4) unendlich viele verschiedene Punkte de-
finiert sind, die sich alle zwischen 4 und B, also auf einer endlichen
Strecke befinden, so miissen diese mindestens einen Verdichtungs-
punkt V besitzen?!). Da ferner auBer P, und P, selbst alle anderen
Punkte der Reihe (4) zwischen P, und P, liegen, so kann der Punkt V
auch nicht aus der Strecke P, P, herausfallen. Es liegen aber ebenso
die auf P, folgenden Punkte der Folge (4) alle zwischen P, und Py,
weshalb auch der Verdichtungspunkt ¥ im Innern oder auf der Grenze
der Strecke P, P,liegen mufl. Da sich diese Schliisse fortsetzen lassen,
ersieht man, daBl V jeder der Strecken (5) angehért, und zwar als

1) Noch genauer miifiten sowohl die linken Enden der Strecken (5), als auch die
rechten Enden einer Grenzlage zustreben, wobei noch offen bliebe, ob diese beiden
Grenzlagen zusammenfallen oder nicht.
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innerer Punkt, da ja sowohl die inneren Punkte als die Endpunkte
der Strecke P, P;innere Punkte der Strecke P, P,, sowohl die inneren
Punkte als die Endpunkte der Strecke P, P, innere Punkte der
Strecke P, P4 sind usw.

Nach dem Fritheren ist kein dem P, vorangehender Punkt der
urspriinglichen Folge (1) zwischen P, und P,, keiner der P, ,
vorangehenden Punkte von (1) zwischen P, und Pj, keiner der P,
vorangehenden Punkte von (1) zwischen P, und P, gelegen usw.
Da nun doch V' zwischen P; und P,, zwischen P, und P, zwischen
P, und P;usw. liegt, so kann V in der Reihe (1) weder dem Punkt
Pg, noch dem Punkt Pg,,, noch dem Punkt P;,, usw. vorangehen.
Es wird nun deutlich, daB3 V in der Folge (1) iiberhaupt nicht vor-
kommen kénnte, was aber, da der Punkt V zwischen 4 und B gelegen
ist, mit der urspriinglichen Annahme im Widerspruch steht.

Im Kontinuum ist somit eine ,,nicht abzdhlbare‘‘ unendliche Menge
von Punkten gegeben. Von den in § 34 definierten Punktsystemen
M und N kann das zweite in einer Reihenfolge dargestellt werden,
wie ohne weiteres ersichtlich ist. Vom Punktsystem M lieBe sich
zeigen, daB sich seine Punkte umkehrbar eindeutig den sidmtlichen
inneren Punkten einer Strecke zuordnen lassen. Es stellt also das
System M eine nicht abzdhlbare Menge vor?).

Fiinfter Abschnitt.

Analytische Geometrie.

§ 37. Abszissen auf einer Geraden.

Um die Lage von Punkten auf einer gegebenen Geraden zu kenn-
zeichnen, hat man zwei feste Punkte O und 4 auf der Geraden anzu-
z nehmen. Man ordnet dann irgendeinem Punkt P
0’_‘/7_7; der Geraden die Zahl x zu, welch_e absolut ge-
Abb. o7, nommen den Abstand QP durch 04 als Einheit

miBt, wobei aber der Zahl noch das positive oder

negative Vorzeichen zu erteilen ist, je nachdem P auf derselben
Seite von O gelegen ist wie A oder nicht (Abb. g7). Die Zahl x
heiBt die Abszisse des Punktes P. Man mul} jedoch neben den in
§ 2 erwdhnten Axiomen noch das archimedische Axiom voraussetzen,
um wirklich fiir jeden Punkt der Geraden eine Abszisse zu be-
kommen?); es zeigt sich dann auch, daB verschiedenen Punkten der

1) Vgl. G. CANTOR, Acta Mathematica, Bd. 2z, 1883, S. 407.
%) Vgl. die in § 22 iiber das Streckenmal} gegebenen Auseinandersetzungen.
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Geraden stets verschiedene Abszissen zukommen. Fiir den Punkt O
ist x = o0, er ist der , Nullpuakt der Geraden; fiir den Punkt 4
ist ¥ = 1.

Nimmt man fiir die Punkte der Geraden noch das DEDEKINDsche
Stetigkeitsaxiom an, so kann man beweisen, daBl auch stets ein be-
stimmter Punkt gefunden werden kann, wenn fiir ihn irgendeine?)
positive oder negative Zahl als Abszisse vorgeschrieben wird?).

§ 38. Koordinaten in einer Ebene. Gleichung einer Geraden.
Anordnung der Punkte in der Geraden.

Um die Lage von Punkten in einer Ebene zu kennzeichnen, nehme
man zwei gleich lange, von demselben Punkt O ausgehende Strecken
04 und OB an. Nun fiithre man nach Art des vorigen Paragraphen
fiir den veranderlichen Punkt der unendlichen Geraden OA4 eine Zahl x
und fiir den verdnderlichen Punkt auf der Geraden
OB eine Zahl y so ein, daB fiir beide Gerade der
Punkt O der Nullpunkt, und daB fiir den Punkt 4
die Zahl x¥ =1, und fiir den Punkt B die Zahl
y = 1 ist. Um nun die Lage irgendeines Punktes R
der Ebene festzulegen, gibt man die Zahlen x und y
an, welche den FuBpunkten P und Q der von R auf
die Geraden O4 und OB gefillten Lote in dem eben
erwdhnten Sinne zugeordnet sind (Abb. g8). Man
nennt in diesem Falle x die ,,Abszisse’ und y die
,,Ordinate”, beide Zahlen zusammen die ,,Koor- Abb. 99.
dinaten‘“ des Punktes R der Ebene. Es ist also
die Abszisse der durch die Einheitsstrecke OA = OB gemessene und
noch mit einem Vorzeichen versehene Abstand des Punktes R von
der Geraden OB, und die Ordinate die gleichfalls noch mit einem
Vorzeichen versehene MaBzahl des Abstandes von der Geraden OA.
Die Abb. g9, in der das Vorzeichen von x links vor dem Vorzeichen
von y steht, veranschaulicht die Verteilung der Vorzeichen der Ko-
ordinaten iiber die vier ,Quadranten. Der Punkt O mit den

1) Vgl. den allgemeinsten Begriff der Zahl, wie er in § 22 und § 75 dargestellt ist.

2) Vgl. § 22 (S. 66). Man bezeichnet es manchmal auch als ein Axiom, da man
die Punkte einer Geraden und die sdmtlichen reellen Zahlen einander umkehrbar
eindeutig so zuordnen kann, daB fiir zwei gleiche und gleichgerichtete Strecken der
Geraden jedesmal die Differenzen zwischen den dem Endpunkt und dem Anfangs-
punkt zugeordneten Zahlen dieselben sind (vgl. G. CANTOR, Mathematische Annalen,
Bd. 5, 1872, S. 128, F. KLEIN, ,,Zur ersten Verteilung des Lobatschewsky-Preises‘,
1897, S.17 u. 18). Mir scheint aber, dal die Forderung der Moglichkeit einer solchen
Zuordnung besonderer Art zwischen zwei unendlichen Mengen von Elementen sich
nicht sehr zum Axiom eignet. Die Herleitung der Tatsache unter der Voraussetzung
des Stetigkeitsaxioms diirfte die natiirlichere Darstellung ergeben.
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Koordinaten o, 0 heiit der ,, Anfangspunkt‘‘ oder ,, Ursprung*‘ des Ko-
ordinatensystems, das aus den beiden Geraden OA und OB besteht.
Die unendliche Gerade OA heiBt die , Abszissenachse‘’, die Gerade OB
die ,,Ordinatenachse.

Ist nun der Punkt R mit den Koordinaten x, y irgendein Punkt
der Geraden, die den Anfangspunkt O mit dem von ihm verschiedenen
Punkt M verbindet, der die Koordinaten p, ¢ hat, so erkennt man
aus Abb. 100 die Proportion

. . xiy=p:9,
.y die auch hinsichtlich der Vorzeichen richtig ist.
> Y Es geniigt also der verinderliche Punkt %,y der
0 A genannten Geraden der Gleichung
(1) gx—py =0,
Abb. 100.

in welcher p und ¢ konstante Zahlen bedeuten.
Auf der anderen Seite 148t sich beweisen,

5 daB die Gleichung (1) nicht befriedigt
" 7 wird, falls in sie fiir ¥ und y die Koordi-
0 7/ naten eines Punktes der Ebene eingesetzt

werden, der nicht auf der unendlichen
Geraden OM gelegen ist. Noch genauer
kann man in dem dargestellten Fall sagen
Abb. ro1. (Abb. 101), daBl der Ausdruck gx— py
fiir die Punkte x, y des schraffierten Teils

| A

M =7  der Ebene positivl), fiir den anderen

0 === [y Teil negativ ausfillt und fiir die Scheide-
= < linie den Wert o hat. Mit Riicksicht
— z auf die geschilderten Verhéltnisse nennt
- Abb. 102. man die Gleichung (1) die Gleichung

der Geraden OM; in dieser Gleichung
sind x und y die ,laufenden Koordinaten* des Punktes der Geraden.
Um nun die Gleichung einer nicht durch den Punkt O gehenden
Geraden zu finden, kann man etwa jedem Punkt der obigen Geraden
OM eine und dieselbe Verschiebung von der MaBzahl g im Richtungs-
sinne der Strecke OA erteilen (Abb. 102). Ist in dieser Weise aus dem
Punkt P der Geraden OM der Punkt Q geworden, und benennt man
jetzt die Koordinaten des Punktes Q mit x, y, so sind x —g und y
die Koordinaten des Punktes P, und es mull deshalb nach (1) die
Gleichung

g(x —g) —py=o0

1) Diese Formulierung setzt aber voraus, dafl die Zahl ¢ als positiv ange-
nommen worden ist.



§ 39. STRECKEN UND WINKEL. PARALLELITAT UND SENKRECHTSTEHEN. 107

erfiillt sein. Dies gibt, ausgerechnet, die Gleichung
gx —py —qg = o0,

welche fiir den verdnderlichen Punkt x, y der neuen, mit OM paralle-
len Geraden giiltig ist.

Es ergibt sich, daBl die Punkte x, y einer beliebigen gegebenen
Geraden stets eine Gleichung der Form
(2) ax +by+c=o0
erfiillen, wo die ,,Koeffizienten‘‘ @, b und ¢ gegebene Zahlwerte (Kon-
stanten) und von diesen die zwei ersten nicht beide gleich Null sind.

Umgekehrt stellt jede Gleichung von dieser Art s 5
in demangegebenenSinne eine Gerade dar. Zwei X 5
Gleichungen der Form (2) stellen dann und nur Z_g ¢
dann dieselbe Gerade vor, wenn die eine aus der 0

anderen durch Multiplizieren mit einer von yd ABD. to3.
Null verschiedenen Konstanten hervorgeht.

Fiir den Schnittpunkt zweier Geraden, deren 5
einedurch dieGleichung(2),und deren andere durch l y % P
(3) ax+by+c¢ =0 Y] a8
dargestellt ist, miissen offenbar diese beiden ‘Abb. 10

. 104.

Gleichungen zusammen bestehen, weshalb die

Koordinaten des Schnittpunkts dadurch ausgerechnet werden, daf
man die beiden Gleichungen (2) und (3) nach ¥ und y als den Un-
bekannten auflost.

Ist eine Gerade nicht etwa der Ordinatenachse parallel, so liegt
auf ihr von drei Punkten stets derjenige zwischen den beiden anderen,
dessen Abszisse arithmetisch zwischen den beiden anderen Abszissen
enthalten ist. Das Entsprechende gilt fiir die Zwischenlage der
Punkte und fiir die Ordinaten, wenn die Gerade nicht etwa der Ab-
szissenachse parallel ist (Abb. 103 u. 104).

§ 39. Strecken und Winkel. Parallelitit und Senkrechtstehen.

Es seien jetzt P; und P, zwei Punkte unserer Ebene mit den Ko-
ordinaten x,,y; und x,,y,. Man ziehe durch P, eine Parallele zur
Abszissenachse und durch P, eine solche zur Ordi-

C g 2
natenachse, welche beiden Geraden sich in Q tref- & 2.!7
fen (Abb. 105). In dem so entstehenden recht- z=
winkligen Dreieck P;Q P, sind die Katheten
nichts anderes als die Differenzen x, — x, und
. . 0 A
¥ —%¥4, woraus sich dann nach dem pythagora- Abb. 105

ischen Lehrsatz die Mafzah! der Hypotenuse
P, P; = V(xz — %)+ (v, — 7 )?
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durch eine absolute Quadratwurzel ergibt. Sind nun noch zwei
Punkte P, und P, mit den Koordinaten x;, y, und x,, y, gegeben,
so bedeutet die Gleichung

(1) V(xz—x1)2+(y2—«y1)2=V(x4—x3)2+(y4—y3)2,
daB die Strecken P,P, und P,P, einander gleich sind.

Wenn noch zwei weitere Punkte P, und P, mit den Xoordinaten
Xo, Vo und %y, y; eingefithrt werden, so bedeutet die Gleichung

) H) T (0 Y0 B — )

1/(;5?_ %)%+ (1 — ¥o)? - V(xz — %)+ (Y2 — ¥o)?
_ (%5 — %) (% — %5) + (V5 — ¥5) (V4 — ¥s)

V(x.% — %)% 4 (¥5 — ¥5)% V(g — %5)% + (¥4 — ¥5)?

die Gleichheit der Winkel P; P, P, und P, P; P, (Abb. 106).

B R Sind
» 4 a,x +by ¢, =0
5 un
g agx + byy + ¢, =0
4 . .
¢ die Gleichungen zweier Geraden, so ist die
7 Proportion
Abb. 106.

a, by =a,:0by
die Bedingung fiir die Parallelitdt, und die Gleichung
a,ay + b by =0
die Bedingung fiir das Senkrechtstehen der beiden Geraden.

§ 40. Kegelschnitte.

Sind in Beziehung auf unser Koordinatensystem x, y die Koordi-
naten eines auf einem Kreise verdnderlichen Punktes P, wahrend «, f#
die Koordinaten des Mittelpunktes M des Kreises bedeuten, und a

die MaBzahl des Radius (Abb. 107), so erlaubt die

¥ Formel (1) des vorigen Paragraphen den Abstand AP
) durch die Koordinaten von M und P auszudriicken,
und es ergibt sich so die Gleichung

Vv — o)+ (y—f)P=a.

Umgekehrt liegt auch jeder Punkt, der dieser Gleichung
gentigt, auf dem Kreise. Hieraus erhdlt man durch Quadrieren
(1) (x—a)+ (y — ) =a®.
Dies ist also die Gleichung eines Kreises mit dem Mittelpunkt o, §
und dem Radius a, wobei wiederum x und y die laufenden Koordi-
naten vorstellen. Die Gleichung stellt sich entwickelt in der Gestalt

By —2ax—28y+ (4P —a) =0

Abb. 107.
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dar; sie ist also von der Form

22+ Y2+ cx + oy Feg=0,
wobei die Buchstaben ¢,, ¢,, ¢; Konstante, und » und y die laufenden
Koordinaten bedeuten.

Ord;
Nimmt man den Mittelpunkt des Kreises Xe
im Anfangspunkt O des Koordinatensystems 2 2\ dbsz-se

an, so ist &« =0, g = 0 zu setzen, und man 0
kann der Gleichung (1) die Form
LA Abb. 108
6;2_ + a? —_1 b, 10
geben. Diese stellt einen Sonderfall der Gleichung Ora-Axe
%2 y2
R e
dar, welche die Ellipse (Abb. 108) vorstellt. Ver-
wandt mit dieser Kurve sind die Hyperbel Abb. 100.
(Abb. 109), deren Gleichung lautet
%2 y? ara-Axe
s T
und die Parabel (Abb. 110) mit der Gleichung
yE=12cx.

Diese drei gesetzmiBigen Linien werden als Kegel-
schnitte bezeichnet, da man jede von ihnen Abb. 110,
durch Schneiden eines gewdShnlichen Kreiskegels
mit einer Ebene erhalten kann. Zum

Kegel ist der Scheitelkegel hinzuzu-

rechnen (Abb. 111), und es entsteht

z. B. die Hyperbel durch den Schnitt

mit einer solchen Ebene, welche den Kegel und den Scheitelkegel
gleichzeitig trifft.

Abb. 111.

§ 41. Abbildung der Ebene und des Raumes auf
Zahlenmannigfaltigkeiten.

Die in § 38 und 39 angefiihrten Beziehungen zwischen der Geo-
metrie der Ebene und gewissen arithmetischen Gebilden geben zu den
folgenden Uberlegungen Veranlassung. Ich will die Gesamtheit aller
reellen — positiven und negativen, ganzen, gebrochenen und irratio-
nalen — Zahlen als einen zuldssigen Begriff ansehen, worauf allerdings
spéter noch einmal zuriickzukommen ist!). Dadurch, da8 nun in dem
Zahlenpaar #,y sowohl die Zahl x, als auch die Zahl y alle reellen

1) Vgl. § 76 u. 124.
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Werte annimmt, wobei noch jeder Wert von x mit jedem Wert von y
zu kombinieren ist, entsteht die Mannigfaltigkeit aller reellen Zahlen-
paare, die wir als eine zweifache Mannigfaltigkeit bezeichnen. Aus
unseren fritheren FErgebnissen folgt, dafl sich die Ebene in gewissem
Sinne auf die zweifache Zahlenmannigfaltigkeit ,abbilden‘ 148t.
Jedem Punkt der Ebene entspricht ein Zahlenpaar %,y der Mannig-
faltigkeit und jedem solchen Zahlenpaar ein Punkt der Ebenel). Jeder
Geraden der Ebene entspricht eine Gleichung von der Form (2) in § 38:
ax by +c=o0,
wobei die Koeffizienten 4 und & nicht beide gleich Null sind. Noch
genauer gesagt entspricht jeder Geraden der Ebene eine Gesamtheit
solcher Gleichungen, von denen je zwei durch Multiplikation mit
einer von Null verschiedenen Konstanten auseinander hervorgehen,
also nicht wesentlich voneinander verschieden sind. Jeder solchen
Gleichung entspricht eine Gerade, und zwar solchen Gleichungen, die
nicht wesentlich voneinander verschieden sind, und nur solchen, die-
selbe Gerade.

Der geometrischen Relation eines Punktes und einer Geraden, die
darin besteht, daBl der Punkt auf der Geraden liegt, entspricht die
arithmetische Relation des zugeordneten Zahlenpaares und der zu-
geordneten Gleichung, die darin besteht, dal das Zahlenpaar %, y die
Gleichung befriedigt. Der geometrischen Relation zwischen vier
Punkten P,, P,, P,, P, der Ebene, die darin besteht, daB die Strecke
P, P, der Strecke P, P, gleich ist, entspricht die arithmetische Rela-
tion zwischen den zugeordneten Zahlenpaaren %y, y;; Xa, V2; X3, Vs;
%4, V4, die darin besteht, daB diese die Gleichung (1) von § 39 er-
fiillen.

Es ist niitzlich, hervorzuheben, dal nicht nur die Objekte, um die
es sich im abbildenden Gebiet (der Zahlenmannigfaltigkeit) handelt,
ganz anderer Art sind als die Objekte in dem abgebildeten Gebiet
(der Ebene), sondern dall dasselbe auch von den ,,Relationen‘ der
Objekte insofern gilt, als man unter den Relationen, der Ausdrucks-
weise der Logiker entsprechend, die wechselseitigen Figenschaf-
ten der Objekte (Gegenstinde) versteht. Die eindeutige Zuord-
nung jedoch, die hier besteht, und die wir eben als eine , , Abbildung“
bezeichnen, ist derartig, daB, falls zwischen Objekten des einen Ge-
bietes eine Relation besteht, zwischen den zugeordneten Objekten
des anderen Gebietes die zugeordnete Relation bestehen mufB. Exi-
stiert ferner z. B. in dem einen Gebiet ein Objekt, das zu gegebenen
Objekten in bestimmt geforderten Relationen steht, so existiert in

1) Vgl §37 u. 38
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dem anderen Gebiet auch gerade ein Objekt, das den entsprechenden
Bedingungen geniigt; ebenso verhilt es sich, wenn gerade zwei oder
gerade drei Objekte gewissen Bedingungen im einen Gebiete ent-
sprechen.

Um das eben Gesagte an einem Beispiel noch genauer zu erldutern,
will ich eine Gleichung
(1) ax +by +c=o0
so bestimmen, daf3 sie fiir zwei verschiedene bestimmte Zahlenpaare
%y, ¥, und x,, v, erfiillt ist. Es handelt sich darum, die Koeffizienten
a, b und ¢ der Gleichung zu finden. Da die Gleichung fiir das Zahlen-
paar x,, v, erfiillt sein soll, so muB3 eine richtige Zahlengleichung er-
scheinen, wenn #x, fiir #, und y, fiir y eingesetzt wird, d. h. es muf3
gelten '

(2) ax, +by, +c=o.
Ebenso mull aber auch die Gleichung
(3) axy +by, +c=o0

richtig sein. Aus (2) und (3) lassen sich nun die gesuchten Koeffi-
zienten bis auf einen gewissen Grad bestimmen. Es ergibt sich ndm-
lich durch Subtrahieren der Gleichung (3) von der Gleichung (2)
a (% —%) +b(y1 —y,) = 0;
diese Gleichung wird aber dadurch und nur dadurch erfiillt, daB man
a=(y,—y)4,
b= — (1 — %)
setzt, wobei sich dann noch ¢ entweder aus (2) oder aus (3), und zwar
beide Male durch dieselbe Formel
C= (% ¥y — %2 Y1) 4

berechnet. Dabei bedeutet 4 eine beliebige ZahlgroBe, die man jedoch
von Null verschieden annehmen mu@, weil a und b nicht beide gleich
Null sein durften (s. 0.). Die Anderung der ZahlgréBe 1 bedeutet
dann nur, daB @, b und ¢ mit derselben, von Null verschiedenen Zahl
multipliziert werden. Da nun solche Gleichungen nicht als wesent-
lich voneinander verschieden angesehen werden sollen, von denen
die eine aus der anderen durch Multiplizieren mit einer von Null
verschiedenen Konstanten hervorgeht, so ist die gesuchte Gleichung (1)
in gewissem Sinne eindeutig bestimmt worden durch die Bedingung,
daB ibr zwei verschiedene Zahlenpaare x,, y, und %,, y, geniigen soll-
ten. Dies ist eine arithmetische Tatsache, die sich rein arithmetisch
feststellen lief.

Lassen wir nun der Gleichung (1) eine Gerade g, den zwei Zahlen-
paaren zwei voneinander verschiedene Punkte P, und P, entsprechen,
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ebenso dem Umstand, daB #,, y, die Gleichung (1) befriedigen sollte,
den Umstand, daB der Punkt P, auf der Geraden g liegen soll usw.
Man erkennt jetzt, daB der erwihnten arithmetischen Tatsache die
geometrische Tatsache entspricht, daB eine Gerade dadurch eindeutig
bestimmt ist, daBl auf ihr zwei gegebene, voneinander verschiedene
Punkte liegen sollen.

Um ein weiteres Beispiel zu haben, fassen wir den ersten Kongruenz-
satz ins Auge (§2). Haben wir in der Ebene drei Punkte P,, P,, P,
P und drei weitere Punkte P;, P;, P,, und sind
£ die Strecken P P, und P,P, und ebenso die

Strecken P P, und P P, und auBerdem die

Winkel P; P, P, und P, P, P, einander gleich
£ (Abb. 112), so besagt der erwdhnte Kongruenz-

Abb. 112, satz, daB auch p, P, und P,P, einander gleich

sein miissen. Dieser geometrischen Tatsache ent-

spricht die arithmetische, auch rein arithmetisch beweisbare
Tatsache, daBB aus dem Bestehen der beiden Gleichungen

ﬂxl — %) + (1 — ¥0)* = V(xs — %)% 4 (Vs — ¥5)°

V(xe — %) 4+ (2 — 92 = V(3 — %:)* + (Vs — ¥5)°>
welche die Form der Gleichung (1) von § 39 haben, und aus dem
Bestehen der Gleichung (2) desselben Paragraphen auf das Bestehen
der Gleichung

V(jcz — %)+ (Y — )P = ]/(x4 — %)% + (¥4 — ¥3)?
geschlossen werden kann.

Wihrend also den geometrischen Gegenstinden arithmetische
Gegenstande, den geometrischen Relationen (Eigenschaften) arith-
metische Relationen, also Relationen ganz anderer Art entsprechen,
so werden doch jene Gegenstinde und Relationen
in gewissem Sinne von denselben Tatsachen all-
g gemeiner Art, d. h. von denselben Gesetzen oder
Regeln (Axiomen) beherrscht wie diese.

Wie nun in der Ebene zwei aufeinander senk-

Abb. 113. rechte Gerade eingefiihrt worden sind, so kann
man im Raume drei Ebenen einfiihren, die durch

denselben Punkt O, den Anfangspunkt, gehen und aufeinander
senkrecht stehen (Abb. 113). Die Lage eines Punktes P im Raum
kann dann durch die — auf eine Léngeneinheit sich beziehenden
— MaBzahlen %, y, z der drei Abstdnde beschrieben werden, die
der Punkt P von jenen drei Ebenen;‘hat. Dabei wird die MafBzahl
des Abstandes von einer Ebene stets auf einer bestimmten Seite dieser

o

5
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Ebene positiv, auf der anderen negativ gerechnet, und es entsprechen
die acht Vorzeichenkombinationen

+++ —++ ——+ + —+

++- -+ ——— 4+ ——
die fiir das Zahlentripel x, v, 2 moglich sind, den acht rdumlichen
Winkeln (Oktanten), in die der unendliche Raum durch jene drei
Ebenen zerfillt, und die den Punkt O umgeben (Abb. 113).

Es 1aBt sich jetzt beweisen, daBl den Punkten, die auf einer be-
stimmten Ebene gelegen sind, diejenigen Zahlentripel entsprechen,
die einer bestimmten Gleichung

ax +by +cz+d=o
mit konstanten Koeffizienten geniigen, von denen a, b und ¢ nicht
alle drei gleich Null sind. Vier Punkten P,, P,, P;, P,, welche in
der wechselseitigen Eigenschaft zueinander stehen, daB die Abstdnde
P, P, und P, P, einander gleich sind, entsprechen vier Zahlentripel

*15 Y1, %1, X2, Vo, %2, X3, V3, Z3, X4, Y4, 24,
fiir welche die Gleichung

Ve — %) + (V2 — ¥0)2 4 (2 — 202 = Vo, — %)% + (s — ¥5)® + (2 — 2,)?
erfiillt ist.

Man erkennt, daB sich der Raum in dhnlicher Weise auf die drei-
fache Zahlenmannigfaltigkeit abbildet wie die Ebene auf die zwei-
fache. Das beschriebene Verfahren, welches gestattet, die Unter-
suchung geometrischer Gebilde auf die Untersuchung arithmetischer
zuriickzufithren, wird als ,analytische Geometrie bezeichnet. Der
Gedanke, der zu dieser Bezeichnung gefiihrt hat, war wohl der, daB
die geometrischen Gebilde durch ihre arithmetische Darstellung ,,ana-
lysiert* werden, und es hat sich vielleicht im Anschlu8 an die ,,ana-
lytische Geometrie‘ die Ausdrucksweise gebildet, welche den Teil der
Mathematik, der in rechnender Weise vor sich geht, mit dem Namen
,,Analysis‘‘ belegt!

Sechster Abschnitt

Widerspruchslosigkeit und Unabhingigkeit der
geometrischen Axiome. Hohere Mannigfaltigkeiten.

§ 42. Die Widerspruchslosigkeit der euklidischen Geometrie.

Es wird von den neueren Mathematikern groBer Wert darauf
gelegt, daB sich die Widerspruchslosigkeit der geometrischen

1) Mit anderen Anwendungen der Worte ,,analytisch‘ und ,,synthetisch®, nament-
lich mit den von KANT so genannten analytischen und synthetischen Urteilen (§ 127)
hat das nichts zu tun.

Holder, Mathematische Methode. 8
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Axiome beweisen 148t). Von philosophischer Seite wird dagegen ein-
gewendet: | Nicht das Fehlen des Widerspruchs ist es, was die Exi-
stenz eines Begriffs beweist, sondern umgekehrt ist es die Existenz
eines Begriffs, die seine Widerspruchslosigkeit verbiirgt?).“ Grund-
satzlich glaube ich, daB} die letzte Auffassung durchaus zugegeben
werden muB; trotzdem liegt in der Geometrie ein besonderer Fall
vor, der einen Beweis der Widerspruchslosigkeit wiinschenswert und
zugleich moglich macht. Wer die unerschiitterliche Uberzeugung von
der unbedingten Giiltigkeit der Grundbegriffe der Geometrie und der
von EUKLID an sie gekniipften Axiome hat, wer, kurz gesagt, diese
Axiome als etwas Notwendiges, d. h. , Apriorisches, ansieht, wird
wohl zunéchst kein Bediirfnis nach einem solchen Beweis fithlen. Nun
ist aber doch diese Uberzeugung von der Aprioritit der Geometrie
neuerdings stark erschiittert worden. Jedenfalls wird man zugeben
miissen, daBl die euklidischen Axiome logisch nicht bewiesen werden
konnen. Die Arithmetik jedoch wird so ziemlich allgemein als ein
in sich notwendiges, apriorisches Gebiet angesehen; in der Tat lassen
sich auch fast alle ihre Sdtze ,rein logisch’’ beweisen?).

Die Arithmetik kann also als ein unbedingt sicher begriindetes
Gebiet angesehen werden, in dem Widerspriiche, auch bei noch so
weit fortgesetzter Weiterentwicklung, ausgeschlossen sind. Bedenkt
man nun die in dem vorigen Paragraphen geschilderte Abbildbarkeit
der geometrischen Theorie EUKLIDs auf die arithmetische Theorie,
so kann daraus ein véllig strenger RiickschluB3 auf die Widerspruchs-
losigkeit der euklidischen Geometrie gezogen werden. Um sich dies
ganz klar zu machen, denke man sich die Worte , Punkt®, ,,Gerade",
,,Ebene und die dazu gehdrenden Relationsbegriffe ihrer geometri-
schen Bedeutung entkleidet und verstehe unter einem Punkt nichts
als ein Zahlenpaar bzw. ein Zahlentripel, unter einer Geraden in der
Ebene, unter einer Ebene im Raum nichts als eine Gleichung von
der erwdhnten Form usw.; es werden dann die Axiome der eukli-
dischen Geometrie in dem neuen Sinne der in sie eingehenden Be-
griffe im arithmetischen Gebiet wirklich unbedingt erfiillt, was des-
halb auch von allen den Iehrsitzen gelten mul3, die sich logisch

1) Vgl. HiL,BERT, Grundlagen der Geometrie, 1899, S. 19—21.

2) Vgl. BRuNo Bauch, Kantstudien, Bd. 12, 1907, S. 228; CASSIRER, ebenda,
S. 41; CoUTURAT, Revue de Métaphysique et de Morale, t. 14, no. 2, 1906.

3) Hiervon bilden m. E. gewisse Sdtze eine Ausnahme, in denen von der Gesamt-
heit aller oder von der Gesamtheit derjenigen reellen Zahlen die Rede ist, die zwischen
zwei Grenzen enthalten sind. Zum Beweis dieser Sétze ist die Annahme der Existenz
des — einfachen, d. h. linearen — Kontinuums erforderlich. Ich glaube dargetan
zu haben, dafl dieses entgegen der ziemlich iiblichen Behauptung nicht rein logisch
konstruiert werden kann (vgl. den Schlufl von § 76); trotzdem kann man es wohl! als
in sich notwendige, also apriorische Form gelten lassen (vgl. § 134).
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notwendig aus den Axiomen folgern lassen. Es konnen also auch die
Folgerungen aus den Axiomen nicht untereinander in einen Wider-
spruch geraten.

Die Untersuchung der Widerspruchslosigkeit lieBe sich auch in
anderen mathematischei Wissenschaften durchfiihren, z. B. in ge-
wissen Teilen der Mechanik, jedoch diirfte sie z. B. schon in der
Mechanik kaum dieselbe Wichtigkeit wie in der Geometrie besitzen.

§ 43. Die Unabhingigkeit des Parallelenaxioms
von den anderen Axiomen oder die Widerspruchslosigkeit der
nichteuklidischen Geometrie.

In unmittelbarem Zusammenhange mit der Frage nach der Wider-
spruchslosigkeit steht die Frage nach der Unabhéngigkeit!) der Axi-
ome. Sie hat nur mit Riicksicht auf gegebene, bestimmt gefafite
Axiome einen klaren Sinn. Sind solche bestimmte, einander nicht
widersprechende Axiome gegeben, so kann man untersuchen, ob das
Gegenteil eines dieser Axiome zusammen mit den ibrigen Axiomen
Widerspruchslosigkeit ergibt. Ist diese Widerspruchslosigkeit vor-
handen, die etwa wiederum durch Abbildung auf arithmetische Ge-
bilde bewiesen wird, so erkennt man hieraus, dal jenes eine Axiom
von den anderen unabhéngig ist.

Fiir jedes einzelne Axiom die hier angedeutete Untersuchung
durchzufiihren, wiirde sehr umstdndlich und vielleicht auch nicht
besonders fruchtbar sein. Eine teilweise Untersuchung der Unab-
hiangigkeit der Axiome hat mit Riicksicht auf deren FEinteilung in
Axiomgruppen HILBERT durchgefiihrt?). So hat er gezeigt, daB sich
die Kongruenzaxiome nicht aus den Axiomen der anderen Gruppen
herleiten lassen, indem er arithmetische Mannigfaltigkeiten kon-
struiert hat, die allen anderen Axiomgruppen geniigen, jedoch den
ersten Kongruenzsatz nicht erfiilllen. Er hat ebenso eine wider-
spruchslose Geometrie nachgewiesen, in der das archimedische Axiom
und somit auch das DEDEKINDsche Stetigkeitsaxiom nicht gilt, wah-
rend die anderen Axiome erfiillt sind.

DaB das Parallelenaxiom (§ 3) von den anderen Axiomen unab-
hangig, d. h. dafl die nichteuklidische Geometrie I,0BATSCHEFSKIJS?)

1) F. KLEIN hat Dereits 1872 auf die allgemeine Fragestellung nach der Unab-
hingigkeit der Grundannahmen aufmerksam gemacht, und zwar nicht nur fiir die
Geometrie (Erlanger Programm, abgedruckt in Bd. 43 der Mathematischen Annalen,
S. 96).

2) Grundlagen der Geometrie 1899, S. 19—26.

3) Ubereinstimmend ist damit die Geometrie von j. BOLvAL. Ich ziehe der Tin-
fachheit wegen nur diese nichteuklidische Geometrie in Betracht, weil dann die
Axiome der Anordnung nicht modifiziert zn werden brauchen.

8*
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widerspruchslos ist, war schon frither gezeigt worden?). Dieser Beweis
trat urspriinglich in der Form auf, daB wunter der Voraussetzung der
Giiltigkeit der euklidischen Geometrie die Widerspruchslosigkeit der
nichteuklidischen in der Weise bewiesen wurde, daB man die nicht-
euklidische Geometrie auf die euklidische ,,abbildete oder, wie man
sich auch ausdriickt, jene in diese ,einbaute”. Zu
diesem Zwecke denke man sich einen Kreis?). Die
Punkte, welche im Innern des Kreises gelegen sind,
sollen allein in Betracht gezogen, die Punkte, welche
aulerhalb oder auf der Peripherie liegen, gewisser-

Abb. 114. maBen als nicht vorhanden angesehen werden. Von
den Geraden der Ebene sollen nur diejenigen, die

durch den Kreis hindurchgehen, in Betracht ge-
zogen werden, und von diesen jedesmal auch
nur der Teil, der im Innern des Kreises gelegen
ist, zu welcher Strecke dann die zugehorigen
Enden nicht hinzuzurechnen sind. Die in Be-
Abb. 115. tracht gezogenen Punkte und Geradenteile seien
die ,,Punkte und die ,,Geraden‘‘ unserer neuen, jetzt
zu definierenden Geometrie. In dieser werde ein Punkt
als ,,auf einer Geraden liegend‘‘ bezeichnet, wenn er im
Sinne der gewShnlichen Geometrie auf dem betreffen-
den Geradenteil liegt. Zwei Gerade der neuen Geometrie
haben einen Punkt gemein, wenn die beiden betreffen-
den Geradenteile der gewShnlichen Geometrie, welche
jene Geraden vorstellen, einenim Innern des Krei-
ses gelegenen Punkt gemein haben (Abb. 114), aber
nicht dann, wenn die beiden unendlichen Geraden,
denen die genannten Teile angehtren, auBerhalb des
Kreises (Abb. 115) oder auf der Peripherie (Abb. 116)
Abb. 117. einen Punkt gemein haben. Ein Punkt liegt im Sinne
der neuen Geometrie zwischen zwei anderen, wenn

er im Sinne der gewthnlichen Geometrie zwischen ihnen liegt.

Es ist nun nicht schwer, einzusehen, daB hinsichtlich der durch
einen Punkt P fithrenden Strahlen und einer Geraden g im Sinne
unserer neuen Festsetzungen gerade das eintritt, was die Geometrie
LOBATSCHEFSKIJS (§ 3) annimmt; diejenigen Strahlen f, welche durch
einen gewissen Winkel laufen, der in Abb. 117 schraffiert worden ist,
treffen die Gerade g nicht.

1) Vgl. BELTRAMI, Saggio di interpretazione della geometria noneuclidea, Giornale
di Matematiche, t. 6 (1868), p. 284; HILBERT, a. a. O., S. 22.

2) Man kann allgemein eine Ellipse oder auch einen anderen Kegelschnitt nehmen,
wobei man dann das , Innere’ entsprechend zu deuten hat.

Abb. 116.
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Zwei Strecken AB und A’B’ auf derselben Geraden der neuen
Geometrie — d. h. also auf einem jener in Betracht gezogenen Teile —
sollen nun als ,gleich’ angesehen werden, wenn sie einander in dem
Sinne jener kiinstlichen Gleichheit von § 18 in bezug auf die beiden
Schnittpunkte X, Y, welche die betreffende unendliche Gerade
mit dem Kreis bestimmt, und welche als , Flucht-
punkte“ genommen werden sollen, einander |, pro- A
jektiv gleich® sind (Abb. 118). Dabei verschliagt es x, Y
selbstverstandlich dieser Definition gar nichts, daf3
die beiden Punkte X und Y, welche nur als
Fluchtpunkte die Gleichheitsdefinition zu vermit- Abb. 118,
teln haben, gar nicht selbst als Punkte der neuen
Geometrie in Betracht kommen. Verlangert man die Strecke AB
iber A oder iiber B hinaus um sich selbst einmal, zweimal, dreimal
usw., so erreicht man den Punkt X bzw. Y niemals (vgl. § 20), und
es ist die im neuen Sinne genommene Gerade, die als endlicher Teil
einer euklidischen Geraden dargestellt ist, im nichteuklidischen Sinne
unendlich lang und hat keine Enden.

Die Definition der Gleichheit fiir zwei Strecken AB und A’B’,
die auf verschiedenen Geraden liegen, besteht in unserer neuen Geo-
metrie in der Forderung, daB die Schnittpunkte der drei Geradenpaare

XA’ X’A; XB', X'B; XY, X'Y

in gerader Linie liegen sollen, wobei natiirlich X’ und Y’ in Beziehung
auf die durch A’ und B’ gehende Gerade dieselbe Bedeutung haben
wie X und Y in Beziehung auf die durch 4 und B gehende (Abb. 119).
In analoger, freilich noch verwickelterer Weise gelangt man zu einer
Erkldarung fiir die Gleichheit zweier Winkel. Auf
Grund der gegebenen Erklarungen 1aBt sich be-
weisen, daBl zwei Strecken, die in dem neuen
Sinne des Wortes einer dritten gleich sind, ein-
ander gleich sind, daB fiir drei Punkte 4, B, C,
von denen B auf der Verbindungslinie der bei-
den anderen zwischen diesen gelegen ist, und
fiir drei eben solche Punkte 4’ B’, C’ der Satz
gilt, daB aus AB = A’B’ und BC = B’C’ auch
die Gleichung AC = A4’C’ folgt, und daB fir die Winkel ent-
sprechende Satze bestehen. Es 1aBt sich aber auch die Giiltigkeit
der Dreieckskongruenzsitze zeigen.

Man gelangt so zu einem System, in dem auBer dem Parallelen-
axiom die simtlichen Axiome der euklidischen Ebene im alten Wort-
laut giiltig sind, falls man den Begriffen die neuen Bedeutungen
unterlegt. Auch die Erweiterungen dieser Betrachtungen fiir den
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Raum ist ohne weiteres méglich, wodurch ein der rdumlichen Geo-
metrie T,OBATSCHEFSKIJS entsprechendes System von Tatsachen ent-
steht. Es folgt also mit logischer Notwendigkeit, dal} diese Geometrie
widerspruchslos sein, oder mit anderen Worten, daB das Parallelen-
axiom von den anderen Axiomen EUKLIDS unabhingig sein muB.

Voraussetzung war aber hier die Giiltigkeit oder, wenn man lieber
will, Widerspruchslosigkeit der euklidischen Geometrie, auf der die
Betrachtungen aufgebaut worden sind. Nun darf dies aber nicht so
aufgefalt werden, als bildete die euklidische Geometrie eine unum-
gangliche Grundlage?!). Genau so, wie eben die nichteuklidische Geo-
metrie in die euklidische ,eingebaut® worden ist, 146t sich auch die
cuklidische in die nichteuklidische einbauen, und beide lassen sich
unabhingig voneinander durch Abbildung auf arithmetische Manunig-
faltigkeiten begriinden, d. h. als widerspruchslos nachweisen. In der
T'at bildet die Arithmetik als dassicher von der Erfahrung unabhangige,
also unbedingt giiltige, apriorische Gebiet die natiirliche Grundlage
fiir derartige Beweise der Widerspruchslosigkeit.

§ 44. JOHN STUART MILLS AuBerungen zum Parallelenaxiom.

Aus dem Vorhergehenden diirfte schon zur Gentige hervorgehen,
dal} alle Versuche, das Parallelenaxiom aus den anderen Axiomen
EUKLIDS zu beweisen, scheitern miissen. Wir verdanken ja auch die
Entdeckung der nichteuklidischen Geometrie den folgerichtig durch-
gefiihrten Bemiihungen der Mathematiker um den Beweis des Paral-
lelenaxioms?), die schlieBlich zu dem Experiment hinfithren muften,
dieses Axiom versuchsweise aufzugeben. Dieser Sachverhalt ist natiir-
lich nur sehr langsam in nichimathematischen Kreisen bekannt ge-
worden und wird noch heute vielfach nicht richtig gewertet. Es darf{
uns deshalb nicht wundern, wenn noch in neuester Zeit Versuche auf-
getreten sind, die euklidische Parallelentheorie als notwendig zu
begriinden.

Auch JoHN STUART Mini hat sich mit der Parallelentheorie ab-
gegeben. FEr sucht das Ziel durch eine Anderung der Definition der
Parallelen zu erreichen. Er sagt, parallele Gerade seien solche Gerade,
die iiberall denselben Abstand voneinander haben?). Es kann wohl

1) Diese Auffassung hat neuerdings hauptsichlich NATORP zu begriinden und
damit die Lehre KANTS von der Aprioritit der gewShnlichen Geometrie zu stiitzen
versucht (a. a. O., S. 2931f., 309ff.).

2) Hinsichtlich der geschichtlichen Entwicklung vgl. R. BoNoOLA, Die nichteukli-
dische Geometrie, deutsch von H. LIEBMANN, 1908, S. 1ff,

3) J. Sr. Miri, A system of logic rationative and inductive, 7. Ausg., Bd. 2,
1868, S. 156. Dieselbe Definition ist schon im 1. Jahrhundert v. Chr. versucht wor-
den, vgl. BONOLA-LIEBMANN, a. a. O., S. 2,
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keinem Zweifel unterliegen, dall er unter , Abstand‘‘ die Linge einer
auf beiden Geraden senkrechten Strecke versteht. Er nimmt also
hinsichtlich der beiden einander parallelen Geraden g und ¢’ an, dal3
jede Gerade, die auf g senkrecht steht, auch auf g’ senkrecht steht,
und daf alle die zwischen g und g’ fallenden Stiicke der genannten
Geraden einander gleich sind. Um deutlich zu machen, was hier alles
gefordert wird, denke man sich einmal in jedem Punkt der Geraden g
ein Lot errichtet und auf allen diesen .
Loten eine und dieselbe Strecke a ab- ;Z(’ a{
getragen (Abb. 120). Ks folgt aus
den Axiomen der euklidischen Geo-
metrie, wenn dabei das Parallelen-
axiom fortgelassen wird, keineswegs, dall der _8 4 g,
geometrische Ort ¢ der Endpunkte dieser Lote
eine Gerade sein muf, und wenn dieser Fall
cintrate, miiite dann erst noch bewiesen
werden, daBl diese Gerade ihrerseits auf den
samtlichen Toten senkrecht steht?), P
Errichtet man auf g zundchst ein Lot AB
und zieht durch B eine auf AB senkrechte Ge- 4 /ﬂ
rade g; (Abb. 121), so kann diese bekanntlich g
niemals schneiden, wie weit man die beiden Ge- AbD. 122.
raden auch verldngert?). Falls nun auf g ein
zweites Lot in P errichtet wird, welches
die Gerade g, in Q trifft, so braucht der
bei @ entstandene Winkel, falls das Par-
allelenaxiom nicht vorausgesetzt wird, kein 4 V-
rechter zu sein. Wird aber nun nachtrég- Abb. 123.
lich das Parallelenaxiom EUXLIDS noch
hinzugefordert?®), so muB eine in Q an QP nach der Seite von 4 an-
gelegte Halbgerade die Gerade g treffen, wenn der Winkel, unter dem
sie angelegt worden ist, kleiner ist als ein rechter (Abb. 122), wahrend
im anderen Fall, falls der genannte Winkel grofer als ein rechter
ist (Abb. 123), die Riickwirtsverlangerung der Halbgeraden mit der
Geraden g zum Schnitt kommen muB. Indem die obige Gerade g,
die Gerade g niemals schneiden konnte, bleibt nunmehr, da das
Parallelenaxiom jetzt vorausgesetzt wird, nichts anderes mehr iibrig,
als daB der von g; mit PQ gemachte Winkel, der in Abb. 121 hervor-

Abb. 120.

N
{Q

1) Uber die,, Abstandslinie’* in der nichteuklidischen Geometrie vgl. H. LIEBMANN,
Nichteuklidische Geometrie, 1905, S. 92.

2) Euclidis elementa, Liber 1, Nr. XXVII.

8 Vel § 3.
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gehoben wurde, gerade ein rechter ist. Es kann dann auch gezeigt
werden, daBl AB = PQ ist, worauf hier nicht eingegangen werden soll.

Es wird jetzt schon einigermaBen einleuchten, daB auf Grund des
Axioms, das wir das euklidische Parallelenaxiom zu nennen pflegen
— obwohl in ihm in der von EUkKLID gewdhlten Form das Wort
,,parallel gar nicht vorkommt — die Mirrsche Namenserklirung
der Parallelen moglich wire, daB aber damit kein Vorteil erreicht
wiirde. DaB eine solche Parallele zu einer Geraden g durch einen
Punkt P in einer Ebene, welche g und P enthilt, stets gezogen werden
kann, miifite nunmehr umstdndlich bewiesen werden. Wollte man
aber das euklidische Parallelenaxiom nicht fordern, so miite man
als neues Axiom ausdriicklich voraussetzen, daB3 eine Parallele im
Sinne MrrLs, daB also eine Gerade existiert, von der so viele Eigen-
schaften gefordert werden. Damit wire aber gewill nicht die Zuriick-
fiihrung der Geometrie auf einfachere Voraussetzungen erreicht.
Jedenfalls ist also durch die fritheren Uberlegungen die Unabhangig-
keit des euklidischen Parallelenaxioms von den anderen Axiomen
Euxkiips, d. h. die Widerspruchslosigkeit der nichteuklidischen Geo-
metrie bewiesen.

§ 45. Neueste Versuche, das Parallelenaxiom aufzufassen.

Das bekannte Verfahren, die Satze {iber die Winkel an Parallelen
im Zusammenhang mit den Begriffen , Richtung® und , Richtungs-
unterschied** einzufiihren, spielt immer noch im Unterricht eine Rolle.
Bei diesem Verfahren bewirkt das Wort | Richtungsunterschied*, daf3
stillschweigend der Satz benutzt wird: Zwei Gerade g und g,, die mit
7 einer Geraden gleiche Winkel (gemischte Gegen-
) winkel) machen, tun dies auch mit jeder anderen
Geraden (Abb. 124). Die Annahme dieses Satzes
ist aber mit der Annahme des Parallelenaxioms

gleichbedeutend.
Ein neuer Versuch, das Parallelenaxiom zu
Abb. 124. beweisen, der an einen Gedanken von A. RIEHI,
ankniipft, findet sich in HEvMANS ,,Gesetzen
des wissenschaftlichen Denkens“). Ich will dabei von der Einklei-
dung des Grundgedankens absehen, bei der auf die Tasterfahrungen
zuriickgegriffen und von den Gesichtserfahrungen abgesehen werden
soll, und demgem&B eine , Raumanschauung des Blindgeborenen‘
konstruiert wird. Die Hauptsache ist dabei, daB} die geradlinige Be-
wegung eines Punktes im Raum, welcher der Beobachter tastend folgt,

1) 2. Aufl. 1905, S. 204ff.
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mathematisch gesprochen in drei Komponenten zerlegt wird: nach
vorn, nach oben und nach der Seite. Indem nun die Bewegung auch
als mit konstanter Geschwindigkeit vor sich gehend gedacht wird,
und die Komponenten in Abhéngigkeit von der Zeit mit Beriicksich-
tigung der Proportionalitdt angesetzt werden, ergibt sich eine ,ana-
Iytische‘l) Darstellung der Geraden, die das Parallelenaxiom zu fol-
gern erlaubt.

Um diesen Gedankengang zu bewerten, geniigt es, auf die hier
in § 38 gegebene Herleitung der Gleichung der Geraden hinzuweisen,
welche die ganz gewohnliche, seit der FErfindung der analytischen
Geometrie gebrauchliche ist. Es geht aus dieser bereits hervor, da
man mit der Komponentenzerlegung der Strecken oder, was dasselbe
ist, mit der Addition gerichteter Strecken (Vektoraddition) im Zu-
sammenhang mit den Lehrsdtzen von den Proportionen der Strecken
an Parallelen auskommt. Dabei ist es nicht einmal nétig, die Begriffe
der Zeit und der Geschwindigkeit in die Betrachtung miteinzubeziehen.
Natiirlich umfassen die Beziehungen der gewdéhnlichen analytischen
Geometrie auch das Parallelenaxiom mit. Die Hilfsmittel aber, die
hier benutzt worden sind, d.h. die Lehrsitze von der Strecken-
addition und von den Proportionen an Parallelen, stellen solche Sitze
dar, die EUKLID nicht zu den Voraussetzungen rechnet, sondern mit
Hilfe des Parallelenaxioms beweist. Es ist ein Irrtum von HEYMANS,
zu glauben, daB er damit das Parallelenaxiom an und fiir sich als
notwendig nachgewiesen habe. Es sind jetzt eben andere Voraus-
setzungen gemacht worden, wobei auBerdem der Mathematiker den
Voraussetzungen EURLIDS den Vorzug der Einfachheit geben wird.

Der Philosoph CorNELIUS hat die unbedingte Notwendigkeit der
euklidischen Geometrie daraus folgern wollen, daB, wie er glaubt,
nur in dieser Geometrie ,wirklich gerade’’ Linien existieren. Dabei
geht er davon aus, daB nur in der euklidischen Geometrie dhnliche
Figuren moglich sind?), und definiert die Gerade als eine solche Linie,
bei der jeder Teil jedem anderen Teile dhnlich ist. In weiterer Aus-
fiihrung dieses Gedankenganges hat MOHRMANN zu beweisen versucht,
daB aus der Existenz von Linien, welche der eben gegebenen Definition
geniigen, und aus den iibrigen Axiomen EUKLIDS das Parallelen-
axiom sich ableiten lasse.

Man wird geneigt sein, der Definition der Geraden, die CORNELIUS
gegeben hat, zuzustimmen, wenn man das Wort ,dhnlich® zunichst
nur in einem allgemein logischen Sinne nimmt. Ist aber die geome-
trische Ahnlichkeit gemeint, aus der allein wirkliche Schliisse gezogen
werden konnen, so wird man sich klar zu machen haben, was diese

1) Im Sinne von § 41, Schluf. 2) Vgl § 5.
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bedeutet. Definiert man die Ahnlichkeit von Polygonen, so kann man
nicht umhin, von entsprechenden Ecken zu reden; daraus folgt, dafl
die Ahnlichkeit zwischen kontinuierlichen Iinien erst dadurch einen
Sinn bekommt, daB diese punktweise aufeinander bezogen, die Punkte
der einen ILinie denen der anderen zugeordnet sind. Die Ahnlichkeit
zweier Linienstiicke / und [’ in der Ebene besteht also darin, daB3 nach
der Vornahme einer solchen Zuordnung fiir je drei Punkte 4, B, C
der Linie / und die drei entsprechenden Punkte 4’, B’, C’ der Linie I/
die Streckenproportion AB:BC = A’B’: B’C’ besteht, und die Win-
kel ABC und A’B’C’ einander gleich sind (Abb. 125). Da hier von
geradlinigen Strecken und von Winkeln zwischen solchen die Rede
ist, so setzt diese Erklarung den DBegriff der geraden Linic bercils
VOraus.

Soll also die gerade Linie nicht als etwas Gegebenes angeselicn,

sondern im Sinne von CORNELIUS erst definiert werden, so kann

dieser Ahnlichkeitsbegriff dabei jedenfalls nicht

benutzt werden. Sucht man aber den Ahnlichkeits-
. begriff zweier Linien dahin abzudndern, daB3 man
F7 etwa nur verlangt, daB Bogenstiicken zwischen
Punkten der einen ILinie proportionale Bogenstiicke
zwischen den zugeordneten Punkten der anderen
Linie entsprechen, so wiirde man wieder nicht
weiter kommen, weil nun zwei ganz beliebige Kurvenstiicke
einander dhnlich wiren; man kénnte ja, falls die Kurvenstiicke
gleich lang wiren, ihre Punkte dadurch aufeinander beziehen, dafl
man stets um gleiche Stiicke weiter ginge, und man koénnte im
anderen Falle bei der einen Kurve eine MafBstabsinderung vor-
nehmen.

Der wirkliche Sachverhalt geht auch aus dem ausfiihrlicheren Be-
weis hervor, den MOHRMANN an anderer Stelle fiir das Parallelenaxiom
oder, was im Grunde auf dasselbe hinauslduft, fiir den Satz von der
Winkelsumme im Dreieck gegeben hat. Er nimmt dabei tatsdchlich
an'), daB} zwei Dreiecke, deren Seiten proportional sind, gleiche Winkel
haben. Somit beruht der Beweis nicht auf jener Definition der
Geraden, sondern es werden die Eigenschaften dhnlicher Dreiecke
beweislos vorausgesetzt und benutzt?). Dall aber damit die nicht-

l 7

Abb. 125.

1) Jahresber. d. Deutschen Mathematikervereinigung, 23. Bd. 1914, S. 342.

2) MOHRMANN hat auch behauptet, daB man ohne Voraussetzung von Ahnlich-
keit nicht messen konne (a. a. O., S. 177), was mir nicht verstdndlich ist. Zur Messung
von Bogen gehort die Moglichkeit, zwei Bogen hinsichtlich der Gleichheit, des Gré8er-
und Kleinerseins miteinander zu vergleichen (praktisch mit Hilfe eines Fadens) und
die Annahme einiger Axiome iiber Bogen, die den in § 2 angegebenen Axiomen iiber
gleiche Strecken und iiber die Abtragung von Strecken v&llig analog sind.
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euklidische Geometrie ausgeschlossen wird, und die euklidische allein
iibrig bleibt, ist von selber klar?).

Die in diesem und im vorigen Paragraphen erwidhnten neueren
Betrachtungen haben also nichts gebracht, was dem Mathematiker
unbekannt gewesen wire; sie beweisen insbesondere nicht, daf die
euklidische Geometrie an und fiir sich notwendig, und die nicht-
euklidische Geometrie unmoglich wiare. Auf Grund der streng durch-
gefiihrten Beweise, iiber die in § 43 berichtet worden ist, ist es zweifel-
los unméglich, so etwas zu zeigen.

§ 46. Andere Arten des Aufbaus der Geometrie.

Unsere Lirwagungen iiber die Axiome der Geometrie lassen es
natiirlich offen, dafl noch andere Geometrien auller den betrachteten
moglich sind, und daB auch die betrachteten Geometrien noch auf
ganz andere Art aufgebaut werden kénnen. So hat HErLMHOLTZ dic
Moglichkeit erwahnt, die Begriffe Punkt und Abstand als die einzigen
gegebenen Begriffe der Geometrie zu behandeln und damit die
Lehrséatze der gewohnlichen euklidischen Geometrie aufzubauen?). Im
Grunde findet sich dieser Gedanke, wenn auch in einer etwas un-
klaren Form, bei LEIBNIZ. Dieser wollte die Ebene als den geometri-
schen Ort eines verdnderlichen Punktes definieren, der von zwei
gegebenen Punkten gleiche Abstdnde hat, und die gerade Linie als
den Ort eines Punktes, der mit drei gegebenen Punkten drei einander
gleiche Abstdnde macht3). Das Unzuldngliche an den betreffenden
I riBNIZschen Betrachtungen bildet nur der Umstand, dall er keine
dazu gehorigen Axiome eingefiithrt hat?) und infolgedessen nicht im-
stande ist, auf Grund seiner Definitionen die Lehrsdtze zu beweisen.
Der von ihm versuchte Beweis dafiir, daB der Schnitt einer Ebene
mit einer Kugeloberfliche ein Kreis ist?), ist nicht in Ordnung, und
im Grunde weil} er nur deshalb, weil er stillschweigend die ganze alte
Geometrie voraussetzt, dal seine Formulierungen die Ebene und die
Gerade eindeutig definieren, daB der erstgenannte geometrische Ort
eine Flache, der zweitgenannte eine Linie ist. Ein wirklicher Aufbau
der Geometrie von diesen Voraussetzungen aus miifite mit Hilfe von
Axiomen, die sich auf Abstdnde von Punkten beziehen, und mit

Y vl §s.

2) Vortrige und Reden, 1884, 2. Bd., &.260/61. HELMHOLTZ weist dabei aus-
driicklich auf Sitze hin, welche die Stelle der Axioine einnehmen miiliten

3) Vgl. Hauptschriften zur Grundlegung der Philosophie, iibersetzt von BUCHENAT,
herausgegeben von CASSIRER, 1 Bd., 1904, S. 8off. (Philosophische Bibliothek, Bd. 107).

4) Vgl. auch was oben in § 2 (S. 12) iiber den Briefwechsel von LEIBNIZ und

CONRING gesagt worden ist.
5 a.a. O, S.83.
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Riicksicht auf die genannten Definitionen die Tatsachen be-
weisen:

a) durch zwei verschiedene Punkte geht eine und nur eine Gerade,
und

b) durch drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen, geht
eine und nur eine Ebene.

Bis auf einen gewissen Grad ist ein solcher Aufbau der Geometrie
neuerdings ausgefiihrt worden.

§ 47. Wert der ,,Axiomatik‘‘.

Die Untersuchungen, welche die Widerspruchslosigkeit und die
Unabhingigkeit von Axiomen betreffen, pflegt man als ,axioma-
tische® zu bezeichnen. Es ist bereits hervorgehoben worden, dal3
solche Untersuchungen stets an ganz bestimmte Formulierungen der
Axiome ankniipfen miissen. Fs wiare sozusagen ein uferloser Plan,
wenn man aus dem allgemeinen Begriff einer Geometrie, die nur im
allgemeinen charakterisiert ist, ohne bestimmte Grundtatsachen an-
zunehmen, die Axiome, die iiberhaupt moglich sind, ableiten, wenn
man gewissermaflen die Geometrie in ihre einfachsten Bestandteile
zerlegen wollte. Solche an sich einfache Bestandteile existieren hier
eben nicht.

Der Wert aller Axiomatik ist auch schon angefochten worden. So
hat sie STuDY fiir unfruchtbar erkldart!). Er will als einzig wahren
Aufbau der Geometrie die Begriindung der Gesetze der arithmetischen
Mannigfaltigkeiten gelten lassen, auf die wir den Raum abbilden
konnen?). Die Frage der Anwendbarkeit dieser Gesetze auf die
Korper ist fiir ihn dann eine zweite, die von der ersten vollig getrennt
zu behandeln ist. Natiirlich ist dieser Standpunkt folgerichtig und
in sich selbst nicht angreifbar. Immerhin ist jene Begriindung der
Gesetze der arithmetischen Mannigfaltigkeiten verwickelt; die in § 42
und § 43 erwdhnten Beweise der Widerspruchslosigkeit der euklidi-
schen und der nichteuklidischen Geometrie fallen mit ihr zusammen.
Vielleicht ist die genannte Begriindung auch nur fiir den auffindbar,
der die Geometrie zuerst aus Axiomen aufgebaut hat und dann zur
,,analytischen Geometrie’* iibergegangen ist. Auch scheint mir die
Uberzeugung von der Anwendbarkeit der Geometrie weniger darauf
zu beruhen, daB etwa gewisse aus Messungen entsprungene Zahlen-
reihen mit solchen, die aus unserer Theorie hervorgehen, iiberein-

1) Vgl. ,,Die realistische Weltansicht und die Lehre vom Raume’ (Die Wissen-
schaft, Finzeldarstellungen aus der Naturwissenschaft und der Technik, Bd. 54),
1914, insbesondere S. 134.

2) Vgl. § 41.
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stimmen, als darauf, daB erstens die bekannten Axiome selbst ein-
fachen Tatsachen entsprechen?), zweitens die aus den Axiomen ge-
folgerten I,ehrsdtze sowohl untereinander, als auch wiederum mit
weiteren Erfahrungstatsachen in der auffallendsten Ubereinstimmung
stehen. Der Aufbau der Geometrie aus Axiomen hat auch deswegen
einen Vorzug, weil diejenigen, die an den Ergebnissen mit Riicksicht
auf die Anwendungen interessiert sind und die Geometrie nicht vom
Standpunkt des Erkenntnistheoretikers betrachten, schneller und
leichter in sie eingefiihrt werden, wenn man die Sdtze aus einfachen
Axiomen, die dann eben als wahy angenommen werden, herleitet und
nicht den Umweg iiber jene verwickelten arithmetischen Gebilde
nimmt.

Jedenfalls wird der Aufbau der Geometrie aus Axiomen immer seine
Bedeutung behalten, und ebenso kommt gewif auch der Frage der
Widerspruchslosigkeit und der Unabhéngigkeit der Axiome Interesse
zu. Auch haben solche neue Fragen die Geometrie stofflich weiter-
entwickelt, wie z. B. doch die nichteuklidische Geometrie einer solchen
Frage ihre Entstehung verdankt2®). Doch wird man STUDY darin
recht geben konnen, daB eine gar zu sehr ins einzelne gehende ,,Axio-
matik‘ unfruchtbar werden kann. Eine niitzliche Beschrankung in
dieser Hinsicht liegt auch bereits in der von HILBERT vorgenommenen
Zusammenfassung der Axiome in gewisse Gruppen, vorausgesetzt,
daB dann von den Axiomen einer Gruppe entweder alle gefordert
werden oder keines.

§ 48. Sogenannte vier- und mehrdimensionale Geometrie.
RIEMANNS allgemeine Zahlenmannigfaltigkeiten.

Die dreifache Zahlenmannigfaltigkeit, die der Raumgeometrie
entspricht, mit ihren Gebilden (vgl. § 41), kann auf vielerlei Arten
verallgemeinert werden. Nahe liegt es, statt der Gesamtheit der
Zahlentripel x, v, z die Zahlenquadrupel x, v, 2, # zu betrachten und
aus ihnen die entsprechenden Gebilde durch entsprechende Formeln
aufzubauen, z. B. die den Geraden und Ebenen entsprechenden Ge-
bilde mit Hilfe von Gleichungen ersten Grades zu definieren. Die
Beschiftigung mit einer solchen vierfachen Mannigfaltigkeit bezeich-
net man als Beschiftigung mit der | ebenen Geometrie von vier Di-
mensionen. Im Grunde gebraucht man damit nur ein Gleichnis,
indem man entsprechend der Art und Weise, wie oben die dreidimen-
sionale Geometrie auf die dreifache Zahlenmannigfaltigkeit wirklich

1) Vgl. den 14. Abschnitt.
2) Vgl. F. ENGEL, Nicolaj Iwanowitsch Lobatschefskij, Zwei geometrische Ab-
handlungen mit einer Biographie des Verfassers, 1899, S.373—383.
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,,abgebildet‘ worden ist, jetzt gewisse in der vierfachen Zahlenmannig-
faltigkeit gefundene Ergebnisse riickwirts in eine geometrische
Sprache iibersetzt. Alle die Begriffsbildungen in der 4. oder 5. oder
einer héheren , Dimension‘ haben im Grunde nur eine arithmetische
Bedeutung und Berechtigung?).

Auf diese Weise kann man z. B. beweisen, dal3 ein Korper mit
seinem Spiegelbild — der rechte Handschuh mit dem linken — in
der vierten Dimension durch stetiges Bewegen zur Deckung gebracht
werden, dal ein Knoten in einem in sich zuriicklaufenden, geschlos-
senen Faden ohne Zerschneidung des Fadens in der vierten Dimension
gelost werden , konnte’, was beides in der dritten Dimension ein Ding
der Unmdglichkeit ist.

Aber auch die nichteuklidische Geometrie kann in dhnlicher Weise
in héhere Dimensionen {iibertragen werden. Wir wollen gleich die
allgemeinsten Zahlenmannigfaltigkeiten betrachten, die von RIEMANN
definiert worden sind. Er geht von einem System x;, %,, ..., %
von # Werten aus. LaBt man hier jede der GroBen x,, x, usw.
unabhidngig von den anderen alle reellen Zahlwerte annehmen,
so kommt man zu einer #fachen Zahlenmannigfaltigkeit,
die entweder in ihrer ganzen Ausdehnung oder auch nur in
einem durch FEinschrinkung der Werte gebildeten Teil betrachtet
werden kann. Jedes Wertsystem x,,%,,...,%, wird als , Punkt®
der Mannigfaltigkeit bezeichnet. Die zunédchst vollig unbestimmte
Aufgabe in einer solchen Mannigfaltigkeit Gebilde zu definieren,
die den geometrischen Gebilden analog sind, 16st RigmanN durch
eine den ,,Abstand‘ zweier , Punkte® betreffende, im Grunde will-
kiirliche Annahme. Es sollen zwei Punkte x;, %,, %;, ..., %, und

n
%'y, ¥y, 8’5, ..., %, als benachbart bezeichnet werden, wenn
die n Differenzen

n

b

J ’ 4
Ay =41 —x, Ady=4—2%5, ..., 4, =4%", —x,

samtlich in ihren absoluten Zahlenwerten klein sind. Als MaBzahl
des Abstandes zweier unendlich benach barter Punkte wird
dann die Quadratwurzel

(1) VE (%, %gy oo oy %, Ay, Ay, oo, A)

angenommen, wobel F(x;, %5, ..., %,,4;,4,, ..., 4,) eine von den
GroBen %, %y, ..., %,,4:,4,, ..., 4, nach einem Gesetz abhingige
GroBe bedeutet, welche sich aus den 4;, 4,, ..., 4, als homogener

1) Man hat auch schon den Aufbau der ,,Geometrie vierter, fiinfter Dimension‘
usw. auf Axiome gegriindet. Es ist klar, daB man zur Uberzeugung der Widerspruchs-
losigkeit solcher Axiome nur durch den arithmetischen Beweis und nicht durch den
Hinweis auf irgendwelche Anschauung oder Erfahrung gelangen kann.
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algebraischer Ausdruck von der zweiten Dimension!) darstellt und
noch bis auf einen gewissen Grad beliebig gewahlt werden kann. Die
Wahl dieses Ausdrucks bestimmt dann den Charakter der Mannig-
faltigkeit oder, wie man sagt, die Art der ,,Geometrie®, um die es sich
handelt. Die Bedeutung jenes , Abstandes‘ und dessen, was wir hier
,unendlich klein nennen, wird erst durch das folgende deutlich
werden.

Was RIEMANN in seiner Mannigfaltigkeit eine , Linie‘ nennt, ist
nichts anderes als eine einfache (eindimensionale) und stetige Mannig-
faltigkeit von Wertsystemen (Punkten). Man erhilt eine solche
Mannigfaltigkeit, wenn man » Funktionen?)

1 (t), ‘pz(t): ey Pn (t)
einer Veranderlichen ¢, z. B. » algebraische Ausdriicke, welche auBBer
gegebenen Zahlen noch einen variabeln Wert ¢ enthalten, wihit.
(2) B=0(0), =@ (8), ..., % =@ ()
setzt und den variabeln Wert ¢ alle Zahlwerte von # bis #"” annehmen,
d. h. also , ¢ kontinuierlich von ¢ bis ¢ laufen 148t (#<<#)®). Die
Funktionen miissen aullerdem noch gewisse Eigenschaften besitzen,
insbesondere muf} jede von der unabhingigen Verdnderlichen ¢ stetig
abhiangen (§ 33).

Zu dem Begriff der I, Ange einer Linie gelangt man nun folgender-
maBen. Man schaltet zwischen den Werten ¢ und ¢”, die eben zur
Verwendung gekommen sind, Zahlwerte #,, 4, ..., ¢, in groBer Zahl
und zwar so ein, daB
(3) V< ty<ty < ... <t <t
und daB alle Differenzen zwischen zwei aufeinanderfolgenden Werten
der Folge (3) sehr klein sind. Es ergibt sich nun zugleich durch Ein-
setzen der Werte (3) in die Formeln (2) eine Folge von % + 2 Punk-
ten unserer Mannigfaltigkeit, derart, daB je zwei aufeinanderfolgende
benachbart sind. Die Summe aller Abstdnde zwischen je zwei auf-
einanderfolgenden Punkten definiert uns nun fiir den Fall, daB die
Abstinde unendlich klein, und die Zwischenwerte #,,%,,%;, ..., in
unendlicher Zahl ged<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>