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Die Slatersche Methode zur Behandlung der Austauschaufspaltung und Term-
systemeinteilung beim Mehrkorperproblem wird analog zur Jordan-Klein-
schen Theorie umgeformt in eine nichtlineare Wellengleichung im dreidimen-
sionalen Raum, wobei das Absolutquadrat der Wellenfunktion anschaulich als
»»Spindichte* gedeutet werden kann (§ 1 und 2). Vernachlissigt man den g-Zahl-
charakter der Wellenfunktion, so steilt die Wellengleichung analog zur Hartree-
schen Methode eine klassisch-anschauliche Annéherungsgleichung fiir das Ver-
halten der Spindichte dar, die zur Diskussion der Remanenz- und Hysteresis-
erscheinungen verwendet wird (§ 4 und 5). Ferner wird im AnschluBl an das
statistische Problem ein Zusammenhang zwischen den Wahrscheinlichkeiten
der verschiedenen Konfigurationen eines Systems bei einer bestimmten Tem-
peratur und den Kennardschen Transformationsfunktionen aufgestellt (§ 3).

§ 1. Die Hoamaltonfunktion des Austauschproblems. Die Slatersche
Methodel) zur Behandlung des Mehrkorperproblems hat gegenitber den
fruher verwendeten Methoden, die an die Theorie der Permutationsgruppe
ankniipfen, den Vorteil, daf sie von Anfang an das AusschlieBungsprinzip
beriicksichtigt, und dadurch, indem sie den gréBten Teil der moglichen Per-
mutationsklassen ausschlieBt, eine grofe Vereinfachung erzielt. Sie wurde
bereits frither vom Verfasser fiir das Problem des Ferromagnetismus?2),
ferner von Born3), Weyl?), Heitler5) u. a. fiir die Quantentheorie der
homdopolaren Valenz verwendet.

Die Sékulargleichung des Austausches lautet in der von Slater ge-
goebenen Form?®):

ca(fy .. fr) "jE‘{st [o (fl'fr') - (f] o fdl=0. (1)
fr--ty

Hierbei sind f; . . . f, die Zellen (stationiren Zustéinde), an denen sich
die r nach rechts orientierten Spins befinden, & bis auf die additive Kon-

1y J. C. Slater, Phys. Rev. 84, 1293, 1929.

?) F. Bloch, ZS. f. Phys. 57, 545, 1929; 61, 206, 1930.
3) M. Born, ebenda 64, 729, 1930.

4) H. Weyl, Gottinger Nachr. 1930, S. 285; 1931, S. 33.
5) W.Heitler u. G. Rumer, ZS. {f. Phys. 68, 12, 1931.
%) Vgl. F. Bloch, L c.
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stante — 4 > J,, die Storungsenergie erster Niherung. In der Summe
st

iber (f, ... E sind diejenigen Verteilungen der Spins auf die Zellen zu

nehmen, die aus (f;...f,) durch Vertauschung zweier entgegengesetst

orientierter Spins hervorgehen. In der Summe hat als Faktor das Austausch-

integral J,, zwischen den Zellen s und ¢ zu stehen, zwischen denen der be-

treffende Spinaustausch stattgefunden hat.

Wir stellen uns nun die Aufgabe, die Gl (1) in einer solchen Form zu
schreiben, dall die etwas unangenehme Bedingung, der die aus (f;...f,)
hervorgehendeh Verteilungen (f,...f) geniigen miissen, nicht mehr
explizit auftritt, wodurch das Problem, wie uns scheint, sehr an Ubersicht-
lichkeit gewinnt.

Zu diesem Zweck fithren wir zunichst wegen der Ununterscheidbarkeit
gleichorientierter Spins statt der in (1) verwendeten Charakterisierung
der Koeffizienten o durch die Angabe, an welcher Zelle sich jeder einzelne
Spin befindet, die Anzahlen N, der nach rechts und =, der nach links
orientierten Spins in der Zelle f ein. So ist z. B. die Verteilung (f;...f,)
gegeben durch die Angabe, dall die Zahlen N, = N, = ---= N¢, =1,
die tibrigen N, gleich Null, und gleichzeitig die Zahlen n, =n, =---=ns,
= 0, die tibrigen n, gleich Eins zu setzen sind. Offenbar treten immer
nur solche Zahlenpaare (N,n,) auf, von denen die eine Zahl gleich Null,
die andere Zahl gleich Eing ist. Die Gesamtzahl der Zellen bezeichnen
wir mit Z.

Abnlich wie beim Ubergang von der klassischen zur Einstein-Bose-
Statistikl) hat man beim Ubergang zu den neuen Argumenten N.n, zu
setzen :

_
|| AR

al(fy...h) = filN—!jn!—a(anf)- (2)

Dabei steht (N,n) fir simtliche Zahlenpaare (N;n,), (Nomg), ... (Nymy)
und es ist

Z Z
NZENf"':T) n:—znf:Z-—-’l‘,'

=1 =1

d. h. gleich der Gesamtzahl der nach rechts bzw. nach links orientierten
Spins.

1) P. A. M. Dirac, Proc. Roy. Soc. London (A) 114, 243, 1927.



Zur Theorie des Austauschproblems und der Remanenzerscheinung usw. 297

Seien nun A;' und 4 Operatoren mit der Eigenschaft, angewandt auf
eine Funktion von N, im Argument aus N,: N, 4-1 bzw. N, —1 zu
machen, d. h. es sei

47 a (Nemg) = a (N + 1, ny),
A7 a (Nsng) = a (N, —1, nyg),
und entsprechend (8)
’S;a(anf) = a (Nf’ nf+ 1)’
O7 a (Neng) = a (Ng, np—1).
Dann 148t sich Gleichung (1) mit Benutzung von (2) in der Form schreiben:

e mL aNem) = —~ S J,, (N (45 41 8785 — 1)
ni 2 skt

7
II N/t mt

Um sich die Aquivalenz von (4) mit (1) klarzumachen, sei z. B. an-
genommen, dall urspriinglich, d. h. auf der linken Seite der Gleichung, in
der Zelle s ein nach rechts, in der Zelle ¢ ein nach links orientierter Spin
sitzen moge; es sei also urspriinglich N, =1, n, =0; N,=0, n,= 1.

Dann bedeutet der Operator A;A; 8, d, offenbar, daB in der Zelle s
ein Rechtsspin weggenommen und ein Linksspin zugefiigt und gleichzeitig
in der Zelle t ein Linksspin weggenommen und ein Rechtsspin zugefiigt
werden soll, d. h. Vertauschung zweier entgegengesetzt orientierter Spins,
wie es die Slatersche Gleichung (1) verlangt. Der Faktor N,n, in (4)
sorgt dafiir, daB diese Vertauschung nur vorgenommen wird, wenn N, = 1,
n, =10 und N, = 0, n,= 1 und nicht, wenn N, = 0, n,=1 oder
N,=1, n,= 0. Damit ist der Nebenbedingung in der Summation iiber
(f,-..1) in (1) Rechnung getragen.

Entsprechend besorgt der zweite Summand auf der rechten Seite von (4)
die umgekehrte Vertauschung, sofern sie moglich ist. Dadurch, da8 man
von den Vertauschungsoperatoren noch 1 abzieht, werden die Glieder
—dJ o (fy...f,) in (1) bericksichtigt.

Berticksichtigt man nun die Relationen (8), d. h. die Vertauschungs-
relationen

Af Ny — Ny AF = 6¢p 47, 0f e — np 8F = O¢p 6f, }1) ®)
ANy —NpA7 = — ;0 A7, Ofng— npdy = — O¢p 07
1) d7rr ist das bekannte Weierstrasssche Symbol:

, |1, wemnf=1Ff
wr={o TN %

a (N¢ny). 4)
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und dividiert beide Seiten von (4) durch den links stehenden Wurzelfaktor,
so wird daraus

ea (rm) = — § S (VNom (V1) (ng 1) 4: 4 876 — Nom
+ Vi, (4 1) (N, + 1)8; 8 A7 Af —n, N} a(Nymy).

Dies nimmt eine besonders einfache Form an, wenn man statt der N und 4,
bzw. n und 0 die neuen kanonisch konjugierten Grofen

o= N247 wd  gf = 47N/?|

bzw. ) ; (6)
p =26 und  yf = o I
einfithrt, mit den aus (5) folgenden Vertauschungsrelationen
@7 95 — @ @f = Orp, Y Y — Y Y7 = Orp- ®)
Man kann auch, wie bei Dirac, L c., setzen
b= g e

wobei die Phasen €, und ¢, kanonisch konjugiert zu den Grofen N,
bzw. n, sind.

Nun wird aus (4)
ca(Nmy) = § %tJu(%%— v @) (@l — v g a(Nemg).  (7)
8

Hierbei ist natiirlich auf die Reihenfolge der Faktoren zu achten.

Das Slatersche Problem ist also #quivalent der Losung einer Schré-
dingergleichung mit der Hamiltonfunktion

H = %§ Jot (@ — Vs 1) (@F ¥E — v3 9b)- ®)
8 1
An Stelle der Differenzengleichung (7), d. h.
sa () = 3 3 Juw (YN,m 4507 — Yn,N.8; 47) (4;8f YN,m,
8 t

— 0; AF Yn,N) a (Nyemy), (7)
kann man auch eine Differentialgleichung erhalten, wenn man setzt
. .0
@r = Tf, @r = amf’
0

‘ )

Yr Yrs Y= 6—yf’
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wodurch natiirlich die Vertauschungsrelationen (6') auch erfillt sind.

Man erhélt dann

62 .
F . (10

oo @ (0

Man iiberzeugt sich auch leicht, dal F' nichts anderes ist, als die erzeugende

Funktion der Koeffizienten a (N,n;) = a(f,...f,), d.h. daB

A
F (zry) = > a (Neng) [T 2797 (10')
n,,Nf f=1

1 ik
eF (zry) = — 2 Jot (T Y — Ys @) —
2, F 0z,0y, 0

st, und dall man auf diese Weise aus der Gleichung (10) wieder die
urspriinglich Slatersche Gleichung (1) zuriickgewinnt.

§ 2. Drehinvarianz der Hamiltonfunktion und die Bewegungsiniegrale.
Die auf der Paulischen Theorie des Spinelektrons fuBende Slatersche
Methode zeichnet in derselben Weise scheinbar ein Koordinatensystem aus
wie die erstere, indem sie die Spinorientierung in bezug auf eine bestimmte
Achse (in unserer Sprechweise: ,,nach rechts”) nimmt. Selbstverstdndlich
muB ihre tatsichliche Unabhéngigkeit vom Koordinatensystem ebenso
folgen wie die der Paulischen Theorie, doch ist das in der urspriinglichen
Slaterschen Form (1) nicht ohne weiteres zu sehen. Dagegen folgt es
unmittelbar aus der Invarianz unserer Hamiltonfunktion (8) gegen Drehung.

Die in ihr auftretenden GroBen ¢ und 1 spielen nédmlich genau dieselbe
Rolle, wie die Paulischen Funktionen y, und yj, die sich auf die beiden
moglichen Einstellungen des Spins beziehen. Diese transformieren sich
bei einer Drehung des Koordinatensystems geméf den Formeln?)

Yo = ays + B yp
, (11)
Vg = Y ¥a+ dyp
WO 9 ¥ e
<aﬂ B co8 5~ € 2, 'Lsinge 2,
¥ 5>— Y 7 5 “i¢+’1f
Y AN — 2 —_ 2
1 gin 5 ¢ , COB g ¢

die Cayley-Kleinsche unimodulare Matrix mit den Eulerschen Dreh-
winkeln @, ¥, & bedeutet. Setzt man nun entsprechend
or=oa@+By @ =o*gf +p*vf,
Yr=ve+dv,  yt =yref + 8y,
wo o*, B*, y*, 6* die konjugiert Komplexen von a, f,, 8 bedeuten, so sind
die Grofen ¢, ¢ und y', ™ wieder kanonisch konjugiert, d. h. es gelten '

(12)

1) W. Pauli. ZS. f. Phys. 43, 601, 1927.
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tiur sie dieselben Vertauschungsregeln (6°), wie fir die @, ¢* und o, p*.
Ferner ist aber die Hamiltonfunktion (8) invariant gegenitber der Trans-
formation (12), denn es ist

PPl — @l = (@ + B (Y@ +09) — (o + O w) (e e + By

= @0 —BY) (@ Pe— Ve @) = PPt — Yo @i
und ebenso

Oyt — pr e = eyl — vl
Aus dieser Invarianz der Hamiltonfunktion schlieft man nun unmittel-

bar in der bekannten Weise durch infinitesimale Drehungen um die drei
Achsen, daB die drei Grofen

h 1 4 * *
ﬁ?sz (ps @c — Ys95) = My,

(%ws + p,p¥) = my, (18)

(‘Ps"ﬂs —-%%) ys

d.h. die Komponenten des Spindrehimpulses Integrale der Bewegung,
d. h. vertauschbar mit H sind.

Man hat hierbel nur zu bedenken, dal z. B. bei einer infinitesimalen
Drehung um die z-Achse um den Winkel ¢ (P = ¥ =0, & =¢) die
GroBen @ und y die Variationen

. &
6(p——'& v, 61/):7,5119

erfahren und irgendeine Funktion f von ihnen die Variation
of SKyfe 8 e B
=eg5= 205 rap tianay)
oder wegen (9)
af Z
217’ (9s 95 + @ 90) 1.
o
Ist nun speziell fEH und mithin drehinvariant, so 14t die Ausiibung des

Operators

o k0 1k é( + o0
c = Gmidd T @ am 2 ME Ty

von links her den Operator H unveréndert, d. h. es gilt

m,H — Hm, = 0.



Zur Theorie des Austauschproblems und der Remanenzerscheinung usw. 301

Entsprechend folgt die Vertauschbarkeit von m, und m, mit H mittels
der infinitesimalen Drehungen um die y- und 2-Achse:
W= —0=7, 9=¢ bw. 0=0=0 V==
Ebenso wie die Komponenten (18) des Gesamtspindrehimpulses lassen
sich auch die Spindrehimpulse der einzelnen Zellen s

s 1 h o 1k

_— e = — *'_ M
m, = 5 27‘;02 3 Zn(%% Ys Y5 )s
e 1 h 5 1h * *
S L TR R

1 h 1 &
m;=§§%0;= :ﬁﬂ(%"’:—"’”’m

definieren. Mit ihrer Benutzung wird aus (8)
H o= 2 Jul(pepl + vpl) (90l + peyl) — (0"0)]
8
=} 2 Ju[1— (*09),
st

wo o den Vektor mit den Komponenten (o,, o,, 0,) bedeutet, da
@9, + v, ¥, die Gesamtzahl der Spins in der Zelle s gleich Eins
zu setzen ist. In dieser Form ist die Hamiltonfunktion des Austausches
bereits frither von Dirac?) durch Untersuchung der dynamischen Eigen-
schaften der Permutationsoperatoren aufgestellt worden. Wir bevorzugen
jedoch im folgenden die direkt an die anschauliche Slatersche Methode
ankniipfende ,,Spinor*‘-Schreibweise (8) gegenitber der Diracschen mittels
der Drehimpulsvektoren.
Wir berechnen noch mit Hilfe von (18) den Operator

s = m] +md +m}.
Z =X (st + w5 9})
8

gleich der Gesamtzahl der vorhandenen Spins oder Zellen ist, gilt

Da

4 7r8\?
(55) -2 = S gl - 09D (ot = D (vl 0,9 g+ i)
— (@ w5 — v 03) (P9 — v @F) — (@ 05 + Yo 93) (@ OF + )
=2 ;t(%w?wpﬁ Vs @5 @) — (@ @7 Yyl + Yol 9 @)
8

+ 2 20 (@ s OF + W 0F @y 0F) — (@ PE VoW + Wl Qo l)
8

:—2§t(%wt—%¢¢)(¢?w?— YEgl) + 2 2 (@ @i + woyd)s
8 8

1) P. A. M. Dirac, Proc. Roy. Soc. London (A) 123, 714, 1929.



302 F. Bloch,

das letztere wegen (6). Oder

Z (Z 2z 1 ,
5 <§ + 1) - <—h—) = Es%t(% Ye— Ya @) (90 v — v @) (18)
Der rechtsstehende Ausdruck stimmt genau mit der Hamiltonfunktion (8)
@iberein, wenn man dort simtliche Austauschintegrale J, , =1 setzt. In
diesemn Falle ist der Schwerpunkt aller zum Termsystem s gehérigen
Energien offenbar

- Z

88=§<§+1>——8(8+1),

da (2 ws/h)? die Eigenwerte s(s -+ 1) hat. Andererseits muf allgemein der
Energieschwerpunkt, da er linear und symmetrisch in den Austausch-

integralen sein muf, proportional ihrer Summe \J,, sein. Also muf
8t

der zum Termsystem s gehorige Schwerpunkt gegeben sein durch
J,
7= s% Y Z(@49)—4ss+D1 S
*T M Z@Z—-1 2Z(Z—-1) 2 &

Dies ist bis auf die von Anfang an weggelassene additive Konstante

1
—"2_ EJst

st
die bereits mehrfach auf anderem Wege hergeleitete Heitlersche Schwer-
punktsformel.

Aus dem Bestehen der Integrale (18) folgt sofort, in welcher Beziehung
diejenigen Ldsungen der Slaterschen Gleichungen stehen, die ,,durch
Drehung'‘ auseinander hervorgehen, d.h. die zu demselben Energiewert
und demselben Termsystem, aber zu verschiedenen magnetischen Spin-
quantenzahlen gehoren.

Wenden wir nimlich in Gleichung (10) auf beiden Seiten von links her

den Operator

7]
E?’f'l’f = 2-”#0—'
f It Yr

an, so folgt, da er auch mit H vertauschbar ist, da, falls F'(z,y, eine
Losung von (10) ist,

; Ty aiyfF ((Cf yf) (14)

entweder verschwinden oder auch eine Losung sein muB.
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Ist nun F(z,y,) erzeugende Funktion einer Lésung der Slaterschen
Gleichung, so darf sie in jedem Summanden von (10) &y} nur in der
Form z; yf” oder av,? y,} enthalten, und es muB, falls sie zur Zahl » der nach
rechts orientierten Spins gehort,

sz=r, Enf—_—Z-—r
f f

sein. Die Ausitbung von >z, 5‘1 erzeugt nun aus einem Glied der
r Yr
Summe (10) die Summe aller derer, die durch Ersetzen eines y durch ein z,

d. h. durch Ersetzen eines Linkssping durch einen Rechtsspin entstehen.
Die so entstehende, zu r — 1 gehorige Losung lautet also:

& (fyoafrer) =2 & (fyoeafrmis )

x
wobei in X' dber alle f, =/,...f,_, zu summieren ist.

Gehort die Losung a(fy...f,_,f,) zum Termsystem

so muB (14) natirlich verschwinden, da eine solche Losung keinen
Beitrag zu den Losungen mit gréferem Wert von m, der magnetischen
Quantenzahl, d. h. kleinerem Wert von r, liefern kann.

Die Bedingung, daf, falls F(zy,) zum Termsystem s = Z/2 —r
gehort,

0
gmf @F(xfyf) = 0

sein mul, besagt, dal dann F irgendeine Funktion der y, sowie der GroBen

gein mub.
Solche Losungen, die in den £ vom Grade r, in den y vom Grade Z —r
sind, erhdlt man z. B., wenn man im Produkt Hy, r verschiedene Paare
;

Y.y, durch z y, —ax,y, ersetzt. Die Reduktion nach Termsystemen
ist geleistet, sobald es gelingt, aus den so erhaltenen Losungen so viele
linear unabhéingige zu bilden, als das betreffende Termsystem Terme
enthélt; dies kann freilich praktisch sehr miihsam sein.

Man kann im Sinne von Weyl (Gottinger Ber., 1. c.) den Ausdruck
z,y,— «,y, als das mathematische Symbol des ,homdopolaren Valenz-
striches zwischen den Zellen s und ¢ interpretieren, da es in der Tat auf die
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Antiparallelstellung der Spins in den Zellen s und ¢, d. h. nach der Hypo-
these von Heitler und London, auf eine abgeséttigte homoopolare Valenz
hinweist.

Neben den oben diskutierten Integralen, die aus der Drehinvarianz
der Hamiltonfunktion folgen, besitzt diese noch Z wichtige Integrale, die
besagen, dafl die Zahl der Spins in einer Zelle konstant ist. Soll die hier
geschilderte Methode sinnvoll sein, so ist das auch unbedingt zu fordern,
da man von dieser Zahl N ; nicht nur weill, dal} sie konstant, sondern
sogar, daB sie immer gleich Eins ist.

Dali N, + n,, d.h. nach (6)
@ F + pryf (15)
tatséchlich ein Integral ist, sieht man sofort, wenn man bedenkt, dafl die

Hamiltonfunktion (8) nicht nur invariant gegeniiber der Cayley-Klein-
schen Transformation (11) simtlicher @ und u mit derselben Matrix

(;5)
y 8/°
sondern auBerdem noch invariant ist gegeniiber der Transformation

' iT ' — T
or=¢ "o, ot =€ Tof,
' 7T ’ —iT
yr=¢ Tyy, yrt=¢e Ty}
mit unabhéngigen 7, fiir jedes beliebige f. Die Invarianz gegeniiber einer
derartigen infinitesimalen Transformation

dp =1eg, Oy =1eyp
liefert dann ndmlich das Bestehen der Integrale (15). Von ihrer Ver-
tauschbarkeit mit H kann man sich tbrigens sofort auch direkt iber-
zeugen.

Wir mochten noch zeigen, wie aus der Form der Hamiltonfunktion (8)
sofort der frither von Teller!) bewiesene und fiir die Theorie des Ferro-
magnetismus wichtige Satz folgt, dal}, falls alle Austauschintegrale positiv
sind, auch sdmtliche Eigenwerte der Slaterschen Gleichung positiv sind
und daf mithin der stets vorkommende Eigenwert ¢ = 0 der tiefste ist.

Dies folgt ndmlich unmittelbar aus der Tatsache, dafi nach (6”) die
GroBen @, ¢* und v, y* als Paare konjugiert Komplexer aufgefalit werden
konnen. In (8) stehen dann lauter positive Glieder, da ¢, y,— v, @,

1) E. Teller, ZS. f. Phys. 62, 102, 1930.
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und @y — @ natirlich auch konjugiert komplex sind, d. h. die
ganze Hamiltonfunktion und damit die Energie ist positiv?).

§3. Uber die Zustandssumme und thren Zusammenhang mit den Be-
wegungsgleichungen. Fur das Problem des Ferromagnetismus sind nicht so
sehr die einzelnen Kigenwerte und Kigenldsungen der Slaterschen
Gleichung (1) von Bedeutung, als vielmehr die Zustandssumme

&

§=Se 7,
&

oder, wie wir spiter bei der Diskussion der Frage nach der Remanenz
sehen werden, etwa die Wahrscheinlichkeit gewisser Verteilungen der
Spins im Kristall im thermischen (ileichgewicht, die ebensowenig wie S
in direktem Zusanmmenhang mit den etnzelnen stationiren Zustinden steht.

Wir wollen hier zeigen, dall man in der Tat zur Beantwortung mancher
Fragen die Kenntnis der stationdren Zustéinde prinzipiell nicht benotigt;
z. B. kann man auch ohne sie sehen, inwiefern die mehrfach geiuberte
Vermutung berechtigt ist, dal man fiir das Problem des Ferromagnetisnus
einfach, dhnlich wie in den von Ising?) frither fiir die lineare Kette ge-
machten Rechnungen, die klassische Statistik anwenden darf, indem man
als Wechselwirkungsenergie zweier benachbarter antiparalleler Spins das
Austauschintegral annimmt.

Fir das zunichst Folgende ist die spezielle Form (8) der Hamilton-
funktion nicht wesentlich. Wir wollen daher zunichst ein allgemeines
System betrachten und erst spiter wieder auf unser spezielles Problem zu-
riickkommen.

) Etwas ausfthrlicher folgt dies, wenn man die Gleichung (7’) von links
mit a (N¢ne) multipliziert und tiber die Werte 0 und 1 der Zahlen N; und n;
summiert. Wegen der Normierung der a folgt zunichst

NbO n, =1
=5 f
S#EZIJ 2<Nf—l ng >a(Nf"f)(vN ny Ay t)

— Vg N, 87 A7) (43 5 VN — 07 8 Vg N @ (N,
und durch ,,partielle Summation, wenn man bedenkt, daB die a(N¢ng) nur
fir die in der Summe auftretenden Zahlensysteme der N; und ns von Null
verschieden sind,

1

_ N, =0, n .
8—15/ E<N,l:—1,n,{:O>|‘“‘)+VN”t‘]‘(Nf”f) 0y Af a(Npny) P =0.

?) E. Tsing, 7S. f. Phys. 31, 253, 1925.
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Es sei also ein beliebiges mechanisches System gegeben, definiert
durch seine Hamiltonfunktion

H=Hpg
als Punktion irgendwelcher Koordinaten ¢ und ihrer zugehorigen Im-

pulse p1).
Wir wollen zunichst die Zustandssumme

E
8 =e i
£
statt als Summe iber die einzelnen Energiewerte I/ der stationdren Zusténde
in einer Form schreiben, die der in der klassischen Theorie auftretenden
Gibbsschen Form als Integral iiber den Phasenraum analog ist.

Offenbar gilt
H

s=3[yEde Ty Eqdg, (16)

wo H der Hamiltonsche Operator ist, der auf die Koordinaten q wirkt,
und wo y(E, q) die Transformationsfunktion von den Koordinaten auf die
Energie bedeutet, die der Schrodingergleichung

Ey(E, 9 = Hy(L, q) (17)

T
geniigt. Zum Beweis von (16) hat man nur den Operator ¢ 7 in der

~E_ % '< H>

und zu bedenken, daB aus (17) durch n— 1-fache Anwendung von H von
links her folgt

Form zu schreiben:

E'y(li, q) = H'y(E, q).

Von den Transformationsfunktionen v (E, q) gehen wir nun zu den Trans-

formationsfunktionen
27

no P
p(pg = ¢ (18)
vom Tmpuls auf die Koordinate iiber, die mit den 4(E, ¢) in der bekannten

Relation stehen
p(B,9) = [y (Ep) y @9 dp. (19)

1) p und g mogen im folgenden Vektoren sein. deren Komponenten die
samtlichen Impulse bzw. Koordinaten des Systems sind; pq sei ihr skalares
Produkt. dp und dq steht fiir ein ganzes Volumenelement im Impuls- bzw. Ko-
ordinatenraum.
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Setzen wir (18) in (16) ein, so folgt
H

S=[SvEDy@oe TTyE ) veodpdy g
H
Der Hamiltonsche Operator und mithin auch der Operator ¢ kT

wirkt nun nur auf die Koordinaten g, ist also mit y(E, p) vertauschbar,

d.h. es gilt
H

$=]SvENvEDyE. e Typodpdyde (0

Nun gilt fiur p(E, p), die Transformationsfunktion vom Impuls auf die
Energie, die Vollstandigkeitsrelation

% y(E,p) p(Ep) = 8(p—1p),

wo d(p) die Diracsche d-Funktion bedeutet. Also wird aus (20) einfach

H
S=Jw(p»q)e Ty(p,gdpdg, (@1)
was sofort in die klassische Gibbssche Form
H(p, 9

S = je_ kT dpdg

tibergeht, sofern die Grofen p und q als vertauschbar angenommen werden.

Natiirlich ist es im allgemeinen nicht einfach, die Wirkung des
H
Operators e *7 auf die Funktion v(p, ¢), d.h. die Funktion

1 _H
— )\ = kT
F <p, ¢ = T) e v(pq (22)

zu berechnen. Indessen lafit sich zeigen, dal ihre Bestimmung gleich-
bedeutend ist mit der Auiffindung einer bestimmten Losung der zeitab-
héngigen Schrodingergleichung.

Sei némlich zur Abkiirzung

1
A==
so folgt aus (22)
ar (p,g,4) _
. = HF (p.g. 4. (23)

Diese Gleichung ist zu l6sen mit der ,,Anfangsbedingung®, daB fir A = 0,
d. h. fiir unendlich hohe Temperatur

F(p,q) = v(p, 9

d. h. die in (18) gegebene ebenc Welle ist.
Zeitschrift fiir Physik. Bd. 74. 21
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Die zeitabhingige Schrodingergleichung lautet
h dF

i Al = HF, (24)
d.h. man hat in (28) nur
1 27t
= =T durch 5

zu ersetzen, um das Problem der Bestimmung von F abzubilden auf das
Problem, die zeitliche Verinderung einer Wellenfunktion zu untersuchen,
die zur Zeit ¢ = 0 die Form (18) hat.

Nun folgt aus der allgemeinen Transformationstheorie, dafl eine Wellen-
funktion, die zur Zeit t = 0 die Form (g,) hat, zur Zeit ¢ gegeben ist durch

p(@t) = [5(29 1 v dg. (25)
Dabei geniigt die Transformationsfunktion S(g, g,, f), die von den Koor-
dinaten g, zur Zeit ¢ = 0 auf die Koordinaten q zur Zeit ¢ transformiert,
nicht nur der zeitabhingigen Schrodingergleichung, sondern jeder Gleichung,
die man erhalt, wenn man klassisch irgendeine Funktion f der p und g
zur Zeit ¢ durch die Zeit und die Werte p, und g, der Koordinaten und
Impulse zur Zeit t = 0 ausdriickt und die Gleichung

Hp. @ = 1 [P(Po 90 8)s 4(Po 90 )] = P(Pos 4s ?)
als Operatorgleichung auf die Transformationsfunktion S(q, gy, f) anwendet
in der Form

{2,  — PPy 90, 9)} 8(g 90 ) = ©.

Kennard?) hat die Funktion S(g, gy, ) fiir verschiedene einfache Beispiele
berechnet.
Entsprechend (25) gilt nun natiirlich

FHy(p,Q =F (g0 =[S0, v®9) 44, (26)
wobei 8(g, g¢ 4) aus der Kennardschen Transformationsfunktion dadurch

orsetzt.

7
Setzt man (26) in (21) ein, so folgt

S=[v(®08@% ) v(pg) dpdgdg, = [S(@.p A dp
= [S(g.q4)dq. @D
Dabei ist S(p, py, f) analog dem oben besprochenen S(q, gy, ) die Trans-

formationsfunktion, die von den Impulsen zur Zeit ¢ == 0 auf die Impulse
zur Zeit ¢ transformiert.

hervorgeht, daBl man ¢ durch —

1) E. H. Kennard, ZS. f. Phys. 44, 326, 1927,
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Offenbar ist S(p, p, 4) die relative Wahrscheinlichkeit, die Impulse

bei der Temperatur
1

Y
im Intervall dp anzutreffen. Entsprechend ist S(g, ¢, 4) die relative
Wahrscheinlichkeit im Koordinatenraum.

Wir erhalten also das Resultat: Die relative Wahrscheinlichkeit einer

bestimmten Konfiguration ¢ eines Systems wird gegeben durch die Ken-
nardsche Transformationsfunktion, wenn man in ihr ¢ = g, und statt

T:

der Zeit den Ausdruck — -*—h,——— sotzt ).
2xikT

Wenden wir nun unser Resultat auf das Austauschproblem mit der
Hamiltonfunktion (8) an. Wir haben in §.1 gesehen, da8 sich die Hamilton-
funktion durch die Phasen @, ¥, als Koordinaten und die Zahlen der
nach links bzw. nach rechts orientierten Spins N, und n, als zugehérige
kanonisch konjugierte Impulse ausdriicken 14B8t. Nach (8) und (6") ist
némlich

H o= § S [N o 0 — 0 ] [0 % N,
— ¢ Pt S Yn, N,]. (28)

1) Als eine kleine Anwendung unseres Resultates wollen wir hier das einfachste
Beispiel des harmonischen Oszillators withlen. Kennard hat fiir ihn die Trans-
formationsfunktion S(z, z,, t) berechnet. Sie lautet (vgl. Kennard, l.c.):

—_em — 2z
S.(ax,xy. ) = const ¢ 2 M2 7L [(z2 tEp oot gy “’t].
Dabei ist w = 2 ny und » die klassische Eigenfrequenz des Oszillators.

Nach dem Obigen erhéilt man also fiir die Wahrscheinlichkeit W (z, T), im
thermischen Gleichgewicht einen Oszillator im Intervall zwischen z und z + dz

zu finden:
4a2vm hv 1
- — x2 <coth ﬁ_—sh—h__‘)
W (2, T) = 8 (x,,4) d = const e K7 g
oder 2
Tmvm kv —prewln
= —_— th — . .
W (z, T) ]/ A t %7 ¢ dx
+ o0
Der Normierungsfaktor const ist hier so bestimmt, daB [W(z)dz = 1 wird.

D. h. die Ortswahrscheinlichkeit eines Oszillators ist immer durch eine GauB-
sche Fehlerkurve gegeben, deren Breite aber mit abnehmender Temperatur
nicht, wie in der klassischen Theorie, unbegrenzt abnimmt, sondern sich einem
endlichen Grenzwert nihert.

21 *
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Um nun die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, gewisse Werte der
Impulse, d. h. der Zahlen N, n anzutreffen, haben wir die Kennardsche
Transformationsfunktion

S(p, po 1) = S(Nn, Nony, 1)
zu betrachten. Sie geniigt der Schrédingergleichung
b as
27 di
mit der Hamiltonfunktion (28) und der Anfangsbedingung, daB fir ¢ = 0

S(Nn, Nogng, 0) gleich Eins ist, wenn simtliche N, n gleich den Zahlen
Ny, ny sind, dal sie hingegen Null ist fiir alle anderen Werte der N, .

= HS

Wir fragen nun nach dem Wert von S(Nn, Nyn,, ) nach einer sehr
kurzen Zeit {. Dann wird immer noch nur die GroBe S(Nyng, Nyng, 1)
merklich von Null verschieden sein, alle anderen Werte der Funktion
S(Nn, Nyny, t) aber werden noch sehr klein sein. D. h. aber, dafl wir in (28)
alle Glieder, in denen die Phasen @, & explizit auftreten, vernachlissigen
diirfen und nur die sie nicht enthaltenden Diagonalglieder zu beriick-
sichtigen brauchen. D. h., die Schrddingergleichung, der S zu geniigen hat,
lautet fir sehr kurze Zeiten angendhert:

h dS 1
2—;1,(1*)5 = 7 %tht (Nsnt+'n'sNt) S. (29)
8
Also ist fiir sehr kurze Zeiten

27nit

2 tJ'” (Ngoneo + ngo Nt o)

1
8 (Nyng, Nymg,t)y = ¢ " 2o (80)
Setzt man nun in (80) statt 2 mei/h: — 1/kT, so gibt nach dem
Obigen
2tk T

S Jgt Weongo+ngo Ny
:’L__tst 50"0 5020

WM%E=NM%M%— h)

1

= e kT §
direkt die Wahrscheinlichkeit an, die Werte Nyn, der Zahlen N, n an-
zutreffen. Dies ist aber genau das Resultat, das man klassisch erwarten
wiirde, wenn man zwischen je zwel entgegengesetzt orientierten Spins in
den Zellen s und ¢t die Wechselwirkungsenergie J  ,, zwischen gleichorientierten
die Wechselwirkungsenergie Null annimnmt.

L
2

Angewandt auf das Problem des Ferromagnetismus, wo das Austausch-
integral zwischen je zwei benachbarten Atomen gleich J, alle anderen
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Austauschintegrale gleich Null angenommen werden diirfen, lautet also
unser Resultat:

Fir sehr hohe Temperaturen (kT >>J), was dem Umstand ent-
spricht, daB (80) nur fur sehr kurze Zeiten eine angenéiherte Losung der
Schrodingergleichung ist, wird die Wahrscheinlichkeit, eine gewisse Ver-
teilung der Spins im Kristall anzutreffen, gegeben sein durch

-4,

¢ kT
wo v die Anzahl der benachbarten, entgegengesetzt orientierten Spins
in der betretfenden Verteilung bedeutet.

Man sieht also, daBl der klassische Ansatz fir die Wechselwirkung
streng genommen nur fir sehr hohe Temperaturen berechtigt ist, dann
aber sicher eine viel bessere Anndherung an die Wirklichkeit bedeutet, als
das von Heisenberg angenommene Zusammenfallen aller Energiewerte
eines Termsystems mit ihrem Schwerpunkt oder ihre GauBsche Verteilung.

Leider scheinen bisher alle Versuche, selbst mit dieser Annéherung die
Zustandssumme zu berechnen, bis auf den einfachsten Fall der linearen
Kette gescheitert zu sein.

§ 4. Die Klassischen Bewegungsglerchungen als Differentialgleichungen
fiir die Spindichte. Wir hatten fritherl) gezeigt, daB man eine angeniherte
Loésung der Slaterschen Gleichung fiir den Fall erhalten kann, daf nur
sehr wenige Bpin einer bestimmten Orientierung vorbanden sind. Wenn
man némlich von den in diesem Falle relativ seltenen Situationen absieht,
wo sich zwei solche Spins an benachbarten Atomen befinden, kann man die
Gleichung so interpretieren, dafl sich die 'Spins in Form ebener Wellen un-
abhéingig voneinander durch das Gitter bewegen. Mit wachsender Anzahl
wird aber die gegenseitige Storung der Spins immer wichtiger, und man
wird daher nach einem Verfahren suchen, das ihre ,,Wechselwirkung‘‘
wenigstens qualitativ zu erfassen gestattet?).

Ein solches bietet sich, wenn man an die analoge Situation bei den
Atomen mit vielen Elektronen denkt, wo ebenfalls eine exakte Erfassung
ithrer Wechselwirkung praktisch unmoglich ist. Bekanntlich liefert dort
die Hartreesche oder Thomas-Fermische Methode schon sehr brauch-

1) F.Bloch, L. c.

%) Unter ,,Wechselwirkung® ist hier natirlich nicht etwa die magnetische
Wechselwirkung der Spins zu verstehen, sondern der durch die elektrische
AbstoBung der Elektronen bedingte Umstand, daB sich an einem Atom nicht
mehr als ein Elektron bzw. Spin befinden kann.
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bare Resultate, die einfach die Wirkung der wibrigen Elektronen auf ein
betrachtetes durch ein zusitzliches Potentialfeld beschreibt, das durch die
Dichteverteilung der ibrigen Elektronen bestimmt ist.

Jordan und Kleinl) haben gezeigt, daB diese Methode sogar streng
dquivalent mit dem Schrédingerschen Mehrkorperproblem ist, wenn
man die Nichtvertauschbarkeit der Dichteamplituden berticksichtigt. Man
kann also die obigen Ann#herungsmethoden im wesentlichen auch so be-
schreiben, daB bei ihnen die Dichteamplituden statt als Operatoren als ge-
wohnliche c¢-Zahlen aufgefafit werden, und ihre zeitliche Verédnderung
bzw. die Bedingung stationdrer Dichteverteilung mittels der aus dem
Hamiltonschen Prinzip sich ergebenden klassischen Bewegungsgleichungen
firr die Dichteamplituden bestimmt wird.

Spricht man statt von Elektronen- von Spindichteamplituden, so
148t sich dieses letztere Verfahren sofort auf unser Austauschproblem iiber-
tragen, da ja die in § 1 eingefithrten GroBen ¢ und y eben die Bedeutung
von Spindichteamplituden haben.

Wir werden also im folgenden die Bewegungsgleichungen

.__ 0H . 0H
oder quantenmechanisch
h h
—q = —_— —_— == — H
50 = He—aH, s b =Hp—p

betrachten. Natirlich geben sie, strenggenommen, iiber die tatséchliche
Bewegung des Systems nur Auskunft, solange man die Nichtvertauschbar-
keit der dynamischen Grofen beriicksichtigt. Wir werden jedoch sehen,
daf sie, auch wenn man dies nicht tut, gerade fiir dag Problem des Ferro-
magnetismus wertvoll sind, da sie die wesentlichsten Ziige des Mcdells
enthalten und auBerdem den Vorteil viel grofierer Einfachheit und An-
schaulichkeit haben, als die urspriingliche Slatersche Gleichung. Vor allem
handeln sie nicht, wie diese, in einem Raum von 8 r Dimensionen (r = An-
zahl der nach rechts orientierten Spins), sondern im gewOhnlichen drei-
dimensionalen Raum, und wir méchten vermuten, daf sie fiir manche
Pragen des Ferromagnetismus von betrichtlichem Nutzen sein konnten.
Wir werden sie im folgenden Paragraphen dazu verwenden, um zu zeigen,
daB sich mit ihrer Hilfe ein qualitatives Verstindnis der Remanenz- und
Hysteresiserscheinungen erreichen laBt.

1y P. Jordan u. O.Klein, Z8. f. Phys. 45, 761, 1927.
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Wie wir in §1 gesehen haben, sind die Grofien

27 2w
'—h_(p* = Dy und o IP* = Py

die kanonisch konjugierten Impulse zu den ¢ und v, indem sie nach (6)
mit diesen in den Vertauschungsrelationen stehen:

h
Py Prr— @Pr' Py, = ‘—‘iaff'y

Py Y — Y Py, = 2—7”.6”'.

Dann erhilt man die Bewegungsgleichungen in der Form

hodg, .
2Qmi dt ZJ”(%%_‘%‘PQ%:
hodo*

—gmidr = =Ty (oF 9 — i o),
h dvps _ .
Qmi dt ;J”(%%_%'l’t)‘}’u
hodyl

—amidr = =Tl ol — ol yl).

FaBt man die ¢, y und ¢* y* als vertauschbare c-Zahlen auf, so erhilt
man die Bewegungsgleichungen auch aus der Bedingung, daB die Variation

des Integrals
t

[H—Zpi)a
0
bei unabhingiger, an den Grenzen verschwindender Variation der p und q
verschwinden soll. Dies bedeutet fiir unser Problem des Austausches mit
der Hamiltonfunktion (8), dafl man
t

1
6j[§ > ot (@ 90— s @) (93 9F — vk @)
st

h . .
Tomi ety %)]dt =0 (8

0

zu fordern hat bei unabhingiger Variation der ¢, ¢* u, y*

Auch die klassischen Bewegungsgleichungen haben natiirlich die
GroBen (18), sowie ¢, (p: +y,ur(s=1,2...,2) als Integrale, wie man
sofort sieht, wenn man die in § 2 angegebenen Variationen in (81) ausfiihrt.

Im Falle des Ferromagnetismus sind die, die ,,Zellen* charakterisieren-
den, Indizes s, ¢ die Koordinaten von Atomen bzw. Gitterpunkten, d. h. man
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wird zur Festlegung einer Zelle s drei, einen bestimmten Gitterpunkt auf-
spannende ganze Zahlen £, g, b verwenden.

Nimmt man wie iblich an, dafl das Austauschintegral nur zwischen
benachbarten Gitterpunkten von Null verschieden und gleich J istl), so
lautet die Hamiltonfunktion
H=J -ng (@ron Wr+1, 0,0 — Pron Pre, o1) (FFon Wies, 0, = Yion PFe1, g, n)

+(Prgn ¥r, g+, 8~ Yron®r, 9+1,) (PFon ¥, g41, n— Von F, g1, 2)
+(@ron Vrg, n1 — Yrgh Pro, nt1) (PFon Yrg, ar1 — Yron Pfg, n+1)- (82)

Wir wollen nun, wie dies im Falle tiefer Temperaturen gerechtfertigt
ist, annehmen, daB die Groflen ¢, p, ¢*, y* nur langsam veriinderlich
gind, so daf man statt Differenzen Differentialquotienten und statt Summen
Integrale setzen darf?). D.h. wir setzen

a? O
Yr+1,90 = <Pfgh+aa +_6a:2 )
wo a die Gitterkonstante ist. Entsprechendes gilt natirlich fir vy, ¢*, y*,
gowie filr die y- und 2-Richtung. Dann wird aus (82) bis auf Glieder
hdherer Ordnung

J
H = —H(tp%—w%)(w vi— v*on) + (py, — v @) (¢ 9] — v* o))
+ (99, — v (*9F — yhol)| dr. (82)

Das Integral erstreckt sich hierbei tiber den ganzen Kristall.
Addiert man hierzu noch

h
T imi ((w ¢ + y*p dr,

so erhilt man die Lagrangefunktion und durch Variation des Lagrange-
integrals die ,,klassischen Bewegungsgleichungen™ des Ferromagnetismus:

B de s f L. 0 .
s dr = IO @ — ved vit g oy — v oo v

p)
+ oy, — vo,) v + @[(wy— v, v¥]

0
+ Py, —vo) ¥r + 37 Hpyw,— veo,) 1,0*]} usw.

1) Wir beschranken uns hier auf ein einfach kubisches Gitter, doch ist das
fiir das Folgende nicht wesentlich.

%) Dies entspricht dem vereinfachenden FErsatz des Gitters durch ein
Kontinuum, vollig analog, wie in der Debyeschen Theorie der spezifischen
Wirme fester Korper, wo diese Vereinfachung in Strenge auch nur fiir tiefe
Temperaturen gerechtfertigt ist.
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oder
é—h—n@q) = Ja® {2 (¢ grad y — ygrad ¢, grad yp*)
. +(pdy—ydo)y*, (882)
— o 9" = Jo (2(grad p, ¥ grad y* — y* grad ¢¥)
, + p(grdy* — yrA¢%), (881)
5o p = Ja® {2 (ypgrad ¢ — ¢ grad y, grad ¢¥)
+ (pdo— o4y) 9%, (33¢)
— 2-;7%_1, p* = Ja® {2grad @, p* grad ¢* — ¢* grad ¢*)
+ @ (YA g* — g*d ¥} (334d)

Diese (Gleichungen gelten wiederum (abgesehen vorn Ersatz des Gitters
durch ein Kontinuum) noch streng, solange man auf die obige Reihenfolge
der Faktoren achtet und Nichtvertauschbarkeiten beriicksichtigt. Wir
wollen im folgenden davon absehen und ferner die Grofen @* = g und
y* =y als die konjugiert Komplexen von @ und o ansehen, wodurch
die zweite und vierte Gleichung von (88) eine Konsequenz der ersten und
dritten wird.

Die Gleichungen sind zu l6sen mit der Nebenbedingung ¢ ¢ + pp = 1.
Ist aber diese Bedingung zur Zeit ¢ = 0 erfullt, so ist sie es automatisch
auch fiir alle spiteren Zeiten.

Wie die Hartreesche oder Thomas-Fermische Gleichung sind die
Gleichungen (83) vom dritten Grade, da sie ja in summarischer Weise die
Wirkung der itbrigen Spins auf einen bestimmten herausgegriffenen beriick-
sichtigen. Natiirlich missen sie in dem Falle, wo die ,,Wechselwirkung‘‘ der
Spins sehr klein ist, d. h. in dem Falle, wo nur sehr wenige Spins der einen
Sorte vorhanden sind, in die friiher von uns diskutierten Losungen der
Slaterschen Gleichung itbergehen. Dies laBit sich in der Tat leicht zeigen:

Nimmt man nédmlich an, da die @ sehr klein sind, so darf man die o
als ortlich und zeitlich konstant und gleich Eins ansehen, Man begeht
dann nur einen Fehler hoherer Ordnung, da die rechte Seite von (83c)
und (38 d) quadratisch in den ¢ ist. Dann wird aus (38 a)

h
= - Ja? =
3 iq)—l- a*de 0,

d. h. tatsachlich, die erwartete gewthnliche Wellengleichung fur die Spin-
bewegung, die den Ferromagnetismus bei tiefen Temperaturen za behandeln
gestattet.
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Wir wollen noch das fiir den folgenden Paragraphen wichtige Resultat
zeigen, daB im Zustand niedrigster Energie die Spindichte im ganzen
Kristall konstant sein mufB. Soll némlich die Energie ihren niedrigsten
Wert, néimlich den Wert Null haben, so folgt aus dem notwendigen Ver-
schwinden des ersten der drei Summanden von (82'):

Setzt man nun, um der Bedingung ¢ -+ yy = 1 zu geniigen,

4 . P
p = cosEe“", Y = smEe’ﬂ,

wo 9, «, § zuniichst beliebige reelle Funktionen des Ortes sein konnen, so
folgt

.9 P 1 . 0 - .
i co8 - 8in - (ot — B) ——-§<cos 3 -+ sin E) 4, = 0,

d.h.
' d=1c¢ a—f=c,

wo ¢; und ¢, Konstante sind. Also ist sowchl @@ wie yy ortlich und
zeitlich [letzteres nach (88)] konstant!). & und ¢, bestimmen offenbar
die Richtung des in diesemn Falle maximalen Spinmoments. Setzt man
nimlich ¢, = ¥, so wird aus (18)

Z h
mz=§2—ncos0,

Z h .
m, = 5 é—y—tsmﬂcosx,

Z h . .
my = 3 2—nsm'¢9'smx.

§ 6. Zur Theorie der Remanenz- und Hysteresiserscheinungen. Es ist
bereits 6fters darauf hingewiesen worden, dal} zur Erklarung der Remanenz-
erscheinungen die Betrachtung der Austauschwirkungen allein nicht geniigt,
gondern sehr wesentlich auch die magnetischen Wechselwirkungen in den
Ferromagneten beriicksichtigt werden miissen. Insbesondere ist dies von
Becker? geschehen, der gezeigt hat, weleche wichtige Rolle die inneren
Verzerrungen im Kristall spielen, indem sie in kubischen Kristallen, wie Fe
oder Ni, dafiir sorgen, daB Bezirke entstehen, in denen nicht mehr, wie im
spannungsfreien Kristall alle drei Achsen im Raum gleichberechtigt sind,
sondern Vorzugsrichtungen geschaffen werden, die von Bezirk zu Bezirk

1) Was hier fiir die z-Richtung bewiesen ist, gilt entsprechend natiirlich

auch fiir die y- und 2-Richtung.
) R. Becker, ZS. f. Phys. 62, 263, 1930; R. Becker u. M. Kersten,
ebenda 64, 660, 1930.
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verschieden sein konnen. Dies wird auch sehr deutlich gemacht durch die
Versuche von Preisach?), sowie von Becker und Kersten (L c.), die
zeigen, daB durch Uberlagerung einer Zugkraft iber den Kristall, die offen-
bar immer mehr eine gleichmélige Vorzugsrichtung schafft, die Koerzitiv-
kraft abnimmt. Uberdies haben schon frither Forrer2 und Preisach
gezeigt, daf Lei vorher in einer gewissen Weise behandelten Drihten
dadurch die Hysteresisschleife sich immer mehr der Rechteckform annithert
und schlieBlich die Ummagnetisierung praktisch in einem einzigen Bark-
hausensprung erfolgt.

Becker vermutete, die Remanenzerscheinung darauf zuriickfithren
zu konnen, daB durch die Verzerrungen die urspriinglich isotrope
magnetische Dipolenergie nun energetisch meistbegiinstigte Stellungen der
Magnetisierung schafft, aus denen herauszudrehen dem Kristall erst eine
gewisse Energie durch das sullere Feld zur Verfiigung gestellt werden mu8.
Indessen hat diese Krklarung eine Schwierigkeit in dem von Akulov?)
betonten Umstand, daB ja solche magnetische Anisotropien in betriicht-
lichem MaBe auch schon ohne Verzerrungen da sind; auch wiirde man so
nicht verstehen, wieso die von Kaya%) untersuchten hexagonalen Kobalt-
einkristalle, ebenso wie die Eiseneinkristalle von Gerlach®), keinerlei
Remanenz zeigen, obwohl. bei ihnen doch sicher eine Vorzugsrichtung,
ndmlich die hexagonale Achse, von Anfang an vorliegt und in bezug auf
sie auch starke magnetische Anisotropie besteht. Demselben Kinwand
unterliegt auch der, @ibrigens auch sonst in seinen Grundannahmen wohl
unhaltbare Erklirungsversuch der Remanenz von Akulov.

Wir mdchten hier einen anderen Weg einschlagen, indem wir etwas
néher auf die Bedingungen eingehen, die die Verteilung der Elementar-
magnete (Spins) im Kristall erfiillen muB, ehe itberhaupt der Ummagneti-
sierungsvorgang einsetzen kann. Durch die schénen Experimente von
Bixtus und Tonks® wurde neuerdings gezeigt, daB beim Barkhausen-
sprung die Ummagnetisierung keinvswegs einheitlich in einem Kristallgebiet
vor sich geht, sondern die Grenze zwischen zwei Gebieten verschiedener
Magnetisierung sich stetig verschiebt?). Diese Ausbreitung der Grenze

1) F. Preisach, Ann d. Phys. 3, 737, 1929.

) R.Forrer, Journ. de phys. et le Radium (6) 7, 109, 1926.

8) N. Akulov, Z8. f. Phys. 67, 794, 1931.

4) 8. Kaya, Sc. Rep. of Téhoku Imp. Univ. 17, 7.

5) W. Gerlach, ZS. f. Phys. 38, 328, 1926: 39, 327, 1926.

8) K. J. Sixtus u. L. Tonks, Phys. Rev. 37, 930, 1931.

") Ein solches Verhalten ist bereits frither von Langmuir vermutet worden.
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konnte an langen Drihten direkt nachgewiesen und ihre Gesetze, insbesondere
die Abhéngigkeit ihrer Geschwindigkeit vom #uBeren Feld untersucht
werden.

Die anschauliche Uberlegung, die einem: ein solches Verhalten ver-
sténdlich machen kann, lautet nun so, daB} offenbar, ahnlich wie in der alten
Weissschen Theorie des Ferromagnetismus, in einem bis zur Siittigung
magnetisierten Gebiet das starke innere Feld einen einzelnen Spin am
Umbklappen verhindert, so dal, um nicht sehr viel Energie dazu zu brauchen,
schon sdmtliche Spins gleichzeitig umklappen miifiten, ein Ereignis, das
natiirlich yraktisch nie eintritt. Dagegen liegen an der Grenze zwischen

zwel entgegengesetst orientierten Gebieten giinstige

v Verhiltnisse vor, da dort das Umklappen einzelner
Spins nur eine Verschiebung der Grenzflichen, also
7 im allgemeinen keinen weiteren Energieaufwand
/{ bedingen wird.
Eine nur mit den Austauschkriften operie-

&1 rende Theorie kann natiirlich ein solches Verhalten

niemals liefern, da, wie wir gesehen haben, eine vollkommen gleichmafige
Verteilung der Spins den energetisch giinstigsten Zustand darstellt.

Ubrigens sieht man auch direkt, daB eine solche Theorie nicht zur
Erklirung der Remanenz ausreicht; wenn nimlich wihrend des Um-
magnetisierungsvorganges die ortliche Veridnderung der Magnetisierung im
Kristall nur hinreichend klein bleibt, so kann sich dieser unter beliebig
kleinem Energieaufwand vollziehen, selbst wenn man allfilligen Storungen
im Kristallaufbau Rechnung trigt, indem man das Austauschintegral an
verschiedenen Stellen des Kristalls verschieden annimmt. In der Tat
liefert auch das Heisenbergsche Modell ohne Hinzunahme magnetischer
Krifte niemals Remanenz, sondern immer nur Magnetisierungskurven
vom Typus der Fig. 1, bei denen die Magnetisierung zwar fiir sehr schwache
Felder noch den Sittigungswert hat, dann aber innerhalb eines Spielraumes
des Feldes von der relativen GroBenordnung 1/Z (Z = (esamtzahl der vor-
handenen Atome) auf Null und in den entgegengesetzten Wert ibergeht.
Das ist auch im wesentlichen das Verhalten von Finkristallen, so daf man
in diesem, allerdings sehr wesentlichen quantitativen Unterschied den Unter-
schied zwischen ferro- und paramagnetischen Stoffen sehen muf}, und nicht
in der auf Sekundireffekten beruhenden Remanenz; diese wird erst durch
Gitterstorungen hervorgerufen, die, wie wir sehen werden, infolge der
magnetischen Krifte einen endlichen Energicaufwand beim Unimagnetisieren
bedingen konnen.
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Es erscheint zunichst verwunderlich, dafl die mindestens 1000mal
kleineren magnetischen Energien neben den Austauschenergien noch so
eine wesentliche Rolle fiir die Remanenz spielen kénnen. Dies ist aber aus
zwel Griinden der Fall: Zum ersten sind es magnetische Krifte, und zwar,
wie wir in einer Arbeit mit Gentilel) gezeigt haben, vor allem Kopplungs-
krifte zwischen Spin und Bahn, die die fiur die Remanenz sehr wichtige
Anisotropie, d.h. Richtungen schwerer und leichter Magnetisierbarkeit im
Kristall, schaffen. Zum zweiten aber wollen wir hier zeigen, daf die magneti-
schen Krafte, und zwar diesmal die gewdhnlichen Dipolkrafte, zwischen den
Spins in entscheidender Weise die Gruppierung der Spins im Kristall be-
einflussen, und zwar eben in dem Sinne, daB sie relativ scharf gegeneinander
begrenzte, und zwar linglich geformte Gruppen verschieden gerichteter
Magnetisierung schaffen, die im Innern homogen und bis zur Sattigung
magnetisiert sind, entgegen der Wirkung der Austauschkrifte, die die Spins
gleichmiBig iber den ganzen Kristall zu verteilen trachten. DaB die
schwachen magnetischen Energien dies tun konnen, liegt daran, daB wir
e8 mit einem sehr groBen System zu tun haben, bei dem trotz der grofen
Austauschwirkung die Energien verschiedener stationdrer Zustinde noch
auflerordentlich nahe beieinander liegen, so dal auch kleine sikulare
Storungen noch von groBem EinfluB sein konnen.

Um nun den Einfluf der Dipolglieder zu untersuchen, wollen wir so
vorgehen, daf wir einfach zur Hamiltcnfunktion (8) bzw. (32') des Aus-
tausches noch den Dipolanteil der Energie zufiigen. Dies kénnte zunéchst
vielleicht bedenklich erscheinen, da die Slatersche Gleichung und damit
auch die Hamiltonfunktion (8) nur Effekte erster Néherung in der Austausch-
energie exakt zu berechnen gestattet, wihrend man, strenggenommen,
fordern miiBte, da man die Austauschwirkungen schon mindestens mit
einer Genauigkeit bis zur GroBenordnung der magnetischen Krifte kennen
miisse, ehe man diese als Storung einfiihren kann. Da aber durch die hoheren
Naherungen im Austausch wohl nichts Wesentliches geéndert wird und es
uns hier nur auf das qualitative Verhalten ankomimt, wird die Rechnungs-
weise wohl gestattet sein.

Die Dipolenergie lautet

1 62 —38 (53 rst) (St rst) + (53 st)izl;zt

2, 2me? Tst

, (84)

wo s, und s, die Spinvektoren am Atom s bzw. ¢ bedeuten.

1) F.Bloch u. G. Gentile, ZS. f. Phys. 70, 395, 1931.
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Die magnetischen Zusatzterme bewirken, daB nicht nur s?, sondern
auch die einzelnen in (18) aufgestellten Drehimpulskomponenten keine
Integrale der Bewegung mehr sind, d. h. da das gesamte magnetische
Moment sich zeitlich veréndern kann. Dieser Umstand wird von Bedeutung
sein fiir diejenigen Prozesse, die die Einstellung des thermischen Gleich-
gewichts bewirken, insbesondere fiir die Frage, wie rasch diese stattfindet?).
Die im folgenden vorgenommene Vernachlissigung dieses Umstandes hat
fir uns, da wir uns nur fiir statische Fragen interessieren, wohl keine Be-
deutung.

Die magnetische Energie (84) ldBt sich ohne weiteres durch die in § 1
eingefithrten Grofen ¢, p ausdriicken, doch erhélt man auf diese Weise
statt (88) eine aullerordentlich komplizierte und uniibersichtliche Integro-
Differentialgleichung fiir die Spindichte. Einfacher werden die Verhéltnisse,
wenn man das im folgenden erhaltene Resultat vorwegnimmt, daB die
Spindichte innerhalb weniger Atomabstinde wenig variiert, so da man die
Summe (84), wenn man einen Index, etwa s, festhélt, in der in der klassischen
Theorie iblichen Weise in zwei Teile zerlegen kann: einen ersten Teil,
in dem die Summation iiber eine Kugel im Abstand weniger Atome um das
Atom s erstreckt wird. Er liefert bei einem kubischen Kristall keinen
Beitrag zur Dipolenergie. Der zweite Teil itber die Atome auBerhalb der
Kugel 1aBt sich umformen in ein Integral iiber die Flichen, lings denen sich
die Magnetisierung éndert. Er enthilt zunsichst einmal das entmagneti-
sierende Feld des Kristalls. Nehmen wir an, daf} der Kristall in der Magneti-
sierungsrichtung sehr langgetreckt ist, so diirfen wir dieses vernachlissigen.
Ferner enthélt er den entmagnetisierenden EinfluB von den Grenzen homogen
magnetisierter Spingruppen. Da diese aber, wie wir unten sehen werden,
von selbst energetisch danach trachten, so langgestreckt wie méglich zu
werden, wird man auch von diesem Einflul absehen konnen. Es bleibt
also nur der von der inneren (kugelfdrmigen) Begrenzung des zweiten Teiles
herrithrende Bestandteil, der in bekannter Weise zur Gesamtenergie des

Kristalls den Beitrag %ledr liefert, wo I die Magnetisierung pro Volumen-

einheit bedeutet.

Wir wollen zunichst annehmen, wir hitten es mit einem Kristall, wie
z. B. dem Kobalt, zu tun, bei dem die Wechselwirkung zwischen Spin und
Bahn schon eine Richtung energetisch stark begiinstigt, so dafl wir praktisch
nur parallel oder antiparallel dieser magnetischen Achse orientierte Spins

1) Ansitze in dieser Richtung liegen bereits von I. Waller vor.
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zu betrachten brauchen. Dies ist gerechtfertigt, da die fiir das Studium der
Remanenzerscheinungen erforderlichen Felder viel kleiner als 10% Gaufl
sind, d. h. bei weitem nicht geniigen, um die Spins aus der Richtung leichtester
Magnetisierbarkeit herauszudrehen.

Sei die z-Richtung diese Richtung leichtester Magnetisierbarkeit, so
diirfen wir also annehmen, da nur solche Zusténde des Systems vorkommen,
in denen die z- und die y-Komponenten der Magnetisierung sehr klein sind,
und die Magnetisierung pro Volumeneinheit lediglich durch die z-Komponente
bestimmt ist.

D.h. wir dirfen setzen

2 2
wo u das Bohrsche Magneton bedeutet.

Wir erhalten also demnach und nach (82) fiir die gesamte Hamilton-
funktion des Systems den Ausdruck

J
H = Ej{lwx—— v’ + oy, —vo,l' + oy, — vt} dr

Cc — —
- j(qv ¢ —yy i, (85)
2 ut
¢ =5, (85a)
also an Stelle von (88) die Bewegungsgleichungen
h . — —
0P = Ja? (2 (pgrad y — ygrad ¢, grad p) + (pdy — pd o) p
—20(pp—vy) o (86a)
h . — —
g ¥ = Jo (2(yerad 9 — ggrad y, grad p) + (pdo — dy) g
—2C(py— oo p). (86 b)

1) Zusatz bei der Korrektur., Herr L. Landau hat mich unterdessen dankens-
werterweise darauf aufmerksam gemacht, daf die hier dargestellte Einfithrung
der Anisotropie mittels der ausschlieBlichen Beriicksichtigung der Dipolglieder
unkorrekt ist, da die oben gemachte Annahme, da8 die z- und y-Komponenten
der Magnetisierung relativ klein sind, gerade an den Grenzflichen verschieden
magnetisierter Gehiete, auf die es hier ankommt, nicht zutrifft. Vielmehr liegt
die richtige Begriindung des magnetischen Zusatzgliedes in (35) gerade darin,
daB es die Anisotropieenergie selbst darstellt, wie sie hauptsiichlich durch die
Wechselwirkung zwischen Spin und Bahn hervorgerufen wird, und die bei einem
Kristall mit einer ausgezeichneten Achse in erster Niherung eben proportional
m3 ist. Die Dipolglieder verursachen dann einen im allgemeinen nur kleinen
Zusatz derselben Form. Im iibrigen konnen die folgenden Rechnungen un-
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Zunichst zeigt die Hamiltonfunktion (85), daB natiirlich der tiefste
Wert der Energie jetzt nicht mehr, wie es ohne die magnetischen Krifte
der Fall ist, unabhingig von der GroBe der z-Komponente der Gesamt-
magnetisierung ist, sondern dann vorliegt, wenn diese am groBten ist.
In der Tat sieht man aus (85), dafl fir ¢ =0, p =1 oder p =1, p=0
der energetisch giinstigste Fall erreicht ist, indem dann die positiven
Glieder in der Energie verschwinden, die negativen so groB wie moglich
werden. Die Energie des ganzen Kristalles ist in diesem Falle offenbar

14
Emin = _g_;

aS
wo V das Gesamtvolumen des Kristalls bedeutet.

Dieser Umstand, daBl zwar strenggenommen der energetisch giinstigste
Zustand des Kristalls der gesittigte ist, bedeutet aber noch nicht, wie man
vielleicht zundchst vermuten kénnte, Remanenz. Es liBt sich némlich
aus (35) sofort ablesen, dall sich der Kristall schon mit praktisch ver-
schwindendem Energieaufwand ummagnetisieren 1aBt, sofern der Um-
magnetisierungsvorgang so stattfinden kann, daB sich lediglich die Grenzen
zwischen Gebieten verschiedener Magnetisierungsrichtung verschieben und
dieser Verschiebung keine besonderen energetischen Storungen im Wege
liegen.

Nimmt man niémlich eine solche Gruppierung der Spins zu Gebieten
an, die in jhrem Innern homogen und bis zur Séttigung magnetisiert sind,
so liefert die Integration iiber das Innere der Gebiete, genau wie im Falle der
Sattigung, den Minimalwert der Energie. Ubrig bleibt nur ein Anteil von
den Begrenzungen der Gebiete, der aus zwei Griinden einen Energieaufwand
bedeutet. Einmal wird der negative magnetische Anteil der Energie ver-
ringert, da in der Ubergangszone zwischen zwei entgegengesetzt orientierten
Gebieten (@@ — pv)?* unterhalb seines Maximalwertes 1 liegen mub.
AuBerdem aber tritt noch von den Austauschgliedern ain positiver Beitrag
auf; in der Tat verschwindet der Integrand des ersten Integrals in (85), wie
wir oben gezeigt haben, nur an denjenigen Stellen, wo die Spindichte
ortlich konstant ist, also sicher nicht an den Grenzzonen, wo @@ — p¥
von -+ 1 nach —1 iibergeht.

veriandert iibernommen werden, nur muB bedacht werden, daBl die Anisotropie-
2 2
konstante C nicht gerade gleich 3_&7%_&’ wohl aber von derselben Gréfenordnung

ist und direkt dem Experiment entnommen werden kann, indem man die
Richtungsabhingigkeit der Magnetisierbarkeit bei starken Feldern miBt.
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Man. sieht ferner, daf dieser Betrag um so kleiner ist, je kleiner
oy, — @, d h nach §8, je kleiner der Gradient der Spindichten ist.
Um also den Austauschanteil sehr klein zu machen, miiBte der Ubergang
zwischen Gebieten verschiedener Magnetisierung sehr allméhlich erfolgen.
Umgekehrt hétte man aber dann sehr viel magnetische Energie aufzuwenden,
da dann in einem groBen Volumen (¢ ¢ — y)? merklich kleiner als Eins
wire. Man kann den Sachverhalt so ausdricken, daB die magnetischen
Krifte moglichst scharfe, die Austauschkrifte moglichst unscharfe Be-
grenzungen zu schaffen trachten. Zwischen beiden wird sich natiirlich ein
Gleichgewicht einstellen, so, daf die Energie zu einem Minimum wird. Die
Frage, wie die Ubergangszonen beschaffen sind, ist dann gleichbedeutend
mit dem Aufsuchen stationdrer Losungen von (86), d.h. solcher, die von

27
der Zeit nur durch einen Faktor ¢ & Elabhéngen.

Solche Lidsungen allgemein anzugeben, diirfte wohl kaum moglich sein.
Wir wollen uns die Verhiltnisse vereinfachen, indem wir annehmen, dafB
ein Teil einer Begrenzungsfliche angendhert als eben hetrachtet werden
darf, so daB wir uns das dreidimensionale Problem durch ein eindimensionales
ersetzen diirfen. Die Begrenzung moge parallel der y— z-Ebene laufen
(¢ = Magnetisierungsrichtung) und wir fragen nach der ortlichen Ver-
#nderung der Magnetisierung in der 2-Richtung.

Ferner wollen wir eine strenge Losung nur fir den Fall suchen, wo
die Dichte der einen Spinsorte noch sehr klein gegenitber der anderen ist,
d.h. wo z. B. ¢ als sehr klein, y als angenihert gleich Eins angenommen
werden darf.

Ahnlich wie in § 8 braucht man dann nur die Gleichung
h de —

LA A, P —

i dt @A +20(1—99) ¢ 67
zu betrachten. Man kann sie so interpretieren, daf zu der ,kinetischen*
Energie des Austausches noch eine potentielle magnetische Energie hinzu-
tritt, die durch die Spinverteilung bestimmt ist. Das Problem ist, eine
,,selfconsistent solution** im Hartreeschen Sinne zu finden.

Sei nun

27”Et

@ = U- eT ,
wo u eine reelle, zeitunabhiingige Funktion von « allein ist, so wird aus (87)

2
%;1: 4+ (A —e)u = 0, (88)

Zeitschrift tiir Physik. Bd. 74. 29
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wobei zur Abkiirzung

20 E
A=gp  e=A—ja
gesetzt ist. Man findet sofort vine im Unendlichen verschwindende Lisung

von (38) in der Form

A
" ohba—ay)’ )

A=V27_8, b = Ve

(89) stellt den Querschnitt durch eine Spingruppe dar, die iberall
nur sehr wenige, nach rechts orientierte Spins enthilt und gibt natiirlich
wegen dieser Annahme nicht eigentlich den Ubergang von einer gesittigten
nach rechts zu einer gesittigten nach links orientierten Gruppe. Dennoch
wollen wir zur ungefihren Orientierung annehmen, daf in der Mitte der
Gruppe die Maximaldichte der nach rechts orientierten Spins tatsichlich
den Maximalwert Eins erreiche. D.h. wir setzen 4 = 1.

Daraus folgt

e—k ao V’l VJ (40)

wenn

Natiirlich stellt E nicht etwa den Energieinhalt der ganzen Gruppe,
sondern groBenordnungsméfig nur die Energie eines einzigen, nach rechts
orientierten Spins dar. Um die tatsichliche Energie der Gruppe pro Ober-
flaicheneinheit zu bestimmen, hat man vielmehr das Integral

AE = [' J @;) %(l—u’)ﬂ}‘dw-l- % de
zu berechnen. Das letzte Integral mul} zugefiigt werden, um die Energie
der im ganzen ubrigen Kristall nach links orientierten Spins zu kompen-
sieren, da A E nur den Energiecuwachs infolge der betrachteten Spingruppe
darstellen soll. Man findet mit Benutzung von (89) und (40) leicht:

8 Jig/2 8 2C q1/J
AE=§7V7 Sas“V'é' (41)

Was uns an den obigen Rechnungen interessant und qualitativ auch
fir die tatsichlich vorkommenden Spingruppen richtig erscheint, ist
erstens der Umstand, daB die Spindichte einer Gruppe exponentiell nach
aublen abfallt. Zweitens aber erhalten wir eine Angabe iber die Dicke der
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Grenzzonen und die in ihnen enthaltene Energie. Nach (89) dndert sich
namlich die Spindichte 42 innerhalb einer Strecke der GroBenordnung

0 = % =a V% (42
von Null auf Eins. Nun entspricht die magnetische Energie C' ungefihr
der Temperatur 19 abs., J der Curietemperatur von der Gro8enordnung 1000°.
Wir erhalten also

d 2 Y1000 22 80 Atomabstinde
fir die ungefihre Dicke der Grenzzonen zwischen Gebieten entgegen-
gesetzter Magnetisierung. Die zugehorige Energie pro Flacheneinheit ist
dann groBenordnungsmiBig nach (41) gegeben durch

AE%%&%%-SO, (43)
d. h. die Energie einer Grenzzone kann angenéhert so bestimmt werden,
daB innerhalb ibr der in den gesiittigten Gebieten auftretende negative
magnetische Zusatz zur Energie wegfallt.

Die hier gefundene ungeféhre Dicke der Grenzzonen ist keineswegs
eine Konsequenz der hier gemachten vereinfachenden Annahmen, sondern
sie diirfte bei jeder Rechnungsweise herauskommen und folgt schon aus
Dimensionsgriinden aus den Gleichungen (86).

Eine einfache Darstellung der Verhéltnisse auf anderem Wege erhilt
man auch dadurch, daf man in (85) fiir ¢ und y bestimmte, von einem oder
mehreren Parametern abhiingige Funktionen einsetzt und die Parameter so
bestimmt, daf die Variation des Integrals (85) verschwindet.

Einen sehr einfachen derartigen Ansatz erhélt man, wenn man von
dem exponentiellen Abklingen der Spindichten absieht und setzt

= sinx = cosm fiir 0<x<an
@ = o Y = «’ 9’

p =0, y =1, fir <0,
p =1, p =0, fir z>0.
Der zunéchst offengelassene Parameter o bestimmt dann die ungefihre

Dicke der Grenzschicht. Integriert man iber die Grenzschicht, so wird
aus (85)

72
w J Ca 9
0
T J 7w Ca
=%t 1

22 %
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und dies hat sein Minimum fiir

o o« = a U = 6V§,
name A nCa nC ¢
E = ——-‘) 3 oA = —-1_:———3 —
2a ‘V2.a a

in Ubereinstimmung mit den oben gefundenen GroBenordnungen?).

Will man nun neben der hier diskutierten Beschaffenheit ihrer Grenz-
fliche noch etwas tiber die wahrscheinlichste Form der Elementargebiete
erfahren, so hat man wesentlich den entmagnetisierenden Einflufl der Grenz-
flichen zu beriicksichtigen. Solange man ihn, wie dies bisher geschehen ist,
vernachlissigt, wiirde ein Gebiet gegebenen Volumens in der energetisch
giinstigsten Situation natirlich Kugelgestalt annehmen, da dies einem
Minimum der oben diskutierten Oberflichenenergie entsprache. Durch
den entmagnetisierenden Einfluf kommt nun aber eine sehr groBe
positive Energie, namlich 2 7/8 VI® hinzu, wo V das Volumen der
Kugel bedeutet, und es ist offenbar, da dann die Kugel nicht mehr den

1) Herr Prof. Heisenberg hat mich freundlichst darauf aufmerksam ge-
macht, daB sich das Minimalproblem auch dann noch streng behandeln la8t, wenn
man zur Konkurrenz alle reellen Funktionen ¢ und y zuléBt, die der Bedingung
@@+ py =1 geniigen. Man setze némlich ¢ =sgin y(z); v = cos y(z),
wo y(z) eine vorldufig noch unbekannte reelle Funktion ist, so mu8 nach (35)

gelten .
1 (G} ar =0
d. h.
d? 1
(#; = ¥l sin 4 y,
wenn wieder _
5 7
== q 6
gesetzt ist. Man iiberzeugt sich leicht, daB
=1 2e0%% 1),
Yy = I arc cos ( T -—

d. h. e —
<p—]/ +th— w:VZ(l—thT)
eine der Randbedingung (¢ = 0 fiir z = —oc; ¢ = 1 fiir £ = +00) geniigende
Lésung darstellt. Die zugehorige Energie pro Flicheneinheit ist dann
_ (2 (2 02| ap = 27 200
AE—j{ (dm)+-51n 2y}dm I ,

a

d. h. noch um einen Faktor /2|2 kleiner, als die oben berechnete.
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energetisch giinstigsten Fall darstellt, sondern ein in der Magnetisierungs-
richtung langgestreckter Korper.

Ohne hier auf das strenge Minimalproblem einzugehen, wollen wir
die Dimensionen fiir den Spezialfall eines langgestreckten Rotations-
ellipsoides abschitzen. Die Entmagnetisierungsenergie eines Rotations-
ellipsoides mit dem Achsenverhiltnis a/b>>1 ist groBenordnungsmébig
I2 b%/a, die Oberflichenenergie nach dem Obigen 8% ab, wo I die Magneti-
sierung pro Volumeneinheit bedeutet. Bei gegebenem Volumen V 2 ab?
hat ihre Summe ein Minimum, wenn

8\ 1/
b 8V, a2 <V> 7,

&
a Vil
7 =(7)"

D.h. je groBer die Elementargebiete sind, und desto mehr infolge-
dessen die Dicke der Oberfliche gegen ihre Lineardimensionen vernach-
lassigt werden kann, desto langgestreckter werden sie im Zustand niedrigster
Energie sein. Das Volumen V 22 ab?® eines solchen Gebietes steht mit
geiner Oberfliche F 2~ ab in der Beziehung V 2 (F76)"s.

Obwohl, wie wir gesehen haben, zur Bildung verschieden magneti-
gierter Elementargebiete stets Energie, nidmlich zumindest ihre Oberflachen-
energie zugefithrt werden muB, werden bei endlichen Temperaturen doch
pnoch immer mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit solche Elementar-
gebiete vorkommen. Dis Frage nach ihrer wahrscheinlichsten Form, Zahl
und Grofe fithrt auf ein sehr verwickeltes statistisches Problem uund wir
milssen uns hier mit den rohesten Abschétzungen begniigen.

' Zun#chst stellen wir fest, daB bei den energetisch nicht allzu ungiinstig
geformten Gebieten nach dem Obigen Entmagnetisierungs- und Ober-
flichenenergie zusammen zur Bildung linglicher Gebiete fithren mit der
ungefihren Energie F8C

a® ’

d. h. wenn

FAE ~

wo F die Oberfliche des Gebiotes und & die oben besprochene Dicke der
Grenzschicht bedeutet. Die Wahrscheinlichkeit, solche Gebiete anzutreffen,
wird also mit einem Boltzmannfaktor

FdcC

o a3kT
auftreten. Zu multiplizieren ist dieser Faktor noch mit der a priori-Wahr-
scheinlichkeit. Diese wird erstens bedingt durch die verschiedenen méglichen
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Lagen des Gebietes im Kristall, zweitens durch seine verschiedenen mog-
lichen Formen. Eine auch nur einigermaBen strenge Formel fiir den Einflul
des letzteren Umstandes anzugeben, erscheint sehr schwierig. Wir wollen
hier annehmen, daB die ganze freie Energie eines Elementargebietes an
einer bestimmten Stelle des Kristalls proportional seiner Oberfliche ist,
d. h. fur die a priori-Wahrscheinlichkeit eines Gebietes der Oberfliche F
¢°F ansetzen, wo ¢ eine positive Konstante von der GroBenordnung 1/42
sein wird. Was die a priori-Wahrscheinlichkeit infolge verschiedener Lagen
eines Elementargebietes im Kristall betrifft, so ist zu bemerken, daf nur
solche Lagen als statistisch verschieden betrachtet werden kénnen, bei denen
sich die Lage eines bestimmten Punktes, etwa des Schwerpunktes eines
Gebietes um eine Strecke der Grofenordnung ¢ unterscheidet, da die Lage
der Gebiete ja gar nicht schirfer definiert werden kann.

Wir bezichen uns hier zunéichst auf den Fall, wo wir uns in der Nihe
der Sattigung befinden, d. h. wo das Gesamtvolumen etwa der nach rechts
orientierten Gebiete relativ klein ist, so daBl sie als abgeschlossene Gruppen
innerhalb einer entgegengesetzt orientierten Umgebung betrachtet werden
diirfen. Der Fall tritt ein, wenn ein gewisses, wenn auch schwaches duleres
Magnetfeld H herrscht, in dem noch die Energie H1V im Exponenten des
Boltzmannfaktors hinzuzutreten hat. ¥ wird dabei im Mittel eine gewisse
Funktion von F sein. Etwa im oben besprochenen Falle groffer und lang-
gestreckter rotationsellipsoidischer Gebiete wird man etwa setzen diirfen

V(F) 2= (F7 §)'bs.

Wir werden also fiir die Wahrscheinlichkeit, N-Gebiete, deren Ober-
fliche zwischen F und F -+ dF liegt, ansetzen diirfen
8¢ HIV(F)

W ({EF)dF = (Vl@?’)ezv Kf‘ k)= ) @ (F)dF. (44)

Dabei kann @ (F) noch sehr wohl etwa in Form irgendeiner Potenz von F
abhingen. Die Antwort auf die Frage nach dem Gesamtvolumen der
Elementargebiete bei gegebenem dufBleren Feld in ihrer Abhingigkeit von
der Temperatur wird ganz von der Form dieser Funktion @ (F) abhéngen,
30 daB wir hieriiber keine Aussagen machen kénnen. Jedenfalls scheint es
nach den Messungen von Kaya an Kobalteinkristallen, dafB bei sehr
schwachen Feldern und gewdhnlicher Temperatur diese Gebiete insgesamt
noch etwa 109, des Gesamtvolumens ausmachen.

In dem Ansatz (44) fir die Wahrscheinlichkeit ist die Konsequenz
enthalten, daB in schwachen Feldern oberhalb einer gewissen Temperatur
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die gesamte Oberfliche NF der Gebiete sich nicht zu verkleinern trachtet,
d. h. bei gegebenem Volumen nach einer Bildung grofer Spingruppen wirkt,
sondern umgekehrt sich zu vergroBern trachtet, so daB dann iberhaupt
keine Spingruppen merklicher Grofe mehr auftreten. Dieser Fall tritt ein,

wenn
éC éC
0>~ d. h. T>a—3kc-

Wenn, wie wir annehmen diirfen, ¢ 22 1/§% ist, so erhalten wir fiir die
kritische Temperatur 5 0

~ (9VC o
T, = (2) 4 2300,
wo @ der gewodhnliche Curiepunkt ist.  D. h. dieser ,,Curiepunkt der
Remanenz'* T, diirfte immer bei so hohen Temperaturen liegen, daf dort
iiberhaupt kein Ferromagnetismus mehr auftritt, und sich daher der Beob-
achtung entziehen.

Aus (44) folgt fur die wahrscheinlichste Zahl der Gebiete von der

Oberfliche F 5
N(F) = v/

Jgc _c) HIVD
PACERT kT 41

Wihrend also bei normaler Temperatur die Zahl der Gebiete von der
minimalen Oberfliche 2~ 62 noch sehr erheblich ist, ist die Zahl erheblich
groflerer GGebiete schon auflerordentlich klein und verschwindet exponentiell
mit ihrer Oberfliche.

Der Mechanismus der thermischen (leichgewichtseinstellung ist bis
heute noch sehr wenig untersucht. Wie immer er aber stattfindet, diirfen
wir aus den Versuchen von Sixtus und Tonks (L ¢.), sowie aus dem Obigen
wohl schlieBen, daB der EinstellungsprozeB}, d. h. das Umklappen der Spins
bei der Ummagnetisierung nur an den Grenzflichen verschieden orientierter
Gebiete stattfindet.

Die Hypothese, die wir hier einfithren wollen, ist nun die, daf, sobald
von einem wohldefinierten Elementargebiet éiberhaupt gesprochen werden
kann, d.h., sobald dieses in den Lineardimensionen mindestens von der
GroBe 6 ist, von einem solchen Gebiet aus auch die Ummagnetisierung
stattfinden kann, indem es auf Kosten seiner Umgsbung unter der Wirkung
des dulleren Magnetfeldes seine Grenzen immer weiter nach aulen ver-
schiebt und so gleichsam als ,,Keim" der Ummagnetisierung wirkt.

Haben wir es nun mit einem idealen Einkristall zu tun, so wird diesem
Ausbreiten keinerlei Hindernis in den Weg gesetzt sein, d. h., sobald im
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Kristall auch nur wenige hinreichend grofe Elementargebiete thermisch
schon vorgebildet sind, und das &uBere Feld sein Vorzeichen wechselt,
werden diese Elementargebiete solange anwachsen, bis schlieflich der ganze
Kristall ummagnetisiert ist. Dieser Vorgang kann dann prinzipiell schon
in beliebig schwachen Feldern vor sich gehen; die Stirke des Feldes be-
stimmt nur die Geschwindigkeit des Anwachsens, und es wird mithin, wie
es auch beobachtet ist, in einem Einkristall von Remanenz oder Hysteresis
keine Spur sein.

Es scheint uns an dieser Stelle wichtig, zu betonen, daBl die hier ver-
tretene Auffassung des Ummagnetisierungsprozesses in schwachen Feldern
nicht einer Drehung des magnetischen Vektors s bei konstanter Grofie
entgpricht, sondern daB dabei der Vektor s sich bis auf den Wert Null
verkleinert, um dann mit entgegengesetzter Komponente in der Feld-
richtung wieder anzuwachsen.

Um diesen anschaulichen Sachverhalt mathematisch zu formulieren,
wollen wir annehmen, wir befinden uns in einem Stadium der Um-
magnetisierung, bei dem ein Bruchteil y des Gesamtvolumens aus homogen
in der einen, ein Bruchteil 1 —y aus homogen in der anderen Richtung
magnetisierten Gebieten besteht und von den Randeffekten an den Grenz-
flichen absehen. Nach (18') ist, wenn wir Eins gegen Z/2 vernachléssigen

2 2
LG —
Nun ist im Innern der einen Gebiete ¢ = 1, ¢ = 0, im Innern der

anderen ¢ = 0, y = 1. In der Summe > sind also nur diejenigen Glieder
sFt
zu nehmen, bei denen das Atom s in einem Gebiet der einen, das Atom ¢

in einem Gebiet der anderen Sorte liegt. Die Gesamtzahl der Atome ist Z
und wir erhalten mithin

(#5)2 (3f=ra—nr

Sind die beiden Sorten in gleicher Stirke vertreten, d.h. ist y = 1/, so
wird also in der Tat s = 0 und die Verkleinerung des Vektors s ist mit einem
unter Umstinden verschwindend kleinen, namlich nur von den Grenzflichen
herrithrenden Energieaufwand begleitet.

Akulov hat bereits ein derartiges Verhalten der Magnetisierung ver-
mutet und mit dem Namen ,,Schrumpfprozef versehen. Allderdings
scheint uns die Bezeichnungsweise, solange man nicht an die dem
Schrumpfproze8 notwendig zugrunde liegende Ausdehnung von Magneti-
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sierungskeimen denkt, insofern unzweckmiBig, als sie mehr auf das
mathematische Verhalten der ganz unanschaulichen Grofe s, als auf den
tatséichlichen physikalischen Vorgang der Ummagnetisierung hinweist.

Liegen nun durch innere Spannungen oder Verunreinigungen Stérungen
im Kristallaufbau vor, so konnen die Verhéltnisse ganz anders liegen, als
beim idealen Einkristall. Solange allerdings die einheitlich ausgebildeten
Gebiete noch so groB sind, daB sie mit betrédchtlicher Wahrscheinlichkeit
einen oder mehrere Ummagnetisierungskeime enthalten, wird auch hier
noch keine Remanenz auftreten. Dies dirfte z. B. der Fall bei dem poly-
kristallinen sogenannten ,,weichen Eigen* sein.

Wenn aber die Storungen so zahlreich sind, daBl sie die wenigen Um-
magnetisierungskeime enthaltenden Bezirke ganz gegen ihre Umgebung
abgrenzen, so werden sich die Keime zwar innerhalb eines (rebietes zunichst
ausdehnen; sobald aber durch die Stérung zum Weiterschieben der Grenz-
flaiche eine gewisse Energie aufgebracht werden muB, wird diese stehen-
bleiben, und erst, wenn das &uBere Feld stark genug ist, um die Energie-
gchwelle zu @iberwinden, wird ein Barkhausensprung stattfinden, indem die
Grenzfliche sich iiber einen oder mehrere Bezirke verschiebt, wobei immer
an den Stellen kleinerer potentieller Energie eine irreversible Warmeabgabe
stattfindet. Dabei konnen die Stérungen in zwei prinzipiell verschiedenen
Weisen eine Rolle spielen.

Zunichst konnen, dhnlich wie in der von Becker diskutierten Weise,
die Verzerrungen ortlich verschiedene Richtungen leichtester Magneti-
sierung schaffen.

Wir hatten bisher nur den einfachsten, z. B. beim hexagonalen Gitter
des Kobalts vorliegenden Fall betrachtet, wo nur eine Richtung
leichtester Magnetisierbarkeit vorliegt. Praktisch wichtiger ist der z. B. bei
den kubischen Gittern von Eisen oder Nickel vorkommende Fall, wo
mehrere gleichberechtigte Richtungen vorkommen. 8o sind im undefor-
mierten Eisenkristall die Achsen (1,0,0); (0,1,0) und (0,0, 1) gleich-
berechtigte Richtungen leichtester Magnetisierbarkeit.

Hier hat man offenbar nicht nur das Fortschreiten der Grenzflichen
zwischen Gebieten entgegengesetzt gerichteter Magnetisierung zu unter-
suchen, sondern auch zwischen solchen, in denen sich die Richtung der
Magnetisierung um 90° unterscheidet.

Wir wollen hier als einfaches Beispiel den Fall betrachten, wo das
duBere Feld in der (0,0, 1)-Richtung wirke und die kristallographischen
Hauptachsen als Achsen unseres Koordinatensystems wihlen.
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Solange der Kristall undeformiert ist, sind sowohl z-, wie y-, wie
z-Richtung Richtungen leichtester Magnetisierbarkeit, und wir diirfen etwa
annehmen, daf ein Gebiet I bereits in der Feldrichtung, ein Gebiet II aber
noch senkrecht dazu, etwa in der y-Richtung magnetisiert sei. Ohne De-

formation des Kristalls wird nun die

zZ
f’ Ummagnetisierung, d. h. das Vorschieben
® der z-Richtung keinen Energieaufwand

7 bedingen, da ja die Iinergie pro Volumen-

| einheit fiir die beiden Richtungen die-
Fig. 2. selbe ist.

puralel zon Felde magmetert i ollen nun annchimen, daf iz
z > 0 eine lokale Dehnung des Kristalls
in der y-Richtung vorliege. Diese wird natiirlich nicht plotzlich einsetzen,
und wir wollen der Einfachheit halber annehmen, daBl ihr Anstieg linear in
der z-Richtung erfolge. D, h. wir wollen annehmen (vgl. die Bezeichnungs-

weise von Becker, 1. ¢.):

|
L.
//T i der Grenzfliche F zwischen I und II in
1
|
!
i

4,, = 0, fir z <0, ]

A,y = auz, ftll‘ O<ae<d, | (45)
4, = ad, fir z> 4, j

4,, = A33 = A!Q = A:zs = 4;, = 0.

Fiir £ = 0 bedeutet nun das Umklappen der Magnetisierung aus der
y- in die z-Richtung nach Becker einen Energieverlust

AU = 685124, (46)
pro Volumeneinheit!). Dieser muB offenbar durch das duBere Feld kom-

pensiert werden, d.h. die Gleichgewichtslage der Fliche F' bestimmt sich
aus der Gleichung

6SIos = HI (47)
"= g51a (49)

Solange z << A4, d.h. *
H<H,=68Iad, (49)

1) Berechnet man ihn aus der reinen Dipolwechselwirkung, so wird fiir Eisen
S 0,4, fiir Nickel S 0,6. Dagegen liefert empirisch die Magnetostriktion
fiir Fe einen dreimal groBeren, fiir Ni sogar einen negativen Wert von S. Auf
diese Diskrepanz mit der Erfahrung hat schon Becker hingewiesen. Wir
méehten vermuten, daB &hnlich, wie fiir die Erklirung der Anisotropie (vgl.
F.Bloch u. G. Gentile, 1. ¢.) neben den Dipol- noch die Wechselwirkungen
zwischen Spin und Bahn beriicksichtigt werden miissen, um die tatsichlichen
Verhiltnisse zu verstehen.
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erscheint die Fliche F ,,quasielastisch’ an die Ruhelage £ = 0 gebunden?)
und man sieht auf diese Weise eine mogliche Erklarung fiir die bei schwachen
Feldern auftretenden reversiblen Magnetisierungsprozesse mit endlicher
Anfangssuszeptibilitdt. Sei O die gesamte Oberfliche pro Volumen-
einheit der Grenzflichen der betrachteten Art, so bewirkt infolge des hier
diskutierten Verschiebungsprozesses ein duBeres Feld H nach (48) ein An-
wachsen der Magnetisierung pro Volumeneinheit um

OH
d.h. man erhélt so eine Anfangssuszeptibilitit
_4AM 0

Xo = H = m ’

Natirlich hitte man, um die tatsdchliche Anfangssuszeptibilitit zu
erhalten, noch iber die verschiedenen Werte von «, sowie ither die ver-
schiedenen moglichen Lagen der kristallographischen Achsen und der
Flichen F' gegeniiber dem &duBeren Feld zu mitteln, von denen der oben
besprochene nur einen ganz speziellen Fall darstellt. Es lohnt sich wohl
kaum, ohne eine genauere Kenntnis der im Kristallinnern vorliegenden Ver-
zerrungen néher auf diesen Punkt einzugehen. Jedenfalls mochten wir be-
merken, dafl im Gegensatz zu der von Becker diskutierten Drehvorstellung
bei uns die Anfangssuszeptibilitit nicht durch die Deformation selbst,
sondern vielmehr durch ihren Gradienten, bzw. die GroBe «, bestimmt wird.

Die Koerzitivkraft (49), nach deren Uberschreiten durch das duBere
Feld H das Gebiet II im oben diskutierten Beispiel in einem Barkhausen-
sprung umklappt, ist von derselben GroBenordnung, wie bei Becker, wenn
man die Verzerrung a4 der bei ihm auftretenden mittleren Verzerrung 4
groBenordnungsmiBig gleichsetzt. Indessen wiirde auch hier, im Gegensatz
zu Becker, eine homogene Deformation keineswegs ein Anwachsen der
Koerzitivkraft bedingen und auch die Experimente zeigen (vgl. z. B. Sixtus
und Tonks, S.956, L. c.), daB ein solches im allgemeinen nicht auftritt.

Wir méchten hier noch auf einen zweiten Umstand aufmerksam machen,
durch den innere Stérungen dem Ausbreiten der Grenzflichen verschieden
magnetisierter Gebiete ein Hindernis bereiten konnen, der auch dann noch

1) Die hier skizzierte spezielle Méglichkeit einer Verkniipfung der ,,quasi-
elastischen Bindungsenergie der Orenzfliche mit der Spannung ist zuerst
von Becker in einer Diskussion bemerkt worden. Uberhaupt méchte ich hier
manche interessante Diskussionen ilber Remanenzfragen mit Herrn Prof.
R. Becker, sowie den Herren F. Preisach und M. Kersten dankend er-
wihnen.
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Remanenz und endliche Anfangssuszeptibilitdten hervorrufen kann, wenn
etwa durch starken duBeren Zug bereits alle Richtungen leichtester Magneti-
sierbarkeit im Kristall praktisch zusammenfallen.

Wir haben gesehen, da8 die Energie pro Flacheneinheit einer Grenz-
schicht im stérungsfreien Kristall nach (48) gegeben ist durch

- C
AB = 53, (50)

und die Dicke der Schicht durch
~ 1/J

Nehmen wir nun an, da an einer Stelle im Kristall der Verband der
Atome etwa durch eine lokale Dehnung gelockert sei. Das Austausch-
integral wird ziemlich empfindlich von dem Abstand der Atome abhéngen
und jedenfalls an dieser Stelle kleiner sein. Liegt nun die Grenzschicht
zwischen zwel entgegengesetzt magnetisierten Gebieten an einer solchen
Stelle, so kann sie dort wesentlich schirfer sein, als im tibrigen Kristall,
d. h. nach (51) wird durch das Kleinerwerden des Austauschintegrals die
Dicke 6 und damit nach (50) auch die Energie A E pro Flicheneinheit der
Grenzschicht kleiner, und es muB wieder erst durch das duBlere Feld die
nétige Energie aufgebracht werden, um das Weiterschieben der Grenzfliche
in Gebiete groferen Austauschintegrals zu ermdoglichen. Nimmt man,
dhnlich, wie im obigen Beispiel an, daB innerhalb einer Schicht A > 6
der Verlauf des Austauschintegrals gegeben ist durch

J = J, fir <0,
J = Jy+ Bz, fir 0<a<0,
J =J,+84, fir z>0, B4 L J,),

so sieht man leicht, daB die Koerzitivkraft, die zur Uberwindung dieser
Schicht nétig ist, gegeben ist durch

_0“5‘/_.

Es scheint, daB unter Umstinden dieser Einflufl ebenso sehr von
Bedeutung werden kann, wie der oben diskutierte. Auch hier wird natirlich
fir kleine Verschiebungen die Grenzfliche ,,quasielastisch* an ihre Gleich-
gewichtslage gebunden sein. Leider erlauben auch hier die komplizierten
Verhiiltnisse keinen direkten Vergleich mit der Erfahrung.

Wir wollen hier noch eine Abschitzung geben, wie klein die einheitlich
und storungsirei ausgebildeten Gebiete etwa sein miissen, ehe man Remanenz
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erwarten darf. Nehmen wir an, daB wie bel den Einkristallen von Kaya,
schon in sehr schwachen Feldern das Gesamtvolumen der Um-
magnetisierungskeime noch etwa 109, des Kristallvolumens ausmacht,
und da8 es hauptsiichlich von den kleinstmoglichen Ummagnetisierungs-
keimen mit dem ungefihren Volumen 2 herrithrt. Dann wire also schon

in einem Gebiet mit den Lineardimensionen § ;/ 10 22 26 mit morklicher
Wahrscheinlichkeit ein Ummagnetisierungskeim zu erwarten, d.h. die
Kristallstorungen dirften im Mittel nicht mehr als etwa 60 Atomabstédnde
voneinander entfernt sein, ehe man Remanenz erwarten konnte. Treilich
konnen wir uns in dieser Abschiétzung leicht um einen Faktor 10 bis 100
geirrt haben, da es moglich ist, daB doch erst groBere Gebiete brauchbare
Ummagnetisierungskeime abgeben konnen, und ihre Zahl exponentiell
mit der GroBle abnimmt.

Jedenfalls milten wir erwarten, daB mit abnehmender Temperatur
immer mehr auch Kristalle mit weiter entfernten Stérungsstellen Remanenz
zeigen miilten. Es wiire deshalh interessant, wenn man experimentell die
Remanenzerscheinungen auch bei tieferen Temperaturen genauer unter-
suchen wiirde.

Herrn Prof. Heisenberg sei an dieser Stelle herzlich fur manche
Diskussionen gedankt Ebenso danke ich dem Briigger-Fonds der Stadt
Ziarich sowie dem Hochschulstipendienfonds des Kantons Zirich fir die
Ermoglichung meines Aufenthaltes in Leipzig wihrend des Entstehens
dieser Arbeit.

Leipzig, Institut fir theoretische Physik der Universitét.
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