


• 
МАШГИЗ 



, 

DU COUP DE BELIER 
EN HYDRAULIQUE 

AU COUP DE FOUDRE 
EN ELECTRICITE 

МЙТНОDЕ GRAPHIQUE GENERALE 
PAR 

L BERGERON 
INGtNJEUR DES ARTS ЕТ MS.TIERS 

PROFESSEUR А L•tcOLE CENTЯALE DES ARTS ЕТ M�NtJFACT\JR.E. 

РА R 15 

92 RUE BONдPARTE (VI) 
1 9 s о 



Л. Б ЕРЖЕ Р О Н 

ОТ ГИДРАВЛИЧЕСКОГО 
У ДАР А В ТРУБАХ 

ДО РАЗРЯдА 
В ЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ СЕТИ 

(ОБЩИЙ ГРАФИЧЕСКИЙ МЕТОД ИССЛЕДОВАНИЯ) 

П е р е в о д с ф р а н ц у з с к о г о  
С. Г. БАТЮШКОВОЙ 

под реда к цией 
д-ра техн. наук В. А. А Р Х А Н Г Е Л Ь С К О Г О 

ГОСУДАРСТВЕННОЕ НАУЧНО-ТЕХНИЧЕСКОЕ ИЗДАТЕЛЬСТВО 
МАШИНОСТРОИТЕЛЬНОЙ ЛИТЕРАТУРЫ 

.Москва 1 962 



В книге изложен оригинальный и практически цен­
ный графический метод, применяемый при определе· 
нии возможных явлений удара в rидравлике, электро­
технике и при конструировании разного рода машин, 
работающих на удар, в целях предотвращения аварии 
и наиболее эффективного использования систем и уста­
новок. Метод позволяет избегать больших и длитель­
ных расчетов, даже в самых сложных случаях, и по­
лучать оптимальные параметры графическим путем 
в сравнительно короткие сроки и силами специалистов 
средней квалификации. 

Книга предназначена для инженерно-технических 
работников, научно-исследовательских организаций, 
кон.:трукторских бюро и промышленных предприятий. 
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О Т РЕДАКТОРА 

·В предлагаемой читателю книге Л .  Бержерона подведены 
итоги многолетНих исследований как самого автора , так и ряда 
других, главным образом,  французских исследователей - вопроса 
о распространении плоских волн в упругих жидких и твердых те­
.1ах и системах таких тел .  Основное содержание книги посвящено 
изложению графичоских методов решения дифференциальных 
уравнений распростр анения плоских волн .  Решения, получаемые 
графическим методом ,  являются строгими в случае  отсутствия р ас­
пределенных сил трения ,  обусловливающих з атухание колебаний. 
Предлагаемые автором решения при условном учете сил трения 
основаны на  замене р аспределенных сопротивлений сосредоточен­
ными и являются приближенными. Ценность гр афического метода, 
описываемого в книге, заключается при этом в возможности ре. ­
шать - хотя бы приближенно - такие сложные задачи ,  решение 
которых аналитическим путем представляет значительные трудно­
сти, практически иногда трудно преодолимые. В то же время 
в практике, как правило,  инженеру приходится встречаться как 
р аз с з адачами большой сложности . 

Результаты исследований в постановке, излагаемой в книге 
Бержерона ,  следует отнести уже к классическим .  Однако, не· 
смотря на  значительную давность ( подытоживающая книга Бер­
жерона вышла в свет еще в 1 950 г.) , этот метод почти неизвестен 
в широких научно-технических кругах .в Советском Союзе. 
В то же время, по указанным выше причинам ,  этот метод 
может как найти себе применение,  так, возможно, и получить 
дальнейшую разр аботку в проектных и исследовательских орга­
низациях. 

Особенно большое значение применение гр афического метода 
Бержерона .может иметь для расчетов неу.становившихся движений 
в напорных трубопроводах. Эта область применеимя метода осве­
щается в книге Бержерона н аибо.'!ее подробно. Уместно отметить, 
в связи с этим, что современные французские гидравлики (Л. Эс­
канд, Ж. Нугара и др . )  широко используют графический метод 
при р асчетах весьма  сложных н апорных гидр авдических систем ,  
предлагая распространять его в известных условиях также на  
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случай безнапорного течения, возможность чего ·была  показава 
также еще Бержероном в его книге . 

Бержерон иллюстрировал изложение метода весьма большим 
числом примеров его применения к решению практических задач 
из р азличных областей механики. В русский перевод включена 
только часть примеров в количестве, необходимом для того, чтобы 
читатель усвоил сущность гр афических построений и смог приоб­
рести необходимые навыки ; другая часть - примеры р асчета 
весьма сложных систем - не включена в перевод, поскольку со­
путствующие этим случаям гр афические построения не содержат 
в себе принципиально новых элементов . Имея в виду читателей, 
которые, возможно, пожелают обр атиться также и к м атериалам, 
содержащимся только в подлиннике, в части книги ,  даваемой 
в переводе с сокращениями, введена двойная нумер ация парагра­
фов, причем нумерация в скобках в переводе совпадает с порядЕо­
вой нумер ацией в подлиннике . 

Как уже упоминалось, н аиболее полно в книге Бержерона  пред­
ставлена з адача неустановившегося движения в напорных трубо­
проводах, причем дается только приближенный учет гидравличе­
ских сопротивлений . Имея в виду помимо того специфические осо ­
бенности , св ойственные графическим методам вообще, признано 
целесообразным дополнить русский перевод книги Бержерона  при­
ложением . Приложение, н аписанное И . А. Чарным и Г. Д. Розен ­
бергом ,  содержит краткое изложение основных современных ана ­
литических методов теории неустановившегося движения ( с м а ­
лыми дозвуковыми скоростями) р еальных сжимаемых жидкостей 
в трубах : метода характеристик, предложений по линеаризации 
ур авнений и ан алитических методов решения линеауизованных 
уравнений . 

Приложеине должно с одной стороны дать читателю более яс­
ное представление о существе  упрощающих допущений , исполь­
зуемых в гр афическом методе, и с другой стороны - ознакомить 
его с современным развитием исследований ,  напр авленных на  по­
лучение решений при отказе от н азванных допущений . 

Объединение в одной книге гр афических и аналитических ме­
тодов возможно несколько нарушает единство стиля, но это, по 
нашему мнению, вполне окупается более полным освещением з а­
тр агиваемых в книге вопросов и потому представляется, несом ­
ненно, полезным.  



ИЗ ПРЕДИСЛО В ИЯ К ФРАНЦУЗСКОМ У  

ИЗДАНИЮ 

Мысли человека с таким большим кругозором,  как у Л. Берже· 
рона , могли бы заполнить тома сочинений;  Л. Бержерон опубли­
ковал лишь результаты своих трудов , относящихся к последним 
годам его научной деятельности и посвященных вопросу о р аспро­
стр анении волн в гидравлических устройствах, в частности , кл ас­
сическому случаю гидр авлического удара .  

После появления в 1 93 1  г . первых работ Л. Бержерона я не 
скрыл от него, что з аглавие «Графический метод» меня не удовлет­
воряет. Я находил, что в наше время, когда существует столь зна­
чительное количество графических методов , такой заголовок слиш­
ком скромен и является недостаточно конкретным ; об этом мы го­
ворили не  р аз .  В конечном итоге указанный заголовок был 
сохранен для одной из основных работ; названием же всей книги, 
н а  котором Бержерон окончательно остановился, является то, под 
которым в данное �ремя эта р а·бота предлагается читателю. Этот 
заголовок отражает многогранность изысканий автора , углубляв­
шего свой труд н а  протяжении 20 лет, н ачав с гидр авлического 
удар а  и з атронув самые р азнообразные области, дойдя до такого, 
каз алось бы, отдаленного вопроса ,  как р азряд молнии .  

Еще до Л. Бержерона з адача о гидравлическом ударе привле­
кал а  внимание исследоватедей-аналитиков, но  они встретились 

с большими трудностями; поэтому для достижения результатов 
часто представлялось необходимым вносить упрощения в исходные 
данвые, тогда  как метод Л. Бержерона позволяет этого избегнуть. 
Бержерон стремился к н аглядному изображению явления . При 
помощи представления о перемещающи:х;ся наблюдателях ему 
Удалось добиться визуализации явления во всех его деталях; даже 
в наиболее сложных случаях э.ти явления отображаются черте· 
жом, дающим возможность проследить все развитие процесса. 

«Человечки» Бержерона (слава Ампера не уменьшилась от 
выр ажения (�человечки» Ампер а )  проникают сквозь любые запу­
танные сети и описывают поведение волн . Предвидение (количе­
ственное)  возможности гидравлического удар а  оказывается теперь 
под силу переопалу конструкторских бюро производственного ха ­
рактера . Полезность метода доказана возможностью многочислен-
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ных обобщений ,  вследствие чего в настоящее время вряд ли 
найдется труд по гидравлике, в котором не встретилась бы диа -
грамма Бержерона .  . 

Правда ,  и другие исследователи приходили к анал огичным ме­
тодам до Бержерона или одновременно с ним ,  но никто не cyмeJJ 
так упростить, р асширить и умножить практическое применение 
этого графического метода ,  как это сделано Бержероном с прояв­
ленным им необыкновенным искусством .  Л. Бержерон поражал 
всех, кто присутствовал на  его выступлениях, быстротой, с кото­
рой он несколькими карандашными штрихами решал поставлен­
ные перед ним задачи. 

Цифровые таблицы были введены еще до Барема ,  но  система­
тическое их применевне последним привело к тому, что им было 
присвоено имя и теперь их н азывают просто «баремами». Почему 
не сделать того же и в отношении графического метода и не ввести 
наименование «бержерон»? В таком случае можно было бы гово­
рить: «читать бержерон», как говорят обычно «читать чертеж», 
или «найти в бареме». Пожелаем,  чтобы «'бержерою> как имя 
нарицательное положило конец упомянутой выше дискуссии по 
единственному вопросу, по которому у н ас отсутствовало едино­
мщ:лие с автором. 

Обо всем, что можно прочитать «на бержероне», читатель уз­
нает из предлагаемого труда. Он может быть уверен, что в путеше­
ствиях по гидравлическим трубопроводам или вдоль электриче­
ских сетей, где �уи Бержерон будет ему гидом, шаг за  шагом по­
казывающим все детали протекающих в них процессов , он  узнает 
много нового, а если он уже знаком с литер атурой, исследующей 
вопрос аналитическими методами, он п олучит удовлетворение, уви­
дев явления представленными с такой наглядностью, какой они 
для него до этого не  обладали .  

Эта книга , предназначенная для инженеров, необходим а  всем, 
кто хочет быть в курсе прогресса в области гидравлики; другим 
она откроет возможности применения метода в смежных областях. 

Положит ли метод Бержерона, с точки зрения запросов пр ак­
ти�и. конец героической эпохе истории гидравлического удара или 
же он обозначает только р ешающий поворот в данной_ области ,  
скажет ·будущее. · 

Л. Бержерон четко определил основные гипотезы и сам пред­
ложил опыты, имеющие целью изучить в озможность мгновенного 
закрытия.  Война прекратила эти опыты. Сердце и ум истинных 
французов были н аправлены н а  другое, а Л. Бержерон был хоро­
шим французом. Пожелаем ,  чтобы его опыты были продолжены 
и чтобы были умножены наблюдения за деформацией волн в ходе 
их распространения, поскольку с тех пор ,  как инженеры почувст­
вовали уменьшение опасности гидравлического удара ,  активность 
исследователей в этой обл ас1и снизилась. Труд Луи Бержерона 
будет несравненным путеводителем для тех, кто и впредь будет 
проводить такие исследования. 

Эмиль-Жорж БАРРИЛЛЬОН 
Французская Академия Наук 



В ВЕДЕНИЕ 

Механика - область, в которой проявляется искусство инже·· 
нер а ,  ·состоит из двух основных разделов: статики и динамики . 
Динамика, в свою очередь, делится на две части :  в одной ра·с­
сматривается движение сравнительно небольтих тел, не способ· 
ных изменять свою форму и трактуемых как материальные точки. 
а в другой - тел относительно большой величины, которые под 
влиянием сил ,  определяющих их движение, деформируются, чем 
нельзя пренебречь и ч·то может быть даже определяющим в иссле­
дуемом явлении. 

Для илЛюстрации этого различия рассмотрим в качестве при­
мера кривошип, приводящий в движение шатун, который, в свою 
очередь, сообщает поршню возвратно-поступательное движение. 

В одном случае шатун может быть коротким .  Смещение поршня 
при этом передается пальцу кривошипа  мгновенно . В каждое мгно­
вение усилие во всех сечениях шатуна будет одинаковым и извест­
ным, поскольку можно принять, что его масса сконцентрирована 
в одной точке - центре тяжести . Это - пример обычной динамики. 

В другом случае  шатун может иметь большую длину. Тогда  при 
смещении пальца кривошипа деформируется сначала ближайший 
к нему участок шатуна .  Затем деформ ации распространяютсЯ' 
дальше, но пока они достигнут поршня, палец кривошипа сме­
стится уже столь существенно, что движения поршня и пальца не  
могут р ассматриваться как синхронные; усилия в шатуне будут 
теперь переменными как по его длине, так и во времени.  Это­
пример из динамики упругих тел . 

Среди тел или механизмов отличают такие, у которых можеv 
быть выделен один основной р азмер, который называют длиной.­
в то время как поперечными размерами по отношению к длин€ 
можно пренебрь. Такими телами являются: длинный стальной 
с1ержень, подвергаемый удару или кручению;  натянутая струна, 
nодверженная поперечным ударам ;  напорный трубопровод, запол­
ненный водой ; линия электропередачи, в которой течет электриче­
ский ток. Состояние в пекотором сечении таких тел можно опреде­
лить двумя величинами - h и v. Этим величинам соответствуют: 

в случае  металлического стержня - продольное н апряжение и 
nродольная скорость, или момент кручения и угловая скорость 
вращения ; 



в случае натянутой струны -поперечная сил а и п оперечная 
скорость; 

в случае электрического провода - напряжение ( вольты) и 
�ила  тока ( амперы ) ; 

в случае н апорного трубопровода ,  заполненного жидкостью,­
давление и скорость течения (расход) . 

Изменение состояния,  возникшее в каком -нибудь сечении та ­
кого тела ,  р аспростр аняется з атем по одну и другую сторону этого 
сечения , оставаясь постоянным , если сохр аняются неизменными 
()Сновные параметры  тела - его поперечные р азмеры и физиче­
ские свойства 1• Аналитически это выражается тем , что если мы бу­
дем наблюдать некоторое з аданное состояние тела (h, v) в зави­
симости от времени t и координаты р асстояния х, то оказывается, 
что оно является фу·нкцией не х и t, но величин (х- at), или (х + 
+at), т .  е. такой функцией, величина которой остается неизмен­
ной для наблюдателя,  перемещающегося вдоль тела со  скоростью 
±а. Это физическое явление ( полностью определяемое тем усло­
вием , что ,  возникнув в одном мосте, оно распространяется , не пре­
терпевая изменений ) получило наименование волны;  точнее его 
с.1едовало бы н азывать фронтом волн, определяя волну в целом, 
как последовательность фронтов волн ,  проходящих через данное 
-сечение .  

:Когда непрерывная последовательность во  времени фронтов 
1юлн может быть описана синусоидой,  что имеет место в акустике 
и передко в электротехнкие, з акон их р аспространения выра­
жае-тся относительно простыми, достаточно известными форму­
лами, частое употребление которых привело к отождествлению 
волны и синусоиды. Более того, поскольку эти законы в общем 
случае определялись только для одной из двух величин, характе­
ризующих •Состояние тела , - в электротехнике , н апример , преиму­
щественно для напряжения h, как более опасного параметра ,- ro 
многие инженеры в конце концов стали упускать из виду, что и 
другая величина v также одновременно изменяется и что ее из­
менения р аспространяются с такой же скоростью. Неверные пред­
ставления исчезают, если возвратиться к исходному определению 
«фронта волны», подразумевающему распростр анение вдоль тела 
изменений одновременно двух параметров h и v, определяющих 
состояние тел а  в данном месте и в данное время .  

В названных выше линейных телах фронтам волны присваи ­
вiа ется н аименование плоских для rого ,  чтобы подчеркнуть, чт::> 
-при  их р аспространении вдоль тела такие фронты волн остаются 
неизменными. З аконы распространения фронта волн одинаковы 
для всех тел и к их исследованию применим единый метод, не­
смотря н а  в се различие между, н апример , струной рояЛя и 
жидкостью, заключенной в напорном трубопроводе. В самом деле, 

1 Имеются в виду- хотя это и не оговорено специально- случаи, когда 
можно пренебрегать силами сопротивлений при распространении  возникших 
изменений состояния (Прим. ред.) 
10 



когда составляют уравнения движения этих разнообр азных тел ,  
то всегда приходят к одной и той  же  системе двух уравнений в ча­
стных производных для h и v по х и t, н азываемых уравнениями 
колебаний струны. Решением этой системы является, как это 
может быть легко показано ,  произвольная  функция величины 
(x±at) , что и определяет, как указывалось выше, волновой хар ак ­
тер явления.  Это положение, которое подтверждается также экспе­
риментально ,  может быть принято без каких бы то ни было до­
полнительных обоснований-; его можно р ассматривать не только 
как результат решения, но  как физическое свойство упругих тел 
одного измерения .  В этой конкретной концепции заключается 
реальная действительность, так  как уравнения не  создают явле­
ний ,  но лишь переводят их н а  более ясный , условный язык. Физи­
ческое явление познается расчетным или экспериментальным пу­
тем , после чего это знание используют уже не  как алгебраическое 
уравнение, а как применяемый на практике з акон физики. 

При изучении р аспространения плоских волн ,  т.  е .  изменений 
состояния или режима  упругих линейных тел, возврат к физиче­
ской конкретизации оказался исключительно плодотворным и по­
зволил р азработать графический метод исследования ,  точность, 
ясность и простота которого исключительно велики . Сложные 
проблемы, возникающие ежедневно при эксплуат&ции промышлен­
ных установок, в своем большинстве не  представляющие ни в на ­
стоящем, ни в будущем возможности аналитического решения, могут 
быть решаемы этим методом с необходимой для практики точ­
ностью любым квалифицированным инженером ,  не  требуя спе­
циальных математических познаний.  Наконец .само изложение 
метода достигло постепенно, без ущерба  для строгости, больших 
лаконичноr.:ти и простоты, поскольку применение его возможно при 
использовании лишь простейших законов механики, известные уче ­
нику хорошей профессионально-технической школы. Это является 
результатом удачной популяризации, которую самый требователь­
ный ученый не  смог бы квалифицировать как вульгаризацию 1• 

Конечно, представляет интерес изложение этого метода приме­
нительно к каждой отр асли механики , где он может н айти прило­
жение. Но наибольшую и ваЖнейшую помощь этот метод оказы­
вает бесспорно при решении гидравлических з адач. Здесь любая 
установка м ашины, турбины или н асоса выдвигает гидр авлические 
проблемы, иногда необычайно сложные, часто связанные с воп­
росами безопасности. Излагаемый метод позволяет исследовать 

1 Мы считаем излишним приводить· библиографические справки, которые по­
казали бы историю развития метода, завершающуюся nоявлением настоящего 
труда. Это только загромоздило бы книгу, не способствуя повышению инте­
реса к ней. Тем не менее, нельзя не  вспомнить с благодарностью одного из пер­
вых (по времени) авторов-- г-на Лови, который еще в 1928 г. издожил обосно­
вания метода в книге «Druckschwankung in Druckrohrleitung», а также автора, 
который впервые полностью показал практическую применимасть метода в ги­
дравдике- М. О. Шнидер а, печатавшеrося в швейцарских и немецких техни<Iе­
ских журна .'Iах. 
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здесь явления, которые раньше были загадочными. Мало сказать. 
что он приносит пользу, метод становится для этой области на­
стоящим благодеянием, и ,  может бьtть, следовало бы посвятить 
эту р аботу полностью гидравлике. 

Целью настоящей книги и является в первую очередь ознаком­
ление гидравликов с новым методом расчета гидравлического 
удара ,  сделав  это достаточно исчерпывающе с тем, чтобы даже 
у рядового инженера ,  который возьмет н а  себя труд его усвоить, 
не осталось бы в этой области никаких неясностей. Это ознакомле­
ние является содержанием первой части книги. 

Вторая часть посвящена многочисленным примерам практиче­
ского применения метода , которые взяты также из гидравлики. 

Что касается других областей механики, включая электро'J;ех­
нику, им  посвящена третья часть книги, в которой применительно 
к каждой из областей приводятся изложение метода и практиче­
ские примеры, достаточно многочисленные, чтобы читатель мог ру­
ководствоваться ими в 'своей- деятельности. 

Таким обр азом, труд предназначается не только для гидравли­
ков, но и для инженеров других специальностей,· тем более, что 
единый метод делает возможным использование по аналогии при­
меров из одной области в других областях (сосредоточенная м асса 
является аналогом индуктивной катушки, пружина  или резер­
вуар- аналогом конденсатор а  и т. д.). 

Работа в целом представляется автору синтезом ряда задач, 
относящихся к механике, гидравлике и электротехнике, решаемых 
единым графическим методом .  



ЧАСТЬ ПЕРВАЯ 

ГРАФИЧЕСКИй МЕТОД РАСЧЕТА ИЗМЕНЕНИИ 

ГИДРАВЛИЧЕСКО ГО РЕЖИМА В НАПОРНЫХ 

ТРУБО П РОВОДАХ 

ОБЩИЕ ПОЛОЖЕНИЯ 
§ 1. Установившийся режим. Для того чтобы расход Q в на­

порном трубопроводе оставался постоянным, необходимо и доста­
точно поддерживать н а  концах трубопровода неизменную р азность 
напора  h; величина  по�ледней зависит только от расхода Q и от 
конструкции трубопровода. Если н анести значения h на оси орди­
нат и значения Q на  оси абсцисс, получим кривую, которая хар ак-

1 
1 
j 

�"' 
1 
1 
1 

j _______ _ 

а) 

А' 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

Hucxoilл ее 1 

8' 

О цлц 6осхо1Jящс'е q 
8) 

Фиг. 1. 

8осхоilящее 
q а 

г) 

теризует данный трубопровод и носит поэтому название «характе­
ристической кривой трубопровода». 

В не этой кривой установившийся режим невозможен. 
Например, система ,  состоящая из резервуара R с постоянным 

уровнем воды в нем и трубопровода аЬ, в котором имеет место 
нисходящее течение ( фиг. 1 ,  а) , имеет в качестве характеристиче­
ской кривой в сечении Ь параболу (фиг. 1 ,  6) , которую можно по­
лучить, отнимая от отрезка ОА =h0 потери н апор а между сече­
ниями а и Ь. Точка D параболы· является предельной, поскольку 
в этом случае весь н апор h0 поглощается потерями .  

При  м алых изменениях р асхода относительно его нулевого зна­
чения характеристическая кривая. может быть заменена  с доста­
точной точностью отрезком горизонтальной прямой А' В' (фиг. 1 ,  в) .  

При восходящем потоке в том же трубопроводе характеристи­
ческая крИвая для сечения Ь представляет собой параболу A"D" 
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(фиг. 1, г), сl!мметричную параболе AD относительно горизонтали, 
проходящей tlepeз точку А. 

д�йствитеflЬНО, напор в сечении Ь должен в этом случае пре­
вышагь напор ho на величину потерь между сечениями Ь и а. 

"В�� режюл!>I, определяемые точками на характеристической кри­

вои rрубопроВОда, ВОЗМОЖНЫ, ОДНаКО устанав.'IИвается ТОЛЫ\0 

F' F" 
А' А' 

h h 

F 
о о а 

Фиг. 2. Фиг. 3. Фиг. 4. 

один !iз них, J3 зависиl\юсти от устройства, предназначенного длЯ' 

создачия или поддержания нужного режима. 
д.Ji$1 этого устройства, каково бы оно ни было (кран, турбина. 

насос) давлеа!'!е является функцией проходящего через него рас­
хода, � крива5J, которой изоб�ажается эта функция, характери-

РI зует устроиство, т. е. является его характери-
f' о"' " • 

, стическои кривои. 

Am '(;, Например, на фиг. 2 представлена харак-
-.... '=-""'_-_:-_ f!.o_-- теристическая кривая ЕР центробежного на-

h 

фиг. 5. 

соса при постоянном числе оборотов; на 
фиг. 3 показана характеристическая кривая 
Е' F' реактивной турбины с постоянным чис­
лом оборотов; линия OF" на фиг. 4 представ­
ляет собой характеристическую кривую отвер­
стия с истечением в атмосферу или турбины 
Пельтона при некотором открытии иглы; на­
конец, Е"' F"' на фиг. 5 представляет характе-

ристИЧескую кривую объемного на·соса с постоянным число:--1 
оборО1'ов, подаJОЩего постоянный расход воды ОЕ''', независимо 
от ве.Jiuчины {-![!Пора. 

ДлSl каждого из этих устройств возможными установившимиен 
режима.ми работы (h, Q) являются режимы, определяемые точ­
ками Ча характеристических кривых. 

От�10да сле.Ilует, что при последовательном соединении трубо­
прово

д,а и регул
иру

ющ
его устройс!ва режим их совместной ра­боты д,олжен оf!ределяться точкои пересечения характеристиче­

ских �ривых трубопровода и устройства,- единственной общей 
точкоn этих двуJ{ кривых. 

Эта будет, аэпрю.tер, точка М о (фиг. 2) в случае центробеж­
ного нчсоса и точка Mofff (фиг. 5) в случае объемного насоса, по­
даюrдl!::.; воду в трубопровод, изображенный на фиг. 1 ;  точка ki{ 
J4 



(фиг. З) в случае реактивной турбины и точка М� (фиг. 4) в слу­

чае турбины Пельтона, установленной в конце того же трубопро­

вода или в случае истечения через концевое сечение трубопро-

вода. 
б Трубопровод и регулирующие аппараты могут быть олее или· 

:-1енее сложными, но задача определения установившегася режима 
их совместной работы всегда сводится к изложенному, а именно, 
к нахождению характеристической кривой h, Q трубопровода и 
характеристической кривой h, Q аппарата или.комплекса аппара­

тов действующих одновременно. Точка пересечения обеих кривых 

опр�деляет давление h0 в месте размещения регулирующего устрой­
ства и расход Q при установившемся режиме в системе. 

§ 2. Неустановившийся режим. Если какое-нибудь из регули­
рующих устройств меняет режим своей работы во врем

.
ени (проис­

ходит открытие или закрытие проходных отверстии затворав, 
уменьшение или увеличение угловой скорости вращения насоса. 
изменение открытия турбины, или в других случаях уменьшение 
давления в сжатом газе, изменение уровня воды в верхнем или 
нижнем бьефе и так далее) давление h и расход Q изменяюrся 
во времени, также и во всех точках системы. Точка, определяющая 
режим в сечении регулирующих устройств, меняет свое положение 
в координатном поле h и Q и ее перемещения могут описывать 
бо.1ее или менее сложную кривую; в каждый отдельный момент 
времени она находится по-прежнему в пересечении характеристи­
ческих кривых трубопровода и регулирующих устройств в данный· 
момент, однако сами эти характеристические кривые будут пере­
менными во времени. 

Таким образом, задача, возникающая при неустановившемся­
режиме, приводится к той же постановке, как и в случае устано­
вившегася режима: необходимо иметь характеристические кривые 
трубопровода и регулирующих устройств, однако их необходимо• 
знать для каждого момента времени; иссл.едование неустановиr.­
шегося режима в гидравлических установках сводится к получе­
нию этих характеристических кривых. В последующем мы проил­
.1юстрируем применение таких кривых на многочисленных кон­
кретных примерах, заимствованных из практики устройств, широко· 
распространенных в промышленности. 

В дальнейшем точку (в координатном поле h, q), которой опре­
деляется режим в данном сечении, в данный момент времени будем 
называть соответственной 1. 

§ 3. Основные :::акономерности неустановившегося движения в· напорных трубопроводах. Составление условий динамического равновесия для бесконечно малого отрезка трубопровода и за­ключеннпй в нем жидкости приводит, как это было отмечено � предис_:ювии, к получению системы двух дифференциальных уравнении в частных производных с независимыми х (простран-
1 В поцаиннике «point . figuratif» (ПpUAf. ред.) 
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ство) и t (время). Решение этих уравнений показывает, что не­

установившееся движение жидкости выражется в форме рас­
пространения вдоль трубопровода фронтов волн давления и ско­
рости. Фронты волн, так же как и скорость их распространения, 
не претерпевают изменений при перемещении вдоль трубопровода, 
если физические величИны, характеризующие трубопровод н 
жидкость, остаются неизменными. Такие волны называются пло­
скими. 

Можно принять как постулат физического порядка, что изме­
нение режима, возникшее в векотором сечении трубопровода, р_ас­
пространяет�я в обе стороны от этого сечения в виде плоской 
волны. 

Принятие этого постулата в качестве эмпирического закона 
оказывается достаточным для того, чтобы определить основные 
закономерности неустановившегося движения с помощью элемен­
тарных теорем механики, не прибегая к каким бы то ни было спе­
nиальным математцческим пр_иемам. 

Подобный способ изложения представляет значительный прак· 
тический интерес, поскольку он не выходит за пределы физики 
явления и конкретных условий. Инженер-практик, знакомый с за­
конами механики и умеющий ими пользоваться, сможет ·свободно 
проследить и понять закономерности, управляющие таким ·слож­
ным явлением, как распространение волн, излагаемые со всей 
необходимой строгостью при исключительной простоте самого 
применяемого метопа. 

Рассмотрим бесконечный трубопровод постоянного диа-
метра D, имеющий •Стенки толщиной е, в котором первоначальный 
У'Становившийся режим характеризуется скоростью течения с0 
(фиг. 6, а) и, следовательно, расходом q0= cos (где s -площадь 
поперечного сечения) , и пьезометрическим наnором h0 в метрах 

столба жидкости, или давлением Po=ffiloho, где rоо-удельный вес 
жидкости. 

Предположим, что в векотором сечении Х произошло в течение 
времени t' по какой-либо причине изменение скорости от значения 
со до значения с1 и в результате этого также н.апора от значения 
h0 до (ho+F) (это может быть вызвано, например, закрытием вен­
тиля, происходящим в течение промежутка времени t') . Мы знаем. 
что это изменение режима распространяется по направлению к У 
со скоростью а'. Возрастание давления F вызывает при этом уве­
личение диаметра трубы, которое (если пренебречь инерцион­
ностью) распространяется с той же абсо.'lютной скоростью а'. 

В некоторый мо мент вре мени 't н ачало изменения режима бу-

дет приурочено, следовательно, к сечению В на расстоянии ХВ = 

= a''t ,  а окончание этого изменения к сечению А на расстоянии 
ХА =  а' ('t- t'). 

В результате, изменение режима в сечении Х, происшедшее 
в течение отрезка времени t', в дальнейшем распространяется 
!б 



б - 't' вдоль тру оправода в пределах отрезка длинои а , называемого 
лбом волны, который перемещается со скоростью а', не претерпе­

вая изменений. 
Спустя одну секунду лоб волны будет занимать положение 

А'В', причем АА'=ВВ'=а'. 
Применям к этому перемещению теорему количества движения 

в проекциях на  ось трубы. 
Рассмотрим объем жидкости, ограниченный с одной стороны 

сечением АА, а с другой -- сечением DD, н аходящимся на рас-

а) 

){ 
у 

с, 
-

Фиг_ 6. 

стоянии с0 от сечения В' В'. Через одну секунду частицы, н ахо­
дившиеся первоначально в этом объеме, заполнят объем, ограни­
ченный сечением В' В' и сечением ЕЕ, н аходящимся на  расстоянии 
с1 от АА. Дей.ствительно, сечение DD перемещаетс.я на  протяже· 

нии этой секунды ·С первоначальной скоростью со и приходит в по· 
л ожени е В' В' в то время, как сечение АА перемещается с изме­

ненной скоростью с1 и достигает полож�f:!ия ЕЕ. 
Изменение количества движения воды в трубопроводе в тече­

ние этой единицы времени ограничивается изменением его в выше­
указанном объеме; это изменение равно сумме всех .сил , приложен -
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ных к данному объему, в проекциях на направление скорости ; это 
и является содержанием теоремы.  

Объем ABB'D включает в себя лоб волны А В, количество 
движения которого обозначим через М, затем объем (а' +c0)s, 
все частицы которого имеют скорость Со, и количество движения 
которого в проекции на ось трубопровода выражается как 

(1) 

ооо rде Ро = g - плотно сть при давлении р = rooho. 
Объем ЕА'В' включает в себя лоб волны А'В', количество 

движения которого М сохраняется без изменения,  и объем 
(с1 +а') (s + ds), частицы которого имеют скорость с1, так что их 
количество движения ·составляет 

(2) 
где Pt- плотность при давлении р1 = -;;;1h1 ( поскольку изменение 
сечения ds является величиной второго порядка по сравнению с s, 
им можно пренебречь) . . 

Изменение количества движения в проекциях на ось ХУ выра­
зит.ся, ,следовательно, как 

s (а' (р1с•- р0с0 ) - р0с5 + p1ci]. (3) 

Силами,  приложеиными к рассматриваемому объему воды, яв-
ляются : 

в сечениях АА и ЕЕ давление (-р1) на площади s +ds; 
в сечениях DD и В' В давление ( + Ро) на площади s. 
Пренебрегая величиной ds, получим результирующую сил дав-

ления 
(4) 

Приравнивая уравнения (3) и (4) , производя сокращение на s 
и изменив знаки, получим  

Р1- Ро =�1h1 - -;;;oho =а' (РоС о- Р1С1) + Pocg- P1Ci. (5) 
Таково общее уравнение, связывающее изменения давления 

(PJ - Ро) с изменениями  скорости ( с1 -со), полученное в пред­
положении, что изменения режима распространяют·ся с абсолют­
ной скоростью а'. Следует отметить, что относительно жидко-

u со+ с1 сти, средняя ·скорость котарои равна 2 , скорость распростра-
нения составит 

1 + Со+ с1 а=а 2 . (6) 
Именно эта величина является постоянной для данных жидко­

сти и трубопровода. 
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Скорость а представляет собой величину порядка 1000 я 

в секунду, н то н рем я как с0 и С1 обычно не пре_;зышают не­
ско.1ьких метров в секунду. Поэтому можно пренеоречь значе­
ниюrи ?оС� и p1ci по сравнению с а'р0с0 и а'р1С1, равно как вели-

чиной (с0 + с1) по сравнению с а. С другой стороны, плотность 
воды меняется весьма мало даже при изменениях давления зна­
чительно больших, чем обычно встречающиеся в практике, в силу 
чего можно полагать 

С учетом этого ур авнение ( 5 )  значительно упрощается, полу­
чая вид 

нли, обозн ачая изменение давления ft1- ho через F, вид 
а 

F = g (с0 -- Cr ). 

(7) 

(8) 

Этот простой результат являет·ся .верным, впрочем, также 
и в том случае, когда скорость с не является .малой по ·сравнению 
со скоростью а; это показал Даррие, чье доказательство приВО' 
дится в ·сноске 1• 

1 Д о к а з  а т е ль с т в о Д а р  р и е (Darrieus). 
Если подставить выражение (6) для скорости относительно жидкости 

в уравнение (5), палучим 

и далее 

Обозначим 

тогда 

( �+�) 2 2 Pr-Ро а- 2 (росо- PrCt) + РоС0- PrC1 

Ро + Pt �р = Р1 - Ро (2)d и Р = 2 

- др �f) 
Р1 = Р + 2 ( 4 )d и Ро = р - -j- . 

(I)d 

Внесем эm веilичины в урав нение (I)d, после чего оно прюtе1 следую­
щий вид: 

со2- с21 + Со Cr Pt-p,,=ap(co-c,)+P- 2 -адр 2 

Напишем теперь уравнение сохранения массы в объеме Длины а' (фиг. 6, а): 
nлотность этого объема меняется от р 0 до р1 и изменение массы составит 
а' (Po-Pr); в то же время в этот объеч ЧЕ'рез сечение В' В' поступает масса РоСо. 
а через сечение АА вытекает масса р1с1. 
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Отметив, что всякое изменение режим а  вызыв ает распростра ­
нение волн , рассмотрим более сложный ,сJJучай, когда одновре­
менно с первой возникает вторая волна, р аспространяющанся 
в напр авлении, противоположно•:\! н аПр авлению первой.  Эта вто­
рая волна, возНИJ\Шая в связи с изменением режима пусть в ·се ­
чени и  У, вызывает переход созданных предыдущей волной скоро­
сти с1 и давления ho+F к их новым зн ачениям с и (ho +F) +f. 
Определим ве:шчину f. 

Пусть фронт волны, на котором величины с1 и (ho + F) ме­
няются до значений с и (ho+F) +f, находится (в некоторый мо­
мент времени )  н а  участке А" В" (фиг. 6 ,  6 ) ;  этот фронт переме·­
щается в направлении сечения Х с абсолютной скоростью а", а от­
носительно воды со скоростью 

С1 ...L., С а= а"- 2 (9) 
Из закона сохранения массы следует 

а' (ро- Pt) + РоСо - Р1С1 = 0, (7)d 
что может быть записано, имея в виду обозначения, данные выше, в виде 

( Со + Ct ) - Со + Ct - а- 2 dp + р (с0- с1)- dp --2 - = О 

ltли после упрощений 
а. dp =р (co-ct). (8)d 

Если это значение а�р внести в третий ч.'Iен правой части уравнения (6)d, 
то этот ч.'Iен и второй взаимно уничтожатся. 

с другой стороны, 4-й член приобретает благодаря �р значение величины 
(с0- Ct)2 

второго порядка и, благодаря 2 , даже значение величины третьего по-
рядка, так как величина а гораздо больше величины Со. Следовательно, этиu 
членом можно пренебречь, после чего уравнение принимает следующий вид: 

Pt- Ро = ap(co-ct) 

или вводя среднюю величину ro = pg 
а 

h1-h0 = g-(c0-ct), 

(9)d 

(to)d 

что в точности соответствует уравнению (7) �оговоркой, однако, что величины 
h1 и hn определены здесь по удельному весу ro, являющемуся средним из значе­
ний удельного веса при Pt и Ро- Поскольку, однако, удельный вес воды колеб­
лется при изменени и  давления весьма мало, различие между уравнениями (71) 
и (lO)d практически исчезает. 

Таким образом, члены уравнения 
цводится скорость а вместо а'. Этот 

(5), содержащие сб и с� исчезают, если 
результат окончательно разрешает часто 

с
2 

u о 
возникающий вопрос о роли кинетическои энергии воды 2g в явлении рас-

пространения во.�ны; эта роль, как очевидно, сводится к нулю. Мы считаем 
своей обнзанностью отметить, что доказательство Даррие аннулирует выводы 
нашего исследования «Общий графический метод с учетом кинетической энер­
гии», опублшшванного в N2 10 журнала «Revue generale de l'Hydraulique»; эти 
выводы следует, таким образом, считать ошибочными. Мы особенно благо­
дарны Даррие за указание этой ошибки. 
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Рассмотрим жидкость , находящуюся в зафиксированный нами 
б А"' А" B"D момент времени в о ъеме , .. ограниченном сечения ми 

А"' А"' с одной стороны и DD - с другом, причем последнее нахо ­
дится на расстоянии с от сечения В" В". По истечении одной се-

б ЕА'"В"'В" u 

кунды эта жидкость заполнит о ъем , ограниченным 
сечениями В" В" и ЕЕ, причем последнее сечение н аходится на 
расстоянии  с1 от деиствительно, перемещаясь со ско-А"'�"' ( .. 

r остью с, сечение DD о азывается через единицу времени в В" В", t' А"'А"' в то время, как , перемещаясь со скоростью с1, окажется 
в сечении ЕЕ) .  

Количество движения объема A"'A"B"D включает в себя ко­
личество движения его доли А"'А", имеющей объем a"s и дви­
жущейся со скоростью Ct, т .  е .  (p1a"s) с1; 

количество движения лба волны А" В"- пусть М"; 
количество движения на участке B"D объема cs, имеющего 

скорость с, т. е. (pcs) с, где р- плотность при изменившемся 
давлении р. 

Суммарное количество движения составляет 
(p1a"s) с1 + pc2s +М". (10) 

По прошествии секунды количество движения тех же частиц, 
но уже в объеме ЕА111В111В", включает в себя : 

количество движения доли ЕА"' объема c1s, движущегося 
со скоростью с1, т. е. (p1c1s)c1; 

количество движения лба волны А"'В"', равное количеству 
движения лба А"В", т .  е .  М"; 

количество движения участка В"' В" объема a"s, который 
теперь имеет скорость с и плотность р; это будет (pa"s) с. 

Суммарное ко.тшчество движения .составляет 
(pa"s) с+ pcis +М". (11) 

Си.ТJЬI , действующие на рассматриваемый жидкий объем в те­
чение единицы времени , составJшют 

- p1s в сечениях А"' А "' и ЕЕ, 
+ ps в сечениях DD и В" В". 

Изменение ·количества  движения р авно сумме приложеиных 
си.т1; сокращая на s и меняя знаки, получим 

Pt- р = -:n1h1- "Z;;h =а" (p1Ct- ре) + рс2- р1с{. ( 12) 

В силу доказательства  Даррие ,  или просто с учетом того, что 
величина с незначительн а по ·Ср авнению с а" и также, что вели­

·Чина р меняется м ало, выр ажение (12) приводится к виду 
а h1 -!1 = g (с1- с) (1 3) 

и .. 1и введя обозначение lz =h1 +f к виду 

- f = _!!:_ (с1 -с). (1 4) g 
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Складывая между собой урав нения (8) и ( 1 4 ) , н айдем см­
дующее фундаментальное соотношение :  

F-f=_!!__(C0--C) (15) g 
. 

KpoJ\te того, из самого определения ве.rшчин F и [ следует 
F+f=(h-lt0). (16) 

Уравнения ( 15) и ( 1 6 ) являются основными уравнениями не­
установившегося движения в трубопроводах.  Они в точности соот· 
ветствуют решению ур авнений в ча·стных производных, о которых 
мы говорили выше, и могут быть сформулированы следующИ'М 
обр азом :  

1 .  Изменение напора в векотором сечении трубопровода 
в результате возмущений режима р авняется сумме волн давле­
ния, р а спространяющю�ся вдоль трубопровода , накладывающихся 
друг на друга в р ассматриваемом сечении .  

2.  Соответственно разность волн давления р авняет.ся увеличен­а ному в g раз изменению скорости в р ассматриваемом сечении. 
3 .  Скорость а р аспро,странения волн F и f постоянна относи­

тельно воды ; для получения абсолютной скорости относительно 
трубопровода к величине а надо прибавить или отнять от нее 
скорость течения воды. 

§ 4. Примечанне 1. ( Потери напора) . В изложении выше не 
учтены потери напора на трение. Точно определить эти потери не­
возможно, однако в гр афическом методе, о котором будет идти 
речь далее, можно учесть эти потери  с "1юбой желаемой степенью 
точности. . 

§ 5. Примечанне 11. (Физическая интерпретация величин F и f.) 
Величины F и f в уравнениях (15) и ( 1 -6) пред'ставляют собой из­
менения давления ; эти изменения оказываются независящими от 
начального давления в трубопроводе и от того, р а·сположен ли 
трубопровод горизонтально или с укдоном. 

При  р аспространен-ии воJIН эти величины сохраняют их значе­
ния неизменными;  эти значения прибавляют·ся к первоначальному 
давлению, существовавшему в данном сечении . 

Необходимая оговорка относится только к · случаю, когда 
(F + f) вызывает такое уменьшение давления , что после вычита­
ния из величины начального давления это приводит к абсолют­
ному в акууму, равному - ha ( где ha обычно 6ароме"грическое дав­
ление, т . е. 10,33 д вод. ст. ) . В этом случае возникает н арушение 
сплошности, в результате чего жидкость в трубопроводе оказы ­
вается р азделенной на  два н езависимых отрезка. 

§ 6. Определение скорости распространения волн .  Рассмот­
рим движение волны F по отношению к осям координат , которые 

с -1- с сами движутся со скоростью 0 2-1 • По отношению к таким 

осям скорость фронта волны F будет как раз равна а, в то 
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время как скорости с0 и С1 превратится соответственно в 
Сп+ с1 Со + Ct Cu - -;г- и с! -- 2 

С цел ью упрощения чертежа заменим участок лба волны се­
чсние:-..r , в котором сконцентрируем резкое изменение давления 
и скорости, и пусть лоб находится в некоторый момент т в ·сече­
нии АА (фиг . б, в) . Через секунду .тю б волны займет положение 
А' А', причем АА' =а; одновременно будет происходить расшире -

ние трубы . 
В течение секунды через сечение А 'А' протекает количество 

жидкости, равное расходу (со- со ; с1 ) s, а через сечение АА 

протекает количество (с1 -- со t с1) (s + ds). Накопление жидко ­

сти в цилиндре длиной АА' равняется ( пренебрегая  величиной ds, 
являющейся величиной второго порядка по сравнению с s) 

V=(C0-C1)s. (17) 

Под действием возрастания давления F трубопровод расши ­
ряется пусть на  Л", а длина  призмы жидкости сокращается на  'Л.'; 
изменение объема, соответствующее количеству жидкости V, рав­
няется 

V = 1tDI," а+ Л' s. ( 18) 
Определим величины /," и )/. В согласии с законами упругости 

PL удлинение ), некоторой призмы равно Л = SE , где Р --сила, 
действующая на призму , S- ее сечение , L- длина и Е­
коэффициент упругости материала (призмы) .  

Для призмы воды длиной  а, подверженной действию доба-
вочного давления F, т .  е. силы шF на единиц)\ площади сече -
ния ,  получим 

(шF) а 
( 19) 

где в обозначает коэффициент упругости водь!, а ш--ее удель­
ный вес.  

Напряжение в металле трубоnровода от разрывающей силы, т. е. силы на единицу длины трубопровода , соответствующей . -- (;Е) D даменщо ( шF) , состав.1шет ер = 2е , г де е - толщина стенок 
трубопровода и D --его диаметр . Это напряжение приводит 
к удлинению кольца , равному: 

отсюда 

2 '"- ;p�D2. 
'ftt, - 2Ее ' 

Л'' = ( ;;;F) D2 
4Ее (20) 
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1 \ одста вим в ы ра ж е н и я ( 1 9 ) и ( 20) в уравнение ( 1 8) и заменим 
т..LJ2 
1- на s; тог да получим 

V = s;;;Fa [ fe + +] 
и л и после з а мены F согласно уравнению (8) § 3 и V согла·сно 

у р а внению ( 1 7 ) 
( C0 - C1 ) S = S • � ;  (C0 - Ct ) a [ fe + -+-] · 

Отсюда ,  после упрощений, скорость а определяется как 

г g 1 a = v � ( fe ++) " 
Коэффициент уnругости воды составляет 

s = 2 ,07 Х 1 08 кгjм2 , 
а коэффициент упругости (Е) стали примерно 

Е= 2 ,07 Х 1 010 кгjм2• 

( 2 1 ) 

D 
Отношение е колеблется обычно, в зависимости от величины 

давления, в пределах между 40 и 150; ro р авно 1 000 кг/.м3 и 
g = 9,8 1  м/сек. · 

В соответ·ствии с этим можно получить для величины а . з наче­
ния в пределах от 900 до 1 200 .м/сек. 

Поскольку с даже в самых редких случаях не превышает не­
СК·Ольких метров в секунду, ·скорость а относительно жидкости 
практически не будет отличаться от абсолютных скоростей значе­
ний а' и а", взятых по отношению к трубопроводу. Одновременно 
подчеркнем еще р аз ,  что в основное уравнение ( 1 5) входят мно­
жителем и менно величина а, которую м ы  сейчас определили. 

§ 7. Характеристические кривые трубопровода при неустановив­
шемся движении. Рассмотрим трубопровод АВ (фиг. 7) , обозначив 
р асстояние между сечениями А и В через L , поперечное сечение 
трубопровода через S ,  толщину стенок, одинаковую на  всей длине 
трубопровода , чер ез е и ·среднюю скорость течения в трубопро­
воде через со. 

Если пренебрегать гидравлическими сопротивлениями , то ха­
рактеристическая кривая трубопровода в сечении А при устано­
вившемел движении изображается горизонтальной прямой MoN 
(фиг. 8) , при начальной соответственной точке М о ,  имеющей абс­
циссу, равную q = c0S, и ординату ho, равную давлению в сече­
нии А трубопровода .  Если последний горизонта.1ен, эта прямая ro· 
дит�я в качестве характеристической кривой для сечений трубо­
провода н а  всем его протяжении . Если трубопровод имеет уклон. 
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можно сохр а н ить в к ачестве ха р а ктеристической крив.:>й горизон ­

т а  п ьную .1 инию M0N, п р и  условии поднятия ил и опускания оси . 0' ' О" " 00' абсцисс на линии  % ил и Q0 , т. е .  н а  вел ичину отрезков 

ил и 00", р авную разности 
уров ней между точкой А и се­
чен ием , для которого и щется 
х а р а ктеристическая кр ивая . 

Для того чтобы иметь воз­
мож н ость пр оследить за  про ­

цессами, которые будут про-

Фиг. 7 .  

N 

о'  

о" 

Фиг 8. 

исходить в дальнейшем в трубопроводе ( в  ,сечениях А или  В или 
между этими сечениями ) , необходимо уметь определять характе­
ристические кривые в различных сечениях трубопровода в слу­
чае, если р ежим меняется во времени . 

Рассмотрим ,  например,  некоторое сечение Е между А и В и 
пусть ht - давление и qi - расход в этом сечении в момент вре­
мени i ,  причем счет времени ведется с момента возникновения 
по какой-либо причине изменения  режима в рассматриваемом 
сечении .  Пусть точка iв на фиг . 9 будет соответственной точкой 
этого режима . 

Исходя из изложенного ранее ,  режим (htqi ) возникает в ре­
зультате встречи в сечении Е волн, перемещающихся со ско ­
ростью а, из которых одна (Fj) движется в направлении,  проти­
вопо.llожном течению потока , т .  е .  от� к В (фиг .  7 ) ,  а другая 
(ji )  по направ.llенпю течения потока , т .  е .  от Е к А .  

Уравнениями .  связывающими напор h* со скоростью потока 
и , С.llедовате.llьно ,  с расходом q = Sc,  яв.llяются полученные в §  3 
уравнения ( 1 5 ) и ( 1 6 ) ,  которые воспроизведем здесь, заменив 
скорость t: величиной � : 

:s ( qo - q) = F - f, ( 1 )  
h - h0 = F + f. (2)  

* Под h следует подразумевать величину z + Pli (ho - напор д.чя всех се­
чени ii nри отсутствии движения) ; в то же время отклонения при неустановив­
UJемся движении значений р/7 и.1и z + p/j в сечении равны между собою. 
13 под.� и н н и к е  h называется всюду давлением ; в переводе принят термин 
н а пор (При н .  ред. ) . 
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При помощи этих уравнений можно было бы определить ре ­
жим ( hi, qi ) в сечении Е, подставив для волн F и f их значения 
f i и fi в момент i. Однако обе эти волны изменяются во времени 
.no некоторому неизвестному пока закону . Следовательно, уравне­
ния ( l ) и (2 )  содержат четыре неизвестных ( h, q, F, f) ; поэтому 
не представляется возможным извлечь отсюда зависи:'lюсть только 
между величинами h и q, являющуюся искомой хар актеристиче­
ткой кривой. 

Представим себе теперь наблюдателя, перемещающег�ся вдоль 
трубопровода со скоростью а. Пусть в момент времени t этот на­

о 

Фиг. 9. 

блюдатель начинает дви· 
гаться из сечения Е в на ­
правлении течения потока 1 ;  
в этом случае для него вол· 
на f будет сохранять посто­
янное зн ачение fi, а пере­
менными будут величины h, 
q, F; исключив же величину 
F при посредстве ур авне­
ний ( l )  и (2 ) , можно полу- · 
чить закон, устанавливаю­
щий соотношение · между 
переменными (h ,  q) и име­
ющий силу для любого се·· 
чения между Е и А ,  которое 
проходит подвижный на­
блюдатель ;  получаемое та­
ким образом соотношение 
между величинамИ h и .q и 
яв.тrяется характеристиче­

ской кривой, устанавливаемой подвижным наблюдателем. · 
Аналогично для наблюдателя, н ачавшего в момент i движение 

из сечения Е со скоростью а по направлению к В, волна  F сохра­
няет постоянное значение Fi. Имея три переменных h, q, f и исклю­
чая f при посредстве уравнений ( l )  и ( 2 ) , можно оп!}еделить 
зависимость между величинами h и q, которая является 
пекомой характеристической кривой для сечений, через ко­
торые проходит наблюдатель, персмещаясь от сечения Е к сече­
нию в .  

И з  сказанного следует, что понятие «Хар актери-стическая кри­
·в ая трубопровода при неустановившемся режиме» имеет в виду 
наблюдателя, перемещающеrося вдоль трубопровода со скоростыо 

1 Разумее rсн,  что персмещение наблюдателя явJJяется воображаемым н 
здесь не может ставиться B!JП!'JOC об относитедьном движении. Можно б:.шо бы 

,с одинаковым успехом предп�ложить, что наблюдатедь остается 'llеподвижным: 
1:1 взглядом следит за волной f, с тем чтобы видеть ее постоянной, обладая 
·к тому же способностью регистрировать р асход н давдение в каждой точке, 
nроходимой волной. 
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вол н ы  а ;  эта к ри вая меняет вид .в зависимости  от направления 
n еремещения наблюдателя.  

Определ и м  эту кривую сначала для случая , когда наблюдатель 

перемещается в напра влении, противоположном направлению те-
чения потока . 

в это м случае  волна  F сохр аняет постоянное значение . В се-
чени и  Е в :-.юмент i выхода из него наблюдателя имеем :s ( qo - ql )  =Fi -- fi • (3 ) ' 

(4) 
Поскольку на  всем пути движения наблюдателя, перемещаю­

щегося со скоро.стью а 1, имеет место условие F = F1, то для лю­
бого сечения будут справедливы уравнения :s (qo :-- q) = Ft - f, (5) 

h - ho = Fi + f. (6) 
Исключая из этих ур авнений при посредстве уравнений (3) 

и (4) величины Qo и ho, можно получить 

:s (ql - q )  = - (f - ft ) ,  (7) 

h - h� = U - ft ) .  (8) 
откуда после исключения (f - f1) следует · 

(hl - h) = :s (qi - q ) .  (9) 

Уравнение (9) и является искомой зависимостью между h и q. 
Мы видим , таким образом, что характеристической кривой яв­
ляется прямая l!R (фиг. 9) ,  проходящая через соответственную 
точку iE, хар актеризующую режим в сечении выхода наблюдателя 
в момент начала его движения и имеющая угловой коэффициент, 

u + а р авныи gS . 
Определим теперь хар актеристическую кривую в случае, если 

наблюдатель перемещает.ся в направлении течения потока.  
В этом случае постоянное значение, р авное f1, будет иметь 

волна f. В. любом месте прохождения наблюдателя во время его 
перемещения от Е к А со скоростью а будут иметь место условия 

:s (qo - q) -:- F - fi •  ( 10) 

!t - h0=F + ft. ( 1 1 )  

с0 + с  
1 В действите.�ьности следовало бы вводить скорость а' = а - � , но, 

как мы видели, величина с пренебоежимо ма.1а по сравнению с а и можно при-
равнять а' к Cl. 

• 
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Исключа я иэ этих двух ур авнений и уравн ений ( 3 )  и (4 )  ве­
личины Qo и ho, получим 

а 
gS ( qt -- q )  = F - ft , ( 1 2 )  

( 1 3) 

откуда после исключения F - ft следуе1;, 

( 1 4) 

что является искомым соотношением , представленнем которого 
является прямая P'R' (фиг .  9), проходящая через соответствен­
ную точку iв режима в момент выхода наблюдателя из сече-

ния Е и имеющая уг.rювой коэффициент (- :s ) . 
Эта прямая симметрична предыдущей относительно горизон­

тали , проходящей через соответственную точку iв. 
§ 8. Основной принцип графических построений. Для подвиж­

ного н аблюдателя , перемещающегося со скоростью волны, ха­
р актеристическая  кривая  трубопровода при неустановившемся 
режи·ме представляет ·собой, таким образом,  прямую, угловой ко­
эффициент которой зависит только от постоянных а и S, харак­
терных для трубопровода ,  в то время, как знак зависит от направ ­
ления перемещения наблюдателя . 

Чтобы построить эту прямую , достаточно знать одну из точек 
на ней, например соответственную точку в момент начала 
движения н аблюдателя в сечении ,  откуда он н ачинает движе­
ние . 

В ажно отметить, что эта прямая отр ажает реальный физиче­
ский закон, который можно сформулировать следующим обра­
зом :  

Наблюдатель, выбывающий и з  сечения Е в момент времени i .  
когда режим здесь был h1 ,  q1 ( соответственная точка iв) и пере­
мещающийся со скоростью а, регистрирует при прохождении 
через любое сечение трубопровода напор h и расход q , которые 
связаны между собой линейной зависимостью, определяемой по­
стоянными а и S, характерными для трубопровода , величинами h1• 
q1 в пункте отправления наблюдателя и направлением , в котором 
наблюдатель перемещается .  

Таким образом уже нет р ечи о волнах F и f, они исключи­
лисЪ, однако именно ф акт их существования приводит к упомя­
нутому выше линейному закону. Знание этого закона позволяет , 

с л едо в ате.ТJ ь н о  ( и  м ы  это пока жем в дальнейшем ) , н аходи ть соот -
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ветственную точку режима в любом месте и для любого момента , 
не зная величины ·самих волн ,  создающих этот режим 1 •  

§ 9. Графическое определение величин F и f. Если все же тре ­
буется установить величину обеих волн в любой момент и в лю­
бом месте, где известен режим, это осуществляется легко. Пусть 
известна ,  н апример ,  соответственная точка ie в сечении Е в мо­
мент времени i ;  уравнения (3 )  и ( 4) , решенные относительно Fi 
и fi. дают 

откуда легко установить (фиг. 9) ,  что 

2Ft = MoR: 2ft = MoR' .  

( 1 5 ) 

( 1 6 )  

причем точка R определяется пересечением ординаты, проведен­
ной через соответственную точку установившегася режима в на ­
чальный ,момент времени, и характеристической прямой PR, по ­
лучаемой при следовании за волной F1, а точка R' определяется 
пере·сечением той же ординаты и характеристической прямой P'R', 
получаемой при следовании за волной fi· 

Этот пример следует р а·ссматривать, впрочем ,  лишь как иллю­
страцию, не представляющую интереса при решении практиче­
ских з адач ;  последнее может быть получено исключительно с по­
мощью закона ,  выраженного ур авнениями (9 ) и ( 1 4 ) при любой 
сложности задачи . 

О П Р ЕД ЕЛ Е Н И Е  ИЗМ Е Н Е Н И И  Р ЕЖ И МА В ТРУБО П РО В ОД Е  
'-... 

А. Простой трубопровод 

§ 1 0. Начальные условия. Выбор единицы времени и обозна­
чения. Пусть имеется участок трубопровода ( фиг. 1 0 )  длиной L , 
сечением S, скорость р аспространения фронта волн в котором рав­
няется а и который снабжен на  концах некоторыми регулирую- . 
ш.ими устройст.вами А и В .  Пу·сть характеристические кривые по­
следних Ч' А и ЧF В• переменные во  времени, известны для каждого 
момента времени .  

1 Интересно отметить общность этоrо закона вне зависимости от среды рас­
nространения волн. Понятие волны всегда включает две nеременвые физические 
величины (в нашем случае h и q, в ЭJiектричестве наnряжение и силу тока и 
т. д.l) , и наблюдатель, перемещающийся со скоростью волн, установит, что эти 
величины в любом случае связаны между собой одним и тем же линейным за­
Iюном. Поэтому выводы, к которым мы придем, могут быть применены в любой 
области физшш ; третья часть настоящего труда и посвящена вопросам этого 
п р и менения в различных областях механики ,  

29 



Прим ем за единицу вре м я .  затра чиваемое подвижным на блю­
дателем на  пе ре ме щение со с 1шростью а от се че.ния А до сечения В 

L и обозначим эту един ицу через 't ;  та ким образом ,  't = а =  1 . 

'А 
6 

t - Со -·--·- �Е·+ 
t------ L ' 

Фиг 1 0. 

За  начало отсчета времени при­
:vtем момент начала изменения 
режима в одн о м  из двух регули­
рующих устройств, например , в А, 
и предположим , для общности, что 
из1tенения режима  во втором ре­
гулир ующем устройстве В возни­
кают в МО:\1ент времени , отличный 

от нуля , например ,  в мом ент e < -r. 
При установившемся режиме соответственной точкой для 

всего протяжения трубопровода от А до В является точка М пе­
ресечения ХарактерИСТИЧеСКИХ КрИВЫХ 'VA И Ч'в ОбОИХ регули­
рующих устройств (фиг. 1 1 ) .  Этот с м ысл точки М сохр аняется 

N 

1 
о 

Фиг.  1 1 .  

1 
fl. 

1 7/18  
1 

для всех наблюдатеJ1ей, начинающих движение из В в моменты 
времени, предшествующие моменту + е, и для наблюдателей, от­
правл яющихся из сечения А в период времени, предшествующий 
нулю . С другой сто р о н ы ,  значение -r =  ( - 1 ) является п о с л е д н и м  

м г н о в е н и е м  от п р а в л е н и я  н а бJi юдателя из сечен и я В,  если он хо-
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чет констатировать в А начальный режим (так как этот наблюда · 

тель прибывает в сечение А в момент времени нуль) . Точно также· 
время ( е - 1) является последним мгновением для н аблюдателя, .  
который, направляясь из А, обнаруживает в сечении В еще на­
чальный режим ( прибывая .сюда в .момент времени е) . 

Для наглядности в гр афических построениях и лучшего пони ­
мания чертежей, которые мы будем получать, условимся о сле­
дvющем обозначении соответ·ственных точек. 

• Поскольку координатами соответственной точки являются на­
пор и р асход, устанавливаемые наблюдателем в данное время и 
в данном ме·сте, обозначим эту точку буквой, которая показы­
вает момент времени, и индексом,  обозначающим соответствующее· 
сечение трубопровода .  Именно таким обр азом обозначена на 
фиг. 9 соответственная точка iв режима я момент времени i для 
сечения Е. 

Это абсолютно необходимое и общее пр авило делает чертеж, не 
внося в него больших усложнений, значительно более ясным, так 
как дополняет его ( в  виде своего рода отметок) значениями обоих 
координат - времени и простращ::тва . 

§ 1 1 . Граничные режимы в концевых сечениях. Проследим 
сначала за перемещением наблюдате.'lя ,  выбывающего из сеqе­
ния В в предельное время s .  Поскольку в момент его выбытия 
в сечении В еще сохранялся на чадьный режим ,  хара ктеристиче­
ской кривой для него будет прямая МР (фиг .  1 1  ) ,  проходящая 

а 
через точ ку М и имеющая угловым коэффициентом + gS (так  
как наблюдатель перемещается в направлении,  противоположном 
течению ) . В момент прибытия наблюдателя в сечение А соответ ­
ственная точка должна принадлежать как прямой МР, так и 
характеристической кривой W А < •+ I )  регулирующего устройства А 
для этого ж е  мгновения ;  следовательно ,  соответственная точка 
(е + 1 )А опредеJшется пересечением названных характеристиче­
ских прямой и кривой . 

Если наблюдатель совершает затем обратный путь от А к В ,  
имея известным режим в сечении А в момент времени s + 1 ,  он 
установит, что новая  хара кте.р.истическая кривая трубопровода 
выразится прямой, проходящей через точку (е + 1 )  с угловым 
коэфф�циенто.м (- :s) ,  поско.1ьку наблюдатель продвигается 
в направлении течения. Заметим , что эта нрям.ая· симметрична 
предыдущей относительно вертикали , проходящей через только 
что по .'lученную соответственную точку ( е + 1). Для наблюдателя,. 
прибывающ?го в сечение В . в момент времени ( е + 2 ) ,  соответ­
ственн а я  тСi ч ка режима будет находиться на этой прямой и на ха ­
ра ктеристической I<ривой 'lfв <• +2J регулирующего устройства В для 
того же момента времени , т. е . в то ч ке их пересечения ( s + 2 )в .. 

Располагая зна нпем режима в сечении В в момент времени 
е +  2 , наблюдатель . выбыв ающий в направлении к сечению А ,. 
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будет знать новую хара кrеристическую нрямую ,  которая пройдет 
через то ч ку ( е + 2 )в. им ея угловым коэффициентом + :s ( по ­
ско.1ь ку на блюдатель перемещается в на правлении, противопо ­
.'lОжном течению ) . У чтем, что эта прямая является симметрич ­
ной предыдущей относительно вертиъ:али , проходящей через 
соответственную точ ку ( е + 2 )в. Для сечения А в момент вре-
м ени ( е + 3) прибытия туда на блюдателя соответственная точка 
будет определяться пересечением данной прямой и хара ктери ­
сти чес кой кривой W А < •  tз> регулирующего устройства А в тот же 
момент времени ;  это будет точка ( е + З)А. 

Последующие перемещения наблюдателя от А к В и обратно 
будут отражаться на  чертеже ( фиг. 1 1 ) также в виде ломаной 
линии, вершины которой,  попеременно расположенные на харак . . 
теристических кривых регулирующих устройств А и В, соответ­
ствуют моментам, р а зделенным между собой временем -r, когда 

· наблюдатель меняет направление своего перемещения в А или В. 
�·гловым коэффициентом сторон ломаной линии будет попере­

а 
менно ± gS , в зависимости от направления движения наблюда-
теля - от В к А или от А к В. 

Таким же образом можно проследить за  перемещением на­
блюдателя,  начинающего движение из сечения А в момент вре­
мени нуль, для которого режим также известен, определяя-сь точ­
кой  М. Для этого наблюдателя характеристической кривой тру­
бопровода будет прямая МР', проходящая через точку М, соот­
ветствующую .сечению к моменту начала движения и имеющая 

угловой коэффициент ( -- :s ) , поскольку наблюдатель пере­
мещает·ся по направлению течения. 

Соответственная точка режима  для сечения В и времени, р ав­
ного единицы (прибытия наблюдателя в это сечение ) , лежит, сле­
довательно, на  этой прямой , и одновременно н а характеристиче­
ской кривой чr в регулирующего устройства в в данный момент, 
т. е .  в точке 1в их пересечения. 

Поскольку режим в сечении В для момента времени 1 опре­
делен теперь точкой 1 в , характеристическая кривая трубопро­
вода для н аблюдателя, продолжающего далее движение по на ­
пр авлению к сечению А ,  будет представлена прямой ,  проходя­
шей через точку 1в и сим'Метричной предыдущей прямой .  Соот­
ветственная точка для ·сечения А в момент времени 2 прибытия 
туда н аблюдателя р асположена н а этой прямой и одновременно 
н а  характеристической кривой чr А2 регулирующего устройства А 
для этого момента, т .  е . в точr<е пересечения 2А-

Продолжая задавать перемещение н аблюдателя туда и об­
ратно , находят вторую ломаную линию, исходящую как и преды­
дущая, из точки М и имеющую вершины, р асположенные на ха­
рактеристических кривых регу.тrирующих устройств А и В для мо-
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ментов времени, р азделенных интервалами 2-r. Режимы, опреде­
ляемые соответственными точками в вершинах ломаных линий, 
р азделены между собой , таким образом, интервалами времени по­
переменно ( 1 - е) и ( 1 + е) для сечения А и попеременно в ( 1 + е) 
и ( 1 - е) для сечения В. 

Построения на фиг. 1 1  произведены в предположении, что, на ­
чиная от  .момента времени 5 ,  характеристическая кривая регули­
рующего у·стройства В остает·ся неизменной;  построения продол­
жены .до момента времени е +18. 

В этих условиях оказывается, что соотвеТ�ственные точки 6А и 
( е  + 7)А  определяют в трубопроводе течение в напра,влении, про­
тивопоJiожном первоначальному. Это не меняет, очевидно, общую 
закономерность, которую М ЬD сейчас обнаружили и которая фор­
мулируется следующим образом:  

для наблюдателя, перемещающегося в напр авлении, обр атном 
его предшествующему перемещению, новая характеристическая 
прямая симметрична предыдущей по отношению к вертикали ( или 
горизонтали ) ,  проходящей через соответственную точку режима 
в момент начала дВiижения в обратном н апр.авлении. 

§ 1 2. Замечание по поводу прерывности в изменениях состоя­
ния среды. Описанное построение отмечается большой наглядно­
стью. Каждая '::торона ломаных линий соответствует перемеще­
пию наблюдателя между концевыми сечениями А и В, а каждая 
вершина возврата линий на характеристической кривой регули­
рующего устройства соотве'f\ствует обратному возвр ащению на­
блюдателя из сечения регулирующего устройства. 

Таким образом,  построение представляет собой больше, чем 
метод расчета ;  это скорее изображение самого явления, где из­
лому линии на  характеристической кривой соответствует действи­
тельное отр ажение волны в сечении регулирующего устройства 

Из р ассмотрения построений на фиг. 1 1  можно вывести также 
некоторые заключения ; первое из них сводится к тому, что в не­
который момент времени e + n-r режим в концевом сечении А опре­
деляется предшествующими режимами ,  числом n, р азделенными 
интервалами времени 't', в сечениях В и А ,  и только от этих режи­
мов. 

Иначе Говоря, режимы, обязанные своим возникновением из­
менениям режима работы регулирующих устройств, хотя бы и 
непрерывными, ·определяются значениями последних, разделен­
ными интервалами 't', а никак не промежуточными. Найденные n 
точек остаются одними и теми же, если только для соответствую­
щих моментов времени остаются неизменными характеристические 
кривые вне з ависимости от того, как эти кривые меняются в про· 
межутках (в  частности, мгновенно �и непрерывно) . От.сюда сле­
дует, что состояние для пекотарого момента времени среды, в ко· 
торой распространяются волны, не  зависит от состояния в бес­
конечно близкий предшествующий момент времени, как это имеет 
Место для непрерывных nроцессов, а зависит только от режимов 
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в местах возникновения или отражения волн в моменты времени, 
разделенные интервалами 't'. Изменения режима (h, q) могут быть, 
таким образом, определены дискретным обр азом также в случае, 
если режим работы регулирующих устройств меняется непре­
рывно. 

§ 1 3. Замечания по поводу универсальности графического ме­
тода в сопоставлении с аналитическими методами. Режимы, опре­
деленные построениями на  фиг. 1 1 , можно назвать граничными, 
поскольку ими определяется во времени ряд р ежимов,  обяз анных 
возникновению возмущений либо в сечении В ( в  момент времени е 
liачала  работы регулирующего устройства В ) , обусловливая появ­
ление соответственных точек 

М, (е + I )A, ( е + 2 )в, ( е + З )А, ( е + 4)�. ( е + 5 )А, ( е + б)в . . .  , 

либо в сечении А (в  момент времени, совпадающий с началом ра­
боты устройства А) ,  что обусловливает появление цепи соответ­
ственных точек : 

Соответственные точки этих двух цепей являют·ся особыми точ­
J<ами, так как они связаны с внезапным возникновением явления. 

При сопоставлении этого метода ·с методом Аллиеви 1 .можно 
видеть, что полученная цепь в виде ломаной линии (фиг. 1 1 )  со­
ответствует цепным уравнениям для периодов, называемых «пол­
ными циклами», с той р азницей, что каждое цепное ур авнение 
дает отношение � давления h к первоначальному давлению ho, 
тогда как  графическое построение дает давление h. Практическая 
ценность использования отношения величин вместо самих вели­
чин заключается в возможности классифицировать трубопроводы, 
группируя их по признаку одинакового �. т. е. одинаковой отно­
сительной величины гидравлического удара .  

Однако ·следует з аметить, что уравнения Аллиеви могут быть 
составлены только в тех случаях, когда характерис1iической кривой 
регулирующих устройств является пар абола с вершиной в начале 
координат, как это имеет место, например, в случае простого от­
верстия в сечении В, или если хар актеристическая кривая регу ­
лирующего устройства является горизонтальной линией, т. е. в слу­
чае н аличия безграничного резервуара в конце А трубопровода. 

В других р аботах 2 Аллиеви получил решение для случая, ко­
r·да в конце трубопровода установлен центробежный на·сос, но он 
должен был заменить при этом реальную хар актеристическую 
кривую насоса близкой к ней параболой, что в известной степени 
снижает общность полученных результатов. 

Наконец, во всех случаях цепные ур авнения определяют лишь 
давление, но не дают значений расхода. 

1 Теория гидравлического удара , Л .  Аллиеви, изд. Дюно (Париж) . 
2 Arresto di una  colonna l iq u i d a ,  L. All iev i ,  L' E!ectrotecnica,  25 oct . ,  1 934. 
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Эти замечания показывают преимущества графического ме­
тода , приводящего к построениям на фиг. 1 1 . Действительно: 

этот метод применим при любых характеристических кривых 
регулирующих у·стройств А и В и нет необходимости в какой бы 
то ни было аппроксимации этих кривых, сохр аняемых в их под­
линном виде, что представляет определенный интерес; 

метод определяет для каждого раосматриваемого момента од­
новременно расход и давление, а знание расхода часто также не­
nбходимо как и зн ание давления ; 

на конец, этот метод гораздо менее трудоемок, чем любой а н а ·  
литический, поскольку даже в простых случаях, изученных Алли­
еви, значения � получаются из решения уравнения второго по­
рядка ,  что значительно сложнее, чем нанесение на чертеже пря­
мой линии и соответ.ствующей характеристической кривой. 

§ 1 4. Промежуточные режимы в концевых сечениях. Большой 
интерес представляет также получение в сечениях А и В значе­
ний режима для любого момента времени.  Такие режимы мы бу­
дем называть промежуточными .  

Гр аничные режимы устанавливаются наблюдателем, выбываю­
щим из сечения В ( или из сечения А ) в момент времени е (или , 

соответ.ственно, нуль ) . Если же наблюдатель отправляется из .  се­
чения В в момент времени,  промежуточный между е и ( -· 1 ) ,  на­
чальный режим бу:дет также представляться точкой М. Хар акте­
ристическая пря.мая будет ·в этом случае той же, что и ДJIЯ 
наблюдателя, выбывшего в момент времени е, т. е. прямою МР 
( поскольку она .должна проходить через точку М и иметь тот же 
угловой коэффициент) ; наблюдатель nрибывает в ·сечение А в про­
межутке времени между ( е + 1 )  и нулем, и соответственная точка 
режима будет расположена Щl прямой МР и на характеристиче­
ской кривой регулирующего устройства ,  соответствующей момен­
там прибытия наблюдателя. 

Та ким образом , промежуточные точки в интервале времени 
между ( е: + 1 )  и нулем будут находиться на  прямой МР в пере­
сечении с хара ктеристическими кривыми регулирующего устрой­
ства . Если , например ,  характеристическая кривая регулирующего 
устройства А б у дет постепенно изменяться от W А к W А (s+ t ) •  все 
промежуточны е соответственные точки будут находиться между 
М и ( е + l )A (фиг . 1 1 )  . 

. Точно так же для н аблюдателя, отправляющегося из А в мо­
.менты, предше.ствующие нулевому, а именно в интервалы вре­
мени между ( е  - 1 )  и нулем,  начальный режим определяется точ ­
кой М, характеристической кривой трубопровода будет прямая 
МР' и соответственные точки в В в интервале времени между е 
и 1 будут определяться пересечеНJием прямой МР' с характеристи ­
ческими кривыми устройства В для соответствующих моментов. 
в ремени. 

Все промежуточные соответственные точки в В в период вре­
.ме�:�и между е и 1 находятся , следовате.'IЬНО ,  на прямой МР'.  
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Если ха ра кте рист и ч еска я кри ва я устройства В меняется посте ­
п е н н о  от W в до W в1 ,  то эти точки будут на ходиться между М 

.и 1 в (фиг .  1 1  ) .  
Если наблюдатель будет продолжать движение в прямом и 

обр атном направлениях, каждая из промежуточных точек явится 
основой для новой ломаной линии,  вершины которой также бу­
.дут расположены на характеристических кривых сечений А и В 
.я разделены во времени интервалами t. Для иллюстрации сказан-

__ Промежуто vные режимы 

- Грани vные режимы 
'f:= .J._ = * , Е =  1 О а 

Фиг.  1 2. 

шого на фиг. 12 нанесены промежуточные точки для случая ин­
't 

л·ервалов времени, равных е = 4 . 
Для упрощения обозначения соответствующих точек за  единицу 

't 
1 времени примем величину 4 (т .  е. положим t = 4) .  Фиг. 1 2 по-
, строена в предположении монотонного перемещения характери­
' с1ических кривых В и А в поле h, q, но оно может быть также лю­
, .бым, что не nривело бы к усложнению графических построений :  
:nросто точки lA ,  2А, ЗА, 4А и 2в. 3в были бы иначе расположены 
: на прямых МР и МР'. 

§ 1 5. Режимы в промежуточных сечениях по длине трубопро­
' вода. Предыдущие построения nозволяют оnределить режимы в се­

чениях А и В в любой момент времени, требуя для этого един .. 
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ственного условия - чтобы были известны характеристические 
кривые для ·соответствующего времени в этих сечениях. 

Пусть теперь поставлена задача определения режима в неко-· 
торое время i в пекотором сечении Е, промежуточном между А, 
и В (фиг. 1 3) . 

L'  Обозначим через 't' = а время перемещения наблюдателк. 
L" 

между сечениями А и Е, а через 't" = а - соответственно между 
сечениями В и Е и пусть ( i - 't")в (фиг.  1 4) - соответственная; 
точка для момента ( i - 't11) в сечении В ( которая может быть 
найдена способом ,  изложенным выше) , 
а ( i - 't' )A - соответственная точка для 
момента ( i - 't' ) в сечении А .  

Е 8 - L 
- со ' = , г 

. , ,  
L '  L 'l -----1 r= a- р 

' 1  

L [ � _!:::_ о q, qo ll 

Фиг. 1 3. Фиг. 14. 

Для наблюдателя ,  отnрав.1яющегося в момент временю 
( i - 't") из В к А ,  т ., е .  в наnравлении,  nротивоположном течению� 
характеристической nрямой будет ( i - 't11)вР (фиг .  1 4) , nрохо­
дящая через точ ку ( i - 't")в и имеюща я угловой коэффициент 

а + gS • Соответственная точка должна 
быть на этой nрямой и тогда , когда 
наблюдатель nроследует через сечение 
Е в момент времени ( i - 't") + 't11 = i . 

о 

Для наблюдателя , отnравляющегося 
из А no направлению к В в момент 
времени ( i - 't' ) ,  характеристической 
nрямой явится ( i - 't1 )AP' .  Она прохо­
дит через точку ( i - 't' )A , и имеет коэф-
фициентом (- :s ) ,  nоскольку пере-

Фиг. 1 5· 

t" , 

t 1'-t'= 'C 
r'- r+ t - z 
.-!.r- t � - 2 

мещение наблюдателя происходит в наnравлении течения.  Соот­
ветственная точка должна быть на  этой nрямой и тогда , когд& 
наблюдатель пройдет сечение Е в момент времени ( i - 't' )  + 't' = i�  

Оба наблюдателя, встретивщись в точке Е в момент времени i., 
цолжны будут зафиксировать один и тот же режим , т. е. искомш� 
режим будет выр ажен соответственной точкой iв в пересечениm 
нрямых, связанных с этими двумя nодвижными н аблюдателями . 

С другой стороны, если известны ·Соответственные точки t � И; 
t� в сечениях В и А ( фиг. 1 5) (при условии , что t" - t' = t<т:) , ТО• 
лва наблюдателя , покинувшие сечение В в момент времени t" и 
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сечение А в момент времени t', встретятся в пункте Е н а р асстоя­
iНИИ L' от А и ·U' от В, причем 

t' + _!!_ = f' + !!._ L' + L" а а и а -a = 't,  

Отсюда можно найти 

L' _ 
't + t 

_ L 't + t 
- а  2 - 2't ..... 

1 't + t 't = -2- , 

L" - 't - t 
_ L 't - t 

- а  2 - 2't 

" 't - t 
't = -2-

( 1 )  

(2) 

(3) 

(4) 
Точка пересечения характеристических прямых ,  проходящих 

через t� и t� , является соответственной точкой режима в пункте Е, 
определяемом уравнениями ( 1 ) и (3 ) ,  в момент времени ( t' + 't' ) 
или ( t" + 't"

) ,  что то же  самое .  
Используя этот результат, можно установить, что точки пере­

сечения ·сторон лом аных линий,  проходящих через промежуточные 
2L 

граничные точки эквидиста нтно во времени внутри периода а '  
будут соответственным�j. точками в n промежуточных сечениях, 
расположенных э�видистантно на длине трубопровода между се­
чениями А и В. 

В самом деле, обратимся вновь к фиг.  1 2 ,  где были опреде­
лены промежуточные граничные точки для сечений А и В с интер -
валами по времени Т ; та ким образом,  для периода времени 2't 
движения волны в прямом и обратном направлениях были най­
дены 7 промежуточных граничных точек . Разделим длину L 
(фиг .  1 6) на 8 равных частей и обозначим цифрами 1 ,  2 ,  3 . . .  7 
семь промежуточных сечений между А и В.  Время·, затрачивае­
мое наблюдателем для перемещения от одного сечения до дру-

't 4 I'ОГО,  равно 8 = 8 = 0,5 .  

Отметим две ка кие-либо соответственные точки ,  например 48 
в сечении В и 1А  в сечении А ;  таким образом имеем t" =4, 
t' = 1 , t" - t' = 3 .  Применяя уравнения ( 1 )  и ( 3 ) , приведеиные 
выше,  можно установить , что точка пересечения прямой,  име-
ющей у г лов ой коэффициент + gaS и проходящей через 48, и пря­
мой,  проходящей через 1А и имеющей упювой коэффициент (- :s ) , определяет сечение,  отстоящее от конца трубопровода А 
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' 4 + 3 7 на расстояние L = L -т:--4 = 8 L , и соответствует времени 

t: + 't' = 1 + 4 ! 3 = 4,5 ;  это и будет соответственная точ ка 4,5, .  
Продолжая вычисления таким же  образом ,  можно без вычер ­

чивания линий получить соответственные точки для сечений 
l ,  2, 3 . . .  7, просто пронумеровывая надлежащим образом точки 
пересечения прямых, исходящих из соответственных точек для В 
и А в моменты ·времени t" и t' при условии, что t" - 'i' < 4  или 
t' - t''<4.  

о 

1 1 1 1 1 L • 1 1 
. , ; =!"= � -+--+--+· -+---4- L;�-+-- �.k.. ..f.-1 i i 1 i i i i 8 i 

А 1 2 З � 5 б 7 8 

Фиг. 16.  

Легко убедиться, что ломаные линии, соответствlющие семи 
промежуточным граничным точкам внутри периода � , действи ­
тельно определяют соответственные точки для семи промежуточ ­
ных сечений между А и В в моменты времени,  разделенные 

l 2L интервалами 8 . а . 
Нанося по оси ординат давления, снимаемые с ·соответствен­

ных точек для векоторого сечения, и по оси абсцисс время, можно 
прос.1едить течение процес·са в этом сечении  во времени. Отклады­
в ая  для неiюторого момента времени на оси ординат давление, 
а на оси абсцисс - расстояния до сечений, где имеет место это 
давление, получим график р аспределения давления по длине тру­
бопровода для фиксированного момента времени. 
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Интересно отметить, что для того чтобы получить возможность 
"п ределить изложен ным образом давление ( или р асход) в функ­
ции времени или пространства,  оказалось нужным как раз исклю­
чить эти величины из начальных уравнений, сообщив наблюда­
телю движение, что овело процесс для него к изменениям  
давления в зависимости от расхода. В этом заключается ·суть гра ­
фического метода, приложимая ко всем явлениям ,  связанным 
с распространением волн и позволяющая последовать их во всех 
случаях одним и тем же способом. 

В. Сложный трубопровод 
§ 1 6. Общие положения. Обычно в промытленных устройствах 

трубопровод никогда не состоит из одного участка с одинаковыми 
параметрами . Даже в том случае, когда между двумя регулирую­
щими устройствами существует простой трубопровод, его диа-

1 0 !8 метр и толщина стенок трубы 
,А  , _ ! - с" ! могут оказаться р азJiичными;  в 

+·fL · - a'5' -t-·-·  -a"s"- --� этом случае перемениость вели-
. · 

чин а или S приводит к значе­

Фиг. 1 7. 

а 
ниям углового коэффициента gS , 

не одинаковым для всего протя­
жения трубопровода между двумя 
регулирующими устройствами.  

Еще чаще система состоит не из одного простого трубопровода ,  
а из сети труб с разветвлениями при неодинаковых сечениях и 
с различными регулирующими устройствами. 

К:ак бы ни была сложна сеть, ее начальный режим в каждой 
точке должен быть известен. Совершенно очевидно, что без этого 
определение неустановившегося режима было бы невозможным. 
Поэтому основой расчета является условие, что н ачальный уста­
новившийся режим известен для всего сложного трубопровода и 
что так же, как и в случае простого трубопровода , должны быть 
известны характеристические кривые каждого регулирующего 
устройства для любого момента времени. 

Это позволяет представить сложную сеть как совокупность 
взаимосвязанных п,ростых трубопроводов, имеющих · значения а и 
S, не меняющиеся в пределах каждого простого трубопровода .  
К:аждый отдельный участок можно рассматривать как простой 
трубопровод ;  для места же стыка двух (или п) участков в соот­
вет·ствии с условием сплошности необходимо, чтобы напор был 
одинаков для всех участков и сумма  расходов, притекающих 
к месту стыка и оттекающих от стыка, взятых с соответственно 
противоположными знаками , .р авнялась нулю. 

В дальнейшем мы увидим ,  как эти два условия учитываются 
при графических построениях. 

§ 1 7. Случай двух участков, соединенных последовательно. 
Возьмем два ·следующих друг з а  другом участка AD и DB 
(фиг. 1 7) с р азличающимиен конструктивными данными а', S', L" 
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для участка AD и а", S", L" для участка DB и предположим, как 
и в предыдущем случае,  что в сечениях А и В находяТ·СЯ регул и ­

рующие устройства с переменным режимом их работы. 
Пусть ( i - t' )A и ( i - t")в (фиг. 1 8 ) будут соответственными 

точками р ежима в А в момент ( i - t' ) и ,  соответственно ,  в В 
L' L" в момент ( i - t") , причем t ' = 7 и t" = 7 .  

Характеристическая прямая трубоцровода AD для наблюда­
теля,  покинувшего сечение А в момент времени ( i - t' )  и дви­
жущегося в направлении течения,  будет ( i - t' )AM' . Она прохо-

Фиг. 1 8 .  

n = С. '  s '-c"s" �0 о 1 

дит через соответственную точку ( i - t' )A и имеет угловой 
коэффициент (- ;�,) . Эта прямая б у дет еще действительна  �при 
прибытии наблюдателя в сечение D в момент i - t' + t' = i. 

Для второго наблюдателя, выбывшего из сечения В в момент 
времени ( i - t") , характеристическая прямая  трубопровода будет 
( i - t")вМ". Она проходит через соответственную точку ( i - t")в 

а" 
режима в момент выбытия и t�меет угловой коэффициент gS" 
(наблюдатель движется в направлении, противоположном тече­
нию ) .  Эта прямая будет е ще действительна по прибытии наблю­
дателя в сечение D в момент времени i - t" + t" = i . 

Одна ко по условию сплошности давление и расход в точке D 
участков AD и DB должны быть одинаковыми. Поэтому режим 
в точке D в момент i определяется точкой iD пересечения 
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характеристических прямых ( i  - -с ' )А М' и ( i - -с") в М", так как эта 
точка отвечает названным выше условиям и находится на ха­
рактеристических прямых , связанных в это мгновение с двумя 
подвижными наблюдателями . 

Если наб.r1юдатель,  прибывший из сечения В, будет переме­
щаться в обратном направлении , характернетическа я прямая 
пройдет через iv и будет симм етрична прямой ( i - 't")в. Для 
момента его прибытия в сечение В соответственная  точка будет 
находиться на пересечении новой прямой и характеристической 
прямой W в ! i+�" > регулирующего устройства В на  этот момент, это 
будет точка ( i + -с")в. 

То же имеет место в отношении наблюдателя,  возвраща юще­
гося из сечения D в направлении к сечению А :  новая характе­
ристическая прямая будет симметрична прямой ( i - 't1 )Aiv, про­
ходя через точку iv. 

В этом случае в момент времени ( i  + -с' )  возвращения наблю­
дателя в сечение А соответственная точка (i + 't' )A окажется 
на пересечении названной прямой и характеристической кривой 
WA u+� ' >  регулирующего устройства А . 

Следует отметить, что перемещение наблюдателя от В к А 
изображается на чертеже линией ( i - -c")вiv ( i  + 't')A, угловой 
коэффициент к оторой претерпевает изменение в точке, соответ­
ствующей прохождению наб ,7!юдателя через сечение iv; случаю 
же возвращения наблюдателя из  сечения D к В соответствует 
линия ( i - 't")вiv ( i  + -с")в, состоящая из  дву х  симметричных уча ­
стков.  При пересечении наблюдателем сечения D возникает сво­
его рода " р ефракция"  (преломление)  прямой ( i - 't11)вiv, в .то 
время как при возвратном движении имеет место " рефлексия" 
(от·ражение) . Эта аналогия с лучом света , симметрично отража ­
ющи мся о т  границы, р азделяющей разные среды и преломляю­
щимися при ее пересечении, доказывает, н а·сколько глубоко гра­
фический метод является «отображением явления». Действи­
тельно, в обоих случаях р ечь идет о распространении волны, и луч 
света , иллюстрирующий это явление, ведет себя аналогично пря­
мым нашего чертежа. Это сопоставление придает еще большую 
наг.11 ядность гр афическому методу. 

§ 1 8. Построения в случае двух участков произвольной длины. 
Излагая основы графических построений , мы предположили из­
вестными (фиг . 1 8) соответственные точки ( i - -с" )в и ( i - -с' )А; 
для их получения нужно, однако, как это было показано в § 10, 
исходить из соответствующим обр азом н азначенного установивше­
гася режима в начальный момент времени с тем, чтобы знать ре­
жимы в ·сечениях А и В именно через интервалы времени t' 
или т". 

Поскольку это требует известного углубленного вним ания ,  про­
след!им процесс построений на  конкретном примере .  Пусть Мо 
(фИг. 1 9 )  будет соответственной точкой начального режима ; тогда 
характеристической пря мой для наблюдателя, выбывающего из 
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сечения D по направлению к сечению А, будет М0М', а для на­
блюдателя, выбывающего из D по направлению к В, характери­
стикой будет прямая МоМ". Для общности отрезки времени, за­
трачиваемые на перемещения от D до А и от D до В, т .  е. интер­
валЬD ,;' и -r", предположим,  не ,в простом .соотношении между 
собой, а например, примем 't' = 2,32-r'. Далее примем интервал 
времени ,;' за единицу, тогда -r" = 2,33. Поставим перед собой з а ­
дачу найти соответственные точки в D для моментов времени, раз-

/4А ·-- ·/2 - . 
А 1fl.4 9.JI;A 8 • · -• 

� 1.3� ·- ·- ·- ·-IA � �Л ( 6, <.U, щ, '' 

1-
} ::: t С'1 : 

, L1 " L11 
-+ <->  с;·- "'г·--·· 't=аг r = а" 

· 
7: 11= Z JЗ 7: 1  

1- 1 ' 11 • ' 
О - L L 

Фиг. 19.  

деленных интервалами ,;', предпоJJ агая, что , режимы регулирующих 
устройств А и В начинают меняться в момент  времени ноль. 

Изменения режима в сечении D начинаются только в момент 
времени ,;' =� 1 ; ·следовательно, соответственной точкой для этого 
сечения в момент в,р емени 1 ,  а также во все время, предшествую­
щее единице, будет Мо. 

Мы ограничим·ся в дальнейшем только перечисленнем вершин 
ломаных линий для каждого участка, не входя в подробности 
nостроения ,  которое производится следуя методу, уже изложен­
ному в § 10 и последующих применительно к случаю простого 
трубопровода. 

Первый " рейс" наблюдателя (в прямом и обратном направле· 
ниях ) , выбывающего в момент времени 1 из сечения D в напра ­
В.'Iении к А ,  дает ломаную иlИ Н И Ю l v  ( т .  е .  Мо) 2А Зv; поскольку, 

43 



однако , положение точки 3v неизвестно ,  длина отрезка 2А 3v 
остается по ка неопределенной .  Для нахождения точки 3v доста­
точно  знать характеристическую прямую, связанную с другим 
наблюдателем , движущимся вдоль участка DB и прибывающим 
в сечение D в то же время 3 ,  что и первый .  Этот наблюдатель 
долж ен проделать целое число перемещений туда и обратн о  
между D и В и выбыть из  D во время ,  когда начальный режим 
еще известен ; исходя из  этого может быть назначен момент 
начала движения второго н аблюдателя ; для этого достаточно 
отнять от времени прибытия 't = 3 наименьшее число кратное 2't" 
так , чтобы получающаяся разница была меньше единицы 
( последнего момента , для которого еще существует первона­
чальный установившийся режим в D).  При 't" = 2 ,33 время вы­
бытия этого наблюдателя б у дет 3 - 2't" = ( - 1 ,66) и ломаная ли­
ния ,  соответствующая одному рейсу в прямом и обратном на ­
правлениях , будет (- 1 ,66) (т .  е .  М0) 0,67в 3v. Последняя ее 
неопределенная сторона 0,67 в 3v пересечет прямую 2А 3v в иско­
мой точке 3v. 

Следующее перемещение наблюдателя в двух направлениях 
между сечениями D и А дает ломаную 3v 4А 5v. длина  стороны 
4А 5v которой пока не  определена .  Для определения положения 
точки 5v нужно знать последнюю сторону ломаной линии ,  свя­
занной с перемещениями между сечениями D и В наблюдателя, 
выбывающего из D в момент времени 5 - 2't" = 0,34. Это б у дет 
линия 0,34 (т .  е. М0)2,67 в 5v. последняя сторона которой опре­
делит соответственную точку 5v в месте пересечения с прямой 4А 5v. 

Третье перемещение наблюдателя между сечениями D и А 
дает ломаную линию 5v. 6А , 7 D• где сторона 6А 7 D неизвестна 
по длине .  Для определения точки 7 D нужно знать последнюю 
сторону ломаной линии ,  связанной с движением между сечени­
ями D и В наблюдателя, выбыва ющего из D в момент времени 
7 -2(2't")  = - 2,32 (поскольку 2 является наименьшим числом 
перемещений в двух направлениях ,  при котором наблюдатель 
начинает движение в момент времени , меньший единицы) .  Эта 
ломаная линия начинается участком - 2,32v (т. е. М0) 0,0 1 в 2,34v. но 
сторона 0.0 1в 2 ,34v еще н е  определена ,  так как точка 2 ,34v н еиз­
вестна . Для того чтобы найти эту последнюю точку ,  нужно по­
строить характеристю<у,  связанную с наблюдателем , перемеща­
ющимся вдоль отрезка DA и прибывающим в сечение D в тот 
же момент времени 2,34, т. е .  наблюдателем , выходящим из D 
в момент времени 2,34 - 2't' = 0,34, это будет ломаная линия 
0,34v (т .  е .  М0) 1 ,34А 2,34v. вторая сторона которой 1 ,34А 2 ,34D 
определяет точку 2 ,34v в пересечении с построенной ранее пря­
мой О,О lв 2 ,34v. После этого ломаная  линия ( - 2,32v) О,Оlв 2 ,34D 
может быть продолжена как 2,34v 4,67 в 7 D и ее последняя сто­
рона 4,67 в 7 D определит точку 7 D в пересечении с построенной 
ранее прямой 6А 7 D · 
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Продолжать описание построений нет необходимости ; уже 
ясно, что получение каждой новой точки � в сечении D требует по­
строения ·сперва двух элементов ломаной линии от ( i - 2) до i, 
которой отображается перемещение н аблюдателя в двух направ­
лениях между ·сечениями D и А , затем построения ломаной ли­
нии ,  отображающей перемещение второго н аблюдателя между D 
и В. Эта линия отобр ажает целое число n перемещений, опреде-

i't ' - 1  
ляемое из условия n > 2't" и для н ахождения вершин этой 

линии в сечении D может возникнуть необходимость введения на 
участке между DA еще одного или нескольких добавочных н а­
блюдателей. 

Записи при построениях названных ломаных л-иний удобно све­
сти в следующую таблиц) . 



Числам ,  соединенным между собой стрелками, соответствуют 
н а  чертеже ломаные линии, первая вершина которых (всегда ­
точка Мо) определяется первым числом вверху или слева ко­
Jrонки или строки. Колонки цифр соответствуют перемещениям 
наблюдателя между сечениями D и А ,  а ·Строки - перемещениям 
на отрезке DB. 

Числа  в пересечениях колонок и строк определяют вершины 
ломаных линий, соотве'I'ствующих перемещениям наблюдателя 
вдоль участков DA и DB, поскольку они соответствуют точкам 
пересечения последних сторон ломаных линий. Из таблицы видно, 
например,  что для получения точки 2 1 D  необходимо провести 5 
ломаных линий для участка между ·Сечениями D и А и 1 0  лома­
ных линий для участка DB.  

Чтобы найти последующие соответственные точки в сечении 
D , прежде всего, надо продолжить построение каждой из назван­
ных 1 5  ломаных линий;  кроме того, для каждой последующей 
точки число ломаных линий увеличивается на  одну соответствую­
щую горизонтальной строчке (т .  е. н а  ломаную линию между се­
чениями D и В) и ,  наконец, для каждых двух последующих точек 
прибавляется еще одна дополнительная колонка цифр .  

Таким образом ,  число ломаных линий, которые нужно строить, 
со временем все больше и больше возрастает. Это обстоятельство 
не вызывает особых затруднений ; следует только во избежание 
загр омождения чертежа время от времени продолжать построе­
ния на новом листе, на который достаточно перенести с преды­
дущего листа только последние точки. 

Осложнение в построениях проистекает, однако , в основном 
из -з а того, что мы исследовали общий случай, когда т' и т" не 
имеют простого общего сомножителя. При наличии общего со­
множителя,  цринимаемого за единицу временп , построения чрез­
вычайно упрощаются , потому что при этом число ломаных ли­
ний сократится до n + m, если общий измеритель содержится n 
р а з  в т' и т раз  в т". 

§ 1 9. Случай, когда интервалы времени т' и т" имеют общий 
сомножитель. На фиг. 20 представлена эпюра, при построении ко-
... 

't ' 't "  
торой з а  единицу времени принято 2 = 3 .  Соответственные 

точки в сечении А определены для моментов времени, разделен­
ных между собой интерв алом времени т', начиная с момента 
времени нуль, в предположении, что режим регулирующего 
устройства В начинает меняться также в момент времени нуль. 

Построения производятся уже знакомым нам образом на  ос­
нове положений, установленных выше, и не могут вызывать не­
ясностей. Тем не менее полезно в целях тренировки читателя про­
следить з а  построением как этой, так и более сложных эпюр , ко­
торые встретятся в последующем.  

Во избежание того , чтобы описания гр афических построений 
не привели к недопустимым длиннотам в изложении, мы будем 

4б 



давать в дальнейшем эти описания в форме таблиц, построенных 
по следующему принципу. 

Обозначения,  содержащиеся в каждой строке таблицы, отно­
сятся к нахождению одной соответственной точки ; эти обозначе­
ния надлежит объединить фразой, составленной при помощи за­
головков колонн, прочитываемых слева напр аво ;  так, н аnриме1;1, 
первую строку нижеследующей таблицы надо nрочитывать сле­
дующим образом:  

при достижении сечения А в момент времени 2 наблюда ­

тель ,  начавший движение из  пункта D в момент времени ( нуль ) ,  
установит , что искомая соответственная точка лежит на  прямой 
с угл овым коэффициентом + а' :  gS' ,  проходящей через соот­
ветственную точку М0 в момент начала движения и на характе­
ристической кривой W А2 , т .  е. в точке пересечения 2А названных 
прямой и кривой . 

Этой фр азой дается вполне ясное представление о процессе 
построений, нужных для получения точки 2А -

Соответственные точки для сечения D, где нет заданной ха­
рактеристической кривой, как в А или в В, должны н аходиться 
на пересечении прямых, являющихся характеристиками для двух 
подвижных наблюдателей, перемещающихся вдоль отрезка тру­
бопровода . Эти точки можно отыскать, прочитывая в таблице 
к фиг. 20 две горизонтальные строчки, объединенные скобкой. Н а­
пример ,  третья строчка таблицы прочитывается следующим обра­
зом : п р и  достижен и и  сечения D в м о м ент времени 4 наблю­
датель, начавший движение из сечения А в м о мент времени 2 ,  
устанавливает, что •соответственная точка находится на  пря­
мой r::. угловым коэффициентом - а' : gS', проходящей через 
1 очку 2А, а н аблюдатель, начавший движение из пункта В 
в момент времени 1 ,  устанавливает, что соответственная точка 
находится на  прямой с угловым коэффициентом + а" : gS", про­

ходящей через точку 1 в, т. е. в точке 4D пересечения двух на ­
званных прямых. 

Таблица к фиг .  20 соде,ржит описание построений для всех то­
чек н а фиг. 20 и соответ·ствует их последовательности. 

Характеристические кривые W А и 'IJ'в регулирующих устройств 
цоказаны пунктиром с точкой , но обозначены не все, чтобы 
не усложнять чертежа . Впрочем , их  обозначения понятны сами 
собой ;  так например, кривая 1 2А является, очевидно ,  кривой 
W АИ • т .  е. кривой W для сечения А в момент времени 1 2 . 

Построения на фиг . 20 гораздо проще предшествующего 
(фиг. 1 9) ; поэтому при конкретных практических расчетах целе­
сообр азно находить наибольший ·общий сомножитель между зна­
чениями вре!�-tени пробега н аблюдателя вдоль двух участков;  при 
необходимос1 и можно даже без большого ущерба  для результа­
тов р асчета несколько изменить длины отрезков L' и L". 

Полученное таким образом построение имеет и другое очень 
важн ое преимущества : оно определяет соответственные точки 
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Таблица к фиг.  20 

1 установит, что проходя щей 

в мо- на блюда- в мо- искомая соот- через соответ- и характе- т. е .  

При дости- мент тель, на- мент 1 вететвенп ая стаеиную точ- ристиче- в точке 

женин врем е- чавший вре - точка лежит ку в момент СКОЙ пересече-

с ечения ИИ движение мени: н а прямой начада дви- кривой ПИЯ 
из пункта с угловым жения 1 ! коэффицие нтом 

А 2 D о +a' : gS' М о iy А2 1 
2 А 

в 1 D -2 -a" : gS" М о qr В1 1в 
D 4 { А 2 -a ' : gS' 2А } 4D в 1 + a" : gS" 1в 
А 4 D 2 +a' : gS' М о IFA4 4А 

в 3 D о -a" : gS" М о qr ва 3в 
D 6 { А 4 -a' : gS' 4А } 6D в 3 +a" : gS" 3в 
А 6 D 4 +а' 4D qrA6 6А 

в 5 D 2 -а" М" о qr В5 5в 
D 8 { � 6 -а' 6А } 8D 5 +а" 5в 
А 8 D 6 +а ' 6

D qrAB 8А 

в 7 D 4 -а." 4D qr В1 7в 
D 10 { А 8 -а' 8А } 1 0D в 7 +а" 

1в 

А 10  D 8 +а' Во qr А10 1 0А 

в 9 D 6 -а." 6D qr В9 9в 

D 1 2  { � 1 0  -а' 1 0А } 1 20 9 +а" gв 

А 1 2 D 1 0  +а' 100 IFA12 1 2А 

в 1 1  D 8 -а" 8D IFBll 1 1в 

D 14 { �  1 2  -а '  1 2А } 1 4D 1 1  +а" l lв 

А 1 4  D 1 2 +а' 1 20 qrAH 14А 

в 13 D 1 0  -а" 10D IFBIЗ 
1 38 

D 1 6  { � 1 4  -а' 14А } 13 +а" 1 38 160 

А 1 6  D 1 4  +а' 1 40 qr Al6 16А 

в 1 5  D 1 2 -а" 1 20 qrBlo 158 
D 1 8  { � 16 -а' 16А } 15 +а" 158 1 80 
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не  только в сечениях А , В и D,  но также и во всех сечениях , 
L' 

отстоящих друг от друга на  расстоянии - на участке трубо ­
т 

L" провода между А и D и на расстоянии n на участке между Л 
и В ,  т .  е .  например, в сечениях Е, Н и К на фиг . 20 ( это было 
показано в § 1 5) .  Так например, соответственная точка для се ­
чени я  К в момент времени 8 находится на пересечении прямой 
бо 9в, вдоль которой следует наблюдатель , выбывающий из D 
в момент времени 6 ,  и прямой 7 в 1 00 перемещения наблюдателя , 
выбывшего из В в момент времени 7 ,  поскольку оба этих наблю­
дателя прибывают в К точно в момент времени 8 .  Соответствен ­
ные  то чки для всех промежуточных сечений помечены их 
индексами на  фиг .  20. 

Разумеется, построение получается наиболее простым в случае, 
когда 't' = -r", что явствует из фиг. 2 1 .  В данном случае достаточно 
двух ломаных линий для н ахождения соответственных точек гр а­
ничных режимов в А, В и D, р азделенных между собой интерва­
лами времени t. Можно построить сверх того сколько-угодно про­
,межуточных ·ючек, посrу.п,ая в соот1Ве11сwии ·с :изло�енным 1В § 1 4 . 

§ 20. Случай ·последовательного соединения n участков. Рас­
сматриваемый ниже случай н� содержит ничего нового по срав­
нению с предыдущим , являясь просто его р азвитием ; условие на 
стыке третьего и второго участков будет тем же, что на  стыке 
второго и первого в предыдущем примере и так далее . 

Построение на  фиг . 22 выполнено ,  например,  для случая пяти 
L'  L" L"' LIV L-V 

участков в предположении 0: = 7 = а"' = aiV  = a - v  = 
't ; ре-

гулирующее устройство в А начинает изменять свою характе­
ристику в м омент времени нуль,  регулирующее устройство в В 
в момент времени 1 ;  построения выполнены ,  имея в виду полу­
чение соответственных точек 2А 4А бА, в сечении А. Проследим 
за построениями для  получения н ескольких первы х точек . 

· 

Для наблюдателя , начавшего движение из сечения D в момент 
в ремени 1 , когда в эт·ом сечении еще существовал начальный ре­
жим М0, характеристикой является прямая Мо2А с угловым ко­
эффициентом - а' : gS' (перемещение совпадает с направлением 
течения ) .  l(огда наблюдатель прибывает в А в момент времени 2, 
соответственная точка будет находиться на пересечении н азван­
ной прямой и характеристической кривой ЧГ Аз регулирующего уст­
ройства в А в этот момент вр-емени ;  пусть это будет точка 2А . 

Д.ля того же наблюдателя, возвр ащающегося в напр авлении 
к сечению D, хар актеристикой будет прямая 2А 3о, проходящая 
через точку 2А, симметричная предыдущей прямой и справедли­
вая также для сечения D, куда наблюдатель прибывает в момент 
времени 3 .  Для наблюдателя, выбывшего в момент времени 2 из 
сечения Е, когда там еще имел место режим Мо, характеристикой 
будет прямая Мо30, имеющая угловой коэффициент - а" : gS". 
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справедливая 1 акже для сечения D в момент времени 3 прибытия 
туда н аблюдателя . Точка 3D пересечения двух отмеченных прямых 
является соответственной точкой для сечения D в момент времени 3. 

Аналогичным образом можно найти также соответственную 
точку 4в на пересечении прямых 3D4в и М04в,  причем вторая 
является характеристической прямой для наблюдателя , выбыв­
шего из G1 в момент времени 3, когда в этом сечении еще сохра­
няется первонача.IJЬный режим М0 ( поскольку режим регулирую­
щего устройства в В начинает изменяться , в соответствии с на ­
шим предположением,  в момент времени 1 ) .  

Для определения соответственной точки Ба нужно знать ха­
р актеристические прямые, связ анные с н аблюдателями ,  один из 
которых выбывает из сечения Е в момент времени 4, и другой из 
сечения Н т акже в момент времени 4 .  Первой будет прямая 

4в5а, симметричная Мо4в и проходящая через только что най-
денную точку 4в, вторая же не может быть построена сразу, так 
как точка 4н, через которую она должна пройти, еще неизвестна 
и ее еще предстоит определить. Для этого нужно знать хар акте­
ри-стиiJ:еские прямые для наблюдателей, выбывших из G и из В 
n момент времени 3. Первой из этих прямых будет Мо4н, по­
скольку момент времени 3 является последним ,  когда в сечении О 
еще сохраняется начальный .режим М0• Угловой коэффициент этой 

u IV S IV В u прямои равен + а : g . то р ая прямая должна проити через 
неизвестную пока соответственную точку Зв, еще подлежащую 
определению. Эта точка находится на пересечении характеристи­
ческой кривой регулцрующего устройства В в момент времени 3 
и характер�-Jстической прямой, связ анной с наблюдателем , выбы­
вающим из Н в момент времени 2. Этой последней будет прямая,  
имеющая угловой коэффициент + а : gSV и проходящая через Мо, 

поскольку в момент времени 2 в сечении Н еще существует н а­
чальный режим Мо. Искомая соответственная точка Зв находит-ся 
н а пересечении н азванной прямой и хар актеристической кривой. 
В новь отправляясь от этой точки , можно найти ан алогично тому, 
как  это делалось р а нее, точку Ба. Дальнейшее построение эпюры 
следует пр,одолжать в порядке, указ анном в следующей таблице, 
где первые строчки соответствуют только что описанным построе ­
ниям .  

Из фиг. 2 2  :vюжно видеть, что пост.роение приводит к графи­
кам,  имеющим характер веревочных многоугольников , пять сто­
рон которых соответ-ственно параллельны прямым, имеющим уг-

а' а" а111 al V aV 
.новые коэффициенты gS ' , gS "  , gsш , gS IV , gSV и им сим -

�I етричным ;  число сторон многоугольников р авняется , таким 
образом, числу последовательно соединенных уча"�тков трубопро­
вода . Многоугольник, н апример , 2А 3D 4а 6н 7 В• соответствует пе­
ремещению наблюдателя, выбывающего из сечения А в момент 
времени 2 и прибывающего в -сечение В в момент времени 7, а его 
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п р одолжен и е - м ногоугольн ик 7 в 8н 9а 1 0в l ln 1 2А соответствует 
возвр а щ е н и ю  н а блюдателя из В в А .  Последующие многоуголь­
н и ки со ответствуют перемещениям наблюдателей, выбывающих из 
А в моменты времени,  разделенные интервалами 2т, и наклады­
ваются на предыдущие . С учетом этого построение можно произ­
вести очень быст,ро, действуя почти машинально; легко видеть, что 
увеличение количества участков не  осложняет р аботу; веревочный 

о 

/ 
IOA 

Фиг. 22. 

С' s1 п - о о 
.,.о- cr s" о о 

многоугольник одинаково просто строится при  двадцати сторо-
нах, как и при пяти. . 

Если длина участков трубопровода не одинакова между со­
бой, то построение не усложняется по существу, а только стано­
ВИ'ГСЯ несколько более трудоемким ,  поскольку возрастает число 
соответственных точек, подлежащих определению. На фиг. 23 при­
водится случай, например, четырех участков р азличной длины,  од­
нако таких, что значения времени пробега т', т", Т111, 't1v волной 
отдельных участков имеют общий сомножитель, принимаемый за 

u �' 
единицу, именно такои , как это имеет место при условии 2 = 

�" ���� �IV 
= 3 = 2 = 4 = 1 ;  предположено т акже, что изменения в ре-
жиме обоих р егулирующих устройств А и В возникают в момент 
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Таблица к фиг. 22 

t устанав.1ивает, 
По в мо- наблюда- что соответ- проходя щей н на т. е .  прибы- мент тель, вы- в момент ственная точка через соот- хар акте- в точке тии време- бывший находится вететвенкую ристиче- пересеч е-в сече- ни из сечения 

времени на  пря мой точку ской ПИЯ ни е с угловым кривой 

1 коэффициентом 

А 2 D 1 -а' : gS' М о WA\1 2А А 2 + a' : gS' 2А 3D D 3 Е 2 -a" : gS" М о 
D 3 + a" : gS" 3D 4в Е 4 о 3 -аш : gsш М о 

в 3 н 2 + aV : gSV М о wвз 3в 
в 3 -aV : gSv 

3в н 4 о 3 +aiv : gs iV М о 
4н 

о 5 Е 
н 

4 4в 
4 + аш 

4н 50 
в 5 н 4 +av 4н 

'l'в5 5в 

н б о 5 +a.IV 
50 б н в 5 -av 
5в 

в 7 н б +av 
б н WВ7 7в 

А 4 
+а.' 

3D 

1 
А4 4А 

D 3 
-а." 

D 5 А 4 +а" 4А 
5D Е 4 -o.fll 4в 

Е б D 5 + а." 5D б в о 5 -о./11 50 

о 7 Е б + a.f/1 б Е 
70 н б -a!V б н 

н 8 о 7 + a.IV 
70 8н в 7 -a.v 7в 

в 9 н 8 + aV 8н WB9 9в 
А б D 5 -а' 5D WA6 бА 

А б -t а ' бА D 7 Е б -а�� б Е 7D 
D 7 + а" 7D 8в Е 8 о 7 -а."' 70 
Е 8 + аш 8в 

90 о 9 н 8 -a!V 8н 
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Продолжение табл . к фиг. 22 

устанавтtвает, 
По В МО• наблюда- что соответ- проходящей и на т. е . 

прибы- мент тель, ВЫ· в момент ственная точка через соответ- характе- в точке ТИ!I в ре- бывший находится ствениую р истиче- пере се-
в сече- м е ни из сечения 

времени на прямой точку с кой ЧI'НИ!I н и е 1 с угловым кривой 
коаффициентом 

1 
1 

1 ' 1  1 
1 а 9 +aiV 

1 
90 1 Юн н 1 0  1 -з.v 

1 в g 1 gв 
1 1 

в 1 1  н 1 0 +av 1 0н 1 qr Вн 1 1 8 1 
А 8 D ! 7 -а ' 7D 

1 
\)Г АВ 8А 

D 9 А 8 + а ' SA gD 1 Е 8 -а" 8Е 
D 9 +а" gD Е 1 0  1 а 9 -а "' 

90 
1 08 

1 
Е 1 0  ! +а"' 1 08 а 1 1  

i 1 1 0 н 1 0  -aiV 1 0н 

н 1 2  
а 1 1 +aiV 1 1 0 1 2н в 1 1  -aV 1 1 8 

в 1 3  н 1 2 + aV 1 1 2н 1 38 1 
' 1 1 1 

времени нуль .  По,строением определены граничные соответствен · 
ные точки в сечении А для моментов в ремени, разделенных интер ­
валами т', т. е. точки 2А 4А 6А ВА. . .  и так далее. Таблица 
к фиг .  22 показывает, в каком порядке производятся построения . 
описания которого мы не даем , поскольку эти построения не отли­
чаются от предыдущих. 

При построениях, данных на фиг. 23, мы вновь встречаем вере­
вочные многоугольники, количество сторон которых равняется , как 
и в случае фиг. 2'2, числу участков трубопровода ;  однако на 
фиг .  23 некоторые стороны многоугольника делятся пересекаю­
щими и симметричными сторонами других многоугольников на 
столько частей , сколько раз общий ,-:;омножитель содержится 
в длине участка, которому соответствует рассматриваемая сто­
рона ;  места пересечения являются соответственными точками для  
промежуточных сечений этого участка.  

Например , сторона 1 18 1 4D, соответствующая у частку ED , 
пересечена стороной 1 2D 1 58 в точi<е  1 3а, являющейся соответ­
ственной точкой для сечения в d в момент времени  1 3 , и сто­
роной 1 0D 1 38 в точке 1 2d, являющейся соответственной точкой  
для сечения d в момент времени 1 2 .  

Это вытекает непосредственно и з  принципа ,  изложенного 
в § 1 5 , .и отмечалось р а нее при построениях на фиг. 20. 
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По наблю-
в мо- датель, в мо-прибы- мент выбы в- мент тни в врем е- ший време-сече- ни и з  се- ни ни е чения 

А 2 D Нул ь 

D 4 А 2 
Е 1 

в 1 а -3 

а 
в 1 

5 Е 3 

Е D 4 7 а 5 
А 4 D 2 

D б А 4 
1 Е 3 

Фиг. 23. 

устанавливает, 
что соответст-
венная точка 
находится н а 

прямой с yr ло-
вым коэффи-

циентом 

-a' : gS' 
a' : gS' 

-a" : gS " 
+ a!V : gSIV 

- aiV : gsiV 

+ a"' : gS"' 

+ a" : f(S" 

- a"' : gS"' 

- а. ' 

+ а.' 
- ct " 

прохо-
дящий 
через 
со от-

ветст-

с; s '  
"и = c;rs '" 

Таблица к фиг. 2 

1 
и на  

ха рак-
тер и- т. е . в точ-

стичес- ке пере-
кой сечения 

венную кривой 
точку 

М о WA2 2А 2А 4v М о 

М о WВI 1в 
lв 

5о М о 

4D 
5а 7Е 

М о WA4 4А 

4А б М о D 
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наблю-
П о  в мо- датель, в мо-прибы- мент выбыв- мент TlfИ В време- ший в реме-сече- ни из се- НИ ни е чения 

в 3 а Нул ь  

а в 3 7 Е 5 

Е 9 D б 
а 7 

А б D 4 

D 8 А б 
Е 5 

в 5 а 1 

а 9 в 5 
Е 7 

Е 1 1  D 8 
а 9 

А 8 D б 

D 1 0  А 8 
Е 7 

в 7 а 3 

а I 1 в 7 
Е 9 

Е 1 3 D 1 0  
а 1 1  

А 1 0 D 8 
А 10 D 1 2  Е 9 

в 9 а 5 

в 9 а 1 3  Е 1 1  

Е 1 5 D 1 2 
а 1 3  
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устанавливает, 
что соответст-
венная точка 
находится на 

прямой с уrло-
вым коэффи-

циентом 

+ a iV 

- aiV 
+ аш 

+ а" 
- a.fll 

+ а ' 

+ а' 
- а." 

+ aiV 
- a.IV 
+ аш 

+ а" 
- а"г 

- а ' 

+ а.' 
- а." 

+ a!V 

- a iV 
+ а"' 

+ а." 
- Cll/1 

' ' - а 

+ а' 
- а" 

+ a.IV 

-
a i V 

+ а"' 

+ а" 
- а."' 

Продолжение табл . к фиг. 23 
прохо- и на 
дящий харак-
через терн- т. е .  в точ-
соот- стичес- ке пере-

ветст- КОЙ сеченив 
венную кри-
точку вой 

М о Чfв 3в 
3в 
М о 7а 

бv 9Е 7а 
4v чr Аб бА 
бv Bv М о 

М о Ч!т; 5в 
5в 9а 
7Е 
Bv 1 1Е 
9а 

бv Ч! АВ 8А 

8А 10v 7Е 
М о чr в1 7в 

7в 1 10 gE 
1 0v 130 1 10 
8v чr Ato 10А 

1 0А 
9Е 12v 
5о чrВ9 9в 

9в 130 1 1 0 
1 2v 15Е 130 



Продолжение табл. к фиг. 23 
наблю- устанавливает, 

По в мо- датель, в мо- что соответст .. проходя- и на ха-прибы- мент выбыв- мент венная точка щей через ракт�ри- т. е .  в точ-
тии в време- ший в р е ме- находится на соответст- стической ке пере-
сече- ни из се- ни прямой с угла- венную кривой сечения 
ни е чения вым коэффи- точку 

циенто�f 

Д о п о л н и т е л ь н ы е т о ч к и  

А 1 D - 1  - а.' М о чr At 1 А 

D 3 А 1 + а.' 1 3D Е 1 - а." М о 

Е 6 D 3 + а." 3v 6Е 
а 4 - а"' М о 

в 4 а Нул ь 
+ a.IV М о IJГВl 4в 

а 8 в 4 - a.•v 4в 8а 
Е 6 + а./11 6 Е  

§ 21 .  Случай простого разветвления. Принцип построения. Пусть 
трубопровод состоит из трех участ�ов АЕ, ВЕ, DE (фиг. 24, а) ,  
соединяющихся в точке Е;  обозначим конструктивные характе­
ристики отдельных участков через a'L'S', a"L"S", a"'L"'S"' и пусть 
-ь't"-т:"' - времена пробега волной соответственных участков. 
Пусть далее в концевых сечениях трубопровода установлены регу­
лирующие устройства ,  характеристические кривые которых изве­
стны для каждого момента времени ; в другом случае  в сече­
ниях А , В , D могут быть последов ательно приключены дополни­
тельные участки трубопровода, оканчивающиеся регулирующими 
устройствами с известными характеристическими  кривыми.  В по­
следнем случае  для названных участков могут быть сделаны по­
строения, ан алогичные опи,санным в предыдущих параграфах. 

Соответственные точки для сечений А, В, D могут быть полу­
чены путем прослеживания перемещений наблюдателей вдоль соот­
веу.ствующих уча,стков трубопровода . Для получения же соответ­
ственной точки в Е для некоторого момента времени необходимо 
и достаточно, чтобы это был момент встречи трех наблюдателей, 
перемсщающихся каждый вдоль известной характеристической 
прямой .  

Действительно, пусть ( i - 1:' )А на фиг .  24, б представляет 
соответственную точку для сечения А в момент времени ( i -- 't ' ) .  
Для наблюдате.11я ,  выбывающего из сечения А в это мгновение, 
характеристикой явится прямая · ( i - 't' )A М' , проходящая через 
данную соответственную точку и имеющая угловой коэффи-

а '  циент + g S '  ( наблюдатель передвигается против течения ) .  Эта 
прямая будет справедлива и при достижении наблюдателем в мо­
мент времени i - 't + 't' = i сечения Е' непосредственно перед 
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точкой ра зветвлен и я Е. То ч н о так ж е  для наблюдателя ,  выбыв­
ш его и з В в м ом ент времени ( i - 't") и прибывающего в момент 
вр ем е н и  i - 't" + 't" = i в сечение Е", непосредственно предше­
·ствующее точке ветвления Е. будет справедлива характеристи ­
ческая прямая � ( i - 't")в М" (фиг .  24, в )  с угловым коэффициен -

а" том + gS при ус.rювии,  что точка ( i  --- 't" )в является соответ-
•ствующей точкой  в сечении В в момент времени .( i - 't") . 

- t'  

о) 

" " � ""'["' 
,_, _ .. ,. J..;; .. r ; 4ш 

7 - · ' IJ." 

а ш  D -c"Ь-r•J � ' 

м "  

",-.- - --- - - - - - - -
1 fE.,--- ., 1 .." 
' ,.,щ 

о qj" 
8) г) 

Фиг. 24. 

Наконец, для наблюдателя,  выбывшего из D в момент 
времени ( i - 'tш ) , характеристикой будет прямая ( i - 'tш)0М"' 

(фиг . 24, г ) ,  проходящая через соответственную точку ( i ·- 't"')o 
и имеющая  угловой коэффициент (- ;;:" )  ( поскольку переме­

щение наблюдателя происходит в направлении течения) . Эта 
прямая будет сnраведлива- так же для сечения Еш, н епосред­
ственно перед местом ветвления ,  в момент времени i - 'tш + 't"' = 

= i. 
Для каждого из трех наблюдателей соответственная точка 

Е в момент времени i будет на его характеристической пря­
мой, соответствуя режиму q; h; в Е',  q;h; в Е "  и q;h; в Е111 • 
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В соответствии с законом сплошности , упоминавшимен в § 1 6 ,  
должно быть 

h ' li .  h '" 
i = li = i '  (1 ) 

(2) 

Это значит, что соответственные точки iв · • iв• • iвш до.т1жны 
иметь одина ковую ординату и удовлетворять отношению ( 2 ) ,  
какой бы ни была эта ордината . Вычтем поэтому из абсцисс пря ­
мой ( i - 't"' )vM"' абсциссы прямой ( i - 't")вМ"; в результате бу ­
дет получена прямая , нанесенная на фиг .  24, б, где она обозна ­
чена через Xi. Эта последняя прямая пересечет характеристиче­
скую прямую ( i - 't 1 )AM' в точке iE. ,  которая  и б у дет искомой 
соответственной точкой ; действительно , значения расхода для 
этой точки и для точек iв· и iE "' '  находящихся на той же гори ­
зонтали , удовлетворяют сформулированным выше условиям 
сплошности ( 1 )  и (2) * .  

Определив таким образом соответственную точку для сече­
ния Е, наблюдатели возвращаются каждый на  противоположный 
конец своего участка , куда они прибывают в моменты времени 
( i  + 't ' ) ( сечение А ) , ( i  + 't") (сечение В) и ( i  + 't"' ) ( сечение D ) .  
При этих  перемещениях характеристиками будут прямые, сим ­
метричные предыдущим относительно вертикали , проходящей 
через соответственные точки iв· ·  iв· •  iE "' ' Соответственные точки 
в сечениях А, В и D определяются в пересечениях этих прямых 
с характеристическими кривыми регудирующих устройств для­
соответствующих  моментов времени ; это будут точки ( i  + 't' )A, 
( i + 't")в. ( i + 't"' )v. 

Из издоженного следует, что построения должны производиться 
одновременно для трех участков и таким образом , чтобы всегда 
были известны характеристические прямые, связ анные с переме­
щениями наблюдателей, встречающихся в сечении ветвления Е. 

Так же, как и в случае последовательного соединения  участков 
трубопровода, построения будут тем проще, чем большим будет 
общий масштаб для величин времен и пробега т', т", т"' ; однако 
такие случаи  произвольных значений времени пробега не в ы з ы ­

в а ют принципиальных затруднений при построениях. 

• При построениях для отдельных участков нет необходимости в установ:н.'­
нии  положительного н аправдения для скорости . Это не представляло бы каких­
либо преимуществ и иногда могло бы повести к путанице. Так, мы  приняли за 
nоложительные все три скорости c (i - 't'') , c (i - 't'") , c (i - 't'"') (фиг. 24, 6, в, г ) , 
несмотря на то, что в двух первых случаях имеет место отток от ветвлен ия, 
в третьем же приток к нему. Пр и этом · мы написали условие сшюшности в сече-
нии Е в виде q; = q;" - q; вместо того, чтобы записать, что сумма р асходов 
в сечении Е равняется нулю.  Выбор направления скорости лучше оставить про· 
извольным, чем пытаться его систематизировать, так как в случае нескольких 
ветвлений систематизация  становится невозможной :  положительное направле­
ние для одного ветвления  становится отрицательным на  другом кою�е участка 
лля следующего ветв.ТJения . 
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Мы продемонстрируем ход построений на  примере случая, когда 
величины -r';r:";r:"' имеют общий множитель .  

§ 22. Построения в случае простого ветвления и когда ве­
личины 't' , 't

"
, 't"' имеют общий множитель. Рассмотрим случай 

(фиг .  25 ,  а) ,  когда три участка образуют ветвление с парамет-
't ' 

рами отдельных участков a'L 'S' , a"L"S", a"'L"'S"', причем 3 = 

't " 't/1/ 
= 2 = 4 = 't . Величину 't примем за единицу времени . Пусть 
на концах  участков трубопровода в А ,  В,  D установлены регу ­
лирующие устройства , характеристические кривые которых 
известны в любое время . Пусть, наконец, начальны й  установив­
шийся режим характеризуется значениями расхода , например 
q� = q; и q� =О; это определяет соответственные точки : М� 
с абсциссой q� и h0 для сечений А и Е (фиг . 25, б) , М0 (фиг .  25, в)  
с ординатой h0 и абсциссой . равной нулю для сечений В и Е и 
м; (фиг .  25, г ) ,  с абсциссой q; = q� и ординатой h0 для сече-
ний D и Е "'. 

Предположим , что характеристическая кривая регулирующего 

устройства А н ачинает меняться в момент времени нуль, хар акте­
ристическая кривая Ч' Ао устройства В представлена· не  меняю­
щейся во времени пар аболой Ч' 80, причем ее правой ветвью в слу­

чае, когда р асход имеет напр авление от В к Е, и левой , когда те­
чение направлено от Е к В, и характеристической кривой устрой ­
ства D является во осе время одна и та же горизонтальная линия.  
Отметим ,  что в случае, когда характеристические кривые регули­
рующих устройств В и D также меняются во времени,  их нужно 
было бы только вычерчивать вновь для разных моментов времени 
по мере надобности ; припятые предположения имеют единствен­
ной целью упростить построения в р ассматриваемом ниже конкрет­
ном случае .  Этим случаем является выключение турбины в .сече­
нии А при наличии ур авнительной башни с водосливом , т. е. пр и 

постоянном уровне в В и при н аличии питающего бассейна с по ­
стоянным уровнем в D. 

Мы будем определять режимы, разделенные между собой ин­
тервалами времени 2-r ; этому будут соответствовать в сечении В 

попеременно промежуточные или гр аничные режимы, в А в основ­
ном промежуточные, а через интервалы 6-r граничные, в D также 
в основном промежуточные, а через интервалы времени 8-r гра­
н и ч н ы е .  

Последним моментом в ремени , где в н ашем примере еще су­
ществует первоначальный режим,  является момент времени тр и 

для сечения Е, момент пять для сечения В и семь для сечения D. 
Для наблюдателя , начавшего движение из сечения Е ' в на ­

правлении к А в момент времени ( - 1 ) ,  характеристической пря­
мой будет М�М' (фиг .  25, б) , проходящая через начальную 
соответственную точку режима М0, имея  угловой коэффициент 
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(- ;�, ) . Эта прямая б у дет справедлива при прибытии наблю­
дателя в сечение  А в момент времени - 1 + 3 = 2 и соответ­
ственная  точка 2А будет находиться на пересечении прямой 
М�М' и характеристической кривой �·А2 регулирующего устрой-
ства А .  , 

Та же прямая  М�М' остается справедливой для наблюдате ­
лей ,  отправляющи хся из  Е' в момент времени + 1 ,  и в момент 
времени + 3 и соответственными точками по  прибытии на блю­
деталей в А будут 4А и 6А (фиг .  25, б) .  

Для н аблюдателя,  выбывающего из сечения А в направле­
нии к Е' в момент времени 2, характеристической будет прямая 
2А 5в' с•имметричная  МоМ', проходящая через соответственную 
точку 2А и действительная во все время пробега , включая прибы­
тие наблюдателя в момент времени 5 в сечение Е'. 

В этом месте данный наблюдате.'lь встретит другого наблю­
дателя ,  отправившегося из D в момент времени 1 ,  для которого 
характеристической прямой является м;м"' (фиг .  25, г) , прохо-
дящая через соответственную точку начального режима м; и 
имеющая угловым коэффициентом {- ;;:" )  , поскольку переме­
щение происходит здесь также в направлении скорости тече­
ния  с; . Здесь же будет иметь место встреча с наблюдателем , 
выбывшим из  сечения В в момент времени 3 .  У словимея цри 
рассмотрении течения на участке ВЕ" полагать расход положи­
тельным,  если течение происходит от В к Е". Тогда для наблю­
дателя , перемещающегося от В к Е, характеристической прямой 
(фиг .  25, в) будет М�м· ,  проходящая через точку М0 началь-
ного режима и имеющая угловой коэффициент (- а;" ) ( эта пря-

• 
g 

мая будет действительна также за точкой М0 в области отрица -
тельных расходов, что будет соответствовать течению от сече­
ния Е к сечению В) . 

Теперь мы располагаем тремя характеристическими прямыми , 
связанными с н аблюдателями ,  находящимися в момент времени 5 
в сечении ветвления Е (точнее в сечениях Е', Е", Е"') .  Расходы, 
притекающие из участков ВЕ и DE, складываются между собой . 
Сложив в силу этого абсциссы прямых М�М" (фиг .  25, в) и 
м;м"' (фиг .  25, г ) ,  можно получить прямую хб (фиг .  25, б) , 
пересечение которой с прямой 2А5в определяет искомую соот­
ветственную точку 5в· · Перенеся ординату этой точки на прямую 
М�М" (фиг . 25 ,  в) , найдем соответственную точку 5Е. режима 
в Е", определяющую отрицательный расход, чему соответствует 
течение ,  направленное  от Е к В. Перенося ту же ординату 
на  прямую м;мт (фиг .  25, г ) ,  получим соответственную точку 5в .. 
режима в Е"'. С подобным построением мы ознакомились уже 
в предыдущем параграфе .  
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Три наблюдател я ,  которые окажутся одновременно в сече­
нии Е в момент времени 7 , должны совершить следующие пере­
мещени я :  первый начинает движ ение от Е к А в момент вре­
мени 1 , что приводит к получению соответственной точки 4А 
(фиг .  25, б) , затем в момент времени 4 этот наблюдатель начи­
нает церемещение  от сечения А к Е, что приводит к характери­
стической прямой 4А 7 Е' ; второй начинает перемещение из сече ­
ния В в момент времени 5, а третий из  сечения D в момент 
времени 3 ,  что приводит к получению тех же характеристиче­
ских  прямых М�М" и м; м т ,  что и ранее . Таким образом , для 
сечения Е' мы вновь находим ту же  прямую Х5 (фиг .  25, б) ,  
пересечение которой с прямой 4Д в определяет соответственнуЮ 
точку 7Е. Точки , имеющие ту же ординату 7 Е" (фиг .  25, в) и 7 Е '" 

(фиг .  25 , z ) ,  будут соответственными точками для сечений Е" и 
Е"' в момент времени 7 .  

При нахождении следующей точки для  сечения  Е в момент 
времени 9 наблюдатель, перемеща ющийся вдоль отрезка трубо­
провода Е' А, должен начать движение из Е' в момент времени 
3 - последний ,  ко г да еще имеет место режим М� - и характери-
стической прямой для него будет по-прежнему М�М' , дающая 
соответственную точку 6А; при возвращении  этого наблюдателя 
в направлении Е' характеристической будет прямая 6А 9в, спра­
ведливая при прибытии наблюдателя в Е' в момент времени 9. 
Наблюдатель ,  перемещающийся вдоль отрезка Е" В, должен на­
чать движение в момент времени 5 из  соответственной точки 5Е" ' 
найденной ранее,  и характеристической прямой  будет в этом 
случае 5Е.7 В• которая при пересечении ее с характеристической 
кривой W во определяет соответственную точку 7 в; затем при 
возвращении  наблюдателя характеристической прямой будет 7 в9Е" • 
представляющая собой горизонтально перемещенную параллельна 
самой себе линию М�М" . Для наблюдателя ,  перемещающегося 
в направлении от Е"' к D и выбывающего из  сечения D в мо­
мент времени 5, когда здесь еще имеет место режим м; , сохра-
нится прежняя характеристическая прямая , т . е . м;.м"'. Для 
того чтобы получить в Е' расходы обоих участков Е"В и E"'D, 
следует отнять от абсцисс прямой М�М" абсциссы прямой 7 в9в; 
поскольку же последняя является просто горизонтально пере­
мещенной прямой М�М", то искомую прямую Х9 (фиг .  25, б) 
можно получить просто путем горизонтального смещения на ту 
же величину прямой хб . 

Прямая Х9 определяет на пересечении с линией 6А9в иско­
мую соответственную точку 9Е" Точки 9Е" и 9Е" ' имеющие та­
кую же ординату (фиг .  25, в и 25, · z ) ,  б у дут соответственными 
точками в Е" и Е"'. 
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Продолжать подробное описание дальнейших построений нет 
необходимости ; они производятся без других изменений , кроме 
смещений в гор.изонтальном напр авлении хар актеристических п р я ­
мых для сечений Е" и Е111, влекущих соответствующие смещения и х  
резу.ТIЬтирующих прямых Х ( фиг. 25,  6) . 

Определение результирующей к тому же очень просто . Н а ­
пример , чтобы построить Х19 , достаточно прододжить составля -

ющие 1 7  в 1 9 Е" и 1 9 Е'" 1 5v до места их  пересечения с горизон ­
тальной прямой M�N" в то чке k" (фиг . 25, в )  и соответственно 
с прямой м;N"' в точке k"' (фиг .  25 ,  г ) . Затем строится (фиг .  25 , б) 
линия M�k' = М�' k"' + M�k" и через полученную точку k' про­
водится линия, параллельная Х5 • Это и будет искомой результи ­
рующей х19 • 

Приводимая выше т аблица позволяет проследить з а  порядком 
построений; записям ,  содержащимся в каждой строчке таблицы, 
соответствует новая прямая на чертеже. Эта последняя всегда про­
ходит через уже найденную соответственную точку и служит для 
опредедения новой точки. Как и в предыдущих таблицах, заго­
ловки столбцов образуют законченную фразу, если их прочитыва rь 
слев а  направо, включая обозначения, даваемые в строчках таб­
лицы. Но так как в данном ·случае производят-ся одновременно три 
построения,  то сначал а следует прочитывать горизонтальные 
строчки, содержащие данные для построения характеристических 
прямых на фиг. 25, в и 25, г, затем, имея в виду построения на  
фиг . 25, б ,  прочитывают также данные, относящиеся к получению 
р езультирующих прямых. Вот как прочитывается, например,  1 8-я 
строчка таблицы : при достижении сечения Е' в момент вре­
мени 1 1  наблюдатель, начавший движение из сечения А в мо­
мент времени 8, установит, что искомая соответственная точка 
лежит на прямой с угловым коэффициентом + а' : gS', проходя­
щей через соответственную точку в момент начала движения 8А 
и на  прямой Х1 1, которая является р езультирующей прямых 
981 1 Е "  и м; нЕ '" •  т .  е .  в точке пересечения 1 1 Е" что опре­
деляет также точки 1 1  Е" и 1 1  Е '" ,  имеющие ту же ординату. 

Отметим ,  что прямые 98 и 1 1Е и М�' 1 1 в  этой строчки таблицы 
найдены ранее (в 1 6-й и 1 7-й  строчках) ,  но там они фигурироваJIИ 
к а к  лучи. Только в 1 8-й  строчке н а  них определяются соответст­
венные точки 1 1  Е." и 1 1  Е'" и однов ременпо точка 1 1  Е' на пересече­
нии с результирующей. 

Построения доведены до соответственной точки 35Е' . Начи­

ная с момента времени 22 предположено, что характеристической 
кривой в А является ось ординат, что соответствует полному за ­
крытию трубы, так что р асход в этом сечении остается впредь ну­
левым и меняется только давление. Из построения на  фиг. 25, в 
видно, что ·величина отрицательного расхода на участке Е" В 
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дости г а ет м а к·с и м у м а в м о м е н т времени 27 через отрезок време н н .3 t· 
п о с л е  м о м е н т а  полного закрытия трубы в А и з атем н ачинае г 
у м е н ь ш а т ь с я .  Что касается расхода н а  участке FJ"D, то из пос 1  · 

роений на фиг. 25, г вид:но ,  что его величина уменьшается до 
момента времени 29, потом возрастает, а в дальнейшем снов а 
уменьшается . Если продолжать построения ,  сохраняя характери ­
стические кривые W А • W в .  W D неизменными,  можно установить, 
что путем з атухающих колебаний р асход сделается р авным нуто 
та кже в сечениях В и D. 

Как уже ранее неоднократно было отмечено, те же построения 
определяют также соответственные точки для промежуточных се­
чений А '  и А "  н а участке А Е', В' - н а  участке ВЕ", D', D" и D"' 
н а уча,стке DE"', т. е. сечений , через которые наблюдатели прохо­
дят в моменты времени , р азделенные интерв алами 't'. 

§ 23. Случай сложного разветвления. Рассмотрим случай 
(фиг .  26, а) ветвления в сечении Е с образованием пяти уча ­
стков при наличии регулирующих устройств в пяти концевых се ­
чениях А ,  В, D, О, Н. Пусть отдельные участки характеризу­
ются параметрами :  а' L'S' - для участка АЕ' ; a"L"S" - для уча­
стка ВЕ"'; а"' L"' S"' - для участка DE; aiV LIV srv - для участка 
GEIV ; avrvsv - для участка HEV , а время пробега волной 

отдельных 
Lv - = 'tv aV 

L ' L" " L"' ", L lV  
участков будет 7 = 't

'
, 7 =  't , 7 = 't , arv 

= 't1v , 

Предположим , что в результате уже  выполненных построе­
ний известны : режим в сечении А для момента времени ( i - 't') , 

т .  е .  соответственная точка ( i - 't' )A (фиг . 26, б) режим в сече­
нии В для момента времени ( i - 't'' ) ,  т .  е .  соответственная точка 
( i - 't")в (фиг .  26, в ) ;  режим в сечении D для момента времени 
( i - 't"' ) ,  т .  е .  соответственная точка ( i - 't"')v (фиг .  26, z) ; ре­
жим в сечении О для момента времени ( i - 't1V ) и соответствен­
ная точка ( i - 't1V )0 ( фиг .  26, д) и ,  наконец,  режим в сечении Н 
для момента времени ( i - 'tV ) и соответственная точка ( i - 'tУ )н 
(фиг .  26, е) . 

Скорости течения c(i-, ' > '  с<1-,.> ;  с<1_, т > ' c<1_,rV> • c(i_,v) ' направле ­
ния которых показаны на фиг .  26 ,  а ,  откладываются на фиг .  26, 
б, в ,  z , д, е вдоль nоложительных направлений оси абсцисс . 

Наблюдатели ,  начавшие движение в названные выше моменты 
времени из сечений А , В, С, D, О, Н, прибывают в сечение Е 
одновременно  в момент времени i. Для наблюдателя ,  выбыва­
ющего из сечения А , соответственная точка будет (фиг .  26, б) 
находиться на  характеристической прямой ( i - 't')A M' с угловым 

коэффициентом (- ;;, ) , поскольку перемещение наблюдателя 

совершается в направлении скорости c(i-• ' ) : для наблюдателя , 
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выбывающего из сечения В - на п р я м о й  ( i ·-· "" )вМ" (фиг .  26 , в )  ( а" 

) с угловым коэффициентом - gS" ; дл я наблюдателя ,  выбыв-

шего из сечения D - на прямой ( i - -::"' )вМ"' ( фиг .  26 ,  z )  с у г л о-
а '" 

вы.м коэффициентом + gsш , поскольку пере.мещение происхо-
.llит в направлении,  противопшюжном течению c(i-, '" J ;  для наблю­
дателя ,  выбывшего из сечения О, - на прямой ( i - "IV )0MIV 

aiV 
(фиг .  26, д) с угловым коэффициентом + gSIV ( перемещение 

и скорость течения противоположны ) ;  наконец·, для наблюда ­
те.1Jя ,  отправляющегося из сечения Н, - на прямой ( i - "V )нMV 

aV (фиг .  26,  е )  с угловым коэффициентом + gsv . 
Из условия сплошности следует равенство давлений h;E = 

= h: = h "' = ыv = hY в сечениях Е '  Е"  Е"' E IV EV · следова-'Е lE 1Е 'Е ' ' ' ' ' 

тельно ,  соответственные точки на фиг . 26 б, в ,  z, д, е должны 
иметь одну и ту же ординату ; в то же время это условие в при­
менении к расходам дает 

Вытекающее из этих двух  отношений построение будет та ­
Iшм : и з  суммы абсцисс прямых ( i - 't1 )AM' и ( i  - "")вМ" надо 
вычесть абсциссы прямых ( i - ""')vM"' и ( i - 1:1V )0MIV ,  что даст 
прямую XiXt (фиг .  26, е ) ,  пересекающую прямую ( i - 1:V )  MV 
в точке i'i. Эта точка и точки i� i� i; i!J (фиг .  26, б, в, z, д) , 
имеющие такую же , ординату , будут соответственными точками 
для сечений Е' , Е", Е"' , E1V в момент времени i .  

Для наблюдателя ,  nроделывающего обратный путь, характе­
ристи ческая прямая будет симметрична предыдущей ,  проходя­
щей через уже найденную точку iE, а соответственными точками 
для к онцевых сечений участков будут : в А - ( i  + "')А, на пере-
сечении с характеристической кривой W А (i+ , ' ) '  для момента вре­
мени ( i  + 1: ' ) (фиг .  26, б) ; в В - точка ( i + 1:") 8  пересечения с ха ­
рактеристической кривой W в (i+,"> (фиг . 26, в ) ; в D точка ( i  + 1:"') 
на пересечении с характеристической кривой W D (t+t "' >  (фиг .  26, z ) ;  
в О - точка ( i  + 1:1V ) - на  пересечении с характеристической кри­
вой W . IV ; наконец ,  в Н - точка ( i  + 1:V ) , на  пересечении с xa-O(t +� ) 
рактеристической кривой W v . н U+' J 

Теперь можно ·сформулировать общий принци п  построений 
в случае ветвления  трубопровода .  
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Построения производятся отдельно для каждого уча,стка .  В н а ­
ч а л е  надо р аспол агать соответственными точками для концевых  
сечений участков в такие моменты времени ,  чтобы н а блюдател и , 
начинающие движение из этих сечений , оказ ались одновременно 
прибывающими в сечение ветвления : при этом хар актеристическ а я  
п р я м а я  каждого участка наносится н а  чертеже данного участка . 
З атем производится ,суммирование  прямых для участков от 1 до 
(n - 1 )  и строится р езультирующая прямая  на чертеже п-го 
участка ; точка пересечения результирующей с хар актеристической 
прямой п-го уч астка и точки с той же ординатой на прочих харак­
теристических прямых являются соответственными  точками в мо­
мент встречи n наблюдателей в сечении ветвления.  

Это из.'Iожение последовательности построений пр едставляет 
собой только развитие того, что уже говорилось в связи с построе­
н ия м и  н а  фиг .  25, а,  б, в ,  г,  не вно,ся в вопрос существенно нового,  
поскольку построения в случае n участков производятся анало­
гично тому, как и в случае трех. 

С. Учет потерь напора 

§ 24. Общие положения. Существование потерь напора,  обуслов­
ливаемых трением, не меняет физической природы явления , заклю­
чающегося в простой и не имеющей и·сключений за·кономерности : 
возмущение, возникающее в векоторой точке среды, р аспростр а ·  
няется в пространстве с векоторой конечной скоростью. 

Для сечения трубопровода , где в начале явления происходит 
изменение скорости от значения с0 до значения с (например, для 
концевого сечения А ) ,  результаты, полученные р анее, сохраняются 
без каких-либо изменений .  Но по мере того, как лоб волны, в ко­
торО !'II произошло изменение скорости первон ачально от с0 до с1  
продвигается вдоль трубопровода со скоростью а,  н аличие сопро­
тивлений обусловJiивает ( в  сечении прохождения лба )  изменение 
давления, которое р аспростр аняется в направлении к сечению А 
в форме обратной волны, обусловливая изменения режима  также 
в А. Продвижение  основной прямой волны обусловливает, таким 
обр азом,  непрерывное возникновение противоположно направлен­
ных волн ,  исходящих из каждого пункта , проходимого прямой 
волной.  Иначе  говоря ,  н а  каждом бесконечно малом участке, про­
бегаемом прямой волной,  возникает перепад давления,  аналогич­
ный частичному отражению. 

Потери н апор а по  длине трубопровода можно представить как 
бесконечную сумму последов аrельно расположенных перепадов;  
учесть при р ешении всю эту бесконечность перепадов н апора со­
вершенно невозможно, но такое представление подсказывает ре­
шение, заключающееся в том ,  чтобы заменить бесконечно большое 
количество ·бесконечно малых изменений напора ограниченным ко­
.r:шчеством конечных, дающих такую же суммарную величину по­
терь н апор а .  
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Пусть имеем трубопровод ( фиг. 27) постоянных пар аметров 
а и S длиной L между сечением А, где н аходится регулирующее 
устройство , и начальным сечением В.  Если потери напор а настолько 
велики,  что ими нельзя пр енебречь, их можно р ассматривать со ­
средоточенными в n сечениях а, Ь, с, d, е, . . . , п редположив здесь 
условно н аличие диафр агм,  а участки между диафр агмами пред­
полагая лишенными сопротивления . Чем бо.ТIЬше будет количество 
д�афр агм,  тем более близким к действительности будет решение ; 

Со Ala IJ с d ,,В 
С-.: : : : :. А �--�----._ __ _. ____ �8 

практически zке увеличение 
их количества свыше трех 
или четырех уже не  оказы­
вает влияния на  результат . 

Фиг. 27. Посмотрим теперь , как 
эти диафр агмы или сосредо­

точенные перепады н апора будут отражаться на построениях . 
§ 25. Простейший случай одной диафрагмы в концевом сечении. 

В этом случае диафрагм а , создающая при н ачальной скоросш те-

чения с0 потери напора k �: , р авные потерям н а  всей длине трубо­
провода от А до В, предполагается присоединенной к регулирую­
щему апп ар ату в сечении А. 

Пусть характеристической кривой регулирующего устройства 
в некоторый момент времени  будет WA (фиг . 28, а) . У регули ­
рующего устройства ,  но за диафрагмой,  т .  е .  уже в трубqпро-

11 

� 
hw -- ,"",.. 

-------
-

о q 
Hanpa.fJ/leниe течения 

от В к А  
а) 

h 

о q НапраВление meveнUII 
от А к 8 

6) 

Ф и г. 28. 

воде , напор h должен равняться напору в регулирующем устрой­
стве, увели ченному на величину k i; , если направление течения  
будет в сторону сечения А , или уменьшенному на ту  же вели­
чину, если течение направлено в сторону сечения В. Это при­
водит к простому увеличению или уменьшению ординат характе­
ристической кривой W А регулирующего устройства на величину 

h - k 2 ординат параболы , даваемой уравнением w - 2g · q , как это 
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л оказано на фиг . 28 , а и 28, б. Поэтому nри постро�ниях дол ж н ы  
использоваться теперь кривые W wA • аналогично тому ,  как ранее 
использовались кривые W А ;  соответственные точки в сечении А 
трубопровода будут определяться теперь ,  следовательно ,  точ ­
ками М на пересечениях характеристических прямых . трубопро­
вода и характеристических  кривых \)j'·шА системы , состоящей 
из регулирующего устройства и диафрагмы . 

В равной степени можно было бы производить вычитание или 
сложение (фиг .  28 ,  6) , ординаты кривой ;g q2 и характеристиче-

ских прямых трубопровода ; тогда ·соответственная точка для регу­
J!Ирующего устройства в А определяется пересечением (точка т) 
получаемой таким образом кривой и характеристической кривой 
W А регулирующего у•стройства . Вертикальная линия ,  проходящая 
через точку т, при ее пересечении с характеристической прямой 
трубопровода определяет соответственную точку М для труобопро­
вода в сечении присоединения регулирующего устройства . 

§ 26. Случай, когда потери напора распределены поровну между 
двумя диафрагмами, расположенными у регулирующего устройства 
в сечении А и непосредственно эа сечением В. Учет наличия диа­
фрагмы в А производится так же, как в ·предшествующем случае. 

h 

-------
о q 

напраtJление т е чения 
от В к А 

а) 

-------
о q На пра6ление те чения 

от А к В  
б) 

Фиг. 29. 

Что касается диафрагмы непосредственно за сечением В, то 
ее эффект в отношении перепада напора в В будет аналогичен 
в.1иянию диафрагмы в А на характеристическую кривую регу.1И ­
рующего устройства . Если в какой-нибудь момент времени кри ­
вая W в является характеристической кривой для  сечения В тру­
бопровода в отсутствии диафрагмы, то при наличии последней 

k напор уменьшается на потерю hw = 2g · q2 , когда течение напра-
влено от В к А или увеличивается на ту же величину в случае 
течения от А к В. Это приводит к необходимости вычитания 
или сложения ординаты кривой hw потерь напора и ординат 
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·криво�\ 'П8, после ч е г о  пол у ч е н н а я  к р и в а я  \]J'wв ис п о л ь з у ется при 
-построениях аналогично тому ,  I<ак  ранее крива я  W В· Соответ­
ственная  точка для сечения трубопровода за диафра гмой опреде ­
л я ется ( фиг .  29, а и 29 , б) пересечением М характеристической 
прямой трубопровода и характеристической кривой W wB• а т о ч к а  т 
пересечения вертикали ,  проходящей через М,  с х а ракте р и сти ч е ­

-ской кривой Ч!'в является соответственной точкой для сечения В. 
Можно также производить сложение ординат кривой hw с орди­

натами х арактеристической прямой трубопровода (фиг. 29, а) и 
тогда непосредствен но определяется соответственная точка  т для 
сечения В , а вертикаль, проходящая через эту точку, дает в пере­

.сеч е н и и  с характер истической прямой трубопр овода до .сужения 
соответственную точку М для трубопровода перед диафрагмой. 
В случ ае , представленном на фиг. 29, б, где скорость имеет на­
пр авление  к сечению В, ордин ата hw должн а вычитаться . 

§ 27. Распределение потерь напора между n диафрагмами, 
размещенными на одинаковых взаимных расстояниях на длине тру­
бопровода между сечениями А и В. Р азмещение диафрагм на  оди­
наковых взаимных р асстояниях по длине  трубопровода при водит 
к простым построениям ; р а ссмотрим конкретный -случай такого 
размещения.  Пусть дан трубопровод ·с одинаковыми по его длине 
параметрами,  примыкающий к резервуару В с постоянным уров ­
·н е м  в последнем и заканчива ющийся в сечении А отверстием 
перемениого сечения ,  соединенным с атмосферой . 

Рассмотрим сначала случай одной ди афр агмы посредине уча­
стка А В  ( фиг. 30, а) . Отметим , что этот случай можно уже свести 

к тому, когда потери давления р аспр еделены на  три диафр агмы, 
.если предположить н аJшчие еще двух диафр агм : одной при  под­
ходе к отвер ·стию А и другой у выхода из резервуар а В ( р аспре­
деление потерь между ди афрагм ами следует принять в этом слу-

1 1 
ч а е  не  поровну, а следующим: 4 - в диафр агме А , '[ - в ди аф -

1 
р агме D и Т - в  диа фр агм е В ) . 

В § 26 было показано,  как следует учитывать эффект наличия 
д и а фр агм в концевых сечениях А и В ; остается опр еделить эф ­
фект наличия диафрагмы D посредине трубопровода .  

Пусть ( см .  фиг .  30, б)  МА - соответственная точка начального 
режима (h0q0 ) в сечен ии А, Н -- полный пер епад напора в т р у ­

бопроводе , kw - nолная вели чина потерь н а пора , распр едел я ю ­

h 
ща яся ед едующим обра зом : МА1ИА , = --f в се чении А ;  MA , Md = 

h 
= -fв сече н ии D посредине  трубопровода и 

чении у ре зервуара . За единицу времени • 

МdМв = h:( - в се ­
примем время про ­

L бега волны между с е ч е н и я м и  А и D таким обра зом , что 't = 2а • 
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Для наб.'!юдателя, выбывающего из D (фиг . 30, б) в момент времени 1 ( когда здесь е ще существует начальный ре -
жим МА) , характеристикой будет пряма я  мл . Р  А '  с угловым 
коэффициентом (- :s ) . Наблюдателя ,  прибывшего в А' в мо­
мент времени 2, соответственная точка будет на  этой же прямой ;  
для получения ж е  соответственной точки в А ординаты этой 
прямой должны быть уменьшены на величину потерь напора 
в диафрагме, что дает параболу РА . МА , в пересечении которой 
с характеристической кривой W Аз отверстия А для того же 
момента времени и находится искомая соответственная точка 2А . 
С другой стороны диафрагмы в сечении А' ,  соответственной точ­
кой будет 2А ' на пересечении прямой МАРА '  и вертика.'lи , про-
ведеиной через точку 2А .  Длина отрезка 2А 2л . является ве.'lичи­
ной потерь напора в диафрагме при расходе , соответствующем 
абсциссе точек 2А и 2 А  . . На обратном пути наблюдателя от А' к 
D характеристическая прямая будет симметрична предыдущей ,  
выходя из соответственной точки 2А , .  Эта прямая будет справед­
.'lива , когда наблюдатель прибывает в D в момент времени 3 . 

Для второго наблюдателя, выбывающего из  Ь в момент вре­
мени 2 ,  последний ,  когда здесь еще существует начальный ре­
жим Md, - характеристической прямой б у дет MdP d с угловым 

коэффициентом (- :s ) ,  параллельная прямой МАРА ' '  и соот­

ветственная точка цри прибытии наблюдателя в сечение d в мо­
мент времени 3 будет на этой r1рямой .  С другой стороны диа ­
фрагмы в D соответственная точка должна находиться на кри­
вой , получаемой путем вычитания из ординат прямой MdPd 
потерь напора , т .  е .  на  параболе PdMA . . . 

Соответственная точка для двух наблюдателей в D в момент 
времени 3 будет находиться в точке 3v пересечения пря­
мой 2А ' 3v первого наблюдателя и параболы PdMA . второго .  
В сечении d соответственной точкой будет 3d в пересечении 
вертикали , проходящей ч ерез точку 3v. и характеристической 
врямой PdMd; отрезок 3v 3d представляет величину потерь на­
пора в диафрагме . 

Для наблюдателя ,  отправляющегося из сечения d к сечению Ь 
в момент времени 3, характеристическая прямая 3d4ь , проходящая 
через соответственную точку 3d , будет симметрична прямой Md3d;  
на этой прямой будет соответственная точка для сечения Ь 
в момент времени 4. Одновременно эта точка должна находиться 
н а  кривой, получаемой из характеристики резервуара в сечении В, 
т .  е .  горизонтальной прямой NвМв, уменьшением ее на  ве­
.-1Ичину потерь напора в диафрагме, т. е. на  параболе NвMd. 
Следовательно , соответственная точка 40 будет в пересечении этой 
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парабо,riЫ и прямой Зd4ь , а соответственная точка 4в - на  верти ­
Rали 4ь4в. 

Для наблюдателя ,  выбывающего из сечения D в направлении 
R А в момент времени 3, характеристическая прямая 3i)4A' будет 

----fn,..-------- 1 4 

а) 

б) 
Фиг. 30. 

симметрична прямой 2А'Зv. проходя через соответственную 
точку Зv. На этой новой прямой должна находиться соответ­
ственная точка наблюдателя , прибывшего в А' в момент вре­
мени 4. Соответственная точка в А для этого же момента времени 
должна находиться на кривой ,  получаемой из  прямой 3v4A' умень­
шением ее о рдинат на величину потерь напора в диафрагме. По­
скольку искомая точка должна находиться в то же время на хараR­
теристической кривой W м отверстия ,  ее координаты определятся 
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Таблица к фиг. 30, б 
· �  "' 1 "' '"' . " о " U c:."' . . <О - о -е- "' "' :с "'  о. - :с " " :s: o  t:: " . :с  . "' ' о :! т  " "' :с .. "' "'  "' ; � Q) �-- g " ... "' 0  :r :c  '"' о. 

�= � "' "  " "' " о. о. :r Р.. � .. .. о о '" "' "' 0. �  "' "' "' - :е  "' " :c t:: O t:: " "' "' " - �  � � � ... · S' �  "' " "' "  " :r ... .. са $ �  О " О <О " :с :с "' .. � "' "'  � ==  С.•::>:: '"' "'  .. ..  " "'  " "' "' "' "' s ,., <О О :с 
о " "' "' "  :r : "' " " "  о "' "' o ::: ::r: � ::: о о- О <.> "' о.  � �  ;; 

о " ,.,  = о. " - �  §' � � 
- s » 

"' "' "'  ... ... "' "' "' "' "'  " "' · = � cc t:: :е :с � '- =<  o o ::r " '" "' ... :c :r  " u  E-< <> :r  .. � �.§. о. � ",  "' " "'  " " о. о о :! о  "' о  " · "'  о "' о t: ., :е  :::: :r : CQ :>i  » "' " '"  » t:: » t:: "' '"  '" "'  "' "' '"  

А 2 D 1 1 - a : gS МА ' в А' 'J!'A2 2А 2А ' 

D 3 { ь 2 - a : gS Md 
в d } 3D 3d А '  2 + a : gS 2А ' 

А 4 D 3 - а Зп в А' WA4 4А 4А ' 
в 4 d 3 + а  

') "'d в ь Wв 4в 4ь 

D 5 { А' 4 + а  4А ' в d } 5n 5d ь 4 - а 4ь -
' 

А 6 D 5 - а 5n в А '  WA6 бА бА ' 
в 6 d 5 + а 5d в ь Wв 6в 6ь 

D 7 { А' б + а 6А '  в d } 7D 7d ь б - а 6ь 

А 8 D 7 - а 7D нул ь WA8 8А 
в 8 d 7 + а  7d нул ь  Wв 8в 

D 9 { А 8 + а  8А } WAlO 9D gd ь 8 8в в d - а 

А 10 D 9 - а 9D нул ь Wв I OA 
в 1 0  d 9 + а  9d в ь 10в 1 0ь 

D 1 1  { А 1 0  + а l OA } в d 1 1n 1 \d ь 1 0  - а 1 0ь 

А 1 2 D 1 1  - а 1 1n нул ь  WA12 1 2А 
в 1 2 d 1 1  + а  1 1  d нул ь Wв 12в 

D 1 3 { А 1 2 + а  1 2А 
в d } 1 3d ! 3d в 1 2 - а 1 2в 

в 1 4 d 13 + а  1 3d в ь Ч:'в 14в 1 4ь 
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пересечением обеих кривых в точке 4А. Парабола , которую можно 
полу ч ить , у м е н ь ша я ординаты прямой 3D4A' на величину потерь на ­
по ра в JI.Иа фрагме , не показана на чертеже, так кан: ее построение 
пра кти ч ески н е н у ж н о . Действительно , искомая точка 4А о чень 
близка к точке пересечения прямой 3D3A' с характеристической 
кри вой WA4 ·  Поэтому, если взять ординату параболы NAMA в точке , 
абсцисса которой несколько меньше  абсциссы , отмеченной выше 
точки пересечения , например ординату 4� ,4� , ее можно полагать 
с достаточной степенью приближения равной величине потерь 
напора в диафрагме.  Помещая отрезок 4� ,4� между прямой 
3D4A' и характеристической кривой W А4 , точки 4А и 4А' определяются 
значительно быстрее, чем посредством построения параболы, и 
в то же время достаточно точно . 

Продолжая задавать н аблюдателям движение от А' к D и от 
d к Ь в прямом и обратном напр авлениях, можно найти таким же 
образом дальнейшие соответственные точки для сечений А , В и D; 
каждая из них будет двойной в результате наличия диафрагмы, 
причем сдвоенные точки имеют одну и ту же абсциссу в то время, 
как их ординаты р азнят.ся между .собой на  велич,ину потерь на -

пор а в диафрагме: 
· 

Следующая таблица позволяет проследить от точки к точке 
построение в том порядке, в каком оно производится. 

При построении принято, что, н ачиная с момента времени 8, 
характеристическая кривая отвер.стия А остается неизменной и 
совпадающей с осью ординат, что означает, что отвер·стие в А 
в этот момент з акрывает·ся полностью и остается закрытым 
и в дальнейшем. С этих пор , в моменты времени 8 в В,  9 в D, 
10 в В ,  1 1  в D течение становится обратным и потери н апора 
в диафрагме должны менять·ся по знаку; р азность ординат сдвQ­
енных точек также меняет знак. В ·Силу этого 'точки с и ндек;сом D 
оказывают.ся теперь расположенными выше точек с индексом d, 
тогда как р а ньше было н аоборот; то же имеет место в сечениях 
В и А . Учет этого обстоятельства не вызывает затруднений, так 
как в процессе построения ясно видно,  будет ли точка пересечения 
хар актеристических прямых находиться в области положительных 
или в области отрицательных значений расхода . · 

Рассмотрим далее случай трех 1 равноотстоящих между собой 
· диафрагм (фиг .  3 1 ,  а) . Такое размещение диафрагм, располагаемых 
теперь в сечениях D , Е� F на расстояниях от сечения А, равных 

1 1 3 4 , 2 и 4 длины трубопровода , позволяет распределить общую 
величину потерь напора hw на пять сосредоточенных перепадов, 
предполагая ,  как и ранее,  наличие еще двух диафрагм около кон­
цевых сечений трубопровода А и В. В этом случае потери напо ра 

1 ' 
целесообразно распределить следующим образом : 8 hw в диа-

1 Не считая концевых (Прим. ред. ) .  
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1 1 фрагме А , по -;r hw в диафра гмах D , Е, F и в- hw в диафрагм е В .  
Построениями на фиг .  3 1 ,  б определены соответственные то ч1ш 
для сечений А , D, Е, F, В для моментов, разделенных интер-

L валом времени 4а , равным времени пробега волны между двумя 
диафрагмами , причем этот интервал времени принят за единицу . 

Соответственными точками начального режима являются � 
точка М0 у· отверстия А ; точка МА' на участке от сечения А'  
до D ; точка MD на участке от  сечения d до  Е ;  точка Ме на уча ­
стке от е до F; точка М1 на участке от f до Ь, и ,  наконец, 

h точка Мв в сечении В; при этом МоМ А' = 8w , MA'MD = !11DMc = 

- M
M

- htv . м _ hw 
-- е J - 4 ·  !Мв - т ·  

Потери напора в диафрагмах в функции расхода представленьr 
отрезками ординат, расположенных между горизонтальной линией 
NA'MA' •  и параболой NA'Mo .ц�я диафрагмы АА' ; горизонталь­
ной линией NdMd и параболой NdMA' - для диафрагмы Dd; го ­
ризонтальной линией NвМв и параболой NeMd - для диафрагмы Ее, 
горизонтальной линией N1M 1 и параболой N1Me- для диафрагмы Ff, .  
и ,  наконец,  горизонтальной линией NвМв и параболой NвМ1 -
для диафрагмы в В.  

Поскольку построения на фиг .  3 1 ,  б не  содержат ничего нового 
по сравнению с предшествующими,  мы ограничимся пояснениями 
в виде таблицы, приводимой ниже, которая позволяет проследить 
з а построениями в порядке, в каком они выполняются. 

Само собой р азумеется, что при  построениях дJIЯ области отри ­
цательных значений расхода знак потерь  н апор а в диафрагмах 
также должен измениться . 

Применеине большего количества диафрагм не меняет прин­
ципов гр афических построений . Практически это не сказываеrся 
также и на получаемых результатах, которые не меняются замет- ­
ным образом при увеличении числа  диафр агм выше четырех. 

Р аспределяя потери напор а между пятью диафрагмами, ра с­
положенными вдоль трубопровода , как это показано н а  фиг. 3 1 ,  б, 
можно определить изменения режима также в пяти различных 
точках трубопровода ; увеличивать более число сосредоточенных 
перепадов н апор а не  имеет смысла .  

Естественно, что поскольку излагаемый метод определяет для 
промежуточных сечений по две ·соотв етственные точки, в то время 
к с; к в действительности в р ассмотренных случаях р азрывов на ­
пора не существует, то  наиболее. близким к давлениям ,  имеющим 
место в действительности ,  следует считать ср едние из значений 
давления, определяемых сдвоенными точками .  

§ 28. Случай, когда потери напора действительно сосредото­
чены в нескольких сечениях по длине трубопровода. Предста ­
вим себе случ ай,  когда потерями напора  на трение по длине 
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Таблица к фиг 31 б 

• "' "" · "' "" 
.:. :s: "' "'  "' S!  "' • О 

.:. :s: == =  !:? -&  ��  :s: ., "' "' "' с :s: о "' .:. 
о "' т  = "' "- :S: "' "' "' �- � ... = о  "" "' ". g. "' "' .. "' "' :Е "' "' ". "' "' ;:S:: Q:i о о !< "' "' "' :Е "' "' С � :.  :s: c о с � �  с ,. :s: � � �  .... "' "'  "' "' "' "' "' •= о ., ... ... ... .. ... о =r ... == =  "- 0 u = "' :s: ., :о  ... - u  "' = .. "' "' .., ... о .. "' "" "' "' "' = = � � � 3 .,  :r :s:  .. ... ., о;  о ,. "' � §  g :s: :S: � �  о "' "' "'  .. .", = "' � �  ". .", ., ., .6 � �  "' = "' "' :s: "' .. ... ,. = .. .. .. . .,  "' "' "'  ... ;E '" =t  o o :r .. ... .. ... .. ... ... .. ". "' ::. .,  "' "' "'  ::. .,  u "' » :s: "" "' "' ::. о  .. о :s: ti  · "' о о: о t:: ., ;:;; : :r :s: "' " » .. ... -& c u  ... » С » С  "' "' "' " "'  

А 2 D 1 1 - a : gS МА '  в А' WA2 2А 2А ' 

D 3 { Е 2 - a : gS Md в d } 3v А '  2 + a : gS 2 А '  3d 

Е 4 { F 3 - а М е 
в 

е } 4в 4е d 3 + а 3d 

F 5 { ь 4 - а Mt в f } 5F 51 е 4 + а 4е 
в 6 f 5 + а  5/ в ь Wв 6в 6ь 

А 4 D 3 - а 3D А' WA4 4А 4А ' 

D 5 { Е 4 - Ot  4в в d } 5D 5d А' 4 + а 4А ' 

Е 6 { F 5 - а 5F в е } 6в 6е 
d 5 + а 5d 

{ ь 6 - а 6ь в 
f } 7F 1t F 7 е 6 + а 6е 

в 8 f 7 + а 1j в ь Wв 8в 8ь 

А 6 D 5 - а 5D в А' WАб 6А 6А ' 

{ Е 6 - а 6в в d } D 7 А '  6 + а 6А ' 7D 7d 

{ F 7 - а 7F в е } 8в 8е Е 8 d 7 + а 7d 

{ ь 8 - а 8ь в f } 9F 9t F 9 е 8 + а 8е 

в 10 f 9 + а  9/ в ь Wв 10в 10ь 

А 8 D 7 - а 7D в А' WA8 8А 8А , 
Е 8 - а  8в в d } D 9 { А' 8 + а 8А ' 9D 9d 

F 9 - а  9F в е } Е 10 { lОв 10е d 9 + а 9d 

ь 10  - а  1 Оь в f } F 1 1  { е 10  + а lOe l lF 1 1/ 

в 1 2  f 1 1  + (J  1 1/ в ь Wв 1 2в 12ь 

6 Зак. 2f7 8 1  



П родолжение табл. к фиг. 3 1 ,  б 
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А 1 0  - D  9 - а  gD в А' \F AlO 1 0А 1 0А' 

D 1 1  { Е 1 0  - а 1 0Е в d } 1 1 D 1 1 d А' 1 0  + а  1 0А ,  

Е 1 2  { F 1 1  - а  1 1 р 
в е } d 1 1  + а  I ld 

1 2Е 1 2е 

F 1 3 { h 1 2  - а 1 2ь в 1 } 1 3р 1 3/ е 1 2  + а 1 2е 
в 1 4  1 1 3 + а 1 3/ нуль ЧГв 1 48 
А 1 2  D 1 1  - а  1 1 D в А' чr At2 1 2А 1 2А , 

трубопровода можно практически пренебречь, но при этом в се­
чениях ADEFB (фиг. 3 1 ,  а)  трубопровода в действительности на ­
ходятся диафр агмы;  в этом случае ничто не изменилось бы в по­
строении н а  фиг. 3 1 ,  б; таким образом,  это построение соответство­
вало бы точному решению задачи для реального случая ( оно яв­
.1я ется в то же время приближенным решением для другого реаль­
ного случая ,  когда потери напора распределены на  всей длине) . 

Не тре6уется доказательств для того, чтобы понять, что вся­
кая потеря напор а, сконцентрированная в сечении трубопровода 
(например :  в месте у,становки диафрагмы, при внезапном измене­
нии сечения,  в сечении резкого поворота · и  тому подобное) р авно­
значна р азрыву !fепрерывности, порождая частное отражение. 
Таким образом, построения на фиг. 30, б и 3 1 ,  б соответствуют 
случаю n разрывов непрерывности, р асположенных последова ­
тельно на таких взаимных расстояниях, что время пробега волны 
между двумя сечениями разрыва непрерывности одинаково для 
любой пары сечений. Кстати, этот случай рас·смотрен в § 20 
(фиг. 22) применительно к разрывам непрерывности, возникаю­
щим в связи с изменением параметров а и S. 

В обоих ·случаях построения производят·с·я одинаковым обра­
зом, но на  фиг. 2'2 каждое нарушение непрерывности приводило 
к изменению угла наклона  характеристических :прямых, в то 
время, как на фиг. 31 , б эти нарушения обусловливают параллель­
ное смещение прямых, поскольку каждая соответственная точка 
н а  фиг. 22 становится сдвоенной на фиг. 3 1 ,  а. 

Ничто не препятствует, впрочем, возможности возникновения 
обоих видов разрыва непрерывности в одном и том же сечении ; 
действительно, такое положение обязательно иозникает, например. 
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при внезапном увеличении сечения,  что вызывает т а кже возн и кно­
вение местной потери напора .  И в этом случае построения н а 
фиг. 22 остаются без других изменений, кроме того, что все соот­
ветственные точки из простых превр ащаются в сдвоенные. 

Если потери давления сосредоточены в нескольких сечениях 
на  взаимных расстояниях, не эквивалентных по отношению к вре­
мени пробега волны,  построение производится так,  как это опи­
сано в § 18 (фиг. 1 9) .  Однако это построение сопряжено с извест­
ными трудностями ,  и следует посоветовать упрощать его путем 
введения н аибольшей общей длины для отдельных участков;  об 
этом подробно говорилось при описании построения на  фиг. 23 .  

§ 29. Выводы. Мы умеем теперь определять неустановившийся 
режим в сети , включающей р азрывы непрерывности любого р ода 
( изменения сечений, ветвления, местные или р а·спределенные по ­
тери  напора ,  регулирующие устройства в любом количестве) . 
Основой построений во всех случаях яв.'lяются элементарные фи­
гуры, аналогичные описанным в §§ 1 0  и 28;  их комбинирование 
требует лишь вдумчивости, но  не дополнительных знаний ;  таким 
образом ,  решение даже самых сложных задач доступно чертеж­
нику, имеющему опыт таких построений. 

D. Случай, когда режим в трубопроводе определяется 
дифференциальным соотношением между величинами 

h и q и временем 

§ 30. Пояснение основных положений. Во всех рассмотренных 
р анее случаях предполагалось, что неустановишееся движение 
определяется регулирующими устройствами в концевых сечениях 
трубопровода ,  причем для каждого момента времени известна 
явно выр аженная зависимость h = 'Р' ( q) , между величинами  h и q, 
для этих регулирующих устройств; такую зависимость мы назвали 
«характеристической кривой» регулирующего устройства .  

Но существуют регулирующие устройства такого рода, когда 
величина h зависит от изменений q во времени,  или ,  наоборот, 
величина q зависит от изменений h во времени .  

Для наблюдатеJIЯ , прибывающего к такому регулирующему 
устройству в момент времени i ,  соответственная точка по- преж­
нему будет находиться на характеристической прямой трубопро­
вода ; но теперь вместо того, чтобы определяться пересечением 
этой прямой и кривой h = W (q ) ,  соответственная точка должна 
удовлетворять дифференциальному соотношению,  связывающему 
величину hi или ql со значением lzu-dt) или qU-dtJ • имевшими место 
в сечении в момент времени i ---: dt. 

Естественно, что графическое построение - так же, как ,  впро-�  
чем, и аналитический р асчет - можно производить то.Тiько конечно­
разностным методом . Единственным условием при графических .по- ' 
строениях, пр актически обычно не вызывающим з атруднений 
н являющимся в нужной мере точным,  является принятие интер-
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в a Ji a  времени t!.t  достаточно малым,  для того чтобы можно было 
полагать изменения величин h и q в этом интервале линейными . 

Озн а комимся  ближе с постановкой задачи .  
Пусть известна  соответственная точка tm для сечения т в мо­

мент времени t (фиг. 3·2 ) , и нужно найти соответственную точку 
( t  + j) для того же сечения в момент времени ( t + 1) ( где j = 
= t!.t) ; после этого можно было бы продолжать дальнейшее . по­
строение дл я  моментов времени, р азделенных интервалами J .  

Для момента времени t+ j 
характеристикой трубопровода 
будет прямая,  справедливая 
для наблюдателей ,  которые 
в это время прибывают в rn .  
Пусть это будет прямая АВ,  
определенн ая из предшествую­
щих построений ; точка ( t + j) 
должна находиться на  этой 
прямой ,  имея напор изменен­
ным (против момента времени 
t )  на !'!.·h и р асход измененным 
на t!.q. 

О Но мы предположили на-
личие в сечении т устройства ,  
для которого h или  q связаны 
с временем при посредстве 
дифференциального уравне­
ния. В ги�др.авлике возмож)IЫ 

Фиг в ·некоторой точке только два 
вида связей между величи­

нами h, q и временем : случай а - когда в течение времени j рас­
ход q з аполняет некоторую емкость q X j = t!.V, з аставляя менять.ся 
давление ;  случай б - когда импульс давления (roih) X j  сообщает 
материальной м ассе количество движения, зависящее от расхода q . 

Р а с с м о т р и м с н а ч а л а с л у ч а й а. 
Поскольку изменение расхода q в интервале времени j можно 

полагать линейн_ым ,  то средним значением расхода будет ql+�<t+ l) , 

а соответствующий объем А V, заполняемый жидкостью, составит 

A V  = 
qt + qснл . 

2 j .  ( 1 ) 

В завис_имости от вида регулирующего устройства ( резервуар 
различной формы,  открытый или напорный)  объем V связан с вы­
сотой (или напором )  h пекоторой заданной функцией V = q> (h) , 
что дает:  
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Подставляя уравнение (2) в уравнение ( 1 )  и разрешая о т н о ­

сительно неизвестной q (t  t j) • получим 

q(t+j) = [ �- . � ' ( h )] �h - qt.  (3) 

Если 
·
величина !1h достаточно мала для того, чтобы можно 

было рассматривать <р' (h) как по,стоянную уравнению (3)  соот­
ветствует прямая MtNt ,  проходящая через точку М 1 ,  симметрич­
ную точке tm относительно оси ординат h и имеющая угловой 
Iшэффициент 

tg �1 = 2r/(h) • (4) 
Эту прямую можно строить следующим образом : сначала про­

водится прямая tmK1 , составляющая с осью абсцисс угол ( -�1 ) ,  
затем от точки К1 проводится прямая K1N1 , составляющая с той 
же  осью угол �1 • Точка пересечения этой последней прямой и 
характеристической прямой АВ трубопровода является искомой 
соответственной точкой ( t �j)т.  

Интересно отметить ,  что такое построение воспроизводит в точ­
ности построения для получения характеристической прямой тру­
бопровода . Действительно, оно производится таким образом, как 

если бы имело место перемещение фиктивного н аблюдателя, вы­
бывающег·о в момент времени t из т для того, чтобы подняться 
в резервуар ; для этого наблюдателя величины h и q должны на­
ходиться на прямой, проходящей через соответственную точку tm 
в момент и в месте его выбытия и имеющей угловым коэффициен-

том tg �1 = - 2/(h) . Достигнув m.оверхнос11и воды в резервуаре , 

н аблюдатель констатирует р.а,с.Jюд, равный нулю, чем определяется 
на графике точка Kt (в пер есечении прямой с осью ординат) . При  
дальнейшем движении от K t  к сечению т зависимость h от q 
определяется прямой с угловым коэффициентом 1g  � 1 = + 2/�h) , 
проходящей через �соответственную точку К1 • В дальнейшем при 
р ассмотрении частных случ аев мы убедимся в обо,снованности этой 
аналогии . 

Р а с с м о т р и м  т е п е р ь  с л у ч а й  � 
Поскольку изменение величины h линейно в интерв але вре­

мени j импульс сил давления (на  единицу площади) з а  это время, 
приравниваемый изменению количества движения ,  приводит к вы­
р ажению 

-- ht + h<t+л . _ л (М ) 
(J) 2 1 - U.  v . (5) 

Но количество движения (Mv) , воспринимаемое регулирующим 
устройством в т, связано с расходом зависимостью (Mv) = <p ( q) , 
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х а р а ктер котор ой определяется видом регулирующего устройств а ; 
отс юда следует d (Mv) d (Mv) = dq dq = ер' (q) dq . ( 6 ) 

Подставляя выражение ( 6 )  в уравнение (5 )  и разрещая отно­
ситедьно h<t i-j ) ,  найдем 

h(t+j) = [� . . ер' (q) ] dq - h;.-. (7 ) 
о>} 

Если величина !J.q достаточно м ала  для того, чтобы р асс:-.I атри­
вать q/ ( q) как постоянную, то этому уравнению соответствует 
прямая M2N2, проходящая через точку М2, симметричную точке 
tm относительно оси абсци,ссы и имеющая угловой коэффициент 

tg �2 = �. ер' (q ) . (8) 00} 
Как и раньше , эту прямую можнu получить . проведя через 

точку tm прямую tmK2 , образующую с вертикальной линией угол 
{ -�з ) ,  а затем через точку К2 - искомую прямую K2N2, образу­
ющую с вертикалью угол �2 • Последняя прямая пересечет харак­
-теристику трубопровода - прямую АВ - в искомой точке ( t + Лm· 

Как и в случае а, при этом построении проявляется ан алогия 
с законом р а спространения волн в трубопроводе. Действительно, 
используя эту аналогию, можно сказать, что для н аблюдателя , 
выбывающего из сечения т в момент времени t с тем , чтобы 
пройти регулирующее устройство на этом участке, з ависимость 
напора h от р асхода q будет выражена посредством прямой , про­
ходящей ,через •соот,ветственную точку t т в момент и в месте 
выбытия наблюдателя и имеющей угловой коэффициент( -�ер' (q )) . 
Достигнув конца устройства ,  н абдюдатель устанавливает , что сила 
(т .  е. н апор h )  равна нулю, чему соответствует точка К2 пересече­

ния с осью абсцисс; при возвращении в т зависимость между 
напором lz и р асходом был а бы выражена посредством прямой 
K2N2, проходящей через точку К2 и имеющей угловой коэффициент 

2 . 
+ -=- ер' ( q) . Мы увидим да.т� ее , что указанная  ана.т�огия вполне OOj 
обоснована  т акже и в данном случае .  

Изложенное дает способ изучать р азличные регулирующие 
устройства ,  п роцессы в которых протекают аналогично р ассмот­
ренным выше случаям «а» или «6» .  Каждое из этих устройств 
должно быть охарактеризовано при этом соответствующей ему 
функцией (J) (h) или (J) (q) . 

§ 3 1 . Резервуар конечных размеров (уравнительная башня ) .  
Рассмотрим случай резервуара  площадью сечения S, присоединен ­
ного к трубопроводу АВ в пункте М (фиг. 33 , а) . 

Это - случай ветвления, изученный в § 2 1 .  Чтобы проследить 
з а  те:-.1 ,  что п роисходит в точке М, надо представить себе двух 
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на блюдателей, встречающихся в этой точ ке в результате д в и же­
ния одного из них из сечения А и другого - из сечения В. Псре­
мещению каждого наблюдателя ·соответствует своя характеристи­
ческая прямая ;  кроме того ,  надо учесть особенность, которая вно­
�ится ветвлени е м .  

о 

5) 
Фиг. 33. 

Пусть известна соответственная точка tm для сечения т в ре­
зервуаре в момент времени t, причем в этот момент в резервуаре 
имеет место восходящее течение с расходом qt, равным при­
току q� , поступающему из А, за вычетом оттока q; в направлении 
сечения В. Задача состоит в том, чтобы найти соответственную 
точку ( t + Лт для конца интервала времени 6-t = j конечного , 
но достаточно малого ( как на это уже указывалось) для того , 
чтобы можно было полагать внутри этого интервала времени рас­
ход изменяющимся линейно от значения q1 до значения q<t+J> 
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( что строго с п р а в едливо , конечно ,  толы<о для дифференциала вре­
мени dt ) .  

Пусть ( t+J - - 't1 )A М и { t + j - 't")вN характеристические прямые 
(фиг . 33, б) для наблюдателей , выбывающих из сечения А в момент 
времени ( t + j - 't1 )A и из сечения В в момент времени ( t + j - 't") 
и встречающихся в сечении М в момент времени ( t  + j) ; таким 

l' l" образом , 't '  = 7 и 't" = 7 соответствуют продолжительности пе-
ремещения наблюдателей вдоль участков АМ и ВМ 
Эти прямые известны, определяясь nредшествующим режимом 
Как р анее указывалось , построения в ,с;лучае  разветвленного тру­
бопровода целесообразно в целях большей ясности производить 
на отдельных чертежах для каждого из участков трубопровода. 
Однако в данном случае  для удобства обозрения построения для 
псех участков объединены н а  одном чертеже. 

Вычтем из абсцисс прямой ( t + j - 't' )A М абсциссы прямой 
( t + j - 't11)8 N; иначе  говоря ,  от значений расхода , поступающего 
со стороны А ,  отнимем расход, оттекающий в направлении В; 
полученная результирующая прямая X<t+J> определяет зависимость 
в сечении т между напором и расходом для наблюдателя, при ­
бывшего в это сечение ;  следовательно,  искомая точка ( t  + Лт 
должна находиться на этой прямой . 

Ее положение может быть определено следующим гр афическим 
.способом. В уравнительной башне происходит процесс, заклю­
чающийся в изменении положения открытой поверхности в з ави­
симости от р асхода . Действительно, за время dt при р а.сходе q 
уровень подымае"Гся н а  dh, причем 

s . dh = q dt ( 1 )  
это - дифференциальное ур авнение, связывающее между собой 
величины q, h и время. 

Зависимость между объемом V �оды в резервуаре и высотой h 
имеет вид 

отсюда 
V = <p (h) = Sh , 

<р1 (h)  = s. 

Это и есть рассмотренный выше случай а; поэтому построе­
ния должны производиться следующим образом : через 
точку tm проводится прямая tmK, образующая с осью абсцисс 
такой угол � . что tg � = (- fs) ; это определяет на  оси ординат 

точку К, через которую проводится затем прямая КР, образую­
щая такой угол � .  что tg � = i/ ;  в пересечении последней пря­
мой с прямой X<t+J > находится соответственная точка ( t + Лт ·  

Проводя а налогию между этим  построением , отражающим яв­
ление в резервуаре, и явлением распространения волн в трубо-
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проводе, можно отметить , что во время движения н аблюдателя от 
сечения т к свободной поверхности D в резервуаре наблюдатель 
перемещается в направлении течения , в силу чего угловой коэф­
фициент прямой - отрицательный .  При достижении наблюдате­
Jiем  сечения D он не отмечает здесь ни притока ни оттока воды, 
в силу чего естественно полагать здесь ра·сход р авным нулю, и 
соответственная точка должна находиться н а  оси ординат .  При 
возвращении наблюдателя из D к т он nеремещает·ся против те­
чения , и угловой коэффициент прямой становится положитель­
ным .  Таким образом,  устанавливается полная ан алогия в порядке 
построений с случаем трубопровода. 

Такое объяснение не является только абстракцией . Действи ­
тельно ,  режим на участке l между сечениями т и D склады­
вается также в результате прохождения волн при скорости а ,  

l имеющих временем пробега t = а  . Построение ,  использующее 
эту единицу времени ,  было бы идентичным описанному выше,  но 
включало бы в интервале j значительное число ломаных линий ,  

а стороны которых имели бы угловыми коэффициентами  ± gs ·  Выше-
приведенное построение  заменяет их  двумя прямыми с угловым 
коэффициентом ± /s , что закономерно ,  если интервал времени 
взят достаточно малым . 

Эта  аналогия имеет, впрочем, и более глубокое обоснование. 
которое было показано нами .в другом месте 1 •  

Для нахождения  положения соответственной точки ( t +Л т 
можно применить также расчет последовательных приближений.  
Расход qt , поступающий в уравнительную башню в начальный 
момент интервала времени j, известен ; поскольку возникающее 
в результате изменение уровня  6.h будет положительным,  т . е .  
высота ht увеличится,  т о  q<t +J > будет меньшим,  чем qt . Примем 
за среднее в интервале времени j значение расхода величину q1 
несколько меньшую, чем qt , и рассчитаем 6.h с помощью урав­
нения ( 1 ) .  Проведя затем горизонтальную прямую, отстоящую на 
величину 6.h от ht , найдем на прямой Х<нJ> точку ( t  + ЛmJ > опре�  
деляющую расход q<t+J> 1 •  Найдем среднее  значение  

qt + q(t+j) 1 
2 = q2 . 

Величина Q2 может быть :  
равной q1 ,  что было бы удачным совпадением , в результате 

случайного точного задания среднего расхода ; точка (t + Лт1 
была бы тогда искомой точкой ( t + Лт; 

1 I ngenieurs Civils, май-июнь, 1 926 г .  К теории гидравлического удара. 
Международный конгресс по общей механике в Льеже, 1930 г. К теории гидрав· 
лического удара. 
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отличной от q 1 ;  в этом сл у чае повторяют вычисление вели ­
ч ины Ah из уравнения ( 1 ) , принимая за среднее значение расхода 
-величину q3 ,  за ключающуюся между q1 и q2 •  Таким образом на ­
.ходят новые величины Ah2 , q<1 l- j ) .  и затем 

q, + q(t+j) • .  
q4 = 2 

Если q4 = q3 ,  точ ка ( t + Лm2 является искомой точ кой ( t  + Лm • 
в противном случае расчет повторяют далее .  

На первый взгляд этот метод может показаться трудоемким 
и н едостаточно надежным .  Но стоит только его испробовать, чтобы 
неожиданно установить его простоту и точность ,  благодаря чему 
часто этот м етод предпочитают построению, описанному ранее . 
Простота способа объясняется тем , что только первая точка jm 
графика , получаемая исходя из точки От, должна быть угадана 
·ощупью, та к как еще нельзя себе представить характера чертежа . 
Но сразу после начала построений за кономерность в интервалах 
От -jm; jm - 2jm ;  2jm - 3jm и та к далее, становится очевидной. 
С этого момента удается наметить последующее среднее значе­
.ние расхода с такой точностью ,  какая почти исключа ет повторный 
nодбор. Та ким образом , этот способ ( хотя и менее изящный) за ­
рекомендовал себя так же положительно ,  как и полностью гра ­
фический .  

После нахождения с nомощью одного и з  двух способов точки 
( t + Лm на  той же  горизонтали получим : точку ( t  + Лm на прямой 
( t + j - 't' )AM и точку ( t  +Л т" на  прямой ( t + j - 't")в N. Это 
будут соответственные точки для  сечений т' и т" трубопроводов 
АМ и ВМ в момент времени ( t  + j) . Через них пройдут новые 
характеристические прямые ,  констатируемые наблюдателями , пере ­
.двигающимися в направлениях к А ·  и В. Затем построения про­
должаются аналогичным образом для получения точек ( t  + 2j)mX 
X ( t + 3j)m и та к далее .  

В качестве дополнения к изложенному выше рассмотрим слу­
чай, когда поперечное сечение S ур авнительной башни меняется 
по высоте. 

Ч асто случается, что упомин авшийся выше резервуар ,  н азывае­
мый в гидроэнергетическом строительстве уравнительной башней, 
имеет меняющееся на различных участках поперечное сечение , 
в то время как в пределах каждого отдельного участка сечение 
'Одинаково. Описанное выше построение  сохраняется в силе также 
и в этом случае , но при переходе от одного участка к другому 
.надо придавать углу � измененное значение. 

Если сечение меняется в зависимости от h произвольно,  но 
непрерывно , угол � также будет меняться непрерывно;  его тан -
генс /s может быть найден для любого значения h ,  определяя 
площадь сечения S соответственно этой высоте и полагая интер­
gо 



вал времени j достаточно малым , с тем чтобы S могло быть при­
нято в этом интервале постоянным . 

Следует указать, что в этом случае применение последователь ­
ных приближений являеТ>ся более быстрым и пр актически более 
точным.  

§ 32 .  Случай пресса-аккумулятора на трубопроводе . Рассмотрим 
трубопровод АМВ с присоединенным к нему н а  ответвлении прес­
сом, оборудованным тяжелым поршнем веса Р, .скользящим в ци ­
линдре, площадью сечения S (фиг .  34, а) . При установившемся 
режиме поршень неподвижен и создает в сечении  М давление, рав ­
ное 

р -
s = юllo . ( 1 )  

Это давление обычно значительно больше,  чем давление столба 
воды под поршнем в цилиндре ,  и мы вправе пренебречь послед­
ним в дальнейших расчетах .  Считая режим в сечении  т для 
момента времени t, характеризуемый соответственной точкой tm 
известным, равно, как и все предшествующие режимы,  поставим 
задачу об определении режима в том же сечении в момент вре­
мени t + j, полагая интервал M =j достаточно малым , чтобы 
можно было считать изменение давления от значения h1 до зна­
чения h<нi> • происходящим по линейному закону. 

Расход q1 в вертикальном цилиндре представляет собой раз­
ность между расходом q1 на участке АМ, поступающим в напра­
влении от А к М, и оттоком q; через сечение т" в направлении к В. 

Ка к  и в предыдущем случае ,  соответственная точка в момент 
времени t + j в сечении т' будет на характеристической прямой 
( t +  j - -с' )А М, устанавливаемой наблюдателем , выбывающим из А 
в момент времени ( t  + j - -с') ,  а в сечении т" - на характери· 
стической прямой ( t -t-j - -с")в N. устанавливаемой наблюдателем , 
выбывающим из В в момент времени ( t + j - -с") ; при этом вели-

/' l" чины -с' = 7 и -с" = 7 являются значениями времени пробега 
волной участков АМ и DM. 

Разность абсцисс прямых ( t  + j - -с')АМ и ( t  + j - -с")вN (т .  е .  
расходов q' в сечении т '  и q" в сечении т") определяет 
прямую Х<н ' > •  справедливую для обоих наблюдателей при и х  
встрече в сечении т .  Следовательно, соответственная точка ( t + j) 
должна быт�? на прямой Х<t +Л ·  . 

Теперь необходимо увязать изменения величин h1 и q1 в ин ­
тервале времени l1t = j с за коном движения поршня.  

Если Р- сила , приложеиная к телу веса Р,  п v - скорост ь 
тела , то уравнение движения имеет вид 

F = 
!!_ . dv 

g dt . (2 ) 
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Если h давление под поршнем в т водяного столба , т . е .  
шh -- давление  в килограммах (где � - удельный вес воды) ,  то 
сила F определится из уравнения 

F= (;h) S - P = �S (h - h0) . (3 ) 

Расход воды под поршнем составляет 
q = vS, (4) 

откуда 
dq = Sdv. (5)  

Подставляя ур авнения ( 1 ) ,  ( 3) , (4) ,  (5)  в уравнение (2) , по­
лучим : 

(h - h0) = :; · ;� .  (6 ) 

Это уравнение показывает, что между величинами h и q не 
существует явной зависимости ; величина h связана зависимостью 
с изменениями величины q во времени . 

Таким обр азом ,  мы имеем отмеченный выше случай «б» . Им­
пульс за  время j сил , приложеиных к м а ссе поршня,  р авен -[- (ht - ho) + (h(t+j) - ho) ] . 

(1) 2 s 1 · (7) 

Изменение количества движения tl (Mv) поршня записывается 
как : tlv, т. е .  в соответствии с уравнением (5 )  :s tlq и в со­
ответствии с уравнением ( 1 )  

;;Jzo tl g q. 

Приравнивая уравнение (7 )  уравнению ( 8 )  и 
сительна неиавестной (h<нJ> - h0) ,  получим · 

(h(t+j ) - h0) = ;�f tlq - (ht -- h0) . 

(8) 

разрешая отно-

(9) 
На фиг .  34, 6 разности (ht - h0) соответствует отрезок tmE, 

а уравнению (9 )  прямая КР, которую легко построить , учтя , что 
при ее продолжении она должна пройти через точку , симметрич­
ную tm относительно оси абсцисс, образуя с горизонталью угол � 
такой ,  что 

r.1 2ho tg t' =  gSi ' ( 10) 

тогда как прямая tmK образует с горизонтальной линией угол ( -�) .  
Точка пересечения данной прямой КР с прямой X<t+J> опре­

. деляет искомую соответственную точ ку ( t + Л  т ·  
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Ка к  и в предыдущем случае , этому построению может быть 
дана интерпретация ,  роднящая его с построениями ,  соответствую­
щими распространению волн в простом трубопроводе . Для по ­
движного наблюдателя ,  перемещающегося внутри цилиндра , зави­
симость между силой и скоростью осевого смещения поршня изо -

s 

f/� m ' ' 
, ,  

t '  , ,  

а' а."  
а) 

Фиг. 34. 

бражается прямой ,  проходящей через соответственную точку tm 
(сечения т для момента выбыт{'{я наблюдателя из этого сечения) , 
имеющей угловой коЭффициент tg � = - 2�. ( силой является ор-

- g '} 
дината h, умноженная н а  wS, а скоростью осевого смещения ­
абсцисса q, деленная на S) . В сечении d сила ,  обусловливаемая 
давлением воды, равняется нулю и сохраняется только сила , об-
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уеловливаемая в е с о м  поршня Р, чему соответствует ( на фиг .  34, б) 
nрдината h0 и чем определяется положение точки К. При пере­
мещении наблюдателя в обратном направлении хара ктеристиче­
с ка я прямая будет симметрична предыдущей и будет проходить 
через только что найденную соответственную точку К, т .  е .  это 
будет прямая КР. В сечении т этот наблюдатель должен отме­
тить тот же режим , ка кой отмечают наблюдатели ,  перемещаю­
щиеся вдоль отрезков трубопровода и для которых результиру­
ющей характеристикой является прямая X(t +J> · Поэтому соответ­
ственная точка в момент времени (t  + j) в т должна находиться 
на пересечении двух названных прямых,  т. е. в точке (t + Лт· 

Дальнейшее построение эпюры от точки ( t +Л т к точке 
( t  + 2j)m осуществляется в том же порядке , ка к ранее от точки tm 
к точке ( t  +Л т ·  

Проводя через точ ку ( t +  Лт горизонтальную линию, можно 
найти соответственные точки ( t +Л т '  на прямой ( t + j - 't1)A М и 
(t +Л т" - на прямой ( t  + j - 't")в N для сечений т' и т" в мо­
мент времени ( t +  j ) ;  через эти точки будут проходить характе­
ристические прямые для наблюдателей ,  отправляющихся из т' 
и т" в направлениях к А и В. Эти прямые позволят определить 
режим в А и В соответственно для моментов времени ( t + j + 't) 
и (t + j + 't") . 

§ 33. Резервуар с поршнем и пружиной. Пусть в сечениИ .м 
т р убопров ода АВ есть ответвление (фиг . 35, а) , в котором вмон ­
тирован поршень с пружиной . Если напор под поршнем при уста­
:ювившемся движении равняет·ся ho, то сила ,  уравновешиваемая 
п руживой и поршнем, составляет 

Р0 = (�h0 )  S. (1 ) 
Пусть доля давления в сеч ении т, обусловл иваемая столбом 

жидкости l в цилиндре под поршнем, пренебрежи.мо м ала  по срав ­
нению с велич иной roho. Массы поршня и пружины также будем 
предполагать достаточно малыми , так что ве.сом и инерцией эти'Х 
двух устройств можно пренебречь.  ' 

В этих условиях всегда будет существовать мгновенное равно­
весие между силой упругости пружины Р1 и силой �h0S давления 
на нижнюю поверхность поршня .  Сила пружины Р1 изменяется 
линейно в зависимости от хода поршня из расчета К килограмм . 
на единицу длины смещения поршня (К - хара ктеризует упру­
гость пружины) .  

Поставим перед собой задачу ·- найти соответственную точку 
( t  + Лrn для сечения т в момент времени ( t + j)  ( причем j - до­
статочно малый промежуток времени ,  позводяющий считать изме­
нения величины h внутри этого интервала линейными) ,  исходя 
из опредеденной ранее точки tm ддя момента времени t в том же 
сечении т ,  когда имели место напор h1 , также уравнов ешенный 
силой упругости пружины . и расход q1 ,  равный разности п ритока q� 
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nротекающего на отрезке трубопровода АМ и оттока q; череа: 

сечение т" в участо к т рубопровода МВ. 

А 

f---- l ' ---o-j 
а) 

-------�// + \ 

о 

(t+j-r'� tgfJ=Kzhs� 

б) 
Фиг. 35. 

Пусть за время j поршень переместится на l!l; сила пруживы 
увеличится при этом на величину К · l!l и н апор воды из менится 
на l!h в соответствии с условием 

(;;;Ah) S = KAl. (2 ) 
Это ·соответствует описанному выше случаю « а>> - заполнения 

емкости - с той р азницей , что в данном случае давление  связ ано 
зависимостью с перемещением !!l конца пружины. 

Имея !! V = Sbl и подставляя взамен А! его з н а чение из ур ав ­
нения (2) ,  получим 

и условие 

;-s2 A V= к Aiz , 

tg � = i5 . 2ooS2 

(3) 

(4) 
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определяет на графике (фиг .  35, б) угол с горизонталью прямых 
tmK и KR, на второй из которых должна находиться искома я 
точка ( t  +Л т ·  

С другой стороны ,  поскольку предшествующие режимы счи­
таются установленными (методом , который мы в данное время 
отыскиваем ) ,  мы можем построить хара ктеристические прямые 
( t + j - 't' )A М и ( t + j - 't" )в N. справедливые для наблюдателей , 
которые, начав движение из сечения А в момент времени ( t + j - 't' ) 
и из сечения В в момент времени ( t  + j - 't") , встречаются в М 
в момент времени ( t + j) .  Разность абсцисс прямой ( t +j - 't' )A M  
и прямой ( t  + j - 't" )в N. т .  е .  разность между расходом q� при ­
тока через сечение т' и q; - оттока через сечение т", дает пря­
мую X(t+j ) •  СПраведливую ДЛЯ ОбОИХ наблюдателей ПОСЛе ТОГО , 
как они пересекли т" и т' и находятся в т; искомая соответ­
ственная точка должна быть также на этой прямой , т .  е .  она 
должна находиться на ее цересечении ( t + Лm с построенной ранее 
прямой KR. 

Легко заметить , что описываемое построение может быть про­
изведено на основании гипотезы о перемещении подвижного на ­
б ,'Iюдателя в пружине .  Его характеристическая прямая во в ремя 
движения от d к Ь б у дет tmK; скорость в Ь б у дет равна нулю, 
что даст точку К ( нулевой расход ) .  При обратном перемещении 
в направлении к d характеристическая прямая будет симметрична 
предыдущей , проходя через точку К. 

П роведеиная через точку ( t + Лт горизонтальная  линия в пе­
ресечениях с характеристическими прямыми ( t  + j - 't' )A М и 
( t + j - 't")в N дает соответственные точки ( t +Л т• и ( t +Л т" 
режима в т' и т" в момент времени ( t  + j) . Через эти точки 
пройдут характеристические прямые,  справедливые для наблюда ­
телей , перемещающихся вдоль участков АМ и ВМ в направле­
ниях к А и к В, что дает возможность продолжать построения . 

§ 34. Воздушный колпак. Рассмотрим еще случай , когда в сече­
нии М н а  ответвлении трубопровода установлен воздушный кол­
пак (фиг. 36, а) . Объем воздуха в колпаке при н ачальном уста­
новившем,ся режиме обозн ачим через Vo, а абсолютное давление 
здесь - чер ез р0• Если ho является высотой столба воды, соответ .. 
ствующей этому режиму, то давление Ро будет выр ажено как 
р0 = ffi (h0 + ha) , где атмосферное давление оnределяется высотой 
столб а воды ha. 

При неустановившемся р ежиме воздух в резервуаре расши­
ряется или сжимается. При изотер мическом процессе зависи мостью 
между а бсолютным давлением р и объемом V будет 

Po Vo =p V, ( 1 ) 

а при адиабатическом 

Po VJ = p VT . (2) 
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Показатель степени т .  выражающий отношение теплоемкостей 
при  постоянном объеме и давлении , для воздуха равен 1 ,4 . Бели 
изменения режима происходят очень медленно ,  то справедливо 
уравнение ( 1 ) ; при очень быстрых изменениях режима - уравне­
ние (2 ) ; пр актически ·спр аведливо промежуточное состоя ние 
между уравнениями ( 1 )  и ( 2 ) . 

В о всех nрактических случаях можно пренебр егать в сече­
нии М давлением , обусловливаемым высотой столба воды по ср ав-

о q 

а) 

б) 
Фиг. 36. 

нению с давлением р воздуха над поверхностью воды в колпаке 
(при необходимости можно легко учесть, · как мы это увиди.м 

в дальнейшем, также и высоту этого столб а ) . 
Пусть tm соответственная точка (фиг .  36, б) в сечении т для 

момента времени t, когда давление в этом сечении равняется 
; (h1 + ha) ,  определяясь давлен ием возду ха в колпаке, а расход 
равен разности между притоком q� через сечение т' со стороны А 
и оттоком q 1 через сечение т" в направлении В; ставится задача 
найти соответственную точку (t +Л для того же сечения т в 
момент времени ( t + Л ,  где j является достаточно малым интервалом 
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времени ,  чтобы можно было предположить изменение расхода 
в интервале линейным . 

Объем: воздуха V1 в воздушном колпаке в момент в ремени f 
выражается уравн ением ( 1 ) или ( 2 ) ;  возьмем , например, уравне­
ние ( 1  ) ,  то гда получим 

V1 (h1 + ha) = Va (h0 + ha ) .  (3 )  

С другой стороны ,  зная предшествующий режим ,  можно по­
строить прямые ( t +J - 't' )A M и ( t +J - 't")в N. справедливые 
для наблюдателей, начавших движение в сечениях А и В и встре­
чающихся в сечении М в момент времени ( t  + j ) .  

Как и в предыдущем случае ,  искомая точка ( t  + Лт должна 
находиться на прямой X<t+J> • получаемой в результате вычитания 
абсцисс прямой ( t + j - 't")в N из абсцисс прямой ( t + j - 't1 )А М. 

Для нахождения положения точки ( t +Л т на прямой Хи+л 
можно предложить два способа : аналитический способ последо­
вательных приближений и графический .  Рассмотрим сначала ре­
шение способом последовательных приближений .  

По мере поступления воды в воздушный колпак объем воз­
духа в последнем уменьшается ,  а давление увеличивается ,  вслед­
ствие чего поступающий в резервуар расход начинает умень­
шаться .  Назначим среднее значение расхода Q�oy в интервале 
времени от t до ( t + j) несколько мен ьшим,  чем q1 ( расход в на ­
чальный момент интервала j ) .  Поступивший в воздушный колпак 
за время j объем воздуха будет Q�oyi• и уравнение ( 1 ) дает 

где 

отсюда 

v(t+j ) (ht +j + ha ) = vt (ht + ha ) , 

h _ Vt (ht + ha) 
( t+j) - ' . . Vt - Qmoyl 

(4) 

Та к  как h1 и Vt известны ,  то из уравнения (4) находится h<t+J > ;  
искомой соответственной точкой ( t  + Лт будет точка прямой X<t+J> • 
имеющая ординатой h<t+J > · Знание этой точки позволяет тотчас 
же найти расход qt+J и действительный средний расход: 

Q - q, + q(t+j) 
(5) тоу - 2 · 

Найденная точка прави.тrьна ,  если Qmoy = Q�oy . В противном 
случае расчет нужно  повторить , задавшись в качестве средней 
величины расхода в интервале j значением, за ключающимся ме­
жду QmoY и Q�oy . Это уточняет ранее найденное положение 
точки ( t + Лт и дает новое значение Qmoy , которое может сов­
пасть с заданным значением Q�oy ; в противном случае продол-
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жают подбор в той же последовательности до получения удовле­
творяющего совпадения .  . 

Этот ·способ представляется на первый взгляд громоздк1им и 
недостаточно точным . В действительности, он  как уже отмечалось 
в § 3 1 ,  практически точен и быстро приводит к результату. Это 
происходит от того, что последовательность точек tm , ( t + Лт • 
( t + 2j)m . . .  подчиняется определенной закономерности , которая 
быстро становится очевидной. В силу этого обычно уже первый 
под�счет величины Qmoy оказывается достаточно точным и почти 
никогда не требующим повторений ; приближения приходится при­
менять только при расчете для первого интервала времени j 
и очень редко для второго. 

Перейдем теперь к изложению графического способа .  
Поскольку воздушный колпак является емкостью, поочередно 

заполняемой или освобождаемой, мы имеем в этом примере рас­
смотренный р анее случай_ «а» .  Функцией, определяющей объем 
воздуха в зависимости от высоты или напора  h, является в соот­
ветствии с уравнением (3) , следующая 

V= V0 �о:::= ер ( h ) .  ( б ) 

Ее производная равна  

, (h ) V ho + ha 
ер = - 0 (h + ha)2 ' 

Отсюда,  согласно выведенному уравнению 
деления угла � находим величину 

r.l j (h + ha)2 
tg t' = - 2 Vo (ho + ha) • 

При адиа,батическом процессе было бы 
1 

(ho + ha) -
ep (h ) = V0 ;r 

(h + ha) ­"( 

( 7 ) 

( 4 ) в § 30, д.пя оп ре -

( 8 )  

Таким образом,  tg  р непрерывно меняется в зависимости от h, 
и надо начинать ·С  того, чтобы построить )'["'ОЛ � для значений h, 
в которых встретится необходимость. Это лучше всего сделать н а  
отдельном листке кальки, нанеся, как это показано н а  фиг. 37, а ,  
на оси ординат р авные отрезки l:!h, достаточно малые, с тем, 
чтобы величины tg � незначительно отличались друг от друга . 
�r основания каждого отрезка . l:!h откладывают пар аллельна оси 
абсцисс с одной и другой сторон от оси ординат отрезки 

Q = (Vo (h0 + h;�y fJ.h , 
i h + hа + т  

t:.h где h + 2 является средней ординатой отрезка fJ.h. 
7* 

( 9 )  
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Проведем прямые через концы отрезков Q и верхние концы 
уч астков !:J.h (фиг. 37, а) ; эти прямые образуют с осью абсцисс 

углы , тангенсами которых будут 
Ah j (hmoy + ha)2 

± Q  = ± 2 Vo (ho + ha) = ± tg � . 
Целесообр азно основные построения (фиг. 37, б) производить 

на кальке ; подложенная под нее фиг. 37, а будет видна через про­
зрачную бумагу и это позволяет производить вычерчивание очень 
просто ;  через точку t т проводится прямая,  пар аллельная лучу н а  

о о qt 
.r::."' 

-h. 

а) 5) 
Фиг. 37. 

подложенном чертеже, имеющему ту же начальную ординату, - что 
и точка tm ; эта  прямая проводи11Ся под углом - � к оси абсцисс 
и доводится до пересечения в точке К с осью ординат .  Понятно, 
что если высота KF окажется больше, чем отрезок !:J.h, при кото­
ром произведено построение угла  � на вспомогательном чертеже, 
то линия tmKL будет не прямой,  а ломаной, причем каждый 
элемент в интервале 11h должен быть параллельным соответ­
·Ствующему лучу н а  вспомогательном чертеже. 

После получения точки К построение продолжают, нанося те­
перь отрезки прямых пар аллельна лучам на  вспомогательном 
чертеже, образующим с осью а бсцисс угол + �- Таким способом 
находят кривую КМ, абсциссы которой определяют р асход в воз­
душном кодпаке в зависимости от напор а h. 

Искомая точка (t  + Лт будет находиться на пересечении этой 
кривой и подученной ранее прямой x(t +j ) · 

Дальнейшие построения , базирую щиеся на точке ( t +Л т· вы­
полн яют в том же порядке , как и nостроения для получения 
этой точки .  
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Из опыта при.менения установлено, что описанное графическое 
построение не является более точным или более быстро приво­
дящим к р езультату , чем способ последовательных приближений ; 
но изящность и общность графического способа придают ему 
большую привлекательность. 

§ 35. Сложные случаи. К:ак уже было отмечено в § 30, вели ­чины q и h могут меняться в завнеимости от времени только 
в результате следующих процессов : изменения некоторой емкости 
или возникновения добавоч­
ного · Iюличе·ства движения ; 
других простых регулирующих 
устройств, являющихся возбу­
дителями того или иного про ­
цесса, помимо р ассмотренных 
в предыдущих пар агр афах, не 
существует. 

Существуют, однюю, слож­
ные устройства , являющиеся 
возбудителями обоих пр оцес­
сов одновременно ; это не вно­
сит, впрочем, ничего нового 
в построения , так к.ак оказы­
вается возможным учитывать 
оба процесса р аздельно. 

Так, в случае ·с illpec!CO:М:, 
разобранным в § 32 (фиг. 34) ,  
имеет место также резервуар,  
кот-орый попеременно напал- -+---t-=QL-.,L-��....L___,:s:--!..--
няeт·cя водой или освобож- � 
дается О'Г нее . Если высотой ре- -::+---�--о--��-о-->-__� __ 

зервуар а  пренебречь нельзя , то О 
надо �омбинировать построе- Ф и г .  38. 
н:ия ,  опи .сани�;: которых прнве-
дено в §§ 31 и 32 ; это может быть сдела·но сл едующим образом 
(фиг. 38) . 

Как и ранее, для того, чтобы найти соответственную точку 
режима ( t  + Лт • нужно исходить из режима ,  известного на мо­
мент времени t, отраженного на графике соответственной точкой tm . 
Но теперь напор ht в сечении т включает также высоту lt , обо­
значенную на фиг .  38 через tdtm , и напор в сечении d под порш-
нем равняется ht - h0 - lt = Etd. Поэтому прямую tdK1 теперь 
следует проводить через точi<у td под углом -- � 1 •  таким , что 

tg �1 = -
2sh� .  Дальше строится прямая К1Р1 , образующая угол �1 • g J 2h такой что tg �1 = + -s0• • Эта последняя прямая оnределяет зави­

g J 
симость между давлением под поршнем и средним расходом 
в интервале времени }. 
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Но у часток резервуара между сечениями т и d запол­
н яется  водой и соответственно меняется напор в сечении т .  
Построения нужно производить поэтому в соответствии с опи­
санием ,  данным в § 3 1 , т .  е .  проводя прямую tmK2 , для 
которой tg �2 = - �� ,  затем , проводя через точку К2 пря-

мую К2Р2 такую, что tg �2 = + /s . Ординаты прямой К2Р2 ,  от­
считываемые от горизонтальной линии ,  проходящей через точку �d• 
определяют величину l в зависимости от расхода . Так как рас ­
ход в т равняется расходу в d, то ,  складывая ординаты прямой 
КР1 и К2Р2 ,  можно получить прямую S<нJ> •  которую определяет 
зависимость между полным напором и расходом в сечении т .  
Эта прямая пересечет прямую Х<нJ> в искомой точке ( t  + Лт· 
В пересечении вертикали , проходящей через эту точку с прямой 
К1Р1 ,  находится соответственная точка ( t + j)d ,  которая  опреде­
ляет давление в сечении d, равное О (t + j)d .  

Чтобы найти точку ( t + 2j)m ,  следует принять за исходные 
точки (t + j)d и ( t + Лт ( аналогично тому ,  как для нахождения 
точки ( t  + j) мы исходили из точек td и tт ) .  В такой последо­
вательности продолжается построение и в дальнейшем с интер­
валом времени j .  

В случае поршня с пружиной (фиг. 35) также может оказаться 
что давлением в сечении т, обусловливаемым столбом воды вы­
сотой l, пренебрегать нельзя, так же как нельзя пренебречь и ве­
{'О М  поршня. Это будет тот же случай ,  как только что описанный, 
но с добавлением пружины. Построения будут такими же, как 
описанные, но угол В2 опредеJIЯется из выр ажения 

tg r.� - + (к _i_ 1 L) 1'2 - - 2;;;-S2 т 2S ' 

где первый член в пр авой ча.сти обусловлен наличием пружины , 
а второй соответствует наполнению резервуара  на высоту l. 

Также и в случае с воздушным колпаком (фиг . 36 ) может ока­
заться, что давлением в 'сечен;ии т, обу.словленном столбом воды, 
rтренебречь нельзя .  . 

Пусть в начале процесса ·глубина во�ы в резервуаре состав­
J IЯет l0 ( фи г. 39, а) , а давление воздуха h0, что в общей сложности 
создает давление в ·Сечении т, равное Но = lo + ho .  При построе­
ниях необходимо учитывать наряду с изменениями объема воз­
духа также колебания уровня воды в колпаке. 

Для момента времени t, для которого соответственной точкой 
будет tm , высота Н1 расчленяется на составляющие : h1 ,  обусло­
вливаемую надичием воздуха , и 11 • обусловливаемую присутствием 
воды . Изменения величины l дучше всего п роследить на отдель­
ном построении  (фиг. 39 , 6) . 

Пусть на основном графике (фиг .  39, в )  точка tm представляет 
собой соответственную точку в сечении т, а td - соответственную 
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точку в сечении d на  цоверхности воды ,  и ,  следовательно ,  tmtd=lt .  
На вспомогате.7Iьной эпюре (фиг . 39 , б) также показана точка td, 
прич.ем здесь ординатой этой точки является lt . 

Для нахождения соответственных точек в момент времени 
( t +Л следует на основной эпюре построить кривые tdK1 и К1Р1 
в соответствии с указани ­
ями ,  изложенными в § 34, 
затем на вспомогательном 
г рафике построить прямые 
tdK2 и К2Р2 так ,  чтобы 
было tg �2 = ± /s , г де 
S- площадь сечения ре­
зервуара на высоте � .  

Произведем сложение 
ординат линий К1Р1 и К2Р2 ; 
в резу ль тате получим 
кривую К3Р8 давления в 
сечении т , пересекающую 
характеристическую пря­
мую x(t+ j)  трубопровода 
в искомой точке ( t + Л  т ·  
Проведя через эту точку 
вертикальную линию, най­
дем точки ( t + j )d нa пере­
с ечении с кривой К1Р1 и 
прямой К2Р2 •  От этих 
точек продолжаем постро­
ение  эпюры в том же по­
р ядке ,  как ранее от точек 
fm И td. 

Можно ·создать также 
ком'бинации описанных 
выше результирующих 
устройств, но это не дало 
бы ничего принщипиально 
нового в применении 

о 

о 

а) 

5) 

fJ) 

Фиг. 39. 

о писан ных спо.собов решения. Кроме того, это носило бы чисто 
а бстр а ктный характер , так как в промытленной практике н азван­
ные регулирующие у·стройства встречаются только р аздельно. 

Возвр ащаясь к р ассмотрению построений в случае с воздуш­
ным колпаком (фиг. 37, а и . б) ; отметим , что кривая Lt т (постро­
f-нная ее касательными) имеет по определению следующее урав-
не ни е 

2 Q = 7 ({)_ (h ) ,  

где ({) (h) опредеmiется уравнением (6 ) . 
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Можно было бы ограничиться вычерчиванием такой кривой, 
один раз для всех случаев и,  перемещая ее вдоль оси Q так, чтобы 
она проходила через точку tm , н айти также точку К. Затем, по­
вернув эту кривую вокруг вертикальной оси и проведя ее через 
точку К, мы получим кривую КМ и искомую соответственную 
точку ( t + j) т .  Это построение было найдено и применено впервыь­
инж. Крайа .  Общий прием, показанный н ами ,  сводится к тому, 

h 

чтобы разделить эту кривую на 
участки высотой l!!h (фиг. 37, а) . 
Целесообразность этого заклю­
чается в возможности разме­
стить кривую в пределах чер':'е­
жа , тогда как иначе ,  вслед­
ствие значительных длин ее абс­
цисс, эта кривая громоздка п не­
удобна в работе. 

Это замечание имеет особое 
значение в случае Ь (фиг. 37, 6) , 
где уравнение кривой имеет вид 

2 H= ] 'f (q) .  В гщцр авлике един-

ственным приложеннем этого 
случая являет·ся пре.сс и в этом 

о случае <p (q) представляется пря­
мой,  для •которой достаточно 

Фиг. 40. найти постоянный угол �· В элек-
тротехнике к данной категории 

от.носИ'I'СЯ случай с iИНдукционной катушкой. Если �катушка не 
имеет железного сердечника ,  функция <p (q) (которая превра­
щается в <р ( i ) , где i - плотность тока ) представляется просто 
в виде Li, а угол � так же постоянен. Если же катушка снабжена 
железным сердечником,  функция <p ( i )  зависит от К,l!ивой намагни­
чивания сердечника, котор ая не может быть представлена алге­
браическим уравнением. В таком случае также можно построить. 
одну кривую и в дальнейшем, либо ее перемещать и повор ачивать 
( как это предлагает инж. Край а и как это показано на фиг. 40) , 
либо ра.счленить ее на  участки, р авные 11i и таким ·способом полу­
чить углы � для любого значения i, после чего построение кривых 
tmK и KL производится касательными к ним уча·стками . Так же, 
как и в случае ·С воздушным колпаком, второй способ является 
более практичным из-за значительных размеров кривой � 'f (i) . 

§ 36. Заключение. Владея изложенным графическим методом, 
инженер р асполагает орудием, позволяющим предвидеть или вос­
производить всевозможные процессы неу.становившегося режима 
в трубопроводах. Каждому отдельному случаю соответствует ха­
рактерный для него гр афик, но элементы построений являются 
неизменно одними и теми же во всех случаях. Большее ИJI И  мень-
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шее количество этих элементов не приводит к каким-либо нов­
шествам или трудностям и обусловливает лишь необходимость 
большей тщательности при выполнении чертежей . 

Своеобразием метода является то, что он базируется исклю­
чительно на  физических пред,ставлениях и требует только внима­
тельности и понимания, без необходимости изучения формальных 
или абстр актных понятий, для усвоения которых нужны иногда 
длительные усилия. 

Перемещения условных наблюдателей со скоростью волн соот­
ветствуют реальным явлениям . В этом кроеТ>ся причина автом а­
тического устранения возможности ошибок в знаках в определе­
нии времени и т. д. ; явления, связ анные с движением волн,  реги­
стрируются н а  чертеже, и возможность пропуска не существует. 
так как это не позволило бы продолжать построения. 

Након�ц само по себе графическое построение пред-ставляет 
исключительно ясную картину явления, так как каждое перемеще­
ние наблюдателя (иначе говоря - волны) выражено в виде луча ,  
который отражается, если волна встречает ноореодолимое препят­
ствие, и преломляется или смещается, если волна проходит сквозь 
препятствие . .  Аналогия с лучом света здесь настолько очевидна , 
что построения можно производить почти интуитивно, а нагляд­
ность устраняет возможные ошибки невtшм ания. 

Подведем итог полученным результатам, являющимся основой 
данного метода :  

при учете упругости воды и материала стенок трубопро13ода 
характеристическая кривая (hq )  трубопровода представляется 
для наблюдателя , перемещающегося вдоль трубопровода со ско-

а ростью а, прямой ,  имеющей у гловой коэффициент + gS в слу -

чае перемещения против течения и (- :s) при перемещении по 
течению и проходящей через точку iв. являющуюся соответствен­
ной точкой для сечения Е в момент прохождения наблюдателя 
через это сечение ;  

р аспределенные потери напора на трение вдоль трубопровода 
можно заменить одним или несколькими перепадами напора , со­
средоточенными в некоторых сечениях; учитываемые таким обра­

зом потери (так же, как реальные потери , сосредоточенные в не­
котором сечении ) ,  определяют вертикальное смещение характери-
стических кривых,  р авное К .1 qs2 2 ,  где К - коэффициент, зави-

_g 
сящий от рода потерь . 

Теперь остается применить эти принципы � пример ам, взятым 
из практики осуществленных промытленных установок. 



ЧА СТЬ В ТОРАЯ 

П Р И М Е Р Ы  П Р И МЕ Н Е Н И Я ГРАФ И Ч ЕС КО ГО М ЕТОДА 

§ 37. Ценность и практическая значимость метода. Нарочито 
конкретная .манер а изложения гр афического метода расчета 
в первой части настоящей книги дает любому инженеру возмож­
ность применять этот метод во всех, в том числе самых сложных 
случаях, даже не обращаясь к примерам ,  приводимым во второй 
части книги .  Последние помогут, однако, читателю по,степенно при­
обрести практические навыки в применении метода;  в нимательно 
проследив эти при меры, он сможет быстрее усвоить эти навыки и ­
что еще более существенно - получить реальные представления 
о физических процессах, происходящих в гидр авлических уста­
новках. 

Действительно, самым большим преимуществом гр афическбrо 
метода является возможность точно проследить за изучаемым яв­
лением во в сей его полноте, воспроизвести его перед глазами 
изучающего как бы в процессе замедленного движения,  имея 
возможность в любой момент беспрепятственно приостановить те­
чение процесса и его проанализировать. 

Ученый-электрик, член и нститута Андрэ Блондель, правильно 
сказал об этом методе : «зачем н азывать его гр афическим методом? 
Это нечто гораздо большее; это - эiюпериментальный метод, в ко­
тором воспроизводится с помощью линейки и угольника сам про­
цесс, избавляя от надобности прибегать к мелкомасштабным .мо­
делям» .  

Такое .мнение оправдывается и обосновывается тем, что опи­
сываемый метод позволяет определить одновременно и давление 
и расход, а не  только давление, как в случае использования ана ­
литических методов расчета р аспространения волн .  

Последние, имея целью исследование давления ( Или  напря ­
;r-;ения в электротехнике) , привели к открытию пр авил отражения 
и прохождения волн давления,  несомненно,  очень полезных при  
р а счетах, но создающих в результате игнорирования р а схода (или 
напряжения) впечатление об отсутствии связи между давлением 
и расходом ,  что подчас  приводит инженера к неверным выводам. 
Нам часто доводилось наблюдать, как лица, применяющие изла ­
гаемый гр афический метод, выр ажали подлинное и н аивное удив­
ление, восстановив в памяти, что волне давления сопутствует 
волна расхода ,  что только совокупность «давление-расход» 
обр азует волну и что их физически нельзя отде.1ить одно от дру­
гого , несмотря н а то, что аналитически это удается сделать. 
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Действительно, не давление или расход, но  изменение  состоя­
ния,  определяемого совокупностью з н а • Iений «давление-расход» ,  
п роисшедшее в векотором месте, перемещается ,  идентично вос­
производясь в каждом сечении прохождения этого изменения 
и представляя собой то, что назвали волной, и что было бы пра ­
вильнее называть «фронтом волны».  Именно при  распростр анении 
фронта волны связаны между собой линейной з ависимостью две 
величины, определяющие состояние среды : давление и р асход 
в гидравлике, вольты и амперы в электричестве ,  крутящий момент 
и угловая скорость в случае вращающегося вала машины, про­
дольное усилие и •скорость продольного смещения поперечного се­
чения металличе-ского стержня, поперечная сила и скорость попе­
р ечного смещения оси натянутой струны (вибрирующая струна ) . 
В о  всех этих случаях спр аведлив, как на  это уже указывалось 
в § 9 и будет сказано nодробнее в :3-й  части книги, один и тот же 
з акон. 

Зная этот простой з акон, можно, отправляясь от перваначаль­
нога установившегася р ежима и мысленно перемещаясь со ско­
ростью волны в среде , где происходит изучаемое явление, пред­
ставить его графическими построениями ,  даваемыми как бы в че-
1 ырех измерениях, поскольку координаты каждой точки дают 
(в гидр авлике ) значения давления и расхода ,  а отметки у то• I ки  
обозначают время и место, соответствующие названным зн аче­
ниям . Это и прев р а щает чертеж из гр афика в опыт на  модели , 
как сказал А. Блондель. 

Действительно, исполненное построение дает полную картину 
явления, а в процессе построения представляется возможность его 
детального анализа , причем не только в какой-нибудь одной 
точке, но  во нсей р ассматриваемой области. При Этой возможно­
сть иметь перед глазами изменения давления и р асхода в каждой 
точке, вычерчивающий как бы воплощает явление, исследует его ,  
как и в случае реального опыта .  При известном навыке удается 
иногда предвидеть ход явления, и нередко в процеосе построения 
приходят в голову те или и ные изменения в устройствах, способ ­
С1 вующие улучшению р аботы установки или получению экономии .  
В подтверждение этого можно было бы привести много примеров ,  
когда сотрудники, не  будучи ни  учеными, ни  дипломированными, 
только в процессе построений получали выводы, какие без этого 
никогда не пришли бы им в го.пову, и при том в вопросах такой 
сложности , какие никогда не  удалось бы решить аналитически . 

Бесспорно, никакой  другой метод расчета не может притязать 
н а  такую воспитательную ценность и подобную плодотворность .  
Но мы настаиваем еще н а  том, что можно было бы назвать его 
могуществом . 

П ростота применеиного принципа построений, з аключающаяся 
в параллельности и симметричности прямых,  всегда  одних и тех 
же дл я каждого отдельного участка трубопровода ,  и возможность 
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использовать для р егули рующи х устройств реальные характери­
стические кр и в ы е ,  получаемые из опыrга (без необходимости пред­
ставлить их алгебраическими уравнениями ) ,  позволяет Jiегко по­
лучать решения даже в самых сложных ·случаях. В случае, напри­
мер,  сложных сетей вводится одновременное построение несколь­
ких графиков ; любое регулирующее устройство или любой разрыв 
непрерывности в параметрах могут быть учтены без труда. Воз­
можности применения метода можно считать почти неограничен­
ными, и он  позволяет решать задачи, которые иначе остались 
бы навсегда неразрешенными.  

Наконец, ко всем этим преимуществам следует еще добавить 
быстроту построений, исключение возможности ошибок и число­
вую точность получаемых р езультатов. 

Поскольку прямые всегда строятся параллельно, лучше всего 
для этой цели использовать рей,сшину и транспортиры, установ ­
ленные на  требуемый угол, что обеспечивает быстрое вычерчива­
ние прямых линий. Следует отметить, что такой тр анспортир поз­
воляет одновремен-но чертить прямые под углом а к вертикали и 
оим·метрiичных им прямых. В более сложном ·случае, когда тре­
буются прямые различных уклонов, следует иметь транспортиры 
по числу уклонов;  применевне этих транспортиров позволяет вы-
полнять чертежи очень _быстро. r 

Невозможность ошибок обусловливается самим способом по­
строений ; поскольку вычерчивание производится последовательно, 
исходя от последней полученной точки, в ся предшествующая часть 
эпюры, как  бы она ни была сложна, ничем не з атрудняет ее про­
должения ; если же последние точки окажутся в области построе­
ния, выполненного р анее, их достаточно перенести н а новый лист, 
где и продолжать чертеж (например,  для периодических процес­
сов надо делать построения на отдельном чертеже для каждой 
половины периода ) . 

В чем могут з аключаться причины ошибок? В непар аллельных 
nрямых, но это сразу бросилось бы в глаза ;  в принятии одной 
точки за  другую, но это немедленно же приведет к неправильной 
последовательности получаемых режимов , что также ср азу бро­
силось бы: в глаза ; достаточно сделать самому один чертеж, чтобы 
быть уверенным в невозможности не з аметить ошибку при по­
строениях впоследствии .  

Что же касается точности результатов, он а превосходит же­
лаемую. Приведем несколько убедительных примеров .  

Буссинеск и Сен-Венан 1 а налитически изучали задачу о па ­
дении груза на  сваю и довели изучение до точного конкретньго 
решения, придя к следующим результатам :  при отношении массы 
копровой бабы к м ассе сваи , соответственно 1 ,728 ; 4 , 1 5 1 ;  7,35, 

1 Theorie de l 'e1astlcite des corps solides, de Olebsch ,  t radui te pa r - · de 
St. Venant .  Note de St.-Venant, р. 480 k. (Dunod,  1 883).  • · 1 

Application des poten tiels а l'etude de l 'equilibre et d u  mouvement  d e s  so­
lides e1astiques  de Boussinesq ,  р. 507 et s u iv . G a uthier-Vi11a rs, 1 885.  
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усилие между подошвой груза  и вершиной сваи становится рав­
ным нулю после соответ·ственно двух, трех и четырехкр атного про­
бега волн вдоль сваи и обратно ; названные ученые пришли 
к выводу, что н а  этом удар заканчивается . 

Графические построения, выполненные для этих трех случаев 
в порядке проверки цитированного вывода , были сделаны на чер ­
тежах порядка 250 мм2 . Режим, получаемый после двух, трех и 
четырех движений волны в прямом и обратном направлениях ,  
являет-ся результатом построения 20 ,  30  и 40  точек. Очевидно, что 
малейшая тенденция к -накоплению ошибок привела бы к полу­
чению для последней точки ординаты в несколько миллиметров 
вместо ожидаемого нуля ,  особенно для третьего случая .  Но ока­
зало·сь, что последняя точка во всех случаях легла  на ось 
абсцисс 1 ; точность результата был а абсолютной . Но к большому 
удивлению г-на Жугэ, члена института ,  по инициативе которого 
была организован а  эта проверка, эпюра показала , что усилие 
тотчас же вновь -становится положительным и что удар заканчи­
вается позже, когда усилие окончательно при·водится к нулю;  это 
н аходится в противоречии с тем, что определили  Буссинеск и Сен­
Венан . Продолжив ра счет, который был прерван его авторами, 
не подозревая об этом ,  слишком рано, Жугэ нашел , что дело об­
стоит именно так ,  •Как !Показывал гр.афичесюий р асчет. Это да.по 
повод для новой проверки в ча.сти, ка.сающейся величины скоро­
сти погружения вершины сваи в момент окончания удара .  Изме­
ренная  н а  эпюре эта скорость оказалась такой же, как получен­
н ая р асчетом с тремя значащими цифрами .  Такая точность дей ­
ствительно неожиданна и свидетель·ствует о том, что способ по ­
строения не  таит в себе опа.сности накопления ошибок или р ас­
ходимости случайных отклонений в ходе графических построений .  

Приведем еще два примера ,  теперь уже из области электро­
техники . Аналитический р асчет передачи р азряда молнии от воз ­
душной линии на  подземную потребовал целой недели работы 
в ис-следовательском бюро одного крупного электрического обще­
ства . Графическое построе�:�ие на чертеже очень небольших р аз­
меров около 250 мм привело к тем же результатам ,  что аналити ­
ческий расчет ( с  точностью до трех значащих цифр ) , з аняв у чер­
тежника всего полчаса .  Наконец М. Бодиэ в своей докторской 
ди-ссертации был вынужден затратить несколько месяцев труда ,  
производя аналитические вычисления в очень сложной задаче 
о распространении волн вдоль воздушной линии передачи, а затем 
пришел к точно тем же выводам в результате гр афических п_о­
строений, потребовавших не  более одного дня р аботы. 

Если учесть, что .метод в том изложении, какое дано здесь, не 
требует специальных математических знаний и может быть понят 
и усвоен любым инженером или способным чертежником или 

1 См. чертежи в N2 28 1 за X I -X I I  1938 «Mecanique», с т р .  2 2 7  и 228 и в 3 - 4  
части настоящей книги, § 82. 
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даже выпускнико м обычн ого профес-сионального училища, зн ако­
мым с м е х а ни кой , то станоВ'итс.я очевидным большая nомощь, 
котор ую этот метод .может оказ ать практикам ,  которым он дает 
в руки возможность обследовать р аботу промытленных предприя­
ти й , безопасность которых з ависит от решения этих проблем . 
Наконец, он может быть полезен и ученым,  несмотря н а  то , что 
последние часто высказывают недовольство его простотой .  

Обла<:тью промышленности, где возникает н аибольшее коли­
чество з адач, могущих быть решенными р ассм атриваемым мето­
дом ,  является гидравлика .  ГиДр авлические машины (насосы, 
турбины)  и вся аппаратур а ,  применяемая в установках, где есть 
перемещение жидкости , непрерывно меняют режим в процессе 
эксплуатации. Конструкторы оборудования или атшар а.туры и 
э;ксплуатационники должны быть з аинтересованы возможностями ,  
Iюторые дает метод для изучения многочисленных происшествий, 
() которых они хранят подчас трагические воспоминания , и для 
ис.следований колебаний режима ,  могущих быть, как известно, 
причиной очень крупных аварий .  Приводимые ниже примеры, взя­
тые из  этой области ,  достат·очно р азнообразны и многочисленны, 
та.к что всякий возможный конкретный случай  может р ассмат­
риваться как их более или менее сложная комбинация. Все они 
взятЬD из  практики эксплуатации ,  имея целью оказ ать помощь 
инженеру. Их выбор определялся также сообр ажениями получе­
ния специальных р азъяснений под углом з рения гидр авлики ; тем 
не .менее мы признаем.ся ,  что, будучи поставленными перед р азно­
образными случаями, мы не н ашли пути классификации для из­
ложения примеров в их логической последовательности , которая 
поэтому не подчинена какой-либо подлинной связи , хотя и не яв­
ляется совсем уже случайной .  Во неяком случае мы пытались 
в меру возможности сгруппировать их по однородности и по сте­
пени сложности (от более простых - к более сложным ) . 

Запутанный вид законченных чертежей не должен пугать чи­
тателя. Следует иметь в виду, что изготовить чертеж проще, че.._м 
затем его прочитать . Действительно, при  построении эпюры всегда 
интересуются только последними полученными точками, являю­
щимися отпр авными для достижеНiия следующих точек и , таким 
обр азом ,  уже выполненная часть построения совершенно не стес­
няет расчетчика . 

Гор аздо сложнее следить глазами за какой-нибудь линией на 
заiПутанной сетке законченного построения. Большой интерес пред­
ставляет возможность целиком проследить з а построениями 
в каждом примере ;  это несложно благодаря форме таблиц, 
продемонстрированной в первой части книги . Мы напомним прин­
цип составления этих таблиц. Заголовки колонок при их чтении 
подряд образют фр азу, поясняющую построенвне для получения 
соответственной точки, ·содержащейся в горизонтальной линии. 
Эти последние, просматриваемые с•верху книзу, ·соответствуют по­
рядку выполнения построения. Таблица прерывается в стадии ,  
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когда последующее построение не содержит ничего нового и чи­
та тель сам  может его п р одол жить .  

Мы заканчиваем это вступление  ко втор ой ча·сти работы (ко­
тор ая является также заключением первой)  следующи м  в ажным 
замечанием.  Излагаемый метод так же ,  как ,  вп рочем,  и а н а: ш ·  
тические методы, не  дающие решений  в законченном виде,  не  дает 
возможности выбр ать регулирующие устройства априори , п о з в о ­
ляя только произвести р а счеты процесса при з ад а н и и  регулирую· 
щим и  устройствами .  Если выбор этих регулирующих устройств 
(воздушный колпак, резервуар для воздуха, ур авнителы1ая  башня 
и т. д. ) является целью р а счета , следует первоначально з адаться 
их р азмерами и посмотреть при построении эпюры,  н асколько они 
удовлетворяют требованиям. Подчас  еще незаконченный чертеж 
уже выявляет и определяет изменения р азмеров регулирующих 
устройств, необходимые для достижения желаемых результатов. 
Таким обр азом,  опредеJiение рас.сматриваемого регулирующего 
устройства  возможно только путем последовательных попыток, но 
быстрота выполнения чертежа и его ясность представляют огром­
ные преимущества также при этих вынужденных поисках и гово­
рят в пользу пр актической ценности графического метода . 

П РОСТО П  ТРУБО П РО В ОД, П Р И СО ЕД И Н Е Н Н Ы П ОД Н И М  КО Н ЦОМ 

К Р ЕЗ Е Р ВУА Р У  С П ОСТОЯ Н Н ЫМ УРО В Н ЕМ, И И М ЕЮЩИ П 
НА ДРУГОМ КО Н Ц Е ОТВ Е Р СТ И Е  П Е Р ЕМ Е Н И О ГО С ЕЧ Е Н ИЯ 

( В Ы КЛ Ю Ч Е Н И Е  ТУРБ И Н Ы ) 

А. Мгновенное перекрытие отверстия 

§ 38. Случай, когда потери напора и кинетическая энергия пре­
небрежимо малы. Схема установки представлена н а  фиг. 4 1 , а. 
В резервуар практически бесконечного сечения с постоян ным 
уровнем вмонтирован трубопровод, одинаковых (по  длине)  сечения 
и толщины стенок и имеющий н а  другом конце отверстие перемен­
нога сечения.  На  приведеиной фигуре  это отвер.стие предположено 
в виде инжектор а турбины Пельтона ,  сн абженного р егулирующей 
иглой .  Н ачальный установившийся режим определяется открытием 
выходного сечения s0,  величина которого зависит от положения 
иглы .  Будем пренебрегать в данном и в последующих примерах по­
терями н апор а на  трение в трубопроводе по ср авнению с р азностью 
у�овней ·ho .  Равным о б р азом пренебрежем кинетической энергией 

;; , обусловливаемой скорость�о с0 воды в трубопроводе. Тогда 
напор будет равняться h0 на всей длине трубопровода в случае,  
если последний горизонтален ; в противном случае напор в любом 
сечении т будет равен ho - hm, где hm - расстояние до центр а 
сечения т от горизонтальной оси, проходящей через центр вы­
ходного сечения (при этом напор можно определять по избыточ­
ному давлению, так как атмосферное давление на поверхности 
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в оды в резер ву а р е  и в в ы ходн о м  отверстии р а вно и может быть 
не учитываемо) . 

в се чен и и so струи на  выходе из отверстия давление будет 
ну.ТJевым и скорость потока Vo будет такой, что соответствующая 
ки нет и ч е-с к а я  энер гия будет р авна энергии напора h0 в сечении А 
перед отверстием ;  таким образом 

откуда 

что дает величину расхода при  н ачальном режиме 

q0 = S0 V2gh0 • 

( 1 )  

(2) 

(3) 

Если h является переменной величиной , то функцией , связы­
вающей h и q в еечении А, при в�личине выходного сечения s0, 
будет 

q = 50 V2gh . ( 4} 

Это есть уравнение параболы '1'0 (фиг . 4 1 ,  б) , точка пересече­
ния которой. с горизонтальной линией , имеющей ординатой h0, 
определяет н ачальный установившийся режим, характеризуемый 
координ атами ho - Qo. 

Для наблюдателя, начинающего движение в сечении Е и пере­
мещающегося в направлении сечения А со скоростью а ,  харак­
теристической прямоii б у дет проходящая через точку М0 прямая 
M0N (фиг .  4 1 , б) с угловым коэффициентом tg а. = - g� . Эта 
характеристическая прямая отсекает на оси ординат ( над гори ­
зонталью с ординатой h0 ) отрезок 

TN - .....!!:... о _ асо 
- gS q - g . (5) 

Представим себе, что как р аз в момент прибытия наблюдателя 
в сечение А и г л а мгновенно и полностью перекрывзет отверстие. 
Ра·сход мгновенно делается при этом равным нулю, и соответ ­
ственная точка мгновенно переместится вдоль прямой M0N из Мо 
в N. Примем этот момент з а  начало отсчета времени ; тогда 
в соответствии с установленными р анее обозначениями соответ­
ственная точка М0 для сечения А перед з акрытием отверстия бу­
дет обозн а ч аться как ОА ; точку N для того же сечения сразу 
после з акрытия отверстия обозн ачим через О� . 

За единицу измерен ия времени примем время ,  потребное для 
пробега волной четверти д.11ин ы отрезка L трубопр овода ; таким 

L образом 1: = 4il = 1 . 
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Так как в сечении А для момента времени , пр а ктически р а в ­
ного нулю, существуют два режима ,  предположим двух н аблюд а ­

телей, один и з  которых н ачинает -!,I-вижение и з  сечения 
А тот ч а с 

после закрытия отверстия ,  а другои - непосредственно до закры-
тия .  

s, 

Фиг. 4 1 .  

1 1 11::1 

i 

/vr; 
1 

а) 

1 - t,E-JE-2E "Ie ·0E 
ОА 1 Е 2Е ЗЕ �Е 

1 
1 

ol:::. .. 
1 1 1 1 

)1 

При перемещении первого . наблюдателя от А до Е соответ­
ственные точки будут находиться на прямой с угловым коэффи-
циентом tg а = +  g� , проходящей через О� - пусть прямой NP. 
При достижении им в момент времени 4 сечения Е напор дол ­
жен равняться lz0, соответствуя  цаетояиному уровню воды в ре­
зервуаре.  

8 Зак. 2J7 ! 1 3 



Соответственная точка должна находиться на  пересечении Р 
прямой МР с горизонтальной прямой ,  имеющей  ординатой h0 ;  
это будет точка 4� . При последующем перемещении от  сечения 
Е к А характеристикой будет прямая ,  проходящая через 4� , име-

а 
ющая угловым коэффициентом - gS , пусть PR; поскольку от -
верстие в А продолжает быть закрытым , а расход нулевым , со ­
ответственная точка в момен1' времени 8 в сечении А должна 
находиться на оси ординат; это будет точка 8� . При новом воз­
вращении наблюдателя из А к Е характеристикой будет прямая ,  
проходящая через точку 8� , имеющая угловым коэффицие�том 

а . 
+ 8 ,  пусть прямая RM0 • Прибывая в сечение Е в момент вре-g 

r 

мени 1 2 ,  наблюдатель констатирует напор h0 ,  определяемый по­
стоянным уровнем воды в резервуаре .  Это даст в М0 соответ­
ственную точку 1 2�. Наконец, возвращаясь из  Е в А , наблю­
дитель будет находиться на  прямой ,  пусть M0N- проходящей 
через точку 1 2�, имеющей у гловой коэффициент - :s . При его 
прибытии в А в момент времени 1"6 соответственная точка 1 6� сов­
падает С ТОЧКОЙ 0�, Т .  е .  нача.71ЬНОЙ ТОЧКОЙ перемещенИЯ дан ­
НОГО наблюдателя.  Таким образом цикл замыкается и перманен тно 

4L возобновляется с длительностью периода в а =  1 6t .  
Для второго наблюдателя , выбывающего из А по направлению 

к Е при режиме ОА, характеристикой будет прямая M0R, прохо-
дящая через точку ОА и имеющая угловым коэффициентом + g� • 

Напор в сечении Е в момент прибытия туда наб1юдателя рав­
няется h0 и соответственной точкой 4в в момент врмени 4 будет, 
следовательно ,  точка М0• При обратном перемещении наблюда­
теля в направлении к А характеристикой б у дет прямая ,  прохо-
дящая через точку 4в и имеющая угловым коэффициентом {- :s) •  
т. е .  прямая M0N. На фиг . 41 , б соответственная точка 8А, опре­
деляемая нулевым значением расхода в момент времени 8, совпа­
дает с точкой N. Затем при перемещении от А к -Е характери­
стической прямой будет NP, а _соответствен ной точкой 1 2в в се­
чении Е в момент времени 1 2  будет точка Р, определяемая 
значением напора h0 ; перемещению из Е в А соответствует 
прямая PR, а точка нулевого расхода R в сечении А в момент 
времени 1 6  будет соответственной точкой 1 6А. На этом цикл 
построений замыкается . 

Поскольку в обоих циклах отмечаются одни и те же сечения 
и одни и те же моменты времени, легко видеть , что : 

в момент времени 4 в сечении Е расход мгновенно меняется 
от величины + q0 до величины - q0, т .  е .  поступление воды 
в трубопровол; сменяется истечением из трубопровода в резервуар ; 
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в момент времени 8 в сечении А давление резко переходит 
· - ас от повышенного на  величину Т N = g к понижениому на величину 

TR = асо ; g 
в момент времени 1 2  в сечении Е расход резко меняется от 

-q0 , соответствующего истечению из трубопровода , до + q0,  
соответствующего наполнению трубопровода ; 

в момент времени 1 6  в сечении А давление резко переходит 
от понижениого н а величину Т R до повышенного на  величину Т N. 

Затем цикл воспроизводится до бесконечности . Отмеченные 
процессы , начинающиеся в момент времени нуль и повторяющие 

2L 
себя через интервалы а: = 81: , именуются " полными циклами " .  

Чтобы получить дополнительные  режимы ,  разделенные между 
собой интервалами времени 1:, надо отправлять наблюдателей и з  
сечения Е с интервалом в " в течение периода времени от -3 
до +3. Для всех этих наблюдателей при выбытии из  сечения Е 
режим здесь определяется начальным установившимся движением, 
выраженным точкой М0, характеристической прямой трубопро­
вода является M0N, и при достижении сечения А отверстие ока­
зывается перекрытым,  чем обусловливается положение точки N 
на оси ординат и определяются промежуточные режимы соответ-
ственными точками 1А2А3А • . .  7 А• совпадающими с точками О� и 8А. 

Возвращению этих семи наблюдателей в направлении к Е со­
ответствует прямая NP и точка Р в сечении Е; промежуточные 
режимы 5в6в7 в . . .  1 1в б у дут совпадать с соответственными точ­
ками 4в и 1 2в. 

Точно так же возвращению затем в А будет соответствовать 
характеристическая  прямая PR и режим в сечении А будет выра ­
жен точкой R, т .  е .  соотве:гственные точки для промежуточных 
режимов 9А1 0А1 1А · . .  1 5А будут совпадать с граничными соответ­
ственными точками 8� и 1 6А. Наконец, возвращаясь снова в се­
чение Е, на блюдатели отметят соответственные точки 1 3в14в1 5в 
. . .  1 9в, совпадающими с точкой М0 и граничными точками 1 2� 
и 20в; на этом цикл завершается .  

Если мы хотим иметь также промежуточные режимы в сече­
ниях трубопровода В, С, D, находящих·ся на р авных взаимных 

L 
р асстояниях 4 ,  то н адо определить точки пересечения характе-
ристических прямых наблюдателей, отправляющихся один  из се­
чения А и второй из сечения Е в такие моментЬD времени , чтобы 
встретить·ся в на зва нных выше сечениях . 

Например ,  наблюдате./!Ь, отбывающий из сечения А в момент 
времени 2 (точка 2А ) ,  перемешается вдоль характеристической 
прямой NP. В момент времени 3 он встретит в сечении В наблю­
дате.Jiя ,  выбывшего из сечения Е в момент времени О и для кото­
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рога характеристической �прямой является MoN. Пересечение�I 
эт и х д в ух прямых в точке N определяется промежуточный ре­
жим Зв.  Тот же наблюдатель встречает в сечении С в .момент вре­
мени 4 наблюдателя,  выбывшего из  сечения Е в момент времени 2 .  
Для последнего характеристикой будет прямая также MoN и , сле­
довательно , точка N будет определять также промежуточный ре ­
жим 4с. Наконец, в сечении D в момент времени 5 он встрети г 
наблюдателя, выбывшего в момент времени 4 из сечения Е и сле­
дующего вдоль хар актеристической прямой также M0N, в силу 
чего точка N определяет также промежуточный режим 5d. В ка ­
честве упр ажнения читатель может найти аналогичным образом 
другие промежуточные режимы, соответственные точки которых 
нанесены н а  фиг. 4 1 .  

П р  и м е ч  а н и е .  При горизонтальном положении трубопро ­
в ода давление ( избыточное)  в любом сечении дается отсчитывае­
мыми от оси абсцисс ОХ ординатами ломаной линии M0NPR. При 
наклонном положении, как например в сдучае ,  изображенном 
пунктиром на фигуре 4 1 , а, построение остается тем же самым , 
но  для сечения,  например D,  положение которого характеризуется 
величиной hd, давление ( избыточное ) будет определяться орди­
натами той же ломаной линии,  но отсчитываемыми от горизон ­
тальной линии odxd, расположенной на расстоянии hd от оси 
абсцисс . Таким образом , в этом случае давление в сечении D в мо ­
мент времени 1 1 ,  1 2  и 1 3 ,  определяемое точкой R, было бы отри­
цательным ,  и напор,  равным по величине OdR, тогда как в сече ­
нии А в момент времени от 8' до 1 6  давление ,  определяемое 
той же точкой R, было бы положительным, причем его величина 
определялась бы исходя из  напора , равного OR. 

Следовательно, р азличия в профиле трубопровода не оказы­
вают влияния на  явление р аопространения волн, при одном, од­
нако, условии, чтобы отрицательное дав.11ение, могущее поя·виться 
в результате р асположения трубопровода определенным обр азом 
по высоте, численно не превышало атмосферное давление; против­
ное означало бы абсолютный в акуум , невозможный в жидком 
теле. 

Практически р астворенный в воде воздух переходит в газо ­
образное состояние уже при вакууме, р авном 8,50 м. вод . столба ,  
обр азуя р азрывы �сплошности ,  а при вакууме, достигающем 10 ,3Э м, 
столб жидкости р азрывается полностью . 

Если положение трубопровода повышается в напр авлении 
к резервуару и в некотором сечении возникает такой абсолютный 
вакуум, столб жидкости , н ачиная от этого сечения, дробится, 
и продолжение расчета становится невозможным, так как в дан ­
ном случае речь должн а  идти уже не об однородной жидкости, 
а о диспергированной или,  возможно, переходящей в эму.11ьсию. 

На фиг . 4 1 ,  б получены соответственные точки режимов в се­
чениях А, В, С. D, Е для периода времени от О до 1 6 . Можно ·со -
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ставить себе очень ясное представление о процессе, используя эти 
точки для построений графиков давления или расхода в зависи­
мости от времени или графиков тех же величин в зависимости от 
положения сечения (фиг. 42 и 43) . 

t'o 12 t't. 16 L_j 1 
1 

Pacxoil 

1 Время ' O t 2 J H 6 7 8  10 IZ flt 15 

! 1 

. L_j 1 

А 

8 

[[ 
12 11, 16 

1 с 

Из р аt!смотрения гр афиков, дающих изменения величин во 
времени, следует : 

В сечении А в момент времени О скачком возникает повыше­
ние давления, которое з атем остается неизменным до момента 
времени 8, ·когда оно скачком же понижается н а величину, р ав­
ную удвоенному повышению, и потом снова  остается неизменным 
до момента времени 1 6 ; после этого явление возобновляется . Рас­
ход же в момент времени О снижается т акже скачком до нуля 
и продолжает оставаться нулевым,  вос·станавливаясь как отрица­
тельный в момент времени 8 и как положительный ,в момент вре­
мени 1 6 ; однако эти последние режимы являют,ся фиктивными, 
та к как их продолжительность равна нулю. 
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В сечении В в момент времени 1 повышение давления оказы­
вается р авным тому, которое возникло в сечении А ;  это повыше­
ние остается неизменным до момента времени 7, исчезает в ин­
тервале  времени от момента 7 до момента 9, затем сменяется по­
нижением давления скачком в момент 9 и потом сохраняет свою 
величину до момента времени 1 5  с тем, чтобы стать р авным нулю 
в интервале времени от 1 -5 до 1 7, после чего цикл возобновляется. 
Расход становится р авным нулю в момент времени 1 ;  з атем ста­
новится отрицательным в интервале времени от 7 до 9 и положи­
тельным в интервале от 1 5  до 1 7. 

В ·сечениях С, D, й длительность существования повышенного 
давления сокращается до периода между моментами  времени 2 
до 6 в С до периода между 3 до 5 в D, а периоды понижения 
давления сокращают-ся от интервала времени 1 0�14 в сечении С 
до интервала 1 1 -�Ш в сечении D, в сечении же Е продолжитель­
ность повышения или понижения давления становится равной 
нулю ( в  моменты времени 4 и 12 ) ; продолжительность существо­
вания отрицательного расхода ,  наоборот, увеличивает.ся от интер ­
вала  времени 6- 1 0  в С до интервала 5- Ы в D и интервала 4-12  
в Е, и продолжительность существования положительного расхода 
возр астает от интервала 1 4- 1 8  в С до 1 3- 119 в D и 12-
20 в Е. 

Поэтому в сечении Е у резервуара можно констатировать по­
переменные отток воды из трубопровода или поступление в тру -

2L -
бопровод по периодам времени а = 8't ; в то же время расход 

на противоположном конце трубопровода в сечении А является 
нулевым.  Таким образом , трубопровод работает как легкое ,  кото­
рое то раздувается в результате повышения давления ,  всасывая 
воду из р езервуара , то сжимается в период понижения давления, 
возвращая воду в резервуар . Период этого "дыхания " равен 

4L 1 6't = - . а 

Из гр афиков р аопределения давления и р асхода вдоль трубо­
провода для моментов времени 2, 4 ,  6 . . .  1 61:' следует (фиг. 43) : 

в момент времени 2't' вдоль отрезка АС имеет место повышен­
ное давление и находящийся в С лоб волны продвигается ,со 
скоростью а от С к Е; на участке от А до С ра.сход р авняется 
нулю, но он имеет место в н аправлении от С до Е; фронт нуле­
вого р асхода р аспространяется от С к Е со скоростью а ;  

в момент времени 4't'  повышенное давление распространяется 
на все протяжение от А до Е и расход всюду рав�н нулю ; 

в момент времени 6't' повышение давления р аопределяется так 
же, как · и  в момент времени 2't', но лоб волны теперь движется от 
С к А ;  вдоль всего отрезка СЕ течение имеет напр авление, про­
тивоположное основному, и лоб волны расхода перемещается от 
С к А со скоростью а ;  
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в момент времени 8т д авление  всюду равняется первоначаль­
ному и на  всей длине трубопровода течение противоположно пер -
воначальному ; 

· 

в момент времени 1 0т понижение давления, р авное по вели­
чине предшествующему повышению, имеет место н а участке от А 
до С, и его фронт продвигается в напр а.влении Е; на  участке от 

ДаВление Расход 

. 8 момент 6ремен11 2r 
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1 
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Фиr. 4Ъ. 
А до С р а сход р авняется нулю, а на участке от С до Е течение 
продолж ает быть противоположным основному н аправлению; лоб 
волны р асхода продвигается от С по направлению к Е со скоро­
стью а; 

в момент времени 1 2-r уст анавлив ается пониженнее давление 
и нулевой р а сход и меет .ме-сто вдоль всего трубопровода; 

в м омент времени 1 4-r Пониженное давление существует на 
участке от С до А , р аспр остр аняясь в напр авлении к А ; течение 

, имеет место в том же н апр авлении на уча-стке Е-С; 
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в момент времени l &r давление и н ачальный расход восста РnR­
,1ены вдоль всего трубопровода ,  но  так как этот расход в сечении  
А nриводится к нулю, т о  явление возобновляет.ся .  

Строя на  одной и той же фигуре графики повышения ( или по­
нижения) давления в зависимости одновременно от положения 

.Дабленuе 

А 

E L-��JL��������N-����� 
о 2 

_ Время 

Фиг. 44. 

сечения и от времени в форме перспективного чертежа, получим 
в объемном изображении весь процесс изменений давления 
(фиг. 44) или р а,схода . 

§ 39. Случаи, когда нельзя пренебрегать изменениями кине­
тической энергии.  В это м  случае начальный напор  в трубопро­
воде при начальной скорости течения в нем с0 будет равен не h0 , 
а H0 = h0 - �� ,  а напор при векоторой скорости течения с будет 
равен 
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с2 h = lz0 - 2g , ( 1 ) 



с2 
та к как кинетическая эн ергия 2 может вознин:нуть только за . g 
счет соответствующего уменьшения давления (это есть закон со ­
хранения энергии или закон Бернулли ) . Вследствие этого зави ­
симость между h и q в сечении Е выражается уравнением ( 1 ) , 
г де с = ..!L ,  чему на фиг .  45 соответствует харю,теристическая; s 

- - - - - - - qо- - - - - -

Фиг. 4i. 

кривая W Е ·  Наоборот, в случае , ко г да вода вытекает из трубопро­
вода в резервуар ,  имея в трубопроводе скорость с,  кинетическая 
энергия теряется полностью на образование завихрений в ре­
зервуаре . Опыт показывает, что в этом случае напор в сечении , 
где существует скорость течения с, .такой же , как в сечении, где 
скорость равна нулю, равняясь .  там и здесь h0 • Поэтому зависи­
мость между h и q для сечения Е в случае течения из трубо· 
провода в резервуар соответствует горизонтальная линия ,  имею­
щая ординатой h0 (фиг . 45) .  

В сечен и и А .з а.ви си :v� о сть м ежду h и q будет т а  *е, что п р и ве­
де и н а я  р а н е е в в иде у р а вн е н и я  (4)  в § 37 ,  че :\"У  н а фиг.  45 соот­
ветствует п а р а б о.1 а ЧГо. 
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Начальный установившийся режим определяет·ся точкой Мп 
nересечения кривых Ч'о и ЧГ Е ·  Через эту точку должна проходить 
теперь х а р актеристическая  прямая,  отмечаемая наблюдателями ,  
выбывающими из сечения Е в интервале между моментами 
времени от -4 до + 4 и прибывающими в сечении А в интервале 
между .моментами времени О и 8.  

Если по-прежнему предполагается, что имеет место полное и 
мгновенное перекрытие отверстия в А в момент времени О, то 
в пересечении N, названной прямой с осью ординат, будут нахо­
диться соответственные точки , начиная точкой О� и кончая 8А , 
в точке Р на  горизонтальной линии Wв будут находиться соот-

,_ вететвенвые точки от 4� до 1 2в и, наконец , в точке R. на оси 
ординат ( при нулевом расходе ) ,  будут находиться соответствен ­
ные точки от 8� до 1 6А. Соответственные же  точки для сечения Е 
в интервале времени от 1 2  до 20 будут совпадать с точкой s кри ­
вой  W Е· Эта точка не совпадает с начальным режимом М0 ,  как 
это было в случае построений на фиг. 41 , в и определяет расход, 
меньший,  чем при начальном режиме. 

Дальнейшие задаваемые наблюдателям перемещения,  .начина­
ющиеся из  точки S, будут протекать уже по новому циклу , да ­
вая в сечении А точку 1 6� на оси ординат, в сечении Е точку 20� 
на горизонтали Фв. в сечении А точку 24� на  оси ординат и ,  
наконец, в сечении Е точку 28� на параболе W Е• соответ­
ствующую еще меньшему расходу , чем расход, определенный 
точкой 1 2�. 

Продолжая построения, легко убедиться, что nоследов атель­
ные циклы образуют <спир аль, сходящуюся к точке Т; колеба ния 
напора и р асхода со временем затухают. Это объясняется тем , что 

& . кинетическая энер ·гия 2g , не являющаяся потереи ни  .в момент ее 
обр азования в сечении Е при втекании воды в трубопровод, ни  
:при перемене направления течения в трубопроводе, т .  е . втекании 
воды в резервуар ,  целиком переходит в тепло. Таким образом эта 
энергия отнимается в каждом цикле от энергии упругих колеба­
ний,  истощая  последнюю. 

Если представить себе в сечении Е безукоризненный диффу­
зорвый конус,  который полностью трансформировал бы кинети-с2 
ческую энергию 2g в напор,  постепенно погашая скорость с до 
нуля ,  за висимость h и q в сечении Е выразилась бы в виде пара­
болы W� , симметричной параболе Wв (фиг.  45 ) .  В этом с.11учае 
nервый цикл завершш'!Ся бы точками Р' на  W� ,  R' - на оси и 
начальной точкой М0 - на  W в; потерь энергии не  было бы,  и 
каждый цикл повторял бы ему предшествующий . 

Отметим еще, что повышение давления против существовав ­
шей в трубопроводе начальной его величины, возникающее в 
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момент закрытия сечения А сначала в этом сечении ,  а затем вдол ь 
всего трубопровода до сечения Е ( в  момент времени 4) , равняется ,  

а сп 
к а к  и в предыдущем случае g , 
статическим , соответствующим 
но�у h0 ,  составляет только 

но превышение давления над 
закрытому отверстию и рав-

в. Линейное перекрытие расхода , происходящее в тече н ие 
2L 

времен и а 
§ АО. Решение задачи и сопоставление с предыдущим слу­

чаем.  Пусть установка остается такой же, как на фиг. 4 1 ,  а, но 
вместо того ,  чтобы ·быть перекрытым мгновенно в момент вре­
мени нуль ,  отверстие в сечении А перекрывается постепенно ,  

2 L  достигая полного закрытия в момент времени 8t = - ; предпо-а 

.ч ожим , что процесс закрытия протекает таким образом , что в ин ­
тервале вр·емени от  нуля  до 8t  значение расхода в трубопроводе 
уменьшается по линейному закону . 

Начальный режим h0q0 определяется по-прежнему точкой М0 
(фИг .  46) пересечения параболы W0 (соответствующей начальному 
размеру s0 отверстия в сечении А) с горизонталью qr Е• имеющей 
ординатой h0 • Для наблюдателей ,  отбываюших из  сечения Е в ин­
тервале времени от -4t до +4t, режим в этом сечении опреде­
.rшется значениями h0 ,  q0 • Следовательно ,  характеристической для 
этих наблюдателей будет прямая, проходящая через точку М0 и 

а имеющая у г л о вой коэффициент tg rz = - gS ; пусть на фиг .  46 

это будет прямая M0N. Начиная с момента времени О, когда точка 
отмечается наблюдателем , выбывающим из  сечения  Е в момент 
времени ( -4) до момента времени 8,  в который соответственная 
точка отмечается наблюдателем ,  выбывающим и з  сечения Е в мо­
мент времени +4, все соответственные точки для сечения А 
находятся на  этой прямой ,  в точках О А 1А  2А ЗА . • .  7 А 8А ее пересе­
чений с параболами qr 0 qr 1 qr 2 qr 3 • • •  qr 7 qr 8 , соответствующими после­
довательности s0s1s2 • • •  s7s8 открытий выходного отверстия в А ;  
отметим nри этом , что сечение s8 является ну  левым и поэтому qr 8 
является осью ординат. Поскdльку далее промежуточные сечения 
между s0 и s8 должны удовлетворять предположению о линейном 
изменении расхода во времени ,  то точки от 1 А  до 7 А должны раз­
делять отрезок M0N на 8 равных частей .  Это позволяет опреде­
.чить параболы от qr 1 до W 7 и ,  соответственно, значения сечения отвер-
стия (выходного) от s1  до s7 (при помощи уравнения  q = s ..,!2iii) .  
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Очевидно , что максимальное повышение давления ,  определяе­
�ое точкой N, равно , как и ранее , а;о и имеет место в сечении А 
в момент времени 8-: .  Но на  этот раз оно не  распространяется 
без изменения до сечения Е; для того , чтобы в этом убедиться ,  
найдем режимы для сечений в ABCDE, производя построения в пред­
положении перемещения восьми наблюдателей , начинающих дви ­
жение из  сечения А в направлении к Е в моменты времени 

1 
V. j  . �  

1 
N В.,. ,. 24� • 

7� 

о 

Фиг. 46. 
1 ,  2, 3 . . . 7 ,  8 .  Соответствующие характеристики пройдут через 

а точки 1А 2А ЗА • • •  7 А 8А, имея все угловым коэффициентом + i?,s • 

Когда наблюдатели прибывают в сечение Е в моменты времени 
5, 6, 7 . . .  1 1 , 12 ,  соответственные точки 5Е6Е7 Е· • •  1 1Е1 2Е опреде­
ляются на пересечении этих характеристик с горизонталью W Е .  
При обратном перемещении наблюдателей в направлении к сече­
нию А характеристические прямые пройдут через названные со -
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ответственные точки , имея угловым I<оэффициентом (- --fs) и 

определяя в пересечении с осью ординат ( при расходе нуль ) соот­
!З етственные точки 9А 1 0А 1 1А  . . .  1 5А 1 6А для сечения  А и моментов 
времени 9 , 1 0 , 1 1  . . .  1 5 , 1 6 . При последующем перемещении и з  
сечения А к сечению Е характеристические прямые проходят 
через эти последние точки , вновь имея угловым коэффициентом 

а + gS и опреде.'lяя в пересечении с горизонта .7!Ью W Е соответствен -
ные точки 1 3Е 1 4Е 1 5Е . . .  1 8Е 1 9Е. При новом обратном перемещении 
и з  сечения Е к сечению А характеристические прямые с уг.rювым 
коэффициентом (- g� ) определяют в пересечении с осью ординат 
соответственные точки 1 7А 1 8А 19А . . . 22А23А . Наконец ,  еще одно 
перемещение в направлении сечения Е определяет соответствен ­
ные точки 2 1Е 22Е 23Е . . .  , совпадающие с точками 5Е 6Е 7Е . . . , полу­
ченными шестнадцатью единицами времени ранее. На этом завер­
шается постоянно вновь возобновляющийся в дальнейшем цикл 
однотипных перемещений .  

Определив режимы в сечениях А и Е, можно  найти режимы 
в сечениях В, С, D, не  добавляя новых построений ,  а только рас­
шифровывая точки пересечения уже построенных прямых с уче­
том перемещений  наблюдателей ,  встречающихся в этих точках 
пересечения .  Например ,  наблюдатель , отбывающий из  сечения А 
в момент времени 8 ,  для которого характеристической прямой 
будет 8А1 2А ,  находит на этой прямой точку на  пересечении с пря­
мой 6Е 10А ( продолженной ) ,  справедливой для наблюдателя ,  вы ­
бывшего из  сечения Е в момент времени 6 .  Эта точка будет, сле­
довательно ,  соответственной точкой 9в для сечения В в момент 
времени 9 . Затем он находит на пересечении с прямой 8Е1 2А ( све ­
денной к одной точке ,  н о  тем не  менее существующей ) с угло-
вым коэффициентом (- g� )  точку , справедливую для н а  блюда ­
теля ,  для которого отправным сечением в момент в ремени 8 было 
сечение Е; таким образом ,  это будет соответственная точка 1 0с 
для сечения С в момент времени 1 0 . И , наконец ,  на  пересечении 
с прямой 1 0е 1 4А ( продолженной ) ,  справедливой для наблюдателя ,  
выбывшего из сечения Е в момент времени 1 0 , определяется со­
ответственная точка 1 1v .  Дальнейшие примеры определения режи­
мов в промежуточных точках не  нужны, так как читатель затра ­
тит меньше времени на нахождение э1 их режимов на чертеже ,  
ч ем  на чтение нашего текста . 

З н а я  р ежимы для ряда сечений между А и Е и для ряд а м о ­
м ентов в р емени , р а зделе нных и нтер валом 1:', можно представить 
эти зн ачения в виде гр а фиков,  что позволит лучше исследовать 
п р оцесс и сопоста вить его с предыдущим. 

Отм ети м  сн ач ал а выводы,  какие можно получ ить из р ассмот­
рения гр а ф и ков (фиг . 47 )  изменений  режи м а  во времени  в сеч е ­
н и я х  А ,  В ,  С, D и Е. 
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в сечении А расход,  начиная с момента времени нуль до мо ­
мента времени 8-.:, уменьшается по линейному закону,  а с момента времени  8 ра вн яется нулю ( пунктирная J1Ини я ) .  Превышение да ­вления над первоначальным увеличивается J1Инейно от нуля до 

ас0 значения + - , достигаемого в момент времени 8 ( сплошная g ' 

о 

о z " 
1 

18 lO 22 llt ,Z5 28 JO . 
' 

''!о , ..,, 

Фиг. 47. 

линия ) ;  затем также линейно давление:уменьшается до понижен -( ас ) '· 1 
ного на величину - --2 в момент времени 16  с тем , чтобы снова 

g . . 
линейно возрас rи до величины ,  имевшей  место в момент 8 .  После 
этого повторяется цикд и зменений давления с периодом 1 6-.: =  �L ; 
периодичность процесса имеет место , таким образом , только на ­
чиная с момента времени 8 , т .  е .  момента закрытия отверстия в А . 

В сечениях В,  С и D кривая изменений давления превращается 
из трехугольной, какой она была в сечении А, в трапециевидную. 
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Периодичность соответственно начинается в моменты времени 7, 
6, 5, т. е. тем ранее , чем отдаленнее рассматриваемое сечение от 
сечения А .  Это находит себе объяснение в интерференции волн, 
з арождающихся в сечении А, и волн, отр аженных из сечения Е, 
начиная с момента времени 4. Кривая расходов та.кже трапецие­
видная и ее периодичность соответствует периодичности кривой 
давления .  Интересным следствием интерференции является то, 
что расход, пришедший к нулю в сечении А в момент времени 8 , 
делается равным нулю в этот .момент также н а  всем протяжении 
трубопровода. Однако уменьшение расхода начинает·ся в сечении 
В в момент времени 1 ,  в сечении С в .момент 2 и в сечении D в мо­
мент времени 3; р асход, уменьшаясь, достигает значения, остаю­
шегося з атем ма�симальным при периодических изменениях, в се­
чении В в момент времени 7, в сечении С в момент 6 и в сечении 
D в момент 5 ;  максимумы давления в сечении уменьшаются по ве­
личине при переходе от сечеиня В к сечению D, в то время как 
мак.симумы расхода возр астают, причем л инейно, в з ависи ­
мости от расстояния ,  как это видно при р ассмотрении кривых на 
фиг. 48. 

В сечении Е повышение давления не  имеет места ;  р асход же 
линейно  уменьшается, начиная с момента времени 4,  и достигает 
минимума , р авного п редшествующему повышенному его значению, 
в момент времени 1 2, после чего вновь возрастает, достигая преж­
него повышенного значения в момент времени 20; после этого 
цикл изменений расхода возобновля�тся . 

На фиг. 48 даны гр афики р а·спределения р асхода и напора по 
длине трубопровода для моментов времени 2, 4 , 6, 8 . . . 20 ,  22 ; зн а ­
чения расхода показавы пунктирными линиями ,  а значения н а ·­
пора - сплошными .  

Из графиков видно, как  фронт волны перемешается вдоль тру­
бопровода до момента времени 8-r, причем происходит возраста­
ние давления и уменьшение р асхода ; начиная же с момента вре­
мени 8 и в дальнейшем графики напора и расхода поворачива ­
ются относительно оси абсцисс, имея циклом повторения режима 
интервал времени 1 6-r. 

Действительно, повышение напора , достигающее максималь-
ного зна ченюr ;о в сечении А в момент времени 8, оказывается 
линейно распределенным между сечениями А и Е, в то время 
как расход в это время всюду равен нулю. В момент времени 1 6 
понижение давления, достигающее в сечении А значения (- а;о) 
так же линейно распределено от сечения А к Е, а расход вдоль 
трубопровода равен нулю; в момент же времени 24 график будет 
таким же,  что и для момента времени 8 ,  после чего цикл во­
зобнов .7Iяется . 

В момент вре�rени 1 2 вдоль трубопровода давление р авно пер ­
вон ачальному, а расход линейно возрастает от сечения А к Е, 
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причем течение также направлено от сечения А к Е. В момент 
времени 20 расход в сечении Е возвращается к своему нервон а ­
чалоному значению, так же  и н апр авление течения в трубопроводе 
совпадает с первоначальным ;  в то же время расход уменьш аетсн 
по длине трубопровода линейно, р авняясь нулю в сечении А . 

8 момент 6ремени 10 

--- ДаВление fl 
----- Pa cxou q 

Фиг. 48. 

В промежуточные моменты времени 1 0, 1 4 , 1 8 , 22 графики дав­
ления и р асхода ·срезаны горизонтальной линией на длине, соот-
ветствующей половине длины трубопровода. . 

Таким образом , линейное (по зн ачениям расхода) перекрытие 
отверстия в конце трубопровода,  происходящее в течение времени 2L А u а , вызывает в ,сечении повышение давления в тои же мере, 
как  и мгновенное закрытие, но это повышение давления распре­
деляется по длине трубопровода линейно вместо того, чтобы быть 
переданным полностью во все сечения ;  в этом з аключается смысл 
постепенного перекрытия . 
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Откладывая значения напора ,  вре.мени и р асстояний по длине 

трубопровода вдоль трех осей на  одном листе, можно получить 

перспективный чертеж, показанный на фиг. 49, дающий нагляд­
ное представление  процесса изменений давления во времени и 
15 пространстве . Фигура 49 построена таким способом, что дает 
з н ач ения р асхода в зависимости от времени и положения сече­
ния трубопровода . 

П р  и м е ч а н  и е .  Из рассмотрения двух изученных выше слу­
чаев следует, что всегда в условиях , когда перекрытие проис-2L 
ходит в течение времени <: 7 повышение давления в сечении А асо Э будет одним и тем же ,  равным по величине g .  то повышение 

давления часто называют в литературе  " гидравлическим ударом 
Алиеви " .  

С .  Перекрытие, длительность которого превышает время 2L 
а 

Рассмотрим в качестве примера случай, когда время перекры­
тия р авняется утроенному времени �fобега волной трубопровода 
от ·сечения А да Е и обратно , т. е. а .  Очевидно, что повышение 
давления зависит не только от продолжительности отрезка вре­
м ени ,  з атр ачиваемого н а  полное закрытие, но  и от того, как про­
исходит закрытие в течение этого отрезка времени . Мы ознако­
мимся с тремя р азличными процес·сами з акрытия, что даст воз­
можность сделать интересные ср авнения . 

§ 4 1 .  Случай, когда размеры выходного отверстия изменяются 
линейно в зависимости от времени. Построения для случая такого 
изм енения выходного отверстия выполнены на фиг. 50 жир-L 
ными линиям и ;  в качестве единицы времени принято t = а ;  за-
крытие отверстия происходит, следовательно, в течение  отрезка 
времени 6-r. 

Как было указ ано в § 39, зависимость между h и q в сечении 
А имеет вид 

q = s V2g7i, ( 1 ) 

где s - сечение потока в том месте, где струйки параллельны 
между собой ; это по существу и является выходным сечением . 
Н ачальную величину сечения обозн ачим через s0, тогда при ли­
нейном изменении во времени . 

s = S0 ( 1 - :� ) . (2) 

Как и прежде, начальный режим опредеаяе1 ся точкой М0 
пересечения параболы W 0, соответствующей уравн ен ию q = s0 V2gli 

9 Зак. 2f7 1 29 
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и горизонтальной линии с ординатой h0 • Отметим , в соответ­
ствии с уравнением ( 1 ) ,  что в случае h = const величина q nро­
порцианальна величине сечения s . Отсюда следует, что точки 
пересечения парабол 1J! с горизонтальной прямой h = h0 опреде-

...-;,-,....... ..-1� ДаВленце /1� 
А ...".-::j':] _;j _/ _/ ц' 1 j }jr--_12 16 2�,-1� f f; 
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л я ют на оси абсцисс отрезки, пропорциональные величинам s; 
. 5 таким образом , точке s1 соответствует сечение s1 = 6 s0 , рас-

ход � q0 и парабола W� ; для момента времени 't ;  точке s; соот-
4 4 

ветствует сечение S2 = tr so, расход 6 q0 и парабола w; для мо-
�1 ента времени 2't .  В момент времени 6 отверстие закрыто и за ­
висимость W� между h и q представляется осью ординат. 

Будем определять режимы ,  разделенные между собой интер­
валами времени 't .  Для наблюдателя,  выбывающего из сечения Е 
в момент времени 1 ,  характеристикой трубопровода будет, как 
и прежде, прямая M0N. Когда наблюдатель прибывает в сече­
н и е  А в момент времени 2 ,  соответственная точка 2� будет на­
ходиться в пересечении прямой M0N и параболы w;. Для наблю­
дателя ,  перемещающегося от сечения А к Е, характеристикой 
будет прямая ,  проходящая через точку 2�; ее угловой коэффи­
циент будет положительным , и режим в момент времени 3 в се­
чении Е определится точкой 3� пересечения этой прямой с го­
ризонтальной линией W Е ординаты h0 • При возвращении наблю­
дателя от сечения Е к сечению А характеристическая прямая 
проходит через точку 3�, причем ее угловой коэффициент будет 
иметь обратный знак ,  и режим в сечении А в момент времени 4 
определяется пересечением этой прямой и параболы W� ( в  точке 4�) .  
Таким же образом находится на  горизонтальной  линии W Е соот­
в�тственная т�чка 5� для момента времени 5 в сечении Е, затем 
на оси ординаты точка 6� - для момента , начиная с которого от­
верстие закрыто полностью. Таким образом , оказываются опреде­
ленными режимы для одного цикла . 

Перемещения в прямом и обратном направленшrх наблюда­
теля , выбывающего из сечения Е в момент времени ну ль, поз­
волят таким же образом получить ломаную линию, определяющую 
для сечения А промежуточные режимы 1 � 3� 5� на  параба­
лах W 1 W 3 W 5 ,  справедливые для сечений отверстия размерами s;s�s� 
и моментов времени 1 , 3, 5 и режимы 2� 4� 6� на  горизонталь­
ной линии W Е для моментов времени 2 ,  4, 6 в сечении Е, т . е .  
в резервуаре .  

Произведенное построение показывает, что давление в сечении 
А сначала быстро увеличивается, . до момента времени 2, з атем от 
момента 2 до момента 6 продолжает медленно вырастать и дости ­
гает .максимальной величины в момент полного закрытия выход­
ного отверстия .  

С л у ч а й, к о г д а р а с х о д  м е н я е т с я л и н е й  н о в з а ­
в и с и м о с т и о т в р е м е н и .  Соответственные точки для 
сечения А и моментов времени 1 ,  2, 3, 4 , 5 ,  6 в этом случае  должны 
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находиться в .силу принятого предположения н а  ординатах, прове-
5 4 3 2 � 

денных через точки оси а бсцисс 6 qo , 6 q0 , 6 qo , 6 qo ,  6 и нуль . 
Для моментов времени I A и 2 А они должны н аходиться , как 
и прежде, одновременно н а  прямой MoN, т. е .  это будут точки IA  
н 2 (фиг . 50) , через которые должны проходить т акже параболы 
'V1 и Ч'2 ( нанесенные н а  чертеже пунктиром с точкой ) . Точки пе­
ресечения этих парабол с горизонталью, имеющей ординату h0 , 

2 
6 �  

3 
6 �  

Ф иг. 50. 

..", ... 
1 
1 

определяют аналогично тому, как  nрежде значения S t  и s2 сечения 
01 верстия в моменты времени 1 и 2 .  

Для наблюдателя , выбывающего из сечения А в момент вре­
мени 2 , соот�етственные точки должньr лежать на прямой с поло­
жительным угловым коэффициентом,  которая проходит через 
точку 2А . Для сечения Е в момент времени 3 прибытия туда 
наблюдателя соответственная точка должна находиться на го -

2 
ризонтали W в; это точка Зв. соответствующая расходу 6 q0 • При 
возвращении наблюдателя к сечению А характеристическая пря­
мая  проходит через эту точку, ее угловой коэ ффициент будет 
отрицательным по знаку ;  в момент времени 4 прибытия на ­
блюдателя в сечение А расход должен быть равен по зада -

) 
нию i q0 , чему соответствует та же точка Зв, что и при выбытии 
наблюдателя из сечения Е. Следовательно,  соответственная точка 4А 
со впадает с точкой Зв. П ри последующем перемещении в направле ­
нии к Е характеристическа я прямая  должна проходить через точ­
ку 4А , находя щуюся уже на  горизонтали W Е •  так  что соответственная 
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точка Sв для сечения Е в момент времени 5 прибытия туда на ­
блюдателя , которая должна лежать на горизонтали W Е• совпадает 
с точкой 4А . Наконец , при новом перемещении наблюдателя 
в направлении к сечению А характеристи ческая прямая пройдет 
через точку Бв. ее угловой коэффициент будет отрицательным ,  
и поскольку соответственная точка для сечения А в момент вре­
мени 6 должна лежать на оси ординат, то это будет (фиг . 50) 
точка бА. 

Для наблюдателя, начинающего движение из сечения А в мо ­
мент времени 1 ,  соответственная точка 2в для сечения Е в мо ­
мент времени 2 должна лежать на прямой ,  проходящей через 
точку 1А и имеющей положительный угловой коэффициент, и на 
горизонтальной линии W в; вследствие симметричности в построе-
ниях ломаных линий эта точка должна быть на той же  верти­
кали ,  что и точка 2А. Для сечения А в момент времени  3 соот­
ветственная  точка должна быть на прямой ,  проходящей через 
точку 2в при отрицательном угловом коэффициенте и на в ерти-

3 
кали, проходящей через точку 6 q0 , оси абсцисс ; это будет 

точка ЗА,  которая вследствие симметричности построений будет 
также на прямой 2А 3в. так что соответственная точка 4в для 
сечения Е в момент времени 4 совпадает с точками 4А, 3в. Sв. 
После этого могут быть найдены соответственная точка SA для 
сечения А в момент времени 5 ,  находящаяся на  уже  построен­
ной прямой Б в бА и на вертикальной линии с абсциссой �о и 
т&чка 6в на  пересечении горизонтальной линии W в с осью ор­
динат. 

Пар аболы '1'3 и '1'5 пройдут через точки 3 и 5, определяя в пе­
ресечении с горизонталью ординаты h0 значения sз и s5 площади 
сечения отверстия А для моментов времени 3 и 5 .  

Мы приходим теперь к следующему интересному результату: 
в то время, как линейное изменение площади сечения вызывало 
монотонное возр астание давления в сечении А, линейное измене­
ни е р асхода обусловливает нарастание давления , отмечаемое до 
момента вр емени 2-r; затем значение добавочного давления умень­
шает·ся ,  доходя в момент времени 4 до нуля ;  после этого давле­
ние вновь возра•стает, достигая в момент 6-r полного з акрытия от­
вер,стия ма�симального значения,  р авного давлению в момент 
времени 2-r. 

К:азалось бы, на  первый взгляд, что нет никаких оснований 
предполагать, что сходные друг с другом условия истечения при­
водят к столь сильно р азличающимся между собой результатам .  
Но с другой стороны рассмотрение показаинаго н а  фиг .  52 
пунктиром с точками з акона изменения во времени площади от­
верстия s для случая ,  когда дебит меняет�я линейно ,  устанавлив а­
ется своеобразие этого з акона :  очень быстрое уменьшение в течение 
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nервой трети времени закрытия, .м алое - во второй трети и снова 
быстрое - в последней . Подобный закон трудно было бы реали ­

зовать, тем не менее его часто предполагают при рассмотрении 
вопросов регулирования турбин, имея в виду исследовать наи . 
большее возможное значение повышения давления при выключе-

0 2L 
нии турбины. пределям это повышение через время а после 
момента  начала закрытия отвер ,стия , т. е. в конце времени про­
бега фронта волны в двух направлениях. 

Если q является первоначальным расходом , q2 - расходом 
в момент времени 2 и с учетом того, что угловой коэффициент 

а прямой M0N (фиг . 50) равен tg а ·= gS , повышение давления ока -
зывается равным 

a (qo - q2) 
gS 

Пусть время полного закрытия будет 
2L 

T = n - .  а 
Тогда при  линейном законе изменения ра,схода получим 

_ qo qo - q2 - п · 

( 1 ) 

(2 )  

(3 ) 

Обозначив начальную скорость в трубопроводе как � = с0 и 
заменяя n его значением из уравнения (2) , найдем следующее 
окончательно� выражение для повышения давления в сечении А 

(4) 

Миша " ;  она справедлива 
формулу Алиеви ; послед-

Эта формула называется " формулой 
при Т > 2:: , а при Т =  2:: переходит в 

2L няя справедлива в пределах о <  т <  а .  
Из фиг.  50 видно ,  что эта величина повышения давления 

больше ,  чем получаемая в случае линейного во времени пере­
крытия отверстия ; с учетом этого линейное перекрытие отвер ­
стия является более выгодным . Отметим ,  однако ,  что сечение s4 
отверстия , определяемое параболой W 4 и соответствующее мо­
менту 4, т .  е .  началу последнего перемещения наблюдателя 
в прямом и обратном направлениях,  будет в обоих случаях одним 
и тем же. Предположим теперь ,  что производится закрытие по 
линейному закону не всего отверстия s0 , а только его части 

So S4 = п .  Тогда в обоих случаях на чальный расход будет ра-
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2L 
вен q� . Так как закрытие происходит в течение врем ени а ,  то 

а q0 ас0 
повышение давления будет равно gS • n = gn , т .  е .  равно вели-
чине ,  определяемой из  формулы (4) Мишо .  Таким образом ,  если 
производится линейное закрытие отверстия ,  что осуществляется 

So 
гораздо проще , то во время закрытия части отверстия п возни-
кает все же повышение давления ( гидравлический удар)  такое же ,  
как в случае линейного перекрытия расхода q0 • Вот почему сле­
дует производить расчет по формуле Мишо, и в этом ее смысл .  

б д 

о j- fo  
Ф и г. 5 1 .  

� 1 
1 

..... 1 

Естественно поставить вопрос о том, можно ли найти простую 
з акономерность закрытия, вызывающую в случае даже частич-

. � . ноrо линеиного закрытия отверстия n гидравлическим удар 
меньший, чем определяемый иЗ формулы Миша? Из примера, ко­
торый приводится ниже, ,видно, что такая возможность сущест­
вует. Случай ,  когда закрытие отверстия вызывает в сечении А по--

2L 
вышение давления, сохраняющееся неизменным от момента а до 
полного закрытия. Поскольку, по пр-едположению, закрытие от­
верстия происходит монотонно, давление будет безусловно повы­
ш аться в течение перво-го пробега волны в прямом и обратном 
направлениях, и только в дальнейшем можно добиваться того, 
чтобы оно сохранялось неизме�;�ным .  Из рачсмотрения построения 
на фиг. 51 можно легко видеть, как можно добиться такого поло­
жения. 

L 
Пусть полное время закрытия равняется 2n а ;  разделим рас-

ход q0 на  (2n - 1 ) равных частей,  относя эти значения к мо ­
ментам времени 2"t, 3"t, 4"t, 5"t . . .  (2n - 2) "t, (2n - 1 ) "t, 2n"t 
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(г де 't = : ) . В м ом ент врем ени 't расход б у дет ср�дней величи­
ной между q0 и расходом в момент времени 2't . Таким образом . 
оказывается, что интенсивность изменения расхода в период 
времени между 2't и 2n't будет вдвое большей,  чем в интервале 
между ну л ем и 2't. 

Рассмотрим при этих условиях построение, показанное на  
фиг . 5 1 .  Прямая ,  имеющая угловой  коэффициент tg а =  g� , ис­
ходящая из соответственной точки М0 начального режима , дает 

4 при пересечении с вертикалью, имеющей абсциссой 5 q0 ,  соот-

ветственную точку 2�. Затем л оманая линия,  соответствующая 
перемещениям наблюдателя в прямом и обратном направлениях , 
проходит через точки : 3� - на горизонтальной линии Wв; 4� -

u б 2 5" IТ� 6" на вертикали, имеющеи а сциссу 5 q0 ,  в на � в; А - на оси 
ординат при нулевом расходе. Для момента времени 't соответ­
ственная точка 1 � в сечении А находится на прямой  M0N, имея 
б u 9 а сциссои величину 1 0  q0 ; затем ломаная линия продолжится через 

2" m 3" 3 точки : в - на  � в; в - на  вертикали,  имеющей абсциссу 5 q0; 

4� - на W в; 5� - на вертикали,  имеющей абсциссу � ; 6� - на  
пересечении горизонтали Wв и оси ординат .  

Из построений на фиг. 5 1  видно, что nовышение давления со­
храняется постоянным с момента •Времени 2 до момента полного 
закрытия отверстия . Из чертежа следует также, что это повыше­
ние меньше, чем максимальное повышение давления в двух пред­
шествующих случаях . Оно является в ro же время минимальным 
из в ·сех приращений давления, какие м ожно получать при любых 
возможных способах сведения к нулю начального расхода q0• 
В самом деле, любой способ, даЮщий меньшее прир ащение дав­
ления в последний ·момент закрытия отверстия, даст большие зна­
чения этого приращения .в процессе за,крытия IИ, наоборот, как это 
можно констатировать для второго из р ассмотренных нами 
случаев ,  когда приращение давления 2А' меньше, чем 2� , но в то 
же время повышение давления 6А' больше, чем 6.� . 

Проходящие через точки 1 �  2� 3� . . . 5� параболы W�ЧJ·;w; . . . w; 
определяют в пересечениях с горизонталью h0 величину пло­
щади s�s;s; . . .  s� сечения отверстия в А для соответствующих 
моментов времени .  

На фиг .  52 по оси абсцисс отложены значения времени ,  отсчи­
L 

тываемые в единицах а ,  а на оси ординат значения площади 
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сР-чениЯ s и расхода q для трех рассмотренных случаев ; таким: 
образом подучены кривые ; 

штрих- пунктирной динией - для 1 -ro ·случая ;  
штриховой линией - для 2-!Го случая; 
сплошными линиями - для 3-го случая. 
Отметим ,  что в последнем случае, оптимальном с точки зр е­

ния I�олучаемого при  з акрытии прир ащения давления, закономер­
ность изменения площади сечения проста, хотя и в меньшей сте� 

Фиг. 52. 

пени ,  чем линейная ,  и легко осуществим а :  в начале з акрытие про­
исходит при большей (сравнительно )  скорости, постепенно з атем 
уменьшающейся и становящейся постоянной, начиная с момента 
времени 2-r. 

П р и м е Ч а н и е. Следует отметить, что так же, как и во вто­
ром  случае ,  наибольшее зн аЧение давления достигается не при  
полном закрытии расхода ,  но  в случае закрытия отверстия раз ­
мер ами s/ при такой же скорости, какая имела место при полном 
з а крытии. 

Действительно, пусть имеет место установившееся движение 
при открытии отверстия s�, чему соответствует парабола Ч!� 
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(фиг .  5 1 ) ;  соотвстств�нн�. 
1 1 а пересечении кривои 4 
т. е . это и будет точка 

точка этого режима находится 
и горизонтальной линии h = h0 , 
s� . Если отверстие за крывают 

2L 
в течение времени а '  то 
точкой 2� пересечения оси 

превышение давления определится 
ординат и прямой с угловым коэф-

а фициентом tg а = 
- gS ; в данном случа е  повышение давления 

будет больше,  чем определяемое точкой 6� , тем не  менее, оно 
значительно меньше,  чем полученное в двух предыдущих слу ­
чаях,  определяемое точкой бА. 

С учетом этого обстоятельства еще более удачным было бы 
закрывать отверстие таким образом , чтобы размеры s; s� s; 
отверстия для моментов времени 3, 4, 5 были бы еще несколько 
меньшими ; хотя это и повело бы к увеличению давления в мо­
мент полного закрытия отверстия ,  но одновременно уменьшило бы 
nриращение давления , имеющее место при з акрmии части от­
верстия площадью сечения s{ ;  оптимальным был бы такой закон 
закрытия, пр и  котором значения обоих этих приращений давле­
ния оказались бы равными между собой . 

D. Внезапное закрытие отверстия,  создающее кавитацию 
на конце трубопровода 

§ 42. Случай, когда потерями напора в трубопроводе можно 
пренебречь. Этот случай идентичен р ассмотренному в § 38 (фиг. 4 1 , 
а, б) ,  когда также производится мгновенное перекрытие отверстия 
первоначальной площадью сечения so на конце А трубопровода 
в момент времени нуль ;  но депрессия, которая .следует за прира ­
щением давления, и должна быть численно р авна  последнему, н а  
этот раз превышает абсолютное давление (ho + ha) ,  и не может 
быть физически достигнута (это привело бы к отрицательному 
давлению, т .  е .  соответствов ало бы р астягивающему напряжению 
между молекулами жидкости , что невозможно)  .. 

Физическим преде.rюм для депреосии будет значение (ho + ha) , 
где ha - атмосферное давление, приводящее к установлению б а ­
рометрического в акуума в сечении , где такая депрессия возни­
кает; точнее, этот предел выражается не  вакуумом,  но давлением 
паров, соответствующим температуре· жидкости. Посмотрим, как 
следует учесть это новое условие задачи. 

С этой целью просJiедим за явлением по построениям н а 
L 

фиг .  53, а, приняв за единицу времени 't = а . 
Первоначальный установившийся режим 

как на  фиг.  41 , а, соответственной точкой 
параболы W 0 и горизонтальной линии W Е· 
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выражается , так же 
О А на пересечении 
Внезапное закрытие 
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отверстия в сечении А в момент времени О получает свое отра ­
жение (фиг . 53,  а) в соответственной точке О� . устанавливаемой 
наблюдателем , отправляющимся из сечения Е в момент вре­
мени ( - 1 ) .  Режим остается неизменным до момента времени 2't, 
когда этот же режим будет зафиксирован вторым наблюдателем , 
наuинающим движение из сечения Е в момент времени 1 .  При 
воз,зращении этих наблюдателей в сечение Е соответственная 
точка будет одинакова для обоих ; это будет точка 1� и она же Зе 
на горизонтальной линии We. При дальнейших перемещениях 
в направлении к сечению- А соответственные точки должны на-
ход иться на прямой с угловым коэффициентом (- :s) ,  прохо­

дящей через точку 1 �  (3е) . Но теперь напор в сечении А может 
быть равен только нулю,  и зависимость между h и q выражается, 
следовательно ,  горизонтальной линией W Ar ординаты ( - ha) ; 
соответственные точки должньr находиться на этой горизонталь­
ной линии;  они совпадают ДJlЯ  обоих наблюдателей,  как это 
показано на фиг . 53 , а (точка 2� .  4А) .  

Та ким обр азом , расход н е  будет нулевым ,  а будет иметь место 
обр атное течение в напр авлении к сечению Е. Величина р асхода 
определяется абсциссой 2� 4А .  Так  как отверстие в сечении 
А закрыто, то в результате течения в направлении, противопо­
.пожном основному, образуется область кавитаци_и , объем которой 
будет возраст ать до тех пор, пока р а сход в сечении А не станет 
р авен нулю. l(orrдa- течение вновь получит основное напр авление ,  
р азмеры кавитационной обла,сти н ачнут уменьшаться (очевидно, 
что поверхность раздела ,  ограничивающая эту обJшсть,  будет не­
правильной формы и будет р азрушаться под влиянием силы тя­
жести ; все же приданная ч астицам  скорость течения, противопо­
ложного основному, будет существовать в среднем , а объем обл а ­
С1 И к авитации будет определяться расходом ,  величuна  которого 
получена при построении ) . 

На поверхности ,  отграничивающей кавитационную область от 
воды в трубопроводе , давление равняется нулю;  на остальном 
протяжении трубопровода область нулевого давления распро ­
страняется со скоростью а. Соответственные точки для наблю­
дателя ,  перемещающегося с этой скоростью, будут на п рямой 
с угловым коэффициентом + :s , проходящей через точку 2� . 
На протяжении всего пути перемещения наб.т1юдателя эта точка 2� 
сохраняется, но  по прибытии в сечение Е, где напор опреде­
ляется уровнем h0 в резервуаре ,  соответственной точкой стано­
вится 3� на пересечении хара ктеристической прямой и горизон­
тальной линии W Е· В соответствии с этим расход обратного те­
чения внезапно принимает ве.тJИчину, выраженную абсциссой 
точки 3� ;  он остается таким же и д•l Я  наблюдателя ,  выбываю-
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ще го и з с е ч е н и я  А в м о м е н т  в рем е н и 4 и п рибывающего в се-
в ре ' I е н и  5 а та кже для любого наблюдателя , ч е н и е Е в м о м е н т  • • 

в ы б ы ва ющего и з сечения А в интервале времени от 2 до 4 .  
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Ф иг. 53. 

Для всех этих  наблюдателей ,  возвращающихся затем в сече� 
ние А ,  характеристическая п рямая проходит через точку 3� и 

имеет угловым коэффициентом величину (- :s) . В момент при­
бытия в сечение А наблюдатели установят кавитацию, поскольку 
давление сохраняется здесь по-прежнему равным нулю; соответ­
ственные точки будут на пересечени� характеристической пря­
мой и горизонтальной линии 1J1' Ar• оставаясь без изменения до 
момента времени 6 (точка 4� , 6А) . В момент времени 4 расход 
внезапно принимает в сечении А величину,  выраженную абсцис­
сой точки 4� , сохраняя ее от момента времени 4 до времени 6 .  
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Построив графики зависимости напор а и ра схода от времени, 
получим ступенчатые линии, показанные н а  фиг. 53, б и 53, в, из 
котор ых следует, что к моменту времени 6 кавитационная область 
в сечении А достигнет длины la, определяемой условием 

( 1 )  

Последующие перемещения наблюдателей в прямом и обрат­
ном направлениях отображаются ломаной линией 4� 5� 6� 7Е 8� 
9�. последняя точка которой 9� совпадает с точкой  ОА началь­
ного режима (в силу того, что для упрощения построений мы 
предположили случай ,  когда  точка 5� расположена на оси орди­
нат, что делает построения симметричными ) .  Из г рафика расхода 
в зависимости от времени (фиг . 53, в) с очевидностью следует, 
что область кавитации достигает (при отмеченном упрощающем 
предположении) максимальных размеров в момент времени 6 ;  
ее  величина в этот момент определяется из у равнения ( 1 ) . 
В дальнейшем размеры области кавитации уменьшаются , так ка к 
течение принимает основное направление при расходе, опреде­
ляемом сначала абсциссой точки 6� , равной по величине абсциссе 
точки 4� . затем - абсциссой точки 8� . равной абсциссе 2� ; за ­
полняемый при этом объем определяется условием 

(2) 

Поскольку к моменту ,времени 1 0  этот объем становит,ся р ав­
ным объему, опреде.ляемому уравнением ( 1 ) ,  то обр азовавшаяся 
в сечении А кавитационная  обла,сть в этот момент исчезает, 
а расход становится равным нулю;  это дает на  гр афике точку 1 0� .  
севпадающую с О�.  после чего явление возобновляется . 

Таким образом , в сечении А в р ас,сматриваемом ,случае будут 
б u ас0 чередоваться между со ои давление, р авное g и имеющее ме-

сто в интервале времени длительности 2't', и давление, равное 
нулю, держащееся на этом уровне в инт�рв але  времени 
длительностью 8't'. В общем слуЧае ·периоды обр азования и исчез­
новения ка�итации не являются кратными 2't'; также нельзя пре­
небрегать потерями  напора вдоль трубопровода .  Следующий при­
мер учитывает эти два условия. 

§ 43. Случай, когда нельзя пренебрегать потерями напора 
в трубопроводе. Предположцм (фиг. 54) н аличие диафрагмы в се­
чении В при выходе из резервуара ,  отнеся ·К этому сечению по­
тери,  фактически р аспределенные вдоль всего трубопровода . От­
метим ,  что результаты в этом предположении будут верными для 
сечений А и В , и будут правильно отражать процесс з атухания 
колебаний,  но ни в какой мере не могут быть точными для лю­
бого се'!ения трубопровода (см .  § 24 до 28) . 
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Различие с предшествующим случаем з аключается .в том , что 
в сечении В в �1 есто условия h = ho = const будет теперь иметь место 
з а·висимость между напором и р асходом , выражаемая условием 

( 1 ) 

где знак минус относится к случаю, когда течение направлено от 
сечения В к А, а знак + к случаю противоположного направле­
ния течения. На  фиг. 54, а условие 1 отображается параболами MN 
и N' М. К.огда наблюдатели прибывают в сечение В, соответ­
ственные точки будут находиться на  этих двух п араболах, а пер-

Ф иг. 54. 
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r:uн ачальный режим определяется точкой ОА пересечения кри-· 
вой MN с параболой Ч'о, соотве11ствующей уравнению 

q = S0 V2gh, (2} 
которым определяется расход ·В отверстии so на конце А трубо­
прово,�--:а .  

Нет необходимости давать описание построений на фиг .  54, а ,  
которые производятся аналогично тому,  как в ранее рассмотрен­
ном случае построений на  фиг .  53 ,  а .  Перемещения вдоль трубо­
провода в одном и другом направлении наблюдателей , отбы­
вающих из сечения В на отрезке времени от ( - 't )  до + 't, ото­
бражаются также ломаной линией О� 1� 2� 3� 4� 5� . . .  1 4� 1 5� 
1 6� 1 7� 1 8� ,  позволяющей определить значения расхода и на ­
пора в сечении А ,  после чего эти значения можно нанести на 
графиках (фиг. 55, а и 55, б) . На фиг. 55, б видно, что график 
р асхода обратного течения, возникающего в момент времени 2, 
изменяется ступеньками ,  достигая нуля в момент времени 1 0, 
а з атем возрастают также ступеньками ,  когда течение полу-

З5,� 52,S. 
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ч ает первоначальное н аправление.  В первом периоде размеры 
к а в ит ационной обл асти в конце А возрастают, а во вто­
ром - уменьш аются . Кавитация исчезает в момент, когда пло­
щади, з аштрихованные на фигуре, р авны между собой. Подсчет 
величин  этих площадей прост: для этого нужно только составить 
т аблицу ра-сходов в сечении А и постепенно подводить итог; так 
как продолжительность каждого значения расхода р авна 2t, то 
произведение итога н а  2t да1ст объем области кавитации. 

Производя такой подсчет, найдем,  что при р авной 1 ,3t продол ­
жительности tСуществующего в момент времени 1 8  расхода q 1 8� ,  

г 

2 6 /0 1� 18 
о 

Да6ление 6 се чении А 

1 
1 

'2 2& зо .1� 36 �2 �G 50 5� 51 62 fifi 7!J Вреня 1: 
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Pa cx o u  6 с е ч е н и и  А 

Фиг. 55. 

кавитационная область и счезнет и, следовательно, расход стано­
:вится р авным нулю. Таким образом , наблюдатель, прибывающий 
в сечение А в момент времени 1 9,3, установит, что соответствен­
ная точка будет находить,ся на оси ординат. Наблюдатели ,  ,выбыв­
шие из сечения А на отрезке времени от 18 до 1 9,3, констати­
руют в сечении В н а отрезке времени от 19 до 20,3 р ежим, опре­
деляемый соответственной точкой 1 9� ,  а возвращаясь в сечение А,  
они установят отсутствие кавитации, т .  е .  нулевое значение р ас­
хода,  что получит отр ажение в виде точки 20� на оси ординат. 
Это вызовет появление уступа на  кривой давления на отрезке вре­
мени от 20 до 2 1 ,3 , как это отчетливо видно на фиг. 55, а. 

Следующий цикл можно получить ,  предположив перемещения 
двух групп наблюдателей ,  начинающих движение из сечения А ,  
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одч и н а  отрезке времени от 1 9 ,3 до 20,  и вторые - на отрез ке 
вреыени от 20 до 2 1  , 3 .  Пе ремещениям туда и обратно первой 
группы соответствует н а  фиг .  54, б ломаная линия 1 9 ,3А - 20,3в -
2 1 ,3А - 23,3А - 25,3А . . . 3 1 ,3А , а перемещениям второй - ломаная 
линия 20А - 2 1в - 22А - 24А - 26А . . .  32А - 34А. На г рафике рас­
хода ( 6иг. 55, б) появляется теперь уступ при каждом пробеге 
волны туда или обратно, и это несколь ко усложняет подсчет 
величины области кавитации . 

Производя такой подсчет, можно установить, что объем обла ­
сти кавитации станови'I'ся равным нулю, если значение расхода , 
имеющее место в момент 34,  продолжается до момента  35. Р ас­
ход Qз4А в момент исчезновения кавитации внез апно становится 
р а.вным нулю, а давление, ·сохраняясь неизменным до момента 
времени 35,3 , определяется точкой 35� н а оси ординат. Затем н а­
б.'Iюдатели,  отбывающие из ·с ечения А н а  отрезке времени от 33,3 
до 34, устанавливают в сечении В режим ,  опредеJrяемый соответ­
ственной точкой 34,3в, а возвратившись в сечение .4 , где расход 
р авняется нулю, уста_навливают режим, выраженный соответст­
венной точкой 3б,3А на  оси ординат, который ·сохраняется до мо­
мента времени 36. Наконец, н аблюдатели ,  выбывшие из А н а  от­
резке времени от 34 до 35, находят в сечении  В режим,  опреде­
ляемый точкой 35в, и в сечении А , определяемый точкой 36А , по­
следни й  р ежим держится до момента времени 37 . В результате 
этого возникает двойной уступ (фиг. 55, а)  н а  графике напора . 

После этого следующий цикл (фиг. 54, в) получае'!)СЯ с помо­
щью трех групп наблюдателей, начинающих движение из сече ­

ния А : 
перемещениям наблюдателей ,  выбывающих на  отрезке вре­

мени от 35 до 35 ,3 ,  соответствует ломаная линия 35А - 36в- 37А -
39А - 41А  - 43А - 45А - 47А; 

перемещениям наблюдателей ,  выбывающих на  отрезке вре­
мени от 35,3 до 36, - ломаная 35,3А - 36 ,3в _:_ 37 ,3А - 39,3А - 41 ,3А 
- 43,3А - 45 ,3А - 47 ,ЗА 

и ,  наконец, перемещениям наблюдателей ,  выбывающих на 
отрезке времени от 36 до 37, - ломаная 36А, 37 В• 38А,  37 А - 40А -
42А - 44А -- 46А - 48А . 

Это создает на кривой р асхода (фиг. 55, 6) ступени, каждая из 
которых имеет по два уступа . Подсчет объема кавитационной об­
ласти показывает, что она становится равной нулю, если р асход 
Q4BA• возникший в момент времени 48, удержив ается до момента 
времени 48,5. В этот момент расход становится равным нулю, чем 
обусловливается на оси ордин ат появление соответственной ТQЧ· 
ки 48,5� ; определяемый ею режим будет ·существовать до момента 
времени 49. В этот момент в сечение А начинают прибывать н а ­
блюдатели ,  выбывшие отсюда р аньше н а  отрезке времени о т  47 
до 47,3, которые констатировали в сечении В соответственную 
точку 48,3в, чем определяется в сечении  А точка 49А, режим, 
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оnределяемый этой точкой , сохраняется до момента времени 49,3 . 
З атем прибывают наблюдатели ,  выбывшие из сечения А на от­
резке времени от 47,3 до 48, которые отметили в сечении В ре­
жим, оnределяемый точкой 48,3, что дает з атем в А на  оси орди­
нат точку 49,3А, оnределяющую режим до момента времени 50. 
Наконец, прибывают наблюдатели ,  выбывшие из сечения А в ин­
тервале времени от 48 до 48,5, которые наблюдают в В режим, 
оnределяемый точкой 49в. а по прибытии в сечение А - режим. 
определяемый точкой 50 А ( на оси -ординат) , продолжающийся до 
.момента времени 50,5. 

Это приводит к образованию на графике давления ( фиг. 55, а) 
четырех уступов ; в силу этого для следующего цикл а (фиг. 54, г) 

О''Н O''JO 0"25 
Фиг. 56. 

надо прибегпуть к представлению о четырех группах подвижных 
наблюдателей, в р езультате чего каждая ступень гр афика рас ­
хода будет иметь по четыре уступа (фиг. 55, 6) . 

Приведеиные четыре цикла дают полное представление о ходе 
явления, и, так как последующее ошосание не даст читателю ни­
чего нового , продолжать это описание нет надобности . Из построе­
ний видно, что потери обусловливают затухание колебаний дав­
ления, поскольку средние значения повышения давления в каж­
дом последующем цикле становятся меньше; кроме того, потери 
nриводят также к уменьшению р азмеров облаtсти кавитации, а это 
nриводит к сокращению и общей продолжительности периода ко­
лебаний. То обстоятельство, что продолжительность колебаний не 
связана  с длительностью пробега волны в трубопроводе от се­
чения А к В и обр атно, являет.ся причиной возникновения в фазе 
повышенного давления зубцов н а  кривой давления ,  в постепенно 
возрастающем числе. Что же ка·с ается продолжительности пе­
риода повышенного давления, то оно остается неизменным, будучи 

2L 
равным а ·  

Этот случай явился объектом очень интересных исследований 
М. А. Ланжевена 1 • Он использовал для измерения давления 
пьезоэлектрический кварц, что позволи.'lо получить осциллограм­
мы, очень точно определяющие явление. На фиг. 56 показана одна 

1 См.  А L а n g е v i n, Bulletin de l 'U nion Technique d u  Batiment  annee 1 �28. 
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и з  таких осциллограм.м .  Совпадение с результатами , полученными 
нами ,  поистине удивительно, вплоть до зубцов в фазах повышен­
ного давления, причина возникновения которых зде·сь найдена . 
Простота построения такого сложного явления вновь подчерки­
в ает достоинства графического метода . 

Е. Периодическое закрытие и открытие отверстия в концевом 
сечении трубопровода 

§ 44. Периодические эыкрытие и открытие через интервалы 
4L р u б времени а ·  ассмотрим случаи, когда в конце тру опровода 

установлен механически управляемый клапа н  или вентиль, перио· 
дически открывающий и з а.крывающий отверстие. 

Обозначим через О концевое сечение трубопровода, в котором 
установлен вентиль, и через 1 - сечение присоединения трубопро­
вода к резервуару, где поддерживается постоянный напор h0 на.11. 
осью трубопровода . 

Зависимостью между h и q в сечеюш О при открытом отвер­
стии будет 

q = s0 V2gh, ( 1 ) 

где so - площадь отверстия . 

Эта зависимость представлена  на  фиг. 57, а параболой '1'0 ; для 
сечения 1 соответс11вующая зависимость представляе'I'ся горизон­
тальной линией ординаты h0. Если исследование начинается при 
закрытом вентиле, то соответственной точкой начального режима 
будет точка 00' при дебите, равном нулю, и напоре, р авном ho-

L 
Примем за  единицу времени величину а и предположим, что 

открытия и закрытия отверстия происходят поочередно следую­
щим обр азом : в начальный момент отверстие внезапно откры­
вает•ся, в момент .времени 2 з акрывается , в момент 4 вновь откры­
вается ·и т. д. 

В соответствии с этими характеристическими кривыми отвер­
стия будут: 

для моментов времени 2 ,  6 ,  10 и 1 4 - вертикал ьн ая прямая 
w . 2, 6, 10, 14 ' 

для моментов времени О, 4, 8, 1 2 - пар абола 'Р'0, 4, 8, 12 • Ха-
рактеристической кривой в сечении 1 у резервуара я.вляется го­
ризонтальная линия NN. 

Перемещениям наблюдателей между отверстием О и резер­

вуаром соответствует ломаная линия 

О� Оо l 1  2о З1 4о 5 t бо 7 t  8о 9 1 1 0о . . .  1 • 
1 Напомним, что режим 00 продолжается до момента времени 2; режим 

2о - до момента 4 ; режим 4n - до момента 6 и т.  д. 
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Вершины этой ломаной находятся попеременно на хара ктери­
стических кривых W отверстия О или на прямой NN резервуара , 
а ее . стороны параллельны прямой , имеющей угловым коэффи­

а 
Циентом ± gS ( где S - площадь се чения трубопровода ) .  

Последняя точка lбо так близка к точке М, что и х  обе можно 
считать совпадающими ;  в силу этого в дальнейшем ломаная ли­
ния будет на;клады!вать•ся до .бесiюнечности .н а  ·стороны ро:v1 б а  
М 1 3 r  1 4о l Б2 М ,  так  что  повышение напор а у вентипя будет перио ­
дически р авно удвоенному значению напор а h0 , независимо от 
площади сечения so отверстия , т . е . характер а параболы Ч"0 . Этот 
результат  уже давно известен и удвоен ­
ное значение первон � ч ального н апор а 
р ассматр и вается обычно , к а к  максимал ь ­

но возможное при гидр авлическом уда р е .  

N 

а) 
Ф иг. 57. 

н 
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1 \ 
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\ 
\ 

н 

а Построим такой же график для случая , когда gS велико по 
сравнению с /10 (фиг . 57, б) . 

Ломаная линия проходит сначала через точки 00' Оо 1 1 20, отра­
жая открытие отверстия в первый р аз в момент времени нуль и 
закрытие его в первый р аз в момент времени 2. Из гр афика видно, 
что напор , определяе-мый точкой 2 ,  р авняется теперь не двукр ат­
ному,  а почти трехкратному значению ho. Но это еще не все : про­
должая построение , н айдем точку 3 1 для сечения у резервуар а , 

затем прямую З r  4о, котор ая уже не пересекает п ар аболу Ч"4. Это 
означает, что при открытом вентиле в сечении О устанавливается 
атмосферное давление, и в трубопроводе будет иметь мес� тече­
ние в н аправлении к резервуару при р асходе. р а вном М40.; это 
течение будет продолжаться в предел ах периода времени 2't, вызы­
в а я  отток воды от конца трубопровода . 
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В момент времени 5 наблюдатtль окажется у резервуар а , где 
режим будет определяться соответственной точкой 5 1 ; при воз ­
вр ашении к вентилю в момент времени 6 и наблюдатель найдет его 
з акрытым,  но образовавшееся воздушное простран.ство обуслов­
,1ивает здесь в первое время атмосферное давление, и соответствен ­
ная ;очка 6о на горизонтальной .тшнии Н Н определяет течение в на · 
пр авлении к отверстию при расходе, р а,вном М6о . Поскольку этот 
р асход больше расхода М4о, то остановка течения в сечении О 
произойдет ранее момента времени 8, когда вентиль  откроется 
вновь. Пусть это произойдет в момент времени 6,5 (это время мо­
жет быть определено достаточно точно, учтя' величины расхода и 
сжимаемость воздуха при заполнении воздушного пространства) ; 
тогда соответственной точкой будет точка 6,5о на  продолжении ха­
р актеристической прямой 5 1  бо. 

Представим себе теперь двух наблюдателей , н ачинающих дви­
жение от вентиля в направлении к резервуару :  один - в момент 
времени 6, а другой - в момент 6 ,5 ;  пер емещениям второго будет 
соответствовать ломаная линия 6,5о 7,5 1 8,5о 9,5 1  1 0 ,5о 1 1 ,5 1  1 2 ,5о, 
максимум которой - точка  1 0,5о - расположена ниже точки 20, 
в то время как максимум 1 00 ломаной линии, соответствующей 
перемещениям перrвого н аблюдателя (линия бо 71 8о 9 1  l Oo l l t 
1 2о) , р асположен выше точки 2о. Точки 1 2о и 1 2 ,5о вновь соответ­
ствуют началу образования воздушного nростр анства в конце тру­
бопровода , поэтому дальнейшие построениЯ должны продолжаться 
аналогично тому, как это было только что показано .  

Если бы исследуемый процесс имел в качестве начального 
установившийся режим при открытом отверстии и расходе q0 ,  то 

• а 
б в случае м алых значении величины gS может ыть получен ре-

зультат , идентичный полученному при построениях на  фиг .  57, а.  
В случае же ;� > а максимальное повышение давления будет 

равно не 2h0 , а самой величине ;�о . Так же и в этом случае у 
отверстия будут периодически возникать воздушные полости ,  
у чет которых производится аналогично тому ,  ка к при построе­
н иях на  фиг. 57 , б; мы возвращаемся таким образом к случаю, 
описание которого было дано в §§ 42 и 43 . 

Если предполагать открытие и закрытие отверстия не  мгно­
вен ными , построения н а фиг .  57, а ни в чем не изменятся. На по­
строениях же на фиг . 57, б это отразилось бы только в период 
формирования воздушных полостей ,  расчеты размера которых мо­
г ут быть произведены только при условии опредеJiения промежу­
точных точек. 

2L 
§ 45. Периодические открытие и закрытие, длящиеся по а 
времени каждое. Рассмотрим случай ,  когда открытие . и за-

2L · крытие отверстия происходит с периодом а , причем закрытие 
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L 
постепенно  в течение времени от нуля до а ,  а открытие -

L 2 L  
nостепенно в течение времени о т  а до а и т .  д . 

Пусть в конце трубопровода , присоединенного к резервуару, 
установлен вентиль ( фиг. 58) , меняющий площадь отверстия 
между двумя ее некоторыми крайними значениями в соответствии 
со сделанным выше указанием. 

2L 
За единицу времени примем одну восьмую от величины а .  

Фиг. 58. 

Характер•истическими кри­
выми отверстия будут 
(фиг. 59) параболы : '1'0 при 
максимальном открытии .  
Ч'4 - при минимальном и 
'1'2 - при промежуточном. 
Первая п ара·бола  будет 
справедливой для моментов 
времени нуль,  8, 1 6, 24, 32, 
40 и т. д. , вторая - для мо-

ментов времени 4, 1 2, 20, 28, 3Б и т. д. и промежуточная парабола 
для моментов 2, 6, 1 0, 1 4 , 1 8, 22, 26, 30, 34, 38 и т. д .  

Поскольку продолжительность полного цикла .м аневрирооания 
?L 

б • вентилем равна а ,  на  людатель, перемещающиися между се-

чениями 4 и О (у резервуар а  и у ОТ!вер.стия)  со скоростью а, бу­
дет находить величину открытия вентиля одной и той же. Лома­
н ая линия, отр ажающая его движение, будет иметь точки пере­
лома ( через одну) на одной и той же характеристической кривой 
отверстия . 

Например, наблюдатель, выбывающий из сечения 4 у резер­
вуара !В момент времени нуль, когда соответственной точкой здесь 
является точка М, прибывает в момент времени 4 к вентилю О, 
где хар актеристической кривой будет Ч'4;  ломаная линия, отра ­
жающая его движение, проходит через точки М 40 8 4  1 ·20 1 64 20о 
244 28о 324, которые находятся попеременно или н а  горизонталь­
ной линии MN (характеристической кривой резервуар а ) или н а  
той же  кривой отверстия Ч'4 , 1ио1 2в . 3 2 •  Эта ломаная линия обр азует 
сначала сходящуюся спираль, а начиная от точки 3.2 все после­
дующие точки для сечений 4 и нуль совпадают между собой ; 
отметим ,  что точка 32 н аходится на  пересечении линий Ч'4 
и MN. 

Точно также наблюдатель , выбывший из сечения 4 в момент 
времени -2, где соответственной точкой является также точка 
М прибывает в сечение отвер стия в момент времени 2, где хар ак­
теристической кривой будет парабол а  Ч'2; ломаной линией, отра ­
жающей перемещения этого наблюдате.пя ,  будет М 2 0  6 4  1 00 1 44 ;  
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ее точки перелома  находят,ся или на  прямой MN или на кривой 
ЧГ2, 10 , 1 8 • Начиная от точки 1 44 все последующие ( 1 8о 224 26о 304 
340 384) совпадают между собой,  поскольку точка 1 44 находится 
уже на пересечении прямой MN и характеристической кривой '1'2. 

Ломаная линия, связанная с движением наблюдателя, выбы­
вающего из сечения 4 в ·момент времени 2, н акладывается на  пре­
дыдущую; так как хар актеристическая кр_ивая 'l'в совпадает 

/, 
• 1/1' �.•2, 21,21,3& 

N 

Фиг. 59. 

с кривой '1'2, но новая ломаная линия будет иметь обозначения 
точек М бо 1 04 1 4о 1 84 и совпадающие с последней 22о 264 ЗОе 
344 38о. 

Из построений на фиг. 59 следует, Что после векоторого коли ­
чесТ!Ва перемещений в двух направлениях между сечениями 4 и О 
все наблюдатели отмечают постоянные ,в дальнейшем значения 
давления как в сечении О у вентиля ,  так и в сечении 4 у резер ­
вуара ; несмотря на  периодическое изменение площади сечения от­
верстия ,  повышение давления у вентиля более не наблюдается. 

Возникает задача установить, что происходит вдоль трубопро­
вода в сечениях 1 ,  2, 3. Это можно сделать, и спользуя произведен ­
ные постр оения и не прибегая к новым, за и"сключением необхо­
димости иногда только продолжить уже существующие линии. 
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Исследуем , что происходит в какой-либо момент времени т 
в сечении 2 . Соответственная точка должна н аходитыся н а пере­
сечении прямой , свЯзанной с наблюдателем, выбывающим из ·се­
чения О в момент времени ( 1:' - 2) ,  и прямой , связанной с наблю­
дателем,  выбывшим из сечения 4 в момент времени  также (-r -2 ) . 
Назначим ,  например -r = 1 4 ;  соответственная точка  1 4z должна н а­
ходиться на  пересечении уже построенной прямой 1 2о 1 64 ,  связ ан­
ной с н аблюдателем, выбывшим из сечения О в момент времени 
1 2, и прямой, !Продолжающей линию 1 24 160 ( точки 1 24 и 1 6о сов­
падают с точкой М, тем не менее .rшния 1 24 1 6о, связан ­
ная с наблюдателем, выбывающим из сечения 4 в момент 
времени 1 2, существует ; она накладывается, на прямую 
I'14o) .  . 

Поступая таким же обр азом для других моментов времени, 
р азделенных между собой интервалами в две единицы, можно по­
лучить ломаные линии :  

соответствующую перемещениям наблюдателя , выбывающего 
из сечения 2 в момент времени 2, линию 22 40 62 8о 1 0:1 1 29 1 4z 
1 6о 1 8z 20о 222 24о 262 28о 302 32о 34z 36о 38z 40о 

и соответствующую перемещения-м наблюдателя , выбывшего И3 
этого же сечения в момент времени 4 ,  линию 42 6о 82 1 0о 1 2z 1 4о 

- ......---... - -......---... 
1 62 1 8о 202 22о 24z 26о . . . ( объединение двух точек скобкой ука-
зывает н а  т.о, что эти точки накладываются одна на дру-
гую) . ; . 

В сечении 3 соответственная точка в момент времени 1:' должна 
находиться на  пересечении прямых, из которых одна овязана с на ­
блюдателем, начинающим движение в момент времени (-r - 3) из 
сечения О, а · втор ая - с наблюдателем ,  начинающим движение из 
сечения 4 в момент времени ( 1:' - 1 ) .  

Например ,  в момент времени 3 1  соответственная точка 3 1 3 на­
ходится на  продолжении прямой 28о 324, ·соотвеТIСтвующей пере­
мещению наблюдателя, выбывающего из сечения О в момент вре­
мени 28, в пересечении с продолженной прямой 304 340, связан ­
ной · с  наблюдателем,  выбывающим из сечения 4 в момент времени 
30 ( точки 304 и 34о являют�я совмещенными, но тем не менее 
прямая существует, будучи пар аллельной М40) .  . 

Аналогичным образом можно найти также соответственные 
точки для сечения 1 .  

В се эти точwи обозначены на фиг. 5 1  и по ним могут быть по­
строены гр афики зависимости от времени для давления и рас­
хода в -сечениях трубопровода О, 1 ,  2, 3, 4 (фиг. 60) . Из р ассмотре­
ния этих гр афиков следует, что после переходиого периода , р ав­
ного времени четырехкр атного пробега волной участка между вен­
тилем и резервуаром,  р ежим становится во всех сечениях перио­
дичным .  

При  этом в сечении I имеют место колебания расхода , в то  
в ремя, как н апор сохра няется постоянным и р авным существу19.-· 
щему в резервуаре ;  
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в сечении  1 колебания расхода 1\·I енее зн ачительны, чем в с е ­
чении О, и имеют место колебания давления, сдвинутые на чет­
верть пер иода относительно р асхода ; 

в сечении 2 колебания более зн ачительны, чем в сечении 1 ,  
·(причем фазы их совпадают) и имеет место постоянный расход, 
меньший пер.воначального ; 

в сечении 3 колебания давления идентичны, имеющим место 
:В сечении 1 ;  также идентичны (по  величине) с сечением 1 ко.пеба­
.ния расхода ,  однако, при н аличии сдвига на полпериода ; 

5 

о J 

Фиг. 6 1 .  

а) 
Пер6ьи1 ЦV!rЛ 
колв5анl/.й. 

6) 
Bmopoti. цикл 
коле оаниti. 

6) 
Рпким 

JQКЛНJ Ч 11m6ЛЬ 'IOZQ 
ц v кла 

в сечении 4 давление постоянно, а расход колеблется по тому 
.же з.аwону ,и при той же амплитуде, ка.к в сечении О, но rtp.и 
сдвиге на полпериода по сравнению с колебаниями в сечении О. 

Вне переходиого периода максимум давления. имеет место 
в сечении 2. Нужно отметить, однако, что в переходный период 
давление оказывается большим, чем в период устойчивого тече­
ния, причем наибольшие значения в переходнам периоде оказы­
ваются одинаковыми в сечениях О, 1 и 2. 

Таким обр азом , бесконечные периодические колебания в тру­
·бопроводе создают мак.симум давления в его середине, однако ме· 
нее опасный, чем давление, возникающее в переходнам периоде . 
.Это отчетливо показано н а  фиг. бl ,  а, .б, в, где видно также станов­
.ление режимов в трубопроводе. 

На фиг. 6 1 ,  а даны кривые р аспределения давления по длине 
трубопровода для моментов времени от 1 до 8 в течение первого 
.цикла колебаний. На  графике отчетливо •Видно перемещение 
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вол н ы давления от сечения О к сечению l и одинаковые макси ­
:\tумы для сечений О, 1 и 2. 

Фиг. 6 1 ,  б дает те же кривые в период второго цикла маневри­
рования вентиля. Здесь также видна волна ,  перемещающаяся те­
перь от ·сечения 4 к сечению О, имея отрицательный знак в _ мо-
менты 1 ,  2 и 3.  _ 

На фиг. 6 1 , в даны кривые давления вдоль трубопрово .да при 
устойчивых колебаниях. 

Этот последний режим легко может быть найден расчетным пу­
тем;  в то же время расчетом не удает-ся изучить переходные ре­
жимы, которые, ка.к это показ ано, наиболее опасны. Более того, 
расчету поддается только случай , когда з акон изменения расхода 
синусоидальный, гр афическим же путем можно решить з адачу при 
любом произвольнам законе (в рассмотренном примере он пред­
полагается линейным) . 

§ 46. Случай, когда период маневрирования вентилем меньше 
2L 

-а - .  Построения в этом случае принципиально не отличаются от 
nредшествующих, но для 

·
того чтобы хорошо проследить з а явле­

нием ,  необходимо рассматривать достаточно большое число про­
межуточных положений вентиля .  

Если t · - период маневрирования (суммарное время открытия 
и закрытия)  вентилем ,  то стабильная волна будет иметь место 

4L (та к же, как и в предшествующем случае )  тогда , когда t = a2n , и 
процесс будет протекать аналогично тому,  ка к описано в § 44, 4L 
если t = 2n + 1 , г де n - некоторое целое число .  

Во всех этих случаях сказывается превосходство гр афического 
метода перед р а счетным методом при  определении режимов в пе­
реход.ный период; преимущества становится еще более очевидным,  
когда величина t дробная . При этом условии р а.счеты •становятся 
невозможными,  в то время как графические построения лишь не­
значительно уrсложняются .  

П РО СТО Н ТРУБО П РО В ОД, П Р И СО ЕД И Н Е Н Н Ы И ОД Н ИМ КО Н ЦОМ 
К Р ЕЗ Е Р В УА Р У  С ПОСТОЯ Н Н ЫМ УРО В Н ЕМ И ИМ ЕЮЩИ й 

НА Д РУГОМ КО Н Ц Е .ОТВ ЕРСТИ Е С М Е НЯ Ю Щ ИМ И СЯ РАЗМ Е РАМ И 
С ЕЧ Е Н И Я И УРА В Н И Т ЕЛ Ь Н УЮ БА Ш Н Ю  

А. Случай иренебрежения потерями в трубопроводе 
и у основания башни 

§ 47. Случаи мгновенного и постепенного закрытия затвора. 
Схема установки приведЕ�на на фиг . 62 . В конце А трубопровода 
установлен вентиль V, пропускающий при первонач альном режиме 
расход Qo . В том же месте присоединена уравнительная башня 
постоянного ·сечения S. Трубопровод длиной l постоянного сече­
ния s примыкает в сечении В к резервуару, уровень в котороVI 
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сохр а н я ется постоянным и р а вным ho н ад о сью трубопровода .  
Этот ж е  уровень имеет место ( 'сечение D) при первоначальном 
установившемся течении и в ур авнительной башне. Соответствен­
ной точкой первоначального режима является (фиг. 62) точка М 
абсциссы qo и ординаты h0. 

Пусть в момент времени нуль вентиль V :vr гновенно закры� 
вается ;  р асход в сечении А в первое мгновение сохраняется , но 
будет поступать в уравнительную башню, уровень D в которой 
н а чнет повы ш а ться . 

о 

Фиг. 62 

tq f3 = .I.... 
s 

Будем производить построение для полных  циклов и примем 
l за единицу времени величину 't = а  . 

Для наблюдателей,  отбывающих из сечения В в интервале 
времени от - 1 до + 1 ,  соответственные точки режима по 
прибытии  в сечение А (в интервале в ремени от О до 2 )  будут 
находиться на характеристической прямой MN, имеющей угло-
вым коэффициентом tg а = - :s и проходящей через точку 
первоначального режима М. С другой стороны, рассматривая 
отрезок времени 2t достаточно м алым для того ,  чтобы можно 
было считать изменения расхода в зависимости от времени в се ­
чении А линейными, мы можем представить себе явление в урав-
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ннтельной башне , проте кающим следующим (условным )  образом :  
для наблюдателя , выбывающего в момент времени О из сечения А ,  
где режим в этот момент выражен еще точкой М в н аправле­
н и и к сечению .D,  характеристической будет прямая MN',  имеющая 
угловой коэффициент t g  � = 2

2; = - i ( см . § 3 1  ) . Прп достижении 
этим наблюдателем в момент времени 1 сечения D режим харак­
теризуется значением расхода равным ну.1ю ,  вследствие чего 
соответственная точка 1 0 должна находиться на  оси ординат и 
на прямой MN' . При возвращении наб.1юдателя из сечения D 
новая хара ктеристическая прямая пройдет через только что най -

" 
денную точ ку 10 , имея угJювым коэффициентом tg � = + s ;  при 

достижении сечения А в момент времени 2 соответственная точка 
должна находиться на этой прямой и на  характеристической 
прямой  MN, соответствующей движению наблюдателя из сече­
ния В; это б у дет точка 2А . 

Посколь ку мы  хотим определить лишь режимы для полных 
циклов , достаточно проследить перемещения двух наблюда­
телей , периодически встречающихся в сечении  А после прохож­
дения одним из них  пути от сечения А к В и обратно ,  и дру­
гим - от сечения А к D и обратно . Таким образом , перемещение 
наблюдателя в одном и другом направлении вдоль трубопровода 
дает прямую 2А 3в, которой определяется соответственная точка 3в 
в сечении В для момента времени 3 ( н а  горизонтальной линии 
h0 = const) и затем прямую 3в 4А , справедливую для наблюдателя 
прибывшего в сечение А в момент времени 4 .  Движение наблю­
дателя вдоль башни дает прямую 2А 30 при перемещении от се­
чения А к D,  затем прямую 30 4А при возвращении к сечению А .  
В момент прибытия наблюдателя в сечение А соответственная 
точка (4А) будет находиться на пересечении прямой  30 4А и пря­
мой 3в 4А . 

Продолжая построение аналогичным образом , найдем лома­
ную линию,  соответствующую перемещениям наблюдатеЛя вдоль 
трубопровода , показанную на фиг . 62 сплошными толстыми ли­
ЩIЯМИ 1 в 2А 3в 4А . . .  1 1 в 1 2А 1 3в 1 4А 1 5в 1 6А 1 7в . . .  26А 27в 28А 
29в 30А и показанную тонкими линиями ломаную ОА 10 2А 3v 4А 
5о 6А 7v 8А 9v 1 0А · · .  1 7v 1 8А 1 9v 20А 2 1v  22А 23v . . . 28А 29v 30А, 
соответствуюЩую перемещениям наблюдателя в башне . Вершины 
этих линий  являются соответственными точками для полных 
циклов в сечениях В и А . 

П р и м е ч а н и е 1 .  При р ассмотрении полученного гр афика 
возникают несколько существенных з а меч аний .  В интервале вре­
мени от 6 до 8 течение в сечении А получает обр атное направле­
н и е, пос.11е достижения уровнем в уравнительной башне его м акси­
мального зн ачения . В момент времени 15 в сечении В расход об­
р атного течения достигает максимума , величина которого , з аме­
реиная на гр афике, точно совпадает с первоначальным расходом Qo. 
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.Между моментами 20 и 22 уровень в башне снижается до мини­
мума ,  причем снижение уровня 6, в точности р авняет.ся подъему 
�а; в момент времени 29 расход в сечении В достигает максимума ,  
величина  которого, определяем ая с гр афика , точно равняется 
величине первоначального расхода . 

Равенство между собой .значений расхода обр атного течения 
н первонач ального, и также значений подъем а и пониженин уровня 
в башне,  является следствием полной симметрии в колебаниях , 

обусловливаемой предположением об от,сутствии потерь энергии .  
Но заслуживает подлинного удивления необыкновенная точность,  
с какой это обстоятельство констатируется при гр афическом по­
строении.  Это еще раз подтверждает высокую степень точности 
таких построений, соответствующую точности а налитических •ВЫ-
числений . · 

П р и м е ч  а н и е 1 1 .  Решенная задача является задачей о ко­
лебаниях столба воды в уравнительной башне относительно 
средн�го положения уровня D. Учтя массу воды в трубопро-

воде ; Ls и силы давления whS в сечениях А и В, обуслоБ.'Iи ­
ваемые значениями напора h в этих сечениях , можно составить 
дифференциальное уравнение движения воды в трубопроводе 
при первоначальном расходе q0 и расчетным путем определить 
величины е, и е а .  

Обычно это явление и соответствующий расчет называют «ко­
лебанием масс» в башне , отделяя этот вопрос от колеб аний дав­
ления , возникающих вследствие изменений р а схода в том же 
трубопроводе , н азываемых ударной волной .  Приведеиное выше 
построение, точно воспроизводящее действительное явление, пока­
зывает, что такое деление процесса на  два ,  предполагаемых неза ­

висимыми , является надум анным . 
Внезапное прекращение расхода  в сечении А не может отра­

зить,ся в трубопроводе АВ иначе, как в виде распростр анения 
волны. Построение, дающее возможность пр оследить за этим рас­
простр анением, показывает, что пекоторому числу перемещений 
фр онта волны от сечения А до В и обратно ( в  нашем случае это 
число р авняется семи)  соответствует половина ( sa) амплитуды ко­
лебаний уровня в башне. Мы имеем здесь единое явление , пара ­
метром .которого является число раз  пробега фронта волны в двух 
направлениях, необходимое для того, чтобы течение изменило 
свое направление . В случае n = 1 соо11ветственные точки были бы 
н а первой хар актеристической прямой вплоть до р асхода , равного 

t асо нулю, и превышение давления равнялось бы "а = g ; при увеличе -

нии n соответственные точки р асполагаются на  довольно сложных 
кривых. При n = оо .соответственные точки оказались бы лежа­
щими на контуре эллипса с большой полуосью ( ± qo) и м алой 
( ± �а) , з ависящий от вели чины S; однако между этими двумя 
случаями не существует р азличий в физическом смысле,  и разде-
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ление  их может тол ько способствовать возникновени ю ненужных 
неясностей. 

З аслуживает быть от-меченным, что дифференциальное ур ав­
нение, о котором упоминалось выше, соответствует как р аз слу­
чаю n = оо ,  или, переходя н а язык физики, случаю бесконечной 
скорости распростр анения волн .  Практически уже при n = 7 
точки р асположены н а  контуре эллипса,  и применение дифферен­
циального ур авнения (соответствующего, как указывалось, слу­
чаю n = оо) закономерно уже .в этом случае.  

Поэтому в данном простом случае может оказаться иногда бо­
JУее практичным решать уравнение, чем делать графическое по-­
строение. Но при учете потерь напора дифференциальное ур ав­
нение уже не имеет аналитического решения и графические по­
строения опять обретают их преимущества .  

П р  и м е ч  а н и е 1 1 1 .  Промежуточные режимы . Для опреде­
z.t 

ления промежуточных режимов для моментов времени n .. ( 2't + �) , ( 4't + 2;) • . .  , надлежит поступать следующим образом . •  

Характеристическая прямая башни имеет угловой коэффициент· 

tg � = ± fs , г де j - время перемещения наблюдателя от сече ­
ния А до сечения D и обратно .  Пе рвая промежуточная точка· 

2't ищется для момента времени n ;  это время должно равняться: 
продолжительности первого · перемещения наблюдателя в двух 
направлениях вдоль башни ; следовательно, характеристическая: 
прямая для этого наблюдателя будет иметь угловым коэффи­
циентом 

в' 't 1 r:l tg ' = ± nS = nj tg t' •  

Поскольку последующие значения интервалов равняю:гся 2't,. 
характеристические прямые ба шни вновь полу чат значение угла-

. вых коэффициентов tg � = ± � . 
J3 соответствии с этим произведено построение· на  фиг. 63. h р и м е ч а н  и е IV. Постепенное закрытие затвора. В преды­

дущем примере мы предполагали закрытие з атвора м гновенным. 
Можно поставить вопрос о том, как надлежит учитывать посте­
пенное закрытие - например, производимое в течение .времени .. 
равного времени движения волны в прямом и обр атном н апр авле­
ниях. Фиг. 64 показывает, как меняется построение в этом случае. 

Характеристическая •прямая MN трубопровода, справедливая 
в сечении А на отрезке времени от нуля до 2, сохраняется без из­
менений, характерис'Гическая же пря м ая башня изменяетсm 
и строится следующим образом. 

Для наблюдателя,  выбывающего из сечения А' в- направлении 
к D в момент времени нуль, характеристическая прямая: проходиt' 
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через соответственную точку для ,;::ечения в осн ова н ии  ба шни при  
р асходе , р авном нул ю  (так  как  .<J атвор только н а чи н ает закры­
ваться ) . 

Этой точкой является ,  следовательно ,  точка М' на оси орди ­н ат .  По прибытии в момент времени 1 в сечение D наблюдате.IJ ь  

tlj/З = ±  f 
Фиг. 63. 

констатирует там расход, равный · та кже нулю, и, следовательно'  
соответственная точка lv совпадет с М' .  При возвращении на­
блюдателя в направлении к · А  хара юе ристикой б у дет прямая ,  

t 

-r 
tgf3=s 

Фиг .  64.  

N '  

проходящая  через точку М' и имеющая угловым коэффициентом 
't 5�о, • tg � = + 8 ;  пусть это будет прямая �М' N'. Соответственной точ-

кой 2А- в момент времени 2 будет· ·тuчка пересечения этой прямой 
и характеристики MN трубопровода . Дальнейшие построения 
производятся идентично построениям для предшествующего 
случая .  

П редположим теперь , что  закры тие затвора производится за 
некоторое время Т ,  при некотором заданном законе изменения 
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: • ас хода во времени ,  например,  таком , как показано на фиг .  65 . 
� r ля полной общности предположим Т дробным по отношению 
�-� -с , например , равным Т = t + n.2t ,  и поставим задачей нахождение 
соответственных точек для полных циклов с начала закрытия 
затвора .  Разделим сначала отрезок Т на доли величиной 't ,  2't, 
2t . . .  и обQзначим расходы , соответствующие полученным мо­
ментам вр емени ,  через q6, q2 -г в •  qнв · . . . Будем различать далее 
( фиг . 62 ) сечение А в конце 
трубопровода и сечение А' 
в основании башни .  Расход 
q� в башне б у дет р авен раз ­
н о сти расхода qA в трубопро­
воде и расхода q, пропускае ­
мого затвором , напор же в 
сечениях А и А '  будет 
одинаков .  

Пр:имем за единицу и з ­
мерения времени величину 

l u t =  а и поставим з адачеи 
найти соотвеТ>Ствен ные точк•и 
в сечении А для мом ентов времени 

Фиг. 65. 

(� )А = В л ;  (2 + В )А; (4 + В )А ; (6 + В)А ; (8 + В)А; • • •  ( 1 0  + 6)А . 
В сечении А в момент времени в (фиг .  66) соответственная 

'!'Очка ,  как и прежде, будет находиться н а  прямой MN, прохо­
дящей через точку М первоначального режима q0h0 и имеющей 

а угловым коэффициентом tg Ot = - gS . 

В сечении А' в момент времени 6 соответственная точка будет 
1шхЬдиться на прямой М' N' , проходящей через соответственную 
то чку М' , или ( � )D для сечения D в момент времени � ;  отме­
тн м ,  что точка М' одновременно будет точкой ОА для сечения А'  
в ц._омент времени нуль ;  угловым коэффициентом прямой М' N' 

't 
ян.1яется 1 g � = 28 . 

Проведем параллельна MN прямую n1n1 , отстоящую от MN 
н а величину q6 расхода , пропускаемого затвором в момент вре· 
мени t ,  определяемого с чертежа на фиг . 65; пересечение пря· 
мых n1n1 и М' N' определит исl{омую точку 6� . Действительно,  
если провести горизонтальную линию через эту точку и отметить 
в месте ее пересечения с MN точку вА, то установим следующее: 

qвл - qв = qвл . .  

Возвращаясь и з  А в
· 
сечение В ,  куда о н  прибывает в момент 

времени ( 1  + 6 ) , наблюдатель зафиксирует здесь соответственную 
1 1  �ак. ?./7 1 6 1  



точку ( 1  + б)в на  прямой ,  проходящей через точку бА и имеющей 

у гловым коэффициентом tg rJ. 
= + :s . Потом,  возвра щаясь к осно­

ванию башни А ', он прибывает туда в момент времени (2 + 6 ) , 
и соответственн ая точка будет на прямой с угловым коэффи-
циентом tg rJ. = :s , проходящей через ( 1  + 6 )в. т .  е .  на прямой 
( 1  + 6)вN1 • 

Для наблюдателя , совершающего перемещения от А' к D 
и обратно,  характеристическими прямыми будут 6А , ( 1  + O)v. затем 

Фиг. 66. 
( 1  + 6)vN" с угловым коэффициентом tg� = � . Проведя nарал ­
лельна прямой ( 1 + 6)вN1 линию n2n2 на расстоянии q<2нJ • уста­
навливаемом из графика на фиг. 65, найдем на прямой ( 1 + 6 )vN'' 

искомую точку (2 + 6 )А ,  режима в А' ,  а проведя горизонтальную 
линию через эту точку, найдем на прямой ( 1  + 6)вN1 соответст­
венную точку (2 + 6)А в сечении А ;  действительно имеем 

q(2+B) A - q(2+B )  ::-= q(2+0) A ' " 

Таким же образом можно найти точки ( 4 + 6)  А '  и ( 4 + 6)А ­
отстоящие одна от другой на величину q<4+0> , - построив две ло­
маные линии 

(2 -t- 6)А (З + 6)в (4 + 6)А И (2 + 6)А' (3 + 6)v (4 + 6)A' · 
Наконец, в момент времени (6  + 6 ) в соответствии с кривой 

(фиг .  65) расход, цропускаемый затвором , будет равен нулю. 
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В этом случае точку ( 6 + б )А можно найти,  построив ломаные 
линии 

При  этом точки ( 6 + б)А и ( 6 + А )А' окажутся совмещенными 
в одну точку (6 + б )АА' ;  после этого построения производятся , 
как на фиг .  62 . 

В. Случай пренебрежения потерями напора в трубопроводе, 
но учета потерь у основания уравнительной башни 

§ 48. Постепенное закрытие вентиля� Схема устройства для 
данного случая аналогична р ассмотренной в предыдущих СJiучаях 
с той разницей, что в месте соединения уравн ительной башн и 
с трубопроводом имеется суженное сечение;  при прохождении 
воды через это сечение имеет место перепад напора ( потеря на ­
пор а) ,  в р езультате чего напор в трубопроводе в сечении А 
(фиг. 67) будет больше, чем напор у основания ур авнительной 
башни в А1 в случае н аполнения башни и меньше - в случае, 
когда происходит опорожнение б ашни. Эта потеря напора  пропор­
цианальна кинетической энергии воды в сужении, т.  е. квадрату 
р асхода , и выр ажается уравнением 

J· = Cq2 , 

которое может быть представлено параболой la для случая на ­
полнения и параболой Jr - для слу чая опорожнения башни.  
Сужение может быть конструктивно оформлено та ким образом, 
чтобы la было либо больше ,  либо меньше Jr в зависимости от 
того ,  что является более опасным - увеличение или снижение 
давления .  

Предположим сначала за крытие вентиля ,  происхо,цящим посте­
пенно  в течение времени 2't. Мы установили ранее (фиг .  64) , 
что для наблюдателя, прибывающего в сечение А'  из D в момент 
времени 2, соответственная точка будет на  прямой M'N' (фиг . 67 ) ,  
име'ющей угловой коэффициент t g  � = � . Для наблюдателя же ,  
который перемещается вдоль трубопровода и прибывает в момент 
времени 2 в сечение А, соответственная точка будет на пря ­
мой MN, проходящей через точку М первоначального ре-
жима h0q0 и имеющей угловой коэффициент tg rz = as . Оба эти 

. g 
наблюдателя констатируют один и тот же расход, но напор 
в сечении А будет превышать напор в А ' на  величину lл, рав­
ную потере напора . Перенесем поэтому ординаты параболы JA 
выше прямой М' N' и построим только весьма небольшую часть 
этой кривой , которая пересечет прямую MN; точка пересечения 2л 
будет искомой соответственной точкой для трубопровода , а 
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р . .  M'N' б то ч ю1 2л• н а  то й  же верти кали � на п ямои удет соответ-
ст u е н н о й  то ч ко й для сечен ия А у основания башни .  Расстояние 
м е жду то чками 2л 2л равно ординате параболы Ja и , следова ­
тель н о ,  точно соответствует потере напора , возн икшей в су ­
ж е н и и .  

В полученной та ким способом точке 2А' берет начало ломаная 
линия 2А' 3v 4А'• соответствующая перемещениям наблюдателя 
м е жду сечениями А и D и обратно в уравнительной башне .  

- - - l - -.-

() 

Фиr. 67. 

r tyP = y  tg()( : - .!L  
g s  

J'q -----
-----------

В точке 2А берет начало ломаная линия 2А 38 4А перемещений 
наблюдателя между сечениями А и В и обратно в трубопроводе 
( ана.1огично тому , как на фиг .  64) . Но при этом снова надо до­
бавить к ординатам прямой Зv 4А' ординаты параболы la ; пере­
сечение получаемой в результате кривой и прямой 38 4А опре ­
де,1яет соответственную точку 4А в сечении А для момента 
времени 4; на  той же вертикали будет находиться соответственная 
точка- 4А' в сечении А' уравнительной башни .  

Продолжать дадьнейшее пояснение  построений нет необходи ·  
мости ; оно производится анадогично тому, к ак  в случае построе· 
ний на фиг. 62, но в данном едучае в сечении А всегда будут две 
точки, р асстояние между которыми раrвно ординате пар аболы J А 
в случае положи гельных р а сходов ( н аполнение б ашни ) ,  когд а 
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т е ч к а  для се ' Iения А будет н аходиться выше, чем для сечения А ', 
или параболЬ/1 JP в случ ае от рицательных р асходов (опорожнение 
башни) , когда соответственная точка для сечения А будет ниже 
точки для сечения А '. Для нахождения этих точек достаточно 
п роизводить построение очень короткого отрезка кривой,  вклю­
чающий в себя искомую точку пер есечения .  На фиг. 67 этот м а ­
ленький отрезок везде выполнен пу.нктирными линиями. 

Сопоставляя построения на фиг .  67 и 62, можно установить ,  
что уровень � а  в уравнительной башне  достигает максимума 
в тот же момент времени 7 0, как и прежде , но что он несколько  
ниже ;  расход при  опорожнении башни достигает максимума также 
в момент времени 1 5в, но он значительно меньше перваначаль ­
наго расхода q0 • Аналогично понижение уровня �r' достигнутое 
также в момент времени 2 10 меньше подъема �а - Наконец, мак ­
симальный расход q� при наполнении башни имеет место также 
в момент времени 29в, но при меньшем значении ,  чем q,.  
Следовательно ,  соответственные точки режима в сечении А уже 
не будут находиться на  замкнутой бесконечно повторяющейся 
кривой,  но  на своего рода спирали, которая сходится к точке .NI 
нулевого расхода . Таким образом , колебания становятся затухаю ­
щими ,  оставаясь синхронными с колебаниями в предшествующем 
случае .  Эти р езультаты хорошо известны , поскольку можно,  н аписав 
для этого случая соответствующие дифференциальные ур авнения , 
решить их,  например , графическим путем ; однако описываемое 
здесь построение, значительно пр още и выр азительнее, чем любой 
р асчет или какое -либо иное графическое решение дифференциаль ­
ного уравнения , поскольку одновретv1енно с р ешением здесь вос­
производит·ся все явление в целом . 

§ 49. Мгновенное закрытие вентиля. Рассмотрим теперь м гно­
венное закрытие вентиля V; построения для этого ·случая пока ­
з гны н а  чертеже 68. Они могут быть сопоставлены с построениями 
н а  фиг. 62, выполненными для аналогичного случая, но пренебре · 
гая потерями напор а у основания ур авнительной б ашни .  

При мгновенном закрытии вентиля сейчас же возникает тече­
ние_,_ воды сквозь ди афр агму , что м гновенно создает избыточное 
давление в сечении А по отношению к давлению в сечении  А ', рав­
ное потере  напор а ,  соответствующего этому р асходу. Найдем 
соответственную точку для режима , который установится в мо­
мент времени нуль. 

Прямая MN, которая проходит через соответственную точку 
н ачального режима ОА шш lв, · будет справедливой для наблю­
дателей ,  прибывающих в сечение А в интервале времени от нуля 
до 2. Миновав суженное сечение ,  наблюдатели констатируют по­
нижение н апора в результате потерь , определяемых ординатами 
параболы la , поэтому зависимость между напором и расходом 
у основания уравнительной башни А' представляется пунктирной 
кривой пт, получаемой вычитанием ординат Ja из ординат  
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прямой мN. Н о хотя в момент времени нуль в А' возникает вне ­
за н н о  р а с х од ,  уровень в уравнительной башне еще не изменился 
и с о ответственная точка режима должна находиться на горизон ­
та ли с ординатой h0 • Так  к а к  эта точка одновременно находится 
на параболе nm, то мы ее найдем в месте их  пересечения ОА' · 

---]r -... _ _ _ _ __ _ _ 

о 

Ф иг. 68. 

tg fJ= - I.. 
s 

- - - - ---- � 
--J: .......... .._ _ а  ......... 

На вертикали , проходящей через эту точку,  находится точка О� 
режима в сечении А трубопровода . 

Выражаясь более строго, следовало бы сказать ,  что режим 
в сечении А определяется точкой ОА во время ,  предшествующее 
(О - е) ,  и точкой О� во время, последующее (О + е) , где е -

бесконечно малый отрезок времени .  Отсюда для всех наблюда ­
телей , выбывающих из А ранее момента времени ( О - е ) и воз ­
вращающихся сюда ранее времени ( 2 - е) , соответственная точка 
режима будет на прямой MN для сечения А и на параболе mn 
для сечения А�. Для фиктивного наблюдателя, совершающего 
движение в уравнительной башне в интервале времени от ( О  + е) 
до ( 2 - е) , соответственные точки при его перемещении от сече­
ния А к поверхности воды в резервуаре D будут на ходиться на 
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't прямой . имеющей угловым коэф:рициен rом tg � = - s ,  прохо -

дящей через соответственную точку ОА' ·  Соответственная точка 10 
для момента времени 1 в сечении D должна находиться н а  о рди ­
нате ,  соответствующей нулевому расходу ; при возвращении из 
сечения D к А соответственные точки будут на прямой ,  имеющей 

угловой коэффициент tg � = + ; и проходящей через точку 1 0; 

в момент времени (2 - е) прибытия наблюдателя в А '  соответ­
ственная точка 2А' должна находиться на пересечении названной 
прямой и параболы mn, а режим в трубопроводе будет опреде ­
ляться точкой 2А, находящейся на вертикали ,  проходящей 
через 2А' · Но во время (2 + е) режим в сечении А будет уста ­
новл ен наблюдателем , выбывающим из А в момент времени 
( О +  е) , для которого (наблюдателя ) соответственные точки при 
его перемещении из А в В были на прямой,  проходящей через О� . 

имеющей у г лавой коэффициент + :s , Затем в точке 1 � nри 
прибытии в сечение В в момент времени 1 и, наконец, при воз­
вра щении наблюдателя из сечения В и его прибытии в А в мо­
мент времени ( 2  + е) -- на прямой,  имеющей угловой коэффи -
циент - :s и проходящей через точку 1 � . Что касается режима 
в уравнительной башне ,  то он будет представляться парабо­
лой m'n' , получаемой пр� вычитании из ординат названной пря­
мой ординат параболы la. Таким образом , в момент времени 
(2 - е) режим в сечении А' у основания уравнительной башни 
определяется точкой 2А' • на параболе mn,  но  в момент времени 
( 2  + е) он оnределяется параболой m'n' . Так как е является бес ­
конечно малой ве.,.шчиной ,  уровень в башне за время от (2 - е) 
до ( 2  + е) практически не  изменяется ,  следовательно ,  соответ­
ственная точка будет находиться на горизонтальной линии, про­
ходящей через 2А' • т .  е .  это будет точка 2� . на параболе m'n'; 
на вертикали, проходящей через эту точку , будет находиться 
соответственная точка 2� для трубопровода . 

\Построения б у дут идентичны описанным также при каждом 
последующем движении наблюдателя в прямом и обратном на ­
правлениях .  В · интервале времени от (2  + е) до ( 4 - е) переме ­
щения наблюдате.'lя в трубопроводе найдут отражение в виде 
ломаной линии 2А 3в 4А, а nеремещения в уравнительной башне  
дадут ломаную линию 2� 30 4�, причем точки 4А и 4А' будут на 
одной вертикали , на  взаимном расстоянии, равном ординате па ­
раболы la. Режим для момента времени ( 4 + е) б у дет получен 
в результате вычерчивания ломаной линии t� _,9� 4� и горизон -
тальной линии, цроходящей через точку 4А'• что определяет 
точки 4� и 4� на одной вертикали, взаимно отстоящие  на вели­
чину  ординаты параболы la. 
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Т а кже и в д а л ь н е й ш ем при каждом перемещении волны в п ря ­
м о м  и о б р а тн о м  напр авлениях будет констатировано резкое и з ­
мен е н ие н а п ор а в трубопроводе в сечении А и резкое из м е н е н и е  
р а сход а к а к в трубопроводе, так и в ур авнительной башне . 

С. Случай учета потерь напора как в трубопроводе, 
так и у основания уравнительной башни 

§ 50.  Режим на концах трубопровода. Огр аничимся задачей 
уст ановлевия режимов только для концевых сечений трубопро­

вода .  В этом случае достаточно з аменить потери напора ,  р аспре­
деленные вдоль В·сего трубопровода перепадом напора ,  сосредото­
ченным в одном ·сечении, пусть , например , в сечении В непосред­

ственно у резервуара .  В этом случае построения не дадут 
возможности определить режимы в любом сечении между А и В, 
но в этих последних сечениях р ежим определится вполне строго· 
( подразумевая под В, конечно, сечение в предел ах между резер­
вуаром и фиктивной диафр агмой, а не за  последней, если смотреть 
со стороны резервуар а ) .  Схема установки и гр афичесК'Ие построе­
ния данЬD н а  фиг. 69. 

Потери напора вдоль трубопровода АВ, равные сосредоточен ­
ным потерям в фиктивной диафрагме в сечении В, представлены 
параболой JАВ, имеющей ординату Jqo при первоначальном рас ­
ходе q0 • Для наблюдателей ,  которые прибывают в сечение В .  
зависимость между расходом и напором б у дет выражаться уже 
не  горизонтальной линией с ординатой h0 , а ветвью параболы W в .  
получаемой вычитанием из h0  ординат параболы J АВ при течении 
от сечения В к сечению А или прибавлением этих ординат в слу ­
чае ,  когда течение будет иметь направление от  сечения А к се ­
чению В ( что дает ветвь параболы W в на левой стороне о т  оси 
ординат) .  

Соответственная точка начального режима М находится на 
пересечении параболы W в с ординатой абсциссы q0 • Характери ­
стическая прямая MN, справедливая для всех наблюдателей , 

L выбывающих из  сечения В до момента времени 't = а , прохо-
дит через эту точку и ее угловым коэффициентом является 

' t  а 
; g tx = - gS ' 

Рассмотрим случай постепенного закрытия вентиля V в тече-
2L ние  времени а ,  т. е. при тех же условиях ,  которые были при -

няты в § 48 и при построениях на фиг . 67 .  Единственной разни­
цей при построениях на фиг .  67 и 69 является то, что соответ­
ственные точ1ш для сечения В б у дут расположены теперь на 
параболе \)!'в вместо того , чтобы быть на горизонтали с ордина­
той h0 •  Таким образом , нет необходимости заново описывать 
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nостроения ; отметим лишь ,  что ломаная линия ,  соответствующа я  
11еремещениям фиктивного наблюдателя в уравнительной ба ш н е  
.между ее основанием А' и поверхностью воды в сечении D,  
исходит теперь и з  точки 1 D, находящейся на  оси ординат на  
высоте ,  равной ординате точки М .  Действитедьно ,  уровень  
в уравнительной ба шне  п ри  начальном режиме ниже уровн я  
8 резервуаре на величину потерь J в трубопроводе . q. 

Jдв 

Из сопоста вления  обоих чер­
тежей видно ,  Уто отклонения �а 
и �' в уровне воды в башне  стали 
во втором случае меньшими,  
равно как уменьш илось и зна ­
чение расхода q, во звратного п о -

tg DI=-!!_ 
gs 

· JL-:o&O-- о 
- -- lr 

ток� и новое значение  
ный цикл колебаний 
значительно ослаблены . 

Фиг. 69. 

q� при течении в направлении к А ;  пол­
завершается за то же время 30, но они 

§ 5 1 .  Графики сопоставления результатов построений, произве­
денных .в §§ 47, 48, 49 и 50. Результаты трех построений,  испол­
ненных н а  фиг. 62, 67 и 69, сведены в графики н а фиг. 70. Приве ­

деиные здесь кривые з ависимости н апор а в сечении А и расхода 
в фующии от времени даюt :возможность с одного взгляда 
сопоставить тр.и исследованных случая и определить влия ­
ние установленной у основания уравнительной б ашни ди а­
фр агмы и вдияние потерь .н апор а в трубопроводе на режЮ·I 
в системе. 
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Фиг. 70. Слу­
ч ай закрытия 
вентиля в тече­
ние врем ени 2't :  
q1 - р асход в слу­

чае уравнительной 
башни без диаф­
р агмы и без учета 
nотерь наnора в 

трубоnроводе ;  h1 -
давление в сече­
нии А; qп - рас­

ход nри н аличии 
диафрагмы в урав­
нительной башне,  
но без учета nотерь 

11 anopa в трубоnро­
воде; h11  - давле-

ние в сечении А ;  
q111 - р асход nри 

наличии диафрагмы 
в уравнительной 
башне и сосредото­
ченных в сечении В 
nотер ях наnора в 

трубоnроводе; 
h111  - давление в 

сечении А .  
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Фиг. 7 1 .  Случай мгновенного закрытия затвора : 
q - расход nри наличии диафр а 1 ·мы у основа н11я ур ашш­
тельной б ашни, но без учета nотерь на пора в трубопровод е ,  
hA - давление в се чении А ;  1z .1 - л:J n 'l<'Hife и с.:чн•uшf А .  
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Случай внезапного з акрытия затвора (фиг. 68) представлен 
отдельно на фиг. 7 1 .  На  кривых этого графика можно видеть рез­
кие скачки в значениях напора и r_tcxoдa в сечении А, возникаю-
шие через интервалы времени а ;  эти скачки не оказывают, 
однако, влияния на  кривую напора в сечении А '  (т .  е. на  график 
уровня в уравнительной башне) , сохр аняющую плавность. 

КОЛ ПА К  СО СЖАТЫМ .ВОЗДУХОМ НА КО Н ЦЕ ТРУБО П РО ВОДА 

§ 52. Случай соединения колпака со сжатым воздухом и питаю­
щего бассейна при посредстве простого трубопровода с постоян­
ными характеристиками. На фиг. 72 приведена схема установки и 
постр оения для 'Случая  з акрытия  вентиля на  конце трубопровода r= ��-t �= 

v 
_ , _i  

. D /1 

о 

Фиг. 72. 

1 1 1 1 
j' 
1 

2/ 
происходящего за  время а ' где l - длина трубопровода между 
воздушным колпаком и 1питающим бассейном . 

Потерями напора  в коммуникации между воздушным колпа­
ком и трубопроводом пренебрегается ; также пренебрегается вы­
сотой столба воды в воздушном ·колпаке по ср авнению с высотой 
h0 положения вентиля 'ПОд уровнем в питающем бассейне. Уста­
новившийся начальный р ежим хар актеризуется значениями рас­
хода q0 и напора h0, которые являются координатами точки М на 
фиг. 72 .  За единицу времени при построениях принят.а величина 

l 
't = - .  

а 
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Ка,к ук а зы в ыю с ь  в § 34 , лом аная линия, воспроизводящая 
н р оцессы в в оздуш ном колп а ке, состоит из прямых, угловой ко­
э ф ф и ц и ент кото р ы х  в ы р ажен у р а в н е н ием ( 8 )  у п о м я н утого � ы ш е  
п а р а графа  34 ( которое мы здесь повторяем ) 

j (h  + ha)2 дh 1g � =  2 · Vo (ho + ha) = Q '  
( l ) 

где V0 - пер,воначальный объем воздуха , j - время перемещения 
в п ря .мо м и обратном н а п р авлениях фиктивного наблюдателя 
в воздушном колпаке,  ha - атмосферное давление в м. вод. ст. ; 
формула ( 1 )  предполагает также, что сжатие воздуха происходит 
изотермически . Как и в § 34, мы начнем с построения предв ари ­
тельного чертежа (фиг. 7Э) ,  аналогичного фиг. 37, а ,  дающего 
углы ± � для веЛичины h ,  меняющейся от О до максимального 
значения,  могущего встретиться при построениях.  На фиг. 73 по­
строены прямые для углов � при велич,ине h, меняющейся через 
каждые �h = 0,5 в пределах от h = 1 ,5 до h = 5 и через �h = 1 
в пределах от h = 5 до h = 1 5. Каждая из прямых получена по­
средством исчисления абсцис.сы Q с помощью следующего у р а в ­
н ения , вытекающего из уравнения (' 1 ) :  

Q _ _  [ 2 Vo (ho + ha) ] Ь.h 

- ( М)2 ' / h + ha + т ( 2 ) 

h + t;.h u u где 2 -- средняя высота элемента соответствующеи прямои .  

В н ашем примере мы поставим задачей нахождение соответ­
ственных точек для полных циклов , т. е. с интер в а.rю м времен и  

2l а , чему соответствует j = 2 .  Внесем это в уравнение ( 2 }  и внесем 
та кже числовые значения Vo = 1 .600, ho = 7 и ha = 1 0, котор ые 
мы примем в р ассматриваемом примере .  Фиг. 73 подкладывается 
под фиг . 72, выполняемую на кальке; благодаря  этому все пря­
мые н а  ф и г. 73 будут видны и могут быть соответствующим обра­
зом р асположены п о  отн ош е н ию к н а ч алу О коорди н ат.  

Для наблюдателя ,  который прибы вает в сечение А в момент 
времени 2 ,  характеристической прямой трубопровода б у дет MN 

а 
(фиг . 72 ) , имеющая угловой коэффициент tg а = --- gS и прохо.-
дящая через точку М, являющуюся соответственной  точкой на ­
чального режима , существующего еще во время его выбытия  из 
сечения В в момент времени 1 .  

Для фиктивного наблюдателя, перемещающегося в воздушном 
колпаке и прибывающего в сечение А в момент времени 2 ,  х а р ак­
теристическая прямая проходит через точку М', опреде.1яемую 
нулевым значением расхода и напором ho в сечении D на поверх­
ности воды в резервуаре в момент времени 1 .  Угловым коэффи ­
циентом этой прямой будет угловой коэффициент луча на фиг .  73, 
проходящего через ту же точку М'. Отметим , что данная прямая, 
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построенная до h = 8, еще не встречает прямую MN, поэтому сле­
.пsет продолжить построение за точку h = 8 , пр оводя через посЛед­
нЮю другую прямую, угол которой � должен р авняться углу 
луча , проходящего через точку h = 8 н а нижнем (т .  е. подложен­
ном под кальку) чертеже фиг .  73. Таким образом создается не 
одна прямая ,  но н ачало многоугоJ1ьника , или вернее, как это уже 
было �пмечено в § 34 ,  кривая , представленная отрезками каса ­
тельных. Эта  кривая пересекает характеристическую прямую M N  
в точке 2А , которая будет соответственной точкой для сечения А 
в момент времени 2. 
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Фиг. 73. 

Следующее перемещение н аблюдателя в прямом и обратном 
направлениях внутри воздушного колпака представляется лома­
ной линией 2А Зv 4А , где элементы 2А Зv и Зv 4А параллельны 
лучам чертежа , подложенного под фиг .  73 ,  проходящим через 
те ){(е точки h ,  что н а  верхнем чертеже .  

Ломаная диния 2А Зв 4А соответствует перемещению наблю­
дателя от сечения А к В и обратно ,  причем точка 4А опреде­
дяется пересечением стороны многоугольника 30 4А с прямой Зв 

4А, имеющей у г лов ой коэффициент (- :s) .  
По существу построения в данном случае  полностью совпадают 

с построениями на фиг. 64 и 62 с той р азницей , что нанесение ло­
м аных линий, дающих возможность проследить за явлением 
в воздушном колпаке, производится при посредстве прямых с не­
ременным углом �.  устанавливаемым н а фиг. 73 не при постоян­
ном значении угл а  � .  как это имеет место в случа-е- уравн ительной 
башни постоянного сечения . Поэтому нет необходимости продол-
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жать оп и с а н ие п остр ое н и й ;  представляет интерес сопоставить ре­
зультаты этих построений с построениями на фиг. 62. 

Из р ассмотрения фиг .  72 следует, что давление в воздушном 
колпаке достигает максимума ,  а р асход р авняется нулю в момент 
времени 7. После этого течение изменяет свое напр авление и р ас­
ход достигает в сечении В в момент времени 1 3  максимальной 

Фиг. 74. 

величины,  равной н ачальному р асходу (такое совпадение законо ­
мерно,  если вспомнить, что потери напора  не учитываются) . З атем 
воздух в воздушном колпаке начинает р асширяться, давление 
в колпаке уменьшается и становится ниже первоначальной вели­
чины,  определяемой н апором ho ,  и достигает минимального значе­
ния в сечении D в 11номент времени 2 1 ,  когда р асход снова стано­
вится р авным нулю. В след за этим течение снова получает 
первоначальное направление, и в момент времени 29 в сечении В 
расход вновь достигает своей первоначальной величины, после 
чего цикл возобновляется . 

В данном ·Случае мы имеем те же закономер ности процесса , 
что и в случае построений н а  фиг. 62 ; однако оказывается , что 
при наличии колпака со сжатым воздухом максимальное избы­
точное давление �а  значительно больше максимального значения 
понижения давления �/. что объясняется сжимаемостью воздуха. 
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Та блица к фиг. 74 
1 

устtшаплиuает, что н аблюда- соответствсш1ая nр ибыв в мо�н·нт тель, вы- В �IQ).I e! IT  точка находится проходя- и на пря- т. е .  в точ-в сече-
времени бывший времени н а  прямой с у г л о- щей через 

МОЙ ке пере-
ни е из сечения вым коэффици- точку сечения енто :ы 

о 2 4 -2 - tg a' м 2о о 2 1 + tg � 1р 
D 3 о 2 - tg � 2о WD 3D о 4 D 3 + tg � 3D 4о о 4 4 о - tg a' м 
D 5 о 4 - tg � 4о WD 5D о 6 D 5 + tg � 5D бо о 6 4 2 - tg a' м 
D 7 о 6 - tg � 6о WD 7D о 8 D 7 + tg � 7D Во о 8 4 4 - tg a' м 
D 9 о 8 - tg � Во WD 9D 4 6 о 2 + tg a' 2о 64 4 6 9 1 - tg a" м о 10  D 9 + tg � 9о о 1 0  4 6 - tg a' б о 1 00 

D 1 1  о 1 0  - tg � 100 WD 1 1D 4 8 о 4 + tg a' 4о 84 4 8 9 3 - tg a" м о 1 2  D 1 1  + tg � 1 1D о 1 2 4 8 - tg a' 84 1 20 
D '  1 3  о 1 2  - tg � 1 20 WD 13D 4 1 0  о 6 + tg a' 6о 1 04 4 1 0  9 5 - tg a" м о 14  D 1 3 + tg p 13D 140 о 1 4  4 10 - tg a' 1 04 1 

1 5  D о 14 - tg � 1 40 WD 15D 4 1 2  о 8 + tg a' Во 1 24 4 1 2  9 7 - tg a" м о 1 6  D 1 5 tg � 15D 1 60 о 1 6  4 1 2  - tg a' 1 24 
D 1 7  о 1 6  _:_ tg � 160 WD 17D 4 14 о 1 0  + tg a' 1 00 144 4 14 9 9 - tg a" м о 1 8  D 17 + tg p 17D 1 8о о 1 8  4 1 4 - tg a' 1 44 
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- -- - - - - - - - - -- - ---- - - - -

Прододжение табл . к фиг. 74 
- -- - - - - - - - - - -

1 устанав.1ива ет, что 

Прибыв 
наб .1 10да- COOT BeTCTRPI IHЗЯ 

в М О:\fент тель вы- в момент 
точка  находится на проходя- и на пря- т . е. о точ .. 

в сече- бывший пря,юй с yr.1o- щей через 
мой 

ке пере-
ни е BpC\ICHH, 

из сечения 
времени, 

вы" коаффици- точку сечения 

енто�t 
1 

- � 

D 1 9  о 1 8 - tg � 1 80 Wv 19v 
9 1 1  4 6 + tg a." 64 IFg 1 1 9 
4 1 6  9 1 1  - tg a." l l o 1 64 
4 1 6 о 1 2  + rg a. ' 1 20 
о 20 D 1 9  + tg � 1 9v 200 
о 20 4 1 6  - tg a.'  1 64 

. 

D 2 1 о 20 - tg � 20о 1][ 2 1 v D 
9 1 3 4 8 + tg a." 84 'Fo 1 39 
4 1 8 9 1 3  - tg a." 1 3я 1 84 
4 1 8  о 1 4  + tg a. ' 1 40 
о 22 D 2 1  + tg � 2 1 v 220 
о 22 4 1 8 - tg a.' 1 84 

8 1 8  9 1 7  - tg a." 1 79 1 88 
8 1 8 4 1 4  + tg a." 1 44 

· 7 1 9  9 1 7  - tg a." 1 79 1 97 7 1 9  4 1 6  + tg a." 1 64 

3 2 1  4 20 - tg a.' 204 2 1 3  
3 2 1  о 1 8  + tg a. ' 1 80 

2 22 4 20 - tg a.' 204 222 
1 2 22 о 20 + tg a. '  20о 

- - - -----

§ 53. Случай, когда трубопровод, соединяющий колпак со сжа­
тым воздухом и питающиii бассейн, имеет переменное сечение. 
Этот случай не добавляет ничего существенного к р анее описан­
ному и мы приводим его только р ади ознакомления читателя 
� возможными усложнениями ,  какие .могут встретИТЬ'СЯ при рас­
·ч етах для промышленных установок. Схема установки и построе­
ния для р ассматриваемого случая даны на фиг. 74 ;  мы огр ани­
чимся рассмотрением случая двух участков трубопроводов,  из 
которых один, большей площади .сечения s", длиной l", примыкает 
к питающему бас·сейну, и второй - меньшей площадью сече­
н и я  s' - к колпаку со сжатым воздухом . Зн ачения скороСТ'i рас­

пространения волн примем соответственно а" и а' и предположим .  
что время прохождения волны вдоль отрезков l' и l"  имеет общий 

l' l" 
сомножитель 't', содержащийся 4 раза в 't '  = а '  и 5 раз в 't" = а" . 

Этот сомножитель мы принимаем за  единицу измерения .времени 
при  построениях . 

Л6 



Наконец будем пренебрегать потерями напор а вдоль отрезков 
l' и /" и в .месте присоединения воздушного колпака к трубопро­
воду ; числовые значения величин ·сохраним теми же, что и р анее 
для велич1ин ho = 7 и ho = 1 0, но 'Первоначальный ра1сход положим 
р авным 250 и положим Vo = 8750. 

Построение на  фиг. 74 отобр ажает явление на  отрезке времени 
от начала закрытия вентиля , происходящего в течение интер -

2 7 
1---- -о 

_.. 

а" !11 t' 
25 

....., 
23  

.. 
..D 

2 1 1!. {32-

19 

7 

15 

13 
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7 4 250 - 200 •!50 
+50 +too 

-(hll+ ho ) 
(h + h  + !J h)Z 

а n 2 
?;' ?;" 
• 5 

ho 7 

ha 10  
Vo 8 7!0 
" 

n. 

-100 
+!50 
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в ал а 2т, до момент а, когда р асход в воздушном кол паке умень · 
шаетсf� до нуля, а избыточное давление здесь достигает ма�си .. 

· м альнЬй величины. Зн ачения угла �. используемые при построе­
ниях в связи с процессами в воздушном колпаке, н анесены на 
фиг. 75 для значений h, меняющих,ся через интерв алы 1:1h = 0,5; 
чертеж фиг. 75 подкл адыв аеrея под по·строения фиг. 74, выполняе­
мые н а  кальке. Линии , соответ·ствующие процесса м в воздушнам 
колп аке,  пар аллельные луч ам на подложенной фиг. 75, показаны 
на фиг. 74 nунктиром;  линии, относящиеся к трубопроводу, в ы ­
nолнены сплошными. Режимы в воздушном кол паке опр едеJiены 
через интервалы 2т, но этот же чертеж дает значения вдоль тру­
бопровода в сечениях на взаимном р асстоянии /1 = а'т н а  отрезке 
с nоперечным сечением s' и !2 = а"т на участке с поперечным се­
чением s". 

1 2  Зак. 2f7 1 7 7  
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На гр афике фиг. 74 эти сечения помечены цифрами 1 ,  2, 3 . . . 
7, 8, сечение присоединения воздушного колпака обозначено через 
О, а примыкания к пита ющему бассейну - цифрой 9. Соответ­
ственная точка нач ального режима обозначена буквой М. Харак­
теристикой, справедливой дJlЯ  всех наблюдателей, прибывающих 
к воздушному колпаку в точку О р анее момента времени 8, т. е. 
для наблюдателей, выбывающих из сечения 4 до МО:\1ента времени 
4-r, когда здесь еще сохраняется начальный режим , - будет пря-
м а я i\ЛN, юлеющая уr.сювой коэффипиент  tg а' = (- ;:, ) . Х а рактери -

h 
б 

2 

о 
-2 

-2 

50 

1 

z:'  r "  r = -;; = т 

+50 
-го о 

1 

h0 
= 7 

t JJ, 
т -

+100 
-!50 

1 -г 

ha = / О 

fl2 , м 
1�1 1 

tln t ! 
� �., 

1 1 1 
: 1 

(} +50 t-200 +2 о i 1 
-100 t ;з, -so о 

lj /3, 
1 l 1 

Фиг. 77. 

стикой, справедливой для наблюдателей, прибывающих в сечение 4 
ранее момента времени 4 ( т . е. выбывающих из сечения 9 до м о• 
мента времени 9-r, когда первоначальный режим здесь еще спра ­
ведлив ) , будет прямая МР, имеющая угловой коэффициен-r 

а" tg 7." = - -" . gs 
На фиг. 74 можно проследить последовательно построения ;.t o  

точки 22о. При этом мы установим, что, начиная от точки 200, 
каждая последующая соответственная точка для сечения О тре­
бует построения шести линий .  

Соответственные точки для сечений от 1 до 8 находятся просто; 
например ,  на пер есечени и .пуча, выходящего из точки 20о и имею­
щего угловоii коэффициент + tg а', и :прямых, ;!меющих угловой ко­
эффициент -tg а', прохо1дящих через точК'и 1 84 , 204, 224, находя11ся 
то чки 2 1 1 , 222, 233.  Н а пря:vюй с уг.·ювы:-i коэффициентом -tg а", 
проходящей через точку 1 99 , находятся соответст1венные точки 208, 
207, 22в , 235 , в пересечениях с прямым:и с угловым коэффициентом 
+ tg а"

, проходящи м и через точки 1 44 ,  1 64 ,  ! 84 , 204 и 224 .  



П ост р о е н и е д о в еде н о до того м о м е н т а ,  ко гд а р а сход в се ч е н ии О 
ста новится р а в:н ы�т .нулю . Если пр оцолжить построен:ие, о ка з алось 
бы ,  что затем начинается теч ени е в обратном н аправлении ,  приче\! 
·р асход этого обр атного т е ч е н и я  с о временем стаiНОIВ:Ится р авным 
первоначальной величине q0 ( что естественно , посколыку поrrери на ­
пора не уч и ты в ают·ся ) ; з атем этот отрицательны й р асход посте­
пенно уменьшается до нуля , создавая депресtсию :В воздушном кол ­
паке Эт:1 часть про.цесс.а отр ажен а  в постр оениях на фиг . 76 .  

П ервонач альны й р асход q0 p acc м a -
ij тельный , ,-- ·- 1 тiр.ив а ется здесь как отрица· (\ 2 зулыате 7 

1 '. уме ньшаясь ДО нуля в ре 
2 одя щего 5 з а1крытия в ентил я ,  происх 

1 /  2 
2 

з 
1 1\' 
9 ,ho \ 

1 \ : "-./ � 
J /\ jh4 
1 А\ \ 
g / 1/  \ Qo \ 
7 VJ  \ 1'0 
о " 10 го зо, �о 

5 \ 
50 бО � 

з 
1 
о 
1 1 

з ["-.. 

в течение врем ени 2т. 
Углы � вспомо·гатедьных прямых 

б 15 25 J5 �5  !б 

1\ - llч v 
� 1\.. Or-. 

/ 
/ qo 

ho v -
� 

Фиr. 78. 

-- -, 1 : 
Время 8 едини ц ах Т 

1/ 
/ 

/ 

(( 
200 
150 
100 
50 
о 

-50 
-JЬО 
-150 
-200 
-250 

для построений, относящихся к движению в воздушном колпаке, 
соответствуют значениям h, меняющим�я с интервалом в единицу, 
до значения h = -2; че1ртеж с этими по1стр оениям·и (фиг. 77) ,  
будучи вспомогательным, подкладывает·ся под чертеж н а  фиг. 76. 

С помощью таблицы к фиг. 74 можно легко прочитать также 
и этот чертеж, дл я  этого достаточно только изменить знак угло­
вых коэффициентов прямых. 

Напор и р асход в сечениях О и 4, полученные построениями 
на вышеупомянутых фигурах, представлены гр афиками зависимо­
сrи от времени на фиг. 78. В сечении О кривые достаточно плавны, 
тогда как кр и вы е в сечении 4 и м еют волнообр азные очертания, 
в результате интер фер е нции волн , исходящих из сечения О и от­
р а ж аемых в сечении 9.  

Мы не буде м  р ассматривать случаи, когда потерями напора 
нельзя пренебречь, будь то у ветвления резервуара ,  присоединен­
ного к трубопроводу , или вдоль последнего, так как это явилось 
1 80 



бы повторением уже известного случая с ур авнительной башней, 
с которым МЫ ОЗНаКОМrИЛИСЬ В §§ 48, 49 И 50. Разница 
за:ключается лишь в том , что tg � уже не является теперь 
постоянным , что, одн ако, н е  с к а з ы в а е т с я  на принципах по­
строений . 

СЛОЖ Н Ы Е  СЛ У Ч А И  

§ 54 ( 60 ) .  Случай турбины , питаемой от напорного трубопровода 
с уравнительной башней на нем. Схема установки в р ассматривае­
м ом случае пред!стаiВлена  н а  фи:г. 79. В !Конце А напор:ного ·тру­
бопровода турбина на  чертеже представлена как .отвер стие , сечение 
которого по ср авнению с сечением трубопровода очень невелика 
и являет ·ся переменным в зависимости от времени ;  это в действи­
тельности ·соответствует случаю установки с турбиной Пельтона. 
Тип турбины, если бы она была другой , не влияет н а  построения , 
поскольку единственным различием будет только то , что при тур­
бине  Пелыона функциями Ч' для сечения А являются параболы, 
вершины которых н аходятся в н ачале координат О в то время , как 
при реактивных турбинах положение .вершин пар абол зависит от 
коэффициента быстроходности турбины. 

Построения произведены без учета потерь  напора в трубопро ·  
воде и не предполагая сжатия на входе в ур авнительную башню. 
Пусть а', s', l' и а", s", l" - скорбеть р аспр остранения волн , сече­
ние и длина  соответственно в подводящем трубопроводе ВМ и 
напор ном трубопроводе МА , S - сечение ур а,внительной башни, 
я вляющееся постоя нным 1 ,  h0 - постоянная р азность н апора ,  под 
которой р а ботает систем а трубопроводы-турбина . 

Соответственная точка М н ачального режима для трубопро­
водов  ВМ и МА имеет ординату h0 и абсциссу q0 (фиг . 79, б) , 
а соответственна я точка М' дл я ур авнительной башни - орди­
нату h0 и абсциссу нуль ( фиг. 79, в) .  

После возникновения в сечении А изменений режима соответ­
ственные точки в период первого движения волны  от сечения А 
к ветвлению М и от М в сечение В будут находиться на  пря­
мых MN" и MN' ( см . фиг .  79 , б) , имеющих угловые коэффи-

циенты tg 1" = (- ;;") и tg 1' = (- ;: ,) , и проходящих через 
точку М. Для уравнительной башни соответственные точки будут 
находиться на прямой М'Р на фиг .  79 , в ,  проходящей через 

точку М и имеющей уг.11овой коэффициент tg � = (- �) в соот­

ветствии с тем , что построения ' производятся для полных циклов 
применительно к трубоnроводу АМ, т .  е.  при интервалах вре­
мени 2·t'' , поэтому время пробега фиктивной ВОJ1 Н Ы  в двух направ-

1 В некоторых устройствах это сечение изменяется либо уступами, либо 
постепенно. В этих случаях просто изменяется yro.'l � в зависимости от на­
пора h, как это бы:ю сделано для воздушного кодпака со сжатым воздухом 
в §§ 52 и 53 

1 8 1  



лениях в уравнительной башне также  равно 2't" ,  и прямая i\li' Р 
u u j 2't" 't11 

будет иметь у г л овои !{Оэффициент ,  равны и 2s = 2s = s .  
Обозначим через m1 , m2, тз сечения участков ВМ, АМ, DM на 

подходе к точке ветвления М. Значения напор а в этих трех сече­
ниях будут всегда равными между собой, определяясь уровнем 
в уравнительной башне, а сумм а  расходов будет всегда  равна  
нулю. Эти дв а  условия должны быть соблюдены при построениях. 

Е � Т 
= �в �"' 

-..;;1�1---. 1 а '  s '  

� �----�----6-в----------� О '  

5) 8) 
Фиг 79. 

Для упрощения чертежа , как уже было выше сказано , ре -
2!" жимы в М определяются только для полных  циклов ----;; = 2't" а 

[' в трубопроводе А М ;  кроме того ,  предполагается ,  что "' = 1  яв­
а 

ляется кратным " " ·  равным 2't"; за н а чало отсчетов времени при­
нят момент начала изменений режима в сечении А . 

Для наблюдателей ,  отбывающи х  в это г момент из сечения М, 
соответственные точ ки б у дут находиться на прямой  MN" для 
трубопровода АМ и прямой М 1  Р - для уравнительной  башни . 
Первый наблюдатель , прибыв в сечение А в момент времени 1 , 
констатирует, что режим работы турбины опреде.11яется кривой 'f' 1A, 
что дает соответственную точку l A ; второй ,  прибыв в сечение D, 
фиксирует нулевой расход , что определяет соответственную 
1 82 
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точку 10 ,  совпадающую с М' .  При возвра щении эти х набл юда ­
телей к ветвлению М соответственные точки режима будут на ­
ходиться на прямых симметричных пЕ>рвым, проходящих через l A  
и М', пусть 1А  N; и lo  Р2 , которые будут справедливы для се -

чений тz и тз в момент времени 2 . Пусть S2S2 на  фиг .  79 , б, 
nрямая  суммарного расхода , определяемая в результате сложе­
ния абсцисс прямых 1AN; и l vP2 • На линии S2S2 должна нахо -

диться соответственная точка для сечения т1 в момент времени 2 
nри совместной работе трубопровода МА и уравнительной 
башни  MD. В то же  время для набJlЮдателя , выбывающего  из 
сече ния В в момент в ремени 
нуль и п рибывающего в се­
чение т8 в момент времени 
также 2, соответственная  
точка должна  находиться на 

т. ----------- ---------
hо a L S 8 1  1 8" a L S С 

nрямой MN' . Следователь- --н-1-----'­
но ,  она должна находиться 
в точке 2т1 пересечения этой 
прямой и результирующей 
S2S2• В сечениях т2 и т3 на ­
пор  б у дет тем же,  что и в 

Ф иг. 80. 

сечении т 1 ,  и соответственные точки для эти х  сечений находятся 
на горизонтальной линии ,  проходящей через точку 2т1  и на пря­
мой 1AN" для сечения т2 ( точка 2т2 )  и 10Р2 д.т1я сечения т3 
(точка 2т3 ) .  

Зная режимы в сечениях т1m2mз в момент времени 2 ,  наблю­

дателям з адается последующее движение, поскольку известны 
хаrрактеристик:и для каждого из уча стков .  Читатель может ,по сле­
дов ательно пр осшщить з а  дальнейшими построениями по табл . 
к фиr. 79, вплоть до момента времени 8, когда р асход в ура,вни­

тельной башне меняет напр авление после достижения уровнем 
в б ашне м аксимального значения в момент времени 7 .  

З атем построения продолжаются аналогичным (предшествую ­
щим )  обр азом . 

§ 55 ( 6 1  ) .  Внезапное открытие и медленное закрытие отверстия 
на отводе от трубопровода. Н а  фиг. 80 показа н  uентробежный на · 

сос А , пода ющий воду в резервуар Е по трубопроводу А С1  и от­
ветвление B'D, перв.он ачально закрытое в сечении D. Пусть О11Вер­
СТ>ие D внезапно 011крываетrся и з атем постепенно закрывается 
( подq,бно случаю раз;рыва тр убОIПР'ОIВод а и последующего мед­
ленного закрытия предохр анительного клапа на ) . Мы предполо­
жи м все три участка трубопровода А В . B'D, В"С один аковых 
дJiины, сечения и конструктивного оформления. Эти условия ,  н� 
нарушая общих приниипав построений, облегчают прослежи вание 
их исполнения. Установившийся начальный режим характер и ­
зуется расходом q0 при напоре h0, создава емом насосом,  и соо r ­
ветственной точкой для этого режима будет точка М (фиг. 8 1 ,  а) 
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на пе р есечен и и  с хар актеристической кривой насоса и хар а ктери ­
стичеокой кривой труб01пр о;вода , кото,р ая пред·ставле.на гор изон ­
тально й линией NM ординаты h0 ( поскольку пренебреrается по­
терями н а пор а ) . В сечении В соответственная точка бущет той же, 
что в сечении А, т. е . это будет также точка М также в сечении В" 
непосредственно у вет.вления и в сечении С на выходе из резер ­
вуар а  соответственная точка начального р ежим а М" (фиг. 8 1 ,  6) 
имеет те же а :бсцис.су qo и ордин ату h0, что и точка М, н о  в сече­
нии В' у ветвления расход р авен нулю, и соответственн ая точка 
пер вон ачального режима М' ( фиг .  8 1 ,  в )  и меет абсциссой нyJII, 
и ординатой ho. 

Примем за начало отсчетов времени момент начала открытия 
отверстия в сечении D и пусть характеристической  кривой от­
верстия является парабола Wv (фиг .  8 1 , в ) ; за единицу времени 

примем время � пробега волной  участка DB' ( или ,  что то же , ВА , 
или В"С, равных DB' ) .  

Момент времени 1 яв.тшется тем , когда волна , появившись 
у сечения D в момент времени нудь, достигает сечения В' .  Сле­
довательно ,  соответственной точкой для этого сечения в момент 
времени 1 еще является М' (фиг .  8 1 , в ) ,  обозначаемая ,  как 
обычно ,  через 1 в' ·  ЕСJ1И наблюдатель в это мгновение выбывает 
из В', характеристи ческой прямой для него на всем пути между 
сечениями В' и D будет прямая Р'М' ,  про ходящая через точку 1 в' 
и имеЮщая угдовой коэффициент -- g; (та к  как наблюдатель 

перемещается по течению ) .  Наблюдатель , прибывший в D в мо­
мент времени 2 ,  н айдет на  пересечении этой прямой с характери­
стической кривой W D отверстия соответственную точку 2v. На 
обратном пути характеристич еской для него становится прямая ,  
.симметричная прямой 1 в' 2v . проходящая через только что полу ­
ченную точку 2v. пусть 2vS - и при его возвращении в сечение 
В1 в момент времени 3 соответственная точка должна находиться 
на этой прямой . 

Проследим теперь з а  наблюдателем,  выбывающим из сечения А 
в момент в ремени 2 ;  так как в этот момент в сечении А еще су­
ществует первоначальный р ежим, соответственная точка 2л совпа­
дает с точкой М (фиг. 8 1 ,  а) , и характеристической прямой для 
наблюдателя будет прямая МР, проходящая через эту точку 
и им еюща я угловой коэффициент - :s ( наблюдатель п�р еме­

щается в н апр авлении течения ) . В момент времени 3, по при�ытии 
наблюдателя в сечение В,  соответственн ая точка будет н а этой 
п рямой . 

Для третьего н абJJюдателя с исходным сечением С в момент 
в·ремени 2, 1Когда здесь еще ·справедлив первон ачальный режим , 
перемещающегося в ,н аправлении к В", характеристической будет 
прямая М"Р" (фиг . 8 1 ,  б) . Эта прямая проходит через соответ-
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ственную точку 2с ( •совпадающую с М") и имеет угловой коэф-а фициент + gS ( наблюдатель перемещается в направлении, про-
тивоположном течению) . Соо'fiветственная точка будет н аходиться 
на этой прямой в момент времени 3 приб ытия н аблюдателя в се ­
чение В". 

Таким обр азом , все три наблюдателя встречаются у ветвления 
ВВ' В" в один и тот же момент времени 3 и соответственная .точка ,  
будучи расположенной на прямой каждого наблюдателя,  должна 
отвечать ·следующим у�словиям :  

все три  наб.r�юдателя констатируют одинаковое значение н а ­
пор а ;  

р а,сход, IюНiста1'ируемый наблюдателем , 1Прибывшим в .сече­
ние В", :должен р авняться р авност'И ра'сходов, устана,в.rтв аемых 
д!Вумя д·ругими наблюдателями . 

Беря поэтому разность абсцисс прямых МР и М"Р", получим 
результирующую прямую M'R или Х3 (фиг . 8 1 ,  в ) ,  которая пе­
ресечет прямую 2vS в точке 3в' • являющейся соответственной 
точкой режима в В' в момент времени 3 .  Перенеся ординату 
этой точки на прЯмую М"Р" (фиг . 8 1 , б) , мы получим точку 3в" •  
которая будет соответственной точкой режима в сечении В" 
в момент времени 3; перенеся ту же ординату на прямую МР 
(фиг .  8 1 , а ) . получим точку 3в. которая будет соответственной 
точкой режима для сечения В в момент времени 3 .  Действи ­
тельно ,  эти точки 3в 3в' 3в" отвечают вышеуказанным двум ус­
ловиям - одинаковому для них всех значению напора и непре­
рывности расхода в месте ветвл ения в В.  

На обратном пути из сечения В I< А наблюдатель констати­
рует, что характеристикой на участке будет прямая ,  сим ­
метричная МР, проходящая через только что полученную 
точку '3в. В пересечении этой прямой с характеристической кри ­
вой насоса должна находиться соответственная точка 4А для се­
чения А в момент времени 4 .  Перемещаясь из сечения А к се ­
чению В,  наблюдатель констатирует , что характеристикой будет 
прямая симметричная 3в 4А , проходящая через точку 4А (только 
что полученную) , пусть 4А 5в ( неопределенной длины ,  так как 
точка 5в еще не.известна ) . 

Для наблюдателя ,  выбывающего из сечения В" в момент вре­
мени 3, характеристикой будет прямая симметричная М"Р", про­
ходящая через только что ПD.liученную точку 3в· ·  При его при ­
бытии в сечение С в момент времени 4 соответственная точка 
режима б у дет 4с на  пересечении этой прямой с горизонтаJiьной 
Jiинией M"N", являющейся характеристической кривой резер ­
вуара . Возвратившись к сечению ветвления ,  набJiюдатель уста­
новит, что характеристикой будет прямая симметричная 3в" 4с, 
проходящая через только что полученную точку 4с, пусть 4с 5в 
( неопределенной длины ,  так как точка 5 еще неизвестна ) .  
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Наконец для наблюдателя ,  возвра щающегося из В' к D, ха ­
рактеристикой будет прямая , симметричная 20 3вr, проходящая  
через точку Зв' и определяющая в пересечении  с характеристи ­
ческой кривой отверстия соответственную точку 40 для сечения D 
в момент времени 4 ;  при последующем перемещении  к сече­
н и ю  В характеристикой будет прямая 40 5в'• проходящая через 
точку 40, , симметричная Зв' 40 . 

В момент времени 5 три наблюдателя снова встретятся в се­
ч е н и я х  В, В',  В" ветвления  и соответственные точки в этот м о ­
мент времени должны находиться на  названных выше трех пря­
мых .  Производя вычитание абсцисс прямых 4А 5в и 4с Бв'• 
получим результирующую прямую Х5 (фиг .  8 1 , с) .  В пересечении 
последней с прямой 40 5в находится соответственная точка ре­
жима 5в' для сечения  В в момент времени 5 ,  поскольку эта 
точка удовлетворяет условию равенства нулю суммы расходов 
в ветвлении .  Перенося ординаты точки Бв' на прямые 4с 5в• и 
4А 5в, определи м соответствен н ые точки д.11я сечений В" и В 
в момент времени 5 .  

8) 

1 89 



Пр одол ж а я  з адавать н аблюдателя м ,  каждому  н а  его отрез ке 
т рубопровода ,  перемещения в прямом и обр атном направлениях 
н а йдем : 

для участка DB' ломаную линию 
1 в' 2v Зв' 4v Б в' 60 7 в' 80 9в' . . . , 

построение которой произведено нами до точки 1 9в · ·  но которая 
а сшvштот·ически с·лр емит1ся rк точ•ке М' 1  пересечения ха:р актеристи ­
ческой кривой отверстия и горизонтальной линии с ординатой h0; 
вершины этой ломаной линии н аходятся -попеременно на  кривой 
W D и на прямых ХзХsХ1Х9 . . .  X,g ,  являющихся результирующими 
хар актеристичес_ких прямых для сечений В и В" в м ом е нты вре­
мени 3, 5, 7, 9 . . .  1 9 ; 

для участка АВ ломаную линию 
2А Зв 4 А  Sв 6А 7в 8А 9в . . .  

построение этой линии на  чертеже н а ми доведено до точки 1 9в, 
но ааимптотически она стремиТося к точке М первоначального ре­
жима ;  

для участка СВ" лом аную линию 
2с Зв ·· 4с 55 .. 6с 7в . .  8с 9в . .  · - . .  

построение этой линии доведено  н а  чертеже до точки 19в" ,  но 
а симл т оТiич еаки он а стремится к точке М"1 , соответствующей про­
тивоrположному направлению течения (иначе говоря - отрицатель­
ному расходу) . 

Предположмм теперь, что в момент .времени, например 50, н а­
чи н ается закрытие отверстия в сечении D, которое полностью 
з акончится к моменту времени 62 , и пусть ЧГs2ЧГs4ЧГ56 . . .  (фиг. 8 1 ,  в) 
являются характеристическими кривыми ОТ13l рстия в моменты 
в ремени 52, 54, 56 . 

В момент времени 5 1  в сечении В еще существует ранее 
достигнутый реж им , и соответственная точка 5 1в совпадает с точ­
кой М /  ( фи г .  8 1 ,  в) , поэтому д.11 Я наблюдателя , выбывающего 
в этот момент из се ч е н и я  В в направлении сечения D,  характе­
ристикой б у дет прямая /'vl' Р/ , проходящая через точку 51 в и 

имеющая угловой коэффициент --- :s ( поскольку наблюдатель 

перемещается по течению) ;  когда наблюдатель прибывает в се­
чение D ( в  момент времени 52) соответственная точка здесь 
б у дет находиться на характеристической кривой W 52 отверстия 
для момента времени 52 . На обратном пути наблюдателя хара к ­
теристической прямой будет прямая неспределенной длины 520 53в' · 

В момент времени 52 в сечении С ре ж и м определяется еще · 
точ кой М1 (фиг .  8 1 , б) и характеристической прямой для на?.'!ю; 
дателя ,  продвигающегося к сечению В", будет прямая .М1 Р, 
имеющая угловой коэффициент + :s , проходяш.ая ч ерез точку 52с :-, 
( иначе  говоря __:_ точку М" , ) . 
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Наконец в момент времени 52 в сечении А режим еще опре­
деляется точкой М (фиг . 8 1 , а)  и характеристической прямой 
для наблюдателя , выбывающего в направдении к В будет МР1 • 
она пройдет через точку 52А , т .  е .  М, имея упювой коэффи-

а 
циент - gS . 

При встрече трех набдюдатедей в момент времени 53 в сече­
ниях ВВ'В" резудьтирующей прямых МР1 и М�Р� будет Х53 
(фиг . 88, с ) ,  опредедяющая в ее пересечении с ранее найденной 
прямой 52D 53в' соответственную точку 53в' ·  

Произведя построения ,  аналогичные предыдущим ,  на ходим : 
ддя участка DB' доманую линию 

эта линия построена до точки 75в' •  но  она стремится путем 
асимптотических колебаний к точке М' нулевого расхода ; 
вершины этой кривой расположены попеременно на характери­
стических кривых W 5 2  W 5 4  W 5 6  отверстия и на результирующих 
Х53Х55Х57 характеристических прямых для сечений В и В"; 

для участка А В  .тюманую линию 

52А53в54А55в56А . · . , 

построенную до точки 75в. но которая в дальнейшем асимптотиче­
ски стремится к точке М первоначального режима ; 

наконец для у частка СВ" ломаную линию 

построенную до точки ' 75в" , но  которая в л.альнейшем стремится 
к точке М" начального режима . 

Легко заметить, что, если параметры отдельных участков тру, 

бопр овода н еодин а ковых между собой и р азличные угловые коэф ­

фициенты хар актеристических прямых , метод построения сохра·· 
няется без изменений . Если же р азлично время перемещения на ­
блюдателей н а  р азных участка}!: трубопровода , т о  всегда можно 
н азначать моменты н а ч ал а  их движения с таким р асчетом , чтобы 
они вст реча.1ись между собой в сечен и и  ветвлен ия , н а  чем осно ­

ван  весь  метод построения . Построения  упрощаются, если прини­
мать за еди ни цу времени н а и больш и й  м ножитель з на чени й времен и 
п р о бега на блюдателями трех участков . Практически можно, не­
сколько м е н я я  исходные  дан ные , деJl ать так, чтобы общий н аи­
больший м ножител ь  оказался р авен воз можно большей доле 
пробега самого короткого участка трубопровода , н апри м ер , одной 
его трети, половине , или что лучше всего этому времени целиком.  

Более сложн ая сеть трубоп роводов ,  состоящая из n участков, 
nотребовала бы просто увеличить число наблюдателей до n, в то 
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время , как метод построени й остается прежним ,  состоя в тu м , что 
перемещения н аблюдателей следует н азначать так, чтобы послед­
ние встречались между с обой в определенных сечениях сети, где 
всегда должны быть соблюдены условия р авенства сумм арного 
р асхода нулю ( :непр ерывно·сть р а,охода ) , и одинакового значения 
н апор а , .конст.атируемого каЖJдым наблюда телем . 

§ 56 ( 62 ) .  Внезапное включение центробежного насоса. Рассмот­
рим случай н асоса ,  присоединенного к сети ( фиг. 82, а ) , состоящей 
из трубопровода постоянного ди а метр а ,  соединяющего насос с ре­
зервуаром F и пос.1едовательности А ' BCDE труб городской водо­
проводной сети с постепенно уменьш ающимиен значениями диа­
метра . Предположим быстрое включение н асоса ,  в то время , как 
боковые отводы в сечениях В 1 С 1D так же, как и концевое сечение 
водопровода Е, закрыты и пусть aL'S, a"L"C", a"'L"'S111, a1VL1VSIV 
будут для участ.ко/В А' В, В С, CD, DE констант ами . Для простоты и 
ясности построений р ассмотрим  случай,  коrща 

L '  L "  L"' LIV 

а - 7 - а "' - aiV ' 

причем эту величину примем з а  единицу измерения времени. 
Пусть Ч'0 характеристическая  кривая н асоса в момент в-ремени нуль, 
причем будем предполагать, что н асос в это время еще не набрал 
полностью обороты ; предположим также , что насос достигает нор­
м альной скорости вращения в момент времени 1 ,  и его характери-
1стичесiкой .кр ивой .в это время будет '1' 1 (фиг. 82, б) . 

Для наблюдателя ,  выбывающего из сечения В (фиг .  82, а) 
в момент времени нуль, когда режим здесь определяется соот­
ветственной точкой М (фиr . 82 ,  б) при расходе нуль и напоре h0 , 
характеристикой . будет прямая МР' , имеющая угловой коэффи-

а циент - gS , справедливая  в момент времени 1 для сечения 

А ' .  Для наблюдателя, начинающего движение от резервуара , 
характеристической прямой ,  справедливой в сечении А в тот же 
момент времени 1 ,  также будет МР', так как в данном случае 
константы участков трубопровода от резервуара F до сечения А 
и от сечения В до сечения А' предположены одинаковыми . Расход 
в насосе будет равен сумме расходов в сечениях А и А ' .  Это 
значит, что характеристическая прямая для насоса может быть 
получена путем сл ожения абсцисс прямых для сечений А и А'.  
Следовательно ,  абсциссы прямой МР должны быть удвоены , что 
даст прямую Х1 ,  в пересечении которой с характеристической 
кривой W 1 насоса находится точка 1А1 , являющаясsr соответствен ­
ной точкой режима в А 1  в момент времени 1 .  Принадлежащая 
прямой МР' точка lA' той же ординаты , что и 1 А 1 , является 
соответственной точкой для сечения А '  и так как характеристи­
ческой прямой для сечения А тоже будет МР' эта точка явится 
соответственной точко й lA  режи ма также в сечении А . 
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При перемещении от А '  к В1 характеристической для наблюда­
теля будет прямая lA' 28, симметричная прямой МвlА" • справед­
ливая для сечения В в момент времени 2. В это же время для 
наблюдателя, выбывшего из сечения С в момент времени 1 ,  
характеристикой в сечении В будет прямая МР", имеющая угла-

а" 
вой коэффициент gS" • Соответственная точка 28 должна быть, 
следовательно, на пересечении двух названных прямых.  

При движении наблюдателя из сечения В в направлении се­
чения С характеристикой будет симметричная прямой М2в пря­
мая ,  проходящая через точку 28, пусть 28 3с. справедливая 
в сечении С в момент времени 3 .  В этот же момент времени и 
в этом месте характеристикой для наблюдателя , выбывшего из 
сечения D в момент времени 2 ,  будет прямая МР"', имеющая 

аш 
угловой коэффициент gS"' . Соответственная точка 3с будет рас-
положена на пересечении двух  названных прямых.  

Для наблюдателя, начинающего движение в момент времени 
3 из сечения С в направлении к D, характеристическая прямая 
будет симметрична М3с. проходя через точку 3с; пусть это бу­
дет прямая 3с 4v; она б у дет справедлива для сечения D в момент 
времени 4 .  В то же время при движении наблюдателя , начинающем­
ся из сечения Е в момент времени 3 ,  характеристикой будет 

aiV 
прямая MP1V , имеющая угловой коэффициент gSIV , справедли-

вая в сечении D также в момент времени 4. Соответственная 
точка 4v в сечении D в этот момент времени должна находиться 
на пересечении двух названных прямых.  

Наконец для наблюдателя, выбывающего из сечения D в мо­
мент времени 4, характеристикой будет прямая,  симметричная 
прямой M4v. проходящая через точку 4v; это - прямая 4v Бв. спра ­
ведливая для сечения Е в момент времени 5 .  Но в этом сечении 
характеристической кривой будет ось ординат (поскольку расход 
эдесь равен нулю) . Соответственная точка Бв будет находиться , 
следовательно ,  в пересечении двух  названных прямых . 

Таким образом , оказывается , что у закрытого конца трубо­
провода Е имеет место повышение давления, измеряемое отрез­
ком МБ в. которое в рассматриваемом случае в 4, 7 раза больше 
повышения давления в сечении А . Сама форма цепного много­
угольника lA' 2в 3с 4v Бв уже показывает ,  что при наличии 
большего числа последовательно соединенных участков трубо­
провода с уменьшающимиен значениями диаметра последующие 
стороны многоугольника сказывались бы более круто поднимаю­
щимися, и последняя сторона достигла бы оси ординат значи­
тельно выше .  Следовательно ,  повышение давления у конца тру­
бопровода может быть неограниченным,  завися только от коли­
чества участков и от констант а и S этих участков .  
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Городска я  сеть, а иногда даже домовая , ч асто имеет такую те­
лескопическую форму. Поэтому незначительное повышение давле­
JIИЯ,  возникающее в н ач але трубопровода , может зн ачительно уве­
личиться к концевому сечению. Простое включение центробежного 
насоса ,  порождающее самое незначительное повышение давления. 
может привести к разрыву трубопровода в отдельном сечении,  не­
смотря на н аличие, казалось бы, н адежного резервуара-амортиза­
тор а .  

З аметим ,  однако, что для этого нужно,  чтобы повышение дав­
ления было бы внезапным ,  т. е. п роисходило бы в течение интер­

L IV 
вала времени, меньшего или р авного IV• что , к счастью, редко а 
имеет место .  Построения н а  фиг.  82, б произведены до момента 
времени 1 1  для сечения А ', предпол агая, что до этого момент:а .в.ре­
м•ени ни ощна вол1на ,  отр а'Зивш аяся от ·резервуа1р а ,  не  достигла се­
чения А '. Построение .с�оlсТ'оит .из по·следрвательности цепных мно­
гоугольников , стороны которых пар аллельны прямым МР', МР". 
МР"', MP1v или им симметричным.  

Сторона многоугольника 2в ЗА' симметрична прямой 1А' 2в и ,  
будучи сложена с прямой МР' , образует прямую Х3 ,  которая 
определяет в пересечении с W 1 соответственную точку ЗА' • и ,  
следовательно, также точку ЗА' · Проходящая через последнюю 
точку прямая ЗА' 4в' • симметричная 2в ЗА' в пересечении с пря­
мой Зс 4в, симметричной 2в Зс. определяет соответственную точку 48• 

Далее прямая 4в 5с, симметричная Зс 4в и прямая 4D 5с, сим­
метричная Зс 4D определяют в их  пересечении соответственную 
точку 5с. Тем же порядком получают соответственную точку 6D• 

отправлЯясь от точек 5с и 5Е , и соответственную точку 7 Е •  от­
nравляясь от точки 6D. 

Возвращаясь к точке 4в. можно видеть, что прямая 4в5А'• 
симметри-чная ЗА'4в, будучи сложена с МР' ,  даст прямую Х5 ,  
иерееекающую W 1 в соответственной точке 5А1 , что определяет 
также соответственную точку БА' на прямой 4D 5А' · Исходя из 
этой точки , можно построить многоугольник 5А'6в7с8D9Е и т .  д.  

Т аким образом , движение наблюдателя на  участке трубопро­
вода от А' до В и обратно отображается ломаной линией 

М1А'2вЗАt4в5А'6в7 А'Вв9А• 1 0в1 1А' •  

стороны кото1рой 1па-р аллельны или симмеri1ричны МР'. 
Движение н а·блюдателя н а  участке В С  отражается ломаной ли­

нией, 
М2вЗс4в5с6в7с8в9с10в. 

стороны которой параллельны или симметричны МР".  

Движение наблюдателя н а  отрезке трубопровода CD отра­
жается ломаной линией _ 

MЗc4D5c6D7c8v9c 10D1 1 c1 2v, 

отораны кот()lрой 1Па1р аллелыны или СИ1ММе11ричны МР"'. 
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Наконец движение наблюдателя н а участке трубопровода DE 

отр а ж ается н а  чертеже ломаной линией 

Л14v5в6v7в8v9в1 0v1 1 в1 2v . 
' MP IV стороны ,которой параллельны или симметричны 

Отметим, что невозможность ан алитического р ешения подобных 
задач не  нуждается в доказательствах. 

§ 57 (63 ) .  Задача о включении напорного трубопровода в усло. 

виях, когда нельзя пренебрегать потерями напора. Предыдущий 
пример показывает , что самое 
обычное включение н асоса в 
водопроводную сеть не яв­
ляется безопасным.  Продол­
жим изу•чение этого случая ,  но 
введя учет потерь н а  трение. 
Мы воспользуемся этим так 
же для того, чтобы пояснить 
зн ачение увеличения числа 

00' 0 фиктивных диафрагм , какими 
'"'"'С>�: -�--...... : -----,r:c заменяются при построениях ' ои· н •  2 равномерно р аспределенные 

потери н апора .  Итак, р ассмот-Фиг. 83. 
рим  (фиг. 83) трубопровод 

длиной L, площадью сечения S, закрытый у концевого сечения В и 
снабженный в начальном сечении А дроссельным клапаном,  вне­
запное открытие которого вызывает резкое повышение н апора 
в этом 1сечении д:о в•елИIЧ!И'НЫ Н. 

Соответственная точка первоначального режима определяется 
расходом и напором , равным нулю, т. е. является началом 
координат (фиг . 84) . Для наблюдателя с исходным сече­
нием В соответственная точка должна быть расположена на пря­
мой ОМ, проходящей через начало координат и имеющей 

а угловой коэффициент tg сх =- +  gS . 

Если н аблюдатель прибывает в сеченИе А в момент времени, 
когда открывается дроссельный клапан (т .  е. в момент нуль) , то 
при пренебрежении потерями на трение и кинетической энергией, 
С'ОО11вет:ствен1Ной был.а бы тоЧJка 000', имеющая .ординату Н, р а1вную 
н апору при выходе из резервуара , и р асход в сечении А опре­
деляется абсциссой этой точки. Этот р асход р аспространяется 
в направлении к сечению В со скоростью а. Для следующего в этом 
н аправлении наблюдателя соответственная точка режима  будет на 
·прямой Ooo'N, имеющей угловой К!оэффiиiщент отр·ица-тельного 
знака .  I<огда н аблюдатель прибывает в сечение В в момент вре·  
мени соотве11ственная точка 1 1 будет находить.ся на оси ордиiНа Т  
(так как расход здесь р авняется нулю ) и н апор оказывается рав-
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tJ Ы M  удвоенной величине Н. Дальнейшее построение приведет к 
бесконечному получению одного и того же ромба , так что напор 
в сечении В будет меняться в пределах от нуля до 2Н, а расход 
в сечении А 1В предел ах от Q до -Q. 

Теперь рассмотрим,  что изменится , если ввести учет по ­
терь на  трение.  Предположим сначала , что все потери сосре­
доточены в одной диафрагме ,  установленной в сечении А, 

IJ з, 
Фиг. 84. 

отметив сечение, предшествующее диафрагме ( если смотреть по 
направлению от резервуара ) ,  как О, и следующее за нею, как 
0' .  Пусть ординаты параболы Р� . отсчитываемые от горизонталь­
ной линии ffff, представляют собой потери напора при прохож­
дении потока через диафрагму. Соответственная точка режима 
в сечении 0' в момент времени нуль должна находиться на этой 
параболе. Так как эта точка находится также на прямой 00М, то 
ее положение определяется пересечением упомянутой параб олы 
и прямой 00М. Таким же, очевидно, будет расход также в се­
чении О, в то время,  как напор  здесь равен ff, что дает соот­
ветственную точку 0�. Для наблюдателя, начинающего движение 
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из точки о�" характеристикой будет прямая о� 1 � .  кото раsr 
определяет в сеЧении В при расходе , равном нулю, соответствен ­
ную точку 1 � .  При возвращении к сечению А соответственные 
точки должны находиться на прямой 1 � 2� . и при достижени11 
н аблюдателем сечения О' - в пересечении 2� с параболой Р�. про­
долженной симметрично по отношению к точ ке Н, так ,  чтобь1 
ее ординаты были положительными ( поскольку имеет место об­
ратное течение ) . Построения продолжаются в том же по ­
рядке ,  т ак  что вершины ломаной линии располагаются попе­
ременно н а  оси ординат и на  параболе Р�. что дает точки 3� 4�, 
5� 6�, 7� 8�, 9 � 1 0� ,  . . . , образующие своего рода спираль ,  асимпто-
тически свертывающуюся к точке Н. Таким образом н аличие 
потерь н апора уменьшает повышенное давление в сечении В н 
приводит к затуханию колебаний .  Эти два обстоятельства усили­
ваются , если увеличиваются потери _ напора .  Если эти потери , 
н апример , выражены п араболой Р; (фиг .  84) , будет получена 
ломаная линия о;. 1 ;' 2;. з; 4Q'. 5; в;. 7; 8Q' . •  вершины которой, 
находящиеся н а  оси ординат , до момента времени 7 оказываются 
расположенными н иже ординаты Н. После этого момента, когда 
имеет место очень незначительное повышение н апора , ломаная 
линия вновь принимает форму спирали ,  асимптотически стремя­
щейся к точке Н. Между этими двумя можно отметить проме­
жуточный случай ,  когда потери выражаются параболой Р�. ,  при 
которой н апор в сечении О' в момент времени нуль равняется 
н 
� · Тогда  напор в концевом сечении В в момент времени 1 бу-

дет равняться Н, т .  е .  этот н апор Н будет достигнут здесь так 
же, как и н а  всем протяжении трубопровода , без перехода через 
стадию затухающих колебаний .  

З амена равномерно р аспределенных между сечениями А и JJ 
потерь напора одной диафра гмой в сечении А дает возможность 
качественной оценки процесса .  Количественно данные, получаемые 
для сечений О и 1 и по ·в.оей длине '�'РУ·бо1про1вода, нвляются л'И:шь 
грубым приближением к дейст�ительности . Для того чтобы по­
лучить их более точными,  н еобходимо увеличивать число диаф­
р агм на трубопроводе, имея его в виду, в пределе, р авным беско­
нечности. 

Примем за  единицу измерения времени время пробега волной 
расстояния между двумя диафрагмами ;  при этом условии н а  
фиг .  85 представлены построения для случая двух диаф рагм до 
момента времени 8 (это значит, до 4 : )  ; на  фиг .  86 даны по ­

строения для случая четырех диафрагм , произведенные до  мо­
мента времени 18 (т .  е .  до 4,5 : ) , и ,  наконец, на  фиг .  87 даны 

1 98 



L 
nостроения до момента времени а для случаев , когда число 
диафрагм равно 1 ,  2 ,  4, 8 ,  1 6, 32 .  

Обозначим каждую диафрагму порядковым номером , ведя 
отсчет в направлении  от сечения А без апострофа для лицевой и 
с апострофом- для обрат­
ной стороны,  т .  е .  через 
1 - 1 ' , 2-2' , 3-3' и т .  д .  
В каждой диафрагме име­
ют место потери напора ,  

1 
равные п части общих 

потерь (п - число диаф­
рагм ) .  Построения испол ­
нены, предполагая потери 
во всех случаях одинако­
выми и представляемыми 
параболой Р�. 

П роследим за построе­
ниями н а  фиг. 85 для слу ­
чая двух диафрагм . По ­
тери напора в каждой 

Фиг. 85. 

q 

Фиг. 86. 

диафрагме изображаются параболой Р0, ординаты которой ( отсчиты ­
ваемые по -прежнему от горизонтальной линии НН) составляют по­
ловину ординат параболы Р; на фиг. 84; В момент времени ну  ль в О' 
соответственной точкой будет 00, н а  пересечении параболы Р0 и п ря­
мой 00М. Затем при возвращении н аблюдателя соответственные 
точки будут н аходиться н а  прямой 00, 1 1, , симметричной 00М. Дости ­
гнув сечения 1 в момент времени 1 ,  первый н аблюдатель встретится 

1 99 



н 1 / н  н Оо I Oo 1 Оо 
, 

00 1 00 
/ 

О о 
1 1 1 -) 1 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 / 1 1 1 1 1 1 1 1 / 1 1 1 1 1 1 1 1 , 1 1 
Pz f � Р. 1 P,j  �/ Р1г/ 4 1 

1 1 1 l lt 1 1 1 1 1 м 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
1 1 1 
1 1 1 1 

1 1 
1 1 

1 

Фиг. 87. 

2СО 



со вторым, выбывшим из сечения 2 в момент времени нуль, для 
gоторого характеристикой является прямая 00М. Пройдя диаф­
рагму, этот наблюдатель констатирует увеличение напора в ре­
зультате потерь, что приводит к получению параболы Р1,. 
соответственная точка для сечения 1 в момент времени '1 
должна находиться на пересечении 11 * этой параболы и пря­
мой Оо' 11. 

Для обоих наблюдателей, продолжающих обратный путь, 
соответственные точ ки будут находиться на  прямых 11 20, и 1 1, 
22 и в момент их прибытия в сечения О' и 2 это будут соот­
ветственно точки 20, на параболе Р0 и точка 22 на оси 
ординат. 

При возвращении к сечению 1 соответственные точки для 
двух наблюдателей будут находиться на прямых 22 31, и 2о' 31,, 
Прибывая в сечение установки диафрагмы 1-1' в момент вре­
мени 3, наблюдатель, начавший движение в сечении 2, пройдя 
через диафра гму, констатирует увеличение напора в результате 
потерь ,  что приводит к получению параболы Р31 , в пересечении 
которой с прямой 20, 31 находится соответственная точка 31 ре­
жима в сечении 1 в момент времени 3 и т .  д .  В результате t 
сравнения можно видеть ,  что напор в сечении оказывается в рас-
сматриваемом случае менее значительным, чем в случае одной 
диафрагмы .  

На фиг . 86, соответствующей случаю четырех диафрагм, 
ординаты параболы Р0 потерь напора в четыре раза меньше 
ординат параболы Р; на фиг. 84. Соответственная точка 11, для 
момента времени 1 у первой диафрагмы 1 находится так же, 
как и в предыдущем случае .  Но наблюдатель, возвращающийся 
от диафрагмы 1 к диафрагме 2, встречается здесь с наблюдате­
лем, который выбыл из сечения 3 в момент времени 1, и для 
котарога еще справедлива характеристическая прямая 00М; по­
следняя , будучи увеличенной на  ординаты параболы Р0, даст 
также параболу Р1, в пересечении которой с прямой 1� 22 опре-
деляется соответственная точка 22 в сечении 2 в момент вре­
мени 2. Затем наблюдатель , прибывший из сечения 3 и возвра ­
щающийся туда же  с целью прибыть обратно в это сечение 
в момент времени 3, б у дет видеть соответственные точки на 
прямой 22, 33; он встретится там с наблюдателем , выбывшим из  
сечения 4 в момент времени 2, для которого характеристикой 
я�вляется прямая 00М; последняя, будучи увеличена на ординаты 
nараболы Р0, да'ст снова параболу. Р1, в пересечении которой с пря­
мой 22'33 н аходится соответствеНiн ая точка 33 режима для сечения 3 
в момент вiрем ени 3. Наконец, для наблюдателя, возвращающегося 
от диафрагмы 3 по направлению ·к !диафрагме 4, режим  представ­
ляется прямой 3з,44 и в сечении 4, где р асход равен нулю, соответ­
ственн ая точка 44 будет находиться на оои ордин.ат. 

* На фиг. 85 помеченной ошибочно как ' 11' (Прим. ред.) . 201 



Существенпо отметить, что в начале построений соответствен­
ные точки для сечений 1, 2, 3 в момент прихода сюда волны, воз­
никшей в сечении О в момент времени нуль, принадлежат одной и 
той же параболе Р1, получаемой сложением ординат параболы Р0 и прямой 00М. Это примечание справедливо независимо от общего 
числа диафрагм. 

Построения на фиг. 86 для случая четырех диафрагм продол­
жается з атем в следующем порядке : 

находится соответственная точка 2е' в пересечении прямой 
11 20, с параболой Р0; · 

затем соответственная точка 31 в пересечении прямой 20, 31 
с параболой Р3,, получаемой в результате сложения ординат Р0 
с ординатами прямой 22 31,; 

соответственнаЯ точка 42 на  пересечении прямой 31, 42 с параболой 
Р4, , получаемой сложением ординат Р0 с ординатами прямой 33 42,; 

соответственная точка 53 в пересечении прямой 42, 53 с пара ­
болой Р5•• получаемой сложением ординат параболы Р0 и пря­
мой 44 53'; 

соответственная точка режима 64 - в пересечении прямой -
53, 64 с осью ординат. 

После этого таким же способом находятся соответственные 
точки 

40, 51 62 73 84 

60, 71 82 93 104 и так далее . 
На чертеже можно видеть постепенное увеличение напора вдоль 
трубопровода . 

Для случаев , когда число диафрагм р авняется 8, 16 и 32, мы 
ограничимся нахождением соответственных точек при первом про­
беге от сечения А к сечению В волны, возникшей в сечении А в мо­
мент времени нуль. В со ответсТJВ:ии со оделанным выше приме­
чанием все эти точки будут принадлежать одной и той же пара­
боле, получаемой (фиг. 87) путем сложения ординат прямой 00М 
с ординатами параболы потерь напора в одной диафрагме. Мы на­
несли на этой фигуре также параболы для случаев одной, двух и 
четырех диафрагм. 

Так1им обр азом построены параболы Р1 Р2 Р4 Рв Р1в Р32 при 
суммарной потере напоiр а  между rсечениями А и В, равной S· Значение 1напора в .сечении В в момент време.ни (L: а) с увел-и­
чешием числа  ди.афрагм становится меньше, стремя.сь в то же врем я 
к векоторому пределу при n= оо, з ависящему, очевидно, от S· Для 
сравнения результатов они представлены в виде �рИ:вых (фиг. 88) 
раслределения напора по длине 11рубопровода; при построении этих 
графиков применена следующая интерпретация: в сечении уста­
н овки каждой диафрагмы построение приводит к двум значениям 
напора, одному перед и друюму за диафрагмой. В :действитель­
но.:тп этот перепад :напора распределяется на rrюследующем уча­
стке трубtшровода. Поэтому можно принять, что сре,!I.няя величина 
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�Напора соо11вет.ствует середине наз 1ванноi1о учас11ка тру6о1пр01воща; 
так например, средняя ве.личина  н апора 3з-3' 3,, найденного для 

момента времени 3 в сечениях у диафрагмы .N'!! 3, отнесена  1к сере­
дине уча1стка 3-4. Таким опособом и !lюлуче.ны 'КрИiВЫе на фиг. 88. 

Очевидна быстрая сходимость эт.их IК/ривых. В да:нном случае 
!ИСIПользован прим·е,;р , nде .потери IHaJпop.a очень 'Вели1ки .по ора·вне.нию 
с первоначальным напором Н; но даже в этом случае принятие 
числа диафрагм ра1вным восьми дает уже ,результаты достаточной 
точности с тоЧJIШ зрения инженер1Ных расчетов. 

Можно полагать, что при обычных для гидравлических устано­
вок значениях потерь напора замена действительного распределе­
ния напора вдоль трубопровода перепадами, сосредоточенными 
в четырех диафрагмцх, позволит определять искомое распределе­
ние с достаточной степенью точности. 



ЧАСТЬ ТРЕТЬЯ 

ПРИМЕНЕИНЕ ГРАФИЧЕСКОГО МЕТОДА В ДРУГИХ 
ОБЛАСТЯХ МЕХАНИКИ 

В механике мы встречаемся с одного и того же рода задачами, 
к которым применимы, следовательно, также одни и те же методы 
решения в следующих различных случаях: 

металлического стержня малых по сравнению с длиной попе­
речных р а-змеров, по1двергаемого переменным продольным )'IОИЛiиям; 

такого же стержня, подвергаемого перемениому кручению; 
натянутой струны, подверженной воздействию переменной попе­

речной силы (вибрирующая струна); 
линии электропередачи р ассматриваемой как проводник, рабо· 

тающий под переменным напряжением. 
В каждом из этих случаев изменение состояния распростра­

няется также с постоянной скоростью, и закономерности в этом 
р.а.апр.Оiстранении могут быть у.ст.а1новлены с помощью самых 
элементарных познаний в обла·сти механики или упругости. Кроме 
того, эти закономерности приводят к применению одного и того 
же гр афического метода, каким могут быть решены всевозможные 
практические задачи механики для н азванных случаев. 

В п:,Редла,гаемюй третьей части ·излагаются для каждого случая 
основные положения и даются примеры практического применения 
в количестве, достаточном для ознакомления читателя с методом. 1 

М ЕТ�ЛЛИЧЕСI( И Е  СТЕРЖНИ, ПОДВЕРГАЕМЫЕ ПРОДОЛЬНОМУ 
УСИЛИЮ 

§ 58 (73 ) .  Вывод общих законов. Пусть стержень постоянного 
сечения перемещается в направлении своей оси со скоростью с0, 
будучи подвержен внутреннему напряжению Р0 (в частном случае 
последнее может быть р авно нулю). Предположим, что в силу ка­
кой то причины в сечении Х возникает пекоторая сила Р' и одно-
1Временно новая скор01сть с1• Это изменение состонния будет рас­
пространяться вдоль стержня от сечения Х к сечению У с постоян­
ной скоростью а; если требуется время t' для того, чтобы измене­
ние закончилось в сечении Х, то. в каждое некоторое мгновение оно 

t Это изложение и большая часть примеров уже были опубликованы в следу­
ющей технической литературе: Bu11etin des Injenieurs Civils de juillet-aoat, 
1937; Bu11etin de 1а Socil�te Franc;aise des E1ectriciens, octobre, 1937; Revue 
.Mecanique• de .Sciences' et Industrie", novembre-decembre, 1938, mai-juin, 

1939; Technique Moderne, 1-er avril, 1937. 
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будет захватывать участок стержня длиной at', nусть наnример, 
между сечениями А и В на фиг. 89 ; через одну секунду участок из­
менения состояния будет занимать nоложение А' В' на расстоянии а 
метров от участка АВ. Скорость с, существует nервоначально в уча­
стке стержня между сечениями Х и А, а скорость с0 - между сече­
ниями В и У; через .секунду rакорость с1 бу;дет• иметь место та!Кже 
меж� сечениями А и А'; таким образом масса цилиндра АА', рав-

rо ная g as (где ю- удельный вес материала стержня) изменит свою 

х .А в 

/ , 
с1 -

х Аш 811/ 

.::=;" �-..=-/ � 
1 =: ��� 1 

Ро+Р ::�P,+P .. .of, 
_, -=, 1== с 
::. ,  ,::� a--:;::l-1:::::: :::., 1-:::: 

__!!_ 
Фиг 89. 

=r r:::: - --
А" В" 

с•корость от с0 до с1; этот nроце•ос будет воспrроиЗiводитъоя :каж�дую 
секунду на протяжении а метров стержня. 

Наnомним теорему количества движения: приращение количе­
ства движения тела в единицу времени равняется сумме внешних 
сил, nриложеиных к телу. 

Мы только что констатировали , что изменение количества 

движения тела ХУ за секунду составляет ( ;  as) · (с1- с0). Си­
лами , nриложеиными к телу слева, являются (Р0 + Р') и сnрава 
<+Р0) ,  что дает в сумме Р' . 

Поэтому применение теоремы количества движения приводит 
к следующему выражению 

( ; as) (c0-c1) = P'. (1) 

В наиболее общем случае ,  кроме того, может иметь место 
изменение состояния также в сечении У в результате nрилож е­
ния также здесь пекоторой силы Р" , в результате чего nроизой-
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дет в интервале времени t" изменение скорости до значе­
ния с. Это изменение скорости будет распространяться в на ­
правлении от сечения У к сечению Х с той же скоростью а,. 
происходя на отрезке стержня длиной at" и если сначала наблю­
дается (фиг .  89) ,  например, на участке между сечениями А"В", 
то через секунду будет наблюдаться между сечениями А"' 
и В"', _!!а расстоянии а. Изменение количества движения будет 

равно ; as (с- с1) , приложеиными силами являются слева 

(Р0 + Р') и справа + (Р0 + Р' + Р"), что в совокупност� дает 
+ Р" .  Та же теорема при этом даст 

( ; as) (с 1 -с) = - Р" .  ( 2) 

Таким образом, силы Р' и Р" вызывают волны, которые рас­
пространяются со скоростью а в противоположных друг другу 
направлениях, что приводит в результате сложения ( 1) и (2) к вы­
ражению (� as) (c0- с) = Р' -Р" . (3) 

Сверх того, конечное значение силы бу,дет .р.авно 
Р = Ро+Р' + Р", 

откуда следует 
Р-Р0 = Р' + Р". (4)· 

У<р а•внения (3) и (4), которые выражают законы ра'спростране­
ния упругих волн в стержне ХУ, идентичны с уравпения:.ш (15) и· 
(16), полученными в §3 для движения жидкости в напщ�ных тру­
бопроводах. 

Рассмотрим теперь некоторое сечение М стержня Х У 
(фиг. 90), в котором встречаются упругие волны Р; и Р; в мо-
мент времени i, так что режим здесь будет PtC1, применение· 
общих уравнений (3 )  и (4) даст (см . § 7): 

для ·сечения М в момент времени i 
(; as) (c0-ct} = P;-P;, (5) 

Pt-P0=P; +Р;, (6} 
для наблюдателя ,  выбывающего из сечения М в момент вре­

мени  i и перемещающегося со скоростью а, следуя за упругой. 
волной Р;, остающейся неизменной 

( ;  as) (c0-c) = P;-P'', (7) 

(Р-Р0)=Р; +Р", ( 8)' 
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для наблюдателя ,  выбывающего из сечения М в момент вое­
мени i и перемещающегося со скоростью а, следуя за неизменноii 
волной р; (- ) 

; as (с0 - с)=Р'-Р;, (9) 
(Р-Р0)=Р' +Р;. ( 10) 

Решим совместно ура1внения (5)- ( 7) и (6) �(8)  и пrрИ1р авняем 
результаты ;  при этом величины Ро, с0, Р'; и Р; взаимно уничто-

р 

о 

� 

/ (sl 
жатся и будет получено 

/-Р. -а.-Р,"!Р,'-..а !/ уравнение 
)( - м у 

с, 

с 

-
. с, 

с,. 
tf1=�as ! 

Фиг. 90. 

(Р1-Р) = � as (c1-с), ( 1 1) g 
представляющее собой за .. 
кон, связывающий .между со­
бой величины Р и с пои пе� 
ремещении первого наблю­
дателя . 

Поступим анало гичным 
образом с уравнениями (5)­
(9) и (6)-( 10), в результате 
чего исчезнут величины Р0, 
С0, Р; и Р;, И мы получим 

(Р1 - Р)= ; аs (с-сд, ( 12) 

чем определится зависи­
мость между величинами Р 
и с для второго наблюдателя. 

В системе координат Р 
( ордината) и с ( а бсцисса) 
этим двум уравнениям соот­
ветствуют прямые AN1 и 
A'N' (фиг .  90), проходящие 

через точку i.м с координат�ми Р1С1 и имеющие угловыми 

коэффициентами значения ± ; as1• 
Эти прямые симметричны относительно горизонтали ( или вер­

тикали ) ,  проходящей через соо тветственную точку режима (Р1с1). 
1 В данном случае угловой коэффициент не  является числом, а имеет раз­

м ерность (эта м асса участка стержня, длина которого р авна скорости р аспро­
странения упругих волн, отнесенная к единице времени) ; соответствующий 
этому коэффициенту угол меняется на чертеже в зависимости от масштабов 
для силы и скорости, принятых при построениях. Чтобы построить этот угол, 
достаточно rоч� на оси абсцисс, равной v единиц скорости, сопоставить орди-

w 
нату, равную а asv единиц силы. Само собой разумеется, что ДОЛЖНЫ быть 

соблюдены одинаковые масштабы для величин, входящих в последнее вы­
ражение. 
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Следует отметить, что для наблюд-ателя, перемещающегося 
в .на1Правлении 'СJкор'ост.и со, углов.ой коэффициент будет иметь оТiр.и­
цательный 3/н.а:к, а для .на ·блюдателя, п ер емещающего·ся в пр·ОТИ­
ваположном наiпра·влении,- положителыный знак .  При этом по.ло ­
жителыное •значение .силы Р .соо'Гв етствует сжатию стержJНя. 

Мы пришли, таким образом , в случае ра спространения yп1pynr�x 
волн в ·Стальном стержне также к прямым, аналогичным найденным 
ранее (фиг. 9) для случая распространения волн в трубопроводах. 
Прежде чем применить этот результат к решению конкретных за­
дач, необхоtщимо dпределить окорость а распространения упругих 
волн. . 

§ 59 (74 ) .  Определение скорости а (распростр.анения упругих 
волн ) . При возрастании усилия в стержне на  величину Р' длина 
участка стержня АА'=а (фиг. 89) сокращается вr" соответствии 
с законами упругости на  величину 

Р'а Л=-�-, S/:, (13) 

где s- поперечное сечение стержня и Е- коэффициент упругости. 
Сокращение длины а выражается в том,  что в течение одной се­

кунды плоскость сечения А продвигается со скоростью с, а пло­
ско·сть сечения А'- со скоростью с0, так что эти �две 1плоскости 
сближаются между собой на величину 

Л=(с0-С1); (14) 

оба значения Л равны между собой, так как в течение времени про­
хождения волны от сечения А к сечению А' масса цилиндр а АА' не 
изменилась. Приравнивая уравнения (13) и (14) и заменяя Р' его 
выражением ( 1), найдем 

а=У� Е. (15) 

Приложепия 

В качестве примера рассмотрим ·сначала различные случаи со­
ударения двух стержней; при этом мы будем называть периодом 
время, затрачиваемое наблюдателем на перемещение вдоль 
стержня и обратно со скоростью распространения волны. 

§ 60 (75 ) .  Соударение двух стержней одинаковых удельного веса 
ноперечного сечения и периода, движущихся с разными скоростяма 
со и с0' (фиг. 9 1 ) .  Момент .соударения стержней обозначим через - л нуль, а з а  единицу времени примем полупериод 't= а (где Л-
длина стержней) . В соответствии с предположениями 

w=w' а=а' s=s', 
ro'as откуда угловой коэффициент --,g- характеристических прямых 
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'Тела АВ равен у г ловому коэффициенту g характеристиче-
ских прямых тела А'В'. 

До соударения, в момент времени, наnример (-1), соответ­
ственной точкой для концевого сечения В тела АВ будет (-18) 
с абсциссой с0, а для концевого сечения В' тела А' В' (18) 
с абсциссой с� . 

Фиг. Ql. 
Наблюдатели, выбывающие в этот момент времени из назван­

ных концевых сечений ,  прибывают: один в сечение А, другой-

в сечение А' в момент времени ( -1 + �) =О, иначе говоря, 

в момент соударения.  Для пертюго наблюдателя, перемещаю­
щегося в направлении скорости с0, примимаемом за положитель­
ное , хара!теристическая прямая ( -18) N имеет угловой коэффи-

циент - � и проходит через точку ( - 18). Для второго на-g 
блюдателя, движущеrося в противоположном направлении, ха­
рактеристическая прямая (- 18) R имеет у г лавой коэффициент 
+ � as и проходит через точку - 1в'· Соответственной точкой 

g . 
в момент времени нуль встречи наблюдателей будет точка ОАА'• 
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' 
со-со 

fla пересечении этих двух прямых, что дает скорость 2 и 
ы со + с� сжимающее усилие Р0 g as = 2 

Для наблюдателя , проделывающего обратный путь из сече­
fiИЯ А к В, характеристика , проходящая через точку Ом'• будет 
симметричной прямой (- lв) N, следовательно, она совпадает 
с (-lв,)R. Прибывая в сечение В, где усилие равно нулю, 
flаблюдатель определит соответственную точку lв. совпадающую 
с (-lв•); таким образом скорость сечения В будет обратного 
знака и равна с�. 

При дальнейшем перемещении этого же наблюдателя от се­
чения В к сечению А, характеристикой будет lвN', симметричная 
прямой lвR. проходящая через точку lв. Когда наблюдатель 
прибывает в сечение А, где не может быть растягивающего 
напряжения, наблюдатель констатирует силу ,  равную нулю, чем 
определяется соответственная точка 2А, совпадающая с точ ­
кой lв. Таким образом , брус АВ приобретает движение в обратном 
направлении при скорости с2 = с� . 

Точно также для наблюдателя , проделывающего обратный 
путь от сечения А' к В', характеристикой будет прямая ,  прохо­
дящая через точку Ом'• симметричная прямой (- lв'), совпадаю­
щая с предыдущей прямой ( -lв) N, а в момент прибытия наблю­
дателя в сечение В', где напряжение равно нулю, соответствен­
ной точкой будет точка lв'• СОВIIiадающая с (-lв). Скорость 
сечения  В' изменит свое направление и будет равна с0• 

Д.(Iя того же  наблюдателя ,  возвращающегося из сечения В' 
к А', характеристикой б у дет прямая (lв') R', симметричная пря­
мой Ов•)N. Она проходит через точку lв•; при достижении на­
блюдателем сечения А' ввиду невозможности здесь растягиваю­
щих напряжений усилие в стержне оказывается равным нулю, 
что даст точку 2А'• совпадающую с точкой lВ'. После этого тело 
А' В' получает движение в обратном направлении со скоростью 
с;=с0• 

· 
Таким образом , тела в момент соударения получили скорость 

Со-с' -;;; с0+с� � , а сжимающая сила оказывается равной - as 2 
2'Л g 

. 
Такой режим продолжается в течение времени а, т. е .  одного 

nериода , после чего оба тела,  обменявшись скоростью, разъединятся. 
§ 61 ( 76). Соударение двух тел оДинаковых удельного веса и ско­

рости распространения упругих волн и периода, но сечения s и s' об­
ратно пропорциональны скоростям с0 и с0' (фиг. 92) . В соответст­
вии со сделанными предположениями имеем 

14* 
( ;  as) co= ( ;  as') с�. (16) 
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Для наблюдателей, выбывающих, из сечений В и В' в момент 
времени (-1), характеристиками будут прямая (-lв)N, имею. 

щая угловой коэффициент i- � as) и прямая ( -lв•) R. имеющая 

угловой коэффициент + ; as'. При встрече наблюдателей в мо-

� A 't::.=:::f? 

Фиг. 92. 

Cj Ц'l=--as 1 

мент времени ну ль столк­
новения граней А и А', со­
ответственная точка дол­
жна находиться на пересе­
чении этих двух прямых. 
С учетом уравнения ( 16) 
эта точка должна быть на 
оси ординат , что опреде­
ляет сжимающее усилие 

(J) -gasc0 и скорость, равную 
нулю1• 

При обратном переме­
щении наблюдателей в на· 
правлении сечений В и В' 
характеристики буду г про­
ходить через точку О АА'; 
они б у дут симметрич­
НЫ!\IИ, предшествующим 
прямым , определяя в се­
чениях В и В', где усилия 
равны нулю, соответст­
венные точки lв и lв'• по­
казывающие , что скорости 

брусков получили обратные предшествующим направления. Для 
наблюдателей, проделывающих обратный путь в направлении сече­
ний А и А', характеристиками  будут прямая  lвN', проходящая через 
точку lвN' и симметричная ОАА'lв. и прямая lв'R', проходящая через 
точку lв' и симметричная ОАА'lв•. Когда наблюдатели прибывают 
в сечения А и А', где (вследствие невозможности возникновения 
растяжения) усилие ра вняется нулю, соответственными точками 
будут 2А и 2А'• совпадающие с точками lв и lв•. 

Таким образом стержни АВ и А' В' сохраняют каждый свою 
начальную скорость с0 и с�. но в противоположном направлении 
( а  не обмениваясь скоростями, как в предшествующем случае) . 

1 Это предполагает сжимающее усилие распределенным по всей площади 
сечения s', хотя оно боJiьше, чем сечение s; это не вполне строго, но практи­
чески в достаточной мере точно, если сечения s и s' не очень р азличаются 
между собой. 
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§ 62 (77). Соударение двух тел одинаковых удельного веса, 
скорости распространения упругих волн и поперечного сече­
ния s, но имеющих разные значения периода и разные скорости 
(фИГ. 93) .  Пусть скорость тела тЬ будет с0, а время пробега л волны в этом теле будет а-="'; этот интервал мы примем за 
единицу времени .  Для тела m'f время пробега пусть будет 

---c:noy 
с�-

--� Lmoq 
с­о 

/ < < 6 / / / oJ � 
н 

/, (0,1,2)_,. 

т /) 

(/:� 3, 9�1D, 11}, 
(2, 3, 4,�1)·/'· 12}.( 
(3, • ' 5, 11, 12,/J). 

(S,6, 7,;, 14,15), 
6, 7�8, 14 15,16)tl 
,8, 9,15':16,17), 

s т 
Фиг. 93. 

(4,6, 7, 8, 9,10,11, 1!/)F 
(7,1, 9,10,11), 
(•,5,5,4,9, 10,12,11,1+)., 
( 3, "J 5. 6', 1, JJ, 12, JJ,Jl,,J.J}t: 
{1,2,3 )� (10, 11.12,1З, 14,15,16)",. 

Л' с0 ш а= 4't,  а скорость примем равной с�= 2 ; величина g as 
(касательная угла 1 характеристической прямой) одинакова для 
обоих тел . 

Так же ,  как и в случае , описанном в § 60 (75), для наблю­
дате.'lей , начинающих движение из сечений Ь и f , характеристики 
образуют с осью абсцисс одинаковый по величине угол ± 1· 
Для того же,  чтобы набдюдатели встретились в сечениях т и 
т' в момент времени нуль соударения тел , один из них должен 
начать движение из сечения Ь в момент времени ( -1 ) , а дру­
гой из сечения f в момент времени ( -4 ) , чем определяются 
црямые ( -1) ьN и ( -4) 1R. Соответственная точка в момент вре­
мени нуль будет находиться на пересечении этих двух прямых 
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в Отт'• определяя общую скорость обоих стержней, равну10 
�-� � �+� 

2 и сжимающее усилие g as 
2 

Затем наблюдатель ,  возвращающийся из т к Ь, отмечает ха. 
рактеристическую прямую, симметричную предыдущей и совnа­
дающую с прямой ( -4) 1 R, проходящую через точку Omm'· В момент 1 прибытия в сечение Ь соответственной точкой будет 
lь, определяемая тем, что здесь не может быть растягивающих 
усилий; эта точка определяет скорость с�. Для наблюдателя, воз-
вращающегося в направлении к сечению т, характеристикой 
будет прямая 1ьs, параллельная прямой (-1)ьN. В сечении т 
этот наблюдатель встретит другого наблюдателя ,  выбывшего из 
сечения f в момент времени ( -2); характеристическая прямая 
для этого наблюдателя совпадает с прямой ( -4) 1R; в момент 
встречи наблюдателей соответственная точка будет находиться 
на пересечении обоих прямых в 2тт'о• совпадая с точками ( -4)1 
и lь. 

При возвращении наблюдателя к сечению Ь характеристикой 
будет прямая, симметричная 1ьS, проходящая через точку 2mm'• 
совпадающая с прямой ( -4) 1R; соответственной точкой, поло­
жение которой определяется невозможностью возникновения 
растягивающего усилия, б у дет Зь, совпадающая с предшествующей 
точкой 2тт'. 

Так будет продолжаться в сечении тт' до момента времени 8 .  
Тот же наблюдатель, который перемещается в теле тЬ, еще 
встретит в сечении т наблюдателей, выбывающих из сечения f 
в моменты времени нуль, два и четыре, и для которых характери­
стическая прямая совпадает с прямой ( -4)1R, так как началь­
ный режим при выбытии наблюдателей б у дет характеризоваться 
скоростью с� и усилием, равным нулю. Скорость сечений тт' 
в период времени от момента 2 до момента 8 равняется скоро­
сти тела тЬ до м.омента соударения, и тедо тЬ целиком вос­
принимает эту скорость.  

В теле т'f изменение состояния распространяется, начиная 
от момента времени нуль, но начинает давать себя чувствовать 
в сечении т' только с момента времени 8 . Действительно, для 
наблюдателя, выбывающего из сечения т' в направлении к f, 
в момент времени нуль, характеристикой будет прямая, прохо­
дящая через точку Omm"• симметричная прямой ( -4) 1R и совпа­
дающая с прямой ( -1) ьN; соответственная точка 41 для сече­
ния f, совпадающая с точкой ( --1 )ь, определяется из условия 
невозможности здесь растягивающего усилия.  При возвра щении 
наблюдатедя к сечению т' характеристикой будет прямая 41Т', 
симметричная предыдущей и проходящая через точку 41 . По­
скольку в сечении т' не  может быть растягивающего усилия, 
соответственной точкой здесь в момент прибытия наблюдателя 
будет точка 8m·· совпадающая с 41; отсюда следует, что в мo-
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мент времени 8 скорость в сечении m1 резко изменяется от зна­
чения с� до значения (- с0). 

Продолжать описание построений нет необходимости; из уже 
сказанного очевидно, что, используя перемещения наблюдателей, 

flpOt1tJЛbH0/1 нa.npRЖ6HU/1 

�IIТII I I 
�i i 1 i i Врfн1' '1 1 t 

Llll'f 111 т 
r t 1 r 1 1 r r I 

CкtJpocmu 
-+-i'--+--t-11 m''-+--+-1---t-

Фиг. 94. 

начинающих движение из сечения т' в моменты времени 1, 2, 3, 
4, 5, 6, 7, 8, можно определить режимы в сечениях т' и f, раз­
деленные интервалами времени '"· 

Следует отметить, что , имея определенными режимы в сече­
ниях т' и f, можно, не  производя дополнительных построений ,  
найти режимы в сечениях с, d, е на взаимных расстояниях /,. 
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Пусть, например, надо найти режим в сечении с в момент вре� 
мени 14; он будет отмечен наблюдателем, выбывающим из сече � 
ния f в момент времени 11, и характеристикой будет уже по� 
строенная ранее прямая 111 15m'• совпадающая с прямой ( -4) 1R. 
Равным образом данный режим будет отмечен также наблюда� 
телем ,  выбывающим из т' в момент времени 13; для этого на� 
блюдател я характеристикой будет построенная ранее прямая 
13m' 171, совпадающая с прямой ( -4) 1S. Искомая соответствен­
ная точка для сечения с в момент времени 14 должна находиться 
на пересечении 14с прямых 111 15m' и 13m' 171, совпадая с начальной ТОЧКОЙ ( -4)/. 

Соответственные точки для всех сечений т' cdef отмечены на 
чертеже; по этим точкам можно построить (фиг. 94) графики за­
висимости скорости от времени для назв анных сечений. Из рас­
смотрения этих ·графиков следует, что средняя скорость тела m'f 
составляет O.IJHY четвертую часть от н ачальной. Отсюда следует, 
что кинетическая энергия обоих брусков, определяемая по средней 
скорости, значительно меньше, чем до удара, несмотря на то, что 
мы не учитывали никаких потерь. Это становится понятным, если 
учесть, что внутри тела т' cdef скорость и напряжение находятся 
в состоянии бесконечных колебаний, в силу чего имеет место об­
щий запас кинетической и потенциальной энергии, сохраняющийся 
постоянным, и р авный в данном случае трем четвертым от н ачаль­
ной кинетической энергии тела mb и пятнадцати шестнадцатых 
первоначальной энергии тела т'cdef. 

§ 63 (78).  Удар призмы о неограниченную плиту, испытывающую 
местную деформацию. Условие неограниченности в данном случае 
можно считать выдержанным, если масса плиты будет в 1 0--
20 раз бмьше м а·ссы ударяющего тела , так как дальнейшее уве­
личение не будет уже влиять н а  результаты. Но как бы велика ни 
была маоса плиты, площадь, испытывающая влияние ударяющего 
тела ,  будет оnр.ашиченной; н апряженность в теле, подвергаемом 
удару, не имеет nрямой связи ·с rма.ссюй этоrо тела и сои31мерима 
с :н апряженностью в ударяющем теле .  В дейст'вительности н а по­
вер:юности тела, .иrапытЫIВающеrо удар, возникают деформации на 
площади mm (фиг. 95), rиrмеющей пrра октичеокrи к01нечное значение � 
эту деформацию моЖJно п:редставить 1шк полу1чаемую при услови·и , 
что ус:ил.ие от )'!дара  rраапределяется раrвномерно н а площади ns, 
неСJiшль·ко превосхоrдящей площадь ·сечения удаrряющего тела (рав­
ной, может ·быть, Зs •или 4s, чт,о м ожет быть установлено опытным 
путем). 

Поэтому случай у дара о бесконечную плиту может быть 
сведен к построениям на фиг._ 95. Прямая (-1)вR. имеющая 

угловой коэффициент tg 1 =- ; as, справедлива для наблю­
дателя ,  выбывающего из сечения В, где в момент времени (-1} 
существовала скорость с0, и прибывающего в сечение А в момент 
времени О- момент у дара . Второй наблюдатель, перемещаю-
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щийся в неподвижном массиве (который на фиг. 95 заменен 
условной призмой бесконечной длины, площадью сечения ns), 
отмечает характеристику ON, имеющую угловой коэффициент 

�а' (ns ) . Скорость и сжимающее усилие в сечении АА' опреде­g 
ляются, следовательно,  абсциссой и ординатой точки О м' на  
пересечении названных прямых . Для наблюдателя ,  возвращаю­
щегося затем из сечения А к В ,  характеристикой будет прямая, 
симметричная прямой (-l)в R, проходящая через точку Ом; в сечении В, где напряжение равно нулю, эта характеристика 

Фиг. 95. 

определяет соответственную точку lв на оси абсцисс. Скорость 
сечения В изменяет при этом свое направление ,  и ее величина 
будет на сом' меньше скорости с0 в момент начала удара. При 
возвращении вновь к сечению А характеристикой будет пря­
мая lвR', проходящая через точку lв. симметричная предыдущей 
прямой ;  поскольку же в момент прибытия этого наблюдателя 
в сечение А в момент времени 2 он встречает второго наблю­
дателя, для которого характеристикой является по-прежнему 
прямая ON, а также вследствие того, что в сечении А не мо­
жет быть растяжения, соответственной точкой здесь будет точка 2А, 
совпадающая с lв. С этого мгновения телу АВ целиком со­
общается скорость с0- сом'· Следовательно ,  -тело теряет часть 
своей кинетической энергии , тем большую, чем больше скорость 
сом'• иначе говоря, чем меньше угловой коэффициент пря­
мой ON или жесткость тела ,  подвергающегося удару. 

С помощью опыта , в котором измеряется величина (с0- сом') , 
можно найти величину сом' и одновременно силу удара 
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(J) 
и угловой коэффициент g а' (ns ) ,  определяющий жесткость 
тела, испытывающего удар .  

КинетичеСiкая энергия, потерянная ударяющим те.лом, целиком 
превращается в колебательную энергию ·в теле, .испытывающем 
удар. Эта эне1рлия, отх01дящая от участка .действия удар.а ,  следуя 
за волной сжатия, никогда уже не возвратится, если тело пред­
ставляется безграничным; если же оно очень большое- возвра­
тится значительно ослабленной амортизирующими факторами (за­
тухшей). Во всяком случае, эта энергия возвратится гораздо позже 
того, как ударяющее тело оторвалось , и ее возвращение ни в какой 
мере н е  влияет на явление удара. 

§ 64 (79). Примечание. Приведеиные четыре примера показы­
вают, как простой графический метод позволяет освоить очень 
слож·ные задачи соударяющихся призматических стержней и уста­
новить, что результаты удара зависят исключительно от вели-

-; ( 1 /-=:,;-) L /lf gE 
чины g as или V g Es и времени 't=o: или L V -;;; . 

При изменении этих величин результаты уд_ара будут очень раз­
личны, даже если сохранить неизменными величину .массы и ско­
рость соударяющихся тел. Таким образом, силу удара и конечную 
среднюю силу характерИJЗуют B1cm•ce не ма•ссы соударяющихся тел. 
Этот результат на первый взгляд парадок·сален, но если иметь 
в ·виду собственные колебания и энергию, которой они обла­
дают, то станет попятным , что определяющими явление факторами 
являются коэффициент упругости Е и величины S и L. 

§ 65 (80 ) .  Продольный рывок, приложенный к свободному стер­
жню (фиг. 9.6). Пусть к грани А стержня АВ длиной L •сечением S 
внёзапно прилагается в момент времени О продольная сила Р. 

L Примем за единицу времени величину 't = а . 

Для наблюдателя, выбывающего из сечения В .в момент вре­
мени ( -1) , соответственная точка будет раеположена на прямой 

ON, проходящей через точку О начала координат в плоскости уси­
лие-скорость, характеризующую режи.м в сечении В в момент 
времен:!! (--:1). У['ловым ·коэффициентом прямой ON является 

(J) tg1=-g as . 

В момент прибытия наблюдателя в сечение А здесь прилагается 
сила Р; соответстrвенной точкой зде'Сь буJдет поэюму О А· .имеющая 
ординату Р, что определяет скорость 

р v = ---- ' was 
g 

сообщенвую грани А в момент приложения силы. 
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Для наблюдателя ,  возвращающегос:я в момент времени 1 
в сечение В, соответственная  точка б у дет расположена на пря­
мой OAN1 и так как усилие здесь равняется нулю , то соответ­
ственной точкой будет точка lв. которая определяет скорость, 
внезапно сообщенную грани В, как вдвое превышающую ско­
рость грани А. 

L Таким образом ,  в течение времени - скорость сечения А а 
была v в то время ,  как сечение В было неподвижным ,  из чего 
следует, что длина стержня  уве.'Iичилась . 

(N tgr=g-as 

Фиг. 96. 
2L Но в течение следующего отрезка времени а сечение В дви-

жется с большей скоростью,  чем сечение А (скорость которого 
по-прежнему равна v) и в конце этого периода стержень укоро­
тится настолько же,  насколько он ранее удлинился . 

Продолжая  построения ,  можно найти точки 2А Зв 4А Б в 6А . . •• 
которые покажут, что скорости граней А и В продолжают попе­
ременно увеличиваться скачком на  величину 2v через каждый 

2L интервал времени ,  равный а , так что стержень продвигается 
подобно гусенице ,  однако с постоянно увеличивающейся сред­
ней скоростью .  

Увеличение скорости Av равняется 
2В 2V= -=- · (18) юаs 
g 2L для  каждого интервала времени At равного а. Среднее значе-

ние ускорения составляет, следовательно, 
. t.v 2Р Р 1 =-= 2L =-м ' ( 19) 

t.t юаs 
-g·-a 

где М= ; - масса стержня. 
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Отметим, что это как раз ускорение, обусловливаемое приложе­
ннем силы Р. 

§ 66(81 ). Продольный рывок, приложенный к стержню, закреп­
ленному одним концом (фиг. 97). В этом случае можно установить, 
аналогично тому как в предыдущем, что в момент времени О, яв· 

N, 
' в 

Nз / 1 1 1 

1 
з; 

/�� 
/ 

ll) 

А 
р ... 

Ь) с) 

Фиг. 97. 

ляющимся моментом приложения силы Р, грань А приобретает 
скорость 

р V = -=--. 
was 

g 

Но при возвращении наблюдателя в сечение В (в момент 
времени 1), здесь равняется нулю не усилие, а скорость, что 
определяет точку lв (фиг. 97, а) с ординатой, равной 2Р. 

При возвращении в сечение А в момент времени 2 соответ­
ственная точка J,I.ЛЯ наблюдателя будет на прямой 18N2; это бу­
дет точка, 2А, поскольку усилие здесь равно Р; положение 
точки 2А указывает на то, что скорость грани меняет при этом 
направление. 

При возвращении в момент времени 3 вновь в сечение В, где 
скорость равняется нулю, соответственная точка 38 определится 
в пересечении прямой 2AN3 с осью ординат. 
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При возвращении наблюдателя в сечение А соответственная 
точка 4А, находящаяся снова на прямой ON, совпадает с точкой 
ОА· С этого момента цикл возобновляется. 

Т.а�ким образом, в момент в1ремени 1 стержень испытывает у.с.и­
лие 2Р, затем усилие становится равным нулю, в момент времени 3, 
и эта смена усилия повторяется 1В дальнейшем пер·иодичес•ки. 

Это удвоение усилия (и внутреннего напряжения) -факт хо­
рошо известный; однако, графический метод показывает, с боль­
шой наглядностью, что для этого необходимо, чтобы сила Р была u u 2L 
приложена в момент времени меньшин или равным а . 

Это время весьма коротко, так как, например, для стали ско­
рость а распространения волн будет порядка 5000 .м.fсек. В ша­
туне длиной в 0,5 .м. это время должно быть меньше, 

1 
10 000 сек., что для мотора, дающего 50 оборотов в минуту, пред-1 
ставляет менее 200 времени одного оборота. 

Даже в двигателе внутреннего сгорания максимальное давле� 
ние .не устана,вливается в та�кой короткий срок . 

Теперь ознакомимся с тем, что происходит, когда сила при­
лагается постепенно в течение времени Т, превышающего 
<2!;) = !1· Рассмотрим два случая: первый, когда Т= 2nf1, и вто­

рой при Т= (2n + 1) f1. 
а) Пусть сначала в первом случае n = 1, т. е. Т =2!1 (фиг. 97, Ь). 

р 
При 11= 1, т. е. для момента времени 2, усилие равно 2 и соот-
ветственной точкой будет 2А. Потом наблюдатель возвращается 
в сечение В, где отмечает скорость, равную нулю, и ординатой 
соответственной точки Зв будет, следовательно, как раз вели­
чина Р. После этого при обратном перемещении наблюдатеJiя 
в направлении к сечению А, где усилие равно Р, скорость ока­
зывается равной нулю, а соответственная точка 4А, совпадающей 
с точкой Зв. Усилие в это время оказывается равным Р во всем 
стержне, который приобретает неподвижность. 

Чертеж на фиг. 97, с соответствует случаю n=2, т. е. Т= 
:-- 4f1 . В данном случае находим ломаную линию О 2А Зв 4А 5в 
6А 7 в 8А, где точки 4А и 5в совпадают с точкой Зв, а 8А совпа­
дает с точкой 7 В· Также и теперь в момент времени Т во всем 
стержне устанавливается усилие Р, а он сам неподвижен. 

При Т, содержащем четное число f1, не наблюдается, таким 
образом, возрастания усилий в стержне. 

б) Рассмотрим второй случай при Т= (2n + 1) !1· 
Пусть n= 1 (фиг. 97, d), т. е. T=3f1. 
При f1 = 1, т. е. в момент времени 2, усилие в сечении равно 

р u u 2 п б 3 и соответственнон точкои явится А· ри возвращении на лю-
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дателя в сечение В, где скорость равна нулю, соответственной 
р 

точкой будет 38 с ординатой 2 3. Вернувшись в сечение А 
р в момент времени 4, наблюдатель констатирует усИJше 2 3 при 

нулевой скорости и соответственная точка 4А совпадет с точ­
кой 38• В момент 5 возвращения наблюдателя в сечение В соот­
ветственной точкой будет 58, также совпадающая с предыдущими. 
Но в сечении А в момент времени 6 усилие уже будет равно Р, 
чем определяется положение 6А соответственной точки, показы­
вающее, что грань А приобретает вновь скорость, которую оно 
имело в момент времени 2. 

Дальнейшее построение приводит к ромбу 7 в 8А 98 (причем 
точка 9в совпадает с точкой 5в). 10А (совпадает с точкой бА), 
который затем возобновится до бесконечности. 

Стержень оказывается таким образом подверженным коле­
баниям, которые будут везатухающими (поскольку нет внутрен­
них сопротивлений), причем внутреннее усилие меняется от зна­
чения, определяемого точкой 7 в. до определяемого точкой 5в, 
скорость грани А меняется от значения 

р 
(20) 'V = ---=,-------

(1) 

-gas(2n + 1) 

4L до значения (- v). Период колебаний равняется 2!'-=а . Точка 
7 в соответствует возрастанию усилия до значения 

р kP= 2n+ 1 , (21) 

откуда 
1 k=-2n+ 1 (22) 

Возрастание усилия при, например, n=4, т. е. при Т = 9р. 1 
не превышает 9, т. е. составляет около 10%. Если мы исполь-
зуем для примера тот же шатун, что и в предыдущем случае, 

1 
время Т окажется равным 1000 сек., т. е. также очень коротким. 

Увеличение напряжения в результате приложения усилия на 
коротком отрезке времени таким образом реально, но требует та­
кой быстроты приложения, какая практически редко встречается. 

В случае n=O, т. е. k=1 усилие может возрасти на 100%, что 
известно инженерам и чего последние опасаются; однако такой 
случай практически никогда не встречается. 

Это замечание относится, очевидно, только к рассматриваемому 
случаю сжатия или растяжения стержня. В случае изгиба дефор­
мация будет значительнее, а периоды колебаний более продолжи-
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телЬIНыми.  Но такж е и здесь удво ен н ое з н а ч ение уеили я м ож ет 
быть получен о лишь при  ус.1ови ; 1 ,  ч то вр е мя п рл.пожен и я  сиJIЫ 
будет меньше л.а.тiу,п ер и од а с а б ове н н ых колеб а ни й ,  т .  е. время 
долж1Н0 ,быть та:кже очень кр а тки �r .  

в )  Собственные колебания стержня. 
Возвратимся к фиг. 97, а и предположим .  что сила, которая 

была приложена в момент времени нуль к грани А, снимается в мо­
мент времени 2. Соответ·ственная точка в таком случае будет Шl . 
оси абсцисс в точке 2А ' '  определяя скорость, противоположную 
предшествующей по направлению и удвоенную по величине. 

При возвращении наблюдателя в сечение В соответственная 
точка Зв должна находиться на прямой 2�N�, и, определится 
значением скорости, равным нулю, чему будет соответствовать 
сжатию стержня усилием 2Р. 

Прибывая в момент времени 4 в сечение А, где усилие рав­
няется нулю, наблюдатель констатирует соответственную точку 
4� . которой определяется скорость, вдвое большая по сравнению 
с той , которая создается силой Р. 

С этого момента времени цикл возобновляется бесконечно 
4 L  в интервале времени а ,  являющемся периодом собственных 

колебаний стержня. 
Это время колебаний найдено уже в абзацах а и 6. Амплитуда 

колебаний меняется в зависимости от длительности времени пря­
ложенин силы, но интересно отметить, что если силу Р снять в мо­
мент времени f..t, то значение амплитуды удваивается по сравнению 
с тем, какое она имеет при сохранении этой силы. 

§ 67(82). Продольный удар по концу стержня, жестко закреп­
ленного другим концом. На грань А стержня АВ (фиг. 98) падает 
тело М со скоростью v. Если тело М падает вер'Dикально и стер­
жень также расположен вертикально, дальнейшее изложение спра­
ведливо ,  если пренебрегается весом падающего тела Q =Mg, если 
же предполагать движение тела М и положение ,стержня горизон­
талЬ'ными, то привод!имые построения являются совершенно стро­
гими. 

Для наблюдателя, который прибывает из сечения В в А,. 
в момент удара соответственная точка будет расположена на. 

прямой, имеющей у г л о вой коэффициент tg 1 = � as и проходя-g 
щей через начало координат (так как сила и скорость при вы­
бытии наблюдателя из сечения В равны нулю). В момент удара 
скорость грани А равняется скорости v0 падающего тела и со­
ответственной точкой будет ОА с абсциссой V0 и ординатой Р0, 
равной силе удара. 

В дальнейшем необходимо будет учитывать инерцию 
тела М. Мы будем делать это, определяя последовательные 
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режимы разделенные между собой интервалами времени j, доста. 
точно малыми, чтобы можно было полагать изменение силы внутри 
этих интервалов, nроисходящим по линейному закону. 

Пусть Pt - сила , приложеиная к телу М в момент времени t 
и Р<t +Л - сила , ожидаемая в момент времени (t + } ) .  Приравни -

с 

Фиг. 98. 

вая импульс силы за интервал времени j, измеряемый произве­
дением величины этого интервала на осредненное значение 
-силы , изменению количества движения,  получим 

и далее 

Pt +;и+ л · j = !!. (Mv) = M!!.v (23) 

(24) 

что приводит к следующему правилу: 
если известен режим P{Ot для момента времени t (известна 

соответственная точка t на фиг .  99 ) ,  то режиму в момент вре-
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мен и t + j б у дет соответствовать точк а на прямой t' R, имеющей 
угловой коэффициент 

( 25) 

и проходящей через точку t' , симметричн ую точке t относительно 
оси абсцисс. На фиг . 99 показано постро ение для рассматривае ­
мого нами  случая,  когда сила Р являетс я  замедляющей и ско ­
рость v убывающей . Прямая t' R может быть получена также, 
если построить прямую td, имеющую угло- R вой коэффициент tg � .  что дает точку d 
(также на прямой t'R) . Этот способ более 
удобен и он применен при построениях на  Р 
фиг.  99 . Отметим , что такое построение  
идентично получаемому в случае  упругого 
стержня ,  вдоль которого условн о пере­
мещался бы наблюдатель со с коростью 
2 � =-j. Смысл такой аналогии был пояс­а 
нен в первой части настоящей к ниги. 

Н азначим времяj равным векоторой доле 
2L . 1.1. величины r-= с; ,  например ,; = 5 и, при-

няв за единицу измерения 
2L а- = 10 единицам .  

j 2" ' получим 

о 

---Jt - -

Фиг. 99. 

Для наблюдателей ,  выбывающих из сечения В в моменты 
L . 

времени меньшие а = 5 , прямая под углом 1 проходит через 
начало координат, поскольку до названного момента времени 
сила в сечении В остается равной нулю.  Поэтому все соответ­
ственные точки от ОА до 10А будут расположены на ·этой пря­
мой.  Они могут быть найдены построением, аналогичным по­
казанному на  фиг. 99 и дадут на  фиг. 98 ломаную линию 
ОА 1с 2А Зс 4А 5с 6А 7с 8А 9с 10А. Наблюдатель же, выбыв-
ший из  сечения А в момент времени � = 5 , отметит соответ­
ственную точку на прямой, прох�дящей через точку ОА' и имеющей 

угловой коэффициент tg  1 = - ; as и на  оси ординат (так как 
скорость равна нулю) ,  чем определяется точка 5в. По возвра­
щении наблюдателя в сечение А соответственная точка должна 
находиться на  прямой ,  прохо�яiцей через точку 5в и имеющей 

угловой коэффициент tg 1 = +� as. Но в момент времени 1 0  g 
скорость определяется , как мы видели,  абсциссой точки 10А и ,  
следовательно, соответственной точкой внезапно станет 10�,  на­
ходящаяся на одной вертикали с точкой 10А. 
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В момент времени 1 0, т .  е .  в конце первого движения волны 
в прямом и обратном направлениях ,  усилие внезапно увеличи­
вается втрое по сравнению с возникшим в момент удара 
в точке ОА. 

От момента времени 1 0  до 1 2  наличие массы М обусловли­
вает положение соответственной точки на прямой,  полученной 
при построении ломаной 1 0� 1 1с 1 2А при том же  угле � .  Для 
наблюдателя же ,  выбывающего из сечения А в момент вре­
мени 2, когда соответственной точкой здесь была 2А, перемещение 
в прямо м и обратном направлениях дает ломаную линию 2А 7 в 
1 2А, вычерчиваемую под углами 1 ·  Искомая точка 1 2А является 
местом пересечения прямых построенных таким образом ; в том 
же  порядке находя:г точки 1 4А 1 6А 1 8А 20А на прямых ,  отмечае­
мых наблюдателями, выбывающими из сечения А в моменты 
времени 4, 6 ,  8 ,  1 0. Но в момент времени 20, т. е. в конце вто­
рого периода , равного !J- ,  снова имеет место резкое увеличение 
усилия 20А 20� . равное увеличению 1 0А 1 0�. 

Продолжая построение, можно видеть, что усилие переходит че­
рез максимум при одновременном уменьшении скорости до нуля, 
затем усилие уменьшается в то время, как скорость принимает об­
р атное н аправление, что означает, что масса, отталкиваемая 
гр анью А, движется в обратном направлении. Момент, когда уси ­
лие становится отрицательным,  означает, поскольку между телом 
и гранью А не может существовать растягивающее усилие, что 
тело отделяется от стержня , в то время, как последний продол­
жает совершать колебания. 

П р  и м е ч а н и е. Нами найдены выражения для угла r 

и для угла  � 

- v-(J) (J) 
tg 1 = - as = - Es g g (26 ) 

2L причем j является п-ой долей интервала времени tJ- = а ,  т .  е .  
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/ =  2L = 2L 

па у' g n -=- Е  
u> 

С другой стороны ,  �ели Q - вес тела М, то Q = Mg, откуда 

Qn · у� Е 
tg � = ----.-­

gL (27 )  



Решая (25) и (27)  совместно, можно получить 

Q QпV !!. Е tg l"' __ ro Qn Qn 
tg т --v "IO = rosL = а • 

g EsLg 

rде О - вес стержня .  

( 28) 

Таким образом , при одном и том же  значении отношения 
� построения всегда будут давать подобные фигуры (так как 
углы � и  1 будут находиться в постоянном соотношении ) и явление 
удара тела о стержень будет протекать подобно во времени. 

Буссинеск и Сен -В ен ан , изучавшие явление удара  аналитиче­
ски 1, отметили этот з акон подобия и указ али , что сила превра­
щается в нуль, т. е. удар прекращается в конце отрезка време&и 

2L Q t = 2 X --a при 0 = 1 ,728, 

2L Q t = 3 X --a при 0 = 4, 15 1 ,  

t =  4 Х 2; при � = 7,35".  

Построения на фиг .  98 сделаны как раз  при соотношении 
Q/0 = 7 ,35 . В этом случае времени 4 Х 2Lja будет соответство­
вать число 40 единиц, и ,  действительно ,  мы видим,  что точка 40А 
находится на оси абсцисс ( что означает, что усилие равно нулю) .  
Но как в конце каждого периода f!. здесь также происходит 
внезапное увеличение силы на величину 40А 40� и, вопреки 
предположению Буссинеск,  процесс удара продолжается . И только 
:между моментами времени 42 и 44 сила снова приходит к нулю,  
но  на этот раз с тем , чтобы сделаться затем отрицательной, что 
и означает действительное окончание удара . 

Т аким обр азом, расчет Буссинеока ЯJвляе'Гся доказательс11вом 
точности графиче·С'кого метода , поскольку точ1ка 40А н а ходится н а  
оси абсцисс. Этот р ез ультат з а м е ч ател ен т а кж е  в том о тiНош е нии, 
что 'Гочка 40 А определяется после построения пр едшествующих ей 
60 точек для сеч е н и й  А ,  В и С; это показывает, что при ,графиче­
ском методе не пр·оисходит нако,пл ения ошИJбок . 

1 Сы.  • Theorie de П�1asticite des corps solides " Клебша в переводе 
Сен-Венана и Флаыана . Записка Сен-Венана, стр. 480, 1 883 . • Application des potentie1s а 1'etude de l 'eqilibre et du mouvement des 
solides e1astiques • de Boussinesq, рр. 507 et suivantes 1 885. 
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С другой же стороны интересно отмет.ить, что при построении 
чертежа нельзя полагать 01ко.нчание удара ·В момент 40, каiК эго 
предпол ожил Буссинеск, так как построения в этот момент еще 
не заканчиваются. 

Г-н )Кугэ, член Института, которому мы обязаны этим сравне­
нием расчета с графиком, продолжил расчеты Буссинеска и коп. 
статировал, что ур авнения последнего приводят к тем же резуль. 
татам, какие получаются графЕ.ческим методом . Помимо того, он 

Фиг. 100. 

подтвердил максимальное значение отрицат�льной скорости, вели· 
чина  ко·юрой,  опреа:еленная с чертежа,  составляет 0,938 v0 и н.аiШе.п, 
что это трехзначное число точно при р азмерах чертежа порядка 
всего 250 мм ; это з аключение еще раз подтверждает точность гра­
фического метода. 

Были сделаны построения также для случаев
. 
g = 4, 15 1  и 

g = 1 , 728, приведя к тем же результатам ,  а именно к выводу, 
что усилие является нулевым в конце отрезков времени 3!1 и 2f1, 
но что окончание удара имеет место через более продолжитель­
ю,тй  срок и , подтвердив величину значений отрицательной ско­
рости { � 0,96v0 ) и ( - 0,935v0 ) .  

И з этих  трРх  постр·оений 1 мож1но извлечь несколыю важных 
замечаний :  для одного и то·го же ·стержня G с-ила в М<С)Iмент начала 

1 Uни прив:-ден ы  в докл зд:-, пред<�тавленно м Жугэ (М. Jouguet), Академии 
наук 1 а вгуста 1 , ·< s, и в обзоре . iv1 ·ханика•  в Sciences et Industrie за 
ноя брь - декабрь i 1 38, откуда и заимствована  фиг. 93.  
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удар а  одинакоiВа независимо от величины ударяющей м ас,сы; м а­
кс.им.альное зн ачение удара возр астает с увеличением м ассы М, но 
значителыно медленнее воз,растания последней . 

Так при g = 1 ,728, максимальная сила удара в 2 ,4 раза больше 

силы в момент удара ;  при g = 4 , 1 5 1 в 3,04 раза и при 

g = 7 ,35 в 3,77 раза . 
Скорость отделения ударяющего тела тем более близка к ско­

рости п адения, чем больше м асса ударяющего тел а ;  если исчис­
лить величину, сохранившейся в стержне энергии, то она будет 
почти одинаковой во всех трех случаях ; доказ ательство того яв­
ляется ли эта энергия строго постоянной остается н а  долю экспе­
римента, так  как степень приближения при гр афических построе­
ниях не  позволяет это утверждать. 

С л у ч а й , к о г д а н е л ь  з я п р  е н е б р е г  а т ь в е с о м Q 
т е л а М .  В этом случае сила , приложеиная к телу М, уже не 
будет упругой силой Рв стержня, но всегда уменьшенной на  
вес Q.  Отсюда следует построение на фиг .  1 00, где ломаная 
линия ,  образуемая с помощью угла � .  определяет на прямой ММ 
ординаты , соответствующие абсциссе Q. В этом . заключается 
единственная разница с построениями на фиг. 98. 

§ 68 (85) .  Спиральная пружина, подверженная действию про­
дольной силы. Легко представить себе, что спир альная пружина 
nодчиняется тем же з аконам , что и металлический стержень; так 
же, как и у стержня, ее м асса распределена р авномерно по длине, 
и она имеет вдоль всего тела один аковую упругость. Ан алогично 
и изменение состояния,  в озникшее в каком-нибудь сечении п ру­
жимы, распростр анится с постоянной скоростью, оставаясь неиз­
менным;  поэтому можно было 'бы сделать выводы о законах р ас­
пространения волн в пружине, просто используя аналогию со 
стержнем, однако непосредственное ознакомление с конкретными 
явлениями займет не больше времени. 

Получим сначала з акон р аспростр анения волны в пружине. 
Пусть Р0 - iНачальiюе продольное усилие в пружине 1И С0 - СIКО­
рость началЫiоrо движения, одинаtкооая !дЛЯ каж.доГiо витка сnи­
рали. 

Если у конца пружины Х в силу каких-либо причин прило­
жеиная к ней сила изменит величину от Р0 до Р0 + Р' ,  то одно­
временно здесь изменится и скорость от значения С0 до С1; это 
изменение состояния распространяется вдоль пружины с пеко ­
торой скоростью а. Если изменение возникло в момент времени t, 
например, в сечении А (фиг. 1 01 ) , то через одну секунду оно бу ­
дет обнаружено в сечении В на расстоянии а метров от А .  В те ­
чение  этой секунды в каждом витке спирали на длине пружины а 
произойдет изменение скорости С0 на С1 • Ес.lИ т - линейна я 
масса пружины ,  то масса в пределах участка между сечениями 
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А и':" В будет та; изменение количества движения этой массь1 
в одну секунду равняется 

та (С1 - С0) . 
Результирующая сила ,  приложеиная к участку а пружины, 

равняется сумме сил + Р, приложенной в сечении В, и [- (Р0 + 

i---- . _ _ __ _.:. _ _ _  L - - -- - --t - - -
)( 
· ь.  .... .... ..... 

i , -�t-
Ро+Р,( 
J\ 

- - - ' 

D 

с f """""" � ""' """ "" ""' "" '"' ""' ""' ""' "" "" 
1"" ""1 �  - j - - а С о 1� r- о 

'IJ +P'+pн 
U LJ U U  - - - - "" - -· ... · - ..... ....... _ ,  

Фиг. 1 01. 
+ Р' ) ] , приложенной в сечении А, т . е . Р'. Поэтому теорема 
количества движения напишется в виде 

та (С1 - С0) = - Р'.  ( 1 ) 

Если в силу какой -то причины в конце У пружины усилие 
изменится от значения (Р0 + Р' ) до [ (Р0 + Р' ) + Р"] , и скорость 
С1 перейдет в С, получим 

и после сложения 

кроме того, имеем 

ma (C - C1 ) = P" (2) 

та (С - С0) = Р" - Р' ;  (3) 

Р - Р0 = Р" + Р' . (4) 
Таковы общие выражения для продольной силы Р и скоро ­

сти С в некотором сечении пружины , обусловливаемых измене­
ниями усилий ( волнами) Р' и Р". Найдем скорость а распростра­
нения этих волн . 

Во время прохождения волн Р' от сечения А до В сечение А 
обладает скоростью С1 , а сечение В - скоростью С0,  в резуль­
тате чего длина пружины сокращается на С0 - С1 • Это сокраще­
ние должно быть равно сокращению, соответствующему увели­
чению напряжения Р '  пружины . Ес.1и К увеличение усилия ,  
н еобходимое для сокращения общей длины L пружины на еди-
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иицу , то укорочение на длину а под действием усилия Р' будет 
равно 

С учетом ур авнения 

откуда 

Р '  а к Х т = Со - Сl . 

( 1) '  получим 
mdJ. 

К.L = 1 , 

-v KL а =  -
т 

(5 ) 

(б) 

(7 )  

или, вводя массу пружины 
(8) M = mL, 

окончательно получим 

a = LV� . (9) 

Рассмотрим теперь (фиг. 1 02, а) пружину длиной L при не­
установившемся режиме, характеризуемом для некоторого мо­
мента времени i ,  и некоторого сечения J значениями Р; , Р; волн , 
встречающихся в этом сечении в названный момент времени, и 
величинами результирующих Pt, Ct напряжения и скорости , пред­
полагая последние известными. 

Напишем общее уравнение сначала для сечения J и момента 
времени i , 

та (Ct - С0) = Р; - Р; '  

Pt - Po = P; + Р; .  

( 10) 

( 1 1 )  

Затем напишем и х  для наблюдателя ,  перемещающегося сле­
дом за волной Р; со скоростью распространения волны а в на-
правлении,  противоположном скорости С. Эта волна сохраняет 
свою величину Р; постоянной ;  на пути распространения будут 
встречены другие волны Р", в результате чего возникнут ре­
зультирующие величины Р и С, характеризующие режим в се­
чениях ( в  рассматриваемом случае это сжатие и скорость )  прохо ­
димых наблюдателем, в соответствии с уравнениями 

та (С - С0) = Р'' - Р; , _ ( 1 2 )  

Р - Р0 = Р" + Р: . . � ( 1 3) 
Напишем аналогичные уравнения также для наблюдателя ,  

следующего за  волной Р; в направлении,  противоположном пре­
дыдущему; это будут 

та (С - С0) = Р; - Р', ( 1 4) 

Р - Р0 = Р; + Р' . ( 1 5) 
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Решая совместно уравнения ( 1 0) - ( 1 2 )  и ( 1 1 ) - ( 1 3) и прирав. 
нивая результаты, получим 

та (Ci - С) =  Pi · - Р, ( 1 6) 
з а тем проделаем то же самое с уравнениями ( 1 0 ) - ( 1 4 )  и ( 1 5) ­
( 1 1 ) ,  в результате чего получим 

та (Сi - С) = Р - Pt . ( 1 7 ) 
Уравнениям ( 1 6) и ( 1 7) соответствуют в плоскости Р и с 

прямые (фиг. 1 02 ,  б) , которые проходят через то чку i1 с коор-

р 

с 

J 

tgj= .;;;гк 

Р. 1 

5) 
Фиг. 1 02. 

динатами PiCz , имея угловым коэффициентом tg 1 · та для 
наблюдателя ,  который перемещается в направлении, противопо­
ложном скорости С и tg 1 = ( - та) для наблюдателя, движуще­
гося в направлении этой скорости . Это та жа зависимость ,  кото­
рая была установлена ранее для стержней , но  значение  угло­
вых коэффициентов определяется теперь константами , характе­
ризующими пружину . Заменив величину а ее выражением (9 )  
и т выражением ( 8) ,  найдем 
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Все решения ,  полученные р анее для стержней, применимы та· 
ким обр азом также к пружинам ,  изменяется только угловой коэф -· 
фициент tg 1 .  

Период колебаний пружины,  как и для стержня,  будет равным 

� или , в соответствии с ур авнением (9) , р авным 4 � . 
Например, период колебаний для пруживы весом 0,98 1 кг, от· 

носительвое удлинение которой под действием силы в 1 кг состав· 
ляет 0, 1 0  м, р авняется 

4 1 =0,4 сек . 
v 0,98 1 

9,81 х o.r 

С у щ е с т в е н н о е з а м е ч а н и е. Изложенная теория яв­
ляется строгой только в случ ае неэначительных деформаций пру­
живы сравнительно с ее длиной L, при каком условии линейная 
масса т могл а  быть принята постоянной. Она остается пр актиче-u ф u 1 
ски достаточно тrnчнои для де орм ации до р авных порядка 10 длины. 
При строгом подходе нужно иметь в виду, что линейная масса и.  
как следствие, скорость р аспространения волны а меняется в за­
висимости от усилия  Р. 

� 69 (86 ) .  Собственные колебания массы, подвешенной на пру­
жине. Рассмотри м  случай (фиг. 1 03, а) , когда м асса М' веса 
Q = M'g подвешена к пружине, подверженной, кроме  того, ра.стя­
жению силой Р. П)'lсть 1в момент времени нуль •сила Р внеза1пно 
сни;мается . 

Пусть 00' на  фиг. 1 03, б вес Q и О'А сила Р, тогда усилие ,  
растягивающее пружину, будет Р = ОА . В момент снятия силы Р 
пружива окажется как бы под действием силы Р, уменьшенной: 
на величину Q,  что сообщит пружине скорость,  направленную 
вверх . Проследим за возникающим при этом движением массы М .  

L Примем з а  е д и н и ц у в р е м е н и  величину 't=a • где 

a=L V � , что дает 
м 't=к · ( 1 )  

где М - масса пружины и К= � ,  если Р0 - сила , соответ­
ствущщая относительному удлинению пружины Л0 • 

Для на9людателя ,  выбыв.ающеrо из сечения С в момент вре­
мени + 1 ,  соответственная точка режима  в сечении В, куда он при­
будет в момент времени 2, будет р асположена на прямой АN2, про­
ходящей через 'I'ОЧ'� А - сооmеrетвенную точку (определяемую 
тем, что с и л а  равняется F, а скорость равняется нулю) режима 
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;з концевом сечен ии С в момент выбытия н аблюдателя . Угловы� 
к оэффициентом прямой AN2 является 

tg т = + -.f  МК , (2 )  
лоскольку наблюдатель перемещается в направлении, противопо­
.,•южном н аправлению укорочения пружины, р ассматриваемому, 

/) 
а) 

.... 
1 
1 
1 
1 
1 

oJ 
А 

tJ) 
Фиг. 103. 

-как положительное, в силу чего и ско.рость, н апр авленная вверх, 
откладыва·ется на  фиг. 1 03, б вправо от начал.а координат. 

Ранее (в § 67) было найдено выр ажение (24 ) , которое м ы  вос­
производим 

М' p<t+  J> = -Ре + 1 .:\ V (3) 

2 
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и которое прочитывается следующим образом : если известна 
сил а  Pt, действующая на массу М' в момент времени t и если 
j - интервал времени, достаточно малый,  чтобы изменение силы 
во времени можно было рассматривать как линейное ,  то зави­
симость между силой P(t+j) в момент времени ( t  + j) и увеличе­
нием !1 V скорости представляется прямой линией, проходящей 
через точку с ординатой ( - Pt) ,  симметричную относительно 
оси абсцисс соответственной точке для момента t, причем угловой 

коэффициент этой прямой равен tg � =М' 1 � • 
В рассматриваемом случае время j = 21: = V � , откуда 

(4) 

Применим уравнение (З )  сначала в интервале времени от 
t = О до (t + j) равном 21:. В соответствии с гипотезой сила Pt 
в момент в ремени О равна Р О'А и отрицательна ( поскольку 
она направлена вверх ) .  Поэтому уравнению (З ) соответствует 
прямая A'R2 , проходящая через точку А', симметричную точке А 
(относительно прямой Х' Х') и имеющая у г л о вой коэффициент 

- tg � = М' V � . Эта прямая может быть получена также 
путем построения прямой AR;, имеющей угловой коэффициент 
+ tg � . Упомянутая прямая дает точку lA на прямой Х' Х', через 
IЮторую проходит также прямая А'  R2• 

Искомая соответственнаЯ точка режима для сечения В в мо­
мент времени 2 находится на пересечении прямых 1А R2 и AN2• Абсцисса этой точ ки определяет возникшую восходящую ско ­
рость, ее  ордината по отношению к ХХ - силу растяжения пру­
жины, а по отношению Х' Х' силу, приложеиную к массе М' . 

. В теч.ение следующего интервала времени 2-с , возвращению 
наблюдателя в сечение С соответствует прямая 28 Зс. имеющая 
угловой коэффициент (- tg 1 ) .  Режим в сечении С, г де с корость 
равна нулю, представлен точкой Зс . Возвращение наблюдателя 
в сечение В получает отражение в виде прямой Зс N, , имеющей 
угловой коэффициент + tg 1· Для массы М' уравнение (З) дает 
прямую, проходящую через точку, симметричную 2в по отно­
шению к Х' Х' и имеющую угловой коэффициент ( - tg � ) .  Ее 
находят, строя сначала прямую 28 ЗА, а затем прямую ЗА R4 • 

На пересечении прямых Зс N4 и ЗА R4 находится соответствен ­
ная точка 4в для сечения В в момент времени 4 .  

Дальнейшие построения продолжаются а налогичным обр азом . 
Из них можно видеть, что между моментами времени 1 4  и 1 6  
скорость переходит через м аксимум , а си.'l а ,  п р иложеиная 
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к м а ссе М', исчез ает , поскольку н атяжение пружины становится 
р а вным в есу Q. З атем скорость уменьшается, пружина сжимается 
и между моментами времени 30 и 32 усилие сжатия становится 
р авным (Р - Q) , поскольку сила, приложеин ая к массе М', стана. 
вится по  величине р авной первоначальной,  но с обратным знаком. 

Дальнейшие построения  привели бы к возникновению скорости, 
напр авленной вниз,  причем ее м аксимум точно соответствовал бы 
м а ксимуму при движении  вверх, з атем к нулевой скорости при 
значении силы ,  равной P + Q, точно совпадающем с сумм арной 
первоначальной си.rюй,  приложенной к массе М', и явление возоб­
новилось бы в уже описанной последовательности .  

Таким образом выявляются периодические  колебания,  при ко­
торых усилие в пружине меняется от Р + Q до - ( Р - Q) .  Этот 
хорошо известный результат достигается быстрее алгебр аическим 
путем,  так как он относится к категории простых •случаев. По этой 
же причИiне .из построений легiю получают•ся выводы, даваемые 
ri-щже (со\Впадающие естеlет\Ве•нно с получаемыми анал.и·тическим 
путем )  в примеча.ниях.  

П р и м е ч  а н и е 1 .  Так, можно по казать , что точ ки 2в 4в 6в 8в 
и та к  далее располагаются точно на  эллипсе и что отношение 
полуоси Vm ( максимальная скорость ) к полуоси Р равно 

(5) 

т ф 1 03 б что ctg � ___ 1_ И Vpm __ а к  для иг . , можно установить , тg 1 4 
1 

= т ·  
Но значения tg � из уравнения (4)  и tg 1 из уравнения 

(2) дают 
Vm 1 

[Г= -{М'К .  
( 6 )  

Если обозначить через J.. удлинение пружины, соответствующее 
усилию Р, то по определению величины К получим 

р 
К = т ·  (7) 

Возводя уравнение (6)  в квадр ат и подставляя выр ажение 
Д.ТI Я  К, получим 

(8 )  

Это уравнение указыв ает на  р авенство живой силы м ассы М' 
(в мrомент, когда С'коро•сть р.аrвна  м аксимальной) работе на переме­

щении ').. силы, меняющейся линейно от Р до нуля , при среднем 
р 

значении 2. Таки м обр азом, уравнение (6 ) , получ аемое из чер-
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тежа, может быть получеfiо также из уравнения (8) , которое мо­
жет быть написано сразу как теорема живой силы . 

П ,р 1и м е ч  а н и е 1 1 .  Следует отметить, что значения tg углов 
касательных fЗ и т. сним а емых с чертежа,  численно совпадают 
с выражениями (4) и (2)  только в том случае,  если скорость и 
усил ия откладываются в одинаковом масштабе.  Но это необя-
3ательно и даже не всегда рекомендуется , так как ч асто возни­
кает необходимость прибегать к р азным м асштаба м . 

Если ер и ev выражают на чертеже значения единицы усилия 
4 единицы скорости и если м ы  в отличие QT углов � и 1·  
найденн ых посредством уравнений (4;) и ( 2 ) , обозначим отсчи­
та нные на чертеже углы ка к �е и le • то получим 

е 
tg �e = tg � � , ( 9 )  

ev 
е 

tO' r  -- 1g r __E_  ( 10) ь е -
ev . 

Бели угол 1 ( фиг. 1 03, б) •р авен Т - �. соответственные 

точки будут расположены н а  окружности . Поскольку при построе­
ниях величины углов зависят от масштаба,  всегда можно избр ать 
последний с таким р асчетом,  чтобы получить окружность. Напри­
мер ,  удваивая длину, представляющую единицу скорости н а 
фиг. 1 03, б, можно получить фиг. 1 03, в, где точки р асположены 
на окружности. Для этого достаточно, чтобы имело место условие 

ctg �е = 1 
tg "(e ' 

т. е. с учетом уравнений (9 )  и ( 1 0)  

ev 
ctg � e  ( )2 ---=Р- = cig � ev = 1 ер tg "( ер ' 
tg j -ev 

откуда 

( 1 1 ) 

( 1 2) 

Таковы условия для получения при построениях окружности 
( фиг .  1 03,  в ) . Эта окружность обладает тем свойством,  что 
следующие друг за другом дуги Ов 2в 2в 4в 4в 6в равны между 
собой,  а так как каждая дуга · соответствует одному и тому же  

L интервалу времени 2 а , то общее время ддя прохождения 
о кружности равно 

т 2� L = -0 ')  Х 2 - . ( 1 3) в -в а 
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Ов?в 
Кроме того ,  дуга -2- совпадает с ctg �е · так ка к величина 

; - �е по предположению - маленька я .  Отсюда 

ev Ов 2в = 2 ctg �e = 2 ctg � -
eP 

или с учетом уравнения ( 1 2) 

Oв2в = 2 Jfctg � tg 1 · 
Подставив это выр ажение в ур авнение ( 1 3) , получим 

т = 21t х .!:_ 
Ycos � tg 1 а ' 

откуда, учитывая уравнения (4 ) , (2) и ( 1 ) , 

T = 21t V �' ' 

( 14) 

( 1 5 ) 

что является временем колебаний системы "масса М' - пружина " .  
П р  и м е ч а н  и е Ш .  Число п еремещений  в двух направлениях 

т 
за период времени Т колебания равняется n = -L- ,  или , после 

2 а  
L 

замены а его значением из уравнения ( 1 )  и Т - значением из 

уравнения ( 1 5 )  
1 / М ' n = 1t v м · ( 1 6 )  

Таково число зигзагов ломаной линии, образующей эллипс. 

Соотношение � '  между подвешенной м ассой и м ассой пру­

живы может быть значительным, что даст очень м аленький угол i 
и лом аную линию с большим количеством сторон. Но уравне­
ние (5) показыв ает, что точки н аходятся на  одном •и том же эл­

липсе, если ctg � меняется , так же как и tg  т. С целью сокр аще­
ния  количеств а сторон ломаной линии можно поэтому назначить 
произвольно большую величину tg 1, т. е . для скорости а про из· 
вольно меньшую величину и изменять ctg � в том же соотноше­
нии;  ооответс11венные ТОЧIКИ .будут .находиться при это'м в1сегда на 
одной и той же кривой . 

Это является вполне тqчным только в рассматриваемом слу­
ч а е, когда кривая представляет собой эллипс, но остается пр ак­
тическИ в достаточной мере точным также во всех случаях, когда 
наблюдаемому изменению режима  соответствует большое число 2L 
пробегов а во.тrны.  В этих случаях без опасения можно произ-
вольно уменьшать величину а при условии , чтобы общее число 
пробегов не  оказалось меньше примерно десятка ; конечные ре­
зультаты будут при этом условии достаточно точными. 
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Это упрощение может быть интерпретировано еще и следую 
mим обр азом. Скорость а р аспространения ВОJ1НЫ, будучи отно ­
сительно очень большой, может р ассматриваться как бесконечно 
больш ая.  Поэтому можно прослеживать явление с интервалом 

. 2L 
времени J ,  а не а при условии, что интерв ал достаточно м ал,  

чтобы можно было считать изменения скорости или усилия ли­
нейными во времени. Если V1 является скоростью для пружины 
в момент времени t и Vнj иакомой ск·оростью для момента вре­
мени t + j, то увеличение усил1ия IB момент в,р емени (t + j) будег 
определяться у.р а,внением к[ Vt + 2Vu+л ]j = D.P, 

Vt + Vu+л . где 2 X J  является удлинением пружины в течение 
периода времени j .  Из этого уравнения м ожно получить 

2 v<нJ> = - vt + Kj D.P. ( 1 7 ) ·  

Ур авнению ( 1 7) соответствует прямая,  имеющая угловой ко­
iэффициент 

ta ., - к L z:, t - • )  "- ( 1 8) . 

и проходящая через точку, симметричную относительно оси орди­
нат соответственной точке для момента времени t. 

Для м а ссы М' в уравнении (.3) уже был определен угловой ко­
�Эффициент 

М' 
tg � = т · 

2 
Построен,ия будут идентичны произведенным н а  фиг. 1 03, б; 

только угловые коэффициенты прямых будут определяться из вы­
р ажений ( 1 8 )  и ( 1 9 ) .  

Отметим , что уравн ение  (5 )  вновь приводит, если подставить 

в него выражения ( 1 8 )  и ( 1 9 ) к отношению v;: , найденному 
ран ее  при посредстве уравнения ( 6 ) .  

РАСПРОСТРА Н ЕН И Е П О П ЕР ЕЧН ЫХ ВОЛН В НАТЯ НУТОй СТРУН Е 

§ 70 (89) .  Вывод общих закQнов. Пусть (фиг. 1 04 )  мы имеем 
струну Х У, растягиваемую с.илой Р; начальное оостояние струны 
хар а ктер и зуется поперечной силой То, пер:пендикул я.р ной к силе Р, 
и nоперечной скоростью v0 ;  по условиям равновесия ось струны 
должна совпадать с р ез ульти р ующей сил Р и Т0 •  

Пусть в сечении Х произойдет увеличение перерезающей силы 
н а величину Т'; тогда с:корость v0 превр атится здесь в v 1 и струна 
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п ри мет н ап р а вление р езультирующей сил Р и ( То +  Т') , образун 
с п р ежни м н аправлением угол а'. Пусть этот угол достаточно мал ,  
та к что его та нгенс •можно приравнять синусу. 

Это изменение состояния будет р аспростр аняться в н апр авле­
нии У со скоростью а. Если в некоторый момент времени оно 
имеет место, н апример,  на участке между сечениями А и В, то че­
рез секунду уча-сток изменения состояния будет· находиться 
:между сечениями А' и В' на р асстоянии а от участка А В.  

i--
1 1 р 1 1 f, р 1 \  1 \ 

т, ... т· ' \ 
1 1 

т, ... т.\.r'' \ 
y1"r"-\ \V \ \ ', � t \ \  \ \ 1 \  , , 1 1 ' 1 , 1 1 , 1 , , ' А ' '  1 ' --�+- ---, 

1 1 \ 1 \ 1  
р , 1 _Jj 

Т:.<� Т\ ' 1 в· . г  1 
1 1 1 
1 \  1 , , 1 ' 1 а / ., , ,  1 , ,  1 , 1  1 1 \  1 

' A '" ::: I 
- ' - -� В"' l  

--r  х 

Фиг. 1 04. 

.1( �r,·p J1i' д_ у 
р-�·,�, ==�·\====�1=,.,====�·� 

1il t v. � 
1 v, 

Фиг. 105. 
Таким образом , участку АХ уже будет сообщена поперечная 

СI<Орость - .v1 в то врем я , как на участке В У  еще сохраняется 
.скорость v0• В течение одной секунды скорость изменяется от 
величины v0 до V1 на участке ВВ' длиной а ; такое же измене­
ние б у дет происходить на соответствующем участке в каждую 
последующую секунду, так что в единицу времени изменение 
количества движения в направленИи ,  перпендику лярном оси, 

оказывается равным ( ;  as) ( v1 - v0) ;  эта величина должна быть 

ра вна сумме проекций на то же направление внешних сил, т. е. 
сумме (Т 0 + Т 1 ) - Т 0 , отк у да следует 

( ;  as) (v1 - V0) = Т' .  ( 1 )  

Аналогично, если сила Т", приложеиная в сечении У, приводит 

к изменению скорости от v 1 до v, это изменение будет распростра· 
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ияться от У в напр авлении к Х со скоростью также а. Применеине 
теоремы о количестве движения приводит в этом слу.чае к уравне­
нию ( �  as) (v - v1 ) = - T".  ( 2 )  

Складываq уравнения ( 1 )  и ( 2 ) , получим 

(� as) (v  - v0 ) = (Т' - Т" ) .  ( 3 )  

С другой стороны, конечное усилие Т представляется суммой 
составляющих То, Т' и Т", откуда 

Т0 - Т' = (Т' +  Т") .  (4) 
Ур авнения (3)  и (4 )  являются общими ур авнениями неуста­

новившегося режима ноперечной скорости и перерезывающего 
усилия в н атянутой струне;  эти изменения р ежима  выр ажаются 
волнами Т' и Т", которые распространяются вдоль струны со 
скоростью а. 

Пусть М - неко1орое сечение струны ХУ, т; и т; волны 
(фиг. 1 05) , которые в·стречаются в этом сечении в момент времена 
t, так что режим здесь характеризуется величинами Tt и Vt. При ­
меням уравнения (3 )  и (4 )  сперва  к сечению М в момент времени 
i, затем к случаю перемещения подвижного наблюдателя , следую ­
щего за  волной т; ; рассуждая так же, как в § 58 (73)  примени-
тельно к ур авнениям (5 )  до (12) , найдем 

(5)  

что выражает зависимость между величинами Т и v, отмечаемую 
наблюдателем следующим за волной т; . Этой зависимости соот-

ветствует прямая ANt с угловым Iшэффициентом (- � as) . 
Используя уравнения ( 3 )  и (4)  для сечения М в момент 

времени i и одновременно уравнения, связанные с подвижным 
наблюдателем , следующим за волной т; , найдем 

(Tt - T) = .:::_ as (v1 - v) .  (6) g 
Это - зависимость между величинами Т и v для второго наблю­
дателя , представляющаяся прямой A'N; , симметричной предыду ·· 
щей относительно горизонтальной линии, проходящей через со­
ответственную точку i.u режима · в сечении, из которого наблю­
датель начинает свое  дви»Сение .  

П р  и м е ч  а н и е. Оп ределение знака угла 1 не вызывnет з а ­
труднений , если руководствоваться следующими соображениями. 

Сила т, является перерез ающим  усилием в сечении М, опре­
деляемым , например, как действие отрезка М У сцрава от сече-
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IН'ИЯ МХ на отрезок МХ, ра:аполо.женный ·слев а  от этою сечения. 
Поэтому если ск·орюсть vi С·Оiвпадает по напра�вле,нию с СИJlОЙ Ti и 
если на·блюдатель, перемещающийся из сечения М ,в на1правлении 
к Х, констат:ирует уменьш ение скорости в результ.ате н аличия ле­
вого оr;рез:ка ,  то усилие Ti бущет во.зрастать ( вследствие инертно<:'l'и 
пра1вого отрезка ) и у.гол 1 будет отрицательным (прямая A Ni) .  
Соо11ветственно, если наблюдатель, .перемещаясь от сечения М 
·в направлении У и отметит уменьшенiИе •скорости, обуславливаемое 
наличием учас11ка спра1Ва , - эrо будет означать, что усилие Ti 
уменьшает,ся и угол 1 в таком случае будет положительным (пря­
мая  A 'N'i) .  

§ 7 1  ( 90 ) .  Определение скорости а распространения волны. 
Изменение вел.ичины угл а  а' определяется ·взаимодействием двух 
сил : натяжения стр'уны Р и изменения в велiИчине перерезающей 
силы Т'; отсюда следует, что 

Т' t , _ g a  - --р . (7) 

В течение одной секунды изменение угл а  распространяется на 
длину отрезка ВВ' (фиг. 1 04) , •равного а; ·сечение В за это 
же время сместится н а  величину ( v, - Vo) , достигнув положения 
Ь;  отсюда следует 

t , _ ВЬ _ v1 - Vo 
� а - ВВ - а (8) 

Приравнивая уравнение (7 )  к уравнению (8 )  и заменяя Т' вы­
ражением ( 1 ) , получим 

откуда 

w (Vt - Vo) -g as Р 

( 9) 

Таким образом ,  скорость распространения волны пропорцио­Р 
нальна корню квадратному из величины 8 продольного напря-
жения в струне .  

Приложепия 

§ 72 (91 ) .  Щипковая струна. Рассмотрим случай струны a!J 
постоянного сечения s, натянутой усилием Р (фиг . 1 06, а) и 
смещенной из первоначального среднего положения силой F. 

1 приложенной на 3 длины струны . Эта сила может быть разло-
2 

жена на составляющую Т m t  = 3 Р, представляющую собой попе-
речную силу , приложеиную в сечении m1 к левому отрезку 
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1 
am1 и Т m2 = 3 Р - перерезающее усилие в сечении m 2 ,  прило-
)l{енное к право му участку m2b .  

Начальный режим в сечении m2 определяется (фиг . 1 06 ,  в) 
точкой Om2 с ординатой Т m2 и абсциссой ,  равной  нулю (поскольку 
скорость равняется нулю) и в сечении ml точкой от! ординаты 
Т ml ( отсчитываемой для удобства построений вниз от начала 
координат О) и абсциссы также ну ль . �. 6• 10ь 12ь 16" 
Отрезок Om1 Om2 равняется , таким об- 2"" ,",, ,�.., го,., р � � � '  разом , силе . - '« 3,. 7.. 911 "" t!��. За единицу времени примем время Sc 11, 11. 21. 
пробега волной участка струны am1 = 

Колеоания cmpfl�<bl 
! 1 

- ��о �$--:т.=_=г-_!2:= 
1 б) 

Фиг. 1 06. 

L L , ( g Р = з ,  т .  е . величину 't = За ,  г де а = V ;- · -;- , а за начало отсчетов 

времени - момент, когда сила Р внезапно снимается . 
Для наблюдателя,  выбывающего из сечения а в момент вре­

мени ( - 1  ) , когда режим здесь определяется точкой oml и пои-
бывающего в m1 в мо_м ент врем ени нуль снятия силы Р, зависи­
мость перерезающей силы от скорости v определяется: характе­
ристическоi!_ прямой Om1B, имеющей угловой коэффициент 

tg lml = + � as ( этот к оэффициент положительный ,  так как если 
g 

наблюдате.1ь отм ечает уменьш е�:�ие усилия Т m J • то н еизбежно 
возникает возрастание скорости в направлении,  противоположном 
силе Т, прин ятом при построениях за положительное) . 

Для второго наблюдателя ,  выбывающего из  сечения Ь в мо­
м ент времени ( -2 ) ,  когда режим здесь определяется точкой om2 
и прибывающего в сечение m2 в момент времени нуль , характе­
ристикой б у дет прямая Om2N1 , имеющая углавой коэффициент 
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tg Im2 = - ; as ( в  этом случае угол отрицательный , так как для 
данного наблюдателя скорость v возрастает в противополож ­
ность усилию Т m2 , если последнее уменьшается по  абсолютной  
величине ) . 

В мом ент времени нуль встречи наблюдателей в сечении 
m1 m2 сила F б у дет равна нулю. Этому условию удовлетворяет 
точка пересечения прямых Om1R и Om2N. Из положения этой 
точки,  которую мы можем обозначить как 0�1 и 0�2,  следует, 
что перерезающее усилие в m2 изменило знак в то время , как в 
с ечении m1 знак сохранился . Абсолютная величина перерезаю­
щего усилия определяется ординатой точки 0�1 (0�2) , составляя 

F 
. 

Т0 = 6 ;  абсцисса этой точки определяет скорость для сечения 
' g F m1m2 , равную V0 = �as • 2 

Поскольку прямые Om1R и Om2N симметричны по  отношению 
к горизонтали , проходящей через их точку пересечения (это 
вытекает из равенства между собой углов lm1 и Im2 ) , то они 
окажутся совпадающими с характеристическими прямыми,  кон­
статируемыми наблюдателями ,  возвраща ющимися соответственно 
из m1 в а и из m2 в Ь .  Эти наблюдатели отмечают в сечениях а 
и Ь скорости , равные нулю; поэтому соответственными точками 
режима в данных сечениях будут : 

В СеЧеНИИ а ТОЧКа l a , СОВПадающая С ТОЧКОЙ 0m2 ;  
В сечении Ь ТОЧКа 2ь , СОВПадающая С ТОЧКОЙ Oml · 
Наблюдатель , выбывающий вновь из  сечения а в момент вре-

·мени 1 ,  в момент времени 2 прибывает в сечение m1 , встре-
чая здесь наблюдателя ,  выбывшего из сечения Ь в момент вре­
мени  нуль , для которого характериСтикой еще будет прямая 
Om2N. Так как сила F в сечении m1m2 по-прежнему равна нулю, 
то режим здесь будет определяться точкой 2m1 пересечения 
дву х  характерИСТИЧеСКИХ ПрЯМЫХ,  СОВПадающей С ТОЧКОЙ 0m2 • 

Возвратившись в сечение а ,  куда он  прибудет в момент вре­
мени 3,  первый наблюдатель отметит скорость , равную нулю, 
что дас т соответствен ную точку За, совпадающую с точкой Om2 •  

Вновь выбывая из сечения а в момент времени  3, первый 
наблюдатель достигает сечения m1m2 в момент времени 4 и 
характеристикой для него будет прямая 3aR' (т .  е .  Om2R') . В сечении m1m2 он встретит наблюдателя, выбывшего из сечения 
Ь в момент времени 2, для которого характеристикой будет 
прямая 2 bN' ( т .  е . 0.711N') .  Соответственная точка режима IJ 
сечении m1m2 в момент времени 4 будет находиться в точке 4m1 , 
4m2 пересечения этих  двух прямых , чем определяется скорость , 
равная  по величине первоначальной , н о  с обратным знаком , и 
перерезающая cиJra , равная  первоначальной (для момента нуль) .  
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Продолжение построений не может вызывать з атруднений ;  и х  
результатом будет ромб ,  каждая вершина которого будет соот­
ветственной точкой серии режимов, обозначаемых на чертеже, 
как всегда , цифрой,  которая указывает время,  и буквой ,  которой 
указывается сечение. 

Поскольку участок т2Ь вдвое больше участка nz 1 a 1 ,  то надо 
предположить двух н аблюдателей, перемещающихся н а  участке 
m2b и попеременно встречающихся в сечении т с наблюдателем, 
перемещающимся на участке т1а. Эти два наблюдателя встре­
чаются са ми в сечении с посредине участка m2b , что дает соответ-

Скоросm�> 6 сечвниях т, т1 

Скорость 8 ceveнuu с 

Пврврв3ающев gсилив 6 ceveнuu. тl. 

ПtJpefJ�3aющ ее ycuлutJ 1 6 СС ЧС;/UЦ т1 
,--., ,.., г f " 6 8 10 12 11; - --c:::::J L::J 

Время 

Фиг. 1 07. 

ственные точки режима  для названного сечения ,  также отмечен­
ные на эпюре. 

По данным на фиг. 1 06, в,  можно построить графики зависи ­
м·ости от в1р емени для .акорtО,с'Ги . в  сечениях т1 ,  m2  и с ,  по·ка:з ан.ные 
на  фиг. 1 07. На этой же фигуре  даны также графики перерезаю­
щих усилий в сечениях m 1  и т2 (всегда равных между собой ,  н а 
противопо"1ожных по знаку) ; построение на  фиг. 1 06, б дает воз­
моЖ!ность построить графики пеJJерезающе•го усилия при жела.НiИI{ 
та,кже для сечений а, Ь и с. 

Значения площади графиков скорости определяют путь, про­
ходимый сечениями т1т2 и с .  Нанося эти пути в виде r рафика, 
можно получить для любого момента времени положение точек 
а ,  m 1 m2, с, Ь струны .  На фиг. 1 06 ,  б дана  последовательность по­
ложений оси струны для нескольких моментов времени ;  из этого 
графика можно установить, что пlодолжителыюсть периода ко-

лебаний струны р авняется 6't = � . 
§ 73 (92 ) .  Удар по струне (струна пианино ) . Пусть сечение 

т1 т2 струны аЬ (фиг. 1 08, а)  испытывает в момент в.ремени нуль 
дейсТJвие удара ,  в результате, н а;пример ,  приложени.я силы F 
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в т е ч е н и е  вр е м ени 2-r, где t имеет то же зн ачение, что в .предыду. 
щем случ а е . 

Начальный режим в данном случае характеризуется ра венст­
вом нулю и перерезающей силы и скорости, что дает соответст­
венную точку О, совп адающую с н ачалом координат ( фиг. 1 08, в ) . 
В начале  процесса характеристиками будут : для наблюдателя, 
выбывающего из сечен ия а в момент вр ем е н,и (- 1 )  прямая OR., 
и для наблюдателя , выбывающего из сечения Ь в момен.:'! времени 

ooas ( -2) , прямая ON, имеющая угловые коэффициенты ± g . При 

а т, J:z с 

г. Гn., j j  Tm2 
а) 

Колеоон ин cmp!JHЫ 

fl 

{j) 

ь 

' 

ь 

/ / , / , 
!/"9с 15с , ' ' ' 'li" ', ,, ' ' 
+т, 10"" 16,., 
+..,. ro." �� ... 

Ф и г  1 08. 
8) 

встрече наблюдателей в сечении m1m2 в момент времени нуль они 
констатируют силу F, что даст на упомянутых прямых соответ­
ственные точки Om1 и Om2 , н а  взаимном раастоянии F по верти-

Р 
кали .  Поперечные усилия Т ml и Tm2 в этом случае  р авны -2-
каждая .и имеют одинаковый знак ,  поскольку прямая ON прове­
дена ниже оси аrбоциос rол ыю для придания пост,рю ени ю бал ышей 
·на:rля\дности ; в деiknвительности ж·е ее орд-инаты должны р ас­
см атриваться ,  как имеющие тот же знак , что ординаты прямой 
ОР, если эти прЯ1м ые tн аходятtся в 1противополож:ных квадJ>а.нтах ;  
зн аки были бы ,  наоборот, р азличным и ,  ес.rш бы обе  прямые ока­
з ались в одном и том же квадр анте. 

Во  время обратного перемещения наблюдателя из сечения m 1  
характеристикой будет п р я м а я  Om1 R ' ,  определяющая в сечении а 
в момент времени 1 соответственную точку 1 а  (поскольку здесь 
скорость равна  нулю) , которой определяется перерезывающее 
усилие, равное  F. 

Для того же наблюдателя , проделывающего путь сно ва в 
направлении к сечению m 1 , характеристикой будет прямая  1aR": 
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прибывая в сечение m1 , он встречает здесь второго наблюдателя , 
выбывшего из сечения Ь в момент времени нуль,  и для кото­
рого  характеристикой является прямая ON. Поскольку в этот 
момент времени сила F снимается, соответственная точка 2m1 2mz 
должна находитьс� на пересечении двух названных прямых;  
ее положение указывает на то , что скорость изменила направле-
ние  (т .  е .  знак ) и что величины Т ml и Т т2 теп ерь равны 

� каждая ,  имея разные знаки , поскольку также усилие Т тв 

изменило свой знак .  
Дальнейшее построение не вызывает затруднений .  Соответ­

С11Венные точ,ки для сечений а, m2m 1 ,  Ь, с получены на фиг. 108, в 

Попере чное усилие 6 ceveнu.u m2 

tкорость 8 с е ч е н и и  с Поперечное усvлие 8 се ченuv m1 

Фиг. 1 09. 

до момента !Времени 1 9 . По этим данным построены на фиг. 1 09 
гр афи!Ки зшвиоим,ости от времеци для скоросrrи и для перерезаю­
щей силы в сечени:ях m2 и m 1 •  

Площади кривых на  графиках скорости определяют смещения 
точек m 1 m2 и с, что позволяет построить положения струны 
( фиг. 1 08, б) н а р азные моменты времени. Начиная с момента вре­
мени 2, как это следует из графиков, колебания возобновляются 

с периодичностью, равной 6t = �L . Колебания симметричны отно ­

сительно прямой аЬ,  представляющей среднее положение струны, 
н.а:блю�даемое в М'ОМенты времени 4, 7, 1 0  и т. д. ; о�Iда·ко ма!Ксимум 
амплитуды при этом смещается сначал а слева направо ( моменты 
времени 2 и 3)  под средним положением, а з атем справа  налево 
(в моменты времени 5 и 6) , р асполагаясь при этом выше сред­
него положения ; таким обр азом точка м аксимума совершает кру­
говое движение в направлении,  ·противоположном вр ащению ча ­
совой стрелки из расчета одного поворота пасдедней в течение 
периода. 

С опоставляя фиг. 106, б и 1 08, б, можно отметить интересный 
факт :  независимо от того, испытывает ли струна действие удар а  
или дейстnпе  щипка , п р и  условии, что сида F в об оих едучаях оди ­
накова по величине, частота колеб аний будет одной и той же, и ,  
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следовательно, звук будет одного тона ; одн ако форм а  колебаний 
будет р азличной в результате щипка, чем объясняется р азность 
тембр а , получаемого п ри ударе молотком по струне пианино или 
от щипка . 

§ 74 (93 ) . Удар падающего груза по струне. Рассмотрим слу­
чай ( фиг. 1 1  О) падения лруза массы М на с�руну в точке т 1m2 u u 1 по.следнеи, ·находящеИiся на  расстоянии 3 длины С1'р)'iн ы ;  пусть 

скорость тела М в момент уда;р а  по струне ,р а-вняется v0. 
n 

Первоначальный режим струны определяется соответственной 
точкой, совпа.дающей с начал ом координат О ( фиг. 1 1 1 ) ;  хар акте­
ристикой для наблюдателя ,  выбывающего из сечения а в момент 
вр емени ( - 1 ) ,  является прямая OR, а для н аблюдателя,  выбы­
в ающего из сечения Ь в момент времени (-2) прямая ON, имею­
щие, �ак и в предыдущем случае,  уr.'Iовой коэффициент, р ав-

" oo as 
ныи g '  

Но в момент времени нуль в сечении m1m2 наблюдатели 
констатируют не силу F, а скорость V0 тела М, и расстояние 
по вертикали между соответственными точками oml и om2•  
имеющими абсциссу V0 (фиг .  1 1 1 ) , определяет величину силы 
F0 в момент удара ; перерезающая сила , приложеиная к участку 
am1 в сечении m 1  и приложеи ная к отрезку Ьт2 в сечении m2,  

F. равна 2° каждая , определяясь ординатами точек . 0111 1 и om2· 
Под действием силы F0 м асса М замедлит скорость своего 

движения, р е:зульта"Гом чего будет уменьшение силы реакции F 
струны. Таким образом в конце периода времени l!.t скорость 
уменьшится на f).v, а сила  п ревратится в F,  ( фиг. 1 1 1 ) ,  причем 
э1 и две величины до.'Iжны удовлетворять соотношению 

Fo � F1 �t = MAv , ( 1 0) 

n р едставляющему собой не что иное,  к а к  п р и менение к м а ссе М 
теоремы о количестве движен ия в проекциях н а  ось о рдинат. Ве-
личина  Fo "t F1 в ур а в не н ии ( 1 0) представляет собой осреднен-
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ное зн ачение силы в интервале времени f...t. Это выр ажение будет 
пр акти чески rочно при условии, если to.v достаточно м ало. В ур авнении ( 1 0) величин а  F0 известна ,  Ы - произвольная за ­
данная величина ,  F1 и f...v должны быть определены при постр ое-

в '  "'• 

- v  

1 
J 
! 
1 
J 
1 
J 

Фиг. 1 1 1 . 

1 
1 1 
J 
/ Г,  1 1 + v  

ниях. Это дел ается очень  просто способом , пример которого пред­ставлен на фиг. 112. 
Проведем прямые Om1K и KL под углом к оси абсцисс �. та ­

ким ,  чтобы было 
м 

tg � = -ы 
т ( 1 1 )  
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Прибавим к ординатам прям о й  KL , отсчитыва емым от гори­
зонтальной прямой ,  проходящей через точку om2 • ординатьr 
nрямой Om20; это даст результирующую прямую kS. Последняя 
nересекает характеристическую прямую ooml в искомой точке 
1 m, ,  т. е. расстояние 1 m1 1 m2 =  F1 равно величине  силы в момент 

Фиг. 1 1 2. 

При построениях на фиг. 

времени t:.t и отрезок Om2D = 
= t:.v представляет собой 
уменьш ение  скорости движе­
ния . 

Действительно ,  построение 
дает :  F 1 l m1 1m2 = ED. С дру ­
гой стороны ,  подобные тре­
угольники Om1 Om2 К и EDK 
дают 

t � - � - � - F1 -I- Fo 
g - llv1 - llv0 - llv -1- Av0 

F1 -1- Fo 
Av 

откуда,  учитывая 
( 1 1 ) '  получим 

уравнение 
м 

F1 -I- Fo bl 
Av = -2-

и 

что точно совп адает с уравне­
нием ( 1 0 ) . 

1 1 1  интерв ал в,ремени !1t принят р ав -
l' 

11ым 7, т .  е. 1времени, которое мы принял.и з а едини:цу. Де-
таль чертежа ,  выполненная н а  фиг. 1 1 2, н аходится н а  фиг. 1 1 1 

в обл асти между точками 4�1 и 5m1 ; для всех же других точек 

построена только результирующая прям ая kS, что является есте­
ственным, поскольку угол �' этой прямой с осью абсцисс всегда 
один и тот же и нет необходимости каждый раз  прибегать к по­
строению промежуточной прямой KL. 

Построения для получения ·очерещной сооmве11ст.венной точки 
111роизводятся в следующем порядке : и·схо.дя из посл едней получен­
ной для сечения m1 точки im1 , следует провести прямую, образую­
щую с осью абсцисс угол � ; эта пря м ая дов.одиrея до гор.иэо1нтали, 
проходящей через последнюю точку im2 , полученную для сечения 
m2, з атем ее следует поднять вертикально до характеристической 
пря мой , отмечаеl\юй наблюдателем, который прибывает из сече­
ния Ь в сечение m2 в момент времени i + 1 ,  и провести через точку 
перосечения прямую, образующую с осью абсцисс угол ( -�) ; эта 
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пря.мая пересекает новую хара1ктеристичеС'кую ,пря,мую, отмечаемую 
наблюдателем, при1бывающим в сечение т1 из сечения  а в момент 
времени ( i + 1 ) ,  G J  искомой соотвеvсnвенной ючке ( i + 1 )  т1 и т. д. 

Следуя этому указанию, читатель легко может проследить и 
nонять все построение н а  фиг. 1 1 1 , где соответственные точкР от­
мечены по-прежнему цифрой,  указывающей время ,  и индексом ,  
указывающим сечение существования рассматриваемого режима .  
Из рассмотрения построения следует, что между моментами вре­
мени 7 и 8 груз М отрывается 

�
от ст,руны, причем с·корость 

в момент отрыва ( абсцисса точек 7 ml  7m2 ) меньше перваначаль­
ной :скорости vo падения ,  что объясняется передачей части энер­
гии струне в виде коJiебаний последней. Начиная с этого времени, 
построение может быть продолжено в порядке, описанном для 
предыдущего случая .  

Отметим ,  что точка, разделенные интервалом времени 2't', бу­
дут двойными для сечения т1, а точки,  р азделенные интервалом 
4't', будут двойными для сечения т2, в си.т1у того, что моменты вре­
мени, соответствующие этим интервалам ,  совпадают с приходом 
в сечение т1 и m2 волн, отраженньrх в •сечениях а и Ь. Приход 
волны в сечение т1т2 вызывает здесь резкое изменение силы F 
( как следствие внезапного приложения силы F0 в момент удара ) ; 
так например,  в момент времени 4 в сечении т1т2 сила резко ме-
няется от величины 4m1 4m2 до 4�1 4�2 • 

П р  и м е ч  а н и е . Остановимся подробнее н а  рассматриваемом 
случае,  который характеризуется тем, что граничным условием 
является не заданная функция переменных (F :и v) , а дифферен­
циальное уравнение; дейс1 вительна уравнение ( 1 О) имеет вид 
(если перейти к дифференциалам)  

( 1 2 ) 

Пост1роению на  фиг. 1 1 2, ·В 1процес•се которого .решается это 
уравнение, можно дать физическую интер претацию, очень обJrег­
чающую его применение. 

В самом деле, прямая О ml l(  на фиг. 1 1 2 может быть рассмат­
риваема как характеристическая прямая ,  отмечаемая наблюда­
телем ,  выбывающим из точки тз контакта между телом М и стру­
ной в момент в•ремени нуль ·и движущиМ1ся в 'напр авлении ·к к.ром:ке 

. n тела М, причем ·величИiна ffiasjg для эrого тела р а,вна 2М/М. При­
бывая в сечение n, наблюдатель Iюнст.атирует силу, р авную нулю, 
что .дает точку К той же ординаты, чт.о точка О m2 , соо11ветп,вуюшая 
прекр ащению дейсmия силы F0 . Данная точка мог.Тi а бы быть обо­
значена как 0,5n (соответственная точка для сечения n в момент 
времени 0,5) . Для того же 'наблюдателя, перемещающегося обратно 
в нап•р авлении к TOIЧIKe ·конта1кта тз между телом М и струной, ха ­
ра:ктеристическая прямая си,мметJ)ИЧIН а предыдущей,  проходя через 
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соответственную точку в месте и в момент времени выбытия на ­
блюдателя , чем определяется прямая KL. 

С этого времени в сечении m2m3 будут два н аблюдателя :  один , 
прибывающий из сечения п, отмечает в сечении m3 силу , приложеи ­
ную к телу М, величин а  которой определяется ординатой пряМQЙ 
KL, другой,  прибывающий из сечения Ь, отмечает в сечении т2 
силу, величина которой определяется ординатой прямой oom2• 
Эти силы скл адываются и ,  таким обр азом , для обоих н аблюдате­
лей сила в сечении m2m3 будет р авна сумме ординат двух н азван­
ных пря мых, что дает прямую kS .  

Третий н аблюдатель, который прибывает в 'сечение m1 в мо­
мент времени 1 ,  должен отметить по усJювию р авновесия ту же 
суммарную силу и ту же скорость, как оба предыдущих н а блю­
дателя совместно. Поэтому для последнего наблюдателя характе­
ристикой будет прямая 00m1 • Следовательно, соответственной 
точкой режима в m1m2m3, удовлетворяющей условиям, поставлен­
ным тремя наблюдателями , будет точка 1m1 пересечения прямых 
kS и 00m1 • 

Описанное построение не  является формальным представле­
нием,  приводящим к удачному соответствию, но выр ажением под­
линной реальности . В самом деле в момент удара  одна волна 
действительно возникает в теле М, отражается в сечении n на 
границе тела ,  где сила равн а  нулю,  и вновь возвращается в сече­
ние т3• Для наблюдателя,  который за ней следует, х арактеристи­
ческие прямые имеют такой же вид, как прямые Om1  К и KL, но 
с гор аздо большим угловым коэффициентом и при времени про­
бега значительно меньшем принятой единицы измерения времени 

l'  1 't =--= а .  Пусть это время пробега будет равно, напри мер , 50 " ·  То-
гда точке 1 mi будет соответствовать 50 перемещений наблюдателя 
в обоих н апр авлениях в теле М, чему будет соответствовать •10-
м аная линия с 50-ю сторонами ,  ан алогичными отрезку Kk, постро ­
енная исходя из rочки Om1 • Если 't достаточно м а;·ю, эта лома­
ная линия пракн; чески закончится в той же точке 1m 1 ,  кзк линня 
на фиг. 1 1 1 2 .  

Этим подт.верждаеrся пр а'вильно,сть .постр·оен.ия на фиг. 1 1 2  не 
толь·ко из ге.ометричес.ких :предста'влений, как это было по!каз ано р анее,  но и по существу. 

ВОЛН Ы КРУЧЕН ИЯ В П РЯМОЛИ Н ЕЯ НОМ ЦИЛИ НД Р ИЧЕСКОМ 
СТЕРЖ Н Е 

§ 75 (95) .  Основны·е закономерности. Н а  фиг. 1 1 3  изобр ажен 
цилиндрический стержень ХУ, вращающийся первон ачально с уг .. 
ловой скоростью Qo,  передающий пару сил f.,to.  Если пара  меняет 
в сечении Х свою 1величину до значения f.,too + f.!', то и угло1вая 
.скорость таiКже ·ИЗС\1ен ит1Ся и станет равной Q1• Это -измене­
ние будет распростр аняться в н аправлении к сечению У со скоро­
стью а. На фиг .  1 1 3 это изменение предположено происходящи м 
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ва участке АВ; через одну секунду этот участок переместится 
в А'В' на расстояние АА' = а. Т а1ки м  обр а зом каждую ce­
J<VHдV цилиндр длиной а изменяет угловую скорость от Q0 до Q 1 • в· теЧение каждой секунды момент количества движения цилюJ · 

дра ХУ возрастает н а  величину ( ; а 10) ( Q , -=-Qo) , где /о - по­
лярный момент инерции сечения цилиндр а и со - удельный вес 

Фиг. 1 1 3. 

м атериала цилиндра . Возрастание момента количества движенин 
равняется сумме моментов сил ( JAo + �-t') - �-to =  �-t'; отсюда 

( 1 ) 

В общем случае может им еть м есто та,кже возраста ­
ние н а  величину 1-1-" момента в сечении У, что обусловливает но­
в,ое изменение углоВ'ой С'корооти от Зiначения Q 1 д.о Q. Э11о из!М ене-
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ние р аспростр ан яется от сечения У в н апр авлении к сечению Х 
со скоростью также а, что приводит к условию 

( � alo) (Q - 91 ) = ( Р.о + р.' )- (р.0 + р.' + 11-") = - р." . (2) 

Х· 
+· 

1 
-а )J., - п  

Фиг. 1 1 4. 

р.; и tJo� ,  имеющих 
к сечению У. 

Л ;  /') ·( 
м 

· -&--

Окладыв.ая у;р авненяя ( 1 ) и 
(2) ' получим 

( � alo) (&! - Qo) = 11-' - fl-11• (3 )  

Кроме того, 

11- - 11-о = 11-' + р." . (4) 

Применив уравнения (3 )  и (4 ) , сначала в сечении М в момент 
времени i, а затем к н аблюдателю, следующему за волной J.l.i и 
действуя так же, как в § 58 ( 73 )  в отношении уравнений (5)  до 
( 1 2 ) ,  н айдем в виде 

(5) 

зависи мость, связывающую величины J.L и Q при перем ещении на ­
званного н аблюдателя, выражающуюся прямой iм Ni, имеющей 
угловой коэффициент 

25-l 
tg т = - ..::... а/0 • g (6 ) 



Комбинируя затем уравнения (3)  и (4) , применеиные к сече-
1н1ю М в момент времени i и к перемещению наблюдателя,  кото­
рьiИ сл едует за волной 11; ,  найдем 

(7) 

Это есть зависимость между величинами 11 и 9 при перемеще­
нии второго наблюдателя ; ей соответствует прямая iмN� с угло-

вым коэффициентом + ; а/0 , симметричная  предыдущей по  отно­

шению к горизонтали ,  проходящей через точку iм. 
П р  и м е ч а н и е. Определение зна'Ка угла у 1Не может выз­

вать затруднений, если принять во внимание следующее: момент 
в сечении М можно определить как результат действия пары,  пе­
редаваемой левому отрезку МХ цилиндра его пр авой частью; ве­
личины /-ti и Qi будем считать !Положител:ь;ными, если они имеют 
один аковое н аправление. Поэтому если н аблюдатель, перемещаю­
щийся из сечения М в направлении сечения Х, отмечает умень­
шение угловой скорости как эффект воздействия левого 
отрезка,  он обязательно отметит возр астание п ары,  обусловли­
ваемой правым отрезком вследствие инерции этого отрезка, стре­
мящегося сохранить свою скорость кручения. Угловой коэффици­
ент будет, следовательно, отрицательным ( прямая  ANi) .  Напротив. 
если набJiюдатель, перемещающийся из сечения М в напр авле­
нии У, отмечает понижение скорости под влиянием дей­
ствия правого отрезка, это говорит о том,  что пара , передаваемая 
посреи:r:ством этого отрезка, уменьшилась, без чего ·скор01сть не 
изменилась бы . Угловой коэффициент в данном случае будет 
иметь положительный знак ( прямая А' N/) . 

§ 76 (96) .  Расчет скорости а (распространение волн кручения) .  
Под действием момента �to образующие поверхности цилиндра  со­
ставляют с его осью некоторый yгoJI а0 (фиг. 1 1 3) . Добавочный 
момент 11' увеличит этот угол н а  а', который в соответствии с за­
коном упругости будет равен 

, !L '  R 
а = loO '  (8) 

где G - коэффициент упругости при сдвиге и R -- .радиус цилиндра .  
Но в то время, как волна 11 '  за ·  секунду перемещается из по­

ложения А В  в положение А 'В', точка т сечения А перемещается 
на дугу т'п' относительно сечения А'. Эта дуга соответствует из­
менению угла образующей 'с осью на длине АА 1 = а, т.ак что 

mn' := a rJ.' . 
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в то же в р е м я  относительное смещение окружности А по 01_ 
ношению к окружности А' обусловлив ается р азностыо з н а ­
чени й уrл·овой окорасти Q1-Q0, вследствие чего 

mn' = (&!l - &!o) R. 
Прир авнивая два полученные выражения величины mn', н а й ­

дем 

(9) 

После з амены в этом уравнении величины а. при посредстве 
вы,ражения (8) и величины 11 при ,посредс11ве ура1внения ( 1 ) ,  най­
лем 

о-r куда 

a = V � a .  ( 1 0) 

Применепия 

§ 77(97) . Внезапная разгрузка вала. На фиг. 1 1 5 показан вал 
аЬс, момент инерции которого равняется la на участке 21 и fc на 
учас·11ке l; в статическом состоЯ'нии вал акручен пар а.ми /А.о Прило­
жениями в сечениях а и с; пусть в некоторый момент времени, 
приравниваемый нулю, эти пары внезапно снимаются . 

Соответственная точка начального режима имеет в таком 
случае абсциссой нуль и ординатой величину ll'o·  Характеристи­
ческие прямые, отмечаемые наблюдателями, прибывающими 
в сечения а и с в момент времени  нуль, пройдут через эту 
точку, которая отмечена на чертеже как (- la )  ( l ь ) (ОьН - l ь) 
( -2ь) ;  действительно ,  для сечения а она справедлива в момент 
времени (- 1) , а для сечения Ь в моменты времени (-2) ,  ( - 1 )  

О и l , если единицей изм�рения времени является 't = � . 
Для наблюдателей, перемещающихся из сечения Ь в направ­

лении к сечению с ,  угловым коэффициентом прямых будет 

tg 1с = - � alc ,  а для наблюдателей , перемещающихся из ce­g 
чения Ь в нап_еавлении сечения а, угловой коэффициент прямых 

равен tg 1а = � ala (принимая ,  что для наблюдателя, обращен-
g 

ного лицом к сечению с ,  угловая скорость положите.'lьна ,  если 
вращение происходит против часовой стрелки,  и отрицательна 
при вращении по часовой стрелке) . 

Эти прямые представлены на фиг. 1 1 5 двумя жирными сплош­
ными линиями .  
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Прибывая в сечения а и с ,  наблюдатели констатируют, что 
:момент равен нуЛю, чем определяются на оси абсцисс соответ­
ственные точки Оа и Ос , абсциссы которых представляют угло -
вые скорости вращения Qa = - 11 � и Q c  = + 11 � ,  внезапно оо ala оо alc 
возникающего в сечениях а и с . 

Мы не  будем описывать построения детально ,  отметим лишь , 
что для того ,  чтобы найти режимы в сечениях а, Ь и с через 
интервалы времени 't ,  следует рассматривать перем:ещения шести 
наблюдателей : двух между сечениями с и Ь и ч етырех - м ежду 
сечениями а и Ь . П ерсмещениям первых двух наблюдателей соответ­
ствуют в одном случа е  ломаная линия  (нанесенная тонкими 
сплошными линиями)  1 с  211 3с 411 Бс 611 1с 811 9с 1011 1 1 с 1 211 1 3с 1 4ь 
1 5r 1 611 1 7с 1 811 1 9с 2011 2 1 с  2211 и в другом - ломаная лини я (пока ­
занная пунктиром) 1 � 2� 3�  4� 5�  6�  1; 8 �  9� 1 0� 1 1 ; 1 2� 1 3� 14� 1 5� 
1 6� 1 7� 1 8� 1 9� 20� 2 1 � .  Шифр ,  обозначающий вершины этой вто ­
рой  линии , снабжен апострофом , поскольку эти точки опреде­
лены , строго говоря , не  для моментов времени 2 ,  3 ,  4 . . . 21 , но 
для моментов времени 2 + е, 3 + е, . . .  где е бесконечно малый 
интервал времени . Если же их  определять для моментов вре­
мени 2 - е 3 - е . . .  2 1 - е,  то были бы найдены точки 2с 311 
4-с . . .  2 1 ь 22с 2зь :--совпадаiоlliие ·с-точкамИ� 1с 2ь з;-:-: 2Оь 2 1 ; 22; 
первой ломаной (показанной сплошными тонкими линиями ) .  

Перемещениям четырех н аблюдателей между сечениями Ь и а 
будут ·соответствовать : 

ломаная линия (показанная жирными штрихами) Оа 211 4а 611 
8а 1 011 1 2а 1 4" 1 6а 1 811 29а 2211 (в вершинах этой же линии распо­
лагаются соответственные точки 1 а 311 Ба 7 ь 9а 1 1 11 1 3а 1 511 1 7  а 1 911 
2 1 а 23ь) ; 

ломаная линия (показанная  точечным пунктиром) 2а 411 60 8ь 1 0а 
1 211 1 4а 1 611 1 8а 2011 22а ( в  вершинах этой же  линии на ходятся соот­
ветственные точки За 511 1а 911 1 1 а 1 3ь 1 5а 1 1ь 1 9а 21 11 23а для 
моментов времени 3 - е 5 - е . . . 23 - е ) ;  

ломаная линия ( показанная пунктиром с точкой ) - 1 а . 1 11  3� 
s; 7� 9� 1 1 � 1 3� 1 5� 1 7� 1 9� 2 1 ;  23� ( где апостроф обозначает 
та к  ж е ,  как  и ранее ,  что строго говоря ,  указанные режимы 
соответствуют моментам врем ени ,  увеличенным на бесконечно 
малый интервал е) ; 

ломаная линия (показанная щшнными штрихами) 3� 5� 1; 9� 
1 1 ;  ·1 3� 1 5; 1 7� 1 9� ;  апостроф здесь обозначает, что эти режимы 
существуют в моменты времени , увеличенные на бесконечно 
малую величину е, в то время как первая линия  ( предста вленная 
жирными штрихами) , вершины которой имеют те ж е  обозначе­
ния без апострофа , определяет режимы для моментов времени, 
уменьшенных на  величину  е ,  

1 7  Зак. 2f7 257 
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. .. * "'  = = .. = 
� �  ... ... о О' 01 ... ::о! " ... 

= = о :!  :=! ... "" =  Q, t:: : .. ., 

с нуль с 1 с 2 - е 
а нуль 
а 1 
а 2 

ь 1 1 + е 1 
с 1 2 + е 1 
ь 1 2 1 
с з 
а З - е 
а З + е 

ь 1 З - е 1 
ь З + е 

с 4 - е 
с 4 + е 
а 4 
ь 1 4 1 
с 5 
а 5 - е  
а 5 + е 

ь 5 - е  1 1 
ь 5 + е 

17* 

• :!: "' "' ' "' о{ " 
.. ... 
.. .. ., � § :s=  2 a:. 41 tlf � ; � а  = = � �  

ь 
ь 
ь 
ь 
ь 
ь 

с 
а 

ь 
с 
а 

ь ь 
ь 
с 
а 

с 
а 

ь 
ь 
ь 

а с 
ь 
ь 
ь 

а 
с 

а 
с 

!i: :  " = ::о! о> о ::о! 
" " Q, .. ..  

-1 нуль 
1 - е 
-2 
-1 нуль 

\нуль + е 1 
- 1 + е 

1 1 + е 1 
1 1 1 нуль 

2 
1 - е 
1 + е 

1 2 - е 1 1 - е 

2 + е 
1 + е 

З - е  
З + е  

2 

1 2 1 з 
4 

З - е 
З + е 

З - е  
4 - е 

З + е 

4 + е  

.. 

. • о " ", . = � �.§. � �  � = u� : о  "' "'  :r t�:: � o o u  � t � � = = 
"' .. о  tt:� � = :=!  
� �  � о � :а : м  с:: са 

- tg "'(c - tg "'(c 
- tg "'(c 
- tg "'(a + tg "'(a 
+ tg "'(a 

+ tg "'(c 
+ tg "'(a 

- tg "'(c 

+ tg "'(c 
- tg "'(a 

- tg "'(c + tg "'(a 
+ tg "'(a 

+ tg "'(c 
- tg "'(a 

+ tg "'(c 
- tg "'(a 

- tg "'(c 
- tg "'(c 
+ tg "'(a 

- tg "'(a + tg "'(c 

- tg "'(c 
+ tg "'(c 
+ tg "'(c 

....:.... tg "'(a 
+ tg "'(c 

- tg "'(a + tg "'(c 

..: , SI  .. .. ... g o : 
: В �  0 (1) � >. M 41 u :d &. � t & r:: ::т ш .,.  

-1 ь 
Оь 
1 ь 

-2ь 
-1 ь 

Оь 

1 Ос 
-J a 

1 1 , 
ь 

1 I c 
О а 

2ь 
1 ь 
t '  ь 

1 2с 
I a 

2 '  с 1а 

Зь 
з ' ь 
2ь 

1 2а 
Зс 

4ь 
Зь 
з '  ь 

За 
4с 

з '  а 
4; 

Табпица к фиг. 1 1 5  
. .. � 'а � �  = �  � � "" " "' "' "'  .. .. " : о  u 

.. ..  ., . .. = '"' = "' ""  "' ""  . ... = "" "' .. = 

х'х Ос 
х'х 1 с 
х'х 2с 
х'х О а 
х'х 1 а 
х'х 2а 

1 1 1 ,  ь 

1 х'х 1 2'  с 

1 1 2ь 

х'х Зс 
' х'х За 
х'х з' а 

1 1 Зь 

з' ь 

х'х 4с 
х 'х 4' с 
х'х 4а 

1 1 4ь 

х'х 5с 
х'х 5а 
х'х 5' а 

5ь 

5 ' ь 
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Продолжение табл . к фиг. 1 1 5  
.:, .а о , "' 

"' "' "'  �:s: 1 !2 о .. ..  � "' "' = - "' � -а- ' "'  = "' � ':s: (IJ "" "'  »-е- "' '"' >.  ,. ... "' "' ... = !i: :  .. ... :>! ::r o :: '" "' ". .,  
"' "' "'  " о "' "'  "' "'  0 0)  ... ... "' "' ,. о :с ... ". o :r  ., .,  "i :J :C  "' "' "' "'  •:S:: о "( ... ., = t -a "( �  :>! "' � � �  :>! <1.1  o u  "' "'  � � t �  .. � "' "'  � �  1 = = о :>!  0 ::!  '" "' "' "'  .. � :>! "'  '"' "' "'  ::! <1.1  ... о о Q., f-o  :r = "' "' "' "' "' "' "' "' "' ... ... с. :а � /1./ aJ O  "' "' � �  t: :c  .. ., "' "' "�  .. ..  >. :r  " .,  l: :r' CO E-o  "' '"' "'  

с 6 - е ь 5 - е - tg 'Yc 5ь х'х 6с 
с 6 + е  ь Б + е - tg 'Yc 5 '  х'х 6'  ь с 
а 6 ь 4 + tg 'Ya 4ь х'х ба 
ь 1 1 а ' 1  4 1 - tg 'Ya 1 4а 1 1 6ь 

6 с 5 + tg 'Yc Б с 

с 7 ь 6 - tg 'Yc 6ь х'х 1с 
а 7 - е ь 5 - е + tg 'Ya 5ь х'х 1а 
а 7 + е ь 5 + е  + tg 'Ya 5� х'х 7' а 

1 1 а 1 5 - е 1 - tg 'Ya 1 Ба 1 1 1ь ь 7 - е с 6 - е + tg 'Yc 6с 

1 1 а 1 5 + е 1 - tg 'Ya 1 
5 ' 

1 1 7' а ь ь 7 + е с б + е + tg 'Yc 6 '  с 

Таблица к фиг. 1 1 5 позволяет проследить за  построениями для 
всех соответственных точек в их последовательности до момента 
времени 7 в сечениях а, Ь , с. Для этого достаточно прочитать 
образуемую заголовка ми фр азу, дополняя ее соответствующими 
каждой гр афе данными из горизонтальной строчки. 

Графики изменений во в ремени скорости в сечениях а, Ь , с и 
крутящего момента в ,сечении Ь представлены н а фиг. 1 1 6 . Про­
должительность периода времени, использованного при построе­
нии этих графиков, недостаточн а для обнаружения ритм а в коле­
баниях, и посдедние представ.т�яются поэтому беспорядочными.  

С.т�едует отметить, что есди бы крутящий момент J.to был снят 
в сечениях а и с не одновременно,  но р азновременно внутри ин­
тервала времени,  меньшего трех единиц, то построения и гр афики 
и м ели бы совершенно иной ха•ра1ктер . Отсюде следует, что колеба­
ния зависят в сильной степени от начальных услов-ий ,  а не только 
от величи,ны момента J.to . 

Н ЕУСТАН ОВ И В Ш ЕЕСЯ Д В ИЖЕН И Е  В ОТКРЫТОМ КА НАЛ Е 

§ 78 (99 ) .  Основные положения. При допущениях, обычно до-
статочно хорошо оправдъшающихся в практике, исследование не­
установившегося движения в открытых канал ах приводит к гра­
фическим построениям ,  идентичным построениям в случае напор­
ных трубоп роводов. Изменение режима ,  возникшее в каком-либо 
сечении канала ,  р асп ространяется в этом случае в форме относи­
тельно резкого повышения или пониженин уровня воды, сопро -
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вождающихся одновременно изменениями скорости течения ;  рас­
простр анение волны происходит со скоростью а. 

!Jало6оя скорость 6 cev eнuu с 

f- 1- 1-
1--

r-- 1-
.о 2 � 6 1 TO 'r- 12 1� 16 18 20 22  
r R 
1 н t--=-!feлo6a'ir скорость 1 CCVf!HJL.f. Ь 

1 1 Пара с и л  Вг· с:vенtш .Ь-;:= 1 1-· 1 1 
Гf н 1 � f- 1 1 

1 1 Н-1 -� 1 н 1 f- 1-
о 2 f-� 6 в �.-1-' 0  12�· 14 l-15- 18 r--lzo ?2 

1 - f- 1 t- 1 1-- 1 1 1-
1 1 1 -

г 1 1 1 -
1 1 ,..._-1 r-- 1 1 

Фиг. 1 1 6. 

Если в сопоставлении с ГJiубиной Н канал а высота волны не• 
значительна ,  и если скорость течения с в канале много меньше 
скорости а распростр а­
нения волны, р ассмот­
рение задачи можно про­
извести следующим об­
р азом . 

Рассмотрим ( фиг. 1 1 7 )  
канал шириной Ь ,  в котором 
на  участке АВ происходит 
изменение скорости течения 
от величины со до с , ,  при­
чем уровень воды повыша­
ется н а  величину F. Через 

. секунду аналогичное изме­

х 

" 1 

_2_ 
в 

с -

1-- - - - а - - - -_ _ _ _  f _ _ _  а 

А' / 

t.. -� 1 
l 

1 ::t; 
1 

в 

---

� 
А у 

� 

нение произойдет н а  участ- А" в" А"' В'" у 
ке А 'В' н а  р асстоянии а, х . .;... ___ �...L.;.---.�..---.�._��---
,р авном •скорости р аспро­
стр анения волны 1• Измене- Фиг 1 17. 

1 В действительности скорость а измеряется относительно воды, и скорость 
nеремещения лба волны относительно берега будет а ± с; однако обычно с лре­
небрежимо мало по сравнению с а .  
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ни е :количеств.а движения з а  QДну .секунду ( ; аЬН) (с0 - с1 )  ур ав­

новешивается силой (w•F) bH * ,  возникшей вследствие повышения 
уровня,  ОТIКуда 

( 1 )  

Аналогично, если скорость с1  изменяется до значения с сначала 
на  участке А"В" ( сопровождаясь повышением уровня на вели­
чину f) , то через секунду это изменение будет иметь место на  
участке А 111 В"'; поскольку сила р авна теперь - (rof) ЬН, получим 

-f = а (cl - с) (2) g 

сложив ур авнения ( 1)  и (2) ,  найдем 

.!!.... (c0 - c) = F - f g 
или 

:s <Qo - Q) =F - f, 
где S - сечение канала ;  в то же время имеем 

h - H= F + f, 

(3 ) 

(4) 
где h - глубина воды в канале после встречи двух волн; уравне­
ния (3)  и (4) совпадают с ур авнениями движения в н апорном 
трубопроводе. 

С другой стороны, объем жидкости (со - с , ) ЬН * * , р авный 
разности значений расхода в сечениях В и В', р авняется объему, 
обр азованному повышением F уровня на участке длиной а, т.  е. 

(с0 - С1) ЬН = abF, 
отсюда после подстановки F по уравнению ( 1 )  получим 

a =V gH. ( 5 ) 
Уравнения (3)  и (4) , будучи идентичными уравненИями движе­

ния в напорном трубопроводе, приводят к одинаковому в обоих 
.случаях результату, выр ажаем.ому следующим ·з аконом линеЙ!ных 
изменений. 

Для наблюдателя,  пе:р ем ещающегося со СJкоростью а, соот­
ветственные точки режим а находятся на  прямой •С угловым коэф­

а 
фициентом tg 1 = - s , если наблюдатель персмещается в н а-

g . а 
правлении по течению и tg 1 = + gS при персмещении в напр ав-

* Без учета силы давления на лбе F волны. 
;�о *  Получаемое, пренебрегая ве.1ичиной F относительно Н. 
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лении против течения. Названные прямые проходят через соответ ­
ственную точку для сечения выбытия наблюдателя в момент его 
выбытия из этого сечения. 

Ординатами графика будут теперь значения глубины воды 
в канале. Ур авнение (5)  показывает, что скорость р аспростр анения 
волны меняется в з ависимости от глубины и мы можем ее р ассма ­
тривать как постоянную толь'Ко 1В случае, если !Высота F волны 
пр енебрежимо мал а  по ср авнению с !Пе.рвоначальной глуби­
ной Н. 

Отметим,  что точный расчет изменений режима в каналах ( без 
каких-либо из оговоренных выше допущений ) , производимый гра­
фическим способом , был предложен М. Крайа в р а ботах, опубли­
кованных 1В жур:нале  «Houil le B l anche». Пр·именнемые им IПОСТiрое­
ния, очевидно, более слоЖJны, чем предлагаеМ'ое нами ;  однако и х 
преимущест.во проя1вляется в случаях, �огда .на:званные выше до­
пущения не  оор авдываются. Доба·вИiм , что Кtр ай а  дал очень Я'сное 
изложение своего ме_тсща, !Причем он :rrрименил исiКлючительно р ас­
суждения, ОС:НО'ВЬDв а ющиеся на физичесrоой tсущности процеоса ;  
1В оилу этоrо метощ Крайа  леnко усваивается любым инженером,  
!Избавляя его от .неОiбходимости прибегать ·к м атем.атИtче!Скому апrпа ­
рату, Jютя метод и явился следствием результатов , получаемых 
при1менением этого аnпарата .  

В общем Крайа дЛя значительно более сложного случая тече­
ния в каналах решает_ з адачу методом, обл адающим теми же ка ­
чествами,  как излагаемый нами гр афический метод расчетов в бо­
лее простом случае течения в н апорных трубопроводах; метод 
Крайа  окажется очень плодотворным в гидравлике безнапорных 
течений ; мы ограничимся здесь только одним примерам приме­
неимя более простого, но приближенного метода, излагаемого 
в данной книге. 

§ 79 ( 1 00 ) .  Внезапное увеличение и внезапное уменьшение 
расхода воды в канале. Пусть в начальном сечении а канала 
а х  ( фиг. 1 1 8)  расход внезапно возрастает н а  величину Q0,  затем 
р асход сохраняется постоянным в течение некоторого промежутка 
времени Т, после чего также внезапно возвр ащается к своему пер ­
воначальному значению (это соответствует, например , включению 
и затем остановке гидроэлектростанции) . З адач а  состоит в том ,  
чтобы н айти измене�я в зависимости от времени профиля поверх­
ности воды в канале или в реке. Для того чтобы учесть потери 
н апор а, представим себе, что на взаимных между собой р асстоя -

. ниях l в потоке установлены диафр агмы, потери н апора в которых 
р авны потерям на  трение н а  всей длине потока .  В результате 
этого профиль будет ступенчатый (действительный профиль яв­
ляется пределом ступенчатого) . З а  единицу времени принимаем 

l 
величину т =  а '  соответствующую времени пробега волны между 

двумя последовательными диафрагмами. 
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tn= !!. gs 

Возрастание pa cxoila 8 интерfJале 
Врвмени от О iJo 8 

Eiluнuц a Времен и r =  .du 
r g H 

1 g 1 

ПроiJольный профшrь 
=-"'-=-=;j> 8 момент Оремени tO 
- - - - - 8 момент Оремени tЧ 

н 1 - - - - - - - - - - - - - - �- - - - - - - - - - - - - - - � 
Фиг. 1 1 13. 

р 
т 
� 
f 1 

7" 1  1 1 ! <:о  jl 1 1 1 1 

l 
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Таблица к фиг. 1 18 
' о ,  .е. "' " " .Б ... ... .:, * "'  "' "' о '"' " "'  ". , s  s . �  ' *  :s: "'  "' :s: � 8  � �  g а " '"' » » "' " 1:1 " "' ,.. .: ... � � (!)  !;; ., g o :z:  = =  .. " ,. :s:  "� .. " "'  � :;  '" "' "  � �  � � � �  � 8 � = с.  "" "'  :s: i:j  � ... о О' "' 3 = .. cu :s:  � � � .. " . "' li  � 4:: � ::;  ,. ,.. ". "' " = = � � � t  :; cu  CO � a:l a.J  О М � >.  � § g  u o "' o u .. = :s:  о :;  o :>i  .. о s: = � ё  M cu u :::c: '" "' "' . ..  ... ,.. :; ., \О :r = = ::; �  ... ,.. о c;::l., foo :r = с. = " " ::; ., .,.  с. "  "' � 

t'!:l = = �  u u  O CI:I ""' :S:  O. aJ Q.I C)  ., .. ..  " "" � g.  "' "' О  l=: :s:  = = �=� =  "' "' » :s:  ... = »-8- C: ::r' ID E-o  » = = " '"' "' "' "' '"'  

а о ь -1 + tg т  о Wo О а 
ь 1 { �  о - tg , О а 1 ь • 1 ь • 

о + tg т о е 
а 2 ь 1 + 1 ь • ЧГо 2а 
с 2 {� 1 - l ь • 

1 + о е 2с • 2с• 
ь 3 {� 2 - 2а 

2 + 2с 3ь • 3ь• 
а 4 ь 3 + 3ь , е Wo 4а 
d 5 {� 2 - 2с• 

2 + о е 3d' 3d" 
с 4 {� 3 + 3ь• 

3 + 3d' е 4с• 4с• 
ь 5 {� 4 - 4а 

4 + 4с• е 5ь • 5ь • 
а 6 ь 5 + 5ь , Wo ба 
е 4 {1 3 - 3d" 

3 + о е 4с• 4с• 
d 5 {� 4 - 4с• 

4 + 4е • е 5d' 5d" 
с 6 {� 5 - 5ь • 

5 + 5d, е бс • 6с• 
ь 7 {� 6 + ба 6 + 6с • е 7ь • 7ь• 
а 8 ь 7 + 7ь • ЧГ о 8а 
f 5 {� 4 - 4е• 

4 + о е 5j' 5j• 

е 6 {� 5 - 5d" 
5 + 5j' е бе• бе• 

d 7 {� 6 - 6с• 
6 + бе • е 7d' 7d• 

с 8 {� 7 - 7ь• 
7 + 7d' е 8с• 8с• 

ь 9 {� 8 - 8а 8 + 8с• е 9ь• 9ь• 

а 1 0  ь 9 + 9ь • ЧГ1о 10а 
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Пусть н ачальный режим определяется значения м и  Q = O , h = H; 
его соответственной точкой будет точка О на фиг. 1 1 8 ;  характери ­
стиками дJlЯ всех наблюдателей, начин ающих движение в сечениях 
Ь, с, d . . .  т в момент времени, когда данный режим здесь еще 
существует, будет прямая ООА, имеющая угловой коэффициент 

а 
+ s ( где S - сечение канал а , которое мы предпол агаем прямо-g . 
угольным и а =  .,1 gH) . При прохождении наблюдателя через 
диафрагму уровень воды меняется на величи ну kq2 и соответствен . 
ная точка перейдет на  параболу ОР, показанную н а  фиг. 1 1 8 пунк­
тиром с точкой, имеющую ординатой s = KQ02, если абсцисса р ав­
няется Q0• Для каждого режима в .сечениях Ь, с, d . . . т будут 
существовать две соQтветственные точки, имеющие одну и ту же 
абсциссу, одна из которых находится на характеристической пря ­
мой, справедливой для нижнего бьефа диафрагмы,  а другая 
же - н а  пара боле, спр аведливой для верхнего бьефа .  Первой 
точке мы присвоим индекс ', а второй - индек·с ". 

Читатель , у.своивший пр.инци.пы построения в .предыдущих двух 
частях да1нной книги, легко сможет проследить за  .посТiроением 
в !IIа'стоящей гл а1ве по прилагаемой таблице. 

Мы ограничиваемся здесь задачей нахождения соответственных 
точек, р азделенных интервалами времени 2-r, в предположении , что 
расход Q0 возникает в сечении а в момент времени нуль, прекр а­
щаясь в момент времени 8. 

Обоз.начим вертикаль, проходящую через абсциссу Qo и являю­
щуюся характеристической кривой в сечении а в течение времени 
от нуля до момента времени 8 включительно, как Ч'о;  верти­
каль, проходящую через абсциссу нуль и являющуюся характери· 

·стической кривой в сечении а в момент времени 8 + в, и в даль­
нейшем обозначим через Ч'Jо .  

Наилучшим является порядок построений , указанный в таблице 
к фиг. 1 1 8. Данная таблица доведена до момента  времени 1 0 
в сечении а, но так как дальнейшее построение будет идентичным 
Ilре!д!шоствующим, то пр:адолжени.е не предста,вит для читателя 
трудностей. 

Б ер я  соответственные точки одного и того же индекса ,  
можно построить (фиг. 1 1 9 )  гр афики изменения глубины волны 1 · 
в канале в ·з.ависи м ости от врем·ени для сечений а, Ь, с, . . . , т. Из 
этиос кривых можно ,видеть роль потерь напоiр а 1В изменении формы 
волны во времени и затухании .вол,ны по длине потока. 

Опыты, произведенные в экспериментальном канале л аборато ­
рии ГидротеХJничеrnюго о•бщес11ва Фр анции, поставленные в соот­
ветствии со схемой фиг. 1 1 8 ,  точно подтвердили результаты, полу­
ченные при построениях , представленные в виде гр афиков н а  
фиг. 1 1 9. 

1 На фиг. 1 1 9 ошибочно указано «Глубина воды . . .  » (При.м. ред.j) . 
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Фиг. 1 1 9 .  



ВОЛ Н Ы В ЭЛ ЕКТ Р И Ч ЕСК ИХ СЕТЯХ 

§ 80 ( 1 0 1 ) . Основные положения. Пусть отрезок ХУ на  фиг. 1 20 
соответствует проводнику, в котором циркулирует электрический 
ток силой i0 при напряжении u0• Если по какой-нибудь причине 
сила тока в сечении Х изменяется , сделавшись р авной i1 , то н а ­
пряжение также изменю ся от значения u0 до u0 + F; эти изменения 
будут распростр аняться в напр авлении к ·сечению У с пекоторой 
постоянной скоро·стью а. На верхних чертежах фиг. 120 такое из-

:::::.- l� lll l l l l�lll l llr��;���m��� � ���� � � � :�rr r :х 1 1 у t- - -x-- -r- - - --a--- --J 

��� IIННННf�fll l������������f[[[ [ 
Х А А '  У 

- а 1 

:::�:- lrт'I'ТТТТ'ТТТТТI I I I I I I I�j�JIII�������".,.,."...".��III I I�IIIII I II I I 
1- - -x-- -+-- - --a- - - ---j 

���� 11 lffitfll i�11 11ЖHffiHffiffiffiHffiffifi®:.t о""" '  
Х � А "' А" � У 

Фиг. 1 20. 

менение показано сначала в сечении А и чер ез одну секунду в се­
чении А'; таким образом АА' = а. 

В течение одной .секунды через сечение А ' в проводник посту·· 
п ает io ампер, а через сечение А выходит i 1 ампер.  Т аким обра­
зом [ ( i0 - i1 ) Х 1 сек.] кулон а1ккумулируется на  участ1ке линии 
АА' = а. 

Обозначим через с - емкость единицы длины проводника ; 
тогда 

F = (io - i1) Х 1 . 
ас ( 1 }  

Если пекоторая причина приведет затем к изменению силы 
1 ока от значения i 1  до i в сечении У, то н апряжение эдесь изме­
Iштся от величины uo + F до значения 
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Это изменение будет р аспространяться в направлении к сечению Х 
также со скоростью а. В этом случае через сечение А" поступ ает 
ток силой i ампер, а в сечении А"' сил а тока будет иметь вели­
чину i 1 • Емкость участка А "А 111 длиной в а метров уменьшится при 
этом н а ( i 1 - i) кулон,  что поведет к снижению н апряжения н а  )' 
вольт, причем 

- f = ( il - i) х 1 • 
ас ( 3) 

Скл адывая уравнения ( 1 )  и (3) , найдем 

:с ( i0 - i) = F - j. (4) 

Кроме того, из ур авнения ( 2 ) следует 

(и - и0 ) = F + f. (5 ) 
Ур авнения (4)  и (5) опреде.JJяют изменения режима  в электри­

ческом проводнике, характеризуемого вольтами и амперами. Как 
видно, это изменение является следствием прохождения волн напря­
жения F и f, р аспространяющихся со скоростью а в противопо­
ложных напр а1Влениях. 

§ 8 1 ( 1 02 ) .  Определение скорости с. Е мкость ас отрезка про­
водника, вдоль которого распространяется изменение режима  в те­
чение одной секунды, определяется из уравнения ( 1 ) . 

Но этот отрезок обл адает также самоиндукцией, р авной l на 
единице длины и al на  отрезке длины проводника,  в котором про­
изошло изменение силы тока, р авное ( io-i r ) . Произведение само­
индукции н а  изменение силы тока в единицу времени равняется 
изменению напряжения. Таким образом, 

al (i0 - i1 ) = F, (6 )  

где F - то изменение напряжения, которым обусловливается так­
же изменение емкости ас. П роизводя деление ( 1 )  на (6) , найдем 

1 а = -{lC , ( 7 ) 

чем и определяется величина  скорости р аспространения электри­
ческих возмущений. 

Подставив эту величину в ур авнение (4 ) , получим 

V :  Uo - i ) = F - f, ( 8 )  

т де с является тем , что электрики называют импедан цем (обоз· 
нача емым через z) . 

§ 82 ( 1 03 ) .  Характеристические прямые. Пусть мы и меем про­
водник Х У ( фиг. 1 2 1 ) ,  начальным режимом в котором были зна­
чения u0 и i0 напряжения и силы тока ;  пу,сть в п екоторой точке М 
!В момент времени t зарегистрирован режим Utm • itm ·  Этот режим 
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в о з н и к  в р езультате встречи здесь волн F tm и ftm•  выраженных 
ур авнениями (5 )  и (8 ) , которые в данном случае .могут быть з а ­
писаны в виде 

и, м - ио = F,м_ + fo,p 

у-у Uo - itм ) = Ftм1 - ftм·  

(9 )  

( 1 0 )  

Напишем эти же уравнения применитеJrьно к перемещению 
подвижного наблюдателя,  выбывающего из сечения М в момент 

и 

о 

N· J 
Фиг. 1 2 1 .  

времени t в напр авлении к точке , У. 
В олна ,  за которой следует наблю­
датель, для него сохр аняет исход­
ную величину F1m и ур авнения (5) 
и (8) перейдут в следующие 

и - ио = Ftм + f, ( 1 1 )  

V: (io - i) = Ftм - f. ( 1 2 )  

Вычитая уравнение ( 9) из ( 1 0 )  
и уравнение ( 1 2) из ( 1  О) и прирав­
нивая между собой р езультаты. 
найдем 

lltм - и = V1 (i1м - i) , ( 1 3) 

что дает условие ,  связывающее и 
и i для данного подвижного наблю-
дателя ,  выражающееся в виде 
прямой ANi (фиг .  1 2 1 ) ,  

имеющей угловой коэффициент tg 1 = + V � и проходящей 

через соответственную точку tm с координатами i1m и иtт·  
Для н аблюдателя,  выбывающего в момент времени t из сече­

ния М по направлению к сечению Х, т . е . следующего з а волной ftm'  
уравнения получат вид 

и - ио = F + ftм•  v: (io - i) = F - ftм·  

Поступая так же, как и ранее в отношении 
и ( 1  О) , можно прийти к условию 

г -
- l ; l (  . . ) иtм - и - pl с l - ltм ' 

( 1 4) 

( 1 5 } 

ур авнений (9) 

( 1 6) 

которому соответствует прямая А' N�. симметричная предыдущей 

относительно горизонтали ,  п роходящей через точку tm . 
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Уравнения ( 1 3) и ( 1 6) приводят к следующему простому и об­
щему физическому з акону. 

Наблюдатель, перемещающийся вдоль электрического провод-· 
ника со скоростью а, констатирует, что зависимость между н апря­
жением и силой тока i н а  пути его следования будет представ-

ляться пря мой, имеющей угловой коэффициент ± V � ( в за·· 

висимости от того, перемещает:ся ли он в напр авлении, совпадающем 
с пол·ож'ительным напр авлением тока или в противо1положном) и 
п роходящей чер ез соотвЕ;L11ственную точку режим а для мест·а вы­
бытия н аблюдателя в момент выбытия. 

Графический метод заключается в пос.педовательном примене­
нии этого закона.  Д.rш того чтобы наблюдатель мог определить. 
первую прямую, необходимо и достаточно, чтобы он н ачинал дви­
жение из точки, где имеет место начальный режим иоiо. З атем, 
когда н аблюдатель достигает конца проводника, где дан а  функ­
ция и =  Ч'1 (i) з ависимости между напряжением и силой тока, 
отмечаемая им  соответственная точка режима будет н а  пересече­
нии первой прямой и кривой, предста вляющей функцию Ч't .  Для' 
того же н аблюдателя,  проделывающего обратный путь, новая пря­
м ая проходит через только что найденную точку, имея тот же· 
угловой коэффициент, но с обратным знаком. Когда наблюдатель 
достигает второго .1юнца проводника, соответственная точка будет -
н а  пересечении второй прямой и кривой и =  ЧГ2 ( i ) , соответствую-­
щей зависимости между напряжением и силой тока в этом ·сече­
нии проводника ; этим определяется третья прямая, которая  прой­
дет через последнюю точку и -будет параллельна первой прямой, _  
и т. д. 

Приводимые ниже примеры помогут освоить изложенные­
основы построений. 

Применепия 

§ 83 ( 1 04 ) .  Включение аккумулятора на сопротивление, распо-· 
ложеиное в конце линии ( фиг. 1 22, а) .  Начальному режиму 
(и0 = Е, i0 = 0) соответствует на фиг. 1 22, б точка Мо; sa единицу 

l 
измерения времени при построениях примем величину 't' = а ;  за  

н ачало отсчетов времени примем момент включения прерывателя 
в сечении В. 

Представим себе наблюдателя, выбывающего из сечения А 
� момент времени 1 - последний момент, когда  в этом сечении· 
еще сохраняется н ачальный р ежим. Характеристикой для этого 
наблюдателя будет прямая МоТ с угловым коэффициентом ( - V � ) проходящая через точку М

0• 

Прибывая в сечение В в момент времени 2, наблюдатель н ай­
дет на этом конце прерыватель  включенным и условие и = Ri, чему 
соответствует в качестве зависимости - между величинами и 
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и i прям ая - пусть ON. Соответ·ственная точка 2в  должна н а .  
ходиться н а  пересечении прямых МоТ и ON, ее координаты опре. 
деляют напряжение и силу тока в сечении В в момент времени 2.  

При обратном перемещении того же наблюдателя характери­
стикой будет прямая 2в3А , проходящая через точку 2в и имею­
щая тот же углавой коэффициент по величине, что предшествую­
щая прямая ,  но  с обратным знаком .  Прибывая в сечение А в мо-

tr к=-lf 
tiJ d =R 
V:= .!:. =J а 

F !' 

Фиг. 122. 

а)  

5) 

мент времени 3, н аблюдатель н аходит здесь аккумулятор,  чем 
обусловливается здесь ( в  качестве заданий функции Ч'ь) постоян­
ное значение н апряжения, изображаемое горизонтальной линией 
ординаты Е. С оответственной точкой ЗА, определяющей н апряже­
ние и силу тока в момент времени 3 в сечении А , будет точка 
пересечения прямой 2в ЗА с этой горизонтальной линией. При 
обратном перемещении наблюдателя к {:ечению В х а рактеристи· 
ческая прямая  проходит через соответственную точку ЗА, угло· 
вой коэффициент этой прямой вновь меняет знак; так мы находим 
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прямую ЗА 4в. параллельную прямой МоТ. Когда н аблюдатель 
прибывает в сечение В, функция Ч' в будет представлена по-преж­
нему прямой ON, соответственной точкой будет точка 4в, опре­
деляющая напряжение и силу тока в момент времени 4 в сече­
нии В. 

Дальнейшие пояснения к построениям не нужны, так  как уже 
очевидно, что последовательные пер·емещения н аблюдателя в пря ­
мом и обр атнqм направлениях приводят к получению при построе ­
ниях лом аной линии. Ее вершины, которые попеременно р асполо­
жены на ПрЯМЫХ Ч' В И Ч' А • дают ЗНаЧеНИЯ напрЯЖеНИЯ И СИЛЫ 
тnка в концевых сечениях, определяемые для моментов времени,  
р азделенных интервалами 21:'. 

Отметим,  что при описанных построениях нет необходимости 
отмечать величину волн  F и f, за  которыми следует наблюдатель. 
Одн ако, если бы такая необходимость возникл а ,  величину волн 
можно определить с чертежа ; именно, н аходим (фиг. 1 22, б) сле­
дующие значения : 

в момент времени 2 в сечении В : F2 = - К22в; 
в момент времени 3 в сечении А : f3 = + 3Af� = - F2 (в дан­

ном частном случае ) ;  
в момент времени 4 в сечениях В : F4 = - K4F�, ; 
в момент времени 5 в сечении А : F5 = 545 = - F4 ( в  дан­

ном частном случае) . 
Легко усмотреть, что эти величины,  будучи подставленными 

в уравнения (4)  и (5) , действительно определяют значения и и i 
в сечениях 2в , ЗА , 4в , 5А , . . . ; такой контроль, однако, не  нужен,  
поскольку существует полная идентичность между построениями 
ломаной линии, определяемой непосредственно величина ми и и i 
и ур авнения ми (4 )  и (5 ) , требующими знания величины волн. 

В рассматриваемом случае построение, производимое при усло-

вии R < V1 , очевидно , должно привести асимптотически 
. . Е к точке N, т. е .  режиму t = R . 

Случай R > V � приводит к построениям, представленным 
на фиг . 1 23 . Здесь также достигается асимптотически режим 
. Е б t ==-7[ , но это является результатом затухающих коле аний с пе-

4L 
Рf!одом а- .  

Натюнец из построения н а  фиг. 1 24, выполненного для слуЧая 
R =  V-�, следует , что  установившийся режим достигается в сече­
н и и  А уже в м омент времени 3 прихода сюда вол ны, воэниi<Шей 
в момент включения прерывателя , а в сечении В в момент вре· 
мени 4. 
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§ 84 ( 1 05 ) .  Промежуточные режимы для концевых сечений. Про­
слеживая перемещение наблюдателя, выбывающего из сечения А 
в момент в,ремени 1 ,  мы опр еделили режимы для моментов вре­
мени 3, 5, 7, 9, 1 1  . . . в сечении А и для моментов времени 2, 4, 6, 
8, 1 0 . . . в сечении В .  

Для получения промежуточных режимов достаточно просле­
дить перемещения наблюдателей, выбывающих из сечения А в не­
которые моменты времени t в интервале между (- 1 )  . и  + 1 . Каж­
дому из этих перемещений будет соответствовать Ломаная линия , 

1 ' 1  , 2в 1 . , 1 
и .,.. , . у , 1 

,l j 
1 J 1 

1 

Фиг. 1 23. 

1 ;' 1 ,.., 
з ... � � 

1 tgrx=R 1 1 ·  
tqк=/F А r=« . 1 

; , 
Лх 1 

о 
Фиг. 1 24. 

вершины которой определят режимы в моменты времени t + 2, 
t + 4,  t + 6, t + 8  . . . в сеч·ении А и в моменты времени t + 1 , t + З, 
t + 5. t +  7 . . . в сечении В. 

§ 85 ( 1 06 ) .  Режимы в промежуточных сечениях. Пусть н адо 
определить для некоторого момента времени режим в сечении М 
(фиг. 1 25 ) , отстоящем от конца А н а р асстоянии Л' и от конца В 
на ра сстоянии Л". Для этого достаточно, р асполагая [§ 84 ( 1 05) ] 
значениями режима в ·Сечениях А и В для любого заданного мо­
мента времени, проследить з а  перемещениями двух наблюдателей , 

один из которых выбывает из сечения А в момент времени ( t - : )  , 
( Л" ) а другой - из сечения В в момент времени t-a ; характери· 

стическими прямьши для этих наблюдателей будут (t -- : )А N 
( Л" ) и t - а в Р .  Соответственная точка режим а  в сечении М в мо· 

мент времени t находится на пересечении t..., этих двух прямых. 
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§ 86 ( 1 07) . Случай, когда величины l и с меняются по 
длине проводни ка. Пусть отрезок АМВ на фиг.  1 26 предста­
вляет проводник ,  параметрами которого будут l', с' на длине  от 
сечения А до М и l" , с" на отрезке от М до В .  Скорость рас­
пространения волн и ,  следовательно,  следующих за ними наблю-

дателей будет _ ,  1 = а' между сечениями А и М и У 1 = а" 
r l 'c' l"c" 

между сечениями М и В. Характеристические прямые будут 

А 8 
�-- А'- - -j- - -л''--J 

и 

о 

N) (t - -
' а А 

Фиг. 1 25. 

А __!__ М 8 
f--А'- - -4--л'� --' 

Фиг. 1 26. 

иметь угловые коэффициенты tg ·( = 1 1  1: между сечениями А у с -
и М и tg ·( = V �: между сечениями М и В. 

Пусть в граничных сечениях А и В заданы так  же, как и ра нее, 
зависимости ЧГ А и ЧГ в; соответственные точки для этих сечений 
будут определяться аналогично тому,  как это показано в предыду­
щих параграфах.  

Для определения режи м а  в •сечении М н аблюдатель, прибывая 
в это сечени·г, должен встретить здесь другого, перемещающегося 
в противоположном ему направ.11ении. Так н апример,  н аблюдатель, 

выбывший из сечения А в момент времени ( t - ;: ) . и н аблюда-( Л" ) 
тель, выбывший из сечения В в момент времени t - 7 встре-

тятся в сечении В в момент времени t и соответственной точкой 
будет точка t,�,p н а  пересечении характеристических прямых, реги­
стрируемых двумя названными наблюдателями.  На обр атном пути 
каждый из этих наблюдателей достигает сечений А и В в моменты ( Л' ) ( У." ) 
времени t +  {? и t +  а" • 

Во избежание большого увеличения количества  н аблюдателей, 
необходимых для таких совпадений,  целесообр азно, чтобы периоды 
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Л' Л" 
времени а ' и а" имели общий , насколько возможно бo.rrьшoii 

делитель. Это условие особенно существенно, когда количество 
отрезков линии с р азными характеристиками больше двух 1 • 

Отметим ,  что построение, . показанное н а  фиг. 1 26, учитывает CCI 
всей строгостью и совершенно автоматически отражение и прелом 

• R 8 ление в сечении М, что представляет 
� __t__ m,"Мmz , большие трудности п ри аналитическом 
i-- --л"� --1- -л'� - ---i решении задачи. 

ц 

Фиг. 127. 

t+ �:� § 87 ( 1 08) . Точечное сопротивление 
на линии.  Под «точечным» мы подра­
зумеваем сопротивление отрезка 
очень короткого по ср авнению с дли­
ной все;rо проводнИiка , без дроссель­
ной катушки и не обладающего соб­
ственной емкостью. 

Н а,блюдатели, выбывшие в м·ом ент 
времени ( t - �: ) из сечения А и в ( Л" ) 
момент t - - из а" сечения в 
(фиг .  1 27) , встречающиеся в мо­
мент времени t в сечениях m1m2, кон­
статируют здесь одинаковую силу 

тока i tm • при р азнице в напряжении Ritm • с учетом чего и должно 
п роизводится построение. Прибавляя ординаты и = Ri прямой OR 
•к ордин атам х а'Р а1кте•р и стичеакой пря1мой наблЮдателя , перемещаю­
щегося из  сечения В к сечению m2, находят точку пересечения t m 1 ;  
это и есть соответственная точка режима в сечении m1;  соответ­
ственной точкой для сечения m2 будет точка tm2 , р а сположенная на 
этой же вертикали. 

Подагая омическое сопротивление эквивалентным ряду точеч­
ных р авноотстоящих, можно видеть, что описанное построение 
решает задачи о неустановившемся режиме в проводнике с уче­
том линейных сопротивлений,  причеrv�,  очевидно ,  с тем большей 
точностью, чем б ольшим будет число точечных сопротивлений .  

§ 88 ( 1 09 ) .  Потери тока в проводнике. В этом случае н аблюда­
тели, встречающиеся в сечениях m1m2 ( фиг. 1 28) , констатируют 
здесь одинаковое напряжение, но р азницу в силе тока, р авную gu 
(где g = � ) . Отсюда вытека·ет следующее построение. 

Увеличивая значения абсцисс прямой ОК, соответствующей: 
уравнению и = Ri, н а  величины абсцисс хар актеристической пря-

1 Аналогичный случай, встретившийся в н апорных трубоnроводах турбин, 
был без всяких за'!'руднений решен графическим способом для восьми отрезков ;  
это бЬ!ло бы абсолютно невозможно сдеJiать, применяя аналитические методЬI 
решения. 
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мой н аблюдателя, перемещающегося из сечения В в н апр авлении 
к т2, находят прямую, которая пересекает в искомой точке tm1 ха­
р актеристическую прямую наблюдателя,  перемещающегося из 
сечения А в сечение m1 . На горизонтали ,  проходящей через точку 
tm l •  находится соответственная точка tm2 для сечения m2. 

Равномерные точечные потери на линии дают возможность 
получить с большой степенью приближения также решение для 
сJ1учая учета JIИt{ейных потерь тока в проводнике. 

А в 
� ,l.R 1 1 ' . 11 1 t- - -A - - --r-- - Л - -1  

Фиг. 1 28. 
о 

А ".,, m1 m1 В J . {'/# ... ' 
, ,_ J. 1 1 1 ' • 11 1 1--�JI - - - -t- - - A - --j 

1 
l �"\ l (t·a''J. 

а _ __ . - ·  

Фиг. 1 29.  

(t ... L )  а '� 

Само собой р азумеется , что в случае, когда н а линии одно­
временно существуют потери и сопр отивления, те и другие пред­
пол аrают СIIЮН!центtри.ро�ванными в одном сечении ; ТОЧ'КИ tm1 tm2 tmз 
(фиг. 1 29) :находят то1гда •су1Перrr:юзицией двух описанных выше 
построений. 

§ 89 { 1 1 0 ) .  Дроссельная катушка в н;онце линии ( фиг. 1 30 ) . 
В этом случае условие в гр аничном сечении В выр ажа•ется диф­
ференци альным уравнением 

di U = L  d[ ·  ( 17) 

Его можно учесть, оперируя конечными р азностями вместо 
дифференци алов ; пусть например,  !1t = j ;  тогда можно найти ве­
личину !1i,  соответствующую интервалу времени j .  

Пусть известна векоторая точка tв и надо найти точку ( t + Лв· 
Посл едняя должна находиться на характеристической прямой 
( t +  j - 't)AN, отмечаемой наблюдателем выбывающим из сечения А 
в момент времени ( t  + j - 't ) .  Если Ut и Uct+Л представляют напряже­
ние  для моментов времени t и ( t +  Л и величина j настолько 
незначительна , что можно полагать значения величины и меняю­
щимися во времени лин ейно , то уравнение ( 1 7)  может быть 
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записано в виде 
ut + ;<t+ л Х j = LM, что даст зависимость вели ­

чины Щнл от изменения силы тока в виде 

инi = - и1 -f- � М. 
2 

( 1 8 )  

Этому уравнению соответствует прямая t�R. проходящая  
через _точку t� . симметричную точке tв относительно оси  абсциссы , 
имеющая  угловой коэффициент tg � = 2Ljj. Заметим , что эту пря­
мую легче получить, если предварительно провести через точку 
tв прямую t8K, имеющую угловой коэффициент ( - tg � ) . Опре­
делив та ким образом точку К. находят прямую t�R. Эта послед-
няя пересекает прямую ( t -f-j - 't)AN в искомой точке ( t -f-Лв-

. .  Для продолжения построений необход1имо предположить не­
сколько наблюдателей, количество которых должно быть доста­
точно, для того чтобы было обеспечено их прибытие в сечение В 
через интервалы времени, равные j. Эта последняя величина часто 
:может быть пrр.иiнят.а ра,вной з:начению t, что очень упрощает по­
строения .  

Отметим, что построение ломаной t8K (t -f-Лв идентично по ­
строению, соответствующему перемещениям наблюдателя в пря­
мом и обратном направлениях  вдоль фиктивной линии ВВ', где 

-. f  lc точка В' соответствует нулевому потенциалу ,  импеданц V 

равен 2Lfj и время пробега вдоль ВВ' равняется � . 
П р  и м е ч  а н и е. Если дроосельная катушка имеет железный 

сердечник, коэффициент L является не постоянным, а переменным, 
в зависимости от силы тока в соответ.ствии с законом намагничи­
вания сердечника . 

Это не изменяет описанное выше построение за исключением 
того, что для .р азных интервалов времени j угол �- будет иметь 
различные значения в зависимости от средней силы тока i на про-
тяжении интервала времени j. · 

В этом случае лучше .всего поступить следующим образом 
(фиг. 1 30, в ) . На от дельно� листе с одной и другой сторон от оси 
абсцис·с строятся прямые под углами ± �. причем tg � = -:!:::. 2Lfi, 
давая при этом величине L• р азличное значение в зависимости 
от i. Так получает·ся фор м а , по .конфигур ации н апоминающая 
рыбий костяк, вершины которого удалены друг от друга на р ас­
стоянии 6i. Этот вспомогатель•НЫЙ чертеж подкладывается под 
лист основных построений ( выполняемых на кальке) таким обра­
зом,  чтобы н а ч а.ТJ а  осей координат совпадали .между собой.  Пусть 
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точка t.м определяет некоторый известный режим и t� симметрична 
ей . Уравнение ( 1 8 )  показывает,  что напряжение в момент времени 
( t  + j) , зависящее от увеличения силы тока l!i, должно отр а-

ж аться точками на прямой, проходящей через точ·ку t� и имею-

щей угловой коэффициент tg �. Эта прямая строится пар аллельна 
прямой рыбьего костяка,  вершина которого имеет ту же абсциссу. 
По достижении же •Силой тока значения i + 6i построение продол­
жают пар аллельна прямой рыбьего костяка,  вершина которой 
имеет эту абсциссу; затем аналогичным путем доводят ·прямую до 
точки, опрещтяющей силу тока i + 26i, затем до точки i + Збi 
и т. д . • .  В конечном итоге получается •кривая t� R. состоящая из 
касательных, угловой коэффициент tg � которых .в каждой, точке 
будет определен силой тока в этой точке. На этой кривой и нахо­
дится искомая точка (t + j )  .м ·  

Отметим, что упомянутая кривая пересекает ось абсцисс 
в точке К, которую можно найти , исходя из точки t8 и строя .Кiри­
вую t8K, являющуюся симметричной t�K. с помощью лучей, 
имеющих отрицательный угловой коэффициент. 

Очевидно, что перемениость величины L. будет учтена тем бо­
лее строго, чем меньше интервал 6i. Фактически достаточно, 
чтобы значение бi было порядка значения величины !11• 

ДОБАВЛ ЕНИЕ 

§ 90 ( 123 ) .  Общность графического метода. Дадим небольшое 
дополнение .к сделанному изложеНJию с тем, чтобы, обратившись 
к анали-гическим методам, вскрыть причины их бессилия по ср ав­
нению ·с геометрическими построениями, которым посвящена на­
стоящая книга.  

В механических задачах, которые мы р ассматривали,  объеди­
няются в большем или меньшем количестве устройства,  измененпе 
состояния каждого из которых в отдельности отражает.ся диффе­
ренциальным ур авнением вида 

- dq h - A di , ( 1 ) 

где h и q являются величинами, меняющимися в зависимости от 
времени t и определяющими состояние тел а  в каждое м11новение, 
в то время как А может быть константой или з ависеть от h, от q 
или от t. Конечной задачей является определение значений h и q 
в зависимости от времени.  

Когда в задач•е содержится только одно выражение 
вида ( 1 ) , алгебраическое решение представляется довольно 
простым ,  но очень р азличным в з ависимости от исходных · 
данных. 
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Может иметь место случай,  когда 
q = <р ( t ) ; в этом случае нужно определить 
ее  получим из выр ажения ( 1 )  в виде 

известна зависимость. 
з ависимость h от t. Мы 

h =Acp' (t) .  ( 2) 
В другом ·случае может быть известна зависимость h = f ( t) ; 

rогда надо найти величину q в зависимости от t; в соотве1'ствии 
с ур авнением ( 1 )  получим s 

q = ' �  j (t) dt. (3) .. 
В случае, когда известна за - _R_�----..",-__;:!I('с-----R-

висимость h = F ( q) , можно полу- liccн.tJ 
чить из ур авнения ( 1 )  зависи­
мость между временем и вели-
чиной q в виде h t = s А :rq) . < 4 > 

Наконец, может быть .защьна 
зависимость h = F ( q) , которая 
может иметь р азный вид ·в р а·.з­
личные моменты .в,реме:ни, т. е.  
представляться фуНJкцией · h = 
= F (q, t) ,  гДе t - 1па·р аме11р . 

УравнеюРе ( 1 )  тогда записы­
вается в вище F (q, t) = А  :i . (4') 

о 

t 

q 

р 

Фиг. 1 3 1 .  

Для того чтобы eno решить, .нужно р азделить .пер еменные q и tr 
Бели это удастся, то предстоит решить более или менее сложное 
дифференциальное ур авнение. 

Таким образом, в зависимости от усЛовий, выр ажение ( 1 )  при­
водит а·налитически к дифференцированию (·случай 1 ) ,  к интегри­
рованию (случай  2 и 3) и к дифференu:иальному уравнению (слу­
ча й  4 ) . 

Однако гр афические построения, явJiяющиеся решением соот� 
ношения ( 1 ) ,  остается неизменным, независимо от того или иноrо 
случая . 

Это весьма существенное замечание устанавливает, что графи­
ческое построение не является просто заменителем математических 
исчислений, . поскол�>ку оно осуществляет р авно дифференцирова­
нн е  или интегрирование или даже решает дифференциальное 
уравнение. Таки м  обр азом, гр афический метод нельзя охарактери­
зовать как, например , метод интегрирования ; в действительности 
это общий метод построения при помощи геометрии функции трех 
переменных величин ,  взаимно связанных дифференu:иальным со­
отношением 1 .  
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Особенность графического метода заключается в том, что вме­
сто того, чтобы строить зависимость величины h или величины q 
от t, он непосредственно определяет зависимость между h и q при 
заданных значениях величины t .  Таким образом, по·строение, ис­
полненное в координатном поле h, q, определяет ф актически три 
величины, так ка.к оно привязано также к времени t. 

Напомним принцип построения. Он может быть сформулиро­
ван следующим обр азом. 

Зная значения ht, qt переменных величин h и q, соответст­
вующих значению t третьей величины ,  найти значения h<tнt) и 
lJ<tнt) • соответствующие величине ( t +  М) . 

Простота построений является следствием простого характера 
соотношения ( 1 )  и того обстоятельства, что при достаточно малом 
At (а это всегда возможно, поскольку выбор величины h произво­
\Лен ) , .величина h будет изменяться в завиоим·осТIИ от t линейно 
и среднее ее значение в интерв але времени 11t будет р авно 
ht + h(t+At) 2 Поэтому отношение ( 1 )  можно представить в виде 

или 

ht + �< t+M) At = AAq 

(5 )  

Помимо этого , имеем 

q<t+At) = qt + Aq. (6) 

Выраженное графически полученное соотнош ение показывает, 
что г еометрическим местом искомых точек h<tнt) • q<t+At) является 
прямая ,  проходящая через точку (- h1 , q1) , симметричную точке 
h1 , q 1 относительно оси абсцисс, при у г ловом коэффициенте 

А 
tg � = """L\t . (7 )  

2 
Эт.а пряма·я ( t'N на  фиг. 1 31 ) ,  зависящая толыко от положения 

предыдущей точ:к:и t и !Величин А я At, 1не меня ется , независи.мо 
от того, ка:кой случай из числа на•званных выше четырех р а.асма­
тривае'ГСЯ конкрет.но .  

Пусть имеет место первый .случай, когда известна зависимость 
q = q ( t) , коrорая определяет .величину q<t+At) ; тогда 1надо по· 
строить вертикаль Р Р, имеющую данную величину абсциссой; 
искомая точка ( t  + bl) будет р а.сположена на пересечении этой 
вертикали и прямой t'N; та.кое построение соответствует графиче­
скому дифференцированию функции q:> ( t) . 

Если имеет м есто второй случай , где задано условие  h = f ( t) , 
то известна величина h<t+At) ; при построении проводится 
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горизонталь RR, для которой величина h<t н.tJ является ордина­
той ; искомая точка ( t +.1t) находится на  пересечении этой гори ­
зонтали с прямой t' N; такое построение соответствует гр афиче-

скому интегрированию функции S �f (t) dt. 
Если имеет место третий случай ,  то можно построить график 

зависимости h = F ( q) ,  пусть это будет, например ,  кривая SS. На 
пересечении этой кривой с прямой t' N находится искомая точка 
(t + .1t) . Определение ее двух координат соо11ветствует, как 

уже указывалось, гр афическому интегрированию функции S :c:r . 

В случае, если h = F ( q • t) , то при построении крiивой SS в функ­
цию F ( q · t) вводится значение времени (t + Ы) . Построение 
и в этом случае сохр аняется без изменений, представляя решение 
дифференци ального ур авнения, не прибегая к р азделению пере­
менных величин. 

Построе,ние не усложняется также в случае ,  если А является 
функцией величин h или q или t. В этом случае надо только вы­
числять величмну угл а  tg р п ри построениях отдельно для каждой 
1'ОЧКИ . Так ка1к при t = О точка h, q всегда задана ,  она являет·ся 
на,чальной ТОЧIКiОЙ при поiст,р'оениях, ,которые пр оиз·водя11ся для ин­
тервалов времени .1t, величину котор ых можно менять с тем, 
однако, чтобы линейный закон (5) , являющийся основой графиче­
ского метода,  всегда соблюдал,ся с точностью до величины вто­
рого порядка . 

Даже в �аиrболее про'стом случае, кюлда имее11ся только 
одно дифференциальное ·соотношение ( 1 )  между величинами h, q, 
t, гр афический метод имеет очевидные преимуще·ства перед ана­
литическим,  поскольку он возможен во  нсех случаях, сохр аняясь 
всегда одним и тем же, тогда как при аналитиче,ском решении 
каждый р аз ВОЗJ:.!Икают задачи, связанные с интегрированием, 
ча·сто невозможным.  

На  практике же такой наиболее простой случай не встречается 
никогда и самое простое м еханическое устройство или незначи· 
тельная гидравлическая или электрическая установка ·сочетают 
по кр айней мере два 1или три дифференциальных условия тип а ( 1 ) ,  
а часто и больше. 

§ 9 1 ( 1 24 ) .  Вывод дифференциальных уравнений неустановив· 
шегося движения в напорных трубопроводах. Мы считаем полез­
ным,  чтобы читатель мог ' найти в настоящей р а боте также вывод 
дифференциальных уравнений неуста новившегося режима ,  н а  ко­
торые  мы неоднократно ссылали":ь. Это даст одновременно воз­
можность сдел ать по поводу упомянутых ур авнений и их решений 
некоторые интересные з амечания. 

В ыделим ( фиг.  1 32 )  в трубопроводе одинакового по дJl'ИНе диа­
метра ,  сделанном из одного м атериала , и меющего одинаковую 
повсюду толщину стенок и заполненного на  всем протяжении 
одной и той же жид1юстью, участ01к длиной dx. Пусть начальная 
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скор ость течения в трубопроводе была Vo и был одинаковый н а  
в сей длине !Н апо,р , обусловлив аемый уровнем ММ. 

За начало от.счетов примем сечение А и будем считать положи­
тельными р а ·сстояния , отсчитываемые пр отив течения,  к а к  это 
было п р и нято Алиеви 1 и впоследствии рядом других авторов, 
исследовавших этот же вопрос. 

З аметим также, что положение отр ез к а  трубоп ровода dx в пот� 
силы тяжести не  ок аз ывает влияния на  движ ение жидкости, т.а•к 
как отклонение от гориз·онтального .п ол·ожения на величину dh ком-
пенсируетiСя раЗIНИЦеЙ 1В давлеНИИ dp = rodh, н е  ВЛИЯЯ на СI<iОр О СТ Ь  

м 

- - \\. 8 - � --...:::::: ---

F F 
Фиг. 1 32. 

теч ения,  з авнсящую и акл юч ител ыно orr сечен ия трубопр овода.  По­
этому на фиг.  1 32 трубопровод показан  наклонным по отноше­
нию к уровню ММ .и  ра.остояния х от.сч!Итываются ·вдоль оси трубо­
ПJЮВО'да .  

При неустановившемс.я режиме скорость на  отрезке dx будет 
_ пЕ.ременной в зависимос11и от времени, обусловливая также перс­
менное давление. 

Силами, пр иложеиными к элементу dx, являются : 
1 .  Сила ,  возникающая от того,  что давление вдоль отрезка dx 

дР 
изменяется на  диффер енциал дх dx, что дает для в сего ·с еч е н и я  S 

результирующую силу 

pS - (Р + g� dx) S= - (:� dx) S. ( 1 ) 

·2 . Сила инерции массы � Sdx элемента, скорость которого 
g 

изменяется во времени, т. е. сила 

+ ( ;  Sdx) �� .  ( 2) 

1 Л. А л и е в и. Теория гидравлического удара .  
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. дv dx дv дv П ренебрега я величин он дх • dГ = v д.iё по сравнению с дl" , 
dv дv можно свести полную производную di к частной 7ft . 

Прир авнивая нулю сумму сил, получим 

g др дv 
(3) -;; . а; = а; ·  

З аписывая, что увеличение массы элемента dx з а  время dt 
равняется р азности между мас.сой,  втекающей через входное се­
чение и оттекающей через выходное, получим другую зависи мос rь 
между вел,ичинами р и v. 

дv d Так как скорость v меняется на дифференциал дХ х, то вте-

кающей массой будет .; S ( v + �: dx) dt, а оттекающ�й � Svdt, 
что дает разницу 

� S � dxdt. (4) g дх 

Изменение м ассы элемента dx з а  время dt составляет: 

d ( -;;; Sdx) dt g 
dt 

- (5 ) 

Прир авнивая между собой ур авнения (4) и (5) , получим 

(6 )  

Жидкость упруга и при из,менении давления она меняет 
объем, причем это изменение в соответствии с законами упругости, 
пропорционально изменению давления dp и длине элемента dx 
и обр атно пропорционально коэффициенту упругости жидкости,  

т. е. р авняется �Р dx. Поскольку масса остается неизменной в но­
вом объеме, то 

roSdx = (w + d� S( t - d� ) dx, 

откуда , пренебреrая членами вт�ого порядка  малости, получим 
для изменения удельного веса U> выр ажение 

- - dp dro = ro - . е (7)  

Стенки трубопровода также обладают упругостью и можно до­
пустить, что его деформация всегда соответствует давлению без 
фазового смещения во времени 1 • При изменении давления на dp 

1 Это условие практически реализуется н а  работающих установках, как мы 
это показывали в сообщении Гидротехническому обществу Франции. 
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. D 
напряжение  в стенках трубопровода изменится на dp 2е' где D -
диаметр трубы , а е - толщина ее стенок. Это приводит, в соответ­
ствии с з аконами упругости, которые только что были р а-ссмотрены D в применении к жидкости,  к изменению радиуса 2 трубопровода, 

р а вному 
dpD D 

2е ' 2  _ dpD2 
Л =  Е - 4еЕ ' 

где Е - коэффициент упругост:и металла .  
тrD2 

Сечение S = 4 изменит,ся при этом на величину тr (D 4+ Л)2 _ тr�2 = тr�2 [ ( 1 + ; у _ 1 ] = S � , 

(9 )  

( 10) 

если прен ебрегать величиной J; при разложении ( 1 + � У ; 
с уч етом уравнения (9)  получим далее 

D dS =S 2Ее dp. ( 1 1 ) 

Вернем ,ся ко второму члену уравнения (6) , где 

d (Шs) = sdШ + Шds ( 1 2) 
и заменим dro м dS их выражеашям1и (7 )  и ( • 1 : 1 ) ;  в ,ре,зультате по­
лучим - дv - ( 1 D ) др wS дx = wS Е' + 2Ее 7ft 
и после деления на  roS 

�: = С + :Ве ) 7t · ( 1 3) 
Такова В'ГО!Р ая зависимость между величинами v и р. Положи.м, 

аз = g - ( 1 р ) "' Е' +  2Ее 
( 1 4) 

и заметим , что величина а имеет размерность �скорости. Если одно­
временно выразить давлеНiие столбом жидкости 

p = wh, 
то ур авнения (3)  и ( 1 3 )  превращаются в с.тrедующие :  
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дv дh 
дt = g д.Х , 

дv g дh 
дx = (ft · дt · 

( 1 5) 

( 1 6) 



Таковы два уравнения (в частных производных) неу.становив­
шегося движения, ·связывающие величины h и v с .временем t 
и координатой р асстоя ния х 1 • 

дv 
1 Эти уравнения получены, пренебрегая значением v ах ' равно как ПОТС· 

рями напора. В случае, когда эти упрощения недопустимы, применение изложен­
ной теории приводит к ошибочным результатам. 

Для полноты исследования надо ввести напряжения трения вдоль от­
резка дх; если J является таковым, будучи выражено в м столба воды, то сила. - дJ 
трения равняется Soo дх дх. 

С другой стороны, формула (2) без упрощений дает 

-;;;- ( dv дv ) 
-g Sdx м + v дх • 

Полагая p = roh, уравнение (� без упрощений можно привести к виду ( дh v дv дJ ) дv 
g Тх + -g ах + Тх  = м · (3' )  

Уравнения (3') и ( 1 6) ставят задачу, но, к сожалению, она в таком виде 
не имеет решения. 

Заметим, что если ввести обозначение 
vll h + rg + J = H, 

то уравнение (3') будет иметь вид 
дН дv 

g ах = м ·  ( 1 5') 

В левой части полного уравнения (3' ) , приводящего к уравнению ( 1 5') , мы 
находим члены, входящие в уравнение Бернулли; это есть уравнение, выражаю� 
щее закон сохранения энергии_ »- бесспорно, что замена значения Н в уравне­
нии ( 1 5 )  значением (h!) искажает результаты, особенно в случае расширя.ю­
щейся трубы, и в случае, когда потери напора велики. 

Для того, чтобы, сохранив уравнение ( 15') , иметь возможность решать си­
стему уравнений ( 1 5') и ( 16) ,  надо в уравнении ( 16) заменить h н а  Н. 

Теоретически это никак не обосновано. Тем не менее получаемая таким спо­
собом система уравнений 

дН дv к дх = аг ·  
g 

дН дv 
7 · м = дх 

( 1 5'). 

( 16'}  

решается так же,  как система уравнений ( 1 5) и ( 1 6i) , и дает результаты, очень 
близкие к действительности, независимо от потерь напора и условий течения и, 
в частности, в случае трубы с быстрыми. изменениями сечения по длине, в то 
время, как система уравнений ( 15) и ( 1 6 )  в этих условиях приводит к невер­
ным результатам. Обе системы с другой стороны приводят к одинаковым ре-дv дJ 
зудьтатам, когда v дх и дх действительно щ>енебрежимо малы. 

Эти соображения были изложены нами в докладе в мае-июне 1 926 г., 
представленном Обществу гражданских инженеров Франции и съезду по общеЙ' 
механике в Льеже ( 193 1 ) .  
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Для решения продифференцируем у равнение ( 1 5 )  по х и ( 1 6 ) 
д2v дv 

по t; с учетом того , что дtдх = дхдt , можно полу чить 

( 1 7 )  

Таким образом , h является такой функцией х и t, что ее вто­
рая производпая по х равняется второй производной по t, увели-u 1 

ф ченнои в li2 раз ; ин аче говоря, эта ункция ·Не меняется при 

замене х через at ; наиболее простой формой этой функции 
является F (x ± at) , откуда общее уравнение, определяющее значе­
ние h, будет 

h = h0 + F (x - at) + f (x + at) ,  ( 1 8 )  

где F и f - произвольвые функции и h0 - начальное значение 
функции h. 

Отме'ГИМ, что путь, пр оделываемый подвижным наблюдателем,  
который пер·емещается со скоростью а относительно жидкости, 
равен at. Отсюда х - at = O  и величина F (x - at) для такого н а­
блюдателя будет всегда сохр анять значение F (О) , т . е . значение, 
которое она имела при выбытии наблюдателя (в  точке х = О и 
t = О) . Это и есть определение волны, которая р аспростр аняется 
с относительной ·скоростью а по отношению к жидкости в ,н апр ав­
лении, противоположном течению, т .  е. с абсолютной скоростью 
(а - v)  по отношении к трубопроводу. 

Точно так же путь, проделываемый наблюдателем, который пе­
ремещается со скоростью (-а) относительно жидкости в н аправ­
лении течения,  равен (-at) . В этом случа·е (x + at) = 0 и вели­
чина f (x + at) всегда р авна f (O) , т. е. сохр аняет значение, какое 
она и мела при  х = L и t = Т  (т .  е .  при выбытии  наблюдателя из 
сечения L ) . Это еще одна волна ,  которая  р а спростр аняется в про­
тивоположном предыдущей н аправлении с относительной по 
отношению к жидкости скоростью а, т. е. с абсолютной скоростью 
а + v (по отношению к трубопроводу) . 

Дифференщируя ур авнение ( 1 8) по t и подставив результат 
в ур авнение ( 1 6 ) , получим 

· 

g; = � [ - aF' (х - at) + aj' (х + at) ] 

или 

дv = - � [F' (x - at) дx - f' (x + at) дx] , 

что после интегрирования дает 

v = v0 - � [F (x - at) - j (x + at) ] , 
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где v0 - начальная скорость ; та�им является уравнение для опре­
деления с-коросm v .  

Ур авнения ( 1 8 )  и ( 1 9) расшифровываются как следующий фи­
зичес·юий закон неу·становившегося движения : 

1 . Изменение (h - ho) напор а в неwотором сечении трубопро­
вода в .некоторый .момент времени 1ра1Вняется сумме волн давления 
F и f, IВСтречающихся в указанно.м сеченИiи в у:каза,нный момент 
времени ;  эти волны перемещаются относительно жидкости со ско­
,ростями ± а. 

2. Изменение скорости (v - vo) в том же сечении и в тот же 
момент времени равняется р азности двух названных волн, увели-

ченной в : раз . 

Во всех областях механики, затр а�иваемых в третьей части 
настоящей р аботы, вс.тречаются уравнения в частных производ­
ных, идентичные по форме уравнениям ( 15 )  и ( 16) , которые, сле­
довательно, решаются .идентично решениям ураrвне.ния (r 1 8 )  .и ( 1 9) .  

Язык алгебры вполне адэкватен физическому явлению и та к 
как ур авнt:ния ( 15)  и ( 1 6) zыражают характер ямения, то .их ана­
литическое решен.ие ( 1 8) и ( 1 9) воспроизводит само явлен:ие .  

К сожалению, дифференциальные уравнения,  к которым при· 
водятся задачи, часто не им·еют разра ботанного аналитичес кого 
решения и это парализует р аботу инженер а ;  в таких случаях он 
сможет с у·спехом обращаться к графическому методу. 

1 9  Зак. 2f7 



ЗА КЛ ЮЧ Е Н И Е  

У н ас нет опр еделенных оснований для прекр а щения описания 
п р иложений гр а фического ,метода, яв,ившихся содержа·нием в rо­
рой части настоящего труда.  Действительно, почему м ы  останови­
лись на последнем примере,  исчер пыв а ет ли он ,разнообразие слу­
чаев, которые могут иметь место или действител ьно в стреч аются 
в практике предприятий? Конечно н ет, так как количество таких 
случаев может быть н еогр аниченны м ; мы И\С.пытыва ем даже со­
стояни е  некотор·ой неуд01вл етворенности, объявляя об оконч ании 
р аботы, кот.орая 'ПО нашему ГЛ)Ilбокому убеждению не может иметь 
.НJИ логичеакого, ни естественного конца. НеудОIВлетвор енность, ко­
торую ощущает а·втор ,  .может получить ОТIIШИ.К, к оожалению, также 
почти у каждого читателя,  потому что очень в·елика вер оя11ность 
11ого, что •В нашем аноп е н ет КаiК ',Р аз того 'Колоса, кот.йjры й  ч:ит.а­
тель н а'деял·ся найт.и ; пусть чита�Гель всюпользуе'11Ся пр едставл ен­
ной р аботой и мы предсказываем,  что он бущет утешен, когда сам 
н а йдет решение своей з адачи. 

Действительно, предлагаемая книга и не  могла иметь целью 
составление исчерпывающего сбор ника р ецептов решени й ;  она 
стр емится привить читателю вкус к их самостоятельному отыска­
нию и дать ему увер енность, что эти р ецепты у .него под рукой, 
если только он з ахочет потрудиться , для того чтобы их н айти. 

Приведеиных примеров для этой цели более чем достаточно:  
но может быть была необходимость что-Лiиб о  доба вить к изложе­
нию самого метода,  я вляющемуся пр едметом первой части книги? 
Скорее в�сего нет, если, как мы надеем·ся, нам удалось показать, 
что этот м етод ,ни в ·какой мере не я.вляется абстракцией, 
а р е ально отражает ивучаемое явление. 

Р азум еется, также и ученые-ан.алиТИIК'И в осприним ают яiВление 
физ.ичеаки,  но исследуют его, пр едпочитая алге6раичесК!ие ме­
тоды описания, которые, по-видимому, всегда будут сохр а нять <Н­
печаток большей интелектуальности. Воздадим им должное, но 
будем себя утешать. тем,  что хотя алгебр аичес.�ий аспект 
остается нам  чуждым или далеким, мы ничего не теряем, исполь­
зуя глава наших воображаемых н а блюдателей, благода ря котор ы м  
м ы  осведомлены о том ,  что происходит в любое время в пр оцессе 
исследования.  Эти преданные и вер ные служители огр аждают н ас 
от возможно сти возникновения дву.смысл енностей и п ротиворечий ; 
мы не рискнем, например, просто заявить, что м ы  получили дан-
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ное давление бесконечным только потому, что по причине вполне 
п р остительной ошибки при  подсчетах знаменатель формулы при­
няли равным нулю.  Перед таки м  устр ашающим результатом наши 
наблюдатели , рукаводимые направляющим их законом, успокоил и 
бы н ас, показав явление таким,  .каким оно происходит в действи­
тельности и открыв причины встретившихся огр аничений .  Нахо­
дя·сь 1в о1бщес'11В·е этих скромных помощников, tМ Ы сможем добиться 
резул ьтатов большой .ценности :  оставая сь сами скромными и осто­
рожными, мы сможем посте1пенно, но прочно постичь технический 
смысл решений,  с tПоним аtние.м 'Которого не рождаю11ся даже при 
самом гениальном уме, и Iюторым бывают вознагр аждены настой­
чиtвость и т,рудолюбие IJ{,аждого у.ма ,  самого обЬ!Iкновенн.ого, н о  
смелого'. 

И заТtем я пожелаю моим читателям-друзьям успехов в их соб­
ственных открь!Тiиях и новых п·рименениях; я предска'Зываю, что 
они будут многочисленны и плодо11ворны. 



П Р ИЛ ОЖЕ Н И  Е 

Д-р техн. наук проф. И. А. ЧАРНЫй, 

канд. техн. наук Г. Д. РОЗЕНБЕРГ 

В настоящем приложении кратко излагаются вывод ураi!!нений движения 
и основные аналитические методы, применяемые для исследования и расчетов 
неустановившегося движения реальных жидкостей в трубах со скоростями, ма­
лыми по сравнению со скоростью звука. 

Эти методы позволяют непосредственно учесть распределенное трение по 
длине трубопровода, в отличие от графического метода Бержерона, где распре­
деленные гидравлические сопротивления заменяются сосредоточенными. Заме­
тим полутно, что область и возможности применения аналитических методов 
в настоящее время значительно расширены по сравнению с недавним прошлым, 
благодаря происходящему в наши дни интенсивному распространению быстро­
действующих электронных вычислительных устройств. 

В настоящее приложение включены наиболее эффективные, с точки зрения 
авторов, современные аналитические методы - метод характеристик, методы 
линеаризации исходных неJJинейных уравнений, видоизменение метода Римана, 
методы контурного интегрирования в плоскости комплексной частоты и опера­
ционный, а также, для полноты изложения, классический метод Фурье. 

Главное внимание уделено основной сущности и идее того или иного ме­
тода , которую авторы старзлись изложить в достаточно подробной и отчетли­
вой форме. Подбор соответствующих примеров также был подчинен этому 
требованию. Во избежание излишнего увеличения объема приложения некото­
рые детали чисто вычислительного характера было решено опустить, указав 
источники, где они приведены в полном и развернутом виде. 

1 .  В ЫВОД УРА В Н Е Н И й  Н ЕУСТА НО В И В Ш ЕГОСЯ ДВ И ЖЕ Н И Я  
В НАПО Р Н ЫХ ТРУБО П РОВОДАХ 

Дифференци альные уравнения движения капельной сжимаемой жидкости 
впервые были составлены и для некоторых случаев проинтегрированы Н. Е. Жу­

Фиг. 1 ,  
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ковским в его классической работе о гидравличе­
ском ударе ( 1 ]. Метод Н. Е. Жуковского можно 
применить и для общего случая движения жид­
кости или гьза в трубе с неравномерным распре· 
деле:нием скоростей в сечении трубы таким об­
разом, чтобы в окончательные уравнения движе· 
ния входили средние в сечениях скорости, плот­
ности и давления. 

Рассмотрим движение жидкости по трубе 
с прямолинейной осью Ох. Площадь попереч· 
ноrо сечения трубы f будем предполагать зави­
сящей от координаты и времени, т. е. f = f (х, t) . 
Проведем в трубе два поперечных сечения пло­
щадью f и f1 на расстоянии dx одно от другого 
( фиг.  1 ) .  Уравнение количества движения 



для выделенного таким образом объема V в самом общем случае имеет 
вид SS p�vndf + SS p;vndш + SS ptvndf + SSS � (p-t) d V  = � F,  ( ! )  

f (1) /, v 

где р - п лотность; v :..__ вектор скорости жидкости в данной точке; Vn - проек-
+ + 

ция v н а  внешнюю нормаль n к поверхности, ограничивающей объем V; ш ­-+ 
боковая поверхность объема V � F - сумма всех внешних сил, действую-
щих на массу жидкости, заключенную в выделенном объеме. 

В дальнейшем будем считать, что площадь и форма сечения трубы изме­
няются по длине достаточно плавно, т.  е. что косинус угла между нормалью 
к w и осью Ох есть малая величина, квадратом которой можно пренебречь по 
сравнению с единицей. 

В силу этого предположения 

�) = xdx, (2) 
где Х - периметр сечения потока . 

Спроектируем уравнение ( 1 )  на ось Ох, заменив V на fdx и учтя вы-
ражение (2). Имея в виду, что Vn = - Vx на поверхности f, и vn = 

= + V.x на поверхности /1, получим 

-SS pv;df + S pv.xvndxdx + SS pv;df + SS :t (pv.x)dfdx = 
1 х f, 1 

1 
= fp - fiPt + 2 (р  + Рд (ft - Л +  бхdх, (3) 

-+ 
где Vx - проекция v на Ох; р - среднее в сечении давление, 6 - проекция 
на Ох среднего по периметру сечения потока касательного напряжения на 
стенке трубы. 

Проекция силы тяжести, равная vfdx siп а (V - объемный вес жидкости) , 
не входит явно в у.ра,внение (3) , так как под р подразумевае"ОСя так называемое 
приведеиное давление р = jZ + Ре , где Ре - статическое давление. 

Поскольку с точностью до членов второго пор�дка малости 

,. др d f f + дf d Pt = Р + 7fX х, t = 7fX х, 

Ss - 2 ss - 2  д ss - 2 pv xdf = pv .xdf + дх pv xdfdx, 
f, 1 1 1 (4) 

т о  после подстановки выражений (4) в уравнение (3) и перехода к пределу 
при dx ..... О получим 

:х ss pv;df + s PVxVndx + ss � (PVx) df = - 1 �� + е)' . 
1 1. 1 

Для дальнейшего преобразования уравнения (5) вычис.!JИМ величину 

:t ss<pdf. 
1 

(5) 

r :te <р (х, у, z, �) - некоторая дифференцируемая функция координат и времени. 
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Так как f = f (x, t) , то (фиг. 2) 
df = v�dxdt 

и 

:t ss �df = lim [ ss � (х, у , �/ + Ы) df - ss � (x'f/'t) df] = 
1 м-о f(x, t+At) l(x, t) 

= l im [ s s � (х, у ,  z, t + Ll;�- � (х, у, z, t) df 
+ 

м - о f(x, t) 

+ S J � (х, у , :t·t + Ы) v�dxdt] = S J �� df + S �v�dx. (6) 
f(x, tН .t)-f(x, t) 1 У. 

' -+ -+ 
где U n - проекция v на 11нешнюю нормаль n' к плоскому контуру :х; • 

Фиг. 2. 

При течении вязкой жидкости на боко­
вой п оверхности ro касательная составляющая 
скорости и� = О, а нормальная составляющая 

-+ -+ 
flп = ± l и \ .  Тогда, так как n' лежит в плоско-
сти, перпендикулярной Ох, а согласно сделан. 
ному предположению cos2 (n, х) «: 1 , то ' 1 + '  + i> vn = v jcos (v, n' ) = 

= 'l!n yl - cos2 (n, х) � fln· 
Подста·вив выражение (7) в формулу (6) , получим 

(7) 

gt SS ttdf = SS �� df + J' �vndx . .  
1 1 У. 

(8) 
Далее, так как н<юр а.вленне б всегда противоположно направлен·ию средней 

скорости течения w, то 
w 

б = - тwт  l o  '· (9) 

Пользуясь соображениями теории размерностей, величину 1 O J можно пред­
ставить в виде 

л 1 6 1  = B pwl, ( 1 0) 
где р - средняя по сечению потока плотность жидкости ; Л. - безразмер на я  ха­
рактериС'i'ика гидравлического соnротивления, являющаяся, вообще говоря, 
фун·кцией р азмера, фор.мы и шероховатости трубы, физико-механических свойсrв 
жидкости и вида нестациона•рности движения .  Для стационарного течения, как 
легко видеть, Л. есть коэффициент сопротивления в формуле Дарси- Вейсбаха 
для nотери напора на т.рение в трубе . 

Учитывая выражения (8) , (91) и ( 10 ) , уравнение (5) можно пр�дставить 
в виде 

дJ дМ др Л 
дх + д[ = - f дх - g P"f.W 1 W J ,  ( 1 1 ) 

где М = SS pvxdf = pwf - массовый расход жидкости ; J = SS pv1df = ( 1 + Ю Х  
1 1 

Х fpw2 = (1 + �) M w - проекция на Ох количества движения массы М; 
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р - поправка Кориолпса на неравномерное распределение скоростей в выра­
жении количества движения потока через среднюю скорость и среднюю в се­
чении плотность жидкости. 

Масса жидкости, заключенная в выделенном объеме V, есть 

т
= SSS PdV 

v 
и из условия сохранения массы получим уравнение неразрывности в интеграль· 
ной форме: 

�� = SS 1t dfdx � SS PVxdf + S pvndxdx + SS pvxdf = О. ( 12) 
1 1 х 1, 

Так как с точностью до членов второго порядка малости 

SS PVxdt = SS PVxdt + д�SS "Pvxdfdx, ( 1 3> 
j, 1 1 

то после подстановки выражения ( 1 31) в у.равнение ( 1 2) и перехода к пределу 
при dx -+ О получим с учетом формулы (8) , что 

дМ д . 

дх + дt (pf) = о. ( 14) 
Уравнения ( 1 1 ) и ( 1 4) являются общими, справедливыми для любого по· 

тока газа или жидкости (как ньютоновской, так и неньютоновской) , и выве­
дены при единственном предположении, что cos2 (n, xj) � 1. Эти уравнения 
содержат в качестве неизвестных четыре величины : р, р , w, f (fi и Л считаем 
известными функциями w, физико-механических свойств жидкости, вида неста­
цнонарности и геометрии трубы) . Для получения замкнутой системы к этим 
двум уравнениям необходимо добавить уравнение состояния жидкости и закон, 
выражающий зависимость площади сечения трубы от давления. 

В случае капельной жидкости будем предполагать, что последняя следует 
закону Гука , т. е. ( Ре -Рео) р = Ро 1 + Кж ' ( 1 5) 
где Ро- плотность при давлении Рео; Кж- модуль объемного сжатия жидкости 1 •  

Стенки трубы будем предполагать упругими и площадь поперечного сече­
ния трубы зависящей от давления согласно закону Гука, т. е. 

f = !o ( l + e Peiro ) , ( 16) 
rде fo = fo (х) - площадь сечения трубы при давлении Рео ; Е - модуль упру­
гости первого рода материала трубы; е - безразмерный коэффициент, завися­
щий от формы сечения и толщины стенок трубы. Влиянием продольных сил 
упругости и сил инерции стенок трубы, оценка которых приведена в {1] ,  {4], 
будем пренебрегать. 

Так как ,выражения ( 1 5) и ( 16) будут справедливы лишь при 
Ре - Рео � Кж• е (ре -Рео) � Е, ( 17) 

то они могут быть представлены в виде 

откуда 

Ре - Рео 
. е 

Р = Ро ехр Кж 
, f = !о ехр Е (ре - Рео), 

Ре - Рео 
Pf = Pofo exp К • ( 18) 

1 Другие уравнения состояния для капельной жидкости рассмотрены 
в [2] ,  [3]. 
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где 

( 1 9) 

К - приведенный модуль объемного сжатия, учитывающнй упругость стеноi< 
трубы. 

Для тонкостенной круглой трубы 

(20) 

где 'd - внутренний диаметр; h - толщина стенки трубы. Для толстостенной 
круглой трубы [З] 

(2 1) 

где v - коэффициент Пуассона. Для тонкостенных трхб векругавого сечения 
значение е было получено Г. И. Двухшерстовым в виде [5] 

2а0 ( 1 - v2) , ( а
5 ) е = h Kw 1 + К"' 7ij , (22)  

rде К� И Kw - безразмерные КОЭффициеНТЫ, ЗаВИСЯЩИе ОТ  форМЫ nоnереч­
НОГО сечения трубы (табл. 1 ) ;  ао - характерный линейный размер. Им же было 
nоказано, что в случае некруглых труб величина приведеиного модуля К значи­
тельно снижается, так как площадь сечения таких труб увеличивается nри изме­
нении давления главным образом вследствие изгиба их контура.  Для сравни­
тельной оценки величины приведеиного модуля сжатия в трубах различного 
поперечного сечения в табл. 2 приведены значения К�. Kw, К!Кж для случая, 
когда ao/h = 10, Кж/Е = 0,0 1 и v2 = 0, 1 ,  что соответствует течению воды по 
стальным трубам. 

Т а б л и ц а  
Значения Kw и К� для труб различного сечен ия 

Форма попе речного сечения 1 а� 1 к ' 
1 Kw трубы (J) 

d/2 1 о Окружность . 

Прямоугольник * *  
1 + � 1 0 ( 1  + �)2 ( 1 + �3) -6 ( 1 + �5) - 30�2 ( 1 + �) а 

Правильный треуголь-
ник а 

Правильный 2п-уголь -
ник а 

-2 -
1 

уз 
'lt cos2n 

15� ( 1  + �) 
0,4 

4 'lt 'lt l5 tg2 2п s in2 2n 

'" Для прямоугольника а - половина большей стороны, для тр еугольника - nоловина сто-
роны ,  для 2п-уrольника - радиус описанной окружности. 

** � - отношение меньшей стороны к бо,lьшей. 
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Т а б л и ц а  2' 
Сравнительная оценка величины кажущегося модуля сжатия в тру бах 

разли чного поперечного сечения 

Форма поперечного сечения 

Круг 
Квадрат . 

трубы 

. . . . . . . . 
Прямоугольник (� = +) 
Правильный треугольник 
Правильный шестиугол ь-

ник . . . . . 

1 ' 
Kw 

1 1 
0,75 

0,577 
0,866 

1 Kw - 1 е 1 КJКЖ 

о 1 8 0,847 
0,267 498 0,167 
0,7 958 0,095 
0,4 426 0,190 

0,022 49,9 0,667 

Так как скорость звука в жидкости, текущей по упругой трубе, есть 

то из уравнения ( 1 &)  следует, что 
д f др с f ( др д 

Р ) 7ft (pf) = -z2 дГ = С2 дt - gz 7ft . (23) 

дf Для газа можно принять дl = О [6] и воспользоваться известной форму-

л ой 

Тогда 

dpc с2 - ­- dp . 

откуда следует уравнение (23) , т. е. получаем тот же результат, что и для 
капельной жидкости. 

Таким образом, для упругой капельной жидкости, следующей закону Гука 
и текущей по упругой трубе, удовлетворяющей условию ( 1 6) ,  а также для 
газа, текущего по жесткой трубе, уравнения движения ( 1 1 )  и неразрывности 
( 1 4)  могут быть представлены в виде 

др дМ д . Л 1 
- f ax = дt +  дх [ ( 1  + �) Mw] + � M i w l; ( др др ) дМ -f дt - gz (j[ = с2 дх , 

(24) 

где О =  flx - гидравлический р адиус потока. 
Так как для капельной жидкости при выводе уравнений (24) было пред­

положено, что выполняются условия ( 1 7 ) , то изменением давления, соответ-
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<�твующим изменению скоростного напора, и изменением массового расхода, 
соответствующим изменению плотности, т. е. величинами 

д др др др f дх [( 1 + �) pw2] ,  fw ax , fw дt ·  dz дt 
можно пренебречь [ 1 ], [3] ,  [6] и уравнения (24) принимают вид: 

др дQ [ дf л w
] -f дх = р дt + ( 1  + �) ах  -+ 8f f ГWi pw2; 

др 2 дQ -fдt = ре дх • 
(25) 

т де Q = fw - объемный расход жидкости, а величины р и с вследствие малой 
сжимаемости жидкости можно считать постоянными. • дf Лf 

Если труба достаточно жесткая и дХ � 88,  то уравнения (25) можно пред-

ставить в виде: 

- �� = р (
д
а� + :а w l w l) ; j 

др дw дw - дГ = рс2 дх = К дх . 
(26) 

Из изложенного выше видно, что при выводе этих уравнений предполага­
.лось, что : скорость течения жидкости по трубе много меньше скорости звука ; 
{1 и f зависят от давления согласно закону Гука;  жидкость малосжимаема, 
.а труба достаточно жесткая и площадь ее поперечного сечения м ало меняется 
no длине. Сжимаемость жидкости и уnругость трубы учтены в этих уравнениях 
только в величине скорости звука с. 

При изучении нестационарных движений вязкой (ньютоновской) жидкости, 
в том числе и nри исследовании уравнений (26) , принято обычно считать, что 
характеристики сопротивлений, установленные для стационарных движений, 
.сохраняются и для нестационарных, т.  е. в случае неустановившегося движения 
зависимость Л. от числа Рейнодьдса и относительной шероховатости предпола­
гается такой же, как и при установившемся движении (гипотеза квазистацио­
нарности) .  Строгое обоснование этого допущения весьма затруднительно и 
оправдывается оно, в общем, удовлетворительным согласием теории и экспери­
мента [7] . При движении вязко-пластической жидкости гиnотеза квазистацио­
·нарности неприменима, а данных для определения Л. при нестационарных про­
цессах в литературе имеется очень мало [ 8 ] .  

Рассмотрим движение газа с дозвуковой скоростью по длинному цилиндри­
ческому газопроводу. В этом случае обычно всегда можно пренебречь измене· 
нием давления, соответствующим изменению скоростного напора [6] ,  и считать, 
как это уже указывалось выше, f = const. Тогда уравнения (24) принимают 
вид (для газа принимают р = рс + -r z � pc) : 

др д (pw) Л 1 w 1 j - дХ = -------ar- + -gг (pw): 
(27) 

3!!_ - 2 д (pw) - дt - с дх . 
Для замыкания системы уравнений (27) к ним необходимо добавить урав­

нение состояния (газ считается идеальным� 

..f!_ = R 1 (28) р 
и уравнение притока тепла (уравнение политропы) 

р n - = с2, р (29) 
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где R - га зовая постоянная ; Т - абсолютная температура ; n - показатель поли­
тропы. Уравнения (27) , (28) и (29) образуют снетему четырех уравнений для 
четырех неизвестных функций: р, р , w, Т, представляющую собой систему урав­
нений движения газа в длинном газопроводе с дозвуковой скоростью течения. 
Для этих условий режим движения газа обычно можно считать изотермическим. 
Тогда из уравнений (28) и (29) следует, что 

.!!.... = cll = ccins t  (30) р 
и система уравнений движения состоит из трех уравнений (271) и (30) для трех 
неизвестных функций р, р, w. 

Л инеаризация уравнений движения. Уравнения движения реальной жидко-Л \ w \ 
сти (26) содержат, вообще говоря, нелинейный член B!i-p w, что существенно 

з атрудняет их интегрирование 1 • Поэтому желательнQ, в тех случаях когда это 
возможно, линеаризовать эти уравнения. Для этого будем нелинейный член 
представлить в виде 

Л 1  w 1 (Л I  w 1) 8Г pw = 2apw, 2а = 8Г ер = const > О, (31 ) 
причем осредиение nроизводится по длине и времени. Уравнения (26) при этом 
приннмают вид: др (

дw ) ] - дх = р дГ + 2aw ; 
др дw дw - аг = рс2 дх = к  дх , 

(32) 

т. е. переходят в систему линейных дифференциальных уравнений в частных про­
изводных первого порядка, представляющую собой частный случай системы 
телеграфных уравнений с постоянными коэффициентами для линии без утечки. 

Если колебания скорости невелики, то определение коэффициента 2а может 
быть произведено следующим образом. Представим скорость и давление при 
неустановившемся движении как 

w = Wo + w*, р = р0 + р*, (33) 
где Wo, Ро - скорость и давление при установившемен движении; w*,  р* - их 
возмущения. Разлагая величину 

Ч w l -вгw = f (w) 
в ряд Тейлора и п•ренебрегая членами, содержащими 
nервой, получим 

Л l w l 8Г w = f (w) = f (w0) + w*f' (wo) . 
Так как  при установившемен движении 

др дw ж == аг = 0• 
то из УJРавнекий (26) следует, что 

дро Л !  Wo 1 · ) - дх = 8Г PWo = pf (wo); 
дwо 
дх = 0. 

w* в степени выше 

(34) 

(35) 

Л IW I • 2v 1 Есл и режим движения ламинарный, то ----gг = а2 = const, где v - ки-
н ематическая вязкость, и уравнения (26) линейны.  
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Подставляя выражения (ЗЗi) и (34) в уравнения (26) и учитывая при этом 
уравнения (3� , имеем : 

где 

др * ( дw * ) ) -- - р -- + 2aw * · - дх - дt • 
др* дw * - Тt = pcS dx • 

2а = 1' (w0) = ( Л �: l + Л' �s ) _ = const. 
W - fl/0 

Если в диапазоне изменения w можно принять Л. = const, то 

, Л J Wo 1 
2а = 1 (wo) = -г . 

(36) 

(36 а) 

(36 6) 

Очевидно,  что этот способ линеаризации эквивалентен замене кривой 
Л j w j  

у = � w в интервале w0 < w < w1 отрезком касательной, проведеиной 
через точку w = w0 (фиг.3) 

Другой способ определения коэффициента 2а заключается в замене отрезка 
кривой АВ отрезком прямой АВ' таким образом , чтобы площади, ограниченные 

осью абсцисс и этими отрезками, были 
.-\ w1 равны между собой. В этом случае, ес.�и И принять Л. = coпst, получаем 

Фиг .  3 

2 2 2 л w1 + w1wo - w0 
2а - -- --=---------''-- 1 2& W1 - Wo 

Об интеР'вале изменения w грубо 
можно судить, не решая задачи. Для более 
точного определения этого интервала 
можно рекомендовать решение задачи 
( ,в качесmе первого приближения)  без уче­
та сил трения . 

Воспрос о том, какой способ вычисле­w, w ния коэффициента 2а дает наилучшее при­
ближение, может быть выяснен путем срав­
нения решения уравнений (32) с экспери­
ментом, либо с решением уравнений (26)" .  

Так как системы уравнений (32)  и (36)  лиы•йны, то в них под р, w можно 
понимать как давление н скорость, так и их возмущения,  т. е. эти системы сов­
падают между собой. 

Линеаризация уравнений (27) может быть выполнена также по форму.'lе 
(310 . Тогда эти уравнения примимают вид : 

др д (pw) ) - дх = ---at + 2а (pw); 

др - 2 д (рw) 
- дt - t; дх ' 

(37) 

т. е. формально совпадают с уравнениями (32) или (36) , в которых положено р = 1, а скорость w заменена массовой скоростью pw. 
Граничные и начальные условия. При р ассмотрении неустановившегося дви· 

жевия обычно предполагается, что до момента времени t = О движение отсут· 
ствовало или было стационарным, т. е. р и w для t ..,;; О не зависели от времени. 
Таким образом , начальные ус.'lовия будут 

w = w (х), р = р (х) при t < О (О < х < /), (38) 
где l - длшiа трубопровода. 
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Гр аничные условия определяются характером возмущений потока на гра­
ницах трубопровода. В общем случае они представляют собой две заданные 
функциональные зависимости, из которых одна связывает между собой значе­
ния ско.рост.и, давления, их nервых nроизво.дных и времени в начальном сече­
нии, а вторая - в конечном сечении трубоnровода. 

Особенно часто встречаются граничные условия следующего тиn а :  к одному 
1шнцу трубоnровода nрисоединен какой-либо агрегат, изменяющий расход 
жидкости по известному закону в зависимости от времени, наnример, nоршне­
вой насос, регулирующий клаnан, турбина, к:>мnрессор и т. д. Агрегат может 
быть присоединен к трубоnро�оду или непосредственно, или отделен от него 
камерой, служащей для регулирования расхода или демпфирования колебаниll 
давления (воздушный колпак, уравнительная шахта и т. д . ) . На другом конце 
трубопровода предпоJiагается известным давление в функции от времени. В ча­
стности, это давление может быть постоянным, например, атмосферным. 

В дальнейшем будем р асполагать сечение х = О у конца трубоnровода, где 
i nоддерживается известное давление р (t) ,  а сечение х = l - у агрегата. Длиноll 

гасящего устройства будем пренебрегать. Очевидно, что при выбранном на­
nравлении оси Ох положительными будут скорости и расходы, направленные о т  
открытого конца к агрегату, и отрицательными - от агрегата к открытому концу. 
В этих предположениях р ассматриваемые граничные условия могут быть мате­
матически сформулированы в виде : 

р = ер (t) nри х = О; 
дw } w + h дх = f (t) nри х = l, 

(39) 

где �p (t) , f (t) - известные функции ; h - положительная постоянная,  характе­
ризующая тип камеры. При отсутствии камеры h = О. 

Выведем в качестве примера второе из граничных условий (3�) для воз­
душного колпака. 

Пусть Vo, Ро - средние объем и абсолютное давление воздуха в колпаке 
и у - увеличение объема жидкости в колпаке. Прирост объема жидкости в кол­
ПЮ{е в единицу времени есть 

(40) 
гд� (fw)x= l - р асход жидкости, втекшей в колnак из трубоnровода; Q (t) ­
расход, вытекший из колnака. Расход Q (t) создается или регулируется агрега­
том и nредполагается известной функцией времени.  

Предпо.r1агая, что воздух в колпаке сжимается изотермически, получим 

Po Vo = p ( Vo - у) 
или 

V0 ( у yl ) 
D = Ро Vo - у  = Ро 1 + Vo + v� + . . . . 

Так как в нормально работающем кол,nа,ке у мало по сравнению с V0, то 

D � Po ( l � J: )  
и 

� - � ( др )  dt - Ро дt х = l . (41 )  

Поскольку скорости и давления, а также их nроизводные, входящие в гра­
ничные условия, должны удовлетворять также и системе уравнениll, для 
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которой эти граничные условия формулируются, то на основании второго урэв­
н � н и н  (26) или (32) ( др ) - - к (�) (42) дt х = l - дх х = l • 

Подставляя уравнения (4 1 )  и (42,) в выражение (40) , получим 

KV0 дw Q (t) w + p�f дх = 1 nри х =  l, 

т. е. получим второе граничное условие (39) , где для воздушного колnака 

KV0 Q (t) 
h = Pof ' f (t) = f .  (43) 

Рассуждая анадогичным образом, nолучим:  
для уравнительной башни [6] 

FK Q (t) 
h = 11 ' f (t) = f ' 

где F - nлощадь nоnеречиого сечения башни; 1 - объемный вес жидкости ; 
для ресивера комnрессора [6] 

( 44) 

Vo Q (t) 
h = т . t <t> = --y- ; (45) 

для гасителя типа коробки [3] 

Fг 1 -!- roz Q (t) h L f <t> -- -�- ' = Т 1 + rот • (46) 
К ж где L - длина; Fг - nлощадь nоnеречного сечения коробки;  ro2 = е2 Е - уnру-

Кж гая характеристика nоnеречного сечения коробки , rот = е Е - уnругая харак -

теристика nоnеречного сечения трубоnровода [см. формулы ( 1 6), ( 1 9)+(22)] . 
Если р ассматривается линейная (или линеаризованная) система  уравнений, 

то в ней, как уже указывалось, nод р и w можно подразумевать избыточные 
значения над стационарными, существовавшими в момент t < О. Тогда на чаль 
ные условия (38) принимают вид: 

w = О, р = О nри t ..;: О (О < х < l), 

а в граничных условиях (39) qJ (t) = f (tf) = О  при t < О. 
Аналогия между движением сжимаемой жидкости в трубах и распростра­

нением электрического тока по кабелю. Как уже указывалось, системы уравне­
ний (32) и (37) представляют собой частный случай телеграфных уравнений. 
Из этого следует, что между движением сжимаемой жидкости no трубам и 
распространением электрического тока по кабелю должна существовать тесная 
аналогия. 

Действительно, nусть R., L, С, G - сопротивление, самоиндукция, емкость и 
проводимость утечки на  единицу длины кабеля. Тогда уравнения для распро­
ст.ранеиия электрического тока по кабелю имеют вид [9] : 

д V дJ ! 
- дх = L 7ft + RJ; 

д V 1 дJ Q (47) 
- дt = с ах + с v, 

где V - потенциал, 1 - сила тока в сечении х в момент времени t. 
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Сравнивая между собой уравнения (32 ) ,  (37 ) и (47) , убеждаемся в их шт ­
ном сходстве. Очевидно, что при один аковом виде начальных и граничных ус.1о ­
ний для всех трех задач, т. е. дш1 движшия капельной жидкости и изотерми­
ческого движения газа  по трубам и для распространения электрического тока 
по кабелю, получаются одинаковые решения. Из этоrо следует, что все методы 
решения телеграфных уравнений и все известные их решения могут быть 
использованы для исследования соответствующих задач о движении сжимаемой 
жидкости по трубам. 

Физические величины, входящие в уравнения (32) , (37) и (47) и аналоги · : ·  
ные друг другу, сведены в табл. 3. 

Т а б л и ц а 3 

Электрическая Каnельная 
Изотерм иче-

Элеi<трическая Капельная 
Изотермиче-

ский nоток ский nоток ЖИД!<ОСТЬ (l�a- линия (ура ввt>- жидкость [ура-линия [ур авве-
внении ( )] газа [уравне- ИIIЯ (47, внении (32)] газа [уравве-ПИЯ (47)] ПИЯ ( 7)] ПИЯ (37)] 

v р р R 2ар 2а 
1 1 

J w pw с Pci Ci' 
L р 1 а о о 

1 1. И НТЕГР И РО ВА Н И Е УРА В Н ЕН И И  Д В ИЖЕ Н И Я  Р ЕАЛ ЬНО й ЖИДКОСТИ 
В ТРУБАХ МЕТОДОМ ХАРАКТЕР И СТ И К  

Приближенное интегрирование уравнений гиперболического типа методом 
характеристик давно применяется при решении разJiичных физических и техни­
ческих задач, в том числе и при расчете напорного и безнапорно� иеустановив­
шегося движения реальной жидкости [7], [ 1 0]-[ 1 3] .  Однако, прежде чем излагать. 
пр именение этого метода к интегрированию уравнений (25) или (26i) , остано­
вимся на  некоторых общих вопросах теории характеристик. 

Рассмотрим дифференциальное уравнение в частных провзводных второго 
порядка, линейное относительно старших производных, т. е .  уравнение вида 

где 
А (х, t) ихх + '2В (х, t) ихt + С (х, t) utt = Ф (х, t, и, их, щ), (48) 

ди ди д2и д2и д2и 
их = дх • ut = 7ft  • ихх = дх2 • ихt = дхдt • utt = дt2 · 

Задача Коши дJiя уравнения (48) может быть сформулирована следующим 
образом : в плоскости xOt (фиг. 4) вдоль кривой Го заданы значения функции 

д и 
и(s) и ее производной по нормали к кривой дп , где s - длина дуги; требуется 

найти решение уравнения (48) , удовлетворяющее указанным условиям. 
Пусть u (x, t) есть какое-либо решение поставленной задачи Коши. Разло­

жив это решение в окрестности Го в ряд Тейлора, имеем 

и (х, t) = и (х1, t1) + [<х-х1)_ �: + (t - t1) :t] + 
1 [ д2и д2u д2и ] 

+ 2  (х - х1)2 дх2 -i- 2 (x - xl) (t - t1) дxдt + (t - t1)2 дt2 + . . .  , (49) 

где и и все ее провзводные в правой части (49) вычислены в точке (х1 , t1 ) , 
принадлежащей Го. Так как внутри круга сходимости ряда (49) , т. е. внутри 
пекоторой полосы, примыкающей к Го, это разложение единственно, то решение 
задачи Коши в этой полосе однозначно определяется через значения функции и 
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и ее производных, вычисленных в точках кривой Го. Таким образом, если мы 
можем найти все частные производные, входящие в (49) , то задача Коши ока­
зывается разрешимой. 

д и 
Так как функция и (s) вдоль Г0 известна , то 7fi так же известна и для 

определения их и щ в точках кривой Г0 имеем следующие два уравнения 

ди -+ dx dt ) дs = а� grad и =  ds их + ds щ; 
ди � dt dx 
дп 

= an grad ll = - ds их + ds щ, 
(50) 

� -+ * '!'де а'С, an - орты касательной и нормали к кривой Г0• Поскольку определи-
1ель системы (50) равен ( dx )2 ( dt )2 ds + ds = 1 •  
1'0 эта система в с е г д а имеет решение, т. е .  их и ut вдоль 1 0  можно считать 
известными величинами. Из (50) следует, что вдоль Г0 их и щ удовлетворяют 
условию 

д и 
ихdх + щdt = дs ds = du . (5 1 } 

д и 
Следовательно, задание вдоль Г0 величин и и дп равносильно заданию 

13доль Г0 величин 11 , tlx .  щ,  связанных между собой соотношением (5 1 )** .  

J( 

и 
Прежде чем переходить к вычислению производ­

ных высших порядков, сделаем следующее замеча­
ние. Геометрически задание вдоль Го величин и, их, 

r щ, связанных между собой условием (51 ) ,  означает 
задание пространствеиной кривой Г (фиг. 4) и 
угловых коэффициеН1'ов ка.сательной к ней плоскости 
в прямоугольной системе координат Oxtu. Решение 

t уравнения (48) изображается в этой системе коор­
'J---+---- динат в виде пекоторой поверхности, называемой 

Фиг. 4. 

интегральной поверхностью. Тогда задачей Коши яв­
ляется нахождение интегральной поверхности и = = и (х, t) ,  проходящей через начальную кривую Г и 
имеющей в ее точках касательные плоскости с за ­
данными угловыми коэффициентами их и иt. 

Для вычисления производных высших порядков 
воспользуемся очевидными соотношениями: 

� � + 

dих = иххdх + Uztdt; } . 
dut = и xtdX + uttdf. 

(52} 

* Действительно, пусть i, j, k - орты прямоугольной системы координат Oxtu. Тогда для кривой, лежащей в плоскости xOt, 
� � dx � dt -+ � � � dt � dx а� = i ds + j ds , an = k Х а� = - i ds + j ds . 

* *  Условие (5 1 ) сводится к тому требованию, чтобы з адание обеих частных 
·nроизводных их и Ut вдоль Го не противоречило заданию самой функции и 
вдоль Го. т. е. чтобы производпая в наnравлении, касательном Г0, вычисленная 
на основании данных и.-.: и щ, имела бы те же самые значения, которые полу· 
чаются в силу задания самой функции и вдоль Г0 • 
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Присоединяя к ним уравнение (48), получим систему трех линейных уравнениИ для определения Uxx• Uxt • Utt вдоль То: 
Аихх + 2BUxt + Cutt = Ф; } llxxdx + Uxtdt = dих; 

Uxtdx + иudt = dщ. 
-

Опредеmiте.'!ь этой системы 

1 
А 2В 

А = 
0
dx dt 

dx 
� 1 = Adtl - 2Bdxdt + Cdxl. 
dt 

(
53) 

Если А *0, то ихх• Uxt• иu однозначно определяются из уравнений (53). 
Все высшие производные в этом случае так же определяются однозначно [ 14], 
[ 1 5] и задача К.оши имеет единственное решение. 

Если 11 = 0, то либо уравнения (53) несов­
местны, н тогда Г не принадлежит никакой инте­
гральной поверхности уравнения ( 48 ) , либо до­
полнительно должно удовлетворяться условие 
совместности уравнений (53) , т.  е. должно вы­
полняться условие 

ф 28 с 
А1 = dих dt О = Фdtl - 2Bduxdt + (54) 

dщ dx dt + C(dиxdx - dщdt) = О. 

В последнем случае система уравнений (53) , 
а следовательно, и задача К.оши имеют бесчис· 
ленное множество решений. Кр.ивая Г, вдоль 

и 

--x-rz 
/ : "г, 1 

Фиг. 5. 

Jюторой выnолняюrея услОIВия 11 = О, 111 = О, называется характеристической �ри· 
вой, а Го - ха.рактеристическюй проекцией или характери�тикой уравнения (481) . 

Суммируя все выше сказанное, получим, что вдоль характеристики должно 
выполняться условие 

Adtl - 2Bdxdt + Cdxl = О, (55) 

представляющее собой, очевидно, уравнение самой характеристики, а также 
условия (5 1 )  и (54) . 

Разрешая уравнение (5� относительно dt/dx, получим два обыкновенны:�С 
дифференциальных уравнения первого nорядка 

dt В + уВS - АС dt B - -.f  89 - АС 
dx = А • dx = А (56) 

каждое из которых определяет в nлоскости xOt однопараметрическое семейство 
характеристик. Если во всей рассматриваемой области 82 - АС > О, то оба 
семейства характеристик вещественны, а уравнение (48) в этом случае назы· 
вается уравнением гиnерболического типа. 

Пусть имеется пекоторая интегральная nоверхность S уравнения (48) . Се· 
мейству характеристик Гоt •  определяемому одним из уравнений (56) (фиг. 5) , 
на nоверхности S будет соответствовать семейство линий Г l · Очевидно, что 
вдоль каждой из линий Гt будут выnол.нены условия (5 1 )  и (55) . Так как 
линии Гt принадлежат интегральной поверхности, то вдоль них, как было пока­
зано, должно выnолняться условие совместности системы (53/) , которое при вы­
полнении (55) имеет вид (54) . Из сказанного следует, что линии It суть харак­
теристические кривые и мы имеем, таким образом, следующую теорему. 

Всякую интегральную поверхность можно покрыть семейством характери­
стических кривых. Из этой теоремы следует, что для уравнений гиперболиче­
ского типа построение интегральной поверхности можно свести к построению 
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сетки вещественных характеристических кривых, т. е. интегрирование уравнения 
( 48) можно за менить интегрированием · уравнений (5 1 ) ,  (54) и (56) . На этом 
фунда ментальном результате и основан метод характеристик. 

f l рименим теперь полученные результаты к интегрированию уравнений (26.) . 
В общем случае гидравлический радиус трубы б и скорость звука с могут иметь 
переменвые значения вдоль оси трубы , а ( е 4wo ) 

. Л = Л  41J , -v- , 

т де s - шероховатость трубы ; v - кинематическая вязкость 
уравнения (26) можно представить в виде 1 : 

- �� = р [д; + � (х, w) ] , ) 
где 

др д w . - 7ft = рс2 (х) дх , 
Л l w l � (х, w> = sг w. 

жидкости. Тогда 

(57) 

Очевидно, что второе из уравнений (57) удовлетворяется тождественно, 
если положить 

1 дР �дР 
рс2 Р = - ах ·  w = дt ·  

Подставив (58) в первое из уравнений (57) , имеем 
д2F д2Р ( дР ) dc дР 

с2 дх2 - дt2 = � х, дf - 2с dx д.х • 

(58) 

(59) 

Легко видеть, что уравнение (59) принадлежит к гиперболическому типу, 
а уравнения характеристик (56) и условие совместности (54) имеют для него 
соответственно вид: 

dx - cdt = О, dx + cdt = О, [ ( . дР ) dc дР ] ( дР ) ( дР ) 
.� х, дt - 2с dx дх dt2 - d дх dx + d дt dt = О. 

(60) 
(61 ) 

Уравнение ( 5 1 ) удовлетворяется тождественно, так как второе из уравне­
ний (57) и есть условие того, что выражение 

р dP = - pct dx + wdt 

представляет собой полный дифференциал функции F (x, t) . Тогда, интегрируя 
( 60) , получим в конечном виде уравнения характеристик, проходящих через 
1 очку (ха, to) : , 

где 

Т (х) - t = Т (х0) - to; Т (х) + t = Т (х0) + to, 
х Т (х) = s с �� . о 

(62) 
(63) 

Характеристики, описываемые уравнением (6�) , называются прямыми ха­
рактеристиками, а описываемые уравнением (63) - обратными характеристиками. 

1 Если пренебрегать сапротявлениями и полагать c= const, то из уравнениi\ 
(57) с учетом того, что p = vh можно получить 

дh 1 дw дh с2 дw 
7JX = g дt ;  м = g- ах ·  r. е. уравнения ( 15)  и ( 1 61) в §  91  ( 1 24) .  (Прим. ред. ) .  
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Если скорость звука имеет . вдоль трубы постоянное значение, то уравнення  
характеристик принимают особенно простой вид: 

х - ct = х0 - ct0; (64) 
х + ct = Хо + ct0. (65) 

Подставляя (60) в уравнение (6 1 )  и возвращаясь при помощи равенств 
(58) к прежним обозначениям, после элементарных вычислений по,1учим, что 
вдоль прямой характеристики должно выполняться дифференциальное соотно­
шение Л !  w 1 dp + pcdw + р ----в-г- wdx = О, 

а вдоль обратной характеристики - дифференциаJJьное соотношение 

Л l w l  
· 

dp - pcdw + r sг w dx = 0. 

(66) 

(67) 
Резюмируя все выше сказанное, получим, что интегрирование уравнений 

движения реальной жидкости в трубах (57) может быть заменено интегриро­
ванием уравнений (66) и (67) вдоль характеристик (62) 
и (63) соответственно. 1 

Идея метода численного решения системы уравне­
ний (62 ) , (63) , (66) и (671) заключается в следующем. 
Рассмотрим в плоскости xOt две близкие точки 1 и 2, 
координаты которых обозначим через (х1 , t 1 ) и (xz, t2) 
(фиг. 6) . Пусть значения искомых функций р и w в этих 
точка'х и:з1вестны и ранны р1 , w1 и р2, w2 соот,ветственно.  2 
Проведем через точку 1 прямую характерис гику, 
уравнение которой, согласно (62) , имеет вид 

Т (х) - t = Т (х1) -· t1 ,  (68) 
а через точку 2 - обратную характеристику, уравнение 
которой и меет вид 

Т (х) + t = Т (х2) + t2 •  (69) 

0 '---------х 
Фиг. 6. 

Эти характеристики пересекутся в точке 3, координаты которой (хз, t3) 
могут быть найдены как графически, так и путем решения системы уравнений 
(68) и (69) * . 

Заменяя теперь в уравнениях (66) и (671) дифференциалы конечными раз­
ностями, получим систему уравнений для определения _  приближенных зна•Jе-
ний р и w в точке 3, которые обозначим через Р11>, w�1>. Эта система имеет вид: 

<А1> - Pl) + рс1 (w�1> - w1) + р Л1 1 w1 1 w1 (хз - х1) = О; ) So1 (?О .
(1 ) - (1 ) Л2 l '<e�2 l (р3 -Р2) - рс2 (w3 - w2) + р 802 w2 (х3 - х2) = О, 

1 Из уравнений ( 64) , (65) следует :  dxjdt = ± с, т. е. закон движения «Наблю­
дателей» Бержерона;  пренебрегая в уравнениях (66) и (67) сопротивлениями , 
можно получить dp ± p cdw = О; отсю,ца 

р - ро =  ± pc (w - w0) ; 
и далее 

с 
h - lzo = ± gj (q - qo), 

что совпадает с уравнениями (9) и ( 1 4 ) в §  7. (При.!!. ред. ) .  
2 Пр·и этом, естественно, пр<Од1Полагает,ся, что функц,ии р и w удовлетворяют 

системе уравнений (57) . 
* В зависимости от взаимного р асположения точек 1, 2 и 3 может ока ­

заться необходимым провести через точку 1 обратную характеристику, а через 
точку 2 - прямую. 

20* 307 



где А1, Л2 - значе ния Л в точках 1 н 2, а ё;: с-; и ��� 8; - средние значения с 
н 11 на рассматриваемых отрезках характеристик. Обычно в качестве этих 
средних значений принимают значения с и а в середине рассматриваемого от· 
резка характеристики, равные 

Ct = c (Xt �Xз ) . aL = II (Xt �Xз ) (i = 1 ,2), 
или полусуммы из значений с и 8 по концам этого отрезка, равные 

(i = 1 ,2). 

Найденные из уравнений (70) значения р�> и w�1 > представляют собой пер­
вое приближение функций р и w в точке 3. Вычисляя · >..�1 ) = Л (w�1>) и решав 
систему уравнений 

2 - 2 I1 1 Wt + w�1) 1 ( w1 + w&1 >) 
(p� > -p1) + pc1 (w� > - wt) + p -=- 2 2 (х3 - х1) = 0; 

881 

12) _ 2 I2 \ w2 + w�1 > j (w2 + w�1>) 
(Рз -p2) - pc2 (w� > - w2) -!- р -=- 2 2 (хз - х2) = 0, 8&з 

где _ >..t + л�t) 
>..t = 2 (i = 1 ,'2), 

найдем значения р�2> , w�2> , т. е.  найде м второе приближение функций р и w 

t 

Фиг. 7. 

в точке 3. Процесс продолжается до 
тех пор, пока значения рз, Wз для 
точки 3, полученные при двух после­
довательных приближениях, совпадут 
с заданной точностью. Точность, с 
которой вообще могут быть найдены 
значения р3, Wз, зависит, естественно, 
от близости точек 1 и 2. 

Умея решать описанную выше 
элементарную задачу отыскания зна­
чений рз, w3 по заданным значениям 
Pt . W t  и р2, w2. можно численно ре­
шить систему уравнений (57) при 
различных начальных и граничных 
условиях. 

Рассмотрим в качестве примера 
схему применении метода характе­
ристик к решению двух задач с раз­
личными типами 11раничных условий . 

1 .  Требуется найти численное решение системы уравнений (57) при началь­
ных условиях 

w = F1 (х) ,  р = F2 (х) при t < О (О < х < l) 
и граничных условиях 

w = F3 (р) при х = О, } w = F4 (р) при х = l, (t > О) 

(7 1 )  

(72) 
rде Ft - F4 - известные фующии своих аргументов, а l - длина трубопровода 1 •  

1 Физические свойства трубопровода , т. е. значения с и {) вдоль его оси, 
а также зависимость Л от координаты и скорости предполю·аются известными. 
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Так как в уравнения (62) и (63) не входят значения р и w, то в плоско­
сти xOt можно заранее nостроить сетку характеристик желаемой густоты (фиг. 7) . 

Далее, зная из начальных условий (71) значения р и w в точках 1-6, най­
дем описанным выше методом их значения в точках 7-11.  Для определения 
sначений р и w в точке 12 имеем уравнение вдоль обратной характеристики, 
проходящей через точку 7, и первое из граничных условий (72) , т. е. имеем 
систему уравнений 

- A1 l w1 l  (Pt2 -Р7) - рс7 (w1 2- W7) + Р 887 
W7 (Х12 - Х7) = О, 

W12 = Fa <Pt2), 
в которой, кроме р12 и w12, все остальные величины уже иЗвестны. Для опре­
деления значений р и w в точке 17 имеем, как легко видеть, систему уравнений 

. - Ан l wн 1 <Р1т - Рн) т Р Сн (wt7 - Wн) + Р 8811 
W11 (Xt7 - Хн) =  О, 

Wt7 = F4 (Pt7), 
где, кроме искомых значений Р11, W 17, все остальные величины также уже 
известны. 

Зная значения р н w в точках 7-11,  находим их значения в точках 13-16 
и т. д. Расчет ведется до желаемого момента врем.ени. 

2. Требуется найти численное решение системы уравнений (57) при началь­
ных условиях 

w = F1 (х), р = F2 (х) при t < О (О < х < l) 
и граничных условиях 

р = F8 (t) п ри х = О, 
дw 

w + k дх = F4 (t) nри х = l, 
(t > О) 

где F1 - F4 - известные функции своих аргументов, а h - известная константа. 
Поскольку задача 2 отличается от задачи 1 лишь граничными условиями, 

то очевидно, что построение сетки характеристик (фиг. 7) и способ оnределения 
значений р и w в точках 7-1 1 и 18-16 ничем не отличаются от оnисанных 
выше. Значения р и w в точке 12 находятся, как легко видеть, из системы 
уравнений 

Р12 = Fз (tt2)· 
Определение значений р и w в точке 17  несколько сложнее, так как во дw 

втором из граничных условий содержится неизвестная величина дх . Если орди· 
дw 

наты точек 16 и 17 равны между собой, т. е. если t1o = t17, то дх можно за-
менить отношением конечных разностей 

W17 - W1в 
Х11 - .Хtв 

Тогда для оnределения р11 и W11 имеем систему уравнений : 
- Ан 1 Wн l (Pt7 -Р11 )  + РСн (w17 - Wн) + Р 88 Wн (Х17 - Хн) = О; 

11 
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F:с.ш f н; =,� t 1 7 ,  то вс.1Ичину  W н; заменяем значен ием  w в 1 очке пересечени я 
характеристи ки , проходящей через точки 1 i и 21 ,  с пр ямой t = t 1 1 .  которое на­
ходим интерпо.1 ированием . Величину х16 заменяем абсциссой точки пересечения 
указанной хар актеристики с прямой t = t 1 1 .  

Задача 2 может быть решена и иным способом.  Идея этого способа за ­
ключается в иск.�ючении р из уравнений (57) и построении метода характе­
ристик для по.'!ученного таким образом уравнения второго порядка относи­
тельно w [ 1 6] .  Исключение р из начальных и граничных условий также произво­
дится при  помощи уравнений (57) . Так как этот способ, упрощая отыскание 
значений w в точках границы, приводит к необходимости решать для внутрен­
них точек системы из трех уравнений, то мьr на  нем не  останавливаемся. 

В заключение отметим, что метод характеристик может быть развит и для 
квазилинейных гиперболических уравиений второго порядка, а также непосред­
ственно д.'IЯ линейных и квазилинейных гиперболических систем уравнений пер­
вого пор ядка [ 1 6]-[ 1 8] .  

1 1 1 . А НАЛ И Т И Ч ЕСК И Е  М ЕТОДЫ 
Л И Н ЕА Р ИЗОВА Н Н ЫХ УРАВ Н Е Н И й  

Д В И Ж Е Н И Я  

И НТЕГРИ РОВА Н И Я  
Н ЕУСТА Н О В И ВШ ЕГОСЯ 

Телеграфные уравнения (32 ) , которые  рассматриваются в настоящем раз­
деле, принадлежат к ч ислу хорошо изученных линейных уравнений м атемати­
ческой физики, и методам их интегрирования посвящена обширная литература.  
Они рассматриваются в р яде руководств по  акустике, электротехнике, гидроди· 
намике и т. д.,  а также в любом современном курсе м атематической физики 
[9] , [ 1 7], [ 1 9]-[23] . 

Ряд работ посвящен м етодам интегрирования, являющимся модификациями 
классического метода Фурье, - р азделения переменных. Хотя этот метод яв­
ляется несколько громоздким, он позволяет сравнительно простым образом 
получить решение в тех случаях, когда система фундаментальных функций,  из 
которых составляется общее решение, ортогональна ,  что, в свою очередь, зави­
сит от характера граничных условий.  Если же система фундаментальных 
функций неортогональна,  то решение существенно усложняется и требует обычно 
специальных приемов. Широкое р аспространение за  последнее время (примерно 
25-30 лет)  получил операционный  метод [9] , [24]-[28] ,  позволяющий довольно 
быстрым путем получить решение задачи в тех случаях, когда получаемые 
«изобр ажения» н аходятся среди табличных, приводимых в большинстве руко­
водств и монографий по операционному исчислению и его приложениям. Если 
«изображение», получаемое в процессе решения, не находится в числе таблич­
ных «изображений», переход от «изображения» к «оригиналу» может оказаться 
довольно сложным и операционный метод не будет иметь в этом случае  особых 
преимуществ. Очень близким к операционному является метод контурного ин­
тегрирования в плоскости комплексной ч астоты, когда общее решение ищется 
не в виде ряда, а в виде интеграла, взятого по надлежаще проведеиному кон­
туру в плоскости комплексного переменного, за которое принимается частота 
I<ОJiебаний ro [6] , [29] . В случае J1инейных граничных условий с коэффициентами,  
зависящи м и  от времени, удобным оказьщается видоцзменение метода Римана,  
позволяющее свести задачу к решению интегральных уравнений Вольтерра l30]. 
П р и  этом и для граничных условий тапа (391) решение в ряде случаев поду­
чается по виду более простым ,  чем при  использовании других методов решения. 

Рассмотрим 

3 1 0 

§ 1 . Классический '\1 етод Фурье 
исходные дифференциа.'!ьные уравнения --:: = р ( �� + 2aw ) ; 1 

др дw дw - ж = рс2 дх = K 7JX . 

(32) : 

- (73) 



Требуется найти решение этой системы при начальных условиях 
w = F1 (х), р = F2 (х) при t -<  О (О < х < l) (74) 

и граничных условиях 
р = 'f (t) при х = О; 

( t  > О) ) 
дw 

w -!- h дх = f (t) при  х = l. 

(75) 

Исключая из формул (73) , ( 74)  и (75) давление р, получим уравнение 2-го 
nорядка относительно скорости w:  

д2w дw д2w 
дt2 + 2а дt = с2 дх2 , (76) 

которое надлежит проинтегрировать при начальных и граничных условиях : 

дw F; (х) 
w = F1 (х), дt = --р- - 2aF1 (х) = F3 (х) при t -<: 0  

дw 'f 1 (t) 1 
дх = - рс2 при х = О, 

(t > О) 
дw 

w + h дх = f (t) при х = l. 

(О < х < /) ; (77) 

(78) 

Классический метод разделения переменных, или метод Фурье, заключается 
в том, что ищутся частные решения уравнения (76) , удовлетворяющие усло­
виям (78) , в виде произведений двух функций, из которых одна зависит 
только от х, а другая - тольк.о от t, т.  е. в виде 

w = X (x) T (t) .  (79) 
Найденные таким путем частные решения умножаются на некоторые ко­

эффициенты и суммируются так, ,  чтобы удовлетворить начальным условиям (77,) . 
Очевидно, что построенное таким образом выражение будет решением по­
ставленной задачи только в том случае, когда граничные условия однородны, 
т. е. имеют вид: 

дw 
дх = О при х = О; 1 дw 

(t  > О) 
w + h дх = О при х = l. 

(80) 

Если это условие не выполнено, то предварительно необходимо провести 
замену переменных так, чтобы привести граничные условия к однородному 
виду. Следуя изложенному плану, подставим выражение (791) в ура внение ( 76) 
и получим 

Х" Т" + 2а Т' 
х = с2 Т 

Очевидно, что как левая, так и правая части этого равенства равны по­
стоянной, обозначив которую через (-J.t2) , получим два обыкновенных диффе­
ренциальных уравнения:  

Х" + !J-2X =  О; (8 1 

(8 
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Из (80) следует, что функции Х (х) должна удовлетворить условиям : 
Х' (О) = О; (8 3) 

Х (l) + hX' (/) = О, ( 84) 
так как в противном случае было бы 

T (t) =: О, w =: О, 

а мы ищем нетривнальное решение. На функцию Т (t) граничные условия допол­
нительных ограничений не налагают. 

Таким образом, отыскание функции Х (х) приводит к задаче Штурма-Лну­
вилля:  требуется найти значения р., называемые собственными значениями, при 
которых существуют нетрнвнальные решения задачи: 

х• + .,.•х = о; 
·Х' (О) = Х (/) + hX' (/) = О, 

называемые собственными функциями, а также н айти эти функции. 
Общие решения уравнений (8 1 )  н (82) имеют, как известно, вид: 

х = Ct cos f!X + с2 sin .,.х; (85) 

Т = e-at ( С3 cos Ы + С4 sln bl), (86) 
где С1, С2, Са, С4 - произвольвые постоянные, а 

Ь = -{ !!'cl-a• .  
Подставляя решение (85) в условии (83) и (84) , получим, что дли существова­
нии нетривНаЛЬНОГО решеНИИ ДОЛЖНО бЫТЬ С2 = 0 И 

cos .,.z - .,_h s in f!l = о, (87) 
откуда следует, что собственные значения нашей задачи суть корни уравнении (87) ,  которые мы обозначим через 

fl-1• f.'-2• • • • !Ln• • • • 
Каждому нз этих собственных значений соответствует свои собственная 

функции 
Xt = COS fl-tX, (88) 

<>пределиемая с точностью до постоянного множителя, который без ограничения 
общности можно положить равным единице, и своя функция Т 1 

где 
Tt = e-at ( Сзt cos Ь,t + С41 s ln b,t), (89) 

Ьt = y.,_�c• - as •. 

Подставляя решения (88) н (89) в !Выражение (79) , получим искомые ча· 
стные решения 

w ,(х, t) = х, т, = e-at ( Сзt cos ь,t + с,, sin ь,t) cos fl-lX· 
Решение, удовлетворяющее заданным начальным условиям, будем, как уже 

указывалось, искать в виде 
.. .. 

w (x, t) - � Wt = Г41 � (C31 cos b1t + C�t s in Ь,t) cos p.1x. (90) l = l  1 =  1 

* Отрицательные значения корней рассматривать нет смысла, так к ак они не дают везависимых решений. Действительно, если ( -111 ) есть корень ура вне· нии (87) , то llt также есть корень этого уравнения и Х (-р.1)  =X(J.&t), T (- 11-t ) = T(J!t ) .  
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Подставив выражение (90) в начальные условия (77i) , получим 00 
F1(x) - � C3t cos 1'-lx; (9 1 )  

i = 1 

F3 (х) - � (ЬtC4t - аСзt) cos 1'-tX, (92) 
l - 1  

откуда видно, что задача о нахождении коэффициентов Сзt• C4l свелась к раз­
ложению начальных условий в ряды по собственным функциям. 

По определению собственных функций • 2 • 2 Х1 + IJ-t Xt = О, х1 + !J-JX] = О. 
У.множая пер.вое из этих уравнений на Xj, второе на Х l• вьrчтитая почленно 

и интегрируя по х от О до 1, получим 
l l 

(JJ-� - JJ-J) J x1x1dx + J d� (х;х1 - x1xj> dx = о. (93) 

Так как в силу усло.вий (83) и (84) 
l J :Х (х;х1 - x1xj> dx = о, 

о 

а !J.t * 11-J• то из уравнения (93) следует, что 
l l s XtXjdX = s cos !J-tX cos !J-J xdx = 0 (i + j), 

о о 
т. е. собственные функции Xt образуют ортогональную систему. Из этого сле­
дует, что если F1 (х) и Fa (xj) суть достаточно гладкие 1 функции, то ови могут 
быть разложены в абсолютно и равномерно сходящиеся рядЫ (91 )  и (92) . 

Поступая с рядами (91 )  и (92) подобно тому, как зто делается с рядами 
Фурье, получим 

l 

S F, (x) eos ,.,x<tr. (94) 

о 

так как, согласно уравнению (87), ctg 11-ll = hl'-1· 

1 Т•ребуется, чтоtiы F1 (х) и F3 (;r) име.п:и неп.рерыm!ые пер.вые н кусочно не­
П!рерывные вторые про·из•вОI!Щые. 

313 



Определив Сзt и C4t из формул (94) и (95) и подставив их в выраже. 
и и е  ('? 0) ,  получим искомое решение нашей задачи .  

В качестве nримера на применекие метода Фурье рассмотрим задачу о ги ­
дравлическом ударе вязкой жидкости в простом трубопроводе без камеры. На­
чальные условия будем считать нулевыми.  Тогда 

w = О, р = О при t < О (О < х < l); (96) 
р = О при х = О; 

} (t > 0) (97) w = А = const при х = l. 
Исключая из условий (96) и (971) давление р, -получим начальные и гра­

ничные условия 
дw w = О ,  дt = О при t � О (О < х < /); 

w = А = const 

при х = О; 1 
(t > 0) 

при х = l, 

(98) 

(99) 

при которых надлежит проинтегрировать ура внение (76) . 
Для того чтобы сделать граничные условия однородными, введем новую 

функцию V (x, t) , определяемую равенством 

Ах2 w (х, t) = 1"2 + V (х, t ) . ( 1 00) 

Подставляя равенство ( 1 00) в (76) , (9�) и (99) , получим, что функция 
V(x, t) должна удовлетворять уравнению 

д2 V д V ( д2V 2А ) ю- + 2а дt = с2 дх2 + ---w:-
и начальным и граничным условиям 

Ах2 д V 
V = - �г , дt = о при t ..;:  О (О < х < /) ; 

д V 
дх = О при х = О; 

(t > О) 
V = O при х = l. 

Так как уравнение для V получилось неоднородным, будем искать V (x, t) 
в виде суммы двух функций 

V (x, t) = V1 (х, t) + V2 (х, t), ( 10 1 )  
удовлетворяющих следующим условиям : 
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д2Vt . 
д V1 д2 V1 дi2 + 2а ()Г = с2 дх2 ; ( 1 02) 

Ах2 д V1 V1 = - -w;- . дГ = О  при t < O  (O < x < l) ; ( 103) 

д Vt "дХ" = О при х = О; 

v! = о при х = l ;  
(1 > 0), ) ( 1 04) 



д V2 V2 = О, ()Г =  О при t < О  (O <x< l); 

д V2 ) дх = О при  х = О; · 
( t > 0) , 

v2 = о при  х = l. 

( 105) 

( 1 06) 

( 107) 

Очевидно, ЧТО введенные таким образом функции V, vl и v2 удовлетворяют 
всем условиям задачи. 

Будем искать сначала функцию V1 (х, t) , для которой  дифференциальное 
уравнение ( 1 02) однородно. Из сравнения выражений ( 1 03) и (77) видно, что 
в рассматриваемом случае 

Ах2 
F1 (х) = - � ·  F3 (х) = О. ( 108) 

Далее, так как h = О, то из уравнения (87) следует, что 

2n - 1  11: _ Jf( 2n - 1 11:с)2 
!Ln = 2 Т ' bn - 2 Т -а2 . ( 1 09) 

Подставляя выражения ( 1 081) и ( 1 09) в формулы (94) и (95) , nосле не­
сложных вычислений получим 

., (- 1 )Ч14А [ 8 ] а 
Сзп = - те (2n - 1 )  1 - � (2n - 1 )2 ' C4n = ь;; Сзп· 

Тогда, после подстановки выражений ( 1 10 )  в формулу (90) , имеем 

00 1 
у1 (х, t) = _ 4А e- at ""\." (-1 )Ч1 [ 1 - 8 ] Х 11: � 2n - 1  71:2 (2n - 1 )2 n = 1  

( а ) ( 2n - 1 11:Х ) Х cos bnt + ь;; sin bnt cos 2 -1- . 

( 1 1 0) 

( 1 1 1 ) 

Вычисление функции V2 (x, t) путем применения формул (94) и (95) про­
извести нельзя, так как уравнение ( 1 05 )  неоднородно . Будем искать V2 (x, t) 
в виде, аналогичном V1 (x, t) :  

V2 (х, t )  = � (- 1 )Ч1Нп (t) cos ( 2n; 1 те: ) . 
n = 1  

Подставив выражение ( 1 12.) в уравн�ние ( 1 05) , получим 

( 2n - 1 тех ) с2 
Х cos _ 2 -1- = 2А [2 . 

( 1 12) 

( 1 1 3) 
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Разлагая правую часть уравнения ( 1 1 3) в ряд Фурье по косинусам аргу­
nх 

мента 2Г , имеем 
.. 

с2 8Ас2 � ( 2n - 1 т.х ) 2А 12 = --:;;tt � (- 1 )Чt cos 2 Т . 
п = 1 

( 1 14) 

Подставляя выражение ( 1 14 )  в уравнение ( 1 1 3) ,  получим 
кновенное дифференциальное уравнение 

для Hn (t) обы-

• , ( 2n - 1 nc )2 8Act 
Нп + 2аНп - 2 -1- Нп = ---;J2 • 

общий интеграл которого есть 
82А 

Hn = nз (2n _ 1 )3 + e-at (Fп cos Ьпt + Оп sin Ьпt), 
где Ь" определяется по формуле ( 1 09) , а F" н Gп - произвольвые постоянные. 
Тогда на основании формулы ( 1 12) , .. 

V2 (x, t) = � (- 1 )п+t [ nЗ (2�� 1 )З + 
п = 1 at ] ( 2n - 1 т.х ) 

+ е- (Fп cos Ьпt + Оп sin Ьпt) cos 2 l . ( 1 15) 

Подставив выражение ( 1 1 5) в условие ( 1 06) , nосле несложных вычислений 
получим 

32А -
а 32А 

Fп = - nЗ (2п - 1 )З • 0п = - ь;; nЗ (2n - 1 )З 
С учет� ( 1 1 6) фармул'У ( 1 15) можно переписать 1В виде 

.. 
V2 (х, t) = � (- 1 )"+t 32А Х � nэ (2n - 1 )З 

n = 1  

( 1 1 6) 

Х [ 1 - e-at (cos Ьпt +  ь: sin Ьпt)] cos ( 2n;-
1 7) . ( 1 17) 

Теперь, согласно выражениям ( 1 00) , ( 1 01 ) ,  ( 1 1 1 ) и ( 1 1 7) ,  для скорости w 
имеем .. 

w (х, t) = Axl + 32А � (- l)"+t cos ( 2n - 1  �)-
J2 nз � (2п - 1 )З 2 l 

n = 1  
.. 

- 4А e-at � <- 1 )"+1 (cos Ь t + � siп Ь t) cos ( 2n - l u ) . ( 1 1 8) 
'IC � 2n - 1 п ь" 

п 2 l 
п -1 

Полученное для w (х, i1) выражение может быть несколько упрощено. В с а ­
мом депе, так как 

(- 1 )''+1 ( 2n - 1  nx) - . [ 2n - 1  1t (l - x) ] 
COS 2 l - SIП 2 l ' 
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то [3 1 ] .. 
� <;�;1 cos ( 2n;- t п; ) = ;; (t - �:) (О -< х -< 1). ( 1 1 9) 
n • 1 

Подставив выражение ( 1 19 )  в ( 1 1 8 ) , имеем 
.. 

w (х, t) = А - 4А - at � <- 1 )Чi (cos b11t + 
11: е � 2n - 1  

/1 = 1 
а ( 2n- 1  nx ) + ь;; sin b11t) cos 2 -1- • ( 120) 

Пользуясь выражением ( 1 20) , легко найти давление р в сечении x = l. Дей­
ствительно из первого уравнения (73) следует, что 

l 
Р (l, t) = - Р J ( �; + 2aw) dx, ( 12 1 ) 

т а к  как  по условию р (О, t) = О .  Подсrавляя ( 1 20) в уравнение ( 1 2 1 )  
соответствующие вычитсления, получаем 

р (l, t) = - (2aplA + 4Р:А e-ai .t 
а n = 1  

где tg 011 = ь;; . 

sin (Ьпt - 20п) ) , 
(2п- 1 )  cos Оп 

§ 2. Метод контурных интегралов 

и выполняя 

( 1 22) 
При решении классическим методом Фурье, как мы видели, скорость и 

давление ищутся в виде некоторых бесконечных рядов, получаемых надлежа­
щим суммированием частных решений исходных уравнений (73) неустановивше­
гося движения. 

Частные решения уравнений (73) представляют собой колебания - бегущие 
волны - с некоторыми определенными частотами, и ряды, составленные из та­
ких частных решений, представляют результат суммирования или, как иногда 
говорят, суперпозиции отдельных бегущих волн. 

Возможен несколько другой подход к решению задачи :  можно предполагать 
частоту комплексной и искать общее решение уравнений (73) не в виде суммы, 
а в виде контурного интеграла в плоскости этой комплексной частоты. При этом 
контур интегрирования и параметры подынтегральной функции, зависящие от 
частоты, должны быть выбраны так, чтобы удовлетворялись начальные и гра­
ничные условия задачи. 

Покажем, как это делается для нулевых начальных условий 

w (х, О) = О, р (х, О) = О (О < х < !) ( 1 23) 
и граничных условий (75) . 

Случай иенулевых начальных условий (74) будет рассмотрен отдельно. 
Будем искать частные р ешения системы (73) в виде бегущих волн с ко�r­

nлексной частотой ro :  
w = (CJ cos k x  + С2 sin kx) eiwt ; } v = (Са cos kx + С( sin kx) elwt , 

( 1 24) 
где С, ,  С?, с�. С4, k - коэффициенты, подлежащие определению, которые не 
должны зависеть от х, t, но могут зависеть от ro. Относительно k, называемого 
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обычно вол н о в ы м  числом ,  будем п р едnола гап,, что его веществен н а я  часть по.• н · ­
жительна.  Н а йдем с н а ч а л а  с в я з ь  между коэффициентами Ct ,  С2, С,, С4, а т а к ж е  
между k и оо .  Из выр а жений ( 1 24 )  получ и м :  

- а:: = - io) (С3 cos kx + С4 sin kx) e1"'t ; 1 
( 1 25) 

�: = k (- С1 s in kx + C2 cos kx) e 1"'t . 

Согласно второму уравнению системы (73/) , получаем, сравнивая в выра­
жениях ( 1 25)  коэффициенты при cos kx и siп kx:  

k k 
Сз = i -;;;- кс2, с4 = - i -;;;- кс1. ( 1 26) 

Подставим теперь выражения ( 1 24)  в пер,вое уравнение системы (73) . С уче­
том формул ( 1 26) будем иметь 

ik 
- k - K (- C2 sin kx - С1 с� kx) e 1rot = (J) 

= р (С1 cos kx + С2 s in kx) ( ioo + 2а) e 1"'t 
или, замечая, что К= р с2, 

роо (оо - i2a) оо2·- i2aoo 
k2 = К = с2 ( 1 27) 

Если оо вещественна, то для определения вещественной и мнимой частей k по ­
лтким 

oo ' - ia' 
k = с 

Из выражений ( 1 27) и ( 1 28i) находим 
оо'2 - а'2 - i2a' оо'  

с2 

( 1 28) 

откуда, сравнивая действительную и мнимую части, получаем для оо' и а' два 
уравнения 

оо '2 - а '2 = оо2, а' оо ' = аоо. ( 1 29) 

Разрешах уравнения ( 1 29)  относительно оо', а', получим длЯ каждой из этих 
величин биквадратные уравнения, из которых, учитывая,  что вещественная 
часть k положительна, найдем 

001 = -v V оо4 + 4;2оо2 + оо2 ; 1 
V- r оо4 + 4а2оо2 - оо2 

а' = У 2 . 
Если а мало по сравнению с оо, то приближенно 

ro ' :::ci оо , а' � а. 

( 130) 

( 1 3 1 )  

Таким образом, волновое число k выражается через частоту оо ,  а коэффи­
циенты С3, С4, согласно ( 1 26) , - через С1 , С2. В результате частные решения 
( 124) могут быть выражены всего через два коэффициента Ct, С2 и частоту оо 

3 1 8  

w = (С1 cos k x  + С2 sin kx) e 1"'t; ( 1 32) 
k р = i - К (С2 cos kx - С1 sin kx) e 1"'t . ( 1 3 3) (J) 



Будем искать теперь общие решения для скорости w и давления  р не в виде 
рядов, соответствующих той или иной дискретной последовательности частот 
OO t ,  002, • • •  , определяемой граничными условиям и  задачи, как в методе Ф у р ье, 
а в виде контурных интегралов по векоторому контуру L в плоскости ro ,  р ас­
сматриваемой как комплексное переменное :  

w = s (С1 cos k .x  + С2 sin k.x) e 1001dw; 
L 

р = iK S � (C2 cos k.x - C1 sin k.x) e 1001dw, 
L 

( 1 3-!) 

( 1 35) 

Такое представление w, р означает, что мы ищем скорость и давление уже 
не в виде дискретного числа колебаний с конечными амплитудами, а в виде 
последовательности бегущих волн с непрерывно меняющимлея частотами и ам­
плитудами, причем и те и. другие рассматриваются как комплексные величины. 
Коэффициенты при е1001 в интегралах ( 1 34) , ( 1 351) называются спектральными 
функциями или частотными спектрами. При этом С1, С2 будем считать неизвест­
ными функциями ro, которые, наряду с должным образом выбранным контуром 
интегрирования L, должны быть определены так, чтобы были удовлетворены на­
чальные условия ( 1 23) и граничные условия (75 ) . Граничные условия ( 75) с уче­
том формул ( 1 34) и ( 1 35) принимают следующий вид: 

.х = О; р = ер  (t) = iK s � C2e 1001d�) ; ( 136) 

L 
дw s . 

.x = i; w + h  д.х = f (t) = [Ct (cos kl - kh sln kl) + 
L 

+ с2 (sin kl + kh cos kl)]  e 1001dw. ( 1 37) 

Постараемен теперь представить известные граничные функции ер (�) и f (t) 
также в виде непрерывно меняющейся последовательности гармонических коле­
баний, т. е. в виде контурных интегр алов, взятых по тому же самому контуру L 
в плоскости ro :  

cp (i) = s Ф (оо) e 1001dw; 
L 

f (i) = S F (w) e 1001dw , 
L 

( 1 38) 

( 1 39) 

т. е. найти 
'
частотные спектры Ф (rо) ,  F (ro)  функций cp (t) , f (t) . Тогда, сравнивая 

подынтегральные функции в выражениях ( 1 36) и ( 1 38) , ( 1 371) и ( 1 39) , получаем 
связь между Ф (rо) , F (ro) и коэффициентами С1 , С2 в виде следующих уравнений:  

(J) 
( 140} 

Ф (w) = iK}!_ С2; 

} F (w) = С1 (cos kl - kh s in kl) + С2 (sin kl + kh cos kl), 
откуда для С1, С2 получаем : 

F (oo) i w Ф (oo) (sin kl + kh cos kl) 
cl = c o s  kl - kh sin kl  + к  т cos kl - kh s in kl < 14 1>  

i 00 
с2 = - -к т ф (ш) . ( 142) 
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Таким образом, есди частотные сnектры F (ro) , Ф (rо) известны, то, nодстав­
.ляя с • •  с2 из формул ( 14>1 ) ,  ( 1 42) в формулы ( 1 34) , ( t l 35) , nолучим решение, 
формально удовлетворяющее !1ранич.ным условиям (75) . Удовлетворение же 
нулевым начальным условиям ( 1 23) может быть достигнуто надлежащим вы .  
бором контура интегрирования L.  

Очевидно, з адача заключается в нахождении в формулах ( 1 38) и ( 1 39) 
-спектральных функций Ф (rо) , F (ro )  и выборе контура интегрирования L для за ­
данных известных функций времени qJ (ti) ,  f ( t ) . 

Если функции qJ (t) , f (t) удовлетворяют всем условиям Дирихле, то решение 
получается с помощью интеграла Фурье следующим образом. Как известно, 
[19], [22], [32], функции переменной t, удовлетворяющие условиям Дирихле, т. е. 
ограниченные, имеющие конечное число р азрывов на конечных интервалах и 
интегрируемые в пределах -оо <t< + оо, могут быть представлены интегралами 
Фурье в комплексной форме: .. 00 

Ч' (t) ;= -1- S dw S Ч' (rx) е1"' (t-a. ) 21t ' 

.. .. 
f (t) = 2� S dw S / (rx) e1"' (t-a.)drx 

- оо  
или, учитцвая, что в нашем случае rp (t) = f (t) == 0  для t<O, 

.. .. 
re (t) = ;1t s dw s Ч' (rx) e1"' (t-a.)drx; 

о 
.. .. 

f (t) = i1t S dw S f (rx) e1"' (t-a.)drx. 

о 

Представим формулы ( 143) в виде 
.. .. 

Ч' (t) = S Ф (w) e 1"'1dw, f ( t) = S F (w) e 1"'1dw, 

( 1 43) 

( 1 44) 

т. е. П'Редставим q> (t) н f (t) в виде непрерывной последовательности гармоннче· 
ских колебаний с неп·рерывно меняющимвся частотами ro и амплитудами 
Ф (ro) dro и F (ro) dro, причем из сравнения формул ( 1 43) и ( 144) для спек11раль· 
ных функций или частотных спектров Ф ( OJ/) и F ( ro) получается:  

ф (w) = -1- s ер (rx) e-1"'"drx; 
21t 

о 

F (w) = -1- J f (rx) e-i"''"da. 21t 
о 

( 1 4-5) 

Сравнн:Вая формулы ( 1 44 )  с выражениями ( 1 38) и ( 139) , находим вид 
контура Ь. Очевидно , в данном случа е контур L представляет собой веществен· 
ную ось плоскости ro и интегрирование в выражениях ( 1 38) и ( 1 39) происходит, 
как и в формупах ( 1 44) , в пределах - оо <ro < +  оо .  
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Если, как это обычно и бывает, функции <p (t) и f(t )  не удовлетворяют од­
ному из условий Дирихле, а именно не интегрируемы в интер вале O< t< оо , то 
контур L в формулах ( 1 38) и ( 1 391) уже не совпадает с вещественной осью (J), 
Еsид контура L можно определить, как сейчас будет показано, дл я довольно ши­
рокого класса функций <p ( t) , f ( t) ,  не интегрируемых в nределах - оо, оо, но 
равных нулю nри t < О  и nри t -+ оо возрастающих медленнее эксnоненциальной 
функции 

� ер  (t) 1 < Meaot ; } 
1 / (t) 1 < Meaot , 

( 146) 
где М, а0 - некоторые положительные постоянные. В атом случае за ме•[аем, 

что функции ер ( t) e- at, f (t) е-#, 
а

> а0 удовлетворяют всем условиям Дирихле,  
.. .. 

-так как интегралы J l re ( t) l e- a1dt, J l f (t) l e- a1dt конечны: 
о о 

.. .. s 1 / (t) 1 e-. atdt < s Meaof e- atdt = а � ао 
о о 

Функции 'f (t) e- at, f (t) e- at телерь можно представить в виде интегралов 
Фурье ( 143), т. е. в виде: 

или 

Обозначим 

.. .. 

rp (t) e� at = 2� s dw s re (a) Г""elш (t-o.)da; 
о 

.. 

f (t) гаt = _1_ s dw 2� 
.. s f (а) e-a«elш (t-o.)da, 

о 

'f (t) = s [ i1t f 'f (а) е- ta+lш) "da] е<а+ lш) tdw; 
- оо  О 

j (t) =  l [ i. j / (•) .- l>i-'"> ·•·] .,<•+'"' '•·· 
( 147) 

(1-1-S) 
Множитель i в формуле ( 1 48) введен для того, чтобы решения: имели вид 

бегущих волн. 
Перейдем от интегрирования по ю к интегрированию по w1• Согласно 

а 
формуле ( 148), ю1 = w + i = ю - ia. 

21 Зак· 2/7 32 1 



Таким образом, контуру интегрирования - )!ействительноii оси п..юско­
сти ю - соответствует в п.юскости ю1 прямая , па раллельна я деiiствительн�ii 
оси ю 1 и отстоящая от нее на расстоянии -icr. Формулы ( 1 47 )  принимают вид: 

оо -lз 

где 

'f (t) = S Ф ( w, а) eiw,t doo1; 
- oo - ia 

oo-la 
f (t) =  S F (oo, a) e1001tdoo1 , 

- со - /а 

Ф (w, а) =  -1-J 'f (a) e-<<>-f-lw) «da; 2-л; 
о 

F (oo, а) = _1_sf (a) e- <a+ tw) "da. 2-л; о 

( 1..:9) 

1 (150) 

1 

В дальнейшем для упрощения обозначений можно опустить при н аписа н и и  
I0 1  индекс « 1 »  и вместо Ф (ю, cr) , F (ю, cr) писать просто Ф (ю ) ,  F (ю) . Тогда поду­
чим следующие представления граничных функций q> (t) , f ( t) : 

oo - la 
T (t) =  s Ф (oo) iwtdw; 

-oo- la 
со -/а 151 )) 

/ (t) = S F (oo) elwtdw. 
-co- la 

Прямая - oo -icr, oo-lcr и есть нужный на м контур интегрирования L, о К(J­
тором в ы ше шла речь. Расстояние cr следует выбрать так, чтобы все особые 
точки функций Ф (ю ) ,  F (ю )  лежа,Iи бы над этой пря мой. 

Теперь можно подставить выражения С1 ,  С2 из формул ( 1 4 1 ) , ( 1 42) 
в формулы ( 1 34) , ( 1 35) и получить после простых преобразований следующиг 
представления для w и р: 
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w = 

oo-la S [ F (w) cos kx + 
cos kl - kh sin kl - oo-la 

ioo sin k (l - х) + kh cos k (l - х) ] lwt 00, + Kk Ф(оо) cos kl - kh sin kl е d ' 

+ 

со-/а p = - lK s k F (оо) sin kx elwtdw + w cos kl - kh sin kl 

oo-la s 
- co -la 

-co-la 

Ф (w) cos k (l - x) - kh s in k (l - x) e'wtdoo. 
cos kl - kh sin kl 

( 152) 

( 153) 



Очевидно, что интегралы ( 1 52) и ( 1 53) удовлетворяют граничным усло­
виям (75) и исходным дифференциальным уравнениям (73.) . Остается доказать. 
что эти интегралы удовлетворяют также нулевым начальным условиям ( 1 23 ) .  
Из этого доказательства,  между прочим, будет вытекать и способ и х  вычисле­
ния . 

Покажем сначала, что 1 Ф (rо)  1 -+ О, 1 F (ro) / -+ О  при 1 ro 1 -+ оо, arg ro > О  при 
t> O, для чего введем следующую скачкообразную функцию '1' (t) :  

t -<  О, W (t) = О; 

} t :;;:,. О, W (t) = Meaot, ( 1 54) 
причем по условию 1 с:р (t) 1 <Mea•t, 1 f (t) 1 <Mea•t, М, О" о - положительные по• 
стоянные. 

Нетрудно видеть, что 'l' (t)  можно представить контурным интегралом 
oo -la 

W (t) = _1__ s 21tt 
- oo - la 

а >  а0• ( 1 55) 

В самом деле, единственный полюс подынтегральной функции ro = -iO"o 
лежит выше прямой интегрирова ния - оо  -iO", оо -iO". Далее, nри t > О  подын­
тегральное выражение в формуле ( 1 55) стремится к нулю при /ro 1 -+ оо  

arg ro :>- О  (лемма Жордана [32] ) . Замыкая контур интегрирования полуокруж­
ностью Г бесконечного большого радиуса лежащей над прямой - оо - ia, oo-ia 
и заменяя интегрирование по этой прямой интегрированием по nостроенному 
замкнутому контуру, мы • .  очевидно, величину интеграла ( 1 55) не изменим, 1 ак 
как на  nолуокружности Г nодынтегральная функция все равно равна нулю. 
Внутри замкнутого контура находится единственный полюс ro = -i<Jo и, со­
гласно nравилам теории вычетов, nолучаем [32] 

W (t) = .....,......-:- lim 
е ro tao 

= Meaot . 21ti [ М lwt ( + • ) ] L1t/. w � -la0 !.tl + iao 
При t<O nрямая - оо - i<J, оо - i<J замыкается симметричной полуокруж­

ностью Г', лежащей в нижней nолуплоскости ro. Нетрудно видеть, что на Г' 
nри t<O  nодынтегральное выражение в формуле ( 155) также обращаl!тся 
. в  нуль и внутри нового полученного замкнутого контура не имеет никаких осо­
бенностей. Отсюда по теореме Коши интеграл ( 1 55)  при t<O равен нулю. 
Можно показать, на чем мы не останавливаемся, что при t = О  интеграл ( 1 55) 
принимает значение, равное 1 I2M. 

Сравнивая формулы ( 1 55) и ( 15 1 ) и учитывая, что 'l' (t) > / c:p (t) 1, 
'1' (t) > 1 f (t) 1 .  получаем 

м / Ф ( ro) l < 21t / ro. + iao l ' 
м 1 F ( ro) 1 < 21t 1 ro + iao 1 ( 1 56) 

при 1 ro / -+ со , 1 Ф (rо)  1 -+ О, 1 F (ro) / -+ О, что и требовалось доказать. 
Вернемся теперь к интегралам ( 1 52) , ( 1 53)  для скорости и давления . 

Подынтегральные функции имеют следующие nолюсы : 
1 )  полюсы ffik частотных спектров Ф ((J).) и F (ro) ,  
2 )  полюсы ro 8, соответствующие корням уравнения, 

где 

и, согласно формуле ( 127) , 

2 1 *  

cos tp - �!fl sin tp = О, ( 157) 
h � = -z 

l . tp = kl = - у ro2 - t2аш . � 

( 158) 

( 159) 
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При действительном IJ, как известно, уравнение { 157) имеет только веще­
ственные кuрнк <fJs· Из формулы { 159) 

оо = ia ± V 'f2� -а2 = ia ± Jfk%2 - al , [2 
откуда корням уравнения ( 1 57l) ч> s  соответствуют 

. 1 / tp;c2 
ws = la ± V -у2- - а2 , 

т. е. полюсы ros лежат в верхней полуплоскости ro. 

( 1 60) 

{ 161 ) 

Как уже указывал ось. , прямая ro = - icr выбирается так, чтобы все особенно­
сти функций Ф (rо)  и F (ro)  находились над ней. Нетрудно видеть, что в форму­
лах ( 1 52) и ( 1 53)  подынтегральные выражения стремятся к нулю на  поJiу­
окружности Г при t > О и цолуокружности Г' при t < О. 

Таким образом, замыкая контур интегрирования в формулах ( 1 52)  и ( 1 53) 
- оо - ia, oo-ia при t > О полуокружностью Г, а при t < О полуокружно­
стью Г', мы получаем возможность вычислить интегралы ( 1 52) и ( 1 53) с по­
мощью вычетов, причем, согласно теореме Коши, при t < О эти интегралы обра­
щаются в нудь. 

Опуская промежуточные вычисления [6], приведем окончательные формулы 
для скорости и давления: 
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w = 2-lti�� lim [F (оо) (оо - шk)] Z1 (wk,  х) /»kt 
+ 

k ., ..... .,k 

+ � lim [Ф (оо) (оо - шk)] Z2 (ook, х) /»kt -
k ., ..... .,k 

!(lsX 
с2 -at �.,. cps cos -z - [ 

te t "' 
е F (ia + E.) e s - F (la - E.) e-·� st] -- l!i'  Es (�2'1'; + � + 1 ) sin tfs • • 

S = l  

Х [ Ф  (ia + Es)/e
s

t + Ф (ia - Es) е -lEst + 

ia te t . -te t>] ] + е;- [Ф (ia + Es) е s - Ф (tа - Es) е s , 

p = 2'1ti � lim [F (oo) (oo - ook)) Zз (ook, x) e + 1 lшkt 
k Ш-+Шk 

lшkt + � l im [Ф (r�) (oo - шk)] z, (шk, х) е + 
k (J)-+(J)k 

( 162) 



где 

Х Ф (iа + Es) е s - Ф (ta - es) е s , 
[ lU . - iE t] ) 

cos kx zl ( (!) '  х) = cos kl - kh sin kl 

i (!) s in k ( l - х) + kh cosk�l - х) 
z2 ((!) ,  х) = к т cos kl - kh sin kl ; 

k s iп kx 
Zз ( 00• х) = - il( ---;;;- cos kl - kh sin k l  ; 

cos k ( l - х) - kh sin k (l - х) z4 ((!) ,  х) = cos kl - kh siп k l  

Es = V 'fs�'J. - a'l. · 

( 1 63) 

(164) 

Пер вые два  члена в формулах (162) и (163), где вычеты берутся относи­
тельно полюсов (l)k частотных спектров Ф ( оо ) ,  F ( (!) ) ,  определяют вынужденные 
колебания. Последние два члена - собственные. При р езонансе некоторые по­
люсы rok и полюсы оо8 соответствующие корням уравнения ctg 'f - �'f = О сов­
падают или имеют одинаковые вещественные части. 

Формулы ( 1 62) и ( 1 63) дают возможность вычислить в любой точке трубы 
в любой момент времени скорость и давление, если известны выражения ча­
стотных спектров Ф ( оо) , F ( оо) , связанных с известными граничными функциями 
<р {t) , f (t) формулами ( 1 50) . При сколыко-нибудь сложном виде граничных функ­
ций <р ( t ) , f (t )  вычисления, простые по существу, могут оказаться весьма гро­
моздкими. Поэтому целесообразно дать другое представление решений - рас­
смотреть сначала случай,  когда <p (t ) , f (t) являются скачкообразными функ­
циями, а переход к общему случаю осуществить с помощью интеграла Дюамеля. 

Итак, рассмотрим сначала случай скачкообразных функций <р ( t ) , f (tl) :  
f (t) = А = const, t > О; } 
f (t) = о, t <  о; 

'f (t) = В = const , t > О; } 
'f (t) = О, t < О; 

( 165) 

( 1 66) 

А - скачок скорости в сечении х = l ,  В - скачок давления в сечении х = О. Все 
величины отсчитываются от их стационарных значений, имевших место при 

t ..;; О .  Сравнивая выражения ( 154 ) , ( 1 55) , ( 1 65) и ( 1 661) вид:им, что в рассма­
трИiваемом случае О'о = О и ча,стотные спектры имеют вид: 

F (ro) = 2�(1) ; ) 
в ( 1 67) 

Ф (ro) = 2'!';iro · 
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Из общих формул ( 1 62)  и ( 1 631) после соответствующих вычислений [6} 
получаем 

+ 2 .!!_ е -at """ 
ре � S = l 

sin Cfs ( 1 ---f) + �!fs COS 'fs ( 1 --f) 
Cfs (�2ср� + � + 1 )  sin 'fs cos 6s 

sin EstJ 

sin Ч'sХ 

р = - 2архА + В - 2реАГ01 � ----:о2----1----- Х � !fs (�Cfs + � + 1 ) sin 'fs cos бs 

( 168) 

. 2В - at � COS !ps ( 1 --f) - �'fs SiП tps ( 1 - -f) 
Х SIП ( est - 26s) - а е � tg бs 

(�\!ер; + � +  1 )  sin 'fs Х 

где 

Х cos ( est - бs) ,  
al а а 

а = с- · tg бs = -e- = v 2 s c2tp __ s _ _  а2 
[2 

( 169) 

При � = 0 - отсутствии буферной камеры, В = О и из формулы ( 1 68) полу­
чаем формулу (11 20) , полученную в § 1 другим путем. 

Переход от скачкообразных изменений скорости и давления к произволь­
ным функциям времени <p ( t) , f ( t) ,  может быть осуществлен также с по�ощью 
интеграла Дюамеля [33]. Интеграл Дюамеля представляет собой результат по­
следовательной суперпозиции бесконечно м алых скачков давления и скорости, 
законной ввиду линейности исходных дифференциальных уравнений (73) . 

Формулы ( 1 68) , ( 1 69) содержат слагаемые с множителями А ,  В :  
w = wA + wв; р = рА + Рв· ( 1 70) 

где w А' Wв, р А и Рв являются слагаемыми, определяемыми скачками А и В :  [ 2 ,..., tg· бs cos 'f�X ] wA = A 1 - -;- г аt � (� 2 � 1 ) . cos (Esf - 69) ; 
S = l  Cfs + + SIП Cfs 

.. 
w = 2!!.__ e-at � в ре � S = l 

sin 'fs ( 1 -Т) + �Ч's cos 'fs ( 1 -Т) 
'fs (�2tp� + � + 1 ) sin 'fs cos 6s 

Х sin Est; 

sln Ч'sХ 
2 at I: l р = - архА -- 2реАГ ---..-------- Х А s = l Cfs (�2tp; + Р + 1 ) sin Cfs COS 6s 

Х sin ( est - 26s); 

2в �.. 
cos 'fs ( 1 -у) - P'fs Sin cps ( 1 - � )  - В  e- at tg 6 Х Рв - - а  S s l 

s 
(picp; + р + 1 ) sin 'fs 

Х cos ( est - 6s). 
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Пусть теперь вместо условий f (t) = А и (p ( t )  = В , f (t)  и � (t) стали произ­
волы-Iымн  функциями времени, равными нул ю д:1 я t ...; О. Тогда, в силу линей­
ности как исходных дифференциальных урапнс:шй, так и граничных условий. 
можно примелить интеграл Дюамеля, позволяю 1цпй совершить переход от скач­
кообразного вида граничных условий к произвольным функциям времени сле­
дующим образом : в формулах ( 1 7 1 ) полагаем А = 1 и В = 1 .  Тогда 

t t 
w = Sf (,;) :t [w�> (x, t - ,;)] d,; + S � (,;) ;t [wЯ> (х, t - ,;)] d,;; ( 1 72) 

о - о 

t t 
Р = Sf(,;) ;t fFЯ> (x, t - ,;)] d,; + S � (,;) ;t fFЯ> (x, t - ,;)] d,;, ( 1 73) 

о о 

где wЯ>, w<1>, рЯ>, рЯ> - значения w А' w8, р А' Рв в формулах ( 17 1 )  при А =  = 1 , в = 1 . 
Везде выше мы рассматривали случай нулевых н ачальных условий ( 1 23) , 

когда при t < О w (x, О) = О, р (х, О) = О. Если н ачальные условия отличны от 
нуля и выражаются формулами (741) , где функции w (x, 0) = Ft (x) , р (х, О) =  = F2 (x) не равны нулю в интервале О < х < l, то решение может быть полу· 
чено следующим образом. 

Будем искать скорость w и давление р в виде сумм:  

P = Pt + Р2· 

(174) 
( 1 75) 

Пусть W t ,  w2, Pt . Р2 удовлетворяют исходным дифференциальным уравне· 
ниям (73) и следующим начальным и граничным условиям. 

Для функций Wt, Pt 

t < О, w1 (х, О) = О, р1 (х, О) = О (О < х < /); 
х = О, p1 = � (t) ; 

( 1 76) 
( 1 77) 

( 178) 

Для функций wa, Р2 
t < О, w3 (х, О) = Р1 (х), р2 (х, О) = Р2 (х) (О < х < /); ( 1 79) 

х = О, р2 = О; ( 1 80) 
- дw2 х = l, w2 + h дх = О. ( 1 8 1 )  

Таким образом, функции w1 ,  р1 удовлетворяют нулевым начальным усло­
виям ( 1 76) и неоднородным граничным условиям ( 1 77) , ( 1 78) , т. е. могут 
быть найдены непосредственно из приведеиного выше решения, данного фор· 
мулами ( 1 62) , ( 1 63!) или с помощью интеграла Дюзмеля из формул ( 1 68) , 
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( 1 69) , ( 1 70) - ( 1 73) . Фушщии же w2, Р2. удовлетворяющие иенулевым начаJJь­
ным условиям ( 1 7�) и однородным граничным условиям ( 1 80) , ( 1 8 1 )  - из ре­
шения,  приведеиного в § 1 . Суммированием этих решений,  согласно выраже­
ниям ( 17 4) , ( 1 75) , получается полное решение задачи. 

§ 3. Операционный метод 

За последние два десятилетия широкое р аспространение в математической 
физике получили методы интегр'Зльных преобразований, иначе называемые опе­
рационными [24] , [25] . Рассмотренный выше метод контурного интегрирования 
в плоскости комnлексной частоты ro находится в тесной связи с одним из опера­
ционных методов, а именно�интегральными преобразованиями Лапласа и Фурье. 

Основная идея этих методов заключается в следующем. Исходные диффе­
ренциальные уравнения, начальные и граничные условия умножаются на неко­
торую известную функцию К (s, х) , где х - одно из независимых переменных, 
обычно координата или вр емя; s - - некоторый параметр, от координат и вре­
мени не зависящий. После' указанного умножения производится интегрирование 
по х в конечных или бесконечных пределах. В результате получается система 
уравнений, не содержащая координаты, по которой производилось интегри ро ­
вание, т. е. число независимых переменных уменьшилось на единицу, но зато 
содержащая вспомогательный параметр s - так называемая система изобра­
жений.  Искомая функция и (х, у, . . .  ) заменяется при этом ее «изображением» 
в виде 

ь 
u = J и (х, у, . . .  ) K (s, х) dx = u(s, у, . . , ), ( 1 82) 

а 

где а, Ь - конечные или бесконечные пределы. 
Система изображений содержит на  одно независимое переменмое меньше 

и обычно может быть разрешена относительно u значительно проще, нежели 
исходная система . Если теперь удастся ПО известному изображению u (s, у, . .  J) 
определить исходную функцию и (х, у, . . .  ) - так называемый оригинал, - т. е. 
решить относительно и (х, у, . . .  ) интегральное уравнение ( 1 82) , то мы получим 
решение нашей основной задачи. 

Мы рассмотрим применение интегрального преобразования Лапласа, когда 
в , ядре K (s, х) в ( 182) вместо координаты х берется время t, а K (s, х,) имеет 
вид e-st. 

Умножим какую-либо функцию и (х, ф на e-st , R (s) > О * и проинтегри-

руем по t от нуля до бесконечности. Выражение S и (х, t) e-81dt обычно назы­

о 
вается изображением по Лапласу функции и (х, t) и обозначается чертой сверху: 

-
- J -st и (s, х) = и = и (х, t) е dt. 

о 
( 1 83) 

Особенно простым получается изображение производной по времени:  ин­
теrрируя по частям,  получаем 

t= 00 s �� e-st dt = e-st U 1 + S r ue-81dt = -ио + SU, 
О t = O  � 

( 1 84) 

где и0 - значение функции и при t = О, причем предполагается, что (е-81и) -+ О.  
t ... .. 

* R (s) - обозначение действительной части параметр а, который, в·ообще го­
воря, является комплексным. 
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В настоящее время во многих руководс гвах и справочниках имеются п о ­
дробные табЛИЦЫ ИЗОбражений u(s, Х)  = U ДЛЯ ВССЬМа МНОГИХ ОрИГИНаЛОВ - ИС­
ХОДНЫХ функций и (х, t) [9], [24]-[28] . В ряде случаев  н айденное из решения 
той или иной задачи изображение u содержится в таблицах и оригинал и (х, t) 
находится непосредственно. 

Если изображения в таблицах не имеется, то nереход от изображения 
к оригиналу выполняется при nомощи формулы обращения [25] : 

y + l oo  
1 J н--

и (х, t) = -. е и (Л, х) dЛ, 27tl ( 1 85) 

т-l оо  

причем прямая т - i оо ,  1 + i оо ,  nараллельная мнимой оси  Л ,  проводится так, 
чтобы все особые точки изображения й(л, х) находились справа от нее. 

Контур интегрирования в формуле ( 1 85) обычно может быть тем или иным 
образом доnолнен до за.мкн·утого контура и интеграл ( 1 85)  может быть вычис­
лен с помощью теории вычетов . 

Обратимся к исходной системе ура,внений (73) : 

- t = р ( �� + 2aw) ; 1 
др дw дw -- - дt = рс2 дх = К дх , 

( 1 86) 

метод решения которой укажем для весьма общего вида линейных начаJJьных 
и граничных условий (74) и (75,) : 

w = F1 (х), р = F2 (х) nри t � О (О < х < l); ( 1 87) 

р = ср (t) при х = О (t > О); 

дw w -1- h дх = 1 (t) nри х = l (t > 0). 

( 1 88) 

( 1 89) 

Умножим уравнения ( 1 86) и граничные условия ( 188) ,  ( 189) на e-st и про· 
интегрируем по t от нуля до бесконечности. Из системы ( 186) nолучим, учи· 
тывая выражения ( 1 84) , ( 1 8m ,  систему двух уже обыкновенных дифферен­
циальных уравнений с постоянными коэффициентами для изображений w, Р: 

·- ijj = р (sw + 2aw) - pw (х, О) =  р (s + 2а) w - p F1 (х); ( 190) ах 

-· - aw aw ·- sp + p (x, O) = - sp + F2 (x) = pc2 - = К - .  ( 191 )  dx ах 

Из граничных условий ( 188) , ( 1 89) для изображений получим : 

р = J e-st'P (t) at = � при х = О; 
о .. 

- aw s t -w + h ах = Г8 f (t) dt = 1 
о 

при х =  l. 

( 1 92) 

( 193) 
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Дифференциальные уравнения ( 1 90) , ( 1 9 1 )  nри граничных условиях ( 1 92) 
( 1 93:) интегрируются обычными методами [ 1 9] ,  nосле чего находятся изображе� 

н и я  скорости и давления W, Р. Переход от изображений к оригиналам w (x, t) ,  
р (х, t) выполняется с помощью таблиц, если найденные изображения в них 
содержа гся, или с помощью формулы обращения ( 1 85) . 

В качестве nример а  рассмотрим, следуя [9], задачу о р аспространении скачка 
давления в nолубесконечной трубе О < х < оо , в которой nри t = О жидкость 
покоилась или находилась в состоянии установившегася движения. В этом слу­
чае следует nоложить 

F1 (х) = F2 (х) = О; } 
ер (t) = Ро = const. 

( 194) 

Граничное условие ( 1 89) заменяется требованием ограниченности скорости и давления nри х -+ оо . 
Уравнения ( 1 90) , ( 1 9 1 )'  принимают в рассматриваемом случае вид: 

dp -- dx = р (s + 2а) w; - dw - sp = K dx " 
и должны быть nроинтегрированы nри граничном условии .. - S вt Ро -р = Ро е- dt = s = ер, nри х = О. 

о 

( 195) 

( 1 96) 

( 1 97) 

Решение можно выnолнить в следующей nоследовательности. Исключим 
из уравнений ( 1 95) , ( 196) W: для чего nродифференцируем уравнение ( 1 95) 
по х. С учетом уравнения ( 1 96) nолучим 

где 

d2p -dx2 - q2p = о, ( 198) 

Решен�е уравнения 

..а _  р (s + 2а) s _ (s + 2а) s 
't- - к - c'l. 

{ 1 98) , ограниченное на бесконечности, имеет вид 
р- - .!!!.. e-qx 

- s . 

Подставляя выражение (20Q) в уравнение ( 1 95) найдем w : 
- - - 1 iji - qpo гqх. w - р (s + 2а) dx - р (s + 2а) s 

Из формулы обращения { 185) nолучаем: т+lоо 
р = Р (х, t) = Ро. s eлt-tJox dЛ , 

21tt л т-lоо 
т+iоо 

р0 1 s v-A- Лt-tJ-X dA 
w = w (х, t) = - -

-----2 е ...."- • 21tl ре А +  а " т-lоо 

( 199) 

(200) 

(20 1 ) 

(202) 

(203) 

.У (Л + 2а) Л 
где р. = с 
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После вычислений, приведеиных в [9] для аналогичной электротехнической за­
дачи р асnространения скачка напряжения в полубесконечной линии и замены 
nеременных согласно табл. 3, для давления и скорости получается 

х 
t > c- · 

х 
t < с , р = О, w = О; 

ах 
х с t = с •  P = Prf! 

ах Ро - с  w = - e  ре 

(204) 

(205) 

(206) 

(207) 

rде /0, 11 - бесселевы функции нулевого и первого порядков nервого рода от 
мнимого аргумента. 

Отметим то важное обстоятельство, что головные значения скорости и дав­
.'Iения, как видно из формул (205) , связаны друг с другом, согласно формуле 
Н. Е. Жуковского р = р cw. 

Для давления, меняющегося в сечении х = О  по закону р = cp (t) ,  cp (t) = О 
nри t � О, вместо формул (204 )- (207) получим более общие формулы : х 

nри t < --;-

х 
при t > c  

1 
w = ­pc 

р = О; } 
w = O; (208) 

(209) 

(21 0) 
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Формулы (208!) - (2 1 0) дают полное решение задачи о распространении про­
извольного возмущения в полубесконечной трубе.  Они пригодны для расчетов 
распространения и в ограниченной трубе, но только до того момента, пока 
возмущение не дошло до другого конца трубы. 

§ 4. Видоизменение метода Римана 

Метод решения задачи l(оши для гиперболических уравнений, предло­
женный Риманом, достаточно хорошо известен ( [ 1 4] ,  [ 1 7], [20]-[22]) .  Поэтому, 
не останавливаясь на  его изложении, покажем, что этот метод может быть ис­
пользован для сведения задачи об интегрировании системы уравнений дви­
жения (73) для пинии конечной длины к интегральным уравнениям [30]. 

Введем для удобства безр азмерные величины 
х ct al w р е = т · -t. = -т ·  а = - - , w = -�- . р = - --;:; ,  (21 1 )  с w pcw 

где ;;; - · характерная скорость, а l - характерная длина 1 •  
По�ЦстаiВИIВ величины (21 1 )  в ура�нения  (73) , получим после элементарных 

иреобразований уравнения движения в безразмерном виде 

Вводя подстановку 

др дw - др дw - · дf = (h + 2aw, - ·  (h = дё · (2 12) 

р = пе-"" , w = ve-""' , 
иреобразуем уравнения (2 12 )  к виду : 

(2 1 3) 

- · дд� = �� + av; 1 
дП до - .  д't = де - аП. 

I lереходя к характеристическим персменным 

Т/ = ;2 (е 
+ 't), � = -v;2 (е -- ос) 

(2 14) 

(21 5) 

и подставляя ( 2 1 5) в (2 1 4\) ,  получим 

:У/ (П + v) = -r;2 
а 

(П - v)

; 1 д -.12 (216) 
- д[ (II - v) = 2 а (II + v). 

Иск.11ючая из уравнений ( 2 1 6) поочередно П и v,  имеем :�+  � v = O; I д2П а2 
(217) 

д д� + т П = О. 
_ r- Т/ у 2 . 

5 Множитель 2 введен в выражен,ия (2 1  ) для того, чтобы масштабы 

в координатах 5, "t' и ТJ, � были одинаковыми, т. е. чтобы выполнялось еоотно­
шение 

1 Если в качестве l припята длина трубопровода, то значение "t' =  1 соответ­
ствует времени пробега ЭI�уковой волны от одного конца трубопровода до дру­
гого . 
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Пусть на прямой C t  ( фиг. 8) V = V t • П = П t , ( i = O, 1 , 2 ) , причем функ· 
ции v0 (6 ) и По (6 ) заданы на отрезке [0, 1 ] , а на прямых С1 и С 2 заданы 
условия 1 : 

'f1 ( v1 ('t), П1 ('t) , v� ('t) , п� ('t) , 't) = о; 

'f2 ( v2 ('t) , П2 ('t) , v; ('t), п; ('t), 't ) = о, 

где (Р 1 и !р2 - известные функции. 
Так как на основании уравнений (2 14 )  

дv дv ( дП ) дs = д" 
cos (s ,  't) - (h - схП cos (s, е ); 

дii дП ( дv ) Iдs = (h cos (s, 't) - (h + CXf} cos (s ,  е) , 

то очевидно, что любые гр аничные условия,  
наложенные на функции v, П ( или w, р) 
и их первые производные по любому на ­
прав,1ению, приводят<:я к условиям вида 
(2 18 )  и (2 19 ) . 

Пусть функции vo (6) , По (6) продол­
ж ены в обе стороны за [0, 1] таким обра­
зом, что решение уравнений (2 1 7i) 

•В ОбЛаСТИ 't" ?:- 0, - оо < е < 00 1 
с на чальными условиями ( 1) 

fJ = fJo (е) ,  п = По (е) при 't = о 
Фиг. 8. 

(2 18) 

(2 19) 

удовлетворяет на прямых С1 и С2 условиям (2 18 )  и (2 19)  соответственно. Тогда 
оно будет решением уравнений ( 2 1 7) 

в области 't" :.;::- О, О ...;; е" ..,; 1 при начальных и граничных условия х: 
v = v0 (e) ,  п = П0 (е) при 't = О; 1 

'f1 (v1, П1, �� , �� · 't) = О при е = О; 

'f2 ( fJ2, п2, f}2 ' п2 ' 't )  = о  при е = 1 .  

( l l )  

Из уравнений (2 1 4) и (215)  следует, что nри заданных vo (6) ,  По (S) можно 
найти v 11, Vc, П11, Пс в любой точке пря.м.ой Со. Таким образом задача ( II) при-
водИ1'Ся к задаче Коши для ур!Ш!нений (21 7) , которая может бЬIТь сформулиро­
вана следующим образом : дана началJ>ная прямая Со, непараллельная ОТ] и О�; 
на Со заданы для каждого из уравнений (2 17 )  значения функции и ее первых 
нрои:зводных по направлениям ОТ] и О�; требуется найти решение уравне­
ний (2 17 )  в полупло{жости 't" > О, принимающее на Со заданные начальные зна­
чения. 

Пользуясь методом Римана, решение указанной задачи Коши для первого 
ш уравнений (2 1 7) можно в любой точке P (ih � представить в виде 

Р, 
. 

2v (Р) = v (Р1) + v (Р2) + J [ ( Uvc - vUc) cos (n, '1)) + 
Р. + (Uv11 - vU11) cos (п, �) ] ds 

или, учитывая,  что 
-.12 

cos (n, '1/) = - cos (п, �) = - -2- , ds = - d� 

1 Здесь и далее за l припята длина трубы, т. е. точки 6 = 0 и 6 = 1 соответ­
ствуют ее конца м.  
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в виде 
Р, 

2v (Р) = v (Р1) + v (Р�) - �2 S [ И  (vc - v"') - v (Uc - U.,) J  de, (220) 
Р, 

где 

функция •Римана для уравнений (2 17 ) ; !о - бесселева функция 1 -ro рода от 
вещественного аргумента ; Р1 ,  Р2 - точки пересечения характеристик � = f и 
Т) = 1] с прямой Со. • 

На основании уравнений (2 14 )  и (2 15 )  

:Кроме того, 

с - 'lj о - а 7j - 2 � rи = а 'У) - 2 � r и ' 
r Со r о ( и  и ) j c - 2 (- t> J1 (2yи) 1 - 2 ( - Е> J1 (2 Yaa) . J Р1 = Р1 <el , о), Р2 = Р2 <е2 , о),  е1 = Jf2 r. е2 = у2 �. 

С учетом выражений (22 1 ) и (222) ура,внение (220) принимает вид 

�. 
2v (�. -,) = vo (el) + vo (е2) - �2 J {у2 Jo (2 -ru;;) Х 

Е, 

[ ' ] 
- - Jl (2 ущ;) } х п0 (х) + av0 (х) - а2 ('У) - ') v0 (х) 2 У Uo dx. 

Для П, совершенно аналогично, получим 

причем 

�. 
2П (�. �) = По (е1) + По (е2) - �2 J { у2 Jo (2 Viio) х 

� .  

[ ' ] 
- - Jl (2 у�)} Х v0 (х) - аП0 (х) - а2 ('У) - �) По (х) 2 Уио 

dx, 

а2 ( у2 -) ( у2 
-) Uо = т 2 X - 7j -2- х- С . 

(22 1 ) 

(222) 

(223) 

(224) 

(225) 

Избавляясь в уравнениях (223) и (224) от vo' и По' интегрированием n o  
частям, получим 

�. 
2v (�, �) = v0 (Е1) + v0 (Е2) + По (Е1) - По (е2) - �2 а S {У2 Jo (2 Уаа) Vo (х) + 

�. 

+ а  11 (�Ио) [ (у2х- � - ё) По (х) - (� - ё) v0 (х)) } dx; (226) 2 Uo 
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2П {;, "Z') = По (Е1) + Пu ( Е2) + Vo (Et) - Vo ( Е2) + 
�. 

+ У2 а S (-,r2 lo ( 2 У u0) П0 (х) - a/t ( 2 Yno) Х 
2 ;, t ·· 2 yu0 

Х [ ( у2х - � - � ) Vo (х) - (� -�) П0 (х)] } dx. (227) 
Так как на С1 , согласно уравнений (2 15 )  и фиг. 8, 

- - у2 . 
7j = - � = -2- 't, t = Е2, Е1 = - е2. Е2 = е :;;;.. о, (228) 

то выражение (225) принимает вид 
а2 

u0 = Т (х2 - Е2) < О, 

т а к  как х < !;. Тогда, как известно, 

( �/7) 
J1 (2 YUo) f1 (z1) �/'- � /'--

Jo 2 r и0 = 10 (zi) , � /' = -- , z1 = 2 r - и0 = а r Е2 - х2, 
2 r uo Zt (229) 

где 1 - бесселева функция 1 -го рода от мнимого аргумента. 
Н а  основании выражений (22&) и (229) из уравнений (226) и (227) сле­

дует, что 
1; 

2v1 (Е) = v0 (- �) + v0 (Е) + П0 (- Е) - П0 (Е) - а S {10 (z1 ) Vo (х) + 
- 1;  

/1 (zд } + а �  [хП0 (х) - Ev0 (х)] dx; 

� 
2П1 Щ = П0 (- Е) + П0 (Е) +  Vo (- Е) - Vo (е) +  а S {lo (z1) По (х) ­

--� 

(230) 

- а 11 (zt) [xv0 (х) - Ш0 (x)] J
) dx; (23 1 ) 

Zt . 

, , , , , ( а� ) 
2v1 (Е) = - v0 (- Е) + v0 ( Е) - II0 (- Е) - П0 (Е) - а 1 - 2 Х 

е 
а2Е s { /1 (zt) Х [vo (- �) + Vo ( E)] + 2 (П0 (- Е) - П0 (Е)] - а2 (аЕ - 1 )  � v0 (x) + 

-� 

+ а2� --2 - [хП0 (х) - Evo (х)] dx; /2 (Zt) 

} zl (232) 

2П� ( Е) = - П� (-Е) + П�(Е) - v� (- Е) -·v� ( Е) + а ( 1 + ai ) [По (- Е) + По (Е)] + 

(233) 
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Н а С2, согласно уравнений (2 1 5)  и фиг. 8, 

- у2 7 у2 1J = -2- ( 1 + 1:) , � = � ( 1 - 1:) , 1: = Е2 - 1 ,  Е1 = 2 - Е2. Е2 = е � 1 (234) 

и выражение (225) принимает вид 

а2 

316 

Uo = т l<х - - 1 )2 - (Е - 1 )2] < О. 
Тогда 

(235) 

На основании выражений (234) и (235) из уравнений (226) и (227) имеем 
2v2 ( Е - 1 ) = v0 (2 - Е) +  Vo ( Е) + П0 (2 - Е) - По (Е) -

е 
- а  S {/0 (z2) Vo (х) + а  11 ;:2) [(х - 1 ) П0 (х) - (е - 1 ) v0 (х)] } d.x; 

2-е 
2П2 ( Е - 1 )  = По (2 - Е) + По (Е) + Vo (2 -- е) - Vo ( е) + 

е 
+ а S {/о (z2) По (х) - а 11 ;;2) ((.х --:- 1 )  v0 (х) -- (Е - 1 )  П0 (.х)] } d.x; 

2-е 

2v; (Е - 1 ) = - v� (2 - е) + v� ( Е) - II� (2 - Е) - П� (е) -

[ а (Е - 1 ) ] а2 ( е - 1 ) 
- а  1 - 2 (vo (2 - Е) + Vo ( Е)] + 2 [По (2 - е) -

е 

S { /1 (z2) 
· 

/2 (zз ) - П0 (Е) ] - а2 -- [а ( е - 1 ) - 1 ) v0 (x) + а2 (Е - 1 ) -2- Х 
Z2 z2 2-е 

Х [(х - 1 ) П0 (х) -- ( е - 1 ) v0 (x)]} dx; 

2п; ( Е - 1 ) = - П� (2 - е) + П� (е) - v� (2 - е) - v� (е) + 
[ а (Е - 1 ) ] a2 (e - l ) + а 1 + 2 Illo (2 -- е) + По (Е)] + 2 х 

Х �/1-- [(х - 1 ) v0 (х) - (е - 1 ) П0 (х)] dx. � (�) } 

( 236) 

(237) 

(238) 

(239 )  



Покажем теnерь, как нужно продолжить vo (s) ,  По (s) за [О, 1] ,  чтобы 
в полуполосе о .,;;: е ..,;;: 1 ,  О < т < •Х> решение задачи ( I )  являлось бы решением 
задачи ( I I ) . 

у2 -,12 Рассмотрим область, ограниченную характеристиками 11 = -2- , � = - -2-
и прямой С0• Решение задачи ( I )  в этой области, как это следует из ура вне­
ний (223) и (224) , зависит от значений vo, По на [- 1 ,  1] и только от них. Д.1я 
того чтобы это решение в области , ограниченной прямыми Со, С1 и хар акте-

-,12 
р истикай 1'\ = 2 было решением задачи ( I I ) , достаточно , чтобы оно удовлет -
воряло граничному условию на С1 ,  т. е. достаточно, чтобы vo, По на [-1 ,  1]  
удовлетворяли соотношению, получающемуел подстанОJВкой уравнений (230) , 
(23 1 ) , (232) и (233) в граничное условие (2 18 ) , что условно запишем в виде 

Ч'l [ (230) ,  (23 1 ) ,  (232), (233), е J = о. (240) 
Так как на [0, 1] vo, По извесmы, то (240) есть уравнение относительно 

vo, По на [-1 , 0] . Поскольку v0, По связаны на [- 1 , О] только уравнением 
(240) , то очевидно, что на этом отрезке на них может быть наложена еще 
одна связь, что дает , вообще говоря ,  возможность упростить уравнение (240) . 

Допустим, что какое-нибудь решение уравнения (240) найдено. Рассмотрим'об-
у2 у2 

ласть,  ограниченную характеристиками 11 = 3 -2- ,  � = - -2- и прямой С0• Ре-
шение задачи ( 1 ) в этой области зависит только от значений v0, П0 на [-1 ,  3] . Для 

у2 у2 
того чтобы в области, ограниченной характеристиками 11 = -2- , � = - -2-
и ПрЯМОЙ С2, ОНО было решением задачи ( 1 1 ) ,  достаточно, чтобы Vo, По на 
[-1 , 3]  удовлетворяли соотношению, получающемуел подстановкой уравнений 
(236), (237) , (238} и (239) в граничное условие (2 1  9}: 

Ч'2 [(236), (237), (238), (239) , е - 1 J = о. (24 1 > 
Так как теперь, по предnоложению, v0, По известны на [- 1 ,  ! ] ,  то (24 1 )  

есть уравнение относительно Vo, П о  н а  [ 1 , 3] ,  причем оnять н а  v0, П о  может 
быть наложена еще одна связь. 

Рассматривая область , ограниченную характеристиками 11 = 3 �2 , � = 

= -3 -v; и прямой С0, получим на [- 1 ,  -3] уравнение вида (240) и т. д. 
Если граничные условия (2 1 8) и ( 2Щ) линейны , то, как легко видеть, 

уравнения (240) и - (24 1 )  суть линейные интегральные уравнения тиnа IЗоль­
терра.  

Рассмотрим в качестве примера классическую задачу о гидравлическом 
ударе вязкой жидкости в простом трубопроводе без камеры. Будем счита 11,, ч 1 о 
в сечении х = О происходит мгновенный удар, а в сечении х = l поддерживается 
постоянное давление. Н ачальные условия будем считать нулевыми. 

Тогда 
при о <  е < 1 ;  

nри е =  О (w 1 = А = const); 
� = 0 

при е = 1 <"P i  = 0). � = 1  
В этом случае, как легко видеть, уравнение (240) на первом шаге прини­

мает вид 

(242 ) 
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Обозначив vo ( -6) = у (6 )  и заменив в уравнении (242) х на 
ннтегральное уравнение типа Волыерра  второго рода 

-х, получим 

� 
у ( е) = 2Ае"� + а:  S [Io (z1) - а:е 11 ;;1>] у (х) dx. 

о 

(2-lЗ) 

Пользуясь р азложениями функций  Бесселя и показательной функции 
в степенные ряды и решая уравнение (243) методом последовательных под­
становок [34] с точностью до членов , содержащих а4, имеем 

у ( е) = 2А ( 1 + 2а:е + а:2� + а:�
ез ) . (2-И) 

Подставив выражение (244) в уравнение (23 1 ) ,  найдем, что • ( 5 1 ) п1 ( е) = А 1 + 2а:е + 4 а:2е2 + 2 а:зез . 

Так как на С1 6 = е2 _ т, то окончательно 

р 1 = П1 ( е) е-"� J = A ( I + a:-: - { a:2t2 + а:13;3 ) ,  
� = 0  � = 0 

что при А = 1 дает удовлетворительное совпадение с графиками, приведеи­
ными в [6] до значений а = 1 (ошибка не более 2 % ) .  

IV .  ЗАТУХА Н И Е ГОЛ О В Н О ГО З НА Ч Е Н И Я  ВОЛ Н Ы  ДАВЛ Е Н И Я  
П Р И  П РО ИЗ ВОЛ ЬНОМ ЗАКО Н Е  Т Р Е Н И Я  

Пусть в трубопроводе в сечении х = О в момент времени t = О возникло 
какое-либо скачкообразное возмущение давления р и скорости w. Предпола­
I·ая, что скоростью частиц жидкости по сравнению со скоростью звука с можно 
пренебречь, получим, что это возмущение достигнет сечения х в момент вре-

х 
мени t = с . Величины 

w (x, t) = w (x, ; ) . р (х, t) = p (x , : ) 
называются головными ИJIИ фронтовыми значениями волны давления и ско­
рости. Покажем, что эти головные значения могут быть найдены даже при не­
линейном законе трения. 

Предположим, что по трубопроводу, движение в котором первоначально 
было установившимся, начало распространяться со скоростью с какое-либо 
возмущение давления и скорости. Пусть это возмущение достигло ·  сечения х 
( фронт волны)  и за время dt р аспространилось на  длину cdt. Тогда м асса 
жидкости, захваченной возмущением, равна р cfdt. Приращение проекции коли­
чества движения этой массы на  ось трубы за  время dt равно 

dJ = pcdt JJ (v - v0) df = pcdt (w - w0) f, 
1 

где VQ, v - продольные скорости эJiемента площади df до и после возмущени н ;  
wo, w - средние в сечении скорости до и после возмущения.  Приравнивая ве­
личину d! проекции импульса сил, получим : 

pcdt (w - w0) f = (р - p0) fdt - fixcdt · dt, (245) 
где Ро .  р - давления до и после возмущения;  6- среднее по периметру х за 
время dt касатеJiьное напряжение на  стенке трубы вдоль длины cdt. 

Переходя в выражении (245i} к пределу при dt -+ О, получим, что 
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т. е . получим формулу Н .  Е. Жуковского, справедливую, таким образом, дли 
малых дозвуковых скоростей течения при любом законе трения. Полученная 
формула содержит только средние в сечениях скорости w и wo. Следовательно, 
ве,1ичина ударного давления не зависит от распределения скоростей по сечению. 

Необходимо отметить, что из проделанного вывода следует справедливость 
формулы (246) только для головных значений.  

Рассмотрим теперь более подробно процесс распространении по трубопро­
воду возмущения, возникшего в сечении х = О. Очевидно, что значения р и w, 
переносимые этим возмущением, должны удовлетворять дифференциальному со­
отношению (66) на  прямой характеристике, т .  е. 

Л l w l . dp + pcdw + р --gг wdx = О. (247) 

Значения р0 и w0, �уществовавшие в трубопроводе до возмущения, также 
должны удовлетворять уравнению (66) , откуда имеем 

Ло 1 Wo 1 dp0 + pcdw0 + р 88 w0dx = О, (248) 

rде Ло - значение Л при w = Wo. 
Вычитая выражение (248) почленно из выражения (247) , получим, что 

на фронте волны 

pdx d (р - Ро) + pcd ( w - Wo) = (Ао 1 Wo 1 Wo - Л 1 w 1 w) 8Г . (249) 

Поскольку для фронтовых значений р и w имеет место формула Жуков­
ского, то, подставив выражение (246) в уравнение (2491) , для головного зна-

чения скорости w = w ( х, ; ) получим 

или 

dx 
d (w - w0) = (Л0 I w0 1 Wo - Л i w l w) 1 бса •  (250) 

dx 
dw = (Л0 1 Wo 1 Wo - Л 1 w 1 w) 1 6с8 - (25 1 )  

т а к  к а к  по предположению скорость невозмущенно·го течения Wo = const. 
Формула (25 1 )  может быть получена и из элементарных соображений. 

Действительно, количество движения массы жидкости, заключенной между се­
чениями х и х1 (х1 = x - dx) равно f р w (х - х1 ) ,  где х - координата фронта, 
а w - головнос значение волны скорости. Для идеальной жидкости, очевидно, 

jpw (х - х, )  = const. Следовательно, изменение этой величины при распростра­
нении возмущения по вязкой жидкости р авно импульсу сил трения. Так как 
nеред фронтом волны течение жидкости по предположению стационарно, т. е. 
все силы, действующие на  нее, уравновешены, то за импульс сил трения, 
обусловливающий затухание головного значения волны скорости, нужно при­
нимать импульс избыточной силы трения. Тогда 

1 
fpdwdx = <j (6 - 60) xdxdt, (252) 

где 00 - значение 6 для невозмущенного течения, а множитель 1/2 введен по­
тому, что избыточная  сила трения за время dt возрастает по линейному закону 
от нуля до ( 6 - 6o ) xdx. 

Подставляя в выражение (252) значение 6 из выражени й (9) и ( 1 0) и заме­
dх 

няя dt на с '  получим, как легко видеть,  с нова формулу ( 75 1 ) . 
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Из формулы (25 1 ) следует, что 
w 

х s dw 
� = Ло 1 w0 1 Wo - Л ! w 1 w ' 

w, 
(253) 

где w1 - головное значение волны скорости в сечении х = О. Решая уравнение 
(253) , найдем при заданном законе трения связь между w и w1 вида 

(254) 
т. е. найдем связь между w и w1 в зависимости от скорости неваэмущенного 
течения и пройденного волной расстояния. 

Пусть в сечении х = Xt w = w,, а в сечении х = Xj w = Wj. Положим 
по определению 

(255) 
Введенная, таким обр азом, величина k1, j есть, очевидно, коэффициент зату­

хания головного значения волны скорости на участке трубы Xj - X t· Так как 
головные значения волн скорости и давления связаны между собой формулой 
(246) , то легко видеть, что k•, j есть также коэффициент затухания головного 
значения волны давления. Сравни,вая между собой формулы (254) и (255) , 
видим, что, вообще говоря, , 

kt, j = kt, j (W1, W0, Xt, Xj) · 
Из изложенного видно, что отыскание головных значений волн возмущения 

давления и скорости и их коэффициентов затухания при любых законах трения 
сводится к решению уравнения (253) . 

Рассмотрим несколько частных случаев. 
1 .  Линейный или линеаризованный закон трения. В этих случаях, согласно 

формулы (3 1 ) ,  

(256) 
причем для линейного закона трения равенство (256) будет точным, а д л н  
линеаризованного - приближенным .  

Подставляя выражение (256) в уравнение (253) и интегрируя, получим 
ах 

w - wo = (w1 - w0) e с (257) 
что, очевидно, совпадает с одной из формул (205) , т. е. совпадает с результатом, 
полученным путем решения линеаризованной системы ура,внений ( 731) для полу­
бесконечной трубы. 

Легко видеть, что р авенство (257) имеет место при любых как положи­
тельных, так и отрицательных значениях скоростей w0, w1  и w .  Из р авенства 
(257) видно также, что вне зависимости от того, происходит торможение или 
р азгон потока, коэффициент затухания сохраняет свою величину, равную ajc. 

2 .  l(вадратичный закон трения, Л = Ло = const. В этом случае уравнение 
(253) nринимает вид 

w 

S dw Л0х 
1 Wo l Wo - 1 w ! w = 1 6с8 " 

w ,  
(258) 

Ограничимся р ассмотрением случаев, когда скорость течения жидкости 
имеет одно и то же направление до и после возмущения, т. е. w0, w1 ,  w все 
либо положительны, либо отрицательны. Очевидно, что это ограничение не яв­
ляется существенным и введено лишь для упрощения последующих рассужде­
ний. 
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С учетом сделанного замечания, после выполнения интегрирования в фор­
муле (258) , получим 

откуда 

1 
( W + Wo) ( Wt - Wo) Ло 1 Wo 1 

" <w - Wo) (Wt + w0) = 8с8 х, 

__ ло_l _w_o 1 х 
w - Wo = 

_____ е
.....,..

_вс_а_...,...-.,..--,--..,.. 
W1 - Wo ( Ло J Wo 1 ) ' 

1 + Wt - Wo 1 - е- � х 
2w0 · 

(259) 

(260} 

т. е. при х -+ оо w ...... Wо-
Представим выражение (260) по аналогии с выражением (255) в виде 

w - wo = (Wt - Wo) e-mx. (26 1 )  
Из формул (260) и (26 1 )  следует, что коэффициент затухания при квадра­

тичном законе '!'рения т = т (х)  и имеет вид 

Лo l wo l  1 [ w1 - wo ( _ Ло ��о f  х) ] 
т (х) = 8с8 + х 1n 1 + 2wo 

1 - е • . (262) 

При торможении потока либо Wo > W1 > О, либо w0 < W I < О и фор ­
мулу (262) можно представить в виде 

т (х) = Ло 1 Wo 1 + _.!._ 1n 1 _ 1 Wt - Wo 1 1 _ е- �  х , [ ( Лo / Wo l  ) ] т 8с8 х 2 1  Wo 1 
где тт (х) - коэффициент затухания при торможении потока. 

Из формулы (263) следует, что 

Ло 1 Wo 1 ( 1 Wt - Wo 1 ) • Ло 1 Wo 1 тт (О) = 8с8 1 - 2 1 w0 1 ' тт ( 00 ) = -вёГ · 

(263) 

(26:\. )  

При р азгоне потока .!Jибо tVt > wa > O, либо W 1  < wa<O и формула 
(262 )  принимает вид 

т (х) = Лo l wo l + _!_1n [ 1 +  l wl - wo 1 ( 1 - e_
лo ��· l x ) ] , (265) .  

Р 8со х 2 1 w0 1 
откуда 

Ло 1 Wo 1 ( 1 Wt - Wo 1 ) Ло 1 Wo 1 тр (О) = 8со 1 + 2 l wo l  - ' тр (оо) = 8со ' 

где тр (х) - коэффициент затухания при разгоне потока. 

(266} 

Очевидно, что пользуясь формулой (246) , можно в выражениях (2621) - (266) 
возмущение скорости заменить возмущением давления. 

Из сравнения формул (263) и (265) видно, что т т (х) < тр (х) , т. е. пр!t 
одинаковых по модулю величинах скорости wo коэффициент затухания при 
р азгоне потока больше, чем при торможении. С ростом х т т (х) монотонно 
возрастает, а тр (х) - монотонно убывает, стремясь, как это следует из фор­
мул (2641) и (265) , к общему пределу, равному 

Ло 1 Wo 1 а тт (оо) = тр (оо ) = Всо = с • 

где а подсчитано по формуле (36б) . 
Таким образом, р азница между коэффициентами затухания при квадратич­

ном и линеаризонаином no формуле (36б) законах '!'рения с ростом х умень­
шается. При фиксированном х эта р азница будет тем меньше, чем меньше вели­
чина начального возмущения скорости. 
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3. Коэффициент сопротивления ·л есть убывающая функция модуля скоро-
1: т 1 1  вида 

i. = В 1 W 1 -п, (267) 

где В =  const,  О <  n < 1 ,  причем показатель n может быть также функцией 1 w / . 
Уравнение (253) в этом случае приходится решать численно, так как интеград 
в его девой части в конечном виде, вообще говоря,  не берется . 

Выше указывалось, что динеаризация закона трения по формуде (36а) 
1. 

эквива.1ентна замене кривой у = Si'i 1 w j  w отрезком касатедьной к ней в точке 
w = Wo. Это позводяет провести качественный анадиз поведения коэффициента 
затухания в рассматриваемом сдучае. 

П оложим для определенности w0 > О, w > О и построим кривую у = 

= ;� 1 w / w = :0 w2-n и кдсательную к ней в точке w = w0 (фиг. 9) . Так как 

.эта кривая всегда обращена выпуклостью вниз (n < 1 ) ,  то  

�� �,,2 
во 

при  w > w0, So Лw2 - Л0w0 > 2а (w - w0), 1 ( 2) . J 1 ( 2 2 ) 
(268) 

при w < w0, 88 1.0w0 - Лw < 2а (w0 - w), 

w 
Фиг. 9 

где 
w2 2а = Лаwо + А' (w0) _о = const -

41\ 8о 

угдовой коэффициент касатедьной в 
точке w = Wo. 

Из неравенств (268) вытекает, что 
ддя закона сопротивдения (2671) избы-. 
точная  сида трения при р азгоне потока 
бодьше, а при торможении меньше, чем 
для линеаризованного по  формуде 
(36а) закона сопротивдения.  Но, co-

dw 
гласно уравнения (25 1 ) ,  ведичина dx ' 
а сдедоватедьно, и ведичина коэффи­
цие!1та затухания тем бодьше, чем бош>­
ше избыточная  сила трения.  

Так как при линеаризованном законе трения коэффициент затухания на 
·основании формулы (257) равен ajc, то из издоженного следует, что 

w2 
k < _!!_ = l.owo + Л' (wo) _о < k , т 

с 8со 1 6со Р 
(269) 

где kт - коэффициент затухания п ри торможении; kp - коэффициент затухания 
i!lpи разгоне потока.  

По опредедению производной неравенства (268) и,  следоватедьно, неравен­
ства (26�) при w � w0 в предеде обращаются в р авенства.  Так как согласно 
выражений (254)  и (255) w = w (w 1 , w0, х) и w -+ Wo дибо при W1 -+ wo, дибо 
при х� оо, то неравенства (269) можно представить в виде 

w2 
k т = l.owo + Л'  (wo) _о - fl (wl ,  Wo, х); 8со 1 6со 

) w2 kp = ·oWo + Л ' (wo) _о_ + !2 (wl, Wo, х), Sco 1 6со 
т де f1 и f2 -+ О при х -+  оо или w 1 -+ wo. 
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Эти качественные результаты аналогичны результатам, полученным для ква­
дратичного закона сопротивления, являющеrося частным случаем закона (267) 
при n = О. 

Следует отметить, что поскольку Л (wl) по определению - убывающая функ­
ция, то Л'  < О и 

а ).о 1 Wo 1 
с < 8со • 

т. е. коэффициент затухания при линеаризации по формуле (36а) получается 
меньшим, чем при линеаризации по формуле (36б) . 
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