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AUS DEM VORWORT ZUR ERSTEN AUFLAGE. 

Im vorliegenden Bändchen wird versucht, die Entwick­
lung des Zahlbegriffs von der absoluten ganzen Zahl an bis 
zu den gewöhnlichen komplexen Zahlen zu schildern. Damit 
läuft parallel eine Darstellung der historischen Entwicklung. 
Es wurde hier besondere Sorgfalt darauf verwendet, alle 
Angaben auf den Stand der heutigen Forschung zu bringen. 
Für die hierbei geleistete wesentliche Hilfe sagt der Verfas­
ser Herrn G. Bnestrom (Stockholm) herzlichen Dank. 

Pirmasens, im Juli 1911. 

VORWORT ZUR ZWEITEN AUFLAGE. 

Von kleinen Verbesserungen abg-esehen, wurde versucht, 
durch WeglasSllng unwichtigerer Stellen den heutigen Papier­
verhältnissen entsprechend etwas Raum zu sparen. Das 
Bändchen wird durch Bd. 7 der Sammlung: Die sieben 
Rechnungsarten, auch in den historischen Bemerkungen 
ergänzt. 

Speyer, im Marz 1918. 

VORWORT ZUR DRITTEN AUFLAGE. 

In dieser Auflage wurden nur einige kleine Verbesserungen 
angebracht. 

Manchen, im Mai 1927. 
H. WIELEITNER. 
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§ 1. DIE NATÜRLICHEN ZAHLEN UND DIE NULL. 

Im Jahre 1894 veröffentlichte der Forschungsreisende 
K. von den Steinen ein Buch "Unter den Naturvölkern 
Zentralbrasiliens". Aus diesem erfuhr man, daß am Xingu, 
einem Nebenflusse des Amazonenstroms, ein Volksstamm 
wohnt, die Bakairi, denen die ober 6 liegenden Zahlen schon 
zu groß erscheinen. Sie fahren sich in die Haare, um etwas 
nicht mehr Zählbares anzudeuten. Wir ande.rn sind durch 
die Billionen der Inflationszeit verwöhnt und denken kaum 
daran, daß auch jeder von uns einmal auf diesem bakairi­
schen Standpunkte sich befand. 

Die allerelementarsten Bedorfnisse des täglichen Lebens 
mossen ja den Menschen schon auf der niedrigsten Stufe 
seiner Entwicklung mit zwingender Gewalt veranlassen zu 
zählen. Daß diese Zählung zu allermeist ursprünglich eine 
Zuordnung der gezählten Gegenstände zu den Fingern der 
Hände war, ist nachgewiesen, und schon Aristoteles 
(384-322 v. Chr.) hob diesen Ursprung des dekadischen 
oder Zehnersystems hervor. Es ist ja offenbar, daß das ein­
fache Fortzählen unter Bildung von lauter neuen, unabhän­
gigen Zahlwörtern t>ald daran seine Grenze fände, daß man 
jede Übersicht verlöre, sowohl ober die Zahlwörter als auch 
Ober die abgezählte Menge. Infolgedessen· haben alle Völ­
ker E:nschnitte in die Zahlenreihe gemacht, die einen schon 
bei 3, 4 oder 5, die Mehrzahl bei 1 0, einige bei 20 und 60. Die 
Eingeborenen der Sodseeinseln benutzen beim Zählen Stein­
ehen. Sind 10 Steinehen beisammen, so legen sie ein kleines 
Stockehen von einem Kokosnußstiel beiseite; zehn solcher 
S.tnckchen werden durch ein größeres Stock eines ebensol­
chen Stiels ersetzt. Wir tun nichts wesentlich anderes, wenn 
wir an unsere Eins Nullen anhängen. Trotzdem liegt darin 
ein ungeheurer Fortschritt, da unser System uns gestattet, 
.beliebig große Zahlen darzustellen. 



2 § 1. Die natarlichen Zahlen und die Null. 

Wir gehen auf die Schreibung der Zahlen mit Ziffern hier 
nicht näher ein, da Herr Löffler hiernber eigene Bänd­
chen in dieser Sammlung herausgegeben hat.1) So erwähnen 
wir nur, daß unsere Zahlenschreibung zuerst bei den Indern 
auftritt. Ob freilich diese selbst die Erfinder waren, wird 
neuestens stark bezweifelt. Arabisch nennt man die Ziffern 
deshalb, weil wir sie etwa im zehnten Jahrhundert n. Chr. 
von den Arabern übernahmen, die sie vielleicht selbst 
von den Indern erlernt hatten. Unser System ist ein »Posi­
tionssystem«, d. h. ein System, wo jede Ziffer durch ihre 
Stellung den jeweiligen Wert angewiesen erhält. Im Gegen­
satze dazu betrachte man nur das römische Ziffernsystem, 
das die Zahlen im allgemeinen additiv aufbaut. Bei den In­
dern hatte jede Zehnerstufe einen eigenen Namen. In dem 
alten Nationalepos Mahabhärata kommen solche bis 1017 vor. 
Man kennt aber aus einer anderen, leider nicnt datierbaren 
Dichtung Bildungen bis zu 1053, die zu einem System zusam­
mengelaßt noch fnnf bis sechs ebensolche Systeme über 
sich haben. Nach dem Mahäbhiirata gab es 24 • 10'5 Götter, 
und Buddha sollte 600 000 Millionen Söhne gehabt haben. 
Ein indisches Volksmärchen erzählt aber von einer Affen­
schlacht, an der 10~0 Affen teilgenommen haben sollen. Von 
einer solchen Zahl macht man sich überhaupt keine Vor­
stellung. Aber H. Schube rt hat in seinen Mathemati­
schen Mußestunden 2) schätzungsweise ausgerechnet, daß 
diese Affen in einer Kugel, die unser ganzes Planetensystem 
bis zum Neptun umschließen würde, so eng man sie auch 
nebeneinander setzte, nicht Platz hätten. 

Einen rein wissenschaftlichen Zweck verfolgte A rc h im e des 
(287 -212 v. Chr.), der gleichfalls versuchte, möglichst große 
Zahlen auszudrncken. ln einer Schrift, die Psammites, »Sand­
rechnung«, heißt, zeigte er, daß es unrichtig sei anzunehmen, 
die Menge des Sandes sei unendlich groß oder wenigstens 
nicht aussprechbar. Ja er wagte zu behaupten, daß er auch 
die Menge des Sandes, die die ganze Weltkugel bis zu den 

I) E. Löffler, Ziffern undZiffemsysteme. Band 1 und Band 34 
dieser Sammlung. 

2) Große Ausgabe 3 Bde., 3. Aufl., Leipzig, 1907(09; kleine 
Ausgabe 1 Bd., 4. Aufl., Berlin 1924. 
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Fixsternen ausfüllen würde, angeben und das Zahlensystem 
beliebig fortsetzen könne. Zu dem Zwecke baute er sich ein 
eigenartiges Positionssystem mit 108 als Einheit aus und die 
Zahl, zu der er gelangt, ist, wenn wir von ein paar Nullen 
absehen, l08 ' 10'·t()d, hätte folglich 8·1016 Nullen.2) 

Im Abendlande dauerte es lange, bis man dazu kam, für 
größere Zahlen Benennungen einzufahren. Tausend wurde 
ja schon von Griechen ut\d Römern benutzt, und die Grie­
chen nannten 10 000 eine Myriade, aber höhere Einheiten 
sind erst nachweisbar in des französischen Mathematikers 
Chuquet (t um 1500) erst i. J. 1880 gedrucktem Werke 
Le Triparty en Ia science des nombres (vollendet 1484), 
der die Bezeichnung Million für 106, Billion für 1019, 

Trillion für 1018 usw. wahrscheinlich dem in Italien schon 
einige Zeit herrschenden Gebrauche entnahm. In Deutsch­
land tritt das Wort Million zum erstenmal auf bei dem 
Rechenmeister Chr. Rudolff aus Jauer (1526); aber in 
Rechnungen verwendeten Rudolff und der berühmte 
Adam Riese aus. Annaberg in Sachsen (1492-1559) nur 
»Tausend mal Tausend«. Es ist bemerkenswert, daß die 
Franzosen von der Million als Einheit wieder abgingen und 
dafür Tausend nahmen. »Billion« bedeutet demnach heute 
bei ihnen 109, wie schon in J. Trenchants Arithmefique, 
die zum erstenmal 1558 erschien, »trillion« 1012 usw. Dane­
ben erhielt in Frankreich auch noch das Wort »milliard« 
die Bedeutung von 109, d. i. 1000 Millionen. Bei uns wurde 
»die Milliarde« erst volkstümlich, seit Frankreich 1871 zu 
5 Milliarden Francs Kriegsentschädigungverurteilt worden war. 

Was sind nun die Gegenstände unserer Zählungen? Män­
ner, Herdentiere bei den primitiven Völkern, Götter, Affen 
bei den Indern, Sandkörner bei Archimedes, Geld zu allen 
Zeiten, also lauter Dinge, die unter eineri gemeinsamen 
Begriff, der ziemlich eng ist, fallen. Tiefer stehenden Völ­
kern oder.Kindern wirdes schon Schwierigkeiten machen, einen 
Mann, ein Pferd und ein Schaf als drei Dinge (Lebewesen) 
abzuzählen oder gar die Dreizahl auf einen Mann, einen 
Kirchturm und einen Federhalter anzuwenden. Erst, wenn 

I) Siehe Bd. 25 der Sammlung: W. Lietzmann, Riesen und 
Zwerge im Zahlenreich, S. lltl2. 
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der Mensch das zustande bringt, wird ihm der reine Begriff 
der »naturlichen Zahl« zugänglich sein, als »einer Vielheit, 
die durch die Einheit gemessen wird«, wie schon Aristote­
les in seiner Metaphysik definierte. 

Ob die Eins selbst auch als Zahl aufzufassen sei, war 
einzelnen Mathematikern bis ins 17.Jahrhunderthinein zweifel­
haft. Sie hielten I nach dem Vorgange der Pythagoreer 
(6.-4. Jahrh v. Chr.) for keine Zahl, sondern nur for den Ur­
sprung, die Wurzel der Zahlen, obersahen aber dabei, daß 
sie nur die Eins als Einheit, als zahlenbildendes Moment, 
im Auge hatten, nicht die Anzahl 1. Das hatte schon A ri s­
toteles richtig erkannt, indem er sagte, Eins sei auch eine 
Vielheit, wenn auch eine kleine. Der Stoiker Chrysippos 
(282-209 v. Chr.) hatte sogar direkt von der »Menge Eins« 
gesprochen. 

Das ist ja eigentlich eine müßige Frage. Wichtiger ist die 
Auffassung der Null. Die Ägypter haUen wohl seit den älte­
sten Zeiten eine Hieroglyphe for Null, Nichts, die aber, da 
die Ägypter kein Positionssystem hatten, nicht als Ziffer 
aufgelaßt werden kann. Denn daß die Null als Ziffer erst 
Wichtigkeit in einem Positionssystem erhält, ist ohne weite­
res ersichtlich. Um 37 und 307 zu unterscheiden, muß eben 
irgend etwas Ähnliches eingefohrt werden. Dann müßten wir 
sie am allerersten bei den Babyioniern antreffen, wo schon seit 
unvordenkliche.n Zeiten eine Art von sexagesimalem, d. h. nach 
der Grundzahl60 fortschreitendem Positionssystem eingefohrt 
war. MerkwUrdigerweise haben aber die bisherigen Ausgra­
bungen, die allerdings nur einen ganz kleinen Teil des im Schutt 
Verborgenen zutage förderten, kein Beispiel ans Licht ge­
bracht, wo eine Null im lnnern einer ganzen Zahl hätte auftreten 
müssen. Wo aber wir am Ende der Zahlen Nullen schrei­
ben worden, setzten die Babyionier einen wagrechten Strich, 
indem sie die Anzahl der fehlenden Stellen durch Punkte 
andeuteten, oder sie ließen auch diese Andeutung weg. Dann 
konnte man in den Einmaleinstäfelchen die höheren Zahlen 
von den niederen nur durch besondere Maßnahmen unter­
scheiden, auf die wir nicht eingehen können. Die Entstehung 
dieser Täfelchen verlegt man ins 3. Jahrtausend vor Christus. 
Von der Verwendung eines eigentlichen Nullzeichens bei 
den Babyioniern ist bis zur Stunde nichts Sicheres bekannt. 
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Man kOnnte nur allenfalls das Zeichen, das sie in Sexage­
simalbrachen (vgl. S.18) hin und wieder anwendeten, um das 
Fehlen einer Stelle anzudeuten, fnr ein solches nehmen. 

Was die Babyionier etwa ·sonst von der Null als Zahl fnr 
einen Begriff hatten, wissen wir natürlich noch weniger. 
Daß aber die Ägypter diesen Begriff wenigstens in einem 
gewissen Sinne besaßen, scheint aus folgendem hervorzu­
gehen Eine Inschrift an dem Tempel des Horus zu Edfu in 
Oberägypten läßt ersehen, daß die ägyptischen Feldmesser 
noch um das Jahr 100 v. Chr. mit einer Näherungsformel 
·für die Fläche des Vierecks arbeiteten, durch die das Qua­
dratwurzelziehen vermieden wurde und die bei Vierecken, 
deren Winkel sich von 90° wenig unterschieden, ganz brauch­
bar war. Diese Formel war, wenn wir die aufeinander fol­
genden Seiten des Vierecks mit a, b, c, d bezeichnen: 

F=a+c,b+d 
2 2 • 

Was uns nun hier besonders interessiert, ist, daß sie mit 
dieser Formel auch Dreiecke berechneten, indem sie die eine 
Seite des Vierecks gleich Null setzten, wofnr sie das er­
wähnte Zeichen benutzten. Wir können uns das schwer an­
ders denken, als daß sie die Vorstellung. einer Reihe von 
Vierecken sich bildeten, bei denen etwa die Seiten a, b, c, 
immer gleich blieben, während d durch fortgesetztes Ab­
nehmen schließlich zu Null wurde. Das ist doch der deut­
liche Begriff der Zahl Null als unterer Grenze aller positiven 
Zahlen. Darober werden wir noch ausführlicher sprechen. 

Auch wann die Null bei den Indern als Ziffer und Zahl 
eingeführt wurde, ist nicht bekannt. Die Form der indischen 
Null soll ein kleiner Kreis oder ein Punkt gewesen sein. Ob 
aber die Inder selbständige Erfinder dieser Ziffer sind, er­
scheint wie bei den übrigen Ziffern nicht unbestritten. Man 
weiß bestimmt, daß die griechischen Astronomen schon im 
2. Jahrh. v. Chr. die Stelle, wo in ihren von den Babyioniern 
übernommenen Sexagesimaldarstellungen eine Stelle fehlte, 
durch ein o, d. i~ ein griechisches Omikron, das vielleicht 
als Anfangsbuchstabe des Wortes oubev (ud~n = nichts) 
gedacht war, ersetzten. Und es ist ebenso bekannt, daß nach 
den Alexanderzogen die indische Kultur nicht unbeträchtlich 
von der griechischen beeinflußt wurde. 
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Daß die Griechen die Null al~ Zahl nicht auffaßten, ersieht 
man unter anderem daraus, daß Diaphan! {3.14. Jahrh. n. 
Chr.) die Null als Lösung einer Gleichung verwarf. Dieser 
Standpunkt pflanzte sich fort" durch das ganze Mittelalter, 
unbeeinflußt von der daneben bestehenden, bedeutend fort­
entwickelten Auffassung der Inder, for die wir in der Bruch­
lehre ein sprechendes Beispiel geben werden. Als Zeichen 
fur die Differenz zweier gleichen Größen tritt 0 im 16. Jahr­
hundert öfters auf. Aber erst um die Mitte des 16 Jahhrhun­
derts, bei Tartaglia und Cardano, wird die Null als Zahl 
betrachtet. Damit bereitete sich im Abendlande der Um­
schwung vor, der zur Anerkennung der Zahl Null fuhrte. Des 
Niederländers Albrecht Girard Invention noul'elle en l'al­
gebre (1629), des französischen Philosophen Rene Oescar­
tes Geometrie von 1637 und noch mehr die lateinische Aus­
gabe von 1659, wegen eines wichtigen Anhanges vonJoh an n 
Hudde, bilden die Grenzsteine der griechischen Auffassung, 
nicht bloß für die Null, sondern auch für die negativen Zah­
len, zu deren Betrachtung wir nun übergehen. 

§ 2. DIE NEGATIVEN ZAHLEN. 

Obwohl die negativen Zahlen erst so spät BUrgerrec)lt im 
Zahlenreiche erhielten, gehört der Begriff doch heute zum 
geistigen Besitzstand eines großen Volksteiles. Beweis dafür 
sind Redeweisen wie "negative Erfolge", die "negative Seite" 
einer Unternehmung, das photographische "Negativ". Die 
Bezeichnung tritt gerne auf im Gegensatze zum Erfolgreichen, 
Direkten, das man dann aucn im gewöhnlichen Leben als 
"positiv" bezeichnet. In diesem Sinne sprechen sogar unse­
re Schüler von "negativen Noten", die sicher bei keiner der 
in Deutschland Ublichen Bezeichnungsweisen unter Null lie­
gen. Aber sie nehmen eben unwillkOrlich das gerade noch 
Genugende als Norm und zählen von da aus nach auf- und 
abwärts. Dieser Gegensatz, der uns in der Form von Ver­
mögen und Schulä, von Vorwärts und Rückwärts, von 
Wärme- und Kältegraden geläufig genug ist, war es wohl 
auch, der die Inder, die sonst gar keifle Symbolik besaßen, 
zur Einführung einer eigenen Kennzeichnung - eines Pünkt­
chens (auch Kreuzchens) über ode~: neben der Ziffer - für 
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die negativen Zahlen veranlaßle. Auch die Stellung von Pro­
blemen und ihre Lösung durch Gleichungen mußte ja bald 
zu negativen Größen !Uhren. Das wollen wir zunächst erläu­
tern, uns dabei aber der modernen Rechensymbole bedienen. 

Wir wo\len zuerst die einfache Forderung stellen, eine 
Zahl zu suchen,· zu der man 31 zählen muß, um 52 zu 
erhalten. Heißt man die gesuchte Zahl x, eine Bezeichnung, 
die auch durch Descartes' Geometrie eingeführt wurde, so 
muß man die Gleichung anschre1ben: 

X+ 31 = 52, (1) 

wobei das Gleichheitszeichen am besten mit )>so11 gleich 
sein<< wiedergegeben wird. Jedermann weiß ja, daß die 
»Lösung(( dieser Gleichung 

X = 52 - 31 = 21 (2) 
ist. Das >N erfahren« aber, mittels dessen man - bewußt oder 
unbewußt- solche Gleichungen wie (1) auflöst, ist folgendes. 
Man wendet den Grundsatz an: "Sind zwei Größen gleich, 
so bleibt gleiches übrig, wenn man von jeder das Gleiche 
wegnimmt." Die zwei gleichen Größen sind hier die beiden 
Seiten der Gleichung \1), nämlich x + 31 und 52. Links 
muß man offenbar, um x allein zu erhalten, 31 wegnehmen. 
Der Grundsatz sagt uns, daß wir rechts auch 31 wegnehmen 
mossen, wenn die Setzung des Gleichheitszeichens zwischen 
beiden Seiten noch berechtigt sein soll. So entsteht Glei-
chung (2). · 

Nun kommt es vor, daß man die nämliche Aufgabe öfters, 
nur immer mit anderen Zahlwerten zu lösen hat, z. B. die 
Zinsen eines Kapitals !Ur eine gewisse Zeit zu einem be­
stimmten Zinsfuß zu berechnen. Wir bleiben aber hier zu­
nächst bei unserer einfachen Aufgabe, eine Zahl zu suchen, 
zu der man eine bestimmte andere Zahl zählen muß, um eine 
zweite bestimmte Zahl zu erhalten. Die Notwendigkeit, Auf­
gaben in solch allgemeiner Weise lösen zu können, fnhrte 
allmählich dazu, daß man Zahlen, denen man nachträglich 
verschiedene Werte geben wollte, durch Buchstaben be­
zeichnete. Ganz konsequent tat dies erst Pranyois Viele 
(1540 - 1603). Nennen wir demzufolge die Zahl, die wir zu 
x addieren wollen, b, die Zahl, die wir als Summe erhalten 
wollen, a, so wird aus unserer Gleichung (1): 
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(I*) x + b = a, und die Lösung ergibt: x = a-b. (2*) 
Setzen wir a - b = d, so ist also nach (1*) 

d + b = a. (lt) 
Die mit a und b bezeichneten Größen sind dabei nalürliche 
Zahlen, aber man sieht sofort, daß die Größe d nur dann 
ebenfalls eme natürliche Zahl wird, wenn a größer als b 
(a > b) ist. Der Standpunkt, der Gleichung (I*) in allen an­
dern Fällen eine Lösung abzusprechen, ließ sich auch so 
lange durchführen, als man nur mit bestimmten Zahlen 
rechnete. Man konnte mit Recht sagen: eine Zahl, zu der 
man 31 z11hlen muß, um 31, oder um 30 zu erhalten, gibt 
es nicht. Mit Einführung der allgemeinen Größen aber er­
geben sich mancherlei Schwierigkeiten. Soll z. B. mit der 
durch (I t) beslimmfen Größe d weiter gerechnet werden, 
so m!lßte erst untersucht werden, ob dies eine Zahl ist oder 
nicht. Bei den Gleichungen zweiten Grades müßte man drei 
Falle unterscheiden, solche mit zwei, solche mit einer und 
solche mit gar keiner Lösung, auch wenn die dabei auftre­
tende Quadratwurzel ausziehbar wäre (vgl. § 5). Solche Mo­
mente führten dazu, die Lösung (2*) der Gleichung (l*) auch 
dann for möglich, for wirklich zu erklären, wenn erstens 
a = b, zweitens a kleiner als b (a < b) ist. 

Hat man a = b, so lautet die Gleichung (1*): 
x + a = a. (3) 

Die formale Lösung lautet nach (2*): 
x=a-a. (3") 

Es wird d = 0, und man hat statt (1 t): 
O+a=a, (3t) 

eine Gleichung, die uns ganz vertraut ist, die aber erst 
dadurch einen Sinn bekommen konnte, daß man der Null 
den Charakter einer Zahl beilegte. Es ist die Definitions­
gleichung fnr die Zahl Null. 

In dem anderen Falle, daß a < b, daß also eine nator­
liche Zahl d = a - b nicht existiert, kann man jedenfalls 

b- a = e (4) 
bilden. Setzen wir dann, zunächst uns an den allindischen 
Gebrauch anlehnend: 
(4*) a-b- e, so haben wir. nach (lt): e + b-= a (5} 
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als Definitionsgleichung der negativen Zahl e, wenn a < b. 
Zieht man hier auf beiden Seiten a ab, so ergibt sich: 

e + e = o, (6) 
d. h. die beiden Zahlen e und e ergänzen sich gegenseitig 
zur Null, und da man jetzt wieder auf beiden Seiten e oder e 
abziehen kann, erhält man: 

e = o - e, e = o - e. (7) 
Hier läßt man die Null entsprechend der Gleichung (3t) 
weg und schreibt: e =- e, e =- e. (7*) 
Daraus .rechtfertigt es sich, daß wir das Minuszeichen, das 
eigentlich eine Subtraktion ausdrUckt, z.ur Bezeichnung der 
negativen Zahlen benutzen, und man sieht gleichzeitig, daß 
e und e von der Null nach entgegengesetzten Seiten gleichen 
Abstand haben. 

Nun haben gewiß schon einzelne Mathematiker früherer 
Zeiten den in die Augen springenden Vortell der Einführung 
von negativen Zahlen erkannt. Aber sie hatten mit dem Vor­
urteil der großen Menge oder der eigenen Fachgenossen zu 
kämpfen, und da die negativen Zahlen vor Einführung des 
Rechnens mit allgemeinen Größen immerhin sich nicht mit 
zwingender Gewalt aufdrängten, ließ man sie fallen. So sagt 
der Inder B h äs k a ra (geb. 1114 n. Chr.) wörtlich: "Die Leute 
billigen selbständig auftretende negative Zahlen nicht." 
Und bei C h ti q u e t (s. S. 3) kommt, wenn es nicht eine späte­
re Einschiebung ist, ein Beisp1el einer Zerlegung der Zahl 
20 vor, wo die beiden Teile sich als +27ft und- 7fi er­
geben. Chuquet läßt diese Lösung durchaus gelten, "wenn 
auch andere Autoren solche Zahlen for unmöglich halten 
mögen". Ja, Michael Stifel sprach schon 1544 in seiner 
Arithmetica integra (d. h. »die gesamte Arithmetik«) die 
Wahrheit aus, die wir oben ableiteten, daß die negativen 
Zahlen kleiner als Null seien und die 0 eine Stellung zwi­
schen den beiden Zahlenarten einnehme. Der schon erwähn­
ten Schwierigkeit, daß man einer Gleichung höheren Grade$ 
bald soviel, bald soviel Lösungen zuschreiben mußte, je nach­
dem sie nur positive Lösungen zuließ oder nicht, wurde dann 
Girard (s. S. 6) Herr, indem er zeigte, daß jede Gleichung 
zweiten Grades zwei, jede dritten Grades drei, Oberhaupt 
jede Gleichung so viele Lösungen. habe, als ihr Grad angibt, 
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wenn man nur alle Gattungen von Lösungen gelten lasse. 
Zu der Kühnheil dieser Forderung wurde er angefeuert durch 
seine Entdeckung, daß man die Koeffizienten der Gleichung 
in einer gewissen Weise durch die Lösungen ausdrücken 
könne, aber wieder nur unter gleichmaßiger Berücksichti­
gung a II er Lösungen. 

Die Buchstabenzeichen selbst aber bedeuteten bis H u d d e 
(s. S. 6) immer nur positive Größen. Für uns ist ja mit der 
Gleichung x + b = a (8) 
jede der Gleichungen 

x- b = a, x + b =- a,} (g) 
x- b =- a, 

mitgelöst Wir setzen eben nachträglich negative Zahlen for 
a undbin (8) ein, wenn es nötig ist. Das wagte erst Hudde. 
Noch Descartes schrieb, wenn er das Vorzeichen unbe­
stimmt lassen wollte, einen Punkt statt des Vorzeichens. 
Descartes' Verdienst, das wir S. 6 ebenfalls hervorhoben, 
ist mehr ein indirektes. In der analytischen Geometrie, de­
ren Grundlagen in der Geometrie entwickelt werden, ist es 
nämlich nötig, den Punkten einer Geraden Zahlen zuzuord­
nen. Diese müssen natürlich von einem festen Punkte der 
Geraden, dem Nullpunkte, aus gezählt werden, und es wur­
de mit der Zeit selbstverständlich, daß, wenn nach der einen 
Seite die positiven Zahlen aufgetragen werden, nach der 
andern die negativen aufzutragen sind. Da die analytische 
Geometrie bald Gemeingut aller Mathematiker wurde, fand 
auch der Gedanke der Gleichberechtigung positiver und ne­
gativer Größen, der sich bei Des c a des noch nicht findet, 
von da ab überall, wenn auch nicht sehr rasch, Eingang. 

Der Zahlengeraden wollen wir noch einen Augenblick 
unsere Aufmerksamkeit schenken. Die Figur I wird far sich 

I 
-2 -1 0 +I + 2 

Fig. 1. 

selbst sprechen und keiner Erklärung bedürfen. Die Strecke 
0 bis + 1 wurde willkürlich angenommen. Man könnte nur 
vielleicht im Zweifel sein, ob man bei anderer Annahme 
dieser Einheilsstrecke, etwa wenn man sie tausendmal so 
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groß nähme, ebensoviel Zahlen erhielte. Mit dieser Frage 
betreten wir aber offenbar das Gebiet der unendlichen 
Mengen. Davon hier nur so viel. Wenn wir auf einer an­
deren Geraden unter Zugrundelegung einer anderen Ein­
heitsstrecke, die sich zur ersten wie m: 1 verhalte, die 
Zahlen auftragen, die wir zur Unterscheidung mit Strichen 
versehen, so können wir die beiden Geraden uns jedenfalls 
in eine solche Lage gebracht denken, daß ein Paar ent­
sprechender Punkte, etwa die Nullpunkte selbst, sich decken. 
Verbinden wir dann + 1 mit+ 11, + 2 mit+ 2' usw.,- 1 
mit- 1 , - 2 mit - 2' usw. durch gerade Linien, so sind 
diese nach dem Verhältnissatze sämtlich parallel (Fig. 2). 

-2 

-2' Flg. 2. 

' I 
I 

+2 

Übertragen wir nun den Begriff der Gleichheit zweier end­
lichen Mengen, nach welchem jedem Elemente der einen 
Menge ein und nur ein Element der anderen Menge muß 
zugeordnet werden können, auf unendliche Mengen, so se­
hen wir, daß wir die Zahlenmengen der beiden Geraden je­
denfalls in diesem Sinne als gleich bezeichnen dürfen; denn 
zu jedem Punkte auf der einen Geraden gibt es einen und 
nur einen auf der andern, den man durch die betreffende 
Parallele erhält. 

Je weiter wir freilich auf der Zahlengeraden in dem einen 
oder anderen Sinne hinausgehen,. desto mehr müssen wir 
eine innere Anschauung an Stelle der äußeren treten lassen, 
und mancher möchte gerne erfahren, wie es denn nun »ganz 
draußen« aussieht. in allen solchen Fällen nun, wo wir von 
dem Wirklichen keine rechte Vorstellung haben, müssen wir 
uns, in der Mathematik nicht weniger als in der Physik, eine 
Abbildung machen, die dem schwer Vorstellbaren in den 
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wesentlichen Punkten entspricht. Wollen wir unsere Zahlen­
gerade in diesem Sinne abbilden, so mnssen wir vor allem 
darauf sehen, daß die Abbildung wie oben eindeutig und ein­
deutig umkehrbar ist. Das erreichen wir, wenn wir sie auf 
einen Kreis in der Weise übertragen, daß wir alle Punkte der 
Zahlengeraden mit einem festen Punkte P des Kreises ver­
binden (s. Fig. 3) und den zweiten Schnittpunkt der Verbin-

Pig. 3. 

I 

' I , 
I , 
' , .. , ... 

I -l' ', .... ... ... 
I 

\ ' ' ..... 
-8 -! -l 0 +1 +.2 

dungslinie. als Zahlenpunkt auf dem Kreise auffassen. Der 
Punkt P sei so gewählt, daß die Tangente in P an den Kreis 
weder zur Zahlengeraden parallel läuft, noch durch einen 
Zahlenpunkt der Geraden hind'urchgeht. Dann sieht man, 
daß die ganze Zahlenreihe sich auf den Kreis nberträgt, 
wobei freilich nur die Reihenfolge der Zahlen gewahrt bleibt, 
nicht ihr Abstand. Aber das ist gerade mit einer der Grunde, 
weswegen wir die Abbildung vornahmen. Auf der Zahlen­
»geraden« leisten die Zahlen nicht bloß eine Abzählung der 
bezeichneten Punkte, sondern sie messen auch die Strecken, 
die zwischen ihnen liegen. Die Strecke zwischen den Zahlen­
punkten i und k hat, was i und k auch sein mögen, immer 
die Länge I i - k I , wenn wir durch die Einschließung 
zwischen zwei senkrechte Striche, nach K. Weierstraß 
(t 1897), andeuten, daß das Resultat der Subtraktion »ab­
solut«, d. h. ohne RUcksicht auf ein Vorzeichen genommen 
werden solle. Ist z. B. i -=1, k -= 3, so ist I i- k I = 4, 
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ebenso wenn i = 3, k = 7 genommen wird • Ist i = 2, 
k =- 3, so wird I i- k 1 = 12- (- 3) I = 2 + 3 = s usw. 
Wir können das auch so ausdrücken, daß wir sagen, auf 
der Zahlengeraden sind die Zahlen sowohl Kardinalzahlen 
als Ordinalzahlen. Auf unserem Zahlenkreise sind sie nur 
mehr Ordinalzahlen. 

Dieser Mangel gegenüber der Zahlengeraden ist aber für 
unseren Zweck ein Vorteil. Denn dadurch, daß sich die 
Zahlen immer mehr zusammendrängen, bringen wir sie alle 
auf der Kreislinie unter, bei nur einmaliger Umlaufung. Der 
Punkt aber, gegen den sie sich drängen, ist der Schnitt­
punkt E der durch P mit der Zahlengeraden parallel gezo­
genen Geraden. Je mehr wir auf der Zahlengeraden in der 
Richtung der positiven Zahlen fortschreiten, desto mehr nä­
hern wir uns auf dem Kreise dem Punkte E .von unten, je 
mehr wir im Sinne der negativen Zahlen fortschreiten, von 
oben. Der Punkt E kann also, da die Annäherung von bei­
den Seiten her unbegrenzt ist, aufgelaßt werden als das 
Bild einer unendlich großen positiven ( + oo ), wie einer 
unendlich großen negativen Zahl (- oo), und indem wir un­
willkürlich oder auch bewußt die Eigenschaften des Bildes 
auf das Original zurücktragen, können wir sagen, daß die Reihe. 
der positiven Zahlen mit der der negativen durch das Unend­
liche, oder im unendlich fernen Punkt, ähnlich zusammen­
hängt wie im Nullpunkt. 

§ 3. DIE BRÜCHE. 

Wenn wir die negativen Zahlen vor den Brüchen be­
sprachen, so folgten wir nicht dem historischen Gange, der 
sich noch im Unterricht unserer Volksschulen spiegelt, wo 
Bruche sehr früh, negative Zahlen aber gar nicht behandelt 
werden. Bruchzahlen wurden in der Tat bei allen einiger­
maßen entwickelten Völkern auf der frühesten Stufe zuge­
lassen und der Rechnung unterworfen. Der Wege, die zu 
den gebrochenen Zahlen führen, sind in der Tat so viele 
und ihre Einführung ist so unumgänglich, daß uns ihr frühes 
Auftreten kaum wundert. Es ist vor allem die Teilung und 
die Messung, die sich bald als mit ganzen Zahlen allein 
nicht ausführbar erweisen mußten. 

Math.-phys. Bibi. 2: Wieleitner, Der Begriff der Zahl. 3. Auf!. 2 
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Ein Bataillon Soldaten besteht aus 4 Kompagnien. Die 
Menge der in den einzelnen Kompagnien stehenden Solda­
ten braucht weder gleich groß noch überhaupt bekannt zu 
sein, um die Vierzahl der Kompagnien festzustellen, die bei 
dieser Zählung als Einheiten auftreten. Die 4 Kompagnien 
können durch eine Aufstellung des Bataillons unterschieden 
oder auch nur durch ihre Hauptleute dargestellt werden. 
Anders, wenn etwa der Befehl an das Bataillon erginge, 
5 gleichstarke Kompagnien zu bilden. Jetzt kann man wohl 
zuerst sehen, ob sich nicht jede Kompagnie in 5 gleiche Tei­
le leiten läßt. Hat nun etwa jede der 4 ursprünglichen Kom­
pagnien 5 Züge, so wird man einen solchen Zug als neue 
Untereinheit auffassen. Das Bataillon hat dann 4 · 5 Zage, 
und aus 4 Zügen wird man jede neue Kompagnie bilden. 
Im Verhältnis zur alten Einheit, der Kompagnie, ist die neue, 
der Zug, der fünfte Teil oder *'· Der fünfte Teil von 4 Ein­
heiten, also das Resultat der Teilung 4: 5 ergibt sich dann 
als viermal so groß wie der fünfte Teil einer Einheit, als t, 
was wir der Wichtigkeit wegen noch in die Form der Glei-

4 1 
chung bringen: 4: 5 = 5 = 4 · 5· 
Dabei ist es gleichgültig, ob die vordere Zahl kleiner oder 
größer ist als der Teiler. Es ist ebenso 

7 1 
1:5 = 5 = 1 · 5 . 

Die Messung mußte zu den nämlichen Begriffsbildungen 
führen. Man habe die Länge eines Gegenstandes, eines 
Baumstammes, eines· Gebäudes, die Höhe einer Mauer oder 
Ähnliches zu messen. Man legt die eingeführte Maßeinheit 
so oft nacheinander hin, sagen wir viermal, bis ein Rest 
bleibt, der kleiner als sie ist. Jetzt teilt man die Maßeinheit 
in eine gewisse Anzahl von Teilen, nehmen wir 10, betrach­
tet -{o der Einheit als neue Einheit und sieht, wie oft diese 
Untereinheit in dem Rest enthalten ist. Geht dies 7 mal auf, 
so ist die Maßzahl der Reststrecke fä, und die des ganzen Ge­
genstandes 4fo, oder durch die Untereinheit allein ausge­
drückt ~· Bleibt bei der Messung durch die Untereinheit 
nochmals ein Rest, so kann man diesen mit einer Unterein­
heil zweiter Ordnung messen. Sei diese wieder der 10. Teil 
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der ersten Untereinheit und gehe sie in dem neuen Rest 3-
mal auf, so ist die Maßzahl der ganzen Strecke: 

7 3 473 
4 +w + 100 = 1oo· 

Es kann naturlieh für eine einzelne Messung zweckmäßiger 
sein, die ursprungliehe Maßeinheit in 3 oder 4 Teile zu tei­
len statt in 10. Aber auch wenn die Untereinheiten bereits 
festgelegt sind, erhält man praktisch immer einen Bruch als 
Maßzahl. Denn wenn auch theoretisch t einer Strecke 
durch das 1\ derselben Strecke nicht abschließend gemessen 
werden kann, so findet die Messung nach Einführung immer 
weiterer Untereinheiten an der Ununterscheidbarkeit kleine­
rer Teile bald eine Grenze. Bei einem Baumstamm, einem 
Gebäude, einer Mauer wird z. B. niemand das m in mehr 
als 100 Teile teilen. 

Auch die Stellung von Problemen, oder die Lösung der 
diese vertretenden Gleichungen, mußte zu den Brüchen fUh­
ren. Man suche z. B. eine Zahl, deren 5 faches gleich 15 
sein soll. Nennen wir die gesuchte Zahl x, so wird die Auf­
gabe durch die lineare Gleichung ausgedrUckt: 

5 X= 15, 

und jedermann weiß, daß hieraus 
15 

x = 15. : 5 = 5 = 3 folgt. 

Die Buchstabenrechnung hatte auch hier notwendig zur 
Folge, daß man die Beschränkung fallen ließ, nach welcher 
der Faktor von x ein Teiler der gegebenen Zahl auf der 
rechten Seile sein sollte, damit die Division ausfUhrbar war. 
Denn stellen wir die Aufgabe allgemein: Man suche eine 
Zahl x, deren b-faches gleich a sei, unter a und b natürli­
che Zahlen verstanden, so lautet die zugehörige Gleichung: 

b x = a, (1) 
und eine Lösung dieser Gleichung wäre nur dann möglich, 
wenn a ein Vielfaches von b wäre (a = n b); denn dann 

hätte man x = -f = n (2) 

wieder gleich einer ganzen Zahl. Eine solche Einschrän­
kung hätte aber der Rechnung mit allgemeinen Größen jede 

2* 
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Entwicklungsmöglichkeit genommen, da man mit einer der­

artigen Bruchform -F nur dann hätte weiterrechnen dürfen, 

wenn schon bekannt gewesen wäre, daß der Zähler ein 
Vielfaches des Nenners war. In der allmählichen Abstrei­
fung solcher Beschränkungen liegt auch, wie dies E. E. Ku m­
mer 1896 einmal in einer Pestrede ausdrückte, der. wesent­
liche Inhalt der Arithmetik. So fassen wir (2) immer als 
LOsung von (1) auf und, wenn fnr n keine ganze Zahl an­
gegeben werden kann, so ist eben 

b • n = a (3) 
die » Definitionsgleichung« für n. Dabei ist es auch gleichgültig, 
ob a;e:b ist. Für a = b setzt man folgerichtig n = 1. Aus 
(3) ergibt sich auch sofort die Haupteigenschaft der Brüche, 
daß Zähl~r und Nenner mit derselben Zahl multipliziert oder 
dividiert werden dürfen. Wenn man i.n (3) links und rechts mit der 
beliebigen ganzen Zahl t multipliziert, dann hat man nämlich 

a at 
n=b=bt' (4) 

Man heißt einen Bruch »irreduzibel«, wenn er nicht mehr 
gekürzt werden kann, Zähler und Nenner also keinen ge-
meinschaftlichen Faktor enthalten. · 

Hat man erst für das Rechnen mit relativen Zahlen - so 
nennt man die mit Vorzeichen versehenen Zahlen im Gegen­
satz zu den absoluten (s. § 1) - die Regeln festgelegt, so 
bietet· es keine Schwierigkeiten, auch Brüchen die Eigen­
schaft der Relativität beizulegen, d. h. sie mit Vorzeichen 
auszustatten, wo es nötig ist. Es ist ohne we.iteres verständ­
lich, daß man auch die Teile von Thermometergraden über 
Null mit n+", unter Null mit "-" bezeichnen wird, .und 
jedermann begreift, was es heißt, wenn fnr den Wasserstand 
der· Eibe am Pegel in Magdeburg - i m angegeben wird. 

Wir wollen nun sehen, in welcher Weise die verschiedenen 
Völker dem Begriffe der gebrochenen Zahl nahetraten. Da· 
bei mnssen wir auf eine Schwierigkeit aufmerksam machen, 
die in der Geschichte der Mathematik häufig zutage tritt. 
Überliefert ist uns nur, was die einzelnen Mathematiker 
konnten, nicht aber, was sie sich dabei dachten. Wir sind 
deshalb bei der Beurteilung früherer Leistungen zu sehr ge-
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neigt, den alten Mathematikern unsere Gedanken unterzule­
gen. Davor muß man versuchen sich ebenso zu hOlen wie 
vor dem andern Extrem, ihnen alles abzusprechen, was nicht 
unmittelbar in den Oberlieferten Schriften steht. 

Ein Beispiel: Wir finden bei den Babyioniern außer Sexa­
gesimalbrOchen nur eigene Bezeichnungen for die Sechstel 
der Einheit, also fnr l, ~, ~, i, :. Sonst treten, mit Sicher-: 
heil vom 3. Jahrh. v. Chr. an, nur Brüche auf von der Form 

2 17 4 48 63 20 
6o + 6li' + 6o3 + bö' + 605 + 606 ' 

und diesen Bruch haben wir nicht etwa selbst willkOrlieh ge• 
bildet; er kommt in der babylonischEm Mondrechnung wirklich 
vor. Nur sind die Nenner Oberhaupt nicht geschrieben, sondern 
nurdie Zähler nebeneinander gesetzt. DerStellenwert muß sich 
aus derrr Zusammenhang ergeben. Soillen nun die Babyionier 
andere Brüche, etwa wie f, nichl gekannt, sollten sie von der­
artigen Teilzahlen keine Vorstellung gehabt haben? Dies am:u­
nehmen, wäre das eine der angedeuteten Extreme. Was tun denn 
wir, wenn wir uns von der Größe der Zahl ; einen deutlichen Be­
griff machen wollen? Wir stellen ~ durch einen Dezimalbruch 

dar: f = 0,42857 ••• , 

d. h. wir schreiben ~ in der Form 
3 4 2 8 5 7 
7 = 10 + 1öi + 10" + ""ii)i + 10" + ... , 

weil wir in folge von Gewöhnung eine genauere Vorstellung nur 
mit den nach Potenzen von 10 fortschreitenden Unterabtei­
lungen verknüpfen. Und wenn jemand nach 2000Jahren bei uns 
nachforschte und nicht gerade aufSchülerhefte stieße, sondern 
kaufmännische Bncher oder Gerichtsakten ans Licht zöge, 
würde er da viel andere als Dezimalbrüche antreffen? Woher 
kommt nun das? Wenn wir uns darüberklar sind, werden wir 
die Bruchschreibung der Babylonier, Ägypter und Römer, so 
verschieden sie ist, begreifen. Wirsind eben nichtTmstande, uns 
die verschiedenen Teilungen der Einheit in 3, 4, 5, 6, 7 usw. 
Teile gleich gut nebeneinander vorzustellen. Daher bringen wir 
Brüche, wenn wir sie in·bezug auf die Größe vergleichen wollen, 
auf denselben Nenner, und wenn wir die Br!lche im prak­
tischen Leben verwenden wollen, machen wir DezimaJbrnche 
daraus. Daß wir für alle Bruchteile eine bequeme Bezeich-
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nung haben und mit allen Brachen zu rechnen verstehen -
-hier muß das »wir« schon sehr eingeschränkt werden - ist 
gewiß ein Fortschritt gegenober den alten Völkern, aber 
diesen auch den »Begriff« von anderen als den schriftlich 
überlieferten Brüchen abzusprechen, ist sicher zu weitgehend. 

Das andere Extrem, mehr in den vorgefundenen Doku­
menten zu lesen, als sie uns sagen können, läßt sich gleich­
·falls an der Bruchschreibung der Babyionier erläutern. Da 
kommen Brache vor von der Art, wo wir die Nenner jetzt eben-
falls weglassen: 10 4 11 32. 
Man erkennt aus dem Zusammenhang, daß 10 die Einer 
vorstellt. Dann kommen offenbar :0. hierauf eine deutliche 
Lücke. Es ist klar, daß hierdurch das Fehlen der 60t-tel an­
gezeigt werden soll. Die Zahllautet also: 

4 11 32 
10+6o+ 608 + oo•· 

Wir wiesen nun schon S. 5 darauf hin, daß hin und wieder 
in diese Locke ein Zeichen gesetzt ist, das in anderen ba­
bylonischen Texten auch vorkommt und überall das Fehlen 
von irgend etwas andeutet. Es wurde z. B. auch als Tren · 
nungszeichen am Schlusse der Zeilen benutzt. Kann man 
dieses Zeichen nun als ein Symbol für die Null ansehen? 
Ein entschiedenes Ja schiene uns hfer zu voreilig. Die Null 
als Zahl bedeutete es sicher nicht. Es zeigte nur das Feh­
len einer Stelle im Positionssystem an. Aber das nicht ein· 
mal konsequent bei den Brüchen; bei den ganzen Zahlen 
wurde es überhaupt nicht verwendet. 

Die Ägypter, die schon fUr die ganzen Zahlen kein Posi­
tionssystem hatten,· konnten naturlieh auch zur Darstellung 
der Brüche keines verwenden. Das nämliche Streben nach 
besserer Übersicht, das uns leitet, wenn wir Bruche auf glei· 
chen Nenner bringen, veranlaßte sie, nur Brüche mit dem 
Zähler 1 zu betrachten, andere Bruche aber in eine Summe 
von solchen »Stammbrüchen« zu zerlegen. So setzten sie 

3 1 1 1 
7 = 3 + 14 + 42. (1) 

Man kann vermuten, daß das etwa so gefunden wurde: 
3 7+2 1 2 
7=21=a +21· (2) 
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Die Zerlegung des Bruches i\- steht schon in dem ältesten 
ägyptischen Dokument dieser Art, dem im Britischen Mu­
seum zu London aufbewahrten »Papyrus Rhind« 1), dem sog. 
Rechenbuch des Ahmes, dessen Entstehung auf etwa 1800 
v. Chr. gesetzt wird. Es ist 

2 3+1 1 1 
21 = 42 = 14 + 42. (3) 

Das Anfangsglied t der Zerlegung (1) ist in dem »Fund-Pa­
pyrus«2) aus der Römerzeit erhalten, während der Rest 
zerstört ist. Die ganze Zerlegung (l) gibt mit Sicherheit erst 
ein Papyrus von Akhmim aus dem 7. oder 8. Jahrh. n. Chr. 
Ahm es fllhrt nur Zerlegungen für Brüche mit dem Zähler 2 
und ungeraden Nennern bis 99 an, z. B. folgende: 

2 1 1 
7 =4+ 28' <4> 

Hieraus könnte man erhalten: 
3 1 1 1 
7=4+7+zs· (5) 

Diese Zerlegung ist aber wohl nicht ägyptisch. Denn wenn 
wir auch nicht wissen, wie die Zerlegung bewerkstelligt 
wurde, so sind doch gewisse Regeln zu beobachten, darun­
ter die, daß meist zuerst der größtmögliche Stammbruch 
herausgezogen wurde, d. i. in diesem Falle i, nicht -1. Dann 
die Regel, mit einem möglichst kleinen Schlußnenner auszu­
kommen. Aus diesem Grunde wäre z. B. 

3 1 1 1 1 
7 = 5 + 7 + 14 + 70 (fi) 

zu verwerfen. Auch Zerlegungen mit zwei gleichen Nennern, 
3 1 1 1 

wie 7 = 3 + 2T + 21' (7) 

kommen nicht vor. 
Die BrUche sind so geschrieben, daß die Nenner der ein­

zelnen Stammbruche einfach nebeneinander gesetzt sind. 
Um anzudeuten, daß statt der Kardinalzahl der zugehörige 
Stammbruch zu nehmen sei, steht über der Zahl die Hiero­
glyphe flir »Mund«, die später in einen Punkt überging. 

1) Rh in d hieß der ursprüngliche Besitzer des Papyrus. 
2) Von Hultsch so genannt, weil der Papyrus dem »Egypt 

Exploration Fund« in London gehört. 
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Wenn man sich Oben würde, wäre es kaum viel unprak· 
tischer, mit diesen Stammbruchsummen zu rechnen, wie mit 
den babylonischen Sexagesimalbrnchen. Die einen wie die 
andern kann man an einer beliebigen Stelle abbrechen, um 
Näherungswerte zu erhalten. Für genaue Berechnungen mit 
beliebigen Brüchen ist die ägyptische Darstellung im Vorteil, 
da die Anzahl der Glieder immer endlich ist. Dem steht 
freilich der Umstand gegenüber, daß jeder Bruch auf un­
begrenzt viele Arten in solche Summen zerlegt werden kann. 
Wie dem sei, um mit den Stammbruchsummen so zu rech­
nen, wie es die Ägypter schon in der frühesten Zeit wirklich 
konnten, mußte man den Bruchbegriff in seiner ganzen Aus· 
dehnung erfaßt haben, wenn auch außer den Stammbruch­
formen nur für :, das immer an Stelle von ~ + ~ gesetzt wurde, 
ein eigenes Zeichen schriftlich überliefert ist. 

Über die Leistungen der Griechen können wir rasch hin­
weggehen. Sie knüpften im praktischen Rechnen an die 
Ägypter, im wissenschaftlichen an die Babyionier an, deren 
Sexagesimalbrache die griechischen Astronomen vom 2. Jahr­
hundert v. Chr. an übernahmen. Während aber das ägyp­
tische Rechnen immer mehr zurocktrat, hielten sich die 
Sexagesimalbrache bis ins 17. Jahrh., als das Dezimalbruch­
rechnen, von dem wir gleich sprechen werden, sich schon 
Bahn gebrochen hatte. Das einzig Selbständige der Griechen 
ist eigentlich nur, daß sie eine Bezeichnung für beliebige 
Brüche einführten, die man bei dem Techniker Heron, der 
zu Alexandria in nachklassischer Zeit lebte, antrifft. 

Merkwürdigerweise haben im Bruchrechnen ~lie Römer, 
sonst in der Mathematik nur mittelmäßige Schüler der Grie­
chen, ein ganz eigenartiges System, das auf der Basis 12 
beruht, geschaffen. Anfangs nur all) Unterabteilungen der 
Gewichts- und Manzeinheit, des »As«, gedacht, bildeten sich 
diese Zwölftel und ihre kleineren Teile später zu allgemei­
neren Maßbegriffen aus. Alle Zwölftel hatten eigene Namen, 
angefangen von »uneia« = h, wovon das alte Apotheker­
gewicht »Unze«, bis zu »deunx« für fl. Dann hatten eigene 
Bezeichnungen die Größen -h, -/s, -Js, f2, 1 ~4 und ~:8 = scrupu­
lum, das auch der Name eines Apothekergewichts wurde, 
Die Hälfte 5~6 des Scrupel wurde später »obolus« genannt, 
und es gab noch für den drillen Teil des Obolus eine 
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eigene Bimennung: 7~8 = siliqua. Mit diesen »Minutien« 
-so nannte man die Unterteile des As - zu rechnen, war 
keine Kleinigkeit. Es mußten für Brüche mit anderen Nennern 
auch gebrochene Zähler verwendet werden; z. B. ist die Be-

zeichnung »sescuncia« für ~ = :~ mehrfach überliefert. 
War auch das zu unbequem, so mußte man sich mit Annähe­
rungen begnügen. Trotz dieser Mängel drang mit der rö­
mischen Zahlenschreibung auch das Rechnen der Römer im 
nördlichen Buropa ein und konnte sich dort bis ins 18. Jahrh. 
erhalten, vorzugsweise bei Kaufleuten und Behörden. Teil­
rechnungen wurden dabei mittels Rechensteinen auf dem 
Rechenbrett, »Abacus« genannt, ausgeführt. Daneben ent­
wickelte sich das Rechnen mit unseren Ziffern etwa seit dem 
12. Jahrh., hauptsä..:hl.ch bei den Gelehrten. »Abacisten« 
hieß man die einen, »Aigorithmiker« die - vielfach an­
gefeindeten - Neuerer. 

Dieses Wort »Algorithmiker« hat eine eigentomliehe Her­
kunft, auf die wir gleich kommen werden. Wir müssen zu­
erst noch bei den Indern Umschau halten, was diese in der 
Auffassung der Brüche leistete!). Daß bei .ihnen, den nächsten 
Nachbarn Babylons, Sexagesimalbrüche auftreten, ist nicht 
verwunderlich und nichts Originales. Die weitaus verbreite­
tere Art der Schreibung ist aber in Indien vielleicht vom 
7. Jahrhundert n. Chi'. an ganz die unsere, nur fehlt der 
Bruchstrich, den die Araber erfanden, von welchen ihn 
Leonardo von Pisa in sein Buch vom Abacus (Liber Ab­
baci) 1202 übernahm. Im übrigen gibt der Inder Brahma­
gupta (geb. 598 n. Chr.) alle Regeln fast genau wie wir. 
Nur wurden die Ganzen n.icht wie heute vor den Bruch, son-
dern über ihn gestellt: 3 4 

48 =a 
8 

So sehen wir im Altertum das Bruchrechnen vier ver­
schiedenen Quellen entspringen. Es waren die Araber, die 
vermöge ihrer Beziehungen zu den Griechen des oströmischen 
Reiches und zu den angrenzenden Indern imstande waren, 
diese Quellen in ein Bett zu leiten. Das älteste Rechenbuch 
der Araber, das wir kennen, ist von AI c h w ä ras m I und etwa 
um 820 n. Chr. verfaßt. Der Name dieses Mannes is{ es, der 
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in »Algorithmus« latinisiert wurde und durch ein komisches 
Mißverständnis die Bedeutung »Rechnungsverfahren« erhielt. 
Alchwärasmi selbst gibt über das Bruchrechnen der Inder 
wenig; er war Astronom und arbeitete daher lieber mit Sexa­
gesimalbrnchen. Aber spätere Verfasser, wie Alnasawi 
(11. Jahrh. n. Chr.) holten das nach, und lateinisch schreiben­
de Mathematiker des 13. Jahrh. bearbeiteten diese Quellen 
entweder unmittelbar oder schöpften wenigstens aus ihnen. 
Auf solche Art kam das Rechnen mit beliebigen Brüchen nach 
dem Abendlande, wo es der Darstellung nach in Si m o n 
S t e v ins Arithmitique von 1585 einen Höhepunkt erreichte. 

Ob die Inder das dezimale Positionssystem, wie die Baby­
Ionier ihr sexagesimales, auch nach rückwärts, d. h. zu Dezi­
malbrüchen fortsetzten, ist nicht bekannt. In einer Be­
arbeitung des Rechenbuchs von Alchwärasmi (etwa aus 
dem 12. Jahrh.) wird zwar beim Quadratwurzelziehen der 
ganzen Zahl eine gerade Zahl von Nullen angehängt, der 
Bruchteil aber dann sexagesimal ausgedrückt (vgl. S. 41}. 
Bei Georg von Peurbach (1423-1461) und anderen 
Astronomen mischten sich sexagesimale und dezimale Tei­
lungen des Radius zum Zwecke der Berechnung von trigo­
nometrischen Tafeln, bis P e ur b a c h s Schüler Re gi o montan 
(1436-14 76) den Radius gleich 105 setzte. Damit wurden 
die Funktionswerte fUnisteilige ganze Zahlen, und es hätte 
nur mehr eines vorauszustellenden »0,<{ bedurft (wodurch 
der Radius gleich 1 gesetzt worden wäre), daß die Werte mit 
den uns geläufigen übereingestimmt hätten. Dezimalbrüche 
benutzte erst Rudolff 1530, indem er die den Ganzen 
folgenden Ziffern durch einen senkrechten Strich abtrennte. 
Da aber Ru d o I f f s Exempel Büchlin nicht sehr bekannt wurde, 
wird gewöhnlich der obengenannte Stevin, Ingenieur bei 
Wilhelm von Oranien, als Erfinder genannt. Dieser behan­
delte sie ausführlich in einem Anhang zur Arithmetique. 
Seine Bezeichnung ist allerdings umständlich. Ebenso un­
abhängig scheinen Viele (s. S. 7) und der Schweizer Joost 
Bürgi (1552-1632), der auch einer der Erfinder der 
Logarithmen ist, auf den nämlichen Gedanken gekommen 
zu sein. Weiter verfolgen wir den langsamen Siegeslauf 
der Dezimalbrüche nicht, da neue Begriffe nicht dabei her­
vortreten. 
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Es fragt sich nun aber, inwieweit die Brüche, die wir bei 
allen Völkern auftreten sahen, von diesen als Zahlen auf­
gelaßt wurden. Hierbei ergibt sich wieder die Schwierigkeit, 
die wir S. 18 19 andeuteteiJ. Wir ,wissen nicht, was die Ba­
bylonier, Ägypter und alle andern sich dachten, wenn sie 
mit Brüchen multiplizierten, dividierten usw. Nur von Dia­
phan! (vgl. S. 6) weiß man bestimmt, daß er sie als wirk­
liche Zahlen wie die positiven ganzen Zahlen auffaßte, da 
er beide »Zahlen« nannte und sie als Gleichungslösungen 
zuließ, während er Null und negative Größen als solche ab­
lehnte. Aber auch bei den Ägyptern werden lineare Glei­
chungen behandelt, deren Lösung oft eine gebrochene Zahl 
ist. Man muß jedenfalls sagen, daß alle Völker einen ge­
wissen Teil unseres ganz allgemeinen Zahlbegriffes durch 
die BrUche als erfüllt erkannten, den Teil eben, den sie zu 
benutzen wußten. Wenn ein Schreiner sagt, ein Tisch sei 
i rn breit, so hat er doch einen '~:eil des Begriffes der Zahl i, 
wenn er auch nicht versteht, was mit i multiplizieren be­
deutet. Daß bei einer solchen Multiplikation etwas Kleineres 
herauskommt als die multiplizierte Zahl, machte einigen Ver­
fassern von RechenbUchern noch im 16. Jahrh. begriffliche 
Schwierigkeiten. 

Von den Griechen sagt man gerne, daß sie nur die ganzen 
Zahlen zuließen. Man stotzt sich dabei meist auf Euklid, 
der im 7. Buch seiner berühmten Elemente (um 300. v. Chr.) 
eigens eine Theorie der Verhältnisse zwischen ganzen Zahlen 
ausfUhrlieh darlegte, die das Rechnen mit BrOchen ersetzen 
sollte. Aber man muß bedenken, daß neben der wissen­
schaftlichen Mathematik Euklids, die einen Teil des von 
den Philosophiebeflissenen reiferen Alters zu bewältigenden 
Stoffes bildete, eine sehr ausgebildete praktische Mathema­
tik bestand, die uns allerdings erst etwa durch Heran 
(s. S. 20) literarisch belegt wird. Daß diese praktischen Ma­
thematiker von den Brüchen mindestens in dem Sinne von 
Maßzahlen einen deutlichen Begriff hatten, kann· man kaum 
bezweifeln. 

Wir wollen nun unsere Bruchzahlen auf die Zahlengerade 
aufzutragen suchen. Das unterliegt weder praktisch noch 
theoretisch irgendwelchen Bedenken. Wollen wir etwa+ 1 ~ 
festhalten, so teilen wir die Strecke zwischen den Punkten 
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+ 1 und + 2 in 4 gleiche Teile; der dritte davon, von + 1 
aus gezählt, stellt die Zahl + 11 dar. Wir bemerken aber 
gleich, daß die Zahl + ~ den genau entsprechenden Punkt 
auf der Strecke 0- 1, die Zahl-: i den entsprechenden auf 
0- (- 1) usw. ergeben hätte. Wir können uns- daher, wenn 
wir die Lage der Bruchzahlen zueinander näher ins Auge 
fassen wollen, auf die »echten« Broche zwischen 0 und 1 
beschränken. Fangen wir nun an, hier die Punkte einzu­
zeichnen, die ~, dann ~, i, ~, ~ usw. entsprechen, so kom­
men wir nicht weit, da die Punkte bald so nahe aneinander 

+ lJ 
-+----1----1------r-·-·-•-1-----

-2 -l 0 +1 
Fig. 4 

rOcken, daß der feinsie Bleistin nicht mehr imstande ist, sie 
zu trennen. Auch wenn wir die Eintragungen von vornher­
ein nur bis zu den Hundertsteln fortsetzen wollten und wir 
die Strecke 0- 1 sogar bis zu einem Meter lang annähmen, 
so wäre das schon zeichnerisch unmöglich. Greifen wir etwa 
die Punkte lr, und 1~0 heraus, so errechnet sich deren Ab-
stand zu I 3 1 

33- 100 = 3300' 
das ware bei 1 m Länge eine Kleinigkeit mehr als 0,3 mm, 
gerade noch unterscheidbar •. Es gibt aber Punkte, die sich 
noch viel näher liegen, bis herunter zu der Entfernung von 
s\und 1 ~0 , die 99~0 riz =0,1 mm ca. wäre. Nichts hindert uns 
jedoch, die Teilung in Gedanken fortzusetzen. Denken wir uns 
unsere Einheit 1 km statt 1 m lang, so wird der letzte- Ab­
stand schon 101 mm und man kann noch einige Zeit weiter 
teilen. Bei dieser Art der Anordnung erscheinen aber die 
Punkte unregelmäßig Ober die Strecke verstreut Während, 
wie wir eben sahen, in unserem Beispiele die einander zu­
nächst liegenden Punkte ~ und 1 ~0 , sowie 19~0 und~ die Ent­
fernung 9~~0 ·haben, haben die dem Punkte ~ am nächsten 
liegenden Punkte - offenbar ~ und }~ - von t schon den 
Abstand 9~go = 1 ~8 • Die Punkte drangen sich sichtlich mehr 
an die Enden der Strecke. Je weiter wir aber fortfahren, 
desto mehr gleicht sich das aus, indem die Abstände auch 
gegen die Mitte zu immer kleiner werden. Und denken wir 
uns alle Brüche, die sich vorstellen lassen, aufgetragen, so 
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ist die Strecke 0- 1, auch wenn wir sie uns Millionen von 
km lang dächten, so mit Punkten llbersät, daß nirgends auch 
nur des Messers Schneide zwischen zwei aufeinander fol­
genden Raum Iände, ja, daß man von aufeinander folgenden 
Punkten kaum mehr sprechen könnte. 

Um dies recht deutlich zu machen, konstruieren wir uns 
wieder ein Beispiel. Es sei die Einheitsstrecke 150 000 000 km 
lang, d. i. etwa die Entfernung Sonne- Erde. Wir nehmen 
den Punkt t und grenzen links und rechts von ihm eine 
Strecke von ft, mm ab; welche Brllche liegen dann in diesem 
Bereich? Die Antwort ist leicht zu geben, wenn sie auch 
ziemlich viel Ziffern erfordert. Da 0, I mm der 1500 billionte 
Teil der Einheitsstrecke ist, entsprechen die beiden ange­
deuteten Punkte den Brüchen 

1 1 1 1 
2 - 1500. 10.. und 2 + 1500. w• 

oder ausgeschrieben 
749'999 999 999 999 7so·ooo ooo·ooo oot 
tsoo·oooooo·oooooo und tsoo·oooooo·oooooo· 

Wir wollen die Zähler dieser· Brllche mit Z1 und Z2 be­
zeichnen; jetzt multiplizieren wir die Brllche mit tim Zähler 
und Nenner, wobei wir t aufsteigend gleich 2, 3, 4 usw. 
schließlich so groß nehmen können, als wir wollen. Dann 
liegen alle· Bruche in dem angedeuteten Zwischenraum, 
deren Z:ihler Z der Bedingung genagt: 

Z1 t<Z<Z2 t, 
während der Nenner 1500·1012 t ist. Anders ausgedrllckt: Wir 
können die kleine Strecke von 0,2 mm eben wieder gleichsam 
als neue Ei~heit auffassen und von vorn zu teilen anlangen. 

Gibt es nun trotz dieser schwindelerregenden Menge der 
Brllche noch Punkte auf der ohne alle Lücken gedachten 
Strecke, die uns dabei entgehen? Darüber wollen wir im 
nächsten Abschnitt sprechen. Hier sei nur noch darauf hin­
gewiesen, daß wir auch beiden Enden der Strecke, der 1 
und der 0 durch unsere fortgesetzten Teilungen beliebig 

nahe kommen. Wenn wir in dem Bruche* den Nennern 

immer mehr und mehr wachsen lassen, so können wir jede 
noch so kleine Entfernung von 0 erreichen. Man sagt dann: 
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die Grenze (Iai. >>Iimes«) des Bruches !, wenn n über alle n 
Grenzen wächst, also schließlich unendlich groß wird, ist 
Null, und schreibt: 1. 1 0 Im 1l c= • 

n->-"' 
Das ist die Null als Grenzbegriff, die wir bei den Ägyptern 
wenn auch jedenfalls nur in roher Form vermuteten (s. S. 5), 
im Gegensatz zu der absoluten Null, dte als Resultat bei der 
Subtraktion gleicher Größen auftritt (S. 8). Daß wir der 1 
ebenso nahe kommen, ist einleuchtend. Wir dlirfen nur statt 

1 n-1 
des Bruches - immer den Bruch -- oder, was dasselbe n n -

ist, 1 - * nehmen und n unbegrenzt wachsen lassen, so 

wird tim n - I = !im ( l - _!_j = 1 
n n7 ' 

71-~oo n-+oo 

da eben ~ schließlich 0 wird. Man denke sich nur etwa 

die aufsteigende Reihe 0,9; 0,99; 0,999 usw. beliebig fort­
gesetzt, um dies recht zu erkennen. 

§ 4. DIE IRRATIONALZAHLEN. 
Gibt es nun wirklich noch andere Zahlen, die auf die Strecke 

0-1 aufgetragen mit keinem der_durch die ungeheuer vielen 
Bruche besetzten Punkte zusammenfallen? Um das besser 
beurteilen zu können, denken wir uns alle Brüche in Dezi­
malbrUche verwandelt .. Ein geringer Teil der Bruche wird 
dabei endliche Dezimalbruche ergeben. Das sind diejenigen 
Bruche, die wie fo, {~0 usw. schon Potenzen von 10 als Nenner 
haben, also sofort in dezimaler Form 0,3, 0,27 usw. geschrie­
ben werden können, und dazu alle jene, deren Nenner, wie 
bei -h /r;, 5~ usw., nur Potenzen von 2 und 5 enthält, also 
leicht durch Erweitern auf eine Potenz von 10 gebracht wer­
den kann: 0,25, 0,04, 0,06 usw. Alle andern »gehen nicht 
auf«, sagt man, das heißt, es bleibt bei der Division des Zählers 
durch den Nenner immer wieder ein Rest, so daß der Dezi­
malbruch unendlich viele Stellen erhält. Ein Beispiel sei 

~ = 0,714285'714285'714285'71 .... 
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Hier bemerkt man sofort, daß immer dieselben 6 Stellen 
wiederkehren, und man wird sich fragen, ob eine ähnliche 
»Periode« bei jeder Entwicklung eines Bruches in einen De­
zimalbruch auftritt. Um diese Frage zu beantworten, genügt 
es, die Ursache zu erforschen, warum dies bei } der Fall 
war. Wenn man mit 7 in 50 dividiert, so bleibt zunächst 
der Rest 1, dann der Rest 3, dann nacheinan'der 2, 6, 4, 5, 
jetzt gibt die angehängte Null wieder 50 und es müssen die­
selben Stellen wieder erscheinen.· In der Tat können ja, wenn 
wir mit 7 dividieren, nur die Reste 1, 2, 3, !l, 5, 6 auftreten 
und, wenn diese alle da waren, muß wieder einer dieser 6 
Reste kommen. Da aber oben keine neuen Stellen hinzu­
kommen, sondern immerzu Nullen angehängt werden, er­
scheint auch wieder der nämliche Dividend, der schon da 
war, und die Rechnung wiederholt sich. 

Genau dasselbe tritt ein, wenn wir etwa -/7 bilden. Divi­
dieren wir mit 37 in irgendeine Zahl, so kann der Rest 36 
bleiben, oder 35, 34, 33 usw. bis herab zu 1, im ganzen 
also 36 verschiedene Reste. An den Rest wird, wenn der 
Dividend keine eigenen Ziffern mehr hat, immer wieder eine 
Null angehängt. War also einmal der Rest 5 da, so wird die 
nächste Ziffer durch die Division 50: 36 bestimmt, 'und wenn 
der Rest 5 wieder auftritt, so wiederholen sich alle Ziffern, 
die zwischen dem er$ten Auftreten des Restes 5 und dem 
zweiten Auftreten desselben Restes sich als Quotienten er­
gaben. Da aber nicht mehr als 36 Reste vorhanden sind, so 
können dies höchstens 36 Ziffern sein. Wir sagen ausdrück­
lich »höchstens«. Denn gerade -/7 ist ein Beispiel dafür, 
daß derselbe Rest schon viel eher auftreten kann. Hier er­
gibt sich zuerst der Rest 1, dann 10, dann 26, worauf so­
fort wieder 1 als Rest erscheint. Es ist 

1 
37= o,o21'027·o27·o ... 

Warum die Periode für den Nenner 37 nur drei Stellen hat, 
ist eine Frage, die wir hier nicht näher erörtern können. 
Wesentlich ist für uns der Nachweis, daß sie mit höchstens 
36 Ziffern abschließen muß. 

Es ist noch nötig darauf hinzuweisen, daß die Periode oft 
nicht gleich nach dem Komma beginnt. Das ist immer dann 
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der FaiJ, wenn der Nenner des Bruches außer anderen Fak­
toren noch Potenzen von 2 oder 5 enthält, z. B. wird 

5 
I4 = 0,3'571428'571428'57 .. ·, 

. 5 5 25 25 4 
denn es tst 14 = 7:-2 = 70 = 7: 10 = 37: 10. 

Diese 3 Ganten treten, wenn man mit 10 dividiert, hinter 
das Komma, die Periode ist die des Bruches f, wie man 
sich sofort überzeugt. Oder man hat 

28 
925 = 0,03'027'027'0 .... 

Es ist nämlich 
28 28 28 · 4 112 I 
925 = 3r: 25 = 3700 = 37: 100 = 337: 100, 

und die 3 Ganzen treten wieder vor die Periode (des Bruches 
-l7), hinter das Komma. 

Es fragt sich jetzt, ob auch umgekehrt jedem periodischen 
Dezimalbruch ein gemeiner Bruch entspricht. Zu diesem Be­
hufe brauchen wir nur re.in periodische Dezimalbrüche zu 
betrachten; denn jeden andern kann man ja durch Verstellen 
des Komn;tas zu einem solchen machen, und das Verrücken 
des Kommas kann durch eine Division mit einer Potenz von 
10 wieder ·ausgeglichen werden. Z. B. wäre 

1 
0,4'13'13'13'1 ... = Iö . 4,13'13'13'1 ... 

oder . 1 0,71 444 ... = 100. 71,444 •... 

Wir wollen nun einen ganz ~infachen rein periodischen De­
zimalbruch als Beispiel wählen, etwa: 

z = 0,7777777 .. ·. 
Wir bilden 10z = 7,7777777 · · ·. 
Hier steht hinter dem Komma derselbe Dezimalbruch wie 
bei z selbst. Subtrahieren wir also z von 10z, so ergibt sich 

7 
9z=7; z=g· 

Es wird klar sein, daß man bei zweistelliger Periode, wie bei 
y = 0,23 23 23 23 ... ' 

auf ähnliche Weise erhält: 
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23 
99y = 23; g = 99• 

so daß man erkennt: Jeder rein periodische Dezimalbruch 
ist gleich einem gemeinen Bruch, dessen Zähler die Periode 
ist und dessen Nenner so viele 9 hat, als die Periode Stellen 
besitzt. 

Die oben als Beispiele benutzten »gemischt-periodischen« 
Dezimalbrüche hätten hiernach folgende Werte: 

0 4'13'13'1 ..• = _!_. 4 ~ = 409 
' 10 99 990' 

1 4 643 
0,71'444 ... = 100. 719 = 900. 

Nachdem also jeder unendliche, periodische Dezimalbruch 
einem gemeinen Bruch gleich ist, brauchen wir bloß zu 
sehen, ob wir einen Dezimalbruch mit unendlich vielen Stel­
len, natnrlich in Gedanken, herstellen können, der nicht pe­
riodisch ist, dann wird die erste Prage dieses Paragraphen, 
ob es außer den Brnchen noch andere Zahlen gibt, sofort 
entschieden sein. Da fallen uns gleich mehrere Verfahren 
ein, dies zu bewerkstelligen. Wir brauchen ja nur die Ziffern 
alle, die in irgendeinem Rechenbuch stehen, von Seite zu 
Seite abzuschreiben und hinter das Komma zu stellen, wie 
sie kommen, daran die Ziffern eines anderen Rechenbuches 
zu reihen usf. Das gibt gewiß keine Periode. Oder wir lassen 
uns heute 100 Ziffern von jemand diktieren, morgen 100 Zif­
fern von jemand anderem usw. Oder wir geben 100 Exem­
plare von jeder Ziffer in einen Sack und nehmen immer eine 
Handvoll heraus, die wir hintereinander schreiben. Es ist 
ja Oberhaupt äußerst unwahrscheinlich, daß gerade ein pe­
riodischer Dezimalbruch entsteht. Wahrscheinlichkeit ist frei­
lich noch kein Beweis. Auch dem Zweifler können wir aber 
helfen. Wir nehmen einen periodischen Dezimalbruch, etwa 

d = 0,238 238 238 238 238 ••. 

und zerstören systematisch dessen Periode. Auch das kann 
man auf hundert Arten machen. Aber wir wollen, um diese 
Sache, die ja jetzt schon einleuchtend genug ist, nicht zu 
weit zu treiben,. nur eine Methode angeben. Wir brauchen 
nur etwa hinter die erste Periode eine Ziffer, hinter die 
zweite Periode dieselbe Ziffer zweimal, hinter die dritte die 

Math.-phys. Bibi. 2: Wieleitner, Der Begriff der Zahl. 3.Aufl. 3 
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nämliche Ziffer dreimal usf. zu schreiben, so ist jede Perio­
dizität ausgeschlossen. Nehmen wir 1 als diese Ziffer, so 
erhalten wir: d' = 0,2381 23811 238111 2 .. ·. 
In gleicher Weise wäre 

d" = 0,2038 20038 200038 2 ... 
gewiß unperiodisch. 

Wir sind so sicher, auf unendlich viele Arten Dezimal- . 
brO.che herstellen zu können mit unendlich vielen Gliedern, 
die keinerlei Periode haben. Aber sind nun das Zahlen? 
Gewiß, es sind Zahlen, nicht schlechter als ein Bruch mit 
einem Nenner von 100 Stellen und einer Periode vot:t einigen 
Trillionen oder mehr. Es sind Zahlen, auch wenn wir gar 
nicht wußten, wo solche vorkommen und ob sie sonst irgend­
eine Bedeutung haben. Nur können sie nic)lt auf endliche 
Weise durch ganze Zahlen mittels der vier burgerliehen 
Rechnungsarten ausgedrückt werden, sie können nicht dar­
gestellt werden als ein Quotient, als ein Verhältnis zweier 
ganzen Zahlen: sie sind »irrational«. Im Gegensatze dazu 
heißt man dann ganze Zahlen und BrUche »rational«. Das 
lateinische Wort »ratio«, das in diesem Worte steckt, be­
deutet hier »Verhältnis« und ist die direkte Übersetzung des 
griechischen »16gos«, das Euklid benutzte. Im Englischen 
hat »ratio« heute noch diese Bedeutung und bei uns kommt 
es in dem Worte »Ration« in demselben Sinne vor. 

Aber bevor wir Ober die Entdeckung des Irrationalen und 
die Vervollkommnung dieses Begriffes sprechen, wollen wir 
ihm noch von einer anderen Seite beikommen, damit wir 
ihn besser erfassen. Zuerst durch Problemstellungen, die 
zu Gleichungen von höherem als dem ersten Grade fO.hren; 
denn letztere werden ja jedesmal durch eine Division gelöst. 
Da dürfen wir nur verlangen eine Zahl anzugeben, die mit 
sich selbst multipliziert etwa 2 gibt. Das heißt, wir suchen 
die Lösung der Gleichung x2 = 2. (1) 
Die meisten Leser werden ja wissen, daß man sagt: 

X= Y2, (2) 
d. h. x ist die Quadratwurzel aus 2, die noch positiv oder 
negativ genommen werden darf. Aber damit sind wir keinen 
Schritt weiter. Wir haben nur ein Symbol fnr eine Zahl, 
die im Quadrat 2 geben soli. Gibt es denn aber eine solche? 
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Daß es eine ganze Zahl nicht sein kann, sieht man auf den 
ersten Blick. Aber auch ein Bruch kann es nicht sein. Ein 

solcher sei f und er sei bereits soweit möglich gekürzt; 

dann müßte P: = ~·P = 2 (3) 
q· q·q 

sein. Wenn aber 1!... irreduzibel ist (vgl. S. 16), so kann auch, q 2' 

wie man aus (3) ersieht, ~ nicht gekürzt werden, also nicht 

gleich 2 sein. Wohl aber können wir durch Probieren Zahlen 
finden, die wir am besten in Dezimalbruchform bringen, deren 
Quadrat annähernd gleich 2 ist. Jedenfalls muß eine solche 
angenäherte Zahl zwischen 1 und 2 liegen. Betrachten wir 
nun die Quadrate der Zahlen 1,1 , 1,2 , ... 1,9, so finden wir: 

1,42(= 1,96)< 2 < 1,52(= 2,25). (4) 

Der Zahlenwert von y'2 liegt also jedenfalls zwischen 1,4 
und 1,5 und wir könnten wieder die Quadrate von 1,41 bis 
1,49 betrachten. Da dies immer umständlicher wird, je mehr 
Stellen wir bekommen, kann man folgendermaßen verfahren: 
Wir setzen V2= 1,4 + a (5) 
und erheben auf beiden Seiten zum Quadrat. Dann ist 

2 = 1,96 + 2,8a + a2• (5") 
Da aber a < 0,1, so ist a2 < 0,01, unr.l wir können in (5") 
das Glied a.2 für eine erste Annäherung weglassen. Dann 
erhalten wir für a. die Gleich1mg: 

2,8a = 0,04; a. = 0,014. (6) 
Wir können nun weiter annehmen: 

-v2 = 1,414 + ß. (7) 
Durch Quadrieren ergibt sich wie oben: 

2 = 1,999396 + 2,828 ß + ß2 (8) 
und unter Vernachlässigung von ß2: 

2,828ß = 0,000604; ß = 0,00021. (9) 
So können wir in Anknopfung an (4) folgendes Schema bilden: 

1,42(= 1,96)<2< 1,52(= 2,25) I 
1,4142(= 1,9994)<2< 1,4152(= 2,0022) (10) 

1,41421 '<= 1,999989'9)<2< 1,414222(=2,000000'2), 
3' 
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das sich ohne Schwierigkeit erweitern und in Gedanken bis 
ins Unendliche fortsetzen läßt. Die V2 ist also durch einen 
unendlichen Dezimalbruch ohne Periode darstellbar, d. h. 
eine »Irrationalzahl« nach unserer obigen Definition. Und 
nun eröffnet sich uns gleich eine ganze Fnlle von Irrational­
zahlen, zunächst alle Quadratwurzeln, dann alle dritten Wur­
zeln usw., die wir auf eine ähnliche Art, wenn auch immer 
mnhsamer, in unendliche DezimalbrQche verwandeln könnten. 
Ja wir können sagen: Jeder mitWurzeln irgendwie zusammen­
gesetzte Ausdruck ist, wenn nicht sämtliche Wurzeln auf­
gehen, eine Irrationalzahl. 

Jeder solche Wurzelausdruck ist die Lösung einer Glei­
chung. Nehmen wir x = j/3, so ist x3 = 3 die zugehörige 
Gleichung. Aus 

(11) y = Vz + V2 erhält man: y 8 = 2 + V2 (12) 
und, inclem man 2 nach ·links stellt und quadriert: 
(13) (y8 - zra = 2 oder y6 - 4y3 + 2 = 0 (14) 
als zugehörige Gleichung. Der Satz aber ist in keiner Weise 
umkehrbar. Denn weder läßt sich jede Lösung einer solchen 

. Gleicllung durch einen Wurzelausdruck darstelien, noch ·ist 
jede Lösung eine Irrationalzahl in dem hier angenommenen 
Sinne.· Was das letztere betrifft, so werden wir im nächsten 
Paragraphen Näheres darnber mitteilen, das erstere wollen 
wir gleich"hier noch etwas erläutern. 

Die Gleichung (14) ist eine Gleichung 6. Grades. Man er­
kennt das aus dem höchsten Exponenten 6, der bei der Un­
bekannten vorkommt. Ähnlich ist 

x6 - 4x- 2 = 0 (15) 
eine Gleichung 5. Grades. Nun hat N. H. Abel im Jahre 
1824 nach vergeblichen Bemühungen der bedeutendsten 
Mathematiker cler vorausgegangenen Jahrhunderte bewiesen, 
daß Gleichungen von höherem als dem 4. Grade im allge­
meinen nicht mehr durch Wurzelausdrucke gelöst werden 
können, wie dies bei Gleichungen 4., 3. und 2. Grades mög­
lich ist. Trotzdem hat z. B. jede Gleichung 5. Grades, wenn 
sie durch keine rationale Zahl lösbar ist, doch· mindestens 
e i il e irrationale Lösung. Sie kann aber auch deren drei oder 
fanf haben, eine Gleichung 6. Grades kann 0, 2, 4, 6 haben, 
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eine Gleichung 7. Grades muß eine, kann aber auch 3, 5, 7 
haben usw. Welche Menge von neuen Irrationalzahlen bietet 
sich hier dar! 

Eine Gleichung wie (15) kann man durch ein ganz ähn­
liches Näherungsverfahren lösen, wie wir es oben zur Lösung 
der Gleichung x2 = 2, d. h. zur Ausziehung der Quadrat­
wurzel verwendet haben. Es ist nicht der Zweck dieses 
Bachleins, das auszufahren. Aber de~ Leser kann sich durch 
Einsetzen in (15) aberzeugen, daß eine Lösung x1 zwischen 
1,518511 und 1,518512 liegt, daß also die Irrationalzahl 

X1=1,5J8511••• (16) 
eine Lösung von (15) ist. Setzt man in der Tat x = I ,518511 
in die linke Seite von (15), so ergibt sich rechts statt 0 die 
Zahl- 0,000020, setzt man aber x = 1,518512 ein, so er­
gibt sich + 0,000004. Die Gleichung (15) hat aber noch 
zwei andere irrationale Wurzeln, die negativ sind, nämlich 

x2 = - 0,508499 • • ·, l 
x3 =- 1,243596 · • ·• J 

(17) 

Aber es gibt noch weit mehr Irrationalzahlen. Die Log­
arithmen fast aller rationalen Zahlen zu irgendwelcher Basis 
sind irrational; fast alle trigonometrischen Funktionen (Sinus, 
Cosinus usw.) von Winkeln, die zu 360° ein rationales Ver­
hältnis haben, sind irrational, und zwar beide im allgemeinen 
nicht durch Wurzeln ausdrllclcbar. Die Ausnahmen ver­
schwinden gegen die Masse. Bei den Logarithmen zur Basis 
10 sind es z. B. nur die Potenzen von 10, die ganzzahllge 
Logarithmen haben, bei den trigonometrischen Punktionen 
sind nur diejenigen durch Wurzeln ausdrackbar, die Win­
keln entsprechen, welche sich mit Zirkel und Lineal kon­
struieren Jassen. Das sind die Winkel, die mit dem regulären 
4-Eck, 6-Eck, 10-Eck, 15-Eck usw. zusammenhängen. Aber 
alle Funktionen sind doch irrational, mit Ausnahme von 
sin 90°-= 1 und sin 30° = t. ebenso sind natllrlich die Log­
arithmen det trigonometrischen Funktionen irrational. 

Nachdem wir so gesehen haben, welch ungeheures Ver­
breitungsgebiet die Irrationalzahlen besitzen, wollen wir noch 
untersuchen, ob sie auch, wie die arache, bei der Messung 
einer Strecke durch eine andere auftreten können. Wir 
hoben schon (S. 15) hervor, daß dies keine Frage der Praxis 
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ist, da jede wirkliche Messung in folge Unzulänglichkeit unsrer 
Hilfsmittel und unserer Sinne sehr bald aufgeht. Auch hat 
ein Tisch oder eine nur hingezeichnete Strecke keine streng 
definierte Länge, ebensowenig wie das noch so genau ge­
teilte cm-Maß, dessen wir uns bedienen. Wir müssen schon 
zwei Strecken an einer geometrisch definierten Figur heraus­
nehmen und uns fragen, ob die Messung der einen durch 
die andere zu einer rationalen Maßzahl führen wird oder 
nicht. Bevor wir zu einem Beispiel übergehen, überlegen 
wir uns recht, wann dies eigentlich der Fall sein wurde. An­
genommen, die zu messende Strecke sei 26 cm lang, die 
Einheitsstrecke 14 cm. Wir tragen die Einheitsstrecke ein­
mal auf, dann bleibt schon ein Rest, der kleiner ist als sie 
(nämlich 12 cm). Wenn nun aber die Maßzahl eine rationale 
Zahl werden soll (in diesem Falle 1 f (= 26 : 14)), so müssen 
die beiden Strecken zueinander ein ganzzahliges Verhältnis 
haben (hier 13 : 7). Es muß also eine kleine Strecke, sagen 
wir e (hier = 2 cm) geben, die in beiden Strecken aufgeht, 
so daß die eine Strecke 13e und die andere 7e lang ist. 
Zieht man nun die kleinere Strecke von der größeren, ge­
gebenenfalls auch öfter nacheinander, ab, so steckt das ge­
meinschaftliche Maße doch immer auch im Rest (6e= 12 cm). 
Um e zu finden, kann man jetzt diesen Rest und die Einheits­
strecke ebenso behandeln, daß man nämlich die Reststrecke 
von der Einheitsstrecke abzieht. Hier gibt das 2 cm (= 1 e); 
aber bei einer wirklichen, wenn auch theoretischen Rechnung 
weiß man noch nicht, welches Vielfache von e man hat, 
sondern man muß wieder diesen neuen Rest 2 cm von dem 
vorherigen Rest 12 cm abziehen, bis ein· noch kleinerer Rest 
bleibt. Hier wird man finden, daß es 6 mal ~reht und kein 
Rest mehr bleibt. Daher ist in unserem Beispiel e = 2 cm 
das gemeinschaftliche Maß. Man findet dann durch Zurück­
rechnen, daß es in der Einheitsstrecke 7 mal, in der zu 
messenden Strecke 13 mal geht, die Maßzahl der letzteren, 
ausgedrUckt durch die erstere, also lf ist. 

Der Leser, der sich etwa dessen noch erinnert, wird schon 
längst erkannt haben, daß das nämliche Verfahren ja in der 
Arithmetik angewendet wird, um den größten gemeinschaft­
lichen Teilerzweier Zahlen zu finden. Dort heißt es »Ketten­
division«. Man dividiert mit der kleineren Zahl in die größere, 
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mit dem Rest in die kleinere, mit dem neuen Rest in den 
vorigen. Der gemeinschaftliche Teiler muß dann in allen 
Resten stecken. Wenn einer dieser Reste aufgeht, so ist 
dieser selbst der gesuchte Teiler. Ist der letzte Rest 1, so 
haben die Zahlen keinen gemeinschaftlichen Teiler. Unser 
Beispiel könnte man so schreiben (oben stehen die Quotienten, 
unten die Reste, die gleich immer wieder rechts oben als 
Divisoren angefügt wurden): 

1 1 6 .._, .._, .._, 
26 : 14 : 12 : 2. 
12 2 0 

2 ist der gemeinschaftliche Teiler. Die Maßzahl ~ erhält man 
dabei eigentli~h in folgender Form: 

26 12 1 1 
14 = 1 + 14 = 1 + ll = 1 + --~ , 

a 1+cr 
d. i. in Form eines »Kettenbruches«. Die Ganzen (1) und 
die Teilnenner (1, 6) sind unsere Quptienten von vorhin, die 
wir über die Divisionszeichen geschrieben haben. 

Zur Verdeutlichung noch ein Beispiell Wir suchen den 
größten gemeinschaftlichen Teiler von 299 und 81: 

3 1 2 4 6 .._. .._.. ........ ._. .._. 
299: 81 : 56 : 25 : 6 : 1. 
56 25 6 1 0 

Die beiden Zahlen haben keinen gemeinschaftlichen Teiler, 
außer der Einheit, die als letzter Rest auftritt. H!11ten wir 
zwei Strecken von den L!1ngen 299 cm und 81 cm, so wäre 
1 cm selbst das gemeinschaftliche Maß. Die Messung der 
ersten Strecke durch die zweite ergäbe die Maßzahl 2:i, 
die sich, wie vorhin H, in die Form eines Kettenbruches 
bringen ließe, nämlich 

299 56 1 1 1 
81= 3 +81= 3 + §! = 3 +--2-5"" 3 +--1 

~6 1 +56 1 +"'[f 
1 

=3+-
1+-1·_ 

2+-1-
4+..!.. 

6 

Z& 
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Wir haben dabei dem Leser far die letzten Nenner die Rech­
nung selbst aberlassen und machen auch hier darauf auf­
merksam, daß die Zahlen 3, 1, 2, 4, 6 die schon oben bei 
der Kettendivision aufgetretenen Quotienten sind. 

Nun wollen wir versuchen festzustellen, ob die Di;~gonale 
eines Quadrates und die Seite ein gemeinschaftliches Maß 

A 

B 

' ' ' ' 
' 

c 
besitzen, ob diese beiden. Strecken, wie man sagt, »kom­
mensurabel« sind. Dazu brauchen wir nur ein halbes Quadrat 
zu zeichnen, ein gleichschenklig-rechtwinkliges DreieckABC 
(Fig. 5), und wir wollen die Hypotenuse BC durch die Kathete 
AB (=AC) als Einheit messen. Um das gemeinschaftliche 
Maß gegebenenfalls zu finden, tragen wirzunächst BAt= BA 
auf der Hypotenuse ab und erhalten den Rest CA1• Da 
2 ·BA> BC, so ist BA> BC- BA, also BAt> CA1• 

Es ist also BA in BC nur einmal enthalten. Jetzt nehmen wir 
den Rest CA1 in den Zirkel und tragen die Strecl<e von A 
aus auf AC ab, zunächst einmal bis B1: ABt= CA1• Ver­
bindet man dann Bt mit A1, so wird B1 At .L A1 C stehen. 
Denn denkt man sich umgekehrt diese Senkrechte in A1 

errichtet und bezeichnet man fOr einen· Augenblick ihren 
Schnittpunkt mit AC durch B0, so wird B0 A = B0 Ato weil 
zwei Tangenten von einem Punkt an einen Kreis immer 
gleich sind. Außerdem ist CA1 = B0 At, weil b. B0 A1C wieder 
ein rechtwinkliges Dreieck mit zwei Winkeln von 45° ist. 
B0 muß demnach mit B1 identisch sein und es ist 

ABt= BtAt = ~C, 
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so daß man CA1 nochmals auf AC abtragen kann, indem 
man B 1 A2 = B 1 A1 macht; GA2 ist dann der neue Rest. Da 
nun aber der Punkt A2 zu dem fl. B 1 A1 C genau so liegt, 
wie der Punkt A1 zu dem!:!. CA B, so wird man wieder in 
A2 das Lot errichten, Punkt B2 erhalten und B2 A3 = B2 A2 

(= BaA1) machen, um den neuen Rest CA3 zu erhalten. 
Das gemeinschaftliche Maß, das BC und AB etwa hätten, 

müßte nach den obigen Ausführungen auch in CA1 ent­
halten sein, dann auch in CA2, CA3 usw. Man sieht aber, 
daß diese Konstruktion gar kein Ende erreicht, der Rest also 
so klein gemacht werden kann, als man will. Demnach gibt 
es keine noch so kleine Strecke, die gleichzeitig in der Seite 
und der Diagonale eines Quadrates enthalten ist, die Seite 
und Diagonale des Quadrates 'sind zueinander »inkommen­
surabel<<, die Maßzahl der Diagonale muß, wenn man die 
Seite = 1 nimmt, eine Irrationalzahl sein. Man erhält sie 
durch das angegebene Verfahren, da der erste Quotient 1 ist, 
alle übrigen aber 2 sind, in der Form eines unendlichen 
Kettenbruches, der di~ Periode [2} hat: 

1 +-1-
2+-t·_ 

1 2+--2+· 
Daß die Maßzahl der Diagonale irrational ist, hat der kun­

dige Leser natürlich längst gewußt; denn nach dem pytha­
goreischen Lehrsatz ist in dem Dreieck ABC 

BC 2 =AB2 +AC2 =2, BC=Y2. 
Der angegebene Kettenbruch ist also eine Darstellung von 
V2, aus der man, indem man immer mehr Glieder nimmt, 
Vz ebenfalls mit beliebiger Annäherung berechnen kann. 
Die ersten Annäherungen sind: 

1 3 1 7 I+z-=z-, I+--1 =5• 
2+z-

1 17 
t+--1 =n· 

2+--
2 +..!._ 

2 
Es war uns von großem Werte, auch durch das eigent­

liche Messungsverfahren, das Eu k I i d im X. Buch seiner 
Elemente ausfuhrlieh beschreibt, unmittelbar zu der Existenz 
von inkommensurabeln Strecken und damit zum Begriff des 
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Irrationalen zu kommen. In derselben Weise kann man 
auch die Inkommensurabilität der Höhe des gleichseitigen 
Dreiecks mit der Seite dartun. In der Tat ist die Länge 
dieser Höhe, wenn man die Seite als Einheit nimmt, gleich 
t"Vi 

Wir erinnern ferner an das Verfahren, das zwar nicht von 
Euklid, aber wenig später von Arehirnedes (s. S. 3) aus­
gebildet wurde, um den Umfang des Kreises mittels des Durch­
messers zu messen. Ohne es hier ausfahrlicher darlegen zu 
wollen, berichten wir, daß Arehirnedes vom gleichseitigen 
Sechsecke ausging, durch fortgesetzte Winkelhalbierung die 
Umfänge der dem Kreise ein- und umgeschriebenen regel­
mäßigen 12-Ecke, 24-Ecke usw. bis zu den 96-Ecken be­
rechnete, wodurch er mit Sicherheit feststellte, daß für das 
Verhältnis des Kreisumfangs zum Durchmesser, das wir mit 
rr bezeichnen, ist: 3~ < < 3_!_ 

71 TI 7' 

Dieses Verfahren ist unbegrenzt fortsetzbar und lieferte it1 
der Tat Ludolph van Ceulen (1540-1610), der vom 
regulären 15-Eck ausgehend durch Halbierung bis zum 
5 • 231-Eck vordrang, die ersten 20 Dezimalstellen von rr. 
Er veröffentlichte sie 1596 in dem Werke Van den Circkel 
und ergänzte sie später auf 35. 

Wir machen aber ausdrücklich darauf aufmerksam, daß 
dieses Archimedische Verfahren zwar den Wert 

TI= 3,141592 653589 793238 462 • •' 
so genau liefert als man will, aber fnr die Irrationalität nichts 
beweist. Ein strenger Beweis, daß auch TI eine Irrational­
zahl ist, wurde erst von Joh. Heinr. Lambert i. J. 1768 
veröffentlicht. 

Leider wissen wir gar nicht, wie Arehirnedes die auf­
tretenden Quadratwurzeln berechnete. Er gibt ihre Nähe­
rungswerte als gemeine Brüche an, z. B. 

265 
V3 = 153' 

wo das Zeichen ::::::als »ungefähr gleich« gelesen werden 
soll. Der Wert ist schon recht genau, denn man hat 

265 ,;-16J = 1, 732026 ••. ; y 3 = 1, 73205 .... 
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Wenn Arehirnedes auch die eigentliche Kettenbruchent­
wicklung nicht benutzte, so muß er doch ein wahrscheinlich 
auf geometrischer Grundlage beruhendes, unendlich fort­
setzbares Verfahren besessen haben. Der Wert i~i gehört 
nämlich wirklich zu den Näherungswerten des Kettenbruches, 
den man aus dem gleichseitigen Dreieck für y3 ableiten 
kann. Dieser hat die Periode [1, 2] und lautet: 

~r I 
v3=1 +-1 t+-

2+~ 
1+2+··. 

Bricht man ihn nach dem achten Nenner ab, so ergibt sich ~~~. 
Für Eu k li d sind die irrationalen Verhältnisse keine Zahlen. 

Er entwickelt im V. Buch der Elemente eine Lehre von den 
Verhältnissen, die von der Unterscheidung kommensurabler 
und inkommensurabler Strecken unabhängig ist, und be­
handelt das Inkommensurable fnr sich in dem umfangreichen 
X. Buch, dessenLekture mangels jederSymbolikgroße Schwie­
rigkeiten bereitet. Dort sagt er ausdrOcklich: "Inkommen­
surable Größen verhalten sich nicht wie Zahlen zueinander." 
Jede Annäherung ist in Eu kli d s Elementen verpönt, und 
so erfahren wir aus ihnen nichts Ober Methoden zum Wur­
zelziehen, wiewohl die Elemente alles dazu Nötige, wenn 
auch in geometrischer Form enthalten. 

Die Theorie des Irrationalen hatte aber zu Euklids Zeit, 
wie das X. Buch ausweist, schon eine hohe Stufe der Vol­
lendung erreicht. Trotzdem dürfte die Entdeckung des Irra­
tionalen und zwar zunächst des Sonderfalles der Inkommen­
surabilität von Quadratseite und -diagonale nicht Pytha­
goras selbst oder seinen nächsten Sehnlern zuzuschreiben 
sein. Man kann mit ziemlicher Sicherheit annehmen, daß 
diese Entdeckung erst von den jüngeren Pythagoreern gegen 
das Ende des 5. Jahrh. v. Chr .. gemacht wurde. Auch stellten 
diese schon Näherungswerte für V2 auf, aber wohl nur{ und 
f. Theodor von Kyrene bemerkte dann, um die Wende 
des 5. Jahrh., daß auch die Seitenlängen der Quadrate von 
3, 5 usw. Quadrateinheiten mit der Einheitsstrecke inkom­
mensurabel seien, und gelangte wohl zur Erkenntnis, daß dies 
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im allgemeinen der Fall sei, worauf sein Schüler Theaetet, 
der Freund Pla tons, etwa zwischen 390 und 370 v. Chr. 
eine allgemeine Theorie un~ Einte:Jung wenigstens der qua­
dratischen lrrationalitälen gab. Auf ihm fußt Euklid. 

Daß die Babyionier schon im 3. Jahrtausend v, Chr. den 
Quadrat- und Kubikzahlen besondere Aufmerksamkeit schenk­
ten, ist erwiesen. Enthalten ia gerade die beiden berühmten, 
1854 bei Senkereh gefundenen Tafelchen, durch die erst 
das Vorhandensein eines Sexagesimalsystems augenfällig 
wurde, TabelleQ der Quadratzahlen bis zu 60~ und, soweit 
man nach dem Bruchstack schließen kann, auch der Kubik­
zahlen bis zu 603• Ganz neuerdings wurden Tafelehen aus 
dem 2. Jahrtausend v. Chr. entziffert, auf denen far die 
Diagonale eines Rechtecks mit den Seiten 10 und 40 ein 
sehr guter Näherungswert berechnet ist. 

Von den Ägypte~n weiß man aus mehreren erstvon 1897 
an herausgegebenen Papyri, daß sie öfters Gleichungssysteme 
aufstellten .und lOsten von der Art 

3 x2 + y 2 = 100; y = 4 x, 

wo aber, wie in dem angegebenen, die vorkommende Qua­
dratwurzel, hier 'VH. aufgeht. Auch konnte man auf einem 
der erhaltenen Bruchstacke mit Si~herheit die Gleichung 

-v6.!_=2.!. 
4 2 

erkennen. Die Veröffentlichung der ganzen Schenkungs­
urkunde des Tempels zu Edfu hat zwar gezeigt, daß die auf 
S. 6 angegebene Formel nicht überall paßt; die Meinung 
aber, daß die angegebenen Werte durch ein roh. ange­
nähertes, immer zu große Werte ergebendes Wurzelziehen 
erhalten wurden, erscheint doch noch zu wenig gesichert. 

Auch die Inder gebrauchten in gewissen Fällen Quadrat­
wurzeln. Eine sonderbare Theorie des Opferkultes zwang 
sie, Altäre nach bestimmten geometrischen Vorschriften zu 
bauen. Diese Vorschriften sind uns in den Sulvasutras 
(Schnurmeßregeln) erhalten, deren Alter noch recht unsicher 
ist (sicher im 1. Jahrtausend v. Chr.). Auch sie enthalten den 
pythagoreischen Lehrsatz. In einer Fassung der Sulvasütras 
kommt dabei der Wert vor: 
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Y2 = 1 +-} + 3 \ (= ~~ = 1,4166 • • ·), 

während eine andere Fassung den wesentlich besseren be­
nutzt: 
,r,; 1 1 1 ( 577 ) r ~:::::; 1 + 3 + 3.4- 3 . 4 •34 = 408 = 1,41421'56 • • • , 

der gegenOber dem wirklichen Werte 
y2 = 1,41421'36 •.• 

erst in der 6. Dezimalstelle abweicht. Es ist auffallend, daß 
auch ~~ ein Näherungswert des Kettenbruches far V2 
(s. S. 37) ist, den man erhält, wenn man 7 Nenner benutzt. 
Wie die Inder zu diesen Werten kamen, ist bis jetzt unsicher, 
aber daß sie aus fremder Quelle stammen, wahrscheinlich. 

Wir wollen nicht näher auf die Entwicklung der Wurzel­
berechnung eingehen. Bis K I a u d i u s Pt o I e m II. u s zurack, der 
als Astronom zwischen 125 und 151 n. Chr. in Alexandria 
wirkte, läßt sich die Benutzung von Sexagesima.! brachen dabei 
nachweisen. Daß die Inder schon vom 5. Jahrh. n. Chr. an 
Wurzeln in moderner Weise berechnet hätten, ist falsch. 
Auch das auf 8.12 angedeutete Verfahren ist wohl eine Ein­
schiebung des Bearbeiters und geht nicht auf Alchwäras­
m 1 selbst zurack. Im 12. Jahrh. aber berechneten die Araber 
auch schon höhere Wurzeln. Doch kam man bis ins 16. Jahrh. 
hinein nicht von der Euklidischen Auffassung ab. Dio­
phant (s. S. 6) vermeidet die irrationalen Lösungen wie die 
negativen. Erst Michael Stifel gebraucht 1544 (s. S. 9) 
den Ausdruck »irrationale Zahlen«, und wenn er auch wie 
Buklid sagt, diese wären keine »Zahlen«, so meint er da­
mit, wie er gleich darauf weiter ausfahrt, daß sie keine Zah­
len in dem bis dahin betrachteten Sinne seien, und erklärt, 
daß jede Irrationalzahl zwischen zwei ganze Zahlen falle. 

Die Notwendigkeit dieser erweiterten Auffassung des Zahl­
begriffes konnte sich aber erst völlig herausstellen, als man, 
ganz entgegen der griechischen Auffassung, das Zahlenreich 
auf die gerade Linie abertrug. Wir wissen schon, welch 
wesentlicher Anteil an der Einbürgerung dieser neuen Idee 
Descartes' Geometrie (1637) zufällt (vgl. S. 10). In der 
analytischen Geometrie muß eine Größe x alle Werte, 
zwischen - oo und + oo, annehmen. Darunter befinden sich 
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aber unzählig viele Werte von der Form 1 12 V2T ... - y ~, ' ' V2, V3, ... log 2, ... sin 1°, •.. , die alle nicht rationalen 
Brüchen entsprechen. Man muß sich daher die Zahlen­
gerade, die durch die gemeinen Brüche schon überall dicht 
bedeckt wurde (vgl. S. 24 f.), doch noch als mit ungeheuer 
vielen Lücken versehen denken, die dann eben durch die 
Irrationalzahlen ausgefüllt werden. Denn wenn wir uns etwa 
den Wert y2, also die Diagonale des Quadrats mit der 
Seite 1 , auf der Zahlengeraden vom Nullpunkt aus aufge­
tragen denken, so bekommen wir einen geometrisch be­
stimmten Punkt, der aber, wie wir nachgewiesen haben, mit 
keinem der den rationalen Zahlen entsprechendenPunkte über­
einstimmt. Wohl aber können wir ihm mit Hilfe solcher 
Zahlen beliebig nahe kommen. Denn nach dem S. 31 ge­
gebenen Schema liegt der Punkt Y2 zwischen den Punkten 
1,4 und 1,5, genauer zwischen 1,41 und 1,42, noch genauer 
zwischen 1,414 und 1,415 usf. bis ins Unendliche. 

Der Begriff der lückenlosen oder, wie man sagt, >>stetigen« 
Geraden, fordert sonach unabweislich den Begriff der lr­
rationalzahl. Und erst Descartes war es in der Tat, der 
als >>Zahl« alles ansah, "was sich zur Einheit verhält, wie 
eine Strecke zu einer anderen". Diese Definition, die alle 
positiven oder negativen ganzen, gebrochenen und irratio­
nalen Zahlen, oder wie wir sagen, alle »reellen« Zahlen, um faßt, 
findet sich zwar nicht wörtlich, aber doch dem Sinne nach 
in Des cartes' Geometrie, wörtlich bereits in Newtons Vor­
lesungen an der Universität Cambridge (1673-83), die 
1707 herauskamen, und wurde in der angeführten Form 
durch Chr. von Wolffs Eiementa Mafheseos universae, 
die in Deutschland die erste Hälfte des 18. Jahrh. beherrsch­
ten, verbreitet. ln Frankreich übte in der zweiten Hälfte 
des 18. Jahrh. d'Aiembert einen ähnlichen Einfluß aus. 
Trotzdem erlangte der Begriff der allgemeinen Irrational­
zahl, wie wir ihn darzustellen versuchten, kaum vor dem 
19. Jahrh. einige Popularität unter den Mathematikern. Eine 
ganz einwandfreie, mathematisch strenge Begründung er­
fuhr die Lehre vom Irrationalen erst in den 70 er Jahren 
durch Weierstraß, G. Cantorund Dedekind. 
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§ 5. DIE IMAGINÄREN ZAHLEN. 
Mit dem vorigen Paragraphen wurde das Gebiet der reellen 

Zahlen abgeschlossen. Wo sollen nun noch außerdem Zahlen 
gesucht werden, wenn nicht auf der Zahlengeraden? Die 
Antwort auf diese Frage wurde freilich erst spät gegeben, 
als die Zahlen, von denen wir nun noch zum Schlusse zu 
sprechen _haben, längst im Gebrauch waren. Aber wenn 
man die Frage, wie wir es taten, überhaupt stellt, so ·kann 
die Antwort schwerlich anders lauten als: zunächst in der 
Ebene. Welcher Grund sollte denn auch, von einem allge­
meinen Gesichtspunkte aus, der die Zahlen nicht mehr mit 
dem gewöhnlichen Leben verknüpft, bestehen, daß wir nur 
den Punkten einer einzigen Geraden der Ebene, auf der wir 
schreiben oder zeichnen, Zahlen zuweisen? Sollte es nicht 
möglich sein, alle Punkte der Ebene mit Zahlen zu bezeichnen 
und sie dadurch voneinander zu unterscheiden? Keinem 
Leser ist in der Tat ein solches Verfahren fremd. Wenn er 
die analytische Geometrie auch noch gar nicht anders als 
durch die Hinweisungen in unserem Büchlein kennen gelernt 
hätte, so weiß er jedenfalls, wie man einen Ort der Erde der 
geographischen Lage nach bestimmt. Man hat den Äquator 
und die Pole. Durch letztere denkt man die Meridiane gelegt 
und zieht Parallelkreise zum Äquator. Einen der Meridiane, 
z. B. den der Greenwieher Sternwarte, nimmt man als Aus­
gangs- oder 0-Meridian und zählt von ihm aus die geogra­
phischen Längen. Man kann die östliche Länge als positiv, 
die westliche als negativ annehmen. Ähnlich zählt man die 
geographischen Breiten vom Äquator aus nach Norden po­
sitiv, nach Suden neg-ativ. Als Einheit nimmt man gewöhn­
lich den Grad; das ist aber fUr das Wesen der Sache gleich­
gllltig. Wüßte man genau die Längen des 0-Meridians und 
des Äquators, so könnte man Länge und Breite auch im 
Metermaß, gemessen immer auf dem 0-Meridian und dem 
Äquator, angeben. Wir erhalten auf alle Falle ein (bei Grad­
angabe sexagesimales} Zahlenpaar, das den Ort bestimmt; 
für Berlin, wenn w1r die Länge vorausnehmen(+ 13° 23' 44", 
+ 52° 30' 17"), !Ur Kapstadt (+ 18° 28' 36",- 33° 56' 3") usw. 

Nun denken wir uns einmal an den Punkt versetzt, wo 
der Greenwieher Meridian den Äquator schneidet - er liegt 
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allerdings auf hoher See - und dort einen großen Bogen 
Papier ausgebreitet, etwa von 1 qnz Fläche, auf dem wir 
den Äquator und den 0-Meridian, sowie in Abständen von 
1 dm die anderen Meridiane und die Parallelkreise ein­
zeichnen. Der· Bogen wird uns, da auf der Fläche von 1 qm 
die Krnmmung der Erde noch nicht in Betracht kommt, voll­
kommen eben erscheinen, die Meridiane werden mit den 

p 
~--- ---- --Q 

I 

I 

I 

b I 

I 

{-1 + 1} I 

I a I 

{-2, -1) 

(+3, -2) 

Fig.6. 

Parallelkreisen zwei sich senkrecht durchschneidende Systeme 
von parallelen Geraden bilden. Wir werden den Punkt P 
auf unserem Papierbogen bestimmen können, indem wir auf 
der Äquatorachse seine »Länge« a, auf der Meridianachse 
seine »Breite« b abmessen, wobei wir nach rechts und oben 
positiv, nach links und unten negativ zählen. Das Zahlen­
paar (a, b) kennze.ichnet den Punkt. Wir haben in Fig. 6 
noch die Punkte (- 1, + 1), (- 2, - 1), (+ 3,- 2) eigens 
hervorgehoben. Nichts hindert nun, uns die ganze Papier­
fläche zu einer Ebene erweitert und die Geraden alle be­
liebig verlängert zu denken. Dann haben wir das »Koordi­
natensystem«, das im Wesen auf Descartes zurnckgeht; 
man nennt a und b »Koordinaten« des Punktes P, a die 
Y>Abszisse«, b die »Ordinate<<, 

Wo sind aber die neuen Zahlen? Es sind die Zahlen­
paare (a, b) selbst, die man »komplexe Zahlen« nennt, da. 
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sie aus einem »Komplex« von zwei Größen bestehen. In 
der Tat wird ·ja der Leser ohne weiteres erkennen, daß wir 
in der zweidimensionalen Ebene auch ein nach zwei ganz 
unabhängigen Richtungen veränderliches Größensystem ein­
fUhren mnssen, um alle Punkte bezeichnen zu können. Viel­
leicht weiß der Leser ja auch, daß man, um eines der 64 
Felder des Schachbrettes anzugeben, die Streifen von links 
nach rechts mit a, b, • .. , h und die Streifen von unten nach 
oben mit 1, 2, ... , 8 bezeichnet. Das Feld d3 ist dann das 
4. von links und das 3. von unten. 

In einem Zahlenpaar (a, b) können fnr a und b alle 
rationalen oder irrationalen Zahlen eingesetzt werden. Jeder 
wird sich vorstellen können, was f!lr einen Punkt Zahlen 
wie (+ f, + V'3) oder (-V{, + n) darstellen. Man 
geht beim letzteren Beispiel um die Strecke YT"" 0,448 
vom Anfangspunkt aus nach links, um die Strecken"" 3,142 
nach oben. Aber das sind einstweilen merkwnrdige Zahlen. 
Daß man sie nicht in eine Größenbeziehung zu den reellen 
Zahlen setzen kann, wundert uns ja kaum, da sie eben nicht 
reell sind und sich über die ganze Ebene verbreiten. Aber 
wie soll man nur mit solchen Zahlenpaaren rechnen? Nun 
müssen wir dem Leser gleich sagen, daß man das Rechnen 
mit Größen, die ganz neu definiert werden, erst selbst fest·· 
setzen muß. Diese an sich willkUrliehen Festsetzungen 
dnrfen aber nicht unter sich und nicht mit frnheren Rechen­
gesetzen in Widerspruch stehen. Z. B. könnte man hier nicht 
festsetzen, daß man für Zwecke des Rechnens (a, b) = a + b 
nehmen solle, weil hier in keiner Weise mehr zum _Aus­
druck käme, daß b in anderer Richtung zu messen ist. Eben­
sowenig würde a-b, a · b oder a : b tauglich sein. Erinnern 
wir uns, daß man eine ganz neue Einheit einführt, wenn man 
in der entgegengesetzten Richtung zur ursprünglichen mißt, 
nämlich - 1, und daß man setzen kann: 

- 2 = 2 . (- 1), - 3 = 3 . (- 1) usw., 
so wäre es immerhin denkbar, daß eine solch neue Einheit 
- wir wollen sie i nennen - auch die Messung in der zur 
ursprünglichen senkrechten Richtung anzeigte. Um dies dem 
Verständnis etwas näher zu bringen, denken wir uns die 
Punkte + 1, i und ---: 1 durch Drehung auf dem Kreis mit 

Math.-phys. Bibi. 2: Wieleitner, Der Begriff der Zahl. 3. Auf!. 4 
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dem Radius 1 ineinander übergeführt. ·Die Drehung um 180° 
wird dann durch den Faktor (- 1) geleistet. Denn es ist 
(+ 1)(-1)=-1 und weiter(-1)(-1)=+ 1. Die Drehung 
um 90 ° denken wir uns durch einen Faktor }.. bewerkstelligt. 
Dann muß sein ( + 1) · A:- i und i}.. =- 1. Daher hat man 

durch Division dieser beiden Glei­
chungen: 

is = (+ 1)(- 1) =- 1, (1) 

(}.. =) i = Y-T. (2) 

o Diese Größe i ist nun tatsächlich 
etwas ganz Neues, und man nennt 

Pig. 7' Zahlen, in denen H vorkommt, 
seit Descartes (vgl. S. 7) »imaginäre« Zahlen. Unter allen 
reellen Zahlen gibt es nämlich keine, die im Quadrat etwas 
Negatives ergäbe. Es ist ja sowohl 

(+ a)9 = + a2 als auch (- a)2 = + all. (3) 

Hätten wir links und rechts vom Nullpunkt die Strecken 
·- 2 und + 2 oder gleich allgemein - r und + r genommen, 
so hätten· wir auf der senkrechten Achse erhalten: "V=4, 
bzw. V- r 2, und wenn wir diese Ausdrücke nach den ge­
wöhnlichen Rechenregeln gleich setzen: 

V4 · v-=-i und Yr2 • Y.::::-1 (4) 

oder also 2i und ri, so sehen wir in der Tat, daß wir in 
der senkrechten Richtung die absolute Maßzahl jeder Strecke 
for unsere Zwecke mit i multiplizieren mnssen. Dann 
können wir 

(a, b) = a + bi (5) 

setzen, ohne auf Schwierigkeiten zu stoßen. Die Form a • bi 
ist jedenfalls ausgeschlossen, weil im Laufe der Rechnungen 
nicht mehr unterschieden werden könnte, zu welchem Fak-

tor i gehört; auch Ft ist unbrauchbar, da der Bruch ~it i 

erweitert werden könnte, wodurch er die Form - ~~ er­

hielte, so daß auch hier die Zugehörigkeit des Faktors i 
zweifelhaft wäre. Die Form a- bi ist a + bi gleichwertig 
und in ihr enthalten. Mit der komplexen Zahl a + bi nun 
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kann man rechnen wie mit jeder anderen Summe, wenn 
man nur immer beachtet, daß i 2 = - 1 zu setzen ist. 

Die Art, wie wir bis hieher die imaginären Zahlen ein­
fnhrten, wird vielleicht nicht alle Leser ganz befriedigt haben. 
Wollten wir in der Tat von 
den durchaus sachgemäßen 
komplexen Zahlen (a, b) zu 
der imaginären Form a + bi 

+i 

(i = v=-1) in mathematisch 
ganz konsequenter Weise 
kommen, so müßten wir dar­
auf bei einiger Breite der Dar- --J.+-----::1E--.1:.-----,,~t--l+-1 
stellung fast ein ganzes 
Bändchen von diesem Um­
fang verwenden und wurden 
den Leser doch kaum zu­
friedenstellen, da diese Ent­
wicklungen natürlich sehr -i 

abstrakt wären. Dem Leser wird vor allem der Richtungsfaktor 
etwas Fremdes sein, und er wird mit Recht fragen, ob auch 
anderen Richtungen als der senkrechten solche Faktoren zuzu­
weisen seien. Daraufgibtunsere Darstellung schon die Antwort. 
Sehen wir nur zu, was für eine Zahl irgendeinem Punkte P des 
Einheitskreises zugehört. Es möge 0-P mit der Achse der 
reellen Zahlen den Winkel 9 bilden, so sieht man (Fig. 8), daß 
die Zahl des Punktes P gleich cos 9 + i sin 9 ist, denn 1 • cos 9 
und 1 • sin 9 sind seine Koordinaten. Diese Zahl cos 9 + i sin 9 
kann man, wie i fnr die senkrechte Richtung, tatsächlich 
als Richtungsfaktor für den Winkel 9, als relative Länge 
der Strecke 0-P, deren absolute Länge 1 ist, auffassen. 
Warum? Weil, wenn wir 0-Q in der Richtung 9 etwa gleich 
2 oder r machen, die Zahl des Punktes Q gleich 2 cos 9 
+ 2 i sin 9 oder r cos 9 + ri sin 9 wird, also 2(cos 9 + i sin 9) 
oder r(cos 9 + i sin 9). Die Zahl 2 oder r erscheint dem· 
nach mit dem Faktor cos 9 + i sin 9 behaftet, der an­
deutet, daß die absolute Länge 2 oder T in der Richtung 9 
aufgetragen wurde. Nehmen wir im besonderen wieder 
ll = 0°, so wird cos 0°= l,sin 0°= 0 und ausr(cos 9 + i sin 9) 
wird einfach r, das sind die reellen Zahlen. Nehmen wir 
e = 90°, so ist cos 90° = 0, sin 90° = 1, aus r(cos 9 + i sin 9) 

4" 
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wird ri, das sind die »rein imaginären« Zahlen.1) Jeder 
Richtung 6 können wir also einen Faktor cos 6 + i sin 6 zu­
ordnen. Das gilt fO.r alle Quadranten. Ist etwa 180°>6>90°, 
so wird bekanntlich cos e negativ, sin e bleibt positiv, der 
Punkt kommt also in die Gegend der negativen Abszissen 
und positiven Ordinaten, d. i. in den zweiten Quadranten. 
Ist die komplexe Zahl in der Form a + ib gegeben, so 
findet man leicht den zugehörigen Winkel 6 und die Länge r. 
Denn es ist ja aus der geometrischen Darstellung von a + i b 
sofort zu ersehen, daß 

r = +V a2 + b2 , tg e = ~· (6) 

Man nennt r den ))absoluten Wert« der Zahl a + bi und 
bezeichnet ihn auch mit I a + bi I (vgl. S. 12), e heißt das 
>)Argument«. 

Dabei haben wir freilich das "+"-Zeichen, das wir oben 
zwischen a und bi setzten, angewendet und seine Berech­
tigung vorausgesetzt. Gerade dieses "+"-Zeichen gestattet 
eben das Herausstellen des absoluten Faktors r bei jeder 
komplexen Zahl. Wir können das noch etwas deutlicher 
machen. Wenn man schon mit den Zahlenpaaren (a, b) 
rechnen will, so erscheint nichts natürlicher, als die Zahl 
(2 a, 2 b), die dem Punkt mit den doppelten Koordinaten zu­
kommt, als das Doppelte der Zahl (a, b) aufzufassen oder 
aUgemeiner n. (a, b) = (na, nb) 

anzunehmen. Gerade diese Verteilung des n auf die ·beiden 
Glieder des Ausdrucks a, b leitet aber auf das "+"-Zeichen 
hin, denn nur n (a + b) ist gleich na + nb, während n(a · b) 
= (na) • b = a · (nb) und n(a : b) = (na) :bist. Und ir­
gendein Zeichen mussen wir doch zwischen a und b setzen, 
wenn wir mit (a, b) nach den gewöhnlichen Regeln rechnen 
wollen. 

Den Richtungsfaktor i haben wir ja soeben nochmals er­
läutert, aber auch die Anwendung des Höhensatzes auf re­
lative Strecken wird bei kritisch Veranlagten Bedenken er­
regen können. Wir machen deshalb nochmals darauf auf-

1) Den von Gauß (s. S. 57) eingeführten Ausdruck »komplex« 
gebraucht man dann, wenn man a und b ausdrücklich von Null 
verschieden annimmt. 
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merksam; daß es sich hier Oberhaupt nicht um ein »Be­
weisen<< handelt. Wir wollen nur durch geeignete Defini­
tionen, und indem wir Sätze, die frOher for andere Größen 
bewiesen wurden, auch auf die neuen anwenden, diese an 
die alten, längst eingeführten Größen angliedern. Das ge­
schah durch unser Verfahren. Der bloße Richtungsfaktor i 
wurde zu einer »Zahl<<, zu der Zahl, die im Quadrat- 1 er­
gibt. Das aber ist es gerade, was wir auf unserer Zahlen­
geraden nie und nimmer hätten finden können. Unsere 
ganze Darstellung der imaginären Zahlen möchte ja als 
hllbsche, aber zwecklose, Symbolik bezeichnet werden, wenn 
hier nicht der AnknüpfungspUnkt an die reellen Zahlen wäre, 
wenn die imaginären Zahlen nicht in der komplexen Form 
a + bi in hundert und aber hundert Problemen der Algebra 
auftreten worden. 

Wir müssen da ein klein bißchen ausholen. Betrachten 
wir die rationalen Zahlen: positive und negative ganze 
Zahlen, positive und negative gemeine Brüche. Wendet man 
auf diese Zahlen die vier Rechnungsarten des Addierens, 
Subtrahierens, des Multiplizierens und Dividierens an, ganz 
beliebig, aber nicht unendlich oft, so ist das Resultat wieder 
eine rationale Zahl, d. h. es kommt immer wieder eine ganze 
Zahl oder ein Bruch heraus. Die rationale Zahl ist gegen­
Ober diesen vier Rechnungsarten ein abgeschlossener Be­
griff. Man nennt die Gesamtheit aller rationalen Zahlen. 
einen »Zahlkörper«, den ))Körper der rationalen Zahlen«. 
Anders, wenn man auch nur den Begriff der Quadratwurzel 
dazunimmt, dem Körper »adjungiert«, wie man sagt. Jetzt 
erhält man aus allen positiven Rationalzahlen positive und 
negative (vgl. (3) auf S. 46) quadratische lrralionalitäten; 
die Quadratwurzeln aus den negativen Zahlen aber sind 
>>unmöglich«. Wir haben aus der Geschichte gelernt, daß 
wir dieses Wort »unmöglich« besser meiden, wenn wir 
nicht den Fortschritt hemmen wollen. Wie lange Zeit galten 
die negativen Zahlen als »unmöglich«! Noch Descartes­
bezeichnete sie als »falsche« Lösungen einer Gleichung. 
Aus demselben Grunde nannte Des c a rtes die Größen, in 
denen die Quadratwurzel aus einer negativen Zahl auftrat, 
»imaginär«, .d. h. »eingebildet«, »nicht wirklich«. Wir wollen 
aber von unserem heutigen Standpunkt aus betonen, daß 
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die negativen Größen und ebenso die Irrationalzahlen kaum 
minder unwirklich sind. Auch einem gemeinen Bruch mit 
einem 100-stelligen Nenner dürfte doch nur eine sehr be­
schränkte Wirklichkeit zuzuschreiben sein. Und wenn wir gar 
Buchstaben statt der Zahlen setzen, ist die »Zahl a~t, nicht 
ein bloßes Gedankengebilde? 

Führt man nun die Größe i = -v=--1 als neue, imaginäre 
Einheit ein, so läßt sich jede Quadratwurzel aus einer ne­
gativen Zahl durch i in Verbindung mit einer reellen Zahl 
darstellen. Es ist 

V-A·= VA· V-1 = i VA. <7> 
Wo treten nun aber solche Zahlen auf? Das erste Beispiel 
dieser Art wurde von Ca r da n o 1545 gestellt und formal 
richtig aufgelöst, wenn Cardano auch die neuen Größen 
»wahrhaft sophistisch« nannte. Es sollte die Zahl 40 in zwei 
Faktoren gespalten werden, deren Summe 10 sein sollte. 
Sei x der eine Faktor, so ist 10 - x der andere, und man 
hat die quadratische Gleichung für x: 

x (1 0 - x) = 40. (8) 

Hieraus bekommt man nacheinander: 
x 2 - 10x =- 40, (x- 5)2 . =- 15, 

x, = 5 + FT5 (= ·5 + iv'l5),} (9) 
x, = 5--v=-15 (= 5- iv'l5)· 

Zugleich sind x1 und x2 die beiden gesuchten Zahlen, denn 
10- x1 = x2 und 10- x2 = x1• Die Summe x1 + x9 ist also 
gewiß 10. Cardano machte auch die Probe für das Pro­
dukt. Man erhält: 

x1 x2 = (5 + v=t5) (5- -v=-15) l 
= 52 - (Y-15)2 = 25- (- 15) 
=40. 

(10) 

Hier sind junge Leser auf etwas aufmerksam zu machen. 
· (11=15)2 ist laut Definition der Quadratwurzel gleich- 15. 
Man darf hier nicht erst innen quadrieren, also V225 bilden, 
sonst ist der ganze Sachverhalt verwischt. Y 225 könnte 

. jetzt + 15 oder - 15 sein (vgl. (3) S. 46), aber nur letzteres 
ist richtig, da es schon ursprunglieh unter der Wurzel stand. 



Quadratische Oleichungen. 51 

Man kann die Aufgabe auch geometrisch fassen. Ein 
Rechteck von dem Umfang 20 soll den Inhalt 40 haben. 
Die Summe der anstoßenden Seiten ist dann 10. Es ist aber 
klar, daß man mit einem solchen Umfang höchstens ein 
Rechteck (Quadrat) vom Inhalt 25 herstellen kann. Denn 
wenn man 10 in zwei Summanden zerlegt, so bekommt man 
die Reihe der Produkte 1 • 9, 2 • 8, 3 • 7, 4 · 6, 5 ·5, zwischen 
denen naturlieh die Bruchzerlegungen liegen. Die Forderung 
war also unmöglich zu erfüllen. Wir sehen aber gleich, daß 
das nämliche bei jedem Problem eintreten kann, das auf 
eine quadratische Gleichung 

x2 .+ ax + b = 0 (11) 
führt. Denn die Lösung dieser Gleichung ergibt sich, wenn 
wir etwas abkürzen, wie folgt: 

x' + ax + (Ir= (iY- b, 

x+f=±Y(fY -b, 

Xt =- 1- + v ( ~ r- b, 1 
(12) 

X2 = - i -V ( ~ r- b. ~ 
Ist b > ( ~ r, so wird der Ausdruck unter der Wurzel negativ, 
die Wurzel imaginär; man kann die zwei Lösungen dann in 
der komplexen Form schreiben: 

.Xt = - ~ + iy,.---b ---;--:-( ~) 2'· I 
xs=- ~ -iYb-(ff. 

(12*) 

Denn jetzt steht unter der Wurzel das Negative dessen, was 
ursprunglieh darunter stand. 

Zur geometrischen Darstellung der rein imaginären Zahlen 
geben wir noch ein Beispiel, das von dem Österreichischen 
Mathematiker Petzval (1807-91) stammt. Dieser pflegte 
seinen SchUlern folgende Anekdote zu erz:lhlen: "Ich ,traf 
meinen Freund häufig in der Nähe des Bahnhofes B und 
fragte ihn, ob er da wohne. Er antwortete: Gehe ich von 
meinem Haus H aus 1 km in der Richtung der Bahn vor-
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wärts, so komme ich zu einem Wirtshaus W1 mit kühlen 
Bieren; gehe ich von meinem Haus 1 km entgegengesetzt, 
so komme ich zum Wirtshaus W~. Das doppelte Quadrat 
des Abstandes meines Hauses vom Bahnhof ist gleich dem 
Rechteck aus den Abstanden der beiden Wirtshauser von 13." 
Nun machte er den Ansatz folgendermaßen nach Fig. 9.: 
Es sei HW1 = + 1, HW2 =- 1, HB = x, dann ist die 
Gleichung 2x2 = B W2 • B W1 

oder, wenn man die Strecken mit Vorzeichen nimmt: 
2x2 = (x- 1) (x + 1), (13) 
2x2 = x 2 -1, 
x2 = - 1, x = -v=l. 

w. B_:_u W1 

~-----~-----------1 
-1 

Fig. 9. 

,.Ja, rief ich aus", fuhr Petzval dann weiter, "Du wohnst ja 
gar nirgends, dein Abstand vom Bahnhof ist ja imaginär!" 
"0 nein", sprach jener, "ich wohne nur nicht an der Bahn­
linie, Sondern 1 km seitwärts von ihr." Und er zeichnete 
die Figur 10. Wenn man jetzt den Punkten W1 bzw. W2 

w, H wt .. ~~v: t X : 
i . ~ 

: ~ 
~B-------

-1 +1 
Fig.!O. 

die Zahlen + I + x und - 1 + x zuordnet, so ergibt sich in 
der Tat, indem man die Fläche des /::;. B W1 W2 zweimal aus­
drückt, die Gleichung (13), und es ist x = i nach unserer 
Darstellung. Der Witz liegt eben auch hier in der Benutzung 
relativer Abstande, schon bei Figur 9 und noch mehr bei 
Figur 10, wo die Abstande B wl und B Ws gleich X+ 1 
und x - 1 genommen wurden, statt V2, was ihre absolute 
Länge wäre. 

Wenn aber die Imaginären GrOßen nichts anderes leisteten, 
als solche Scherze zu liefern und die Unmöglichkeit von ge-
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stellten Aufgaben anzuzeigen, dann wäre ihr Wert immer 
noch gering. Wir erhielten die imaginären Zahlen, indem 
wir dem Körper der rationalen Zahlen die Quadratwurzel 
adjungierten. Es ist nun die Frage, ob die Adjunktion von 
anderen geraden Wurzeln wieder neuartige Größen er­
fordern würde. Was hätte z. B. die Adjunktion der vierten 
Wurzel ergeben? Es ist 

V-T = vv -1 =i"±I (14) 

Wollen wir 'V+f betrachten! Ist das wieder eine neue 
Größenart oder läßt sie sich in die komplexe Form a + i b 
bringen? Setzen wir probeweise 

Vf =X+ iy. (15) 
Um x und y .allenfalls zu bestimmen, quadrieren wir auf 
beiden Seiten. Es kommt 

· i = x2- y2 + 2ixy. (16) 
Da x und y als reell vorausgesetzt werden müssen, können 
nur die reellen und die imaginären Bestandteile dieser Glei­
chung einzeln links und rechts gleich sein. Das gibt die 
zwei Gleichungen: 

x2 - y! = 0, 2xy = 1. (17) 
Die erste Gleichung kann man in zwei zerlegen: 

(x+y)(x-y)=O, (171) 

d. h. es ist entweder 
y = - x oder y = x. (17~) 

Setzt man dies in die zweite Gleichung ein, so ergibt sich 
das eine Mal - 2x2 = 1; das würde aber ein imaginäres x 
"geben. Das and: :rh:t m: :r. _

1
1, also: 

I I {lS) 
Y1 = y2• Y• = - yz · 

Es wird also Vf- ± 1 + i z- yz. 
Ebenso würde man finden: 

,;-. .,r;- ± 1-i y-z=zyz= --. Y2 

(19) 

(20) 

V- 1 ist also selbst wieder eine komplexe Zahl. Denn der 
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1 ±i l 
Ausdruc~ Yf hat die Form a + ib, mit a = V2 und 

b = ± yz' Für höhere gerade Wurzeln aus negativen Zahlen 

gilt dasselbe. Ungerade Wurzeln kommen nicht in Betracht, 
da aus ihnen das Minuszeichen heraustritt. 

Was ist nun aber das Ergebnis, wenn man die komplexen 
Zahlen den vier bUrgerliehen Rechnungsarten unterwirft? 
Führt nicht am Ende das zu neuen Größen? Nehmen wir 
die Addition. Es seien a + i b und a' + i b' zwei beliebige 
komplexe Zahlen. Dann ist 

(a + ib) + (a' + ib') = (a + a') + i(b + b'), (21) 
d. i. wieder eine komplexe Zahl. Für die Subtraktion gilt 
offenbar dasselbe. Wir multiplizieren zwei komplexe Zahlen: 

(a + ib) (a' + ib') = aa' + i(a'b +ab')+ i2 bb' (22) 
= (aa'- bb') + i(a'b +ab'), 

wieder eine komplexe Zahl. Fnr die Potenzierung gilt das 
nämliche, da diese nur in einer fortgesetzten Multiplikation 
besteht. Der Quotient a + i b 

a· +ib' (23) 

kann folgendermaßen behandelt werden: Man schafft das i 
aus dem Nenner fort, indem man Zähler und Nenner mit 
a'- ib' multipliziert. Das ergibt: 

a + ib (aa' + bb') + i(a'b- ab') 
a'+ib'= a' 1 +b'1 ' 

(24) 

denn (a' + ib') (a'- ib') = a'~- i2b'2 = a'2 + b'~. (24*) 
Der Ausdruck auf der rechten Seite von (24) ist aber wieder 
eine komplexe Zahl. Es würde sich jetzt um das Radizieren 
handeln. Nun haben wir gerade gezeigt, daß yi eine kom­
plexe Zahl ist. Genau so kann man es für V a + i b beweisen. 
Wir wollen dazu den Leser aneifern, es aber hier nicht aus­
führen, da der Satz auch für höhere Wurzeln gilt, der Be­
weis aber doch nicht durchweg auf die nämliche Weise ge­
leistet werden kann. Daß auch die Logarithmen komplexer 
Zahlen wieder auf komplexe Zahlen fOhren, können wir hier 
nicht beweisen. Aber das ist nicht alles; auch die trigono­
metrischen Funktionen komplexer Zahlen sind selbst komplex, 
und die Potenzierung mit komplexem Exponenten führt wie-
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der auf komplexe Zahlen. Das bewiesen d' Alembert und 
Euter (s. S. 57) um die Mitte des 18. Jahrhunderts. Somit 
bilden die komplexen Zahlen den Schlußstein im arithme­
tischen Gebäude. Man kommt nicht über sie hinaus, wenn 
man die gewöhnlichen Rechenregeln auf sie in beliebiger 
Weise anwendet. Das ist ihre hohe Bedeutung. 

Trotzdem hat sich der menschliche Geist bei diesen Zahlen 
nicht beruhigt. Auch der Leser hat vielleicht schon daran 
gedacht, daß es ebenso unkonsequent sei, bei den Zahlen 
der Ebene stehen zu bleiben, wie wir es als Mangel hin­
stellten, sich auf die Zahlen der Geraden zu beschränken. 
Dies ist richtig, aber doch nicht ganz analog. Denn mit den 
Zahlen der Geraden allein, den reellen Zahlen, kann man 
nicht einmal jede quadratische Gleichung auflösen, während, 
wie wir eben zum Teil bewiesen, zum Teil berichteten, die 
gewöhnlichen Rechenoperationen· über die komplexen Zahlen 
nicht hinausführen. Es ist aber gewiß berechtigt, auch den 
Punkten des Raumes Zahlen zuzuweisen, Zahlentripel 

(a, b, c) = a + bi + cj; 
aber die Definitionen, die hier nötig sind, um ein Rechnen 
mit solchen Zahlen überhaupt zu ermöglichen, stoßen auf 
große Unbequemlichkeiten. Besser zu handhaben sind ge· 
wisse Zahlenquadrupel 

(a, b, c, d) = a + bi + cj + dk, 
die man »Quaternionen'« nennt. Aber auch bei den Quater· 
nionen, die 1843 von Hamilton eingeführt wurden, gilt 
z. B. schon der Satz nicht mehr, daß die zwei Faktoren eines 
Produkts vertauschbar sind. Sie scheiden also aus der ge­
wöhnlichen Arithmetik aus. 

Wir wollen nun noch einen raschen Blick auf die histo­
rische Entwicklung der Lehre vom Imaginären werfen. Ob 
die Griechen an Quadratwurzeln aus negativen Zahlen über­
haupt dachten, ist ungewiß. Irrationale Gleichungslösungen 
wurden von dem Praktiker Heron öfters benutzt, von dem 
Theoretiker Diophant meist abgelehnt. Das deutliche Be· 
wußtsein der »Unmöglichkeit« einer Quadratwurzel aus einer 
negativen Zahl spricht zuerst der Inder Bhaskara aus; 
aber schon bei dem Araber Alchwarasmi (S. 21) findet 
sich die Bedingung (~) 2 - b > 0 für die quadratische Glei-
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chung (11). Nach Cardano (S. 50) war Bombelli der 
erste, der in seiner Algebra von ~572 Rechnungsregeln 
auf komplexe Größen folgerichtig und geschickt anwendete. 
Ja er gab sogar schon ein Beispiel für den besonderen 
Fall der Gleichung dritten Grades, wo diese 3 reelle Lö­
sungen hat, die ·aber in der sogenannten cardanischen 
Formel in imaginärer Form erscheinen, indem er eine dieser 
Lösungen durch Wurzelziehen in reelle Form brachte. Dieser 
merkwürdige Fall zwang die Mathematiker, sich immer 
wieder mit solchen imaginären Ausdrücken zu beschäftigen. 

In der weiteren Entwicklung spielte der Satz, daß jede 
Gleichung nten Grades n Lösung~n hat, eine gewisse Rolle. 
Wir sagten schon S. 9, daß Girard diesen Satz 1629 aus­
gesprochen habe. Er mußte aber dazu auch ·alle negativen 
und imaginären Wurzeln mitzählen. Die Frage nach den 
Lösungen einer Gleichung ist gleichbedeutend mit der Frage 
nach der Anzahl der linearen Faktoren eines Ausdruckes vom 
nten Grade. Der Leser, dem diese Wahrheit nicht geläufig 
ist, sehe einmal Gleichung ( 11) an, deren Lösungen x1 , x, 
sind. Man kann dort ohne weiteres 
x2 + ax + b = (x - x1) (x - x2) · l 

=(x+f-V(f)'-b) (x+f+V(iY-b) <25> 

setzen, wovon man sich durch Ausmultiplizieren überzeugt. 
Diese Tatsache, auf die wir uns nicht näher einlassen können, 
geht übrigens aus der S. 51 gegebenen Ableitung der Lö• 
sung unmittelbar hervor. Die Zerlegung 

x2 - a2 = (x + a) (x - a) (25*) 
ist _nur ein besonderer Fall davon. Die imaginären GrÖßen 
gestattep nun aber (vgl. 24") auch die Zerlegung 

x3 + a9 = (x + ai) (x - ai). (26) 
Dem großen Leibniz (1646-1716) gelang dann 1702 auch 
die Zerlegung von x' + a4• Setzen wir 

x' + a' = x'- {- a4) } 
= (x2 + a'i} (x'- asi), (27) 

so erhalten wir durch nochmalige Anwendung desselben 
Verfahrens das Leibnizsche Resultat: 
x' + a'-:- (x + a rVi)(x- a rVi )(x + a Vi)(x- a Vi), (28) 
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was wir freilich heute mittels der Formeln (19) und (20) in 
eine von den Wurzeln aus i befreite Form bringen worden. 
Diese wird besonders einfach, wenn man a = Jl2setzt, also 
x4 + 4 zerlegt. Wir geben das Resultat dem Leser an, da­
mit er es sich selbst ableite: 
x4 + 4 = (x + 1 - i) (x - 1 + i) (x + 1 + i) (x- 1 - z). (29) 
Gleichwohl hatten diese imaginären Zahlen, deren Nutzen 
immer mehr hervortrat, sogar für die größten Geister, wie 
Leibniz, etwas Unbegreifliches, ja Mystisches.1) Leibniz 
sprach von ihnen als einer "eleganten und wunderbaren 
Zuflucht des göttlichen Geistes, amphibienähnlichen Größen 
zwischen dem Seienden und nicht Seienden". Das hinderte 
nicht, daß man die fnr unmöglich gehaltenen Größen in allen 
Rechnungen, wo sie vorkamen, wie wirkliche behandelte. 
Die Scheu verminderte sich im 18. Jahrh. immer mehr, und 
das ln~eresse für Sie belebte sich, besonders durch die 
wunderbaren Beziehungen, die Joh.' Bernoulli (1667 bis 
1748), Cotes (1682-1716) und de Moivre (1667-1754), 
sowie Euler (1707-83) durch Vermittelung von i in der 
höheren Analysis in der ersten Hälfte des 18. Jahrh. auf­
stellten, die aber leider außerhalb des Rahmens unseres 
Büchleins liegen. 

Doch hingen alle diese schönen Dinge mehr oder weniger 
in der Luft, solange nicht durch die geometrische Darstel­
lung, die (nach unbeachtet gebliebenen, richtigen Ans!ltzen 
von Wallis, 1685) schon Wessei 1797, Argand 1806 
fand, die aber erst von 1831 an durch Gauß (1777-1855) 
sich einbürgerte, die Zuordnung der imaginären Größen zu 
wirklichen Dingen, zu den Punkten der Ebene, und die 
Möglichkeit einer geometrischen Darstellung des Rechnens 
mit ihnen festgestellt war, bevor nicht Hamillon (1837) 
das Rechnen mit Zahlenpaaren systematisch begrundet 
hatte. Auch die Idee der Erweiterung des Zahlbegriffes, 
die wir in dem ganzen Büchlein in den Vordergrund 
stellten, tritt geklärt erst im 19. Jahrhundert auf. Sie 
würde zur formaJlogisch korrekten Einfllhrung der imagi­
nären Größen völlig genügt haben. Aber erst Martin 

1) Vgl. hierüber einen Aufsatz von G. Loria (Scientia 21, 1917, 
s. 101-121). 



58 § 5. Die imaginären Zahlen. 

Ohm sagt 1828 im ersten Bande seines seinerzeit weit ver­
breiteten Versuchs eines vollständig konsequenten Systems 
der Mathematik, man mlisse, wie die negativen Zahlen, so 
auch das Symbol V=! als »neues Ding« den reellen Zahlen 
hinzufügen. Der Grundsatz, daß neu eingeführte Zahlen durch­
weg den froher aufgestellten Rechengesetzen genugen müssen 
(vgl. S. 45} wurde in bestimmter und allgemeiner Weise i. J. 
1867 von H. Hanke! ausgesprochen. 

Welch große Rolle die imaginären Zahlen im 19. Jahrh. 
gespielt haben, können wir hier auch nicht annähernd klar 
machen. Wir konnten auch mit keinem Worte auf die merk­
würdige Hilfe, die durch sie der analytischen Geometrie und 
der theoretischen Physik zuteil wurde, hinweisen. Viel­
leicht hat aber unsere Darstellung doch ausgereicht, dem 
Leser den Ausspruch Whewells, des großen Geschieht­
schreibers der induktiven Naturwissenschaften, verständlich 
zu machen, nach welchem "das Wesen der Triumphe der 
Wissenschaft und ihres Fortschritts darin besteht, daß wir 
veranlaßt werden, Ansichten, die unsere Vorfahren fUr un­
begreiflich hielten und unfähig waren zu begreifen, fur 
evident und fur notwendig zu halten." 

WEITERFÜHRENDE LITERATUR. 

Zum weiteren theoretischen Studium empfehlen wir das für 
Studierende und Lehrer bestimmte Buch: 
C. Färber, Arithmetik, Leipzig, B. G. Teubner, 1911. 

Eine sehr gute historische Darstellung haben wir in 
J. Tropfke, Geschicltle der Elementar-Mathematik, 2. Auf!., 7Bde., 
Berlin 1921;24, (Bd. 1-lll). 

Für die in der neuesten Zeit bezüglich der Geschichte der in­
dischen Mathematik gemachten Fortschritte vergleiche man 
G. R. Ka ye, Indian Mat~em~tics, Calcutta & Simla, Thacker, Spink 
& Co., 1915, wo auch dte Literatur angegeben ist. 
Fü~ die neueren historischen Ergebnisse überhaupt ist auf die 

14 Bände (1900-1914) der 3. Folge der Zeitschrift Bibliotheca 
mathemat_ica" (Lei~zig, B. ~· Teubner, Herausgeber G. E'~ es trö m t) 
z~ ve:weiser.. Settdem. fmdet man Referate über die wichtigsten 
histonschen Arbeiten m den "Mitteilungen zur Geschichte der 
Medizin und der Naturwissenschaften". 
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Die sieben Rechnungsarten mit allgemeinen Zahlen. Von Ober­
studiendirektor Prof Dr. H. fVie!eitner in München. 2., durchges. Aufl. [IV 
u. 55 S.l 8. I92o. (Math.-Phys. Bibi. Bd. 7-) Kart. .7/.Jt 1.20 

"' .. Die Darstellung ist ansftihrlich, klar und wohl disponiert, besonders wertvoll durch 
den deutlichen Hinweis auf gewohnheitsmäßige Irrtümer und mißverständliche Auffassungen. 
Sehr schätzenswert ist die Beigabe verläßlicher historischer Bemerkungen." (D. Philol.-Blatt.) 

Riesen und Zwerge im Zahlenreich. Plaudereien für kleine und 
große Freunde der Rechenkunst Von Oberstud.-Dir. Dr. W. Lietzmann in 
Göttingen. 2., durchges. u. verm. Aufl. Mit IS Fig. i. T. [IVu. 58 S.] 8. I 918. 
(Math.-Phys. Bibl. Bd. 25.) Kart. .7/J{ 1.20 

"Ob es sich ums Zählen und um Zahlsysteme, um astronomische, physikalische oder prak­
tische Fragen handelt, ob von Schach, Kriegsentschädigung, Molekülen) Geschoßphotographien, 
Spaltpilzen usw. die Rede ist, immer herrscht eine federnde Leichtigkeit in der Darlegung 
wie im Stil." (Frankfurter Zeitung.) 

Ziffern und Ziffernsysteme. Von Ministerialrat Prof. Dr. E. Löffler, 
Stuttgart. I. Teil: Die Zahlzeichen der alten Kulturvölker. Mit zahlr. Abb. 
3.Aufl. [In Vorb. 1927.]!!. Teil: DieZahlzeichenimMittelalterundinderNeuzeit. 
[6oS. m. Abb.] 8. I919. (Math.-Phys. Bibi. Bd. I u. 34.) Kart. je .7/J{ 1.20 

,.Der Verfasser hat es trefflich verstanden, de-n reichen, vielverzweigten Stoff in einer 
Form darzubieten, die den Leser durch ein klares Herausstellen der Hauptgesichtspunkte, .der 
wichtigsten Zusammenhänge fesselt und interessiert. Die beiden Händchen bieten nicht bloß 
dem Mathematiker, sondern jedem Gebildeten, der sich für kulturhistorische Fragen interessiert, 
eine Fülle wertvoller Anregungen und Bereicherungen." 

(Korrespondenzblatt für die höheren Schulen Württembergs.) 

Überblick über die Geschichte der Elementarmathematik. Von 
Oberstudiendir. Dr. W. Lietzmann, Göttingen. Mit 39 Abb. [VI u. 68 S.] 8. 
1926. (1. Ergänzungsh. zu Lietzmann, Mathem. Unterrichtsw.) Kart . .'ll.J{ 1.80 

Das Heft enthält eine knappe Darstellung der Entwicklung der Elementarmathematik im 
Rahmen der Kulturgeschichte, eine nach Sachgebieten geordnete Behandlung der Einzel· 
problerne und ein kleines Mathematikerverzeichnis. 

Beispiele zur Geschichte der Mathematik. Ein mathematisch-histo­
risches Lesebuch. Von Oberstudienrat Prof. Dr. A. Witting, Dresden und 
Oberstudienrat Dr. M. Gebhm·dt, Dresden. Mit I Titelbild und 28 Figuren. 
2., vcrb.Aufl. [VIII u. 62S.] kl. 8. 1923. (Math.-Phys. Bibl. Bd. I 5.) Kart . .7/.JC r .20 

Das zum Selbststudium wie auch zur Verwendung in der Schule geeignete Büchlein 
bringt Proben aus mathematischen Originalwerken des Zeitraumes von etwa 1000 bis I6oo 
v. Chr, unter Ausschaltung der Gleichungen 3tfm und 4ten Grades und unter Vermeidung 
der Infinitesimalrechnung. 

Das Delische Problem. (Die Verdoppelung des Würfels.) Von Dr. 
A. Herrmann in Cöthen (Anhalt). Mit 32 Fig. [58 S.] 8. I927. (Math.-Phys. 
Bibi. Bd. 68.) Kart. .1l.Jt 1.20 

Nach einer geschichtlichen Einleitung führt das Bändeben in leichtfaßlicher, reizvoller 
Darstellung über die lehrreichen algebraischen und geometrischen Grundlagen des Problems 
zu dem Beweise seiner Unlösbarkeit (bei alleiniger Anwendung von Zirkel und Lineal). Dabei 
ergehen sich Streiflichter auf die algebraische Behandlung geometrischer Fragen sowie Aus­
blicke auf Siebenteilung und Quadratur des Kreises. 

Das Wissenschaftsideal der Mathematiker. Von Prof. P. Boutroux. 
Übersetzt von Dr. H. Pollaczek in Berlin-Wilmersdorf. [ca. IV u. 256 S.] 8. 
(Wissenschaft und Hypothese, Bd. 28.) 1927. Geb . . 1Ut I I.-

In seinem \Verkc, das in deutscher Überetzung zum ersten 11ale von H. Pollaczek heraus­
gegeben wird, zeigt Boutroux allg-emeinverständlic:h an Hand der Geschichte der '1Iathematik, 
welches die leitenden Ideen der Mathematiker aller Zeiten in ihrer wissenschaftlichen 
Forschung sind. 

Verlag von B. G. Teubner in Leipzig und Berlin 
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Aus Uatur unb ffieiftesmelt 
Sammlung roiffenfd)aftlid) • gemeinverftänblid)er Darfteilungen 

Jeber Banb gebunben .7l.Jt 2.-

Jur matgematil fino bisger erfcgienen: 
naturtulflenflf)aften, mat~ematik unb mebl31n Im klafflflf)en 1\ltertum. Don Prof. Dr. 
J. !:. li e I b er g. 2. flufl. mit 2 Siguren. (Bb. 370.) 
a>infül)rung in Me matl)emattk. Don Stubienrat W. menbelsfo~n. ffilt 42 Sig, t. tr.(Bb.503.) 
flritl)mettk unb fllgebra 3um Selbftunterrtlf)t. Don <liel). Stubienrat Prof. p, C!rant. 
I. trefl: Die Red)nunqsarten. <lileflf)ungen erften ilirabes mit einer unb mel)reren Unbelannten. 
<liletcl)ungen 3Weiten <lirabes. 8. flufl. mtt 9 Sig. im trert. (13b.l20.) II. treil: <lileld)ungen. 
flrltl)metffcl)e unb geometrifd)e Reil)en. 3infes31ns• unb Rentenred)nung. Komple!'e 3ai}Ien. Bino• 
mi[cl)er Cel)rfat. 6. flufl mtt 21 t!e!'lflguren. (8b. 205.) 
!:el)rbudt ber ltf,lf)ennorteile. Sd)neUrecl)nen unb Red)en!unft. Don Jng. Dr. J. BoI fo. 2. ilufl. 
ffilt 3ai}Ireilf)en Ubungsbeifp!elen. IBb. 739.) 
llilufmännlfdtes lledtnen 3um Selbftunterrldtt Don Stubienrat K. Dröll. (Bö. 724.) 
<liravl)lfcl)es llelf)nen. Don prof. ()), p rölfi. ffiit 164 Sig. i. tre!'t. (Bb. 708.) 
Pie gtavl)lld}e DarjteUung, lEine allgemelnner[tiinblid)e, burd) 3al)lrefd)e Bdfp!ele aus allen 
<liebieten ber tllfi[enfcl)aft unb praris erläuterte tfinfül)rung in ben Sinn unb ben <liebraud) ber 
ffietl)obe. Don fiofrat Prof. Dr. 5. iluerb ad!. 3. llufl. mit3al)lr.Sig. Ltr. [Jn Oorb.l927.] (Bb. 437.; 
praktlfc!te matl!emattk. Don proj. Dr. R. neuenborff. 
I. lle i I: airapl). Darftellungen. Derlür3t. Rec!tnen. Pas Red)n. m. !Lobelien. medJ, ReciJenl)llfsmittel. 
Kaufm. Rec!tnen im täglidJen Ceben. tllal}rid!einlidJ!eitsrec!tnung. 3. ilufl. mtt 29 Sig.lm trer 
unb I l!afel. (13b. 341.) 
ll.lle I I: <lieom. 3etd)nen. Projeftionsleqre, Släcl)enmelfung, Körpermeflung. mtt 133 Sig. (Bb. 526 
mafle unb melfen. Don Dr. tll. B to <f. mtt 3~ !lbbtlbungen. (llb. 385.) 
Dektoranalttfls. Don prtoatbo3ent Dr. m, Krafft. [Jn Dorb.l92?,.] (Bb. 677.) 
a>infüf!rung in bie Jnjlnlteflmalredtnung einer mit ~ijtor. Uberjicl)t. Don Prof, Dr. 
ai. Komalemsff. 3., nerb.ilufl. mtt 18 Sig. (llb. 197.) 
Pifferentlalredlnung unter Berütf[!cl)tfgung ber pra!t. !lnw. in ber ll:ed)nif, mlt3a~Ir. Belfp. u. ilufg. 
nerje~en. Don StubienratprioatboJ. Dr. m.l:tnbom. 4.ilufl. mit505ig. t.tr.u.l61 !lufg, (Bb.387.) 
Jntegralre<ftnung unter Berüdjid)t!gung b.pralt. !lnm. in b.U:ecfJnif, mltJa~lr.Bei[plelen u.flufgaben 
ner[el!en. Don Stubienrat prtuatboJ. Dr. m.l: t n b o m. 3. ilufl. mit 43 5tg. L tr. u. 200 !lufg. (Bb. 673. 
Pifferentialgleldlungen unter Berüdfidjtigung ber praftlfdJen anmenbung in ber U:ed)ni! mit 
30l)lr. 13eifpielen unb flutgaben oerle~en. Don Stubienrat Prtoatbo3. Dr. m. Ci n b o m. mit 38 Sig. 
im lle!'l unb 160 aufgaben. (Bb. 589.) 
flusgleldtungsredlnung naclt ber metl!obe ber kleinjten Qluabrate. Don 6iel!. Reg. Rat 
Prof. 1!'. liegeman n. mit II Siguren Im U:e0t. (Bb. 609.) 
Planimetrie 3um Se!bjtuntmidlt. Don Cliel). Stubienrat Prof. P. <l:r an b· 3. flujl. mtt 94Sig. 
(Bb. 340.) 
a>bene llrlgonometrle 3um Selb{tunterrldtt. Don Cliel). Stubienrat Prof. p. C!rant. 4.ilujl. 
mit 50 Sig. tm u:e,t. (13o. 431.) 
Spl!örlfdle lirlgonometrie 3um Selbjtunterridlt. Don <liel). Stubtenrat Prof. p, C! r an t· mit 
27 Slg. (Bb. 605.) 
flnaltttl!<fte <lieometrie ber tfbene 3um Selbjtunterrlcl)t. Don aiel!. Stuotenrat Prof. p. <l:ra n 
4. !lufl., burd!ge[. non Stub.·Rat Dr. m.lja uptmann. mtt 55 Siguren Im t!e!'!. (13b. 50 
(!lnfül!rung in bie bar[teUenbe Clieometrie. Don prof. p. B. 51fd]er. mtt 59 Slg. (Bb 54 
Clieometr!fdles 3ellf)nen. Don3eld)enl.ft.S dJ u b efs IQ. mit 172!1bb. im ll:e!'tll. a.t2liaf. (Bb. 562 
Projektionslef!re. Die red)tm!n!el!ge paraHeh>roje!tion unb ll)re !lnmenbung auf bie ParfteUun 
ted!nild!er aieb!löe <eblt flnl). über bte fdJ!efmin!elfge Parallelproje!tion, in fur3er Ieid)tfafjl. Dar[t. f. 
Selbjtunterr. u. Sd)ulgebrau<f!. Don 3ellf)en!. fi.S dJ u b e fs !q. 2. !lufl. mit 165 Sig. i. U:e!'t. (Bb.564.) 
Clirunb3üge ber perfpekt!oe neb[t flnmenbungen. Don iliel). Reg.·Rat Prof. Dr. K. Doel)le• 
man n. 2., uerb. iluftage. mtt 91 Siguren unb II !lbbilbungen. (llb. 510.) 
P l!otogrammetrie. Don Dr.•Jng. fi. c ü f cl) er. mtt 78 Sig. tm t!e!'t u. a. 2 llafdn. (Bb. 612.) 
matl!ematiidte Spiele. Don Dr. w. fll) r ens. 4., nerb. auf(. mit 1 tritelbilb u. 78 S!g. (Bb.t70.) 
Das Sd)ad[[pie! unb feine jtrateg!fdten prin3il'len. Don Dr. m.Cang e. 4. fluj{. mtt I Sd)ad! 
brettajcl uno 43 Diagrammen. (Bb. 281.) 
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Fortsetzung der 2. Umschlagseite 
Darstellende Geometrie des Oellndea and verwandte Anwendungen der Methode der 

kotierten Projektionen. Von R. Rot h e. 2., verh. Aufl. (B1. 35/36.) 
Karte und Kroki. Von H. Wo 111. (Bd. 27.) 
Ko111truktlonen in begrenzter Ebene. Von P. Zllhlke. (Bd.ll.) 
Einlabrang in die projektive Geometrie. Von M. Zacharias. 2. Aull. (Bd. 6.) 
Funktionen, Schaubilder, Funktlonstaleln. Von A. Witli ng. (Bd. 48.) 
Etntahrung in die Nomographie. Von P. Luckey. 2.Aull. I. Die Punktionsleiter. (Bd. 28.) 

11. Praktische Anleitung zum Entwerfen graphischer Rechentafeln. (Bd. 59/60.} 
Theorie und Praxis des logarithmischen Rechenstabes. Von A. Rohr b er g. 3.Aull. (Bd. 23.) 
Mathematische Instrumente. Von W, Zabel. I. Hilfsmittel und Instrumente znm 

Rechnen. II. Hilfsmittel und Instrumente zum Zeichnen. (In Vorb. 1927.1 
Die Anlertlgung mathemallseher Modelle. (POr Schiller mittlerer Klassen.) Von K. 0 i e beI. 

2. Aull. (Bd. 16.) 
Mathematik und Logik. Von H. Behmann. (Bd. 71.) 
Mathematik und Biplogic. Von M. Schips. (Bd. 42.) 
Die mathemallachen und physikallseben Grundlagen der Musik. Von J. P e I e ra. (Bd. 65.) 
Mathematik und Malerei. 2 BAnde in 1 Band. Von 0. Wo 111. 2. Aufl. (Bd. 20/21.) 
Elementaqnathemallk und Technik. Eine Sammlung elementarmathematischer Aal-

gaben mit Beziehungen zur Technik. Von R. Rothe. (Bd. 54.) 
Flnanz·Mathematik.(Zinseszinsen-, Anleihe-und Kursrechnung.) Von K. Herold. (Bd.56.) 
Dte mathematischen Grundlagen der Lebensveraleherung. Von H. Schatze. (Bd. 46.) 
Riesen und Zwerge Im Zahlenrelche. Von W. Lielzmann. 2. AuiL (Bd. 25.) 
Geheimnisse der RechenkDnsder. Von Ph. Maennchen. 3 •. ~ull. (Bd 13.) 
Wo steckt der Fehler? Von W. Lietzmann und V. Tri er. 3. Aull. (Bd. 52.) 
Trugscblßase. Oeaammell TOn W. Lielzmann. 3. Auß. (Bd. 53.) 
Die Quadratur dea Kreisea. Von B. Beutel. 2. Aull. (B~. 12.) 
DuOeilsehe Pr11blem (Die Verdoppelung des Wßrfcls). Von A.Herrmann. (Bd. 68.) 
Mathematiker-Anekdoten. Von W.Ahrens. 2. Aull. (Bd. 18.) 
Scherzaufgaben und Probleme. Von J. Preuß. [In Vorb. 1927.J 
Die Fallgesetze. Von H. E. Timerding. 2. Aull. (Bd. 5.) 
Kretsel. Von M. Winkelmann. Iln Vorb. 1927.1 
Perpetuum mobile. Von P. Bartels. lln Vorb. 1927.1 
Atom· und Quantentheorie. Von P. Kirchberaer. I. Atomtheorie. II. Quanten-

theorie. (Bd. 44 u. 4ö.) 
lonenthcorle. Von P. Brauer. (Bd. 38.) 
Das Relativtttltsprinzip. Leichtfaßlich entwickelt von A. Angersbach. (ßd. 39.) 
Drahtlose Telegraphie und Telephonle ln Ihren phylikallschen Grundlagen. Von 

W. II b e rg. (Bd. 62.) 
Optik. Von E. Oonther. lln Vorb.1927.1 
Drehtsieb die Erde? Von W. Brunner. 2. Auß. JU. d. Pr.1927.1 (Bd.17.) 
Die Grundlagen unserer Zeilre~hnung. Von A. Barneck. (Bd. 29.) 
Mathematische Himmelskunde. Von 0. Knopf. (Bd. 63.) 
Mathem.StreilzOge durchdleOesehicbtederAstronomie, Von P. Kirchberger. (Bd.40.) 
Theorie der Planetenbewegung. Von P. Meth, 2., umaearb. Aaß. · (Bd. 8,) 
Beobachtungdes Himmels mtt einlaehea Instrumenten, Von Pr. Rusch. 2. Auß. (Bd.l4.) 
Grundzage der Meteorologie. Von w. KOnig. (Bd. 70.) 
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