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AUS DEM VORWORT ZUR ERSTEN AUFLAGE.

Im vorliegenden Bandchen wird versucht, die Entwick-
lung des Zahlbegriffs von der absoluten ganzen Zahl an bis
zu den gewdhnlichen komplexen Zahlen zu schildern. Damit
lauft parallel eine Darstellung der historischen Entwicklung.
Es wurde hier besondere Sorgfalt darauf verwendet, alle
Angaben auf den Stand der heutigen Forschung zu bringen.
Fur die hierbei geleistete wesentliche Hilfe sagt der Verfas-
ser Herrn G. Enestrom (Stockholm) herzlichen Dank.

Pirmasens, im Juli 1911.

VORWORT ZUR ZWEITEN AUFLACE.

Von kleinen Verbesserungen abgesehen, wurde versuchf,
durch Weglassung unwichtigerer Stellen den heutigen Papier-
verhaltnissen entsprechend etwas Raum zu sparen. Das
Bandchen wird durch Bd. 7 der Sammlung: Die sieben
Rechnungsarten, auch in den historischen Bemerkungen
erganzt,

Speyer, im Mirz 1918.

VORWORT ZUR DRITTEN AUFLAGE.

In dieser Auflage wurden nur einige kleine Verbesserungen
angebracht.

Mtanchen, im Mai 1927.
H. WIELEITNER.
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§ 1. DIE NATORLICHEN ZAHLEN UND DIE NULL.

Im Jahre 1894 verdffentlichte der Forschungsreisende
K. von den Steinen ein Buch ,Unfer den Naturvélkern
Zentralbrasiliens". Aus diesem erfuhr man, dafl am Xingu,
einem Nebenflusse des Amazonenstroms, ein Volksstamm
wohnt, die Bakairi, denen die tiber 6 liegenden Zahlen schon
zu grofl erscheinen. Sie fahren sich in die Haare, um etwas
nicht mehr Zihlbares anzudeuten. Wir andern sind durch
die Billionen der Inflationszeit verwdhnt und denken kaum
daran, daB auch jeder von uns einmal auf diesem bakairi-
schen Standpunkte sich befand.

Die allerelementarsten Bedarfnisse des taglichen Lebens
missen ja den Menschen schon auf der niedrigsten Stufe
seiner Entwicklung mit zwingender Gewalt veranlassen zu
zahlen. Daf} diese Zahlung zu allermieist urspringlich eine
Zuordnung der gezshlien Gegenstinde zu den Fingern der
Hinde war, ist nachgewiesen, und schon Aristoteles
(384—322 v. Chr.) hob diesen Ursprung des dekadischen
oder Zehnersystems hervor. Es ist ja offenbar, dal das ein-
fache Fortzahlen unter Bildung von lauter neuen, unabhin-
gigen Zahlwortern bald daran seine Grenze fande, dal man
jede Ubersicht verlore, sowohl nber die Zahlworter als auch
tiber die abgezdhlte Menge. Infolgedessen haben alle Vol-
ker Einschnitte in die Zahlenreihe gemacht, die einen schon
bei 3, 4 oder 5, die Mehrzahl bei 10, einige bei 20 und 60. Die
Eingeborenen der Stdseeinseln benutzen beim Zahlen Stein-
chen. Sind 10 Steinchen beisammen, so legen sie ein kleines
Stitckchen von einem Kokosnufistiel beiseite; zehn solcher
Sttickchen werden durch ein grofieres Stiick eines ebensol-
chen Stiels ersetzt. Wir tun nichts wesentlich anderes, wenn
wir an unsere Eins Nullen anhingen. Trotzdem liegt darin
ein ungeheurer Fortschritt, da unser System uns gestattet,
beliebig grofie Zahlen darzustellen.



2 § 1. Die natdrlichen Zahlen und die Null.

Wir gehen auf die Schreibung der Zahlen mit Ziffern hier
nicht niher ein, da Herr Loffler hiertiber eigene Bénd-
chen in dieser Sammiung herausgegeben hat.') So erwihnen
wir nur, daB8 unsere Zahlenschreibung zuerst bei den Indern
auftritt. Ob freilich diese selbst die Erfinder waren, wird
neuestens stark bezweifelt. Arabisch nennt man die Ziffern
deshalb, weil wir sie etwa im zehnten Jahrhundert n. Chr.
von den Arabern f{ibernahmen, die sie vielleicht selbst
von den Indern erlernt hatten. Unser System ist ein »Posi-
tionssystem«, d. h. ein System, wo jede Zifier durch ihre
Stellung den jeweiligen Wert angewiesen erhalt. Im Gegen-
satze dazu betrachte man nur das romische Ziffernsystem,
das die Zahlen im allgemeinen additiv aufbaut. Bei den In-
dern hatte jede Zehnerstufe einen eigenen Namen. In dem
alten Nationalepos Mahabharata kommen solche bis 10'? vor.
Man kennt aber aus einer anderen, leider nicht datierbaren
Dichtung Bildungen bis zu 10%%, die zu einem System zusam-
mengefat noch finf bis sechs ebensolche Systeme tiiber
sich haben. Nach dem Mahabharata gab es 24-10'° Gétter,
und Buddha sollte 600000 Millionen Sohne gehabt haben.
Ein indisches Volksmarchen erzahlt aber von einer Affen-
schlacht, an der 10*° Afien teilgenommen haben sollen. Von
einer solchen Zahl macht man sich wberhaupt keine Vor-
stellung. Aber H. Schubert hat in seinen Mathemati-
schen Mufestunden®) schiizungsweise ausgerechnet, daf}
diese Affen in einer Kugel, die unser ganzes Planetensystem
bis zum Neptun umschlieBen wiirde, so eng man sie auch
nebeneinander setzte, nicht Platz hatten.

Einenrein wissenschaftlichen Zweck verfolgteArchimedes
(287—212v. Chr)), der gleichfalls versuchte, méglichst groe
Zahlen auszudriicken. In einer Schrift, die Psammites, »Sand-
rechnung, heifit, zeigte er, dal es unrichtig sei anzunehmen,
die Menge des Sandes sei unendlich grofl oder wenigstens
nicht aussprechbar. Ja er wagte zu behaupten, dafl er auch
die Menge des Sandes, die die ganze Weltkugel bis zu den

1) E.Lotfler, Ziffern und Ziffernsysteme. Band 1 und Band 34
dieser Sammlung.

2) GroBe Ausgabe 3 Bde. 3. Aufl, Leipzig, 1907/09; kleine
Ausgabe 1 Bd.,, 4. Aufl., Berlin 1924.
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Fixsternen ausfullen wiirde, angeben und das Zahlensystem
beliebig fortsetzen kdnne. Zu dem Zwecke baute er sich ein
eigenartiges Positionssystem mit 10® als Einheit aus und die
Zahl, zu der er gelangt, ist, wenn wir von ein paar Nullen
absehen, 10%-10°-10° hatte folglich 8- 10' Nullen.?)

Im Abendlande dauerte es lange, bis man dazu kam, for
groBere Zahlen Benennungen einzufthren. Tausend wurde
ja schon von Griechen uiid Romern benutzt, und die Grie-
chen nannten 10 000 eine Myriade, aber hohere Einheiten
sind erst nachweisbar in des franzosischen Mathematikers
Chuquet (t um 1500) erst i. J. 1880 gedrucktem Werke
Le Triparty en la science des nombres (vollendet 1484),
der die Bezeichnung Million far 105 Billion far 10
Trillion for 10'® usw. wahrscheinlich dem in Italien schon
einige Zeit herrschenden Gebrauche entnahm. In Deutsch-
land ftritt -das Wort Million zum erstenmal auf bei dem
Rechenmeister Chr. Rudolff aus Jauer (1526); aber in
Rechnungen verwendeten Rudolif und der bertihmte
Adam Riese aus. Annaberg in Sachsen (1492—1559) nur
»Tausend mal Tausend«. Es ist bemerkenswert, dafl die
Franzosen von der Million als Einheit wieder abgingen und
dafar Tausend nahmen. »Billion« bedeutet demnach heute
bei ihnen 10°% wie schon in J. Trenchants Arithmétique,
die zum erstenmal 1558 erschien, »trillion« 10'? usw. Dane-
ben erhielt in Frankreich auch noch das Wort »milliard«
die Bedeutung von 10% d. i. 1000 Millionen. Bei uns wurde
»die Milliarde« erst volksttimlich, seit Frankreich 1871 zu
5Milliarden Francs Kriegsentschadigung verurteilt wordenwar.

Was sind nun die Gegenstinde unserer Zahlungen? Min-
ner, Herdentiere bei den primitiven Volkern, Gotter, Affen
bei den Indern, Sandkorner bei Archimedes, Geld zu allen
Zeiten, also lauter Dinge, die unter einen gemeinsamen
Begriff, der ziemlich eng ist, fallen. Tiefer stehenden Vol-
kern oderKindern wird esschon Schwierigkeiten machen, einen
Mann, ein Pferd und ein Schaf als drei Dinge (Lebewesen)
abzuzihlen oder gar die Dreizahl auf einen Mann, einen
Kirchturm und einen Federhalter anzuwenden. Erst, wenn

1) Siehe Bd. 25 der Sammlung: W, Lietzmann, Riesen und
Zwerge im Zahlenreich, S. 11/12.
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der Mensch das zustande bringt, wird ihm der reine Begriit
der snattrlichen Zahl« zuganglich sein, als »einer Vielheit,
die durch die Einheit gemessen wird«, wie schon Aristote-
les in seiner Metaphysik definierte.

Ob die Eins selbst auch als Zahl anizufassen sei, war
einzelnen Mathematikern bis ins 17.Jahrhunderthinein zweifel-
haft. Sie hielten 1 nach dem Vorgange der Pythagoreer
(6.—4. Jahrh. v. Chr.) fur keine Zahl, sondern nur fur den Ur-
sprung, die Wurzel der Zahlen, tibersahen aber dabei, dafl
sie nur die Eins als Einheit, als zahlenbildendes Moment,
im Auge hatten, nicht die Anzahl 1. Das hatte schon Aris-
toteles richtig erkannt, indem er sagte, Eins sei auch eine
Vielheit, wenn auch eine kleine. Der Stoiker Chrysippos
(282—209 v. Chr.) hatte sogar direkt von der »Menge Eins«
gesprochen.

Das ist ja eigentlich eine muBige Frage. Wichtiger ist die
Auffassung der Null. Die Agypter hatien wohl seit den &lte-
sten Zeiten eine Hieroglyphe fiir Null, Nichts, die aber, da
die Agypter kein Positionssystem hatten, nicht als Ziffer
aufgefat werden kann. Denn daB die Null als Ziffer erst
Wichtigkeit in einem Positionssystem erhilt, ist ohne weite-
res ersichtlich. Um 37 und 307 zu unterscheiden, mufl eben
irgend etwas Ahnliches eingeftihrt werden. Dann muBten wir
sie am allerersten bei den Babyloniern antreffen, wo schon seit
unvordenklichen Zeiten eine Art von sexagesimalem, d. h. nach
der Grundzabl 60 fortschreitendemPositionssystem eingefthrt
war. Merkwiirdigerweise haben abér die bisherigen Ausgra-
bungen, die allerdings nur einen ganz kleinen Teil desim Schutt
Verborgenen zutage forderten, kein Beispiel ans Licht ge-
bracht, wo eineNull im Innern einer ganzen Zahl hatle auftreten
missen. Wo aber wir am Ende der Zahlen Nullen schrei-
ben wiirden, setzten die Babylonier einen wagrechten Strich,
indem sie die Anzahl der fehlenden Stellen durch Punkte
andeuteten, oder sie lieBen auch diese Andeutung weg. Dann
konnte man in den Einmaleinstifelchen die hoheren Zahlen
von den niederen nur durch besondere MaBnahmen unter-
scheiden, auf die wir nicht eingehen konnen. Die Entstehung
dieser Tafelchen verlegt manins 3. Jahrtausend vor Christus.
Von der Verwendung eines eigentlichen Nullzeichens bei
den Babyloniern ist bis zur Stunde nichts Sicheres bekannt.
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Man konnte nur allenfalls das Zeichen, das sie in Sexage-
simalbriichen (vgl. S. 18) hin und wieder anwendeten, um das
Fehlen einer Stelle anzudeuten, fiir ein solches nehmen,
Was die Babylonier etwa sonst von der Null als Zahl far
einen Begriff hatten, wissen wir nattrlich noch weniger.
DaB aber die Agypter diesen Begriff wenigstens in einem
gewissen Sinne besafien, scheint aus folgendem hervorzu-
gehen Eine Inschrift an dem Tempel des Horus zu Edfu in
Oberigypten 1aBt ersehen, daB die agyptischen Feldmesser
noch um das Jahr 100 v. Chr. mit einer Naherungsformel
far die Flache des Vierecks arbeiteten, durch die das Qua-
dratwurzelziehen vermieden wurde und die bei Vierecken,
deren Winkel sich von 90° wenig unterschieden, ganz brauch-
bar war. Diese Formel war, wenn wir die aufeinander fol-
genden Seiten des Vierecks mit a, b, ¢, d bezeichnen:
F=0tcb+td
2 2

Was uns nun hier besonders interessiert, ist, dafl sie mit
dieser Formel auch Dreiecke berechneten, indem sie die eine
Seite des Vierecks gleich Null setzten, wofiir sie das er-
wihnte Zeichen benutzten. Wir k6nnen uns das schwer an-
ders denken, als daB sie die Vorstellung. einer Reihe von
Vierecken sich bildeten, bei denen etwa die Seiten g, b, c,
immer gleich blieben, wahrend d durch fortgesetztes Ab-
nehmen schlieBlich zu Null wurde. Das ist doch der deut-
liche Begriff der Zahl Null als unterer Grenze aller positiven
Zahlen. Daruber werden wir noch ausfiihrlicher sprechen.

Auch wann die Null bei den Indern als Ziffer und Zahl
eingefuhrt wurde, ist nicht bekannt. Die Form der indischen
Null soll ein kleiner Kreis oder ein Punkt gewesen sein. Ob
aber die Inder selbstandige Erfinder dieser Ziffer sind, er-
scheint wie bei den nibrigen Ziffern nicht unbestritten. Man
weifl bestimmt, daB die griechischen Astronomen schon im
2. Jahrh. v. Chr. die Stelle, wo in ihren von den Babyloniern
tibernommenen Sexagesimaldarstellungen eine Stelle fehlte,
durch ein o, d. i, ein griechisches Omikron, das vielleicht
als Anfangsbuchstabe des Wortes o0Udév (udén = nichts)
gedacht war, ersetfzten. Und es ist ebenso bekannt, daf nach
den Alexanderzigen die indische Kultur nicht unbetrachtlich
von der griechischen beeinfluit wurde.
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Daf} die Griechen die Null als Zahl nicht auffaBiten, ersieht
man unter anderem daraus, dal Diophant (3./4. Jahrh. n.
Chr.) die Null als Losung einer Gleichung verwarf. Dieser
Standpunkt pflanzte sich fort’ durch das ganze Mittelalter,
unbeeinflufit von der daneben bestehenden, bedeutend fort-
entwickelten Auffassung der Inder, fur die wir in der Bruch-
lehre ein sprechendes Beispiel geben werden. Als Zeichen
ftir die Differenz zweier gleichen Grofen tritt 0 im 16. Jahr-
hundert oiters auf. Aber erst um die Mitte des 16 Jahhrhun-
derts, bei Tartaglia und Cardano, wird die Null als Zahl
betrachtet. Damit bereitete sich im Abendlande der Um-
schwung vor, der zur Anerkennung der Zahl Null fahrte. Des
Niederlanders Albrecht Girard Invention nouvelle en I'al-
gébre (1629), des franzésischen Philosophen René Descar-
tes Géométrie von 1637 und noch mehr die lateinische Aus-
gabe von 1659, wegen eines wichtigen Anhanges vonJohann
Hudde, bilden die Grenzsteine der griechischen Auffassung,
nicht blof§ fur die Null, sondern auch fiir die negativen Zah-
len, zu deren Betrachtung wir nun tabergehen.

§ 2. DIE NEGATIVEN ZAHLEN.

Obwohl die negativen Zahlen erst so spat Biirgerrecht im
Zahlenreiche erhielten, gehort der Begriff doch heute zum
geistigen Besitzstand eines grofien Volksteiles. Beweis dafir
sind Redeweisen wie ,negative Erfolge", die ,negative Seite*
einer Unternehmung, das photographische ,Negativ’, Die
Bezeichnung tritt gerne auf im Gegensatze zum Erfolgreichen,
Direkten, das man dann auch im gewohnlichen Leben als
»Dositiv® bezeichnet. In diesem Sinne sprechen sogar unse-
re Schiler von ,negativen Noten®, die sicher bei keiner der
in Deutschland ablichen Bezeichnungsweisen unter Null lie-
gen. Aber sie nehmen eben unwillkirlich das gerade noch
Gentigende als Norm und zihlen von da aus nach auf- und
abwirts, Dieser Gegensatz, der uns in der Form von Ver-
mogen und Schuld, von Vorwirts und Rickwirts, von
Warme- und Kaltegraden geldufig genug ist, war es wohl
auch, der die Inder, die sonst-gar keine Symbolik besafien,
zur Einfuhrung einer eigenen Kennzeichnung — eines Punkt-
chens (auch Kreuzchens) tiber oder neben der Ziffer — far
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die negativen Zahlen veranlafite. Auch die Stellung von Pro-
blemen und ihre Losung durch Gleichungen mufite ja bald
zu negativen Grofien fuhren. Das wollen wir zunichst erlau-
tern, uns dabei aber der modernen Rechensymbole bedienen.

Wir wollen zuerst die einfache Forderung stellen, eine
Zahl zu suchen, zu der man 31 zdhlen muB, um 52 zu
erhalten. Heiflt man die gesuchte Zahl x, eine Bezeichnung,
die auch durch Descartes’ Géométrie eingefithrt wurde, so
mufl man die Gleichung anschreiben:

x4+ 31 =52, (1)
wobei das Gleichheitszeichen am besten mit »soll gleich
sein« wiedergegeben wird. Jedermann weiff ja, dall die
sLosunge« dieser Gleichung

x=52—-31=21 (2)
ist. Das »Verfahren« aber, mittels dessen man — bewuflt oder
unbewuBt — solche Gleichungen wie (1) auilost, ist folgendes.
Man wendet den Grundsatz an: ,Sind zwei Grofien gleich,
so bleibt gleiches ibrig, wenn man von jeder das Gleiche
wegnimmt.* Die zwei gleichen Gro8en sind hier die beiden
Seiten der Gleichung (1), ndmlich x 4 31 und 52. Links
muf} man offenbar, um x allein zu erhalten, 31 wegnehmen.
Der Grundsatz sagt uns, dafl wir rechts auch 31 wegnehmen
miissen, wenn die Setzung des Gleichheitszeichens zwischen
beiden Seiten noch berechtigt sein soll. So entsteht Glei-
chung (2). )

Nun kommt es vor, dal man die namliche Aufgabe ofters,
nur immer mit anderen Zahlwerten zu ldsen hat, z. B. die
Zinsen eines Kapitals fiir eine gewisse Zeit zu einem be-
stimmten Zinsfufl zu berechnen. Wir bleiben aber hier zu-
nachst bei unserer einfachen Aufgabe, eine Zahl zu suchen,
zu der man eine bestimmte andere Zahl z&hlen muf}, um eine
zweite bestimmte Zahl zu erhalten. Die Notwendigkeit, Auf-
gaben in solch allgemeiner Weise 18sen zu konnen, fiihrte
allmahlich dazu, dal man Zahlen, denen man nachtriglich
verschiedene Werte geben wollte, durch Buchstaben be-
zeichnete. Ganz konsequent lat dies erst Frangois Vigte
(1540 — 1603). Nennen wir demzufolge die Zahl, die wir zu
x addieren wollen, b, die Zahl, die wir als Summe erhalten
wollen, a, so wird aus unserer Gleichung (1):
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(1" x4+ b=a, und die Losung ergibt: x=a—>b. (2%
Setzen wir @ — b = d, so ist also nach (1%)

d+b=a. (1)
Die mit .@ und b bezeichneten Grofien sind dabei nafarliche
Zahlen, aber man sieht sofort, dafl die Grofle d nur dann
ebenfalls emne natdrliche Zahl wird, wenn a groBer als b
(a > b) ist. Der Standpunkt, der Gleichung (1*) in allen an-
dern Fallen eine Lbsung abzusprechen, liel sich auch so
lange durchftthren, als man nur mit bestimmien Zahlen
rechnete. Man konnte mit Recht sagen: eine Zahl, zu der
man 31 zihlen mufl, um 31, oder um 30 zu erhalten, gibt
es nicht. Mit Einfohrung der aligemeinen Grofien aber er-
geben sich mancherlei Schwierigkeiten. Soll z. B.mit der
durch (11) bestimmten Grofle d weiter gerechnet werden,
so maBte erst untersucht werden, ob dies eine Zahl ist oder
nicht. Bei den Gleichungen zweiten Grades mafite man drei
Falle unterscheiden, solche mit zwei, solche mit einer und
solche mit gar keiner Ldsung, auch wenn die dabei auftre-
tende Quadratwurzel ausziehbar wire (vgl. § 5). Solche Mo-
mente fahrten dazu, die Losung (2*) der Gleichung (1*) auch
dann far moglich, fur wirklich zu erklaren, wenn erstens
a = b, zweitens a kleiner als b (a < b) ist.

Hat man a = b, so lautet die Gleichung (1*):

x+a=na 3)
Die formale Losung lautet nach (2%):
1=a—a. (3%
Es wird d = 0, und man hat statt (17):
0+a=a, 31

eine Gleichung, die uns ganz vertraut ist, die aber erst
dadurch einen Sinn bekommen konnte, dafl man der Null
den Charakter einer Zahl beilegte. Es ist d1e Definitions-
gleichung far die Zahl Null.

In dem anderen Falle, daB a < b, dafl also eine nator-
liche Zahl d = a — b nicht existiert, kann man jedenfalls

b—a=e (4)

bilden. Sefzen wir dann, zunachst uns an den altindischen
Gebrauch anlehnend:
(4*) a— b =2¢, so haben wir nach (1t): é+b=a (5)
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als Definitionsgleichung der negativen Zahl ¢, wenn a <b.
Zieht man hier auf beiden Seiten a ab, so ergibt sich:

é+e=0, 6)
d. h. die beiden Zahlen e und é erginzen sich gegenseitig
zur Null, und da man jetzt wieder auf beiden Seiten e oder é
abziehen kann, erhalt man:

é=0—e¢ e=0—¢é. (7)
Hier 1a8t man die Null entsprechend der Gleichung (31)
weg und schreibt: é=—g¢, e=—¢. (7"

Daraus ;rechtfertigt es sich, dal wir das Minuszeichen, das
eigenilich eine Subtraktion ausdrtickt, zur Bezeichnung der
negatlven Zahlen benutzen, und man sieht gleichzeitig, dag
e und ¢ von der Null nach entgegengesetzten Seiten gleichen
Abstand haben.

Nun haben gewil schon einzelne Mathematiker friherer
Zeiten den in die Augen springenden Vorteil der Einfthrung
von negativen Zahlen erkannt. Aber sie hatten mit dem Vor-
urteil der grofien Menge oder der eigenen Fachgenossen zu
kampfen, und da die negativen Zahlen vor Einfithrung des
Rechnens mit allgemeinen GrofSen immerhin sich nicht mit
2wingender Gewalt aufdringten, lieB man sie fallen. So sagt
der InderBhaskara (geb. 1114 n. Chr.) wortlich: ,Die Leute
billigen selbstandig auitretende negative Zahlen nicht.”
Und bei Chuquet (s. S. 3) kommt, wenn es nicht eine spite-
re Einschiebung ist, ein Beispiel einer Zerlegung der Zahl
20 vor, wo die beiden Teile sich als + 277 und — 7 er-
geben. Chuquet [aBt diese Losung durchaus gelten, ,,wenn
auch andere Autoren solche Zahlen ftir unméglich halien
mogen”. Ja, Michael Stifel sprach schon 1544 in seiner
Arithmetica integra (d. h. »die gesamte Arithmetik«) die
Wanrheit aus, die wir oben ableiteten, daBl die negativen
Zahlen kleiner als Null seien und die O eine Stellung zwi-
schen den beiden Zahlenarten einnehme. Der schon erwahn-
ten Schwierigkeit, daB man einer Gleichung hoheren Grades
bald soviel, bald soviel Losungen zuschreiben muBte, je nach-
dem sie nur positive Losungen zulieB oder nicht, wurde dann
Girard (s. S. 6) Herr, indem er zeigte, dafl jede Gleichung
zweiten Grades zwei, jede dritten Grades drei, nberhaupt
jede Gleichung so viele Losungen. habe, als ihr Grad angibt,
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wenn man nur alle Gattungen von Losungen gelten lasse.
Zu der Kiihnheit dieser Forderung wurde er angefeuert durch
seine Entdeckung, daB man die Koefiizienten der Gleichung
in einer gewissen Weise durch die Losungen ausdriicken
konne, aber wieder nur unter gleichmaBiger Berticksichti-
gung aller Losungen.

Die Buchstabenzeichen selbst aber bedeuteten bis Hudde
(s. S. 6) immer nur positive GréBen. Fur uns ist ja mit der
Gleichung x+b=a €)]
jede der Gleichungen

x—b=ga x+b =—a,}

x—b=—a,

mitgeldst. Wir setzen eben nachtraglich negative Zahlen fiir
a und b in (8) ein, wenn es notig ist. Das wagte erst Hudde.
Noch Descartes schrieb, wenn er das Vorzeichen unbe-
stimmt lassen wollte, einen Punkt statt des Vorzeichens.
Descartes’ Verdienst, das wir S. 6 ebenfalls hervorhoben,
ist mehr ein indirektes. In der analytischen Geometrie, de-
ren Grundlagen in der Géométrie entwickell werden, ist es
namlich nétig, den Punkten einer Geraden Zahlen zuzuord-
nen. Diese mussen nattirlich von einem festen Punkte der
Geraden, dem Nullpunkte, aus gezahlt werden, und es wur-
de mit der Zeit selbstverstandlich, dal, wenn nach der einen
Seite die positiven Zahlen aufgetragen werden, nach der
andern die negativen aufzutragen sind. Da die analytische
Geometrie bald Gemeingut aller Mathematiker wurde, fand
auch der Gedanke der Gleichberechtigung positiver und ne-
gativer GroBen, der sich bei Descartes noch nicht findet,
von da ab fiiberall, wenn auch nicht sehr rasch, Eingang.

Der Zahlengeraden wollen wir noch einen Augenblick
unsere Aufmerksamkeit schenken. Die Figur 1 wird fur sich

: | : : —
-2 -1 0 +1 +2
Fig. 1.

selbst sprechen und keiner Erklarung bedarfen. Die Strecke
0 bis + 1 wurde willkarlich angenommen. Man konnte nur
vielleicht im Zweifel sein, ob man bei anderer Annahme
dieser Einheitsstrecke, etwa wenn man sie tausendmal so

()]
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grof nahme, ebensoviel Zahlen erhielte. Mit dieser Frage
betreten wir aber oifenbar das Gebiet der unendlichen
Mengen. Davon hier nur so viel. Wenn wir auf einer an-
deren Geraden unter Zugrundelegung einer anderen Ein-
heitsstrecke, die sich zur ersten wie m: 1 verhalte, die
Zahlen auftragen, die wir zur Unterscheidung mit Strichen
versehen, so kdnnen wir die beiden Geraden uns jedenfalls
in eine solche Lage gebracht denken, dal ein Paar ent-
sprechender Punkte, etwa die Nullpunkte selbst, sich decken.
Verbinden wir dann + 1 mit + 1, + 2 mit + 2" usw, — 1
mit— 1, — 2 mit — 2" usw. durch gerade Linien, so sind
diese nach dem Verhdltnissatze samtlich parallel (Fig. 2).

Fig. 2,

Ubertragen wir nun den Begriff der Gieichheit zweier end-
lichen Mengen, nach welchem jedem Elemente der einen
Menge ein und nur ein Element der anderen Menge mufl
zugeordnet werden konnen, auf unendliche Mengen, so se-
hen wir, daB wir die Zahlenmengen der beiden Geraden je-
denfalls in diesem Sinne als gleich bezeichnen dirfen; denn
zu jedem Punkte auf der einen Geraden gibt es einen und
nur einen auf der andern, den man durch die betreffende
Parallele erhilt.

Je weiter wir freilich auf der Zahlengeraden in dem einen
oder anderen Sinne hinausgehen, desto mehr missen wir
eine innere Anschauung an Stelle der dufleren treten lassen,
und mancher mochte gerne erfahren, wie es denn nun »ganz
drauien« gussieht. In allen solchen Fallen nun, wo wir von
dem Wirklichen keine rechte Vorstellung haben, miissen wir
uns, in der Mathematik nicht weniger als in der Physik, eine
Abbildung machen, die dem schwer Vorstellbaren in den
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wesentlichen Punkten entspricht. Wollen wir unsere Zahlen-
gerade in diesem Sinne abbilden, so mussen wir vor allem
darauf sehen, daB die Abbildung wie oben eindeutig und ein-
deutig umkehrbar ist. Das erreichen wir, wenn wir sie auf
einen Kreis in der Weise Gbertragen, dal wir alle Punkte der
Zahlengeraden mit einem festen Punkte P des Kreises ver-
binden (s. Fig. 3) und den zweiten Schnittpunkt der Verbin-

Fig. 3.

dungslinie als Zahlenpunkt auf dem Kreise auffassen. Der
Punkt P sei so gewihlt, daB die Tangente in P an den Kreis
weder zur Zahlengeraden parallel 14uft, noch durch einen
Zahlenpunkt der Geraden hindurchgeht. Dann sieht man,
daf die ganze Zahlenreihe sich auf den Kreis tibertrigt,
wobei freilich nur die Reihenfolge der Zahlen gewahrt bleibt,
nicht ihr Abstand. Aber das ist gerade mit einer der Grinde,
weswegen wir die Abbildung vornahmen. Auf der Zahlen-
»geraden« leisten die Zahlen nicht blofl eine Abzihlung der
bezeichneten Punkte, sondern sie messen auch die Strecken,
die zwischen ihnen liegen. Die Strecke zwischen den Zahlen-
punkten 7 und k hat, was i und k& auch sein mdgen, immer
die Lange |i— k|, wenn wir durch die EinschlieBung
zwischen zwei senkrechte Striche, nach K. Weierstrafl
(+ 1897), andeuten, dal das Resultat der Subtraktion »ab-
solut¢, d. h. ohne Racksicht auf ein Vorzeichen genommen
werden solle, Ist z. B.i=7, k=3, soist |i—k|=4,



Der Zahlenkreis. 13

ebenso wenn i=3, k=17 genommen wird . Ist i = 2,
k=—3, so wird |i —k|=|2—(—3)|=24+3=5 usw.
Wir konnen das auch so ausdriicken, dafl wir sagen, auf
der Zahlengeraden sind die Zahlen sowohl Kardinalzahlen
als Ordinalzahlen. Auf unserem Zahlenkreise sind sie nur
mehr Ordinalzahlen.

Dieser Mangel gegeniiber der Zahlengeraden ist aber fur
unseren Zweck ein Vorteil. Denn dadurch, da§ sich die
Zahlen immer mehr zusammendrangen, bringen wir sie alle
auf der Kreislinie unter, bei nur einmaliger Umlaufung. Der
Punkt aber, gegen den sie sich drangen, ist der Schnitt-
punkt E der durch P mit der Zahlengeraden parallel gezo-
genen Geraden. Je mehr wir auf der Zahlengeraden in der
Richtung der positiven Zahlen fortschreiten, desto mehr na-
hern wir uns auf dem Kreise dem Punkte E von unten, je
mehr wir im Sinne der negativen Zahlen fortschreiten, von
oben. Der Punkt E kann also, da die Annaherung von bei-
den Seiten her unbegrenzt ist, aufgefaBit werden als das
Bild einer unendlich grofien positiven (4 o0), wie einer
unendlich grofien negativen Zahl (— co), und indem wir un-
willktirlich oder auch bewuBt die Eigenschaften des Bildes
auf das Original zuriicktragen, kdnnen wir sagen, dafi die Reihe,
der positiven Zahlen mit der der negativen durch das Unend-
liche, oder im unendlich fernen Punkt, &hnlich zusammen-
hangt wie im Nullpunkt.

§ 3. DIE BRUCHE.

Wenn wir die negativen Zahlen vor den Briichen be-
sprachen, so folgten wir nicht dem historischen Gange, der
sich noch im Unterricht unserer Volksschulen spiegelt, wo
Briiche sehr frah, negative Zahlen aber gar nicht behandelt
werden. Bruchzahlen wurden in der Tat bei allen einiger-
mafien entwickelten Volkern auf der frithesten Stufe zuge-
lassen und der Rechnung unterworfen. Der Wege, die zu
den gebrochenen Zahlen fohren, sind in der Tat so viele
und ihre Einfohrung ist so unumganglich, da8 uns ihr frohes
Auftreten kaum wundert. Es ist vor allem die Teilung und
die Messung, die sich bald als mit ganzen Zahlen allein
nicht ausfahrbar erweisen mufiten.

Math.-phys. Bibl. 2: Wieleitner, Der Begriff der Zahl. 3. Aufl. 2-
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Ein Bataillon Soldaten besteht aus 4 Kompagnien. Die
Menge der in den einzelnen Kompagnien stehenden Solda-
ten braucht weder gleich groBl noch uberhaupt bekannt zu
sein, um die Vierzahl der Kompagnien festzustellen, die bei
dieser Zihlung als Einheiten auftreten. Die 4 Kompagnien
koénnen durch eine Aufstellung des Bataillons unterschieden
oder auch nur durch ihre Hauptleute dargestellt werden.
Anders, wenn etwa der Befehl an das Bataillon erginge,
5 gleichstarke Kompagnien zu bilden. Jetzt kann man wohl
zuerst sehen, ob sich nicht jede Kompagnie in 5 gleiche Tei-
le teiten 148t. Hat nun etwa jede der 4 urspriinglichen Kom-
pagnien 5 Ztige, so wird man einen solchen Zug als neue
Untereinheit auffassen. Das Bataillon hat dann 4-5 Zige,
und aus 4 Zugen wird man jede neue Kompagnie bilden.
Im Verhiltnis zur alten Einheit, der Kompagnie, ist die neue,
der Zug, der fiinfte Teil oder 3. Der fanite Teil von 4 Ein-
heiten, also das Resultat der Teilung 4:5 ergibt sich dann
als viermal so groff wie der funfte Teil einer Einheit, als %,
was wir der Wichtigkeit wegen noch in die Form der Glei-

4 _,.1
R
Dabei ist es gleichgiltig, ob die vordere Zahl kleiner oder
grofer ist als der Teiler. Es ist ebenso

7 1
7:5=‘5~=7'€.

Die Messung mufite zu den namlichen Begriffsbildungen
fiihren. Man habe die Lange eines Gegenstandes, eines
Baumstammes, eines Gebaudes, die Hohe einer Mauer oder
Ahnliches zu messen. Man legt die eingefiihrte MaBeinheit
so oft nacheinander hin, sagen wir viermal, bis ein Rest
bleibt, der kleiner als sie ist. Jetzt teilt man die Mafeinheit
in eine gewisse Anzahl von Teilen, nehmen wir 10, betrach-
tet 35 der Einheit als neue Einheit und sieht, wie oft diese
Untereinheit in dem Rest enthalten ist. Geht dies 7 mal auf,
so ist die Mafzahl der Reststrecke %, und die des ganzen Ge-
genstandes 4%, oder durch die Untereinheit allein ausge-
drickt 3. Bleibt bei der Messung durch die Untereinheit
nochmals ein Rest, so kann man diesen mit einer Unterein-
heit zweiter Ordnung messen. Sei diese wieder der 10. Teil

chung bringen: 4:5=
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der ersten Untereinheit und gehe sie in dem neuen Rest 3-
mal auf, so ist die MaBlzahl der ganzen Strecke:
7 3 473

415+~ 100
Es kann natiirlich fiir eine einzelne Messung zweckmiBiger
sein, die urspriungliche Mafeinheit in 3 oder 4 Teile zu tei-
len statt in 10. Aber auch wenn die Untereinheiten bereits
festgelegt sind, erhalt man praktisch immer einen Bruch als
MaBzahl. "Denn wenn auch theoretisch § einer Strecke
durch das % derselben Strecke nicht abschlieBend gemessen
werden kann, so findet die Messung nach Einftihrung immer
weiterer Untereinheiten an der Ununterscheidbarkeit kleine-
rer Teile bald eine Grenze. Bei einem Baumstamm, einem
Gebiude, einer Mauer wird z. B. niemand das m in mehr
als 100 Teile teilen.

Auch die Stellung von Problemen, oder die Ldsung der
diese vertretenden Gleichungen, mufite zu den Briichen fith-
ren. Man suche z. B. eine Zahl, deren 5faches gleich 15
sein soll. Nennen wir die gesuchte Zahl x, so wird die Auf-
gabe durch die lineare Gleichung ausgedriickt:

5x=15,
und jedermann weifl, dafl hieraus

x=15:5="2 =3 folgt.

Die Buchstabenrechnung hatte auch hier notwendig zur
Folge, dafl man die Beschrankung fallen liel, nach welcher
der Faktor von x ein Teiler der gegebenen Zahl auf der
rechten Seite sein sollte, damit die Division ausfihrbar war.
Denn stellen wir die Aufgabe allgemein: Man suche eine
Zahl x, deren b-faches gleich a sei, unter a und b natiirli-
che Zahlen verstanden, so lautet die zugehdrige Gleichung:

bx=a, 1)
und eine Losung dieser Gleichung wire nur dann mdglich,
wenn a ein Vieliaches von b wire (¢ = nb); denn dann
hétte man x= % =n P
wieder gleich einer ganzen Zahl. Eine solche Einschran-
kung hatte aber der Rechnung mit allgemeinen Grofen jede

2*
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Entwicklungsmoglichkeit genommen, da man mit einer der-
artigen Bruchform %nur dann hitte weiterrechnen darfen,

wenn schon bekannt gewesen wire, dal der Zahler ein
Vielfaches des Nenners war. In der allmihlichen Abstrei-
fung solcher Beschrénkungen liegt auch, wie dies E. E. Kum-
mer 1896 einmal in einer Festrede ausdrackte, der wesent-
liche Inhalt der Arithmetik. So fassen wir (2) immer als
Losung von (1) auf und, wenn ftr n keine ganze Zahl an-
gegeben werden kann, so ist eben
b-n=a 3)
die »Definitionsgleichung« fiir n. Dabeiist es auch gleichgiiltig,
ob aZb ist. Far a =b setzt man folgerichtig n=1. Aus
(3) ergibt sich auch sofort die Haupteigenschait der Briiche,
daB Zahler und Nenner mit derselben Zahl multipliziert oder
dividiert werdendarfen. Wenn manin (3)links und rechts mitder
beliebigen ganzen Zahl ¢ multipliziert, dann hat man namlich
_a _at
Man heilt einen Bruch »irreduzibel«, wenn er nicht mehr
gekiirzt werden kann, Zahler und Nenner also keinen ge-
meinschaftlichen Faktor enthalten. '

Hat man erst ftir das Rechnen mit relativen Zahlen — so
nennt man die mit Vorzeichen versehenen Zahlen im Gegen-
satz zu den absoluten (s. § 1) — die Regeln festgelegt, so
bietet “es keine Schwierigkeiten, auch Briichen die Eigen-
schaft der Relativitat beizulegen, d. h. sie mit Vorzeichen
auszustatten, wo es notig ist. Es ist ohne weiteres verstind-
lich, dal man auch die Teile von Thermometergraden tiber
Null mit ,,+“, unter Null mit ,—*“ bezeichnen wird, und
jedermann begreift, was es heifit, wenn ftir den Wasserstand
der Elbe am Pegel in Magdeburg — 3 m angegeben wird.

Wir wollen nun sehen, in welcher Weise die verschiedenen
Volker dem Begriife der gebrochenen Zahl nahetraten. Da-
bei missen wir auf eine Schwierigkeit aufmerksam machen,
die in der Geschichte der Mathematik haufig zutage tritt.
Oberliefert ist uns nur, was die einzelnen Mathematiker
konnten, nicht aber, was sie sich dabei dachten. Wir sind
deshalb bei der Beurteilung friherer Leistungen zu sehr ge-
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neigt, den alten Mathematikern unsere Gedanken unterzule-
gen. Davor mul man versuchen sich ebenso zu hiiten wie
vor dem andern Extrem, ihnen alles abzusprechen, was nicht
unmittelbar in den tberlieferten Schriften steht.

Ein Beispiel: Wir finden bei den Babyloniern auier Sexa-
gesimalbriichen nur elgene Bezeichnungen for die Sechstel
der Einheit, also fir§,,5.3,5. Sonst treten, mit Sicher-
heit vom 3. Jahrh. v. Chr. an, nur Briiche auf von der Form

wTerter Teor T 60 T 500
und diesen Bruch haben wir nicht etwa selbst willkarlich ges
bildet; er kommt in der babylonischén Mondrechnung wirklich
vor. Nur sind die Nenner fiberhaupt nicht geschrieben, sondern
nurdie Zahler nebeneinander gesetzt. Der Stellenwert muB sich
aus dent Zusammenhang ergeben. Sollten nun die Babylonier
andere Brache, etwa wie %. nicht gekannt, sollten sie von der=
artigen Teilzahlen keine Vorstellung gehabt haben? Dies anzu-
nehmen,ware das eine der angedeuteten Extreme Wastundenn
wir, wenn wir uns von der GroBe der Zahl £ einen deutlichen Be-
griff machen wollen? er stellen 2 durch einen Dezimalbruch

dar: —7- = 0,42857...,

d. h, wir schreiben ¥ in der Form

3 4 2 8 5 7
7=ptwtwtete o

weil wir infoige von Gewdhnung eine genauere Vorstellung nur
mit den nach Potenzen von 10 fortschreitenden Unterabtei-
lungen verkntipfen. Und wenn jemand nach 2000 Jahrenbeiuns
nachforschte und nicht gerade aufSchalerheftestiee, sondern
kaufmannische Biicher oder Gerichtsakten ans Licht zoge,
wirde er da viel andere als Dezimalbriiche antreifen? Woher
kommt nun das? Wenn wir uns dartiber klar sind, werden wir
die Bruchschreibung der Babylonier, Agypter und Romer, so
verschieden sieist, begreifen. Wirsind eben nichtimstande, uns
die verschiedenen Teilungen der Einheit in 3, 4, 5, 6, 7 usw.
Teile gleich gut nebeneinander vorzustellen. Daher bringen wir
Briiche,wenn wir sie inbezug auf die Grofe vergleichen wollen,
auf denselben Nenner, und wenn wir die Briche im prak-
tischen Leben verwenden wollen, machen wir Dezimalbriiche
daraus. Dafl wir for alle Bruchteile eine bequeme Bezeich-
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nung haben und mit allen Briichen zu rechnen verstehen —
‘hier mufi das »wir« schon sehr eingeschrénkt werden — ist
gewil ein Fortschritt gegentiber den alten Volkern, aber
diesen auch den »Begriff« von anderen als den schriftlich
tiberlieferten Briichen abzusprechen, ist sicher zu weitgehend.

Das andere Extrem, mehr in den vorgefundenen Doku-
menten zu lesen, als sie uns sagen konnen, laft sich gleich-
falls an der Bruchschreibung der Babylonier erliutern. Da
kommen Briiche vor von der Art, wo wir die Nenner jetzt eben-
falls weglassen: 10 4 11 32,

Man erkennt aus dem Zusammenhang, daf 10 die Einer
vorstellt. Dann kommen offenbar 4, hierauf eine deutliche
Lucke. Es ist klar, dafl hierdurch das Fehlen der 60%-tel an-
gezeigt werden soll. Die Zahl lautet also:
4 11 32

10+ &+ g8 T 55¢
Wir wiesen nun schon S. 5 darauf hin, daf§ hin und wieder
in diese Liicke ein Zeichen gesetzt ist, das in anderen ba-
bylonischen Texten auch vorkommt und tiberall das Fehlen
von irgend etwas andeutet. Es wurde z. B. auch als Tren-
nungszeichen am Schlusse der Zeilen benutzt. Kann man
dieses Zeichen nun als ein Symbol fiir die Null ansehen?
Ein entschiedenes Ja schiene uns hier zu voreilig. Die Null
als Zahl bedeutete es sicher nicht. Es zeigte nur das Feh-
len einer Stelle im Positionssystem an. Aber das nicht ein-
mal konsequent bei den Briichen; bei den ganzen Zahlen
wurde es fiberhaupt nicht verwendet, ,

Die Agypter, die schon fur die ganzen Zahlen kein Posi-
tionssystem hatten, - konnten natarlich auch zur Darstellung
der Briche keines verwenden. Das nimliche Streben nach
besserer Ubersicht, das uns leitet, wenn wir Briiche auf glei-
chen Nenner bringen, veranlafite sie, nur Briiche mit dem
Zahler 1 zu betrachten, andere Briiche aber in eine Summe
von solchen »Stammbriichen« zu zerlegen. So setzten sie

3 1 1 1
=3 +tuts (1)
Man kann vermuten, da das etwa so gefunden wurde:

7= —3 ta @
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Die Zerlegung des Bruches & steht schon in dem éltesten
agyptischen Dokument dieser Art, dem im Britischen Mu-
seum zu London autbewahrten »Papyrus Rhind«?), dem sog.
Rechenbuch des Ahmes, dessen Entstehung auf etwa 1800
v. Chr. gesetzt wird. Es ist

2 _ 341 1, 1.

= —utsn . 3)
Das Anfangsglied 1 der Zerlegung (1) ist in dem »Fund-Pa-
pyrus«<’) aus der Romerzeit erhalten, wihrend der Rest
zerstort ist. Die ganze Zerlegung (1) gibt mit Sicherheit erst
ein Papyrus von Akhmim aus dem 7. oder 8. Jahrh. n. Chr.
Ahmes fuhrt nur Zerlegungen fiir Briiche mit dem Zahler 2
und ungeraden Nennern bis 99 an, z. B. folgende:

2 1 1
T=7 + 23" (4)
Hieraus koénnte man erhalten:
3 1 1 1
T=7t7 % ®)

Diese Zerlegung ist aber wohl nicht 4gyptisch. Denn wenn
wir auch nicht wissen, wie die Zerlegung bewerkstelligt
wurde, so sind doch gewisse Regeln zu beobachten, darun-
ter die, da meist zuerst der groBitmogliche Stammbruch
herausgezogen wurde, d. i. in diesem Falle §, nicht . Dann
die Regel, mit einem moglichst kleinen Schlufinenner auszu-
kommen. Aus diesem Grunde wire z. B.

3 1 1 1 1
7=st7tutn ©)
zu verwerfen. Auch Zerlegungen mit zwei gleichen Nennern,
. 3 1 1 1
wie —7-'=-§+ﬁ+ﬁ, (7)

kommen nicht vor.

Die Briiche sind so geschrieben, daff die Nenner der ein-
zelnen Stammbriiche einfach nebeneinander gesetzt sind.
Um anzudeuten, dafl statt der Kardinalzahl der zugehorige
Stammbruch zu nehmen sei, steht tiber der Zahl die Hiero-
glyphe fiir »Mund«, die spater in einen Punkt tberging.

1) Rhind hiel der urspriingliche Besitzer des Papyrus.

2) Von Hultsch so genannt, weil der Papyrus dem »Egypt
Exploration Fund« in London gehort.
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Wenn man sich iben wiirde, wire es kaum viel unprak-
tischer, mit diesen Stammbruchsummen zu rechnen, wie mit
den babylonischen Sexagesimalbriichen. Die einen wie die
andern kann man an einer beliebigen Stelle abbrechen, um
Naherungswerte zu erhalten. Fir genaue Berechnungen mit
beliebigen Briichen ist die 2gyptische Darstellung im Vorteil,
da die Anzahl der Glieder immer endlich ist. Dem steht
freilich der Umstand gegeniiber, daf} jeder Bruch auf un-
begrenzt viele Arten in solche Summen zerlegt werden kann.
Wie dem sei, um mit den Stammbruchsummen so zu rech-
nen, wie es die Agypter schon in der frahesten Zeit wirklich
konnten, mufite man den Bruchbegriff in seiner ganzen Aus-
dehnung erfafit haben, wenn auch aufler dert Stammbruch-
formen nur far {, das immer an Stelle von § + § gesetzt wurde,
ein eigenes Zeichen schriftlich tiberliefert ist.

Uber die Leistungen der Griechen koénnen wir rasch hin-
weggehen. Sie kntipiten im praktischen Rechnen an die
Agypter, im wissenschaitlichen an die Babylonier an, deren
Sexagesimalbriiche die griechischen Astronomen vom 2. Jahr-
hundert v. Chr. an tbernahmen. Wahrend aber das &gyp-
tische Rechnen immer mehr zurticktrat, hielten sich die
Sexagesimalbriiche bis ins 17. Jahrh., als das Dezimalbruch-
rechnen, von dem wir gleich sprechen werden, sich schon
Bahn gebrochen hatte. Das einzig Selbstandige der Griechen
ist eigentlich nur, daf sie eine Bezeichnung fiir beliebige
Briiche einfiihrten, die man bei dem Techniker Heron, der
zu Alexandria in nachklassischer Zeit lebte, antrifit.

Merkwtirdigerweise haben im Bruchrechnen die Romer,
sonst in der Mathematik nur mittelmaBige Schiler der Grie-
chen, ein ganz eigenartiges System, das auf der Basis 12
beruht, geschaffen. Anfangs nur als Unterabteilungen der
Gewichts- und Minzeinheit, des »As«, gedacht, bildeten sich
diese Zwolitel und ihre kleineren Teile spater zu allgemei-
neren Mafbegriffen aus. Alle Zwélitel hatten eigene Namen,
angefangen von »uncia« =3, wovon das alte Apotheker—
gewicht »Unze«, bis zu »deunx« far {; Dann hatten eigene
Bezeichnungen die Grofen 241 36 38> 750 7 UNd 73§ = Scrupu-
lum, das auch der Name eines Apothekergewichts wurde,
Die Hilfte Jz des Scrupel wurde spater »obolus« genannt,
und es gab noch far den dritten Teil des Obolus eine



Griechen und Romer. 21

eigene Benennung: - = siliqua. Mit diesen »Minutien«
—so nannie man die Unierteile des As — zu rechnen, war
keine Kleinigkeit. Es mufiten fiir Briche mit anderen Nennern
auch gebrochene Zahler verwendet werden; z. B. ist die Be-

. . 1 .
zeichnung »sescuncia« fitr §=:—§ mehrfach aberliefert.

War auch das zu unbequem, so mufite man sich mit Annihe-
rungen begniigen. Trotz dieser Mangel drang mit der ro-
mischen Zahlenschreibung auch das Rechnen der Rémer im
nordlichen Europa ein und konnte sich dort bis ins 18. Jahrh.
erhalten, vorzugsweise bei Kaufleuten und Behorden. Teil-
rechnungen wurden dabei mittels Rechensteinen auf dem
Rechenbrett, »Abacus« genannt, ausgefthrt. Daneben ent-
wickelte sich das Rechnen mit unseren Ziffern etwa seit dem
12, Jahrh., hauptsichl.ch bei den Gelehrten. »Abacisten«
hieB man die einen, »Algorithmiker« die — vielfach an-
gefeindeten — Neuerer.

Dieses Wort »Algorithmiker« hat eine eigentimliche Her-
kunit, auf die wir gleich kommen werden. Wir mussen zu-
erst noch bei den Indern Umschau halten, was diese in der
Auffassung der Briiche leisteten. Daf} beiihnen, den nachsten
Nachbarn Babylons, Sexagesimalbriiche auftreten, ist nicht
verwunderlich und nichts Originales. Die weitaus verbreite-
tere Art der Schreibung ist' aber in Indien vielleicht vom
1. Jahrhundert n. Chf. an ganz die unsere, nur fehit der
Bruchstrich, den die Araber erfanden, von welchen ihn
Leonardo von Pisa in sein Buch vom Abacus (Liber Ab-
baci) 1202 tibernahm. Im abrigen gibt der Inder Brahma-
gupta (geb. 598 n. Chr) alle Regeln fast genau wie wir.
Nur wurden die Ganzen nicht wie heute vor den Bruch, son-

dern @iber ihn gestellt: 4
3
4 3 =3 .
8

So sehen wir im Altertum das Bruchrechnen vier ver-
schiedenen Quellen entspringen. Es waren die Araber, die
vermoge ihrer Beziehungen zu den Griechen des ostromischen
Reiches und zu den angrenzenden Indern imstande waren,
diese Quellen in ein Bett zu leiten. Das alteste Rechenbuch
der Araber, das wir kennen, ist von Alchwarasmi und etwa
um 820 n. Chr. verfafit. Der Name dieses Mannes ist es, der
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in »Algorithmus« latinisiert wurde und durch ein komisches
Miiverstindnis die Bedeutung »Rechnungsverfahren« erhielt.
Alchwarasmi selbst gibt tiber das Bruchrechnen der Inder
wenig; er war Astronom und arbeitete daher lieber mit Sexa-
gesimalbriichen. Aber spitere Verfasser, wie Alnasawi
(11. Jahrh. n. Chr.) holten das nach, und lateinisch schreiben-
de Mathematiker des 13. Jahrh. bearbeiteten diese Quellen
entweder unmittelbar oder schopiten wenigstens aus ihnen.
Auf solche Art kam das Rechnen mit beliebigen Brichen nach
dem Abendlande, wo es der Darstellung nach in Simon
Stevins Arithmétique von 1585 einen Hohepunkt erreichte.

Ob die Inder das dezimale Positionssystem, wie die Baby-
Ionier ihr sexagesimales, auch nach riickwirts, d. h. zu Dezi-
malbriichen fortsetzten, ist nicht bekannt. In einer Be-
arbeitung des Rechenbuchs von Alchwarasmi (etwa aus
dem 12. Jahrh) wird zwar beim Quadratwurzelziehen der
ganzen Zahl eine gerade Zahl von Nullen angehangt, der
Bruchteil aber dann sexagesimal ausgedriickt (vgl. S. 41).
Bei Georg von Peurbach (1423-1461) und anderen
Astronomen mischten sich sexagesimale und dezimale Tei-
lungen des Radius zum Zwecke der Berechnung von trigo-
nometrischen Tafeln, bisPeurbachs SchillerRegiomontan
(1436—1476) den Radius gleich 10° setzte. Damit wurden
die Funktionswerte fiinistellige ganze Zahlen, und es hatte
nur mehr eines vorauszustellenden »0,« bedurft (wodurch
der Radius gleich 1 gesetzt worden wire), dafd die Werte mit
den uns gelaufigen tibereingestimmt hatten. Dezimalbriiche
benutzte erst Rudolif 1530, indem er die den Ganzen
folgenden Ziffern durch einen senkrechten Strich abtrennte.
Da aber Rudolffs Exempel Biichlin nicht sehr bekannt wurde,
wird gewohnlich der obengenannte Stevin, Ingenieur bei
Wilhelm von Oranien, als Erfinder genannt. Dieser behan-
delte sie ausfithrlich in einem Anhang zur Arithmétique.
Seine Bezeichnung ist allerdings umstindlich. Ebenso un-
abhingig scheinen Viéte (s. S. 7) und der Schweizer Joost
Biirgi (1552—1632), der auch einer der Erfinder der
Logarithmen ist, auf den namlichen Gedanken gekommen
zu sein. Weiter verfolgen wir den langsamen Siegeslauf
der Dezimalbriiche nicht, da neue Begriife nicht dabei her-
vortreten.
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Es fragt sich nun aber, inwieweit die Briiche, die wir bei
allen Volkern auftreten sahen, von diesen als Zahlen auf-
gefafit wurden. Hierbei ergibt sich wieder die Schwierigkeit,
die wir S. 18 19 andeuteten. Wir wissen nicht, was die Ba-
bylonier, Agypter und alle andern sich dachten, wenn sie
mit Briichen multiplizierten, dividierten usw. Nur von Dio-
phant (vgl. S. 6) weil man bestimmt, daf er sie als wirk-
liche Zahlen wie die positiven ganzen Zahlen auffaBte, da
er beide »Zahlen« nannte und sie als Gleichungsiosungen
zulieB, wahrend er Null und negative GroBen als solche ab-
lehnte. Aber auch bei den Agyptern werden lineare Glei-
chungen behandelt, deren Losung oft eine gebrochene Zahl
ist. Man muB jedenfalls sagen, daBl alle Voélker einen ge-
wissen Teil unseres ganz allgemeinen Zahlbegriffes durch
die Briche als erfullt erkannten, den Teil eben, den sie zu
benutzen wufiten. Wenn ein Schreiner sagt, ein Tisch sei
2 n breit, so hat er doch einen Teil des Begriffes der Zahl 3,
wenn er auch nicht versteht, was mit 3 multiplizieren be-
deutet. Dafl bei einer solchen Multiplikation etwas Kleineres
herauskommt als die multiplizierte Zahl, machte einigen Ver-
fassern von Rechenbiichern noch im 16. Jahrh. begriffliche
Schwierigkeiten.

Von den Griechen sagt man gerne, dafl sie nur die ganzen
Zahlen zulieBen. Man statzt sich dabei meist auf Euklid,
der im 7. Buch seiner berithmten Elemente (um 300. v. Chr.)
eigens eine Theorie der Verhilinisse zwischen ganzen Zahlen
ausfihrlich darlegte, die das Rechnen mit Briichen ersetzen
sollte. Aber man mufl bedenken, daf neben der wissen-
schaftlichen Mathematik Euklids, die einen Teil des von
den Philosophiebeflissenen reiferen Alters zu bewdltigenden
Stoffes bildete, eine sehr ausgebildete praktische Mathema-
tik bestand, die uns allerdings erst etwa durch Heron
(s. S. 20) literarisch belegt wird. DaB diese praktischen Ma-
thematiker von den Briichen mindestens in dem Sinne von
Mafizahlen einen deutlichen Begriff hatten, kann man kaum
bezweifeln.

Wir wollen nun unsere Bruchzahlen auf die Zahlengerade
aufzutragen suchen, Das unterliegt weder praktisch noch
theoretisch irgendwelchen Bedenken. Wollen wir etwa + 13
festhalten, so teilen wir die Strecke zwischen den Punkten
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+ 1 und 4 2 in 4 gleiche Teile; der dritte davon, von 4 1
aus gezihlt, stelll die Zahl 4 l dar. Wir bemerken aber
gleich, daB die Zahl 4% den genau entsprechenden Punkt
auf der Strecke 0-1, dxe Zahl — £ den entsprechenden auf
0-(—1) usw. ergeben hatte. Wir kbnnen uns daher, wenn
wir die Lage der Bruchzahlen zueinander niher ins Auge
fassen wollen, auf die »echten« Briiche zwischen 0 und 1
beschranken. Fangen wir nun an, hier die Punkte einzu-
zeichnen, die 3, dann §, %, }, 3 usw. entsprechen, so kom-
men wir nicht weit, da die Punkte bald so nahe aneinander
+13
} | 1 g o—i
-2 -1 0 +1 +2
Fig. 4
riicken, daf} der feinsie Bleistift nicht mehr imstande ist, sie
zu trennen. Auch wenn wir die Eintragungen von vornher-
ein nur bis zu den Hundertsteln fortsetzen woliten und wir
die Strecke 0 -1 sogar bis zu einem Meter lang annahmen,
so ware das schon zeuchnensch unmoglich. Greifen wir etwa
die Punkte g5 und 37 heraus, so errechnet sich deren Ab-
stand zu 138 _ 1
33 100 — 3300’

das ware bei 1 m Lange eine Kleinigkeit mehr als 0,3 mm,
gerade noch unterscheidbar. Es gibt aber Punkte, die sich
noch vne] naher hegen, bis herunter zu der Entfernung von
s und 13, die gigm =0,1 mm ca. ware. Nichts hindert uns
jedoch, die Teilung in Gedanken fortzusetzen. Denken wir uns
unsere Einheit 1 km statt 1 m lang, so wird der letzte- Ab-
stand schon 101 mm und man kann noch einige Zeit weiter
teilen. Bei dieser Art der Anordnung erscheinen aber die
Punkte unregelmaflig uber die Strecke verstreut, Wahrend,
wie wir eben sahen, in unserem Bensplele dxe emander zu-
nichst lxegenden Punkte g5 und 137, sowie ,00 und 3 die Ent-
fernung g5 *haben, haben die dem Punkte H am n’achsten
llegenden Punkte — offenbar & und 3 — von } schon den
Abstand go; = 1=, Die Punkte drangen sich sichtlich mehr
an die Enden der Strecke. Je weiter wir aber fortfahren,
desto mehr gleicht sich das aus, indem die Abstinde auch
gegen die Mitte zu immer kleiner werden. Und denken wir
uns alle Brache, die sich vorstellen lassen, aufgetragen, so
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ist die Strecke 0-1, auch wenn wir sie uns Millionen von
km lang dachten, so mit Punkten fibersit, dafl nirgends auch
nur des Messers Schneide zwischen zwei aufeinander fol-
genden Raum fande, ja, dal man von aufeinander folgenden
Punkten kaum mehr sprechen konnte.

Um dies recht deutlich zu machen, konstruieren wir uns
wieder ein Beispiel. Es sei die Einheitsstrecke 150000000 km
lang, d. i. etwa die Entfernung Sonne-Erde. Wir nehmen
den Punkt % und grenzen links und rechts von ihm eine
Strecke von & mm ab, welche Briiche liegen dann in diesem
Bereich? Die Antwort ist leicht zu geben, wenn sie auch
ziemlich viel Ziffern erfordert. Da 0,1 mm der 1500 billionte
Teil der Einheitsstrecke ist, entsprechen die beiden ange-
deuteten Punkte den Bruichen

B S
7 T 1500.10% YN0 7 T 1500-10%

oder ausgeschrieben
749°999999 999999 . 750000 000°000 001
1500000 000-000000 "% 1500-000 000000 000

Wir wollen die Zahler dieser Briiche mit Z, und Z; be-
zeichnen; jetzt multiplizieren wir die Briiche mit £ im Zahler
und Nenner, wobei wir f aufsteigend gleich 2, 3, 4 usw.
schlieflich so groB nehmen kénnen, als wir wollen. Dann
liegen alle Briiche in dem angedeuteten Zwischenraum,
deren Zahler Z der Bedingung gentgt:

Lt <Z< Zyt,

wahrend der Nenner 1500-10" tist. Anders ausgedriickt: Wir
konnen die kleine Strecke von 0,2 mm eben wieder gleichsam
als neue Einheit auffassen und von vorn zu teilen anfangen.

Gibt es nun trotz dieser schwindelerregenden Menge der
Briche noch Punkte auf der ohne alle Lucken gedachten
Strecke, die uns dabei entgehen? Dartiber wollen wir im
nichsten Abschnitt sprechen. Hier sei nur noch darauf hin-
gewiesen, dafl wir auch beiden Enden der Strecke, der 1
und der O durch unsere fortgesetzten Teilungen beliebig

nahe kommen. Wenn wir in dem Bruche 7 den Nenner n

immer mehr und mehr wachsen lassen, so kénnen wir jede
noch so kleine Entfernung von 0 erreichen. Man sagt dann:
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. . 1
die Grenze (lat. »limes«) des Bruches -, wennn tiber alle

Grenzen wichst, also schlieBlich unendlich grofl wird, ist
Null, und schreibt: L1 0
lim =0

n->~
Das ist die Null als Grenzbegriff, die wir bei den Agyptern
wenn auch jedenfalls nur in roher Form vermuteten (s. S. 5),
im Gegensatz zu der absoluten Null, die als Resultat bei der
Subtraktion gleicher GroSen auftritt (S.8). Dafl wir der 1
ebenso nahe kommen, ist einleuchtend. Wir dtrfen nur statt

1, n-1
des Bruches — immer den Bruch —— oder, was dasselbe

. 1
ist, 1 — —- nehmen und n unbegrenzt wachsen lassen, so

wird lim " T— lim (1 - r‘l—) =1,

n=»o0 n >
da eben — schlieBlich 0 wird. Man denke sich nur etwa

die aufsteigende Reihe 0,9; 0,99; 0,999 usw. beliebig fort-
gesetzt, um dies recht zu erkennen.

§ 4. DIE IRRATIONALZAHLEN.

Gibt es nun wirklich noch andere Zahlen, die auf die Strecke
0-1 aufgetragen mit keinem der durch die ungeheuer vielen
Briiche besetzten Punkte zusammentfallen? Um das besser
beurteilen zu kdnnen, denken wir uns alle Briiche in Dezi-
malbriiche verwandelt. Ein geringer Teil der Briiche wird
dabei endliche Dezxmalbruehe ergeben. Das sind diejenigen
Briiche, die wie i$, <5 usw. schon Potenzen von 10 als Nenner
haben, also sofort in dezimaler Form 0,3, 0,27 usw. geschrie-
ben werden konnen, und dazu alle jene, deren Nenner, wie
bei §, &, & usw., nur Potenzen von 2 und 5 enthilt, also
leicht durch Erweltern auf eine Potenz von 10 gebracht wer-
den kann: 0,25, 0,04, 0,06 usw. Alle andern »gehen nicht
auf«, sagt man, das heifit, es bleibt bei der Division des Z#hlers
durch den Nenner immer wieder ein Rest, so daf der Dezi-
malbruch unendlnch viele Stellen erhélt. Ein Beispiel sei

-7~ =(,714285'714285°714285'71 - -
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Hier bemerkt man sofort, daBl immer dieselben 6 Stellen
wiederkehren, und man wird sich fragen, ob eine #hnliche
»Periode« bei jeder Entwicklung eines Bruches in einen De-
zimalbruch auftritt. Um diese Frage zu beantworten, gentgt
es, die Ursache zu erforschen, warum dies bei ¥ der Fall
war. Wenn man mit 7 in 50 dividiert, So bleibt zunichst
der Rest 1, dann der Rest 3, dann nacheinander 2, 6, 4, 5,
jetzt gibt die angehangte Null wieder 50 und es mussen die-
selben Stellen wieder erscheinen. In der Tat konnen ja, wenn
wir mit 7 dividieren, nur die Reste 1, 2, 3, 4, 5, 6 auftreten
und, wenn diese alle da waren, mufl wieder einer dieser 6
Reste kommen. Da aber oben keine neuen Stellen hinzu-
kommen, sondern immerzu Nullen angehangt werden, er-
scheint auch wieder der nimliche Dividend, der schon da
war, und die Rechnung wiederholt sich.

Genau dasselbe tritt ein, wenn wir etwa 3; bilden. Divi-
dieren wir mit 37 in irgendeine Zahl, so kann der Rest 36
bleiben, oder 35, 34, 33 usw. bis herab zu 1, im ganzen
also 36 verschiedene Reste. An den Rest wird, wenn der
Dividend keine eigenen Ziffern mehr hat, immer wieder eine
Null angehiingt. War also einmal der Rest 5 da, so wird die
nichste Ziffer durch die Division 50 : 36 bestimmt, ‘und wenn
der Rest 5 wieder auitritt, so wiederholen sich alle Ziffern,
die zwischen dem ersten Auftreten des Restes 5 und dem
zweiten Auftreten desselben Restes sich als Quotienten er-
gaben. Da aber nicht mehr als 36 Reste vorhanden sind, so
konnen dies hochstens 36 Ziffern sein. Wir sagen ausdrtick-
lich »hochstens«. Denn gerade 4 ist ein Beispiel dafir,
daf derselbe Rest schon viel eher auftreten kann. Hier er-
gibt sich zuerst der Rest 1, dann 10, dann 26, worauf so-
fort wieder 1 als Rest erscheint. Es ist

1 . . .
7= 0,027°027:0270 - - - .

Warum die Periode fiir den Nenner 37 nur drei Stellen hat,
ist eine Frage, die wir hier nicht naher erdrtern kénnen.
Wesentlich ist ftir uns der Nachweis, daf sie mit hochstens
36 Ziffern abschlieBen muf.

Es ist noch notig darauf hinzuweisen, daB die Periode oft
nicht gleich nach dem Komma beginnt. Das ist immer dann
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der Fall, wenn der Nenner des Bruches aufler anderen Fak-
toren noch Potenzen von 2 oder 5 enthalt, z. B, wird

134 — 0,3'571428'571428'57 - - -

5 _25_ 25
=p=7:10= 3~ 10.

Diese 3 Ganzen treten, wenn man mit 10 dividiert, hinter
das Komma, die Periode ist die des Bruches +, wie man
sich sofort ﬁberzeugt Oder man hat

9—25‘—0030270270

.., b
denn es ist =

Es ist namlich
28 28 28.4 112
925~_W55—?7-66_—‘100_3 100,
und die 3 Ganzen treten wieder vor die Periode (des Bruches
), hinter das Komma.

Es fragt sich jetzt, ob auch umgekehrt jedem periodischen
Dezimalbruch ein gemeiner Bruch entspricht. Zu diesem Be-
hufe brauchen wir nur rein periodische Dezimalbriiche zu
betrachten; denn jeden andern kann man ja durch Verstellen
des Kommas zu einem solchen machen, und das Verrticken
des Kommas kann durch eine Division mit einer Potenz von
10 wieder ausgeglichen werden. Z. B. wire

041313131 --- = % - 4,13'13'13'1 - -
oder 071444-~-—-m-71,444~--

Wir wollen nun einen ganz einfachen rein periodischen De-
zimalbruch als Beispiel wahlen, etwa:

z=0,7777777 - - -,
Wir bilden 10z = 7,7777777 - - -.

Hier steht hinter dem Komma derselbe Dezimalbruch wie
bei z selbst. Subtrahieren wir also z von 10z, so ergibt sich
9z=17; z= %
Es wird klar sein, daf$ man bei zweistelliger Periode, wie bei
y=023232323---,
auf Ahnliche Weise erhalt:
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23

9y =23; yg=735,

so daB man erkennt: Jeder rein periodische Dezimalbruch

ist gleich einem gemeinen Bruch, dessen Zahler die Periode

ist und dessen Nenner so viele 9 hat, als die Periode Stellen

besitzt.

Die oben als Beispiele benutzten »gemischt-periodischen«

Dezimalbriiche héatten hiernach folgende Werte:

aqaq 1 13 409
0413131 -+ =15+ 455 = go5»
. 1 4 643
0’71444...=i66.71-9———§m'

Nachdem also jeder unendliche, periodische Dezimalbruch
einem gemeinen Bruch gleich ist, brauchen wir blof zu
sehen, ob wir einen Dezimalbruch mit unendlich vielen Stel-
len, natiirlich in Gedanken, herstellen kénnen, der nicht pe-
riodisch ist, dann wird die erste Frage dieses Paragraphen,
ob es aufler den Briichen noch andere Zahlen gibt, sofort
entschieden sein. Da fallen uns gleich mehrere Verfahren
ein, dies zu bewerkstelligen. Wir brauchen ja nur die Ziffern
alle, die in irgendeinem Rechenbuch stehen, von Seite zu
Seite abzuschreiben und hinter das Komma zu stellen, wie
sie kommen, daran die Ziffern eines anderen Rechenbuches
zu reihen usf. Das gibt gewifl keine Periode. Oder wir lassen
uns heute 100 Ziffern von jemand diktieren, morgen 100 Zif-
fern von jemand anderem usw. Oder wir geben 100 Exem-
plare von jeder Ziifer in einen Sack und nehmen immer eine
Handvoll heraus, die wir hintereinander schreiben. Es ist
ja tberhaupt ZuBerst unwahrscheinlich, daB gerade ein pe-
riodischer Dezimalbruch entsteht. Wahrscheinlichkeit ist frei-
lich noch kein Beweis. Auch dem Zweifler kdnnen wir aber
helfen. Wir nehmen einen periodischen Dezimalbruch, etwa

d = 0,238 238 238 238 238 - + -

und zerstbren systematisch dessen Periode. Auch das kann
man auf hundert Arten machen. Aber wir wollen, um diese
Sache, die ja jetzt schon einleuchtend genug ist, nicht zu
weit zu treiben,. nur eine Methode angeben. Wir brauchen
mur etwa hinter die erste Periode eine Ziffer, hinter die
zweite Periode dieselbe Ziffer zweimal, hinter die dritte die
Math.-phys. Bibl. 2: Wieleitner, Der Begriff der Zahl. 3. Auil. 3
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namliche Ziffer dreimal usf. zu schreiben, so ist jede Perio-
dizitit ausgeschlossen. Nehmen wir 1 als diese Ziifer, so
erhalten wir: d” = 0,2381 23811 238111 2---.
In gleicher Weise wire

d” = 10,2038 20038 2000382 --
gewifl unperiodisch. .

Wir sind so sicher, auf unendlich viele Arten Dezimal-.
briiche herstellen zu kdnnen mit unendlich vielen Gliedern,
die keinerlei Periode haben. Aber sind nun das Zahlen?
Gewifl, es sind Zahlen, nicht schlechter als ein Bruch mit
einem Nenner von 100 Stellen und einer Periode von einigen
Trillionen oder mehr. Es sind Zahlen, auch wenn wir gar
nicht witen, wo solche vorkommen und ob sie sonst irgend-
eine Bedeutung haben. Nur konnen sie nicht auf endliche
Weise durch ganze Zahlen mittels der vier burgerlichen
Rechnungsarten ausgedriickt werden, sie kdnnen nicht dar-
gestellt werden als ein Quotient, als ein Verhdltnis zweier
ganzen Zahlen: sie sind »irrational«. Im Gegensatze dazu
heilit man dann ganze Zahlen und Briiche »rational«. Das
lateinische Wort »ratio«, das in diesem Worte steckt, be-
deutet hier »Verhaltnis« und ist die direkte Ubersetzung des
griechischen »16gos«, das Euklid benutzte. Im Englischen
hat »ratio« heute noch diese Bedeutung und bei uns kommt
es in dem Worte »Ration« in demselben Sinne vor.

Aber bevor wir tiber die Entdeckung des Irrationalen und
die Vervollkommnung dieses Begriffes sprechen, wollen wir
ihm noch von einer anderen Seite beikommen, damit wir
ihn besser erfassen. Zuerst durch Problemstellungen, die
zu Gleichungen von hoherem als dem ersten Grade fohren;
denn letztere werden ja jedesmal durch eine Division geldst.
Da durfen wir nur verlangen eine Zahl anzugeben, die mit
sich selbst multipliziert etwa 2 gibt. Das heifit, wir suchen
die Losung der Gleichung x*=2. (1)
Die meisten Leser werden ja wissen, dafi man sagt:

x=V2, ©
d. h. x ist die Quadratwurzel aus 2, die noch positiv oder
negativ genommen werden darf. Aber damit sind wir keinen
Schritt weiter. Wir haben nur ein Symbol fir eine Zahl,
die im Quadrat 2 geben soll. Gibt es denn aber eine solche?
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DaB8 es eine ganze Zahl nicht sein kann, sieht man auf den
ersten Blick. Aber auch ein Bruch kann es nicht sein. Ein

solcher sei % und er sei bereits soweit moglich gekirzt;

dann mufte p:_pp__
F=qq=2 (3)
sein. Wenn aber -Iql irreduzibel ist (vgl. S.16), so kann auch,

wie man aus (3) ersieht, g—, nicht gektirzt werden, also nicht
gleich 2 sein. Wohl aber konnen wir durch Probieren Zahlen
finden, die wir am besten in Dezimalbruchform bringen, deren
Quadrat annihernd gleich 2 ist. Jedenfalls muf3 eine solche
angeniherte Zahl zwischen 1 und 2 liegen. Betrachten wir
nun die Quadrate der Zahlen 1,1, 1,2,... 1,9, so finden wir:

1,4%(= 1,96)< 2 < 1,5%(= 2,25). (4)

Der Zahlenwert von VZ liegt also jedenfalls zwischen 1,4
und 1,5 und wir kénnten wieder die Quadrate von 1,41 bis
1,49 betrachten. Da dies immer umstindlicher wird, je mehr
Stellen wir bekommen, kann man folgendermafien verfahren:

Wir setzen V§= 144« (5)
und erheben auf beiden Seiten zum Quadrat. Dann ist
2 = 1,96 4+ 2,8a -+ o? (5%)

Da aber o < 0,1, so ist a* < 0,01, und wir konnen in (5%)
das Glied o® fur eine erste Anniherung weglassen. Dann
erhalten wir ftir o die Gleichung:

2,80 =10,04; «=0,014, (6)
Wir konnen nun weiter annehmen:
V2=1414 4 8. @
Durch Quadrieren ergibt sich wie oben:
2 = 1,999396 + 2,8288 + §* (8)
und unter Vernachlissigung von B%:
2,8288 = 0,000604; B8 = 0,00021.. 9)

So konnen wir in Ankn{ip fung an (4) folgendes Schema bilden:
1,4*(=1,96)<2< 1,5%(= 2,25)
1,414%(= 1,9994) <2< 1,415%(= 2,0022) (10)
1,41421%(=1,999989'9) <2< 1,41422%(=2,0000002),
. 3&



32 § 4. Die Irrationalzahlen.

das sich ohne Schwierigkeit erweitern und in Gedanken bis

ins Unendliche fortsetzen 148t Die }/2 ist also durch einen
unendlichen Dezimalbruch ohne Periode darstellbar, d. h.
eine »Irrationalzahl« nach unserer obigen Definition. Und
nun erdffnet sich uns gleich eine ganze Flle von Irrational-
zahlen, zunichst alle Quadratwurzeln, dann alle dritten Wur-
zeln usw., die wir auf eine &hnliche Art, wenn auch immer
miithsamer, in unendliche Dezimalbrtiche verwandeln kdnnten.
Ja wir kdnnen sagen: Jeder mit Wurzeln irgendwie zusammen-
gesetzte Ausdruck ist, wenn nicht siamtliche Wurzeln auf-
gehen, eine Irrationalzahl.

Jeder solche Wurzelausdruck ist die Losung einer Glei-
chung. Nehmen wir x = ¥/3, so ist x° = 3 die zugehorige
Gleichung. Aus

3 —

(11) yg=V2+V2 erhiltman: z*=2+V2 (12
und, indem man 2 nach links stellt und quadriert:

(13) @*—2°% =2 oder y'—4p'+2=0 (14)
als zugehorige Gleichung. Der Satz aber ist in keiner Weise
umkehrbar. Denn weder 148t sich jede Losung einer solchen
"Gleichung durch einen Wurzelausdruck darstellen, noch ‘ist
jede Losung eine Irrationalzahl in dem hier angenommenen
Sinne.” Was das letztere betrifit, so werden wir im nichsten
Paragraphen Naheres dartiber mitteilen, das erstere wollen
wir gleich”hier noch etwas erlautern.

Die Gleichung (14) ist eine Gleichung 6. Grades. Man er-
kennt das aus dem hochsten Exponenten 6, der bei der Un-
bekannten vorkommt. Ahnlich ist

P—4x—2=0 (15)
eine Gleichung 5. Grades. Nun hat N. H. Abel im Jahre
1824 nach vergeblichen Bemiihungen der bedeutendsten
Mathematiker der vorausgegangenen Jahrhunderte bewiesen,
daB Gleichungen von hdherem als dem 4. Grade im allge-
meinen nicht mehr durch Wurzelausdriicke geldst werden
konnen, wie dies bei Gleichungen 4., 3. und 2. Grades mdg-
lich ist. Trotzdem hat z. B. jede Gleichung 5. Grades, wenn
sie durch keine rationale Zahl losbar ist, doch' mindestens
eine irrationale Losung. Sie kann aber auch deren drei oder
fonf haben, eine Gleichung 6. Grades kann 0, 2, 4, 6 haben,
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eine Gleichung 7. Grades muf} eine, kann aber auch 3, 5, 7
haben usw. Welche Menge von neuen Irrationalzahlen bietet
sich hier dar!

Eine Gleichung wie (15) kann man durch ein ganz &hn-
liches Naherungsverfahren idsen, wie wir es oben zur Losung
der Gleichung x® = 2, d. h. zur Ausziehung der Quadrat-
wurzel verwendet haben. Es ist nicht der Zweck dieses
Bachleins, das auszufohren. Aber der Leser kann sich durch
Einsetzen in (15) Giberzeugen, dal eine Losung x; zwischen
1,518511 und 1,518512 liegt, daBl also die Irrationalzahl

x, =1518511--- (16)
eine Losung von (15) ist. Setzt man in der Tat x =1,518511
in die linke Seite von (15), so ergibt sich rechts statt 0 die
Zahl — 0,000020, setzt man aber x = 1,518512 ein, so er-
gibt sich <4 0,000004. Die Gleichung (15) hat aber noch
wwei andere irrationale Wurzeln, die negativ sind, nimlich

xg = == (,508499 . - -, }
x3 = — 1,243596 - - -, {17

Aber es gibt noch weit mehr Irrationalzahlen. Die Log-
arithmen fast aller rationalen Zahlen zu irgendwelcher Basis
sind irrational; fast alle trigonometrischen Funktionen (Sinus,
Cosinus usw.) von Winkeln, die zu 360° ein rationales Ver-
haltnis haben, sind irrational, und zwar beide im allgemeinen
nicht durch Wurzeln ausdriickbar. Die Ausnahmen ver-
schwinden gegen die Masse. Bei den Logarithmen zur Basis
10 sind es z. B. nur die Potenzen von 10, die ganzzahlige
Logarithmen haben, bei den trigonometrischen Funktionen
sind nur diejenigen durch Wurzeln ausdrtckbar, die Win-
keln entsprechen, welche sich mit Zirkel und Lineal kon-
struieren lassen. Das sind die Winkel, die mit dem reguléren
4-Eck, 6-Eck, 10-Eck, 15-Eck usw. zusammenhangen. Aber
alle Funktionen sind doch irrational, mit Ausnahme von
sin 90%= 1 und sin 30° =¥, ebenso sind nattrlich die Log-
arithmen der trigonometrischen Funktionen irrational.

Nachdem wir so gesehen haben, welch ungeheures Ver-
breitungsgebiet die Irrationalzahlen besitzen, wollen wir noch
untersuchen, ob sie auch, wie die Briiche, bei der Messung
einer Strecke durch eine andere auitreten konnen. Wir
hoben schon (S. 15) hervor, daB dies keine Frage der Praxis
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ist, da jede wirkliche Messung infolge Unzuldnglichkeit unsrer
Hilfsmittel und unserer Sinne sehr bald aufgeht. Auch hat
ein Tisch oder eine nur hingezeichnete Strecke keine streng
definierte Linge, ebensowenig wie das noch so genau ge-
teilte cm-Mafl, dessen wir uns bedienen. Wir miissen schon
zwei Strecken an einer geometrisch definierten Figur heraus-
nehmen und uns fragen, ob die Messung der einen durch
die andere zu einer rationalen Mafzah! fithren wird oder
nicht. Bevor wir zu einem Beispiel {ibergehen, iiberlegen
wir uns recht, wann dies eigentlich der Fall sein wurde. An-
genommen, die zu messende Strecke sei 26 cm lang, die
Einheitsstrecke 14 cm. Wir tragen die Einheitsstrecke ein-
mal auf, dann bleibt schon ein Rest, der kleiner ist als sie
(namlich 12 em). Wenn nun aber die MaBzahl eine rationale
Zahl werden soll (in diesem Falle 1< (=26 : 14)), so missen
die beiden Strecken zueinander ein ganzzahliges Verh#ltnis
haben (hier 13 : 7). Es muf3 also eine kleine Strecke, sagen
wir e (hier = 2 cm) geben, die in beiden Strecken aufgeht,
so dafl die eine Strecke 13¢ und die andere 7e lang ist.
Zieht man nun die kleinere Strecke von der groBeren, ge-
gebenenfalls auch diter nacheinander, ab, so steckt das ge-
meinschaftliche Maf§ e doch immer auch im Rest (6e= 12 cm).
Um e zu finden, kann man jetzt diesen Rest und die Einheits-
strecke ebenso behandeln, dafl man niamlich die Reststrecke
von der Einheitsstrecke abzieht. Hier gibt das 2 cm (= 1¢);
aber bei einer wirklichen, wenn auch theoretischen Rechnung
weifl man noch nicht, welches Vielfache von e man hat,
sondern man mufl wieder diesen neuen Rest 2 cm von dem
vorherigen Rest 12 ¢m abziehen, bis ein noch kleinerer Rest
bleibt. Hier wird man finden, dal es 6 mal geht und kein
Rest mehr bleibt. Daher ist in unserem Beispiel e = 2 em
das gemeinschaftliche MaB. Man findet dann durch Zurtick-
rechnen, dafl es in der Einheitsstrecke 7 mal, in der zu
messenden Strecke 13 mal geht, die Malzahl der letzteren,
ausgedriickt durch die erstere, also ¥ ist.

Der Leser, der sich etwa dessen noch erinnert, wird schon
langst erkannt haben, dal das niamliche Verfahren ja in der
Arithmetik angewendet wird, um den gré8ten gemeinschaft-
lichen Teiler zweier Zahlen zu finden. Dort heifit es »Ketten-
division«. Man dividiert mit der kleineren Zahl in die grofiere,
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mit dem Rest in die kleinere, mit dem neuen Rest in den
vorigen. Der gemeinschaitliche Teiler mufl dann in allen
Resten stecken. Wenn einer dieser Reste aufgeht, so ist
dieser selbst der gesuchte Teiler. Ist der letzte Rest 1, so
haben die Zahlen keinen gemeinschaftlichen Teiler. Unser
Beispiel konnte man so schreiben (oben stehen die Quotienten,
unten die Reste, die gleich immer wieder rechts oben als
Divisoren angefiigt wurden):
1168

26:14:12:2.
12 2 0

2 ist der gememschafthche Teiler. Die Mafizahl 32 erhalt man
dabei eigentlich in folgender Form

26
ﬁ-l+l4 1+”—1+1

6

d. i. in Form eines »Kettenbruches«. Die Ganzen (1) und
die Teilnenner (1, 6) sind unsere Quotienten von vorhin, die
wir tiber die Divisionszeichen geschrieben haben.

Zur Verdeutlichung noch ein Beispiel! Wir suchen den
grofiten gemeinschaftlichen Teiler von 299 und 81:

3 1l 2 468
209:81:56:25:6: 1.
56 25 6 1 0

Die beiden Zahlen haben keinen gemeinschaftlichen Teiler,
aufier der Einheit, die als letzter Rest auftritt. Hatten wir
zwei Strecken von den Langen 299 c¢m und 81 cm, so wire
1 em selbst das gemeinschaitliche MaBl. Die Messung der

ersten Strecke durch die zweite ergibe die Mafzahl %2,

die sich, wie vorhin %, in die Form eines Kettenbruches

bringen liefe, namhch

299 1 1
B 3t =34 g=08+ =3+
81 81 91 25 1
s g
=3+
1+—-
2+ i

4+ &
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Wir haben dabei dem Leser fiir die letzten Nenner die Rech-
nung selbst oiberlassen und machen auch hier darauf auf-
merksam, dafl die Zahlen 3, 1, 2, 4, 6 die schon oben bei
der Kettendivision aufgetretenen Quotienten sind.

Nun wollen wir versuchen festzustellen, ob die Diagonale
eines Quadrates und die Seite ein gemeinschaftliches Maf}

\
\
\
\
\
\
\
v

'-1.

besitzen, ob diese beiden - Strecken, wie man sagt, »kom-
mensurabel« sind. Dazu brauchen wir nur ein halbes Quadrat
zu zeichnen, ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck ABC
(Fig. 5), und wir wollen die Hypotenuse B C durch die Kathete
AB (= AC) als Einheit messen. Um das gemeinschaftliche
MaB gegebenenfalls zu finden, tragen wirzuniachst BA, = B A
auf der Hypotenuse ab und erhalten den Rest CA,. Da
2-BA > BC, so ist BA > BC — BA, also BA; > CA,.
Es ist also BA in BC nur einmal enthalten. Jetzt nehmen wir
den Rest CA; in den Zirkel und tragen die Strecke von A
aus auf AC ab, zunichst einmal bis B;: AB, = CA,. Ver-
bindet man dann B, mit A,, so wird B; 4, L A,C stehen.
Denn denkt man sich umgekehrt diese Senkrechte in A4,
errichtet und bezeichnet man fair einen” Augenblick ihren
Schnittpunkt mit AC durch B,, so wird B4 = B, 4,, weil
zwei Tangenten von einem Punkt an einen Kreis immer
gleich sind. AuBerdem ist C A, = By4,, weil A ByA,C wieder
ein rechtwinkliges Dreieck mit zwei Winkeln von 45° ist.
B, mufl demnach mit B, identisch sein und es ist

ABy = B, A, = AC,

B T3, 4 ¢
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so daB man CA; nochmals auf AC abtragen kann, indem
man B; A, = B, A, macht; CA, ist dann der neue Rest. Da
nun aber der Punkt A, zu dem A B, A, C genau so liegt,
wie der Punkt A, zu dem A CA B, so wird man wieder in
A, das Lot errichten, Punkt B, erhalten und By 4; = B, A,
(= ByA,) machen, um den neuen Rest CA; zu erhalten,

Das gemeinschaitliche Ma$, das BC und AB etwa hitten,
mifite nach den obigen Ausitthrungen auch in CA, ent-
halten sein, dann auch in CA; CA; usw. Man sieht aber,
daB diese Konstruktion gar kein Ende erreicht, der Rest also
so klein gemacht werden kann, als man will. Demnach gibt
es keine noch so kleine Strecke, die gleichzeitig in der Seite
und der Diagonale eines Quadrates enthalten ist, die Seite
und Diagonale des Quadrates 'sind zueinander »inkommen-
surabel«, die MaBzahl der Diagonale mufl, wenn man die
Seite = 1 nimmt, eine Irrationalzahl sein. Man erhilt sie
durch das angegebene Verfahren, da der erste Quotient 1 ist,
alle tibrigen aber 2 sind, in der Form eines unendlichen
Kettenbruches, der die Periode [2] hat:

1+ I——l .
24—
| Pty

Daf} -die MaBzahl der Diagonale irrational ist, hat der kun-
dige Leser natirlich langst gewufit; denn nach dem pytha-
goreischen Lehrsatz ist in dem Dreieck ABC

BC'=AB'+AC'=2, BC=V2

Der angegebene Kettenbruch ist also eine Darstellung von
V2, aus der man, indem man immer mehr Glieder nimmt,

V2 ebenfalls mit beliebiger Anniherung berechnen kann.
Die ersten Anniherungen sind:

1 3 1 7 1 17
Itg=7, t—7=% II+— =5
2tz ot
7

Es war uns von grofiem Werte, auch durch das -eigent-
liche Messungsverfahren, das Euklid im X. Buch seiner
Elemente ausfohrlich beschreibt, unmittelbar zu der Existenz
von inkommensurabeln Strecken und damit zum Begriif des
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Irrationalen zu kommen. In derselben Weise kann man
auch die Inkommensurabilitit der Hohe des gleichseitigen
Dreiecks mit der Seite dartun. In der Tat ist die Linge
dieser Hohe, wenn man die Seite als Einheit nimmt, gleich
Ly3.

Wir erinnern ferner an das Verfahren, das zwar nicht von
Euklid, aber wenig spater von Archimedes (s. S. 3) aus-
gebildet wurde, um den Umfang des Kreises mittels des Durch-
messers zu messen. Ohne es hier ausfthrlicher darlegen zu
wollen, berichten wir, da8 Archimedes vom gleichseitigen
Sechsecke ausging, durch fortgesetzte Winkelhalbierung die
Umfinge der dem Kreise ein- und umgeschriebenen regel-
maBigen 12-Ecke, 24-Ecke usw. bis zu den 96-Ecken be-
rechnete, wodurch er mit Sicherheit feststellte, daBl ftir das
Verhiltnis des Kreisumfangs zum Durchmesser, das wir mit
T bezeichnen, ist: 317(13 <n< 3_17_‘

Dieses Verfahren ist unbegrenzt fortsetzbar und lieferte in
der Tat Ludolph van Ceulen (1540-1610), der vom
reguliren 15-Eck ausgehend durch Halbierung bis zum
5. 2¥-Eck vordrang, die ersten 20 Dezimalstellen von .
Er veroffentlichte sie 1596 in dem Werke Van den Circkel
und erganzte sie spiter auf 35.

Wir machen aber ausdriicklich darauf aufmerksam, dafi
dieses Archimedische Verfahren zwar den Wert

w=3,141592 653589 793238 462 - - -

so genau liefert als man will, aber fur die Irrationalitit nichts
beweist. Ein strenger Beweis, dafl auch w eine Irrational-
zahl ist, wurde erst von Joh. Heinr. Lambert i. J. 1768
verdifentlicht.

Leider wissen wir gar nicht, wie Archimedes die auf-
tretenden Quadratwurzeln berechnete. Er gibt ihre Nahe-
rungswerte als gemeine Briiche an, z. B.

265
V3= B3
wo das Zeichen = als »ungefahr gleich« gelesen werden

soll. Der Wert ist schon recht genau, denn man hat

B = 1,732026 - - ; /3 =1,73205---.
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Wenn Archimedes auch die eigentliche Kettenbruchent-
wicklung nicht benutzte, so mufl er doch ein wahrscheinlich
auf geometrischer Grundlage beruhendes, unendlich fort-
setzbares Verfahren besessen haben. Der Wert Z& gehort
namlich wirklich zu den Naherungswerten des Kettenbruches,

den man aus dem gleichseitigen Dreieck fur V§ ableiten
kann. Dieser hat die Periode [1, 2] und lautet:

V§=1+l—l

Bricht man ihn nach dem achten Nenner ab, so ergibt sich 3¢3-.

Ftir Euklid sind die irrationalen Verhaltnisse keine Zahlen.
Er entwickelt im V. Buch der Elemente eine Lehre von den
Verhaltnissen, die von der Unterscheidung kommensurabler
und inkommensurabler Strecken unabhingig ist, und be-
handelt das Inkommensurable ftir sich in dem umfangreichen
X.Buch, dessenLektire mangels jeder Symbolik grofie Schwie-
rigkeiten bereitet. Dort sagt er ausdrucklich: ,Inkommen-
surable GroBen verhalten sich nicht wie Zahlen zueinander.”
Jede Anniherung ist in Euklids Elementen verpdnt, und
so erfahren wir aus ihnen nichts tber Methoden zum Wur-
zelziehen, wiewohl die Elemenfe alles dazu Notige, wenn
auch in geometrischer Form enthalten.

Die Theorie des Irrationalen hatte aber zu Euklids Zeit,
wie das X. Buch ausweist, schon eine hohe Stufe der Vol-
lendung erreicht. Trotzdem durfte die Entdeckung des Irra-
tionalen und zwar zunichst des Sonderfalles der Inkommen-
surabilitat von Quadratseite und -diagonale nicht Pytha-
goras selbst oder seinen nichsten Schiilern zuzuschreiben
sein. Man kann mit ziemlicher Sicherheit annehmen, daf§
diese Entdeckung erst von den jtingeren Pythagoreern gegen
das Ende des 5. Jahrh. v. Chr. gemacht wurde. Auch stellten
diese schon Naherungswerte ftir Vz—auf, aber wohl nur$ und
+. Theodor vonKyrene bemerkte dann, um die Wende
des 5. Jahrh,, dal auch die Seitenlingen der Quadrate von
3, 5 usw. Quadrateinheiten mit der Einheitsstrecke inkom-
mensurabel seien,und gelangte wohl zur Erkenntnis, dafl dies
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im allgemeinen der Fall sei, worauf sein Schiller Theaetet,
der Freund Platons, etwa zwischen 390 und 370 v. Chr.
eine allgemeine Theorie und Eintellung wenigstens der qua-
dratischen Irrationalititen gab. Auf ihm fufit Euklid.

Dafi die Babylonier schon im 3. Jahrtausend v. Chr. den
Quadrat- und Kubikzahlen besondere Aufmerksamkeit schenk-
ten, ist erwiesen. Enthalten ja gerade die beiden bertihmten,
1854 bei Senkereh gefundenen Tafeichen, durch die erst
das Vorhandensein eines Sexagesimalsystems augenfillig
wurde, Tabellen der Quadratzahlen bis zu 60° und, soweit
man nach dem Bruchstick schliefen kann, auch der Kubik-
zahlen bis zu 60°% Ganz neuerdings wurden Tafelchen aus
dem 2. Jahrtausend v. Chr. entziffert, auf denen fiir die
Diagonale eines Rechtecks mit den Seiten 10 und 40 ein
sehr guter Ndherungswert berechnet ist.

Von den Agyptern wei man aus mehreren erst von 1897
an herausgegebenen Papyri, dafi sie dfters Gleichungssysteme
aufstellten und 10sten von der Art

x* + g = 100; y=%x,

wo aber, wie in dem angegebenen, die vorkommende Qua-

dratwurzel, hier V%, aufgeht. Auch konnte man auf einem
der erhaltenen Bruchsticke mit Sicherheit die Gleichung

1 1

Voi=23
erkennen. Die Verdffentlichung der ganzen Schenkungs-
urkunde des Tempels zu Edfu hat zwar gezeigt, dal die auf
S. 6 angegebene Formel nicht tiberall paBit; die Meinung
aber, dafl die angegebenen Werte durch ein roh ange-
nahertes, immer zu grofle Werte ergebendes Wurzelziehen
erhalten wurden, erscheint doch noch zu wenig gesichert.
Auch die Inder gebrauchten in gewissen Fillen Quadrat-
wurzeln. Eine sonderbare Theorie des Opferkultes zwang
sie, Altare nach bestimmten geometnschen Vorschriften zu
bauen. Diese Vorschriften sind uns in den Sulvasutras
(SchnurmeBregeln) erhalten, deren Alter noch recht unsicher
ist (sicher im 1. Jahrtausemi v. Chr). Auch sie enthalten den
pythagoreischen Lehrsatz. In einer Fassung der Sulvasutras

kommt dabei der Wert vor:
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Va=1+3+355(=15=14166--1),
wahrend eine andere Fassung den wesentlich besseren be-

nutzt:
1 1 1 577
Ve=143+33— 577 ( 30§ = 144142156 - - -),

der gegenitber dem wirklichen Werte
V2 =141421'36 -

erst in der 6. Dezimalstelle abweicht. Es ist auffallend, dal
auch 3 ein Naherungswert des Kettenbruches far 12
(s. S. 37) ist, den man erhalt, wenn man 7 Nenner benutzt.
Wie die Inder zu diesen Werten kamen, ist bis jetzt unsicher,
aber daB sie aus fremder Quelle stammen, wahrscheinlich.
Wir wollen nicht ndher auf die Entwicklung der Wurzel-
berechnung eingehen. BisKlaudius Ptolemaus zurtck, der
als Astronom zwischen 125 und 151 n. Chr. in Alexandria
wirkte, 1a8¢ sich die Benutzung von Sexagesimalbriichen dabei
nachweisen. Dafl die Inder schon vom 5, Jahrh. n. Chr. an
Wurzeln in moderner Weise berechnet hitten, ist falsch.
Auch das auf S. 12 angedeutete Verfahren ist wohl eine Ein-
schiebung des Bearbeiters und geht nicht auf Alchwaras-
mi selbst zurtick. Im 12. Jahrh. aber berechneten die Araber
auch schon hohere Wurzeln. Doch kam man bis ins 16. Jahrh.
hinein nicht von der Euklidischen Auffassung ab. Dio-
phant (s. S. 6) vermeidet die irrationalen Losungen wie die
negativen. Erst Michael Stifel gebraucht 1544 (s. S. 9)
den Ausdruck »irrationale Zahlen«, und wenn er auch wie
Euklid sagt, diese waren keine »Zahlen«, so meint er da-
mit, wie er gleich darauf weiter ausfahrt, daB sie keine Zah-
len in dem bis dahin betrachteten Sinne seien, und erklart,
daB jede Irrationalzahl zwischen zwei ganze Zahlen falle.
Die Notwendigkeit dieser erweiterten Auffassung des Zahl-
begriffes konnte sich aber erst vollig herausstellen, als man,
ganz entgegen der griechischen Auffassung, das Zahlenreich
auf die gerade Linie abertrug. Wir wissen schon, welch
wesentlicher Anteil an der Einburgerung dieser neuen ldee
Descartes’ Géométrie (1637) zuiallt (vgl. S. 10)- In der
analytischen Geometrie mufl eine GroBfe x alle Werte,
zwischen — o0 und + o0, annehmen. Darunter befinden sich
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aber uxEéihli_g viele Werte von der Form VE, V2,—1, -

V2, V3,...10g2,...sin 1°..., die alle nicht rationalen
Briichen entsprechen. Man muf8 sich daher die Zahlen-
gerade, die durch die gemeinen Briiche schon iiberall dicht
bedeckt wurde (vgl. S.241), doch noch als mit ungeheuer
vielen Lucken versehen denken, die dann eben durch die
Irrationalzahlen ausgeftllt werden. Denn wenn wir uns etwa

den Wert ¥/ 2, also die Diagonale des Quadrats mit der
Seite 1, auf der Zahlengeraden vom Nullpunkt aus aufge-
tragen denken, so bekommen wir einen geometrisch be-
stimmten Punkt, der aber, wie wir nachgewiesen haben, mit
keinem der den rationalen Zahlen entsprechendenPunkte tiber-
einstimmt. Wohl aber konnen wir ihm mit Hilfe solcher
Zahlen beliebig nahe kommen. Denn nach dem S. 31 ge-
gebenen Schema liegt der Punkt VE zwischen den Punkten
1,4 und 1,5, genauer zwischen 1,41 und 1,42, noch genauer
zwischen 1,414 und 1,415 usf. bis ins Unendliche.

Der Begriff der lickenlosen oder, wie mansagt, »stetigen«
Geraden, fordert sonach unabweislich den Begriff der Ir-
rationalzahl. Und erst Descartes war es in der Tat, der
als »Zahl« alles ansah, ,was sich zur Einheit verhilt, wie
eine Strecke zu einer anderen“. Diese Definition, die alle
positiven oder negativen ganzen, gebrochenen und irratio-
nalen Zahlen, oder wie wir sagen, alle »reellen«Zahlen, umfafit,
findet sich zwar nicht wortlich, aber doch dem Sinne nach
in Descartes’ Géométrie, wortlich bereits inNewtons Vor-
lesungen an der Universitat Cambridge (1673—83), die
1707 herauskamen, und wurde in der angefiihrten Form
durch Chr. von Wolifs Elementa Matheseos universae,
die in Deutschland die erste Halfte des 18. Jahrh. beherrsch-
ten, verbreitet. In Frankreich tibte in der zweiten Halite
des 18. Jahrh. d’Alembert einen #hnlichen EinfluB aus.
Trotzdem erlangte der Begriif der allgemeinen Irrational-
zahl, wie wir ihn darzustellen versuchten, kaum vor dem
19. Jahrh. einige Popularitit unter den Mathematikern. Eine
ganz einwandireie, mathematisch strenge Begriindung er-
fuhr die Lehre vom Irrationalen erst in den 70er Jahren
durch WeierstraBl, G. Cantor und Dedekind.
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§ 5. DIE IMAGINAREN ZAHLEN.

Mit dem vorigen Paragraphen wurde das Gebiet der reellen
Zahlen abgeschlossen. Wo sollen nun noch aufierdem Zahlen
gesucht werden, wenn nicht auf der Zahlengeraden? Die
Antwort auf diese Frage wurde freilich erst spit gegeben,
als die Zahlen, von denen wir nun noch zum Schlusse zu
sprechen haben, lingst im Gebrauch waren. Aber wenn
man die Frage, wie wir es taten, tiberhaupt stellf, so kann
die Antwort schwerlich anders lauten als: zunichst in der
Ebene. Welcher Grund sollte denn auch, von einem allge-
meinen Gesichtspunkte aus, der die Zahlen nicht mehr mit
dem gewohnlichen Leben verkntipft, bestehen, dal wir nur
den Punkten einer einzigen Geraden der Ebene, auf der wir
schreiben oder zeichnen, Zahlen zuweisen? Sollte es nicht
moglich sein, alle Punkte der Ebene mit Zahlen zu bezeichnen
und sie dadurch voneinander zu unterscheiden? Keinem
Leser ist in der Tat ein solches Verfahren fremd. Wenn er
die analytische Geometrie auch noch gar nicht anders als
durch die Hinweisungen in unserem Btichlein kennen gelernt
hatte, so weif} er jedenfalls, wie man einen Ort der Erde der
geographischen Lage nach bestimmt. Man hat den Aquator
und die Pole. Durch letztere denkt man die Meridiane gelegt
und zieht Parallelkreise zum Aquator. Einen der Meridiane,
z.B. den der Greenwicher Sternwarte, nimmt man als Aus-
gangs- oder 0-Meridian und z&hlt von ihm aus die geogra-
phischen Langen. Man kann die ostliche Liange als positiv,
die westliche als negativ annehmen. Ahnlich zihlt man die
geographischen Brenten vom Aquator aus nach Norden po-
sitiv, nach Stiden negativ. Als Einheit nimmt man gewohn-
lich den Grad; das ist aber fiir das Wesen der Sache gleich-
gultig. WuBte man genau die Ladngen des 0-Meridians und
des Aquators, so konnte man Linge und Breite auch im
MetermaB, gemessen immer auf dem 0-Meridian und dem
Aquator, angeben. Wir erhalten auf alle Fille ein (bei Grad-
angabe sexagesimales) Zahlenpaar, das den Ort bestlmmt
far Berlm, wenn wir die Linge vorausnehmen (4 13°23’ 44"
+52°30" 17"), fur Kapstadt (+ 18° 28" 36", — 33° 56" 3") usw,

Nun denken wir uns einmal an den Punkt versetzt, wo
der Greenwicher Meridian den Aquator schneidet — er liegt
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allerdings auf hoher See — und dort einen groBen Bogen
Papier ausgebreitet, elwa von 1 gm Fliche, auf dem wir
den Aquator und den 0-Meridian, sowie in Abstanden von
1 dm die anderen Meridiane und die Parallelkreise ein-
zeichnen. Der Bogen wird uns, da auf der Fliche von 1 gm
die Krummung der Erde noch nicht in Betracht kommt, voll-
kommen eben erscheinen, die Meridiane werden mit den
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Fig. 6.

Parallelkreisen zwei sich senkrecht durchschneidende Systeme
von parallelen Geraden bilden. Wir werden den Punkt P
auf unserem Papierbogen bestimmen kdnnen, indem wir auf
der Aquatorachse seine »Linge« g, auf der Meridianachse
seine »Breite« b abmessen, wobei wir nach rechts und oben
positiv, nach links und unten negativ zahlen. Das Zahlen-
paar (a, b) kennzeichnet den Punkt. Wir haben in Fig. 6
noch die Punkte (— 1,4+ 1), (—2,—1), (+ 3, — 2) eigens
hervorgehoben. Nichts hindert nun, uns die ganze Papier-
flache zu einer Ebene erweitert und die Geraden alle be-
liebig verlangert zu denken. Dann haben wir das » Koordi-
natensysteme, das im Wesen auf Descartes zuriickgeht;
man nennt a und b »Koordinaten« des Punktes P, a die
»Abszisse«, b die »Ordinate«,

Wo sind aber die neuen Zahlen? Es sind die Zahlen-
paare (a, b) selbst, die man »komplexe Zahlen« nennt, da
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sie aus einem »Komplex« von zwei GroSlen bestehen. In
der Tat wird ja der Leser ohne weiteres erkennen, dafl wir
in der zweidimensionalen Ebene auch ein nach zwei ganz
unabhéngigen Richtungen verinderliches Gro8ensystem ein-
fahren massen, um alle Punkte bezeichnen zu konnen. Viel-
leicht weifl der Leser ja auch, dal man, um eines der 64
Felder des Schachbrettes anzugeben, die Streifen von links
nach rechts mit a, b, ..., h und die Streifen von unten nach
oben mit 1, 2, ..., 8 bezeichnet. Das Feld d3 ist dann das
4. von links und das 3. von unten.

In einem Zahlenpaar (a, b) konnen fur a und b alle
rationalen oder irrationalen Zahlen eingesetzt werden. Jeder
wird sich vorstellen konnen, was fur einen Punkt Zahlen
wie (+ 4 + V3) oder (— Vi, + m) darstellen. Man
geht beim letzteren Beispiel um die Strecke V% = 0,448
vom Anfangspunkt aus nach links, um die Strecke ™ = 3,142
nach oben. Aber das sind einstweilen merkwiirdige Zahlen.
DaB man sie nicht in eine GroBenbeziehung zu den reellen
Zahlen setzen kann, wundert uns ja kaum, da sie eben nicht
reell sind und sich uber die ganze Ebene verbreiten. Aber
wie soll man nur mit solchen Zahlenpaaren rechnen? Nun
miissen wir dem Leser gleich sagen, dafl man das Rechnen
mit GréBen, die ganz neu definiert werden, erst selbst fest-
setzen mufl. Diese an sich willkiirlichen Festsetzungen
darfen aber nicht unter sich und nicht mit fraheren Rechen-
gesetzen in Widerspruch stehen. Z. B. kénnte man hier nicht
festsetzen, daB man fiir Zwecke des Rechnens (2, b)) =a 4 b
nehmen solle, weil hier in keiner Weise mehr zum Aus-
druck kame, dafl b in anderer Richtung zu messen ist. Eben-
sowenig wilrde a—b, a - b oder a : b tauglich sein. Erinnern
wir uns,” daB8 man eine ganz neue Einheit einftihrt, wenn man
in der entgegengesetzten Richtung zur urspriinglichen mit,
nidmlich — 1, und daBl man setzen kann:

—2=2:-(—1), —3=23:(—1) usw,
so ware es immerhin denkbar, dafl eine solch neue Einheit
— wir wollen sie i nennen — auch die Messung in der zur
urspriinglichen senkrechten Richtung anzeigte. Um dies dem
Verstandnis etwas naher zu bringen, denken wir uns die
Punkte 4 1, i und — 1 durch Drehung auf dem Kreis mit
Math.-phys. Bibl. 2: Wiéleitner, Der Begrift der Zahl. 3. Aufl. 4
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dem Radius 1 ineinander ubergefiihrt. 'Die Drehung um 180°
wird dann durch den Faktor (— 1) geleistet. Denn es ist
(+1) (—1)=—1 und weiter (— 1) (— 1)==+1. Die Drehung
um 90° denken wir uns durch einen Faktor M bewerkstelligt.
Dann muB sein (+1):A=i und iA=—1. Daher hat man
durch Division dieser beiden Glei-
chungen:

f=EFnN-=D=—1, (1)
A=)i=V—-1 (2

i

=i 0 + Diese GroBe i ist nun tatsichlich
etwas ganz Neues, und man nennt
Zahlen, in denen ¥/—1 vorkommt,
seit Descartes (vgl. S. 7) »imagindre« Zahlen. Uater allen
reellen Zahlen gibt es namlich keine, die im Quadrat etwas
Negatives ergibe. Es ist ja sowoh!

+a’=+aalsauch (—a)’=+d%. (3
Hatten wir links und rechts vom Nullpunkt die Strecken
— 2 und + 2 oder gleich allgemein — r und +r genommen,
so hitten wir auf der senkrechten Achse erhalten: ' — 4,

bzw. ¥ — 1%, und wenn wir diese Ausdriicke nach den ge-
wohnlichen Rechenregeln gleich setzen:

Vay—=1 wd V-V -1 @
oder also 2i und ri, so sehen wir in der Tat, dafl wir in

der senkrechten Richtung die absolute MaBzahl jeder Strecke
fur unsere Zwecke mit i multiplizieren massen. Dann

kdnnen wir (a,b) = a + bi ®)

setzen, ohne auf Schwierigkeiten zu stofen. Die Form a - bi
ist jedenfalls ausgeschlossen, weil im Laufe der Rechnungen
nicht mehr unterschieden werden konnte, zu welchem Fak-

tor i gehdrt; auch g‘i ist unbrauchbar, da der Bruch mit 7
erweitert werden konnte, wodurch er die Form — % er-

hielte, so daB auch hier die Zugehorigkeit des Faktors i
zweifelhaft ware. Die Form a — bi ist a 4+ bi gleichwertig
und in ihr enthalten. Mit der komplexen Zahi a 4+ bi nun

Fig. 7.
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kann man rechnen wie mit jeder anderen Summe, wenn
man nur immer beachtet, daf§ i* = — 1 zu setzen ist,

Die Art, wie wir bis hieher die imaginiren Zahlen ein-
fiihrten, wird vielleicht nicht alle Leser ganz befriedigt haben.
Wollten wir in der Tat von .
den durchaus sachgemifBen 1
komplexen Zahlen {q, b) zu

der img_g_ir_xaren Form a + bi P
(i=V— 1) in mathematisch LI

ganz konsequenter Weise §170
kommen, so miifiten wir dar- 9 \
auf bei einiger Breite derDar- —1 0 < e

stellung fast ein ganzes
Bindchen von diesem Um-
fang verwenden und wiirden
den Leser doch kaum zu-
friedenstellen, da diese Ent-
wicklungen nattrlich sehr
abstrakt wiren. Dem Leser wird vor allem der Richtungsfaktor
etwas Fremdes sein, und er wird mit Recht fragen, ob auch
anderen Richtungen als der senkrechten solche Faktoren zuzu-
weisen seien. Daraufgibtunsere Darstellung schon dieAntwort.
Sehen wir nur zu, was fiir eine Zahl irgendeinem Punkte P des
Einheitskreises zugehort. Es moge 0-P mit der Achse der
reellen Zahlen den Winkel 6 bilden, so sieht man (Fig. 8), da8
die Zahl des Punktes P gleich cos 0 4 i sin 0 ist, denn 1-cos 6
und 1-sin 0 sind seine Koordinaten. Diese Zahl cos8+4isin 6
kann man, wie { fur die senkrechte Richtung, tatsichlich
als Richtungsfaktor ftir den Winkel 6, als relative Linge
der Strecke 0-P, deren absolute Linge 1 ist, auffassen.
Warum? Weil, wenn wir 0-Q in der Richtung 6 etwa gleich
2 oder r machen, die Zahl des Punktes Q gleich 2 cos 0
+ 2i sin 6 oder r cos 8 + ri sin 6 wird, also 2(cos 6+ sin 6)
oder r(cos 0 + i sin 0). Die Zahl 2 oder r erscheint dem-
nach mit dem Faktor cos 6 4 i sin 6 behaftet, der an-
deutet, daB die absolute Linge 2 oder r in der Richtung ©
aufgetragen wurde. Nehmen wir im besonderen wieder
8= 0°, so wird cos 0°=1,sin 0°= 0 und aus r{cos 8 + i sin 6)
wird einfach r, das sind die reellen Zahlen. Nehmen wir
8=190° so ist cos 90°=0, sin 90°=1, aus r(cos 8+ i sin 6)
4#

ig. 8. -
Fig. —
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wird ri, das sind die »rein imaginiren« Zahlen.') Jeder
Richtung 6 kdnnen wir also einen Faktor cos 4 i sin 8 zu-
ordnen. Das gilt fiir alle Quadranten. Ist etwa 180°>6>90°,
so wird bekanntlich cos © negativ, sin 0 bleibt positiv, der
Punkt kommt also in die Gegend der negativen Abszissen
und positiven Ordinaten, d. i. in den zweiten Quadranten.
Ist die komplexe Zahl in der Form a 4 ib gegeben, so
findet man leicht den zugehorigen Winkel 0 und die Lange r.
Denn es ist ja aus der geometrischen Darstellung vona +ib
sofort zu ersehen, daf

r=+Va B, g o= (©)

Man nennt r den »absoluten Wert« der Zahl a 4 b7 und
bezeichnet ihn-auch mit | a + bi| (vgl. S. 12), 6 heifdt das
»Argumente.

Dabei haben wir freilich das ,,+“-Zeichen, das wir oben
zwischen a und bi setzten, angewendet und seine Berech-
tigung vorausgesetzt. Gerade dieses ,+"“-Zeichen gestattet
eben das Herausstellen des absoluten Fakiors r bei jeder
komplexen Zahl. Wir kénnen das noch etwas deutlicher
machen. Wenn man schon mit den Zahlenpaaren (a, b)
rechnen will, so erscheint nichts natirlicher, als die Zahl
(24, 2b), die dem Punkt mit den doppelten Koordinaten zu-
kommt, als das Doppelte der Zahl (a, b) aufzufassen oder
allgemeiner n- (a, b) = (na, nb)
anzunehmen. Gerade diese Verteilung des n auf die beiden
Glieder des Ausdrucks a, b leitet aber auf das ,,+“-Zeichen
hin, denn nur n(a + b) ist gleich na 4+ nb, wahrend n(a - b)
= (na) - b = a - (nb) und n(a : b) = (na): bist. Und ir-
gendein Zeichen mussen wir doch zwischen a und b setzen,
wenn wir mit (a, b} nach den gewbhnlichen Regeln rechnen
wollen.

Den Richtungsfaktor i haben wir ja soeben nochmals er-
lautert, aber auch die Anwendung des Hohensatzes auf re-
lative Strecken wird bei kritisch Veranlagten Bedenken er-
regen kdnnen. Wir machen deshalb nochmals darauf auf-

1) Den von GauB (s. S. 57) eingefihrten Ausdruck ykomplex«
gebraucht man dann, wenn man a uad b ausdriicklich von Null
verschieden annimmt.
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merksam; daB es sich hier tberhaupt nicht um ein »Be-
weisen« handelt. Wir wollen nur durch geeignete Defini-
tionen, und indem wir Satze, die fruher ftir andere Grofien
bewiesen wurden, auch auf die neuen anwenden, diese an
die alten, lingst eingefithrten Grofien angliedern. Das ge-
schah durch unser Verfahren. Der blofle Richtungsfaktor i
wurde zu einer »Zahl«, zu der Zahl, die im Quadrat — 1 er-
gibt. Das aber ist es gerade, was wir auf unserer Zahlen-
geraden nie und nimmer hitten finden koénnen. Unsere
ganze Darstellung der imaginidren Zahlen mdochte ja als
hibsche, aber zwecklose, Symbolik bezeichnet werden, wenn
hier nicht der Anknipfungspunkt an die reellen Zahlen wire,
wenn die imagindren Zahlen nicht in der komplexen Form
a+ bi in hundert und aber hundert Problemen der Algebra
auftreten wirden. .

Wir missen da ein klein bifichen ausholen. Betrachten
wir die rationalen Zahlen: positive und negative ganze
Zahlen, positive und negative gemeine Briiche. Wendet man
auf diese Zahlen die vier Rechnungsarten des Addierens,
Subtrahierens, des Multiplizierens und Dividierens an, ganz
beliebig, aber nicht unendlich oft, so ist das Resultat wieder
eine rationale Zahl, d. h. es kommt immer wieder eine ganze
Zahl oder ein Bruch heraus. Die rationale Zahl ist gegen-
iber diesen vier Rechnungsarten ein abgeschlossener Be-
griff. Man nennt die Gesamtheit aller rationalen Zahlen,
einen »Zahlkérper¢, den »Kérper der rationalen Zahlen<.
Anders, wenn man auch nur den Begriff der Quadratwurzel
dazunimmt, dem Korper »adjungierts, wie man sagt. Jetzt
erhdlt man aus allen positiven Rationalzahlen positive und
negative (vgl. (3) auf S. 46) quadratische Irrationalitaten;
die Quadratwurzeln aus den negativen Zahlen aber sind
sunmoglich«. Wir haben aus der Geschichte gelernt, daf§
wir dieses Wort »unmoglich« besser meiden, wenn wir
nicht den Fortschritt hemmen wollen. Wie lange Zeit galten
die negativen Zahlen als »unmdglich«! Noch Descartes.
bezeichnete sie als »falsche« Losungen einer Gleichung.
Aus demselben Grunde nannte Descartes die Grofien, in
denen die Quadratwurzel aus einer negativen Zahl auftrat,
simaginare, d. h, »eingebildet¢, »nicht wirklich«. Wir wollen
aber von unserem heutigen Standpunkt aus betonen, daf§
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die negativen Grofien und ebenso die Irrationalzahlen kaum
minder unwirklich sind. Auch einem gemeinen Bruch mit
einem 100-stelligen Nenner durfte doch nur eine sehr be-
schrankte Wirklichkeit zuzuschreiben sein. Und wenn wir gar
Buchstaben statt der Zahlen setzen, ist die »Zahl a« nicht
ein blofles Gedankengebilde?

Ftihrt man nun die Groe i =1 — 1 als neue, imaginare
Einheit ein, so 14Bt sich jede Quadratwurzel aus einer ne-
gativen Zahl durch i in Verbindung mit einer reellen Zahl
darstellen. Es ist

V=Aa=VA-V—1=iVA (7
Wo ftreten nun aber solche Zahlen auf? Das erste Beispiel
dieser Art wurde von Cardano 1545 gestellt und formal
richtig aufgelost, wenn Cardano auch die neuen Grofien
»wahrhaft sophistisch« nannte. Es sollte die Zahl 40 in zwei
Faktoren gespalten werden, deren Summe 10 sein sollte.

Sei x der eine Faktor, so ist 10 — x der andere, und man
hat die quadratische Gleichung fur x:

x (10 — x) = 40. (8)
Hieraus bekommt man nacheinander:
x'—10x =—40, (x —5)%. =—15,

x1=5+1/—15(_—_5+i1/ﬁ),} ©)
B=5-Y=15(=5—iV15)

Zugleich sind x, und x, die beiden gesuchten Zahlen, denn
10 — x, = x, und 10 — x, = x;. Die Summe x, + x; ist also
gewil 10. Cardano machte auch die Probe fir das Pro-
dukt. Man erhilt:

xx=(05+Y—15) (5 -1=15)
=5 — (Y= 15)2=25—(—15)] (10)

= 40.
Hier sind junge Leser auf etwas aufmerksam zu machen.
' (l/ — 15)? ist laut Definition der Quadratwurzel gleich — 15.
Man darf hier nicht erst innen quadrieren, also /225 bilden,

sonst ist der ganze Sachverhalt verwischt. /225 konnte
jetzt + 15 oder — 15 sein (vgl. (3) S. 46), aber nur letzteres
ist richtig, da es schon ursprtinglich unter der Wurzel stand.



Quadratische Gleichungen. 51

Man kann die Aufgabe auch geometrisch fassen. Ein
Rechteck von dem Umfang 20 soll den Inhalt 40 haben.
Die Summe der anstoBenden Seiten ist dann 10. Es ist aber
klar, da8 man mit einem solchen Umfang hochstens ein
Rechteck (Quadrat) vom Inhalt 25 herstellen kann. Denn
wenn man 10 in zwei Summanden zerlegt, so bekommt man
die Reihe derProdukie 1-9,2+8,3-7,4 6, 5 +5, zwischen
denen nattirlich die Bruchzerlegungen liegen. Die Forderung
war also unmdglich zu erfiillen. Wir sehen aber gleich, da§
das namliche bei jedem Problem eintreten kann, das auf
eine quadratische Gleichung

K+ax+b=0 11y
fiihrt. Denn die Losung dieser Gleichung ergibt sich, wenn
wir etwas abkiirzen, wie folgt:

G-

s+ 2=£)/(©) -,
n=—24)/ (& -0

s=-3-V (@) -0 ]

Ist 5> (), s0 wird der Ausdruck unter der Wurzel negativ,

die Wurzel imaginir; man kann die zwei Losungen dann in
der komplexen Form schreiben:

a\?
n=—g+il/o—(3)
a ‘a\?
x2=—-§-—i b—(—z‘).
Denn jetzt steht unter der Wurzel das Negative dessen, was
urspriinglich darunter stand.

Zur geometrischen Darstellung der rein imaginaren Zahlen
geben wir noch ein Beispiel, das von dem osterreichischen
Mathematiker Petzval (1807—91) stammt. Dieser pflegte
seinen Schilern folgende Anekdote zu erzahlen: ,lch traf
meinen Freund hiufig in der N#he des Bahnhofes B und
fragte ihn, ob er da wohne. Er antwortete: Gehe ich von
meinem Haus H aus 1 km in der Richtung der Bahn vor-

(12)

(12%)
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wirts, so komme ich zu einem Wirtshaus W, mit kiihlen
Bieren; gehe ich von meinem Haus 1 km entgegengesetzt,
so komme ich zum Wirtshaus W;. Das doppelte Quadrat
des Abstandes meines Hauses vom Bahnhof ist gleich dem
Rechteck aus den Abstinden der beiden Wirtshiuser von B.“
Nun machte er den Ansatz folgendermafien nach Fig. 9.:
Es sei HW, =+ 1, HW; = — 1, HB = x, dann ist die

Gleichung 2x'=BW, - BW,
oder, wenn man die Strecken mit Vorzeichen nimmt:
28 =(x—1) (x4 1), (13)

2¢f=x"—1,

Pf==1, x=)—-1
W  B—H W

—_— 2

! Fig. 9. +
wJa, rief ich aus“, fuhr Petzval dann weiter, ,,Du wohnst ja
gar nirgends, dein Abstand vom Bahnhof ist ja imaginar!”
»O nein®, sprach jener, ,ich wohne nur nicht an der Bahn-
linie, sondern 1 km seitwarts von ihr.“ Und er zeichnete
die Figur 10. Wenn man jetzt den Punkten W) bzw. W,
Wy H W,

B
! Fig. 10, +1

die Zahlen +1 4 x und — 1 4 x zuordnet, so ergibt sich in
der Tat, indem man die Flache des A BW, W, zweimal aus-
drackt, die Gleichung (13), und es ist x = i nach unserer
Darstellung. Der Witz liegt eben auch hier in der Benutzung
relativer Abstinde, schon bei Figur 9 und noch mehr bei
Figur 10, wo die Abstande BW, und BW, gleich x + 1
und x — 1 genommen wurden, statt VE, was ihire absolute
Liange wire.

Wenn aber die imaginiren Grofien nichts anderes leisteten,
als solche Scherze zu liefern und die Unmoglichkeit von ge-
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stellten Aufgaben anzuzeigen, dann wire ihr Wert immer
noch gering. Wir erhielten die imagindren Zahlen, indem
wir dem Korper der rationalen Zahlen die Quadratwurzel
adjungierten. Es ist nun die Frage, ob die Adjunktion von
anderen geraden Wurzeln wieder neuartige Grofen er-
fordern witirde. Was hatte z B. die Adjunktion der vierten
Wurzel ergeben? Es ist

V=1=Vy=1=v=xi. (14)

Wollen wir /' + i betrachten! Ist das wieder eine neue
Grofenart oder 148t sie sich in die komplexe Form a + ib
bringen? Setzen wir probeweise

Vi=x+ iy (15)
Um x und y allenfalls zu bestimmen, quadrieren wir auf
beiden Seiten. Es kommt
i=axf -yt 4 2ixy. (16)
Da x und y als reell vorausgesetzt werden milssen, kdnnen
nur die reellen und die imaginiren Bestandteile dieser Glei-
chung einzeln links und rechts gleich sein. Das gibt die
zwei Gleichungen:

P—y=0, 2xy =1, (17)
Die erste Gleichung kann man in zwei zerlegen:
x+yx—y =0, (17,)
d. h. es ist entweder
y=—xoder y=x (17)

Setzt man dies in die zweite Gleichung ein, so ergibt sich
das eine Mal — 2x® = 1; das wiirde aber ein imaginires x
ergeben. Das andere Mal erhilt man 2x* = 1, also:

1
b ?’% 2l s
onh= %) Uy = — ﬁ-
Es wird also V— i-l—-l-—f (19)
Ebenso wiirde man finden:
y=i=ifi=x (20)

V—- 1 ist also selbst wieder eine komplexe Zahl. Denn der
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Ausdruck -l—% hat die Form a - ib, mit a-——-—lz— und

b=+ —1—. Ftr hohere gerade Wurzeln aus negativen Zahlen
2

7

gilt dasselbe. Ungerade Wurzeln kommen nicht in Betracht,
da aus ihnen das Minuszeichen heraustritt.

Was ist nun aber das Ergebnis, wenn man die komplexen
Zahlen den vier birgerlichen Rechnungsarten unterwirft?
Fahrt nicht am Ende das zu neuen Gréfien? Nehmen wir
die Addition. Es seien a + ib und &’ + ib" zwei beliebige
komplexe Zahlen. Dann ist

(a+ib)+ (@ +ib)=(@+ad)+ib+D), (21)
d. i. wieder eine komplexe Zahl. Fur die Subtraktion gilt
offenbar dasselbe. Wir multiplizieren zwei komplexe Zahlen:
(@+ib) (@ +ib) = ad + i(db + ad) +i*bb (22)
= (ad — bb) + ild'b + ab),
wieder eine komplexe Zahl. Fiir die Potenzierung gilt das
namliche, da diese nur in einer fortgesetzten Multiplikation
besteht. Der Quotient a4 ib 3
aFib (23)
kann folgendermafien behandelt werden: Man schafft das i
aus dem Nenner fort, indem man Zihler und Nenner mit
a — ib’ multipliziert. Das ergibt:
a4ib _(ad +bb)+i(db—ab)
a'+ib'— at+ b ] (24)
denn (@' +ib) (@ —ib)=a”— b *=d"+b"% (24%
Der Ausdruck auf der rechten Seite von (24) ist aber wieder
eine komplexe Zahl. Es wiirde sich jetzt um das Radizieren
handeln. Nun haben wir gerade gezeigt, dafl Vi eine kom-
plexe Zahl ist. Genau so kann man es fiir V'a 4 ib beweisen.
Wir wollen dazu den Leser aneifern, es aber hier nicht aus-
fuhren, da der Satz auch fur héhere Wurzeln gilt, der Be-
weis aber doch nicht durchweg auf die nimliche Weise ge-
leistet werden kann. Dafl auch die Logarithmen komplexer
Zahlen wieder auf komplexe Zahlen fiohren, konnen wir hier
nicht beweisen. Aber das ist nicht alles; auch die trigono-
metrischen Funktionen komplexer Zahlen sind selbst komplex,
und die Potenzierung mit komplexem Exponenten fithrt wie-
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der auf komplexe Zahlen. Das bewiesen d’Alembert und
Euler (s. S. 57) um die Mitte des 18. Jahrhunderts. Somit
bilden die komplexen Zahlen den SchluBstein im arithme-
tischen Gebaude. Man kommt nicht tiber sie hinaus, wenn
man die gewohnlichen Rechenregeln auf sie in beliebiger
Weise anwendet. Das ist ihre hohe Bedeutung.

Trotzdem hat sich der menschliche Geist bei diesen Zahlen
nicht beruhigt. Auch der Leser hat vielleicht schon daran
gedacht, dal es ebenso unkonsequent sei, bei den Zahlen
der Ebene stehen zu bleiben, wie wir es als Mangel hin-
stellten, sich auf die Zahlen der Geraden zu beschrinken.
Dies ist richtig, aber doch nicht ganz analog. Denn mit den
Zahlen der Geraden allein, den reellen Zahlen, kann man
nicht einmal jede quadratische Gleichung auflésen, wihrend,
wie wir eben zum Teil bewiesen, zum Teil berichteten, die
gewdhnlichen Rechenoperationen- iiber die komplexen Zahlen
nicht hinausfuhren. Es ist aber gewifl berechtigt, auch den
Punkten des Raumes Zahlen zuzuweisen, Zahlentripel

(a,b,c) =a + bi + cj;
aber die Definitionen, die hier notig sind, um ein Rechnen
mit solchen Zahlen fiberhaupt zu ermoglichen, stofen auf
groe Unbequemlichkeiten. Besser zu handhaben sind ge-
wisse Zahlenquadrupel
(a,b,c,d) =a+ bi+ cj + dk,

die man »Quaternionen« nennt. Aber auch bei den Quater-
nionen, die 1843 von Hamilton eingefithrt wurden, gilt
z. B. schon der Satz nicht mehr, dal die zwei Faktoren eines
Produkts vertauschbar sind. Sie scheiden also aus der ge-
wohnlichen Arithmetik aus.

Wir wollen nun noch einen raschen Blick auf die histo-
rische Entwicklung der Lehre vom Imaginidren werfen. Ob
die Griechen an Quadratwurzeln aus negativen Zahlen tiber-
haupt dachten, ist ungewiBl. Irrationale Gleichungsldsungen
wurden von dem Praktiker Heron ofters benutzt, von dem
Theoretiker Diophant meist abgelehnt. Das deutliche Be-
wuBtsein der »Unmoglichkeit« einer Quadratwurzel aus einer
negativen Zahl spricht zuerst der Inder Bhaskara aus;
aber schon bei dem Araber Alchwarasmi (S. 21) findet

sich die Bedingung () —b>0 far die quadratische Glei-
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chung (11). Nach Cardano (S.50) war Bombelli der
erste, der in seiner Algebra von 1572 Rechnungsregeln
auf komplexe Grofien iolgenchhg und geschickt anwendete.
Ja er gab sogar schon ein Beispiel ftir den besonderen
Fall der Gleichung dritten Grades, wo ‘diese 3 reelle Lo-
sungen hat, die "aber in der sogenannten cardanischen
Formel in imaginarer Form erscheinen, indem er eine dieser
Losungen durch Wurzelziehen in reelle Form brachte. Dieser
merkwirdige Fall zwang die Mathematiker, sich immer
wieder mit solchen imagindren Ausdriicken zu beschaftigen.

In der weiteren Entwicklung spielte der Satz, daB jede
Gleichung n'*® Grades n Losungen hat, eine gewisse Rolle.
Wir sagten schon S.9, da Girard diesen Satz 1629 aus-
gesprochen habe. Er mufite aber dazu auch ‘alle negativen
und imaginiren Wurzeln mitzahlen. Die Frage nach den
Losungen einer Gleichung ist gleichbedeutend mit der Frage
nach der Anzahl der linearen Faktoren eines Ausdruckes vom
n'®® Grade. Der Leser, dem diese Wahrheit nicht gelaufig
ist, sehe einmal Gleichung (11) an, deren Ldsungen x,, x,
sind. Man kann dort ohne weiteres

R2tax+b=x—x)(x—x)

x5 V) (/)

setzen, wovon man sich durch Ausmultnphzueren tiberzeugt.
Diese Tatsache, auf die wir uns nicht naher einlassen konnen,
geht abrigens aus der S. 51 gegebenen Ableitung der Los
sung unmittelbar hervor. Die Zerlegung
P—a=(x+a(x—a) (25%)
ist nur ein besonderer Fall davon. Die imaginaren Gro8en
gestatten nun aber (vgl. 24*) auch die Zerlegung
x4 a® = (x + ai) (x — ai). (26)
Dem grofien Lexbmz (1646 1716) gelang dann 1702 auch
die Zerlegung von x* + a. Setzen wir
dtad=x—(—da
* ) ( o7 ) s s (27
= (x* + a®i) (x* — a%),
so erhalten wir durch .nochmalige Anwendung desselben
Verfahrens das Leibnizsche Resultat:

2+ at=(x+aiVi)(x—aiVi)(x+aV7)(x— aV/7), (28)
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was wir freilich heute mittels der Formeln (19) und (20) in
eine von den Wurzeln aus i befreite Form bringen wiirden.

Diese wird besonders einfach, wenn man a = V2 setzt, also
x* + 4 zerlegt. Wir geben das Resultat dem Leser an, da-
mit er es sich selbst ableite:

A= +1—-Dx—-14+)x+1+)(x—1—10).(29)
Gleichwohl hatten diese imaginaren Zahlen, deren Nuizen
immer mehr hervortrat, sogar fur die grofiten Geister, wie
Leibniz, etwas Unbegreifliches, ja Mystisches.)) Leibniz
sprach von ihnen als einer ,eleganten und wunderbaren
Zuflucht des gotilichen Geistes, amphibienshnlichen Grofien
zwischen dem Seienden und nicht Seienden“. Das hinderte
nicht, dafl man die fir unmoglich gehaltenen Grofien in allen
Rechnungen, wo sie vorkamen, wie wirkliche behandelte.
Die Scheu verminderte sich im 18. Jahrh. immer mehr, und
das Inferesse fiir sie belebte sich, besonders durch die
wunderbaren Beziehungen, die Joh.'Bernoulli (1667 bis
1748), Cotes (1682—1716) und de Moivre (1667—1754),
sowie Euler (1707—-83) durch Vermittelung von i in der
hoheren Analysis in der ersten Halfte des 18, Jahrh. auf-
stellten, die aber leider aulerhalb des Rahmens unseres
Biichleins liegen.

Doch hingen alle diese schdnen Dinge mehr oder weniger
in der Luft, solange nicht durch die geometrische Darstel-
lung, die (nach unbeachtet gebliebenen, richtigen Ansatzen
von Wallis, 1685) schon Wessel 1797, Argand 1806
fand, die aber erst von 1831 an durch Gauf§ (1777—1855)
sich einburgerte, die Zuordnung der imaginiren Groflen zu
wirklichen Dingen, zu den Punkten der Ebene, und die
Moglichkeit einer geometrischen Darstellung des Rechnens
mit ihnen festgestellt war, bevor nicht Hamilton (1837)
das Rechnen mit Zahlenpaaren systematisch begrundet
hatte. Auch die Idee der Erweiterung des Zahlbegriifes,
die wir in dem ganzen Bachlein in den Vordergrund
stellten, tritt geklart erst im 19. Jahrhundert auf. Sie
wiirde zur formallogisch korrekten Einfohrung der imagi-
niren Groflen vollig geniigt haben. Aber erst Martin

1) Vgl hierfiber einen Aufsatz vort G. Loria (Scientia 21, 1917,
S. 101—121).
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Ohm sagt 1828 im ersten Bande seines seinerzeit weit ver-
breiteten Versuchs eines vollstindig konsequenten Systems
der Mathematik, man misse, wie die negaliven Zahlen, so

auch das Symbol V/—1 als »neues Ding« den reellen Zahlen
hinzufiagen. Der Grundsatz, dafl neu eingefuhrte Zahlen durch-
weg den friiher aufgestellten Rechengesetzen gentigen miissen
(vgl. S. 45) wurde in bestimmter und allgemeiner Weise i. J.
1867 von H. Hankel ausgesprochen.

Welch grofie Rolle die imagindren Zahlen im 19. Jahrh.
gespielt haben, konnen wir hier auch nicht annidhernd klar
machen. Wir konnten auch mit keinem Worte auf die merk-
wirdige Hilfe, die durch sie der analytischen Geometrie und
der theoretischen Physik zuteil wurde, hinweisen. Viel-
leicht hat aber unsere Darstellung doch ausgereicht, dem
Leser den Ausspruch Whewells, des grofien Geschicht-
schreibers der induktiven Naturwissenschaften, verstandlich
zu machen, nach welchem ,das Wesen der Triumphe der
Wissenschaft und ihres Fortschritts darin besteht, daf} wir
veranlaft werden, Ansichten, die unsere Vorfahren fir un-
begreiflich hielten und unizhig waren zu begreifen, ftr
evident und ftir notwendig zu halten.”

WEITERFUHRENDE LITERATUR.

Zum weiteren theoretischen Studium empfehlen wir das fiir
Studierende und Lehrer bestimmte Buch:
C. Farber, Arithmetik, Leipzig, B. G. Teubner, 1911.

Eine sehr gute historische Darstellung haben wir in
J. Tropike, Ceschichte der Elementar-Mathematik, 2. Auil., 7 Bde.,
Berlin 1921,24, (Bd. I-1II).

Far die in der neuesten Zeit beziiglich der Geschichte der in-
dischen Mathematik gemachten Fortschritte vergleiche man
G.R.Kaye, Indian Mathematics, Calcutta & Simla, Thacker, Spink
& Co., 1915, wo auch die Literatur angegeben ist.

Fir die neueren historischen Ergebnisse iiberhaupt ist auf die
14 Bénde (1900—1914) der 3. Folge der Zeitschrift ,,Bibliotheca
mathematica“(Leipzig, B. G. Teubner, Herausgeber G.Enestrom )
zu verweisen. Seitdem findet man Referate iiber die wichtigsten
historischen Arbeiten in den ,Mitteilungen zur Geschichte der
Medizin und der Naturwissenschaften®,
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Die sieben Rechnungsarten mit allgemeinen Zahlen. Von Ober-
studiendirektor Prof. Dr. A. Wieleitner in Miinchen. 2., durchges. Aufl. [IV
u. 55 S.] 8. 1920, (Math.-Phys. Bibl. Bd. 7.) Kart. A/ 1.20

e+« Die Darstellung ist ausfiihrlich, klar und wohl disponiert, besonders wertvoll durch
den deutlichen Hinweis auf gewohnheitsmiBige Irrtiimer und miBverstindliche Auffassungen.
Sebr schitzenswert ist die Beigabe verliBlicher historischer Bemerkungen. (D, Philol.-Blatt.)

Riesen und Zwerge im Zahlenreich, Plaudereien fiir kleine und
grofe Freunde der Rechenkunst, Von Oberstud.-Dir. Dr. W. Lietzmann in
Gottingen. 2., durchges. u. verm, Aufl. Mit 18 Fig. i. T, [IVu.58S.] 8. 1918,
(Math.-Phys. Bibl. Bd. 25.) Kart. £/ 1.20

»,0b es sich ums Zihlen und um Zahlsysteme, um astronomische, physikalische oder prak-
tische Fragen handelt, ob von Schach, Kriegsentschidigung, Molekiilen, GeschoBphotographien,
Spalipilzen usw. die Rede ist, immer herrscht eine federnde Leichtigkeit in der Darlegung
wie im Stil.*¢ (Frankfurter Zeitung.)

Ziffern und Ziffernsysteme. Von Ministerialrat Prof. Dr. E. Lojer,
Stuttgart. I. Teil: Die Zahlzeichen der alten Kulturvolker. Mit zahlr. Abb.
3.Aufl. (In Vorb. 1927.] I1. Teil : Die Zahlzeichen im Mittelalter undin der Neuzeit.
[60S. m. Abb.] 8. 1919. (Math.-Phys. Bibl. Bd. 1 u. 34.) Kart.'je A& 1.20

sDer Verfasser hat es trefflich verstanden, den reichen, vielverzweigten Stoff in einer
Form darzubieten, die den Leser durch ein klares Herausstellen der Hauptgesichtspunkte, .der
wichtigsten Zusammenh#inge fesselt und interessiert. Die beiden Bindchen bieten nicht blo8
dem Mathematiker, sondern jedem Gebildeten, der sich fiir kulturhistorische Fragen interessiert,

eine Fiille wertvoller Anregungen und Bereicherungen.«
(Korrespondenzblatt fiir die htheren Schulen Wiirttembergs.)

Uberblick ttbeér die Geschichte der Elementarmathematik. Von
Oberstudiendir. Dr. I¥. Lietgmann, Gottingen. Mit 39 Abb, [VI u. 68 S.] 8.
1926. (1. Erginzungsh, zu Lietzmann, Mathem. Unterrichtsw.) Kart. ZA 1.80

Das Heft enthdlt eine knappe Darstellung der Entwicklung der Elementarmathematik im
Rabmen der Kulturgeschichte, eine nach Sachgebieten geordnete Behandlung der Einzel-
probleme und ein kleines Mathematikerverzeichnis.

Beispiele zur Geschichte der Mathematik. Ein mathematisch-histo-
risches Lesebuch. Von Oberstudienrat Prof. Dr. 4. Witting, Dresde:n und
Oberstudienrat Dr. M. Gebhardt, Dresden. Mit 1 Titelbild und 28 Figuren.
2, verb.Aufl. [VIIIu.625.]kL 8. 1923. (Math.-Phys. Bibl. Bd. 15.) Kart. £/ 1.20
. Das zum Selbststudium wie auch zur Verwendung in der Schule geeignete Biichlein
bringt Proben aus mathematischen Originalwerken des Zeitraumes von etwa 1000 bis 1600
v. Chr, unter Ausschaltung der Gleichungen 3ten und 4ten Grades und unter Vermeidung
der Infinitesimalrechnung.
Das Delische Problem. (Die Verdoppelung des Wiirfels) Von Dr.
A. Herrmann in Céthen (Anhalt). Mit 32 Fig. [58 S] 8. 1927. (Math.-Phys.
Bibl. Bd. 68.) Kart. /4 1.20

Nach einer geschichtlichen Einleitung fiihrt das Bandchen in leichtfaBlicher, reizvoller
Darstellung iiber die lehrreichen algebraischen und geometrischen Grundlagen des Problems
zu dem Beweise seiner Unlésbarkeit (bei alleiniger Anwendung von Zirkel und Liueal). Dabei
ergeben sich Streiflichter auf die algebraische Behandlung geometrischer Fragen sowie Aus-
blicke auf Siebenteilung und Quadratur des Kreises.

Das Wissenschaftsideal der Mathematiker. Von Prof. P. Boutrouzx.
Ubersetzt von Dr. A. Pollaczek in Berlin-Wilmersdorf. [ca. IV u. 256 S.] 8.
(Wissenschaft und Hypothese, Bd. 28)) 1927. Geb. A 11.—

In seinem Werke, das in deutscher Uberetzung zum ersten Male von H. Pollaczek heraus-
gegeben wird, zeigt Boutroux allgemeinverstindlich an Hand der Geschichte der Mathematik,
gelChl?s die (lleitenden Ideen der Mathematiker aller Zeiten in ihrer wissenschaftlichen

orschung sind. )

Verlag von B. G. Teubner in Leipzig und Berlin
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