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Vorwort.

Das folgende Lehrbuch ist in erster Linie fiir Studierende der Inge-
nieurwissenschaften und technische Physiker zur Einfiihrung in das
Gebiet der Mechanik fester deformierbarer Korper und das zugehérige Versuchs-
wesen bestimmt und stellt im wesentlichen den Inhalt von Vorlesungen dar,
die ich seit einer Reihe von Jahren an der Deutschen Technischen Hochschule
in Briinn gehalten habe.

Durch die gewahlte Methode der Darstellung, die die innige Verquickung
zwischen allgemeiner Theorie und Experiment besonders betont, soll dem Lernen-
den eindringlich vor Augen gestellt werden, in jedem besonderen Fall das all-
gemeine Problem zu erblicken, und aufgezeigt werden, wie groB3 die Schwierig-
keiten sind, die sich einer exakten Behandlung selbst scheinbar ganz einfacher
technischer Aufgaben entgegenstellen. Ein derartiger Vorgang ist, abgesehen
davon, dafl durch ihn eine tiefere Durchdringung des Stoffes ermdglicht wird,
auch deswegen berechtigt, weil ein wirkliches Verstdndnis iiblicher Naherungs-
theorien erst zu erwarten ist, wenn man einzuschétzen vermag, welche Faktoren
bei Losung einer Aufgabe beriicksichtigt werden miissen und welche infolge ihres
geringeren Einflusses vernachlidssigt werden kénnen.

Dem Gesagten zufolge gliedert sich das Buch in einen theoretischen ersten
Teil, in dem fallweise zur Belebung des Verstédndnisses wichtige Anwendungs-
gebiete betreten werden, und in einen zweiten Teil, der sich auf die Néherungs-
theorien gerader Stidbe unter Einschlufl der wichtigsten Félle labilen Gleich-
gewichtes, ferner die fiir die einfachen Beanspruchungen gerader Stabe grund-
legenden Versuche, die Anwendungen der Arbeitssitze und der aus ihnen ge-
zogenen Folgerungen auf aus geraden Stdben aufgebaute Fach- und Stabwerks-
trager und schlieflich auf die einschligigen Dimensionierungsaufgaben be-
schrinkt. Es ist geplant, diesen beiden Teilen seiner Zeit einen dritten in einem
Sonderbande folgen zu lassen, der eine Erweiterung der Theorie und eine Be-
handlung der {ibrigen praktischen Probleme (krumme Stdbe, Platten, Schalen
usw.) enthalten soll.

Im ersten Teile des Buches habe ich der gesonderten Darstellung des Span-
nungs- und Deformationszustandes und der diese beiden Zustdnde in Abhédngig-
keit voneinander bringenden Naturgesetze einen verhiltnisméBig breiten Raum
eingerdumt, weil ich die Erfahrung machte, daB3 der Anfinger den rein geome-
trisch-kinematischen und den physikalischen Anteil elastischer Probleme haufig
nicht auseinander zu halten vermag. Beziiglich der physikalischen Grundlagen
mufite beinahe durchwegs der rein phinomenologische Gesichtspunkt allein
festgehalten werden schon mit Riicksicht auf den Zweck und den Rahmen des
Buches aber auch deswegen, weil eine Erérterung der oft rein hypothetischen
Zusammenhdnge der in Betracht kommenden Erscheinungen mit dem physika-
lischen Aufbau der Kérper den Anfinger eher verwirrt als aufklért.



v Vorwort.

Vorausgesetzt wurden die Kenntnisse der Mechanik starrer Korper, der
hdheren Mathematik und der Vektoralgebra in dem Umfange, wie sie an tech-
nischen Hochschulen vermittelt zu werden pflegen.

SchlieBlich obliegt es mir, meinem Assistenten, Herrn Ing. R. Scheinost,
fiir die Hilfe bei der Durchfiihrung der Zeichnungen und der Verlagsbuch-
handlung Julius Springer fiir die schéne und sachgemifle Ausstattung
des Buches geziemenden Dank zu sagen.

Brii 1. Mai 1. i
riinn, ai 193 R. Girtler.
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Erster Teil.

Grundlagen der Erfahrung und Theorie.
I. Einleitung.

1. Die Mechanik als Wissenschaft hat nach der hier vertretenen Auffassung
in erster Linie die Bewegungserscheinungen der die Natur erfiillenden leblosen
Materie zu untersuchen und im Sinne Kirchh offs in einfachster Weise zu be-
schreiben. In zweiter Linie sucht die Mechanik die Zuordnung der Bewegungs-
erscheinungen oder wenigstens die Moglichkeit einer solchen Zuordnung zur
ibrigen, durch physikalische Tatsachen erhirteten Erfahrungswelt darzustellen.
DemgeméaB teilt sich die Mechanik in eine reine oder rationale Mechanik und
eine angewandte Mechanik mit ihren verschiedenen Zweigen, wie zum Beispiel
technische Mechanik, technologische Mechanik, physikalische Mechanik, astro-
nomische Mechanik usw.

Die Forderung der Einfachheit der Beschreibung wird gewéhrleistet durch
die Einfiihrung mdglichst weniger, aus der Erfahrung geschépfter oder durch
die Form der menschlichen Anschauung bedingter Begriffe, wie Masse, Zeit, Raum
und daraus abgeleiteter physikalischer Gréfen, wie Geschwindigkeit, Beschleu-
nigung, Kraft, kinetische Energie, Arbeit, Effekt usw. und der auf diesen Begriffen
ruhenden Naturgesetze, deren Charakter wesentlich von der Stufe unserer Er-
kenntnis abhéngt und das System der Mechanik festlegt (Galilei-Newtonsche
Mechanik, Hertzsche Mechanik, Relativititsmechanik). Ferner ist die genannte
Einfachheit auch bedingt durch die Heranziehung der Mathematik, insbesondere
der Vektorrechnung, wodurch die Mechanik in die Reihe der exakten Natur-
wissenschaften tritt.

2. Gegenstand der folgenden Vorlesungen ist ein besonderer Zweig der an-
gewandten Mechanik, die technische Mechanik der festen elastischen Korper,
welche héufig auch als Elastizitdts- und Festigkeitslehre bezeichnet wird, ferner
jener Teil der reinen Mechanik, der zum Verstindnis des genannten Teiles der
technischen Mechanik notwendig ist und theoretische Elastizitétslehre oder
mathematische Elastizitatstheorie genannt wird.

3. Der Punkt 2 bedarf einer vorlaufigen Erklirung im Hinblick auf die dort
vorgenommene Einfithrung des festen elastischen Korpers. Alle Stoffe der Natur
haben bekanntlich die Eigenschatt, einen bestimmten Raum einzunehmen, wo-
durch der Stoff zum Korper oder zu einem System von Kérpern wird, und be-
sitzen ein fiir das Studium der Bewegungserscheinungen besonders wichtiges
Merkmal, das der wigbaren (ponderablen) Masse. Dagegen unterscheiden sich
die verschiedenen Stoffe unter anderem dadurch, daB ihr physikalischer und
chemischer Aufbau oder, wie man auch sagt, ihre Konstitution verschieden ist.
Mit Bezug auf den physikalischen Aufbau spricht man in herkémmlicher Weise
von gasférmigen, flissigen und festen Zustdnden, zwischen denen zahlreiche
Uberginge vorhanden sind. Man kann nun einen Anhaltspunkt fiir die Fest-
legung der verschiedenen Zusténde gewinnen, indem man als ersten Priifstein

Girtler, Mechanik. 1



2 Grundlagen der Erfahrung und Theorie.

fiir die Einreihung eines vorgelegten Stoffes in eine von den genannten Kate-
gorien, dessen Verhalten a) bei Einwirkung seines Eigengewichtes, b) bei Ein-
wirkung von duBeren mechanischen Kréften, die zum Eigengewicht hinzutreten,
feststellt. Ein fester Korper andert bei Einwirkung seines Eigengewichtes allein
— es werde z. B. ein Stein im luftleeren Raum fallen gelassen — seine Gestalt
und den Raum, den er einnimmt, nicht; man sagt, er habe im Gegensatz zu den
Fliissigkeiten und Gasen eine selbstindige Gestalt!. Wird der schwere feste
Korper selbst erheblichen duBeren Kréften ausgesetzt, die zum Eigengewicht
hinzutreten, so andert er seine Gestalt und den Raum, den er vor Einwirkem der
Kriafte einnahm, verhédltnismifBig wenig, hdufig sogar, wenn man sich nicht
besonders feiner MeBinstrumente bedienen will, unmerklich. Nur dann, wenn die
GroBen der dulleren Krifte von besonderen Umstédnden abhéngige hoher liegende
Werte iiberschreiten, werden die Gestalts- und Rauménderungen des festen
Korpers bedeutender und tritt héufig, aber durchaus nicht immer der Bruch
des Korpers ein.

Ein gerader, prismatischer, 20 cm langer Stab aus FluBeisen mit kreisformigem Quer-
schnitt vom Radius r = 1 cm wurde durch zwei gleichférmig iiber seine Basisflachen verteilte
parallel zu seiner Stabachse wirkende Krifte von je 2000 kg derart beansprucht, daBl die
Krifte den Stab zu dehnen trachteten. Der Stab zeigte bei dieser groBen Belastung eine
Verlangerung von 0,06 mm. Diese Verlingerung ist natiirlich mit freiem Auge gar nicht
merkbar, sondern kann erst deutlich unter Zuhilfenahme besonderer Einrichtungen fest-
gestellt werden. Derselbe Stab brach erst bei 3300 kg und zeigte dabei allerdings die schon
bedeutend ins Gewicht fallende durchschnittliche Verlangerung von 6,2 cm. Wird hingegen
ein Wiirfel aus hochwertigem FluBeisen unter die Wirkung von zwei entgegengerichteten
Kriften gestellt, die auf zwei gegeniiberliegende Seitenflichen normal stehen und iiber sie
gleichférmig verteilt sind, derart, daf} sie die Wiirfelkanten parallel zur Kraftrichtung zu ver-
kiirzen trachten, so kann man die merkwiirdige Erfahrung machen, daB der Wiirfel bei
groBen Druckkriiften zwar sehr stark platt gedriickt wird, daB3 aber beliebig groBe Krafte
niemals eine Trennung des Wiirfels in einzelne Bruchstiicke oder auch nur oberflichliche
Risse herbeifithren kénnen.

Der Grund fiir dieses Verhalten der festen Koérper liegt in ihrem Aufbau,
dem zufolge die zwischen den einzelnen Teilchen des Kérpers wirkenden Kohé-
sionskrifte einer Lageninderung derselben mit Bezug aufeinander einen sehr
groBen Widerstand entgegensetzen.

Die Bestimmung eines festen Korpers aus dem genannten Verhalten kann nur
als erster Anhaltspunkt gewertet werden, und zwar hauptsichlich aus zwei
Griinden. Der erste Grund ist der, daB keine Angaben iiber die Form des Korpers,
die Art des Angreifens der duBeren Krifte und deren GroBe, ferner iiber die
Grenzen der Gestalts- und Rauminderung, die im &uBlersten Falle noch zu-
gelassen werden kénnten, um den Korper noch als festen zu bezeichnen, ge-
macht werden. Aber selbst wenn derartige Angaben vorligen, bliebe noch immer
die Frage offen, was fiir ein besonderer physikalischer Aufbau notwendig ist,
um das genannte Verhalten in den oben unter a) und b) angegebenen Fillen
aufzukliren. DaB mit dieser Frage, deren Beantwortung nach dem heutigen
Stande der physikalischen Wissenschaften erst angebahnt wurde, auch jene fiir
den Ingenieur so wichtige Frage nach den den Bruch eines Stoffes bedingen-
den Umstéinden enge verkniipft ist, liegt auf der Hand.

Die festen Kérper zeigen bei Einwirkung nicht zu grofer dulerer Krifte die
Eigenschaft der Elastizitéit. Diesbeziiglich sei mit Vorbehalt einer weiter unten
folgenden genaueren Behandlung dieser wichtigen Eigenschaft als erste Ein-
fiihrung festgestellt, daB die infolge Einwirkung derartiger Krifte auftretenden
Gestalts- und Rauménderungen fester Kérper praktisch genommen umkehrbar

1 Eine Fliissigkeit wiirde unter denselben Umstinden zerstduben, ein Gas sich nach
allen Seiten ausbreiten.
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sind, d. h. nach Abbringen der nicht zu groBen Kriifte praktisch wieder véllig
zuriickgehen.

Die Traverse aus FluBeisen in Abb. 1 liege auf beiden Seiten auf Mauerwerk und stehe
vorerst nur unter dem Einflusse ihres Eigengewichtes G und der beiden gleichen Auflager-
reaktionen /2. Infolgedessen biegt sich die Traverse in die in der Abbildung strichlierte
Lage I durch. Wird jetzt in der
Mitte der Traverse die Last P
hinzugefiigt, so biegt sich die
Traverse weiter, bis in die in
der Abbildung punktierte Lage 2
durch. Wird P wieder abge-
bracht, so geht die Durch-
biegung 2 praktisch wieder zu-
riick, bis die Lage 7 wieder er-
reicht ist, wenn P nicht zu gro83
war. (In der Abbildung ist der
Einfachheit halber nur dic
Durchbiegung der Stabachse der
Traverse gezeichnet.)

Im vorstchenden wurde be-
tont, daB die Gestalts- und Raum- Abb. 1.
anderungen nach Abbringen der
Belastung praktisch genommen vollstindig zuriickgehen, wenn die aufgebrachte Be-
lastung nicht zu grof} war. Zur Erklirung mag jetzt schon erwihnt werden, daB im all-
gemeinen fir einen Korper gegebenen Stoffes und gegebener (lestalt die Umkehrbarkeit
der Gestalts- und Rauminderung um so mehr zutrifft, je kleiner die Belastung war und
daB eine strenge Umkehrbarkeit eigentlich genau bei keiner Belastung vorhanden ist; es
sind aber bei fiir die betreffende Art des festen Korpers kleinen Belastungen die nicht véllig
riickgéngig zu machenden Gestalts- und Rauménderungen so klein, daB man sie praktisch
vernachliassigen kann.

4. Die Tatsache, dall die bei Einwirkung nicht zu groBer duBerer Krifte
auf feste elastische Korper eintretenden Gestalts- und Raumiinderungen, von
Ausnahmefillen abgeschen, sehr klein sind, hat frithzeitig zur Annahme des
starren Kdorpers gefiihrt, der dic Eigenschaft besitzen soll, {iberhaupt keine Ge-
stalts- und Rauménderungen zuzulassen. Durch die Einfithrung eines derartigen
Idealbildes cines festen Kérpers wird es erméglicht, die Bewegungserscheinungen
fester Korper in erster Anniéherung ohne Riicksichtnahme auf die kleinen Ge-
stalts- und Rauminderungen zu studieren. Der beziigliche Teil der Mechanik
heiBt Mechanik der starren Kérper oder Stereomechanik und wird im folgenden
als bekannt vorausgesetzt.

Oft geniigt die Annahme der Starrheit, viel héufiger aber muB sie fallen ge-
lassen und der wahre Sachverhalt zugrunde gelegt werden wie aus den folgen-
den einfachen Beispiclen hervorgeht. Das eine bezicht sich auf die erfahrungs-
gemill bestehende Bruchgefahr eines dufleren Kriiften unterworfenen festen
Kérpers, die offensichtlich an Gestalts- und Rauménderungen gebunden ist,
das andere betrifft die Bestimmung der Auflagerreaktionen in sogenannten sta-
tisch unbestimmten Fillen, dic bei Festhaltung der Annahme der Starrheit un-
méglich wird.

Bevor wir hierauf nither eingehen, sei auf den Begriff des Freiheitsgrades
eines starren Korpers, bzw. eines elastischen festen Korpers hingewiesen. Ein
starrer Kérper ist entweder ein freier oder ein unfreier, je nachdem er sich im
Raume beliebig bewegen kann oder nicht. Man sagt, ein freier starrer Kérper
besitze sechs Freiheitsgrade, weil sechs Koordinaten geniigen, um seine jeweilige
Lage im Raum mit Bezug auf ein festes Koordinatensystem xyz festzulegen.
Beim freien starren Kérper ist nimlich die Bewegung eines beliebigen Punktes P
bereits gegeben, wenn die Bewegung dreier beliebig angenommener Punkte
1, 2, 3 desselben, welche zusammen ein Dreieck bilden, bekannt ist. Die je-

1*
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weilige Lage des Punktes 1, dessen Bahn eine beliebige sei, ist durch Angabe
dreier als Funktionen der Zeit zu betrachtender Koordinaten x;, y,, z; jeder-
zeit bestimmt, man schreibt dem Punkte 7 den Freiheitsgrad drei zu. Zur Be-
stimmung der Lage des Punktes 2 geniigen zwei Koordinaten, zum Beispiel z,, y,,
die dritte Koordinate dieses Punktes ist schon durch die Bedingung bestimmt,
daB die Entfernung der Punkte 1, 2 infolge der Annahme der Starrheit eine
unverinderliche ist. In dhnlicher Weise kann gezeigt werden, daf die Lage des
Punktes 3 durch Angabe einer Koordinate, z. B. x; bestimmt ist. Zur Bestim-
mung der Lage eines freien starren Kérpers brauchen wir demnach sechs Koordi-
naten wic oben angegeben, als welche x,, y,, 2;, @5, 5, 3 gewilhlt werden kénnen.

Anstatt dieser 6 Streckenkoordinaten beniitzt man bekanntlich in der Mechanik starrer
Korper 3 Streckenkoordinaten und 3 Winkelkoordinaten; als erstere fithrt man die Koordi-
naten des Schwerpunktes, als letztere die 3 Eulerschen Winkel ein, die ein mit dem starren
Korper fest verbunden gedachtes Koordinatensystem zu jeder Zeit mit Bezug auf ein durch
den Schwerpunkt des Korpers gehendes Koordinatensystem festlegen, dessen Achsen bei
Bewegung des starren Kérpers stets parallel zu den Achsen des gegebenen festen Koordinaten-
systemes zyz bleiben.

Ein unfreier oder zwangliaufiger starrer Korper ist in seiner Bewegungsfreiheit
beschriankt, und infolgedessen geniigen weniger als sechs Koordinaten, um seine
jeweilige Lage mit Bezug auf das feste Koordinatensystem x yz zu bestimmen, sein
Freiheitsgrad ist kleiner
als sechs. Die Unfreiheit
eines urspriinglich freien
starren Korpers wird be-
wirkt, indem man ihn
irgendwie stiitzt oder be-

Abb. 2. stimmte Fiihrungen vor-
schreibt, wodurch seine
moglichen Bewegungen den Charakter der Zwangldufigkeit annehmen.

Die Kurbel Ku des Schubkurbelgetriebes in Abb. 2, die um eine raum- und kérperfeste
Achse A drehbar ist, besitzt den Freiheitsgrad 1, denn ihre jeweilige Lage ist durch eine
einzige freie Koordinate, d.i. den Rotationswinkel ¢ ihrer Schwerachse bestimmt. Ein voll-
kommen festgelegter starrer Korper hat den Freiheitsgrad 0, er besitzt iiberhaupt keine
freie Koordinate mehr.

Ein elastischer fester Korper hat, ob er nun gestiitzt oder ungestiitzt ist,
unendlich viele Freiheitsgrade, denn abgeschen von den gestiitzten oder gefiihr-
ten Punkten hat jeder von den unendlich vielen Punkten desselben nach allen
Richtungen des Raumes eine von der Bewegung der iibrigen Punkte unabhiingige
Bewegungsmoglichkeit, wenn dieselbe auch infolge des Zusammenhanges des
elastisch-festen Korpers nach jeder Richtung beziiglich der GrioBe des Weges
beschriankt ist. Denken wir uns einen elastisch-festen, nicht gestiitzten oder ge-
stittzten Korper erstarrt, so schrinken wir seinen Freiheitsgrad bis zum Werte 6
resp. auf einen kleineren Wert als 6 ein.

In Zukunft soll als unfreier elastischer Korper ein solcher bezeichnet werden,
dessen Freiheitsgrad fiir den Fall, als man ihn erstarrt dichte, kleiner als 6 wiire
im Gegensatz zum freien elastischen Korper, der erstarrt gedacht einen Frei-
heitsgrad gleich 6 besitzen wiirde.

Es liege ein in p Punkten gestiitzter als starr angesehener Korper vor, der
unter dem Einflu der &uBleren angreifenden Kriifte P,,..., P, im Gleich-
gewichte steht. Ist die Anzahl der unbekannten Auflagerreaktionen, zu deren
Bestimmung m Gleichgewichtsbedingungen zur Verfiigung stehen (m <6, je
nach dem besonderen Kraftsystem und zugrunde gelegten Koordinatensystem)
gleich r, so heiflt der Kérper, wenn r — m = s, und s von 0 verschieden und
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positiv ist, s-fach statisch unbestimmt, weil s unbekannte Auflagerreaktionen
durch die m Gleichgewichtsbedingungen nicht bestimmbar sind. Um die Be-
stimmung vorzunehmen, miissen eben die Gestalts- und Rauménderungen des
Korpers in Betracht gezogen werden, durch welche die Verteilung des duBeren
Kraftsystems auf die Auflager mitbestimmt wird.

Fiigt man zu den zwei Auflagern 4, B des durch die Einzelkraft P und das Eigen-
gewicht (7 belasteten Triagers nach Abb. 1 noch ein drittes, mit C bezeichnetes, z. B. unter
der Kraft P hinzu, das so wic B ein Rollenkipplager ist (letzteres ist so eingerichtet,
daB Angriffspunkt und Richtung der in unserem Fall vertikalen Reaktionskraft festgelegt
wird, wahrend das Kipplager in 4 nur den Angriffspunkt der Reaktionskraft bestimmen
1aBt), so ist der Triger einfach statisch unbestimmt gelagert. Denn das aus den Kriften P, ¢
und den zu diesen Kriften entgegengesetzt gerichteten Reaktionskraften 4, B, C bestehende
Parallelkraftsystem ist den zwei Gleichgewichtsbedingungen

P+G=4+B+C

(P+gz—0)fgﬂ41:0 (2)

unterworfen, die zur Bestimmung der drei Auflagerreaktionen 4, B, C' nicht hinreichen. Es
ist sonach m =2, r =3, s = 1.

Die Gestaltsinderung kommt mit Anndherung in der Durchbiegung der Schwerachse
des Tragers zum Ausdruck, die, wenn der Triger lang mit Bezug auf seine Querdimensionen
ist, im Verein mit den statischen Gleichungen (a) im wesentlichen die Verteilung der
Krafte P, G auf die Auflager bestimmt.

5. Die festen elastischen Korper sind wie alle Stoffe pords, das heiit der Raum,
welcher durch sie eingenommen wird, ist mit Masse nicht kontinuierlich erfiillt, sondern
durch kleine Hohlrdume, die Poren unterbrochen. In der theoretischen Elastizitatslehre wird
wie in der Mechanik der Flissigkeiten und der Gase im Gegensatz hierzu angenommen,
daB die Masse den Raum kontinuierlich erfiillt, worin eine Naherung liegt, die um so eher
angenommen werden kann, je kleiner die Poren sind. Bei der genannten Annahme stellt sich
die theoretische Elastizititslehre als ein Teil des allgemein als Mechanik der Kontinua be-
zeichneten Zweiges der reinen Mechanik dar, zu der auch die Hydro- und Aeromechanik
zu rechnen ist.

6. Mit dem Studium der Gestalts- und Rauméinderungen der festen elastischen
Korper vom rein geometrischen Standpunkt beschiftigt sich ein besonderer Teil
der Mechanik der festen elastischen Korper, die Kinematik (Elastokinematik).
Ein fester elastischer Korper kann bei EinfluBnahme &duBlerer Krafte sich so
verhalten, daB er nach Eintritt der Gestalts- und Rauménderung in Ruhe bleibt
oder sich nach dem Trigheitsgesetze gleichférmig fortschreitend bewegt. Man
sagt dann, die dulleren Krafte halten einander das Gleichgewicht, oder es liege
der Fall elastischen Gleichgewichtes oder der Statik elastischer fester Korper
(Elastostatik) vor. Das ist z. B. fiir den Triger nach Abb.1 zutreffend. Alle
Fille, in welchen der elastische feste Korper unter dem Einfluf} duBerer Krifte
nicht im elastischen Gleichgewicht steht, wie zum Beispiel ein irgendwie bewegter
Maschinenteil (Kurbel Ku eines Schubkurbelgetriebes nach Abb. 2) fallen in
das Gehiet der Dynamik oder Kinetik elastischer fester Koérper (Elastokinetik).

[1. Grundbegriffe.

1. Einfiihrung von Elementarkorpern.

Wir denken uns einen festen elastischen Kérper zur Zeit ¢ = 0 in Ruhe mit
Bezug auf ein riumliches rechtwinkliges Koordinatensystem « yz mit dem
Anfangspunkt O und dazu kriftefrei. Indem wir uns den Kérper durch 3 Scharen
von zu den Koordinatenebenen zy, yz, zx parallelen Ebenen mit den unendlich
kleinen Absténden dz, dx, dy geschnitten vorstellen, erhalten wir, wenn wir von
den am Rande des Kérpers entstehenden unendlich kleinen Tetraedern zunéchst
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absehen, unendlich viele elementare Prismen mit dem Volumen dzdydz und
der Masse u dx dy dz, wenn u die Massendichtigkeit bezogen auf dic Raumeinheit
fir das betreffende elementare Prisma vorstellt. Die Lage jedes Korperchens
zum Beispiel im Punkte P (Abb.3), worin PC =dx, PD =dy, PE = dz,
ist durch seine rechtwinkeligen Koordinaten z,y,z oder den Radiusvektor
t =1z + iy -tz (i, ], f sind Einheitsvektoren in der Richtung der xyz-Achse)
mit Bezug auf das Koordinatensystem x y z eindeutig festgelegt.

2. Einteilung der auf den festen elastischen Korper einwirkenden
Krifte.

Es mogen nunmehr auf den im Punkt 1 angefiithrten zur Zeit ¢ = 0 in Ruhe

befindlichen Koérper duBere Kréfte zur Wirksamkeit kommen. Diese Krafte

konnen zunéchst unter-

schieden werden in Vo-

[ums- oder Massenkréfte

und Oberflachenkrifte,

letztere wirken auf die

Oberflache des Kor-

pers, erstere auf die ein-

zelnen  Massenteilchen

udxdydz. Die Volums-

krifte, bezogen auf die

Volumseinheit werden

mit f bezeichnet, auf das

Volumenelementdxdy dz

entfillt sonach die Vo-

lumskraft fdxdydz,

welche in bekannter

Weise in die drei Kom-

ponenten  k,dxdy dz,

k,dedydz, k,dxdydz

zerlegt werden kann;

f,k,k, k, sind im all-

gemeinen  Funktionen

der Koordinaten und der

Zeit und haben im tech-

Abb. 3. nischen Malisystem die

Dimension kg/om?. Die

Oberflichenkrifte sind eigentlich stets flichenhaft lings der Angriffsfliche

(in Abb.3 mit 4 bezeichnet) verteilte Krafte, da auch die sogenannten Ein-

zelkrifte in Wirklichkeit stets lings einer, wenn auch sehr kleinen Fliche, und

nicht, wie anndhernd angenommen wird, in einem geometrischen Punkte an-
greifen.

Das Rad eines Eisenbahnwagens iibertrigt die auf dasselbe entfallende Last nicht, wie
praktisch angenommen werden kann, in einem Punkte auf die Schiene, sondern lings der-
jenigen kleinen Beriihrungsflache, die durch Gestaltsinderung des Rades und der Schiene
zustande kommt. Die Oberfliche eines festen Korpers, der sich in einer unter hohem Druck
stehenden Fliissigkeit befindet, ist Angriffsfliche von auf ihr normal stehenden Ober-
flaichenkraften.

Denken wir uns die Oberfliche oder den Teil der Oberfliche, lings welcher
die Kraftiibertragung erfolgt, in unendlich viele unendlich kleine Flichen-
elemente df zerlegt, so entfillt auf ein Flachenclement eine Oberflichenkraft p df,
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mit p als Kraft pro Fliacheneinheit. Die Kraft p df hat den Charakter eines Vek-
tors, der im allgemeinen schief gegen das zugehérige Flichenelement df geneigt
ist, und kann im Schwerpunkt des Flachenelementes angreifend und zusammen-
gesetzt aus drei zu den Koordinatenachsen =, y,z parallelen Komponenten
p.df, p,df, p,df gedacht werden, derart, daBl
epdf = pdf = ip,df + jp,df + tp.df,

worin e einen Einheitsvektor in der Richtung von p vorstellt; die GroéBSen
D, De> Py P5» die im allgemeinen Funktionen der Koordinaten der einzelnen
Punkte der Oberfliche des Korpers und der Zeit sind, haben im technischen
MaBsystem die Dimension kg/em?2 Man kann die Kraft pdf derart zerlegen,
daf} die eine Komponente ndf normal zur Oberfliache, die zweite Komponente tdf
tangentiell zur Oberflache wirkt. Die Kraft tdf wird als eine auf das betreffende
Oberflichenelement wirkende Schubkraft, die Kraft ndf als eine Normalkraft
bezeichnet. Die Normalkrifte kénnen entweder gegen das Innere des Kérpers
gerichtet sein, dann heilen sie Druckkrafte, im entgegengesetzten Falle werden
sie als Zugkrafte bezeichnet. Wenn man sich in jedem Punkte des Oberflichen-
teiles, lings welches die Kraftiibertragung stattfindet, die Kraft pdf der Rich-
tung und GréBe nach in einem gewahlten MafBstabe aufgetragen denkt, so bilden
die Endpunkte der aufgetragenen Strecken eine Flidche, welche als Belastungs-
flache bezeichnet wird (in der Abb. 3 mit B bezeichnet).

Der Vollstindigkeit halber sei hier noch wiederholt — es wurde in der Ein-
leitung hiervon bereits Gebrauch gemacht —, daBl die Oberflichenkrifte in so-
genannte angreifende Krifte oder Lasten mit der Bezeichnung R und Reaktions-
oder Verbindungskrifte, fiir welche das Zeichen ¥ gebraucht wird, unterschieden
werden konnen; die letzteren sind nur dann vorhanden, wenn der elastische feste
Korper unfrei ist (Punkt 4 der Einleitung).

Im Falle des Gleichgewichtes des elastischen Korpers heilen die Reaktionen solche
statischer Art, wenn aber der unfreie elastische feste Korper unter dem Einflusse der ge-
gebenen dufleren Krifte sich seinem Freiheitsgrade entsprechend bewegt, werden die Reak-
tionen héaufig als solche kinetostatischer Art bezeichnet. Ein Beispiel fiir statische Reak-
tionen liegt im Falle der Abb. 1 vor. Im Auflager 4 des Schubkurbelgetriebes nach Abb. 2
tritt eine kinetostatische Reaktion auf, die nicht nur vom Eigengewicht des Getriebes und
den &uBeren Kriften (Dampfdruck p und Reibung), sondern auch von den fiktiven Trig-
heitskraften abhéngig ist.

Die Massenkréfte werden in der Regel durch das Eigengewicht oder in kine-
tischen Féllen auch durch die aus der Mechanik der starren Kérper ihrer Bedeutung
nach bekannten fiktiven Trigheitskrifte dargestellt; sie haben angreifenden
oder Lastcharakter, niemals den einer Reaktionskraft.

In den technischen Annaherungstheorien, die sich auf das elastische Verhalten irgendwie
belasteter und gestiitzter gerader Stibe beziehen, wird das Eigengewicht hiufig so ein-
gefiihrt, als ob es eine auf die Oberfliche des geraden oder krummen Stabes wirkende
gleichférmig verteilte vertikal nach abwérts gerichtete Last wire. Eine derartige Annahme
hat nur ndherungsweise Giiltigkeit, da, wie sich sehr bald zeigen wird, die Wirkung einer
an einem elastischen festen Kérper angreifenden Kraft eine andere wird, wenn man den
Angriffspunkt der Kraft in der Richtung ihrer Angriffslinie versetzt.

Die Oberflichenkriafte und Massenkrafte werden im folgenden stets als
sogenannte kontinuierlich wirkende Krifte angesehen, wenn nicht ausdriicklich
erwihnt wird, dal sie stoBartig, das heiBt als Momentankrifte, wirken. Die
Krifte wirken bei gegebenen Angriffstellen kontinuierlich, wenn deren Richtungen
und GréBen im Laufe der Zeit entweder stetige Anderungen erleiden oder kon-
stant sind.

Ein Beispiel moge das erliutern. Der in Abb. 1 dargestelite Trager sei zur Zeit ¢ = 0
unbelastet. Es werde vom Zeitpunkt ¢ = 0 beginnend ein Gewicht P von Hand derart auf
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den Trager aufgebracht, daB die Hand stetig entlastet und dafir der Triger stetig zu-
nehmend belastet wird. Erst nach Ablauf einer gewissen Zeit ist demnach das ganze Ge-
wicht P aufgebracht; entsprechend dem Aufbringen der Belastung P stellen sich auch die
zugehérigen Gestaltsinderungen, hier im wesentlichen eine Durchbiegung, und die Auflager-
reaktionen stetig von 0 aus anwachsend bis zur endgiiltigen Durchbiegung bzw. bis zu den
Endwerten der Reaktionen ein, die der Last P entsprechen. Wiirde man auf den unbelasteten
Triager ein Gewicht P aus einer gewissen Hohe derart fallen lassen, dafl das Gewicht zur
Zeit t = 0 den Trager erreicht, so wiirde das Gewicht wihrend der nun folgenden sehr
kleinen StoBdauer stoBartig auf den Tréger wirken, und es wiirden sich dementsprechend
statt einer stetigen Durchbiegung Schwingungen des Tragers um die Ruhelage einstellen,
die erst im Laufe der Zeit infolge der vorhandenen Widerstandskrifte (innere Reibung und
Luftwiderstand) abklingen wiirden. Dementsprechend wiirden die in den Auflagern ein-
tretenden Reaktionen Funktionen der Zeit sein.

Die Art der Wirkungsweise einer Kraft in dem auseinandergesetzten Sinne
soll in Zukunft stets kurz unter der Bezeichnung Charakter der Kraft eingereiht
werden. Man spricht demnach von einem stoflartigen oder einem kontinuierlichen
Charakter einer Kraft oder eines Kraftsystemes.

Von dem Charakter einer Kraft oder eines Kraftsystems ist zu unterscheiden
die Art der Aufbringung einer Kraft oder eines Kraftsystems im Laufe einer
kiirzeren oder langeren Zeit, z. B. in der Zeit, in der ein technisches Werk iiber-
haupt verwendbar ist, also wihrend ihrer Lebensdauer. Beziiglich dieser Art
der Aufbringung unterscheidet man eine dauernde oder eine wechselnde Auf-
bringung, je nachdem die Belastung, wie z. B. das Eigengewicht, dauernd auf
den Korper wirkt oder aber im Laufe der Zeit verénderlich aufgebracht wird.

Zum Beispiel spricht man von einer wechselnden Aufbringungsart, wenn ein prismatischer
Stab oftmals abwechselnd durch eine Kraft parallel zu seiner Achse gezogen und nachher

entlastet wird, oder wenn er abwechselnd durch achsenparallele Krafte gezogen und gedriickt
wird usw,

Sowohl bei der dauernden als auch der wechselnden Aufbringungsart kénnen
die Krifte kontinuierlichen oder stoBartigen Charakter besitzen. Dauernde
StoBe spielen insbesondere im Maschinenbau eine Rolle.

Es hat sich gezeigt, daBl eine wechselnde Belastung unter sonst gleichen Umstanden
eher den Bruch eines Werkstoffes zur Folge hat als eine dauernde Belastung. ,,Unter sonst
gleichen Umsténden* soll hier z. B. besagen, daB eine Belastung P, die dauernd aufge-
bracht ist, eine kleinere Bruchgefahr bedingt als vorhanden wére, wenn sie oftmals
wechselnd auf- und wieder abgebracht wird. Hierzu sei ausgefiihrt, daB es Gegenstand
der gewohnlichsten Erfahrung ist, daB ein urspriinglich gerader etwa einseitig eingespann-
ter Draht aus FluBeisen leicht zum Bruch gebracht werden kann, wenn eine Kraft
oftmals wechselnd denselben in bestimmter begrenzter Weise abbiegt und hierauf wieder
gerade streckt, wihrend dann, wenn die der bestimmten Abbiegung entsprechende Kraft
dauernd aufgebracht ist, von einem Bruch keine Rede ist.

3. Art und Grofle der dulleren Beanspruchung eines elastischen
festen Korpers.

Die duBere Beanspruchungsart eines festen elastischen Koérpers zu einer
bestimmten Zeit wird bestimmt durch a) die Angriffsstellen und Kraftrichtungen
der auBeren Krifte, b) durch das Verhiltnis der MaBzahlen der letzteren. Zu
den duBeren Kriften werden fallweise auch die fiktiven Trigheitskrifte gerechnet.
Danach dndert sich die Art der duBeren Beanspruchung nicht, wenn sédmtliche
Krifte n mal (n > 0) vergréBert werden. Bei gegebener Art der d&ufleren Bean-
spruchung bestimmen die Mafzahlen der duBleren Krifte die Grofle der d&ufleren
Beanspruchung.

Wenn auf einem Trédger nach Abb.1 zwei als kontinuierlich vorausgesetzte Krifte

P,, P, von Null aus iiber Zwischenwerte P;, P} bis zu ihren Endwerten wachsend stets
die gleiche Lage (Angriffspunkt, Richtung) im Raume besitzen und sich dabei so dndern,
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daBl dann, wenn die eine Kraft n P/ ist, auch die zweite Kraft n P; geworden ist, was auch
eine analoge Anderung fiir die in den Auflagern entstehenden Verbindungskrifte zur Folge
hat, so éndert sich die aullere Beanspruchungsart wahrend der Zeit, in der sich der Gleich-
gewichtszustand einstellt, bei kleinen Durchbiegungen annahernd nicht.

Es kommen elastische Probleme vor, bei denen, abgesehen vom Eigengewicht, als duBlere
Krifte nur Tragheitskrafte und die ihnen nach D’Alembert entsprechenden Stiitzkrifte
vorhanden sind, z. B. bei einem einseitig fest eingespannten Stab (Kragtrager), der Quer-
schwingungen um eine Gleichgewichtslage ausfithrt. Fir denselben kann bei kleinen
Schwingungen die Art der duBleren Beanspruchung wiahrend der Bewegung desselben aus
der mittleren Gleichgewichtslage in eine der duflersten Lagen als nahezu konstant angesehen
werden. Iir die Zeit einer ganzen Schwingung des Kragtrigers ist die duflere Bean-
spruchungsart nicht konstant, sondern verinderlich oder wechselnd.

Die Definition der Gréfle und Art der duBleren Beanspruchung gilt sowohl
fiir kontinuierlich als auch stoBartig wirkende Krifte. In letzterem Falle wird
man z. B. von einer bestimmten duBleren Beanspruchungsart am Ende der Stof-
zeit oder in einem bestimmten Zeitaugenblick nach erfolgtem Stof sprechen
koénnen.

In der Physik und Technik hat man fiir bestimmte haufig vorkommende
dullere Beanspruchungsarten oder Gruppen von solchen eigene Bezeichnungs-
weisen eingefithrt, insbesondere, wenn es sich um im Gleichgewichte befindliche
gerade oder krumme elastische Stibe handelt. So spricht man, wenn ein prisma-
tischer Stab durch zwei entgegengesetzt gleiche achsenparallele Krifte belastet
wird, die sich gleichméBig tiber die Basisflichen verteilen, von einer Beanspru-
chung auf Zug oder Druck, je nachdem die Krifte den Stab zu verlingern oder
zu verkiirzen trachten. Ein nach Abb. 1 belasteter Stab heifit auf Biegung
und Schub beansprucht; ferner werden alle d#uleren Beanspruchungsarten ge-
rader Stéibe, fiir die die Oberflichenkrifte durch Drehmomente in Ebenen
normal zur Stabachse vorgestellt werden, unter dem gemeinsamen Namen
Beanspruchung auf Drehung (Drillung, Torsion) zusammengefalit usw. Systema-
tisch werden die genannten Beanspruchungsarten im zweiten Teile dieser Vor-
lesungen besprochen werden.

Die Begriffe wechselnde Aufbringungsart einer Belastung und wechselnde
duBlere Beanspruchungsart brauchen sich nicht zu decken: ein abwechselnd
zwischen Null und einem oberen Kraftwert auf Zug beanspruchter im Gleich-
gewichte befindlicher gerader zylindrischer Stab erleidet keinen Wechsel der
Beanspruchungsart, doch ist die Aufbringungsart der Last eine wechselnde.
Wird der Stab aber abwechselnd auf Zug und auf Druck beansprucht, so ist
die Aufbringungsart und die dullere Beanspruchungsart eine wechselnde.

4. Absoluter und relativer Verschiebungszustand in einem Punkte
eines elastischen festen Korpers.

Einer méglicherweise in der Zeit variablen duBleren Beanspruchungsart ist.
eine in der Zeit erfolgende Bewegung des zur Zeit ¢t = 0 kriftefrei und ohne Ge-
stalts- und Rauménderung gedachten elastischen festen Kérpers zugeordnet,
und zwar erfolgt, wie spater nachgewiesen werden wird, von Ausnahmefillen
abgesehen, diese Zuordnung eindeutig. Denken wir uns zur Zeit ¢, zu welcher
eine bestimmte &uBlere Beanspruchungsart vorhanden sein soll, in einem
Punkt P mit den Koordinaten z, y,z (Abb. 4) ein unendlich kleines Pris-
ma mit zu den Koordinatenachsen parallelen Kanten von den Lingen dz,
dy, dz und der Masse udxdydz aus dem Korper herausgeschnitten. In dem
der Zeit ¢ folgenden Zeitclement dt bewegen sich die 8 Eckpunkte P, 4, B, C,
D, E,F,@ des kleinen Prismas sowohl mit Bezug auf das Koordinatensystem
x y z als auch mit Bezug aufeinander. Der Weg P P’, den der Punkt P in dem
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Zeitelement dt infolge der erstgenannten Bewegung, welche wir zunichst als
die absolute bezeichnen wollen, zuriicklegt, heit absolute Verschiebung des
Punktes P zur Zeit { und wird mit d bezeichnet; sie hat den Charakter eines
Vektors mit der Richtung P nach P’. Projizieren wir den Vektor p auf die Koordi-
natenrichtungen, so erhalten wir die absoluten Verschiebungskomponenten
u, 0, v des Punktes P zur Zeit ¢, so daf}

db=udov+mw=itu-t+ijv+tw (a)

wird. Der Punkt E mit den Koordinaten x + dx, y + dy, z + dz erleidet zur
Zeit ¢ die absolute Verschiebung b, mit den Verschiebungskomponenten u,, v;, v,,
so daB

Dl=111-}—01—§—t01=iu1—}—jvl—}—fu'1. (b)
Die relative Verschiebung der Punkte P und E zur Zeit ¢ ist offenbar
B — b= (uy—u) + (v, —0) + (W — W) = t(uy — u) +j(vy — ) + F(w; — w) (c)

Abb. 4.

und ergibt sich aus dem in Abb. 4 seitlich heraus gezeichneten Vektordreicck
EF' E” indem E'E”"=—b. Die Vektoren u; — u, v; — v, o, — tv werden die
relativen Verschiecbungskomponenten zur Zeit ¢ genannt. Die Beziehungen (c)
gelten auch fiir Punkte des elastischen Korpers, die eine endliche Entfernung
voneinander besitzen.

Die Bewegung eines elastischen Korpers im Laufe der Zeit ist in an-
schaulicher Weise auffallbar als zusammengesetzt aus jener Bewegung, welche
er hitte, wenn er starr ware, und aus der Bewegung der einzelnen Punkte mit
Bezug auf den erstarrt gedachten Korper oder ein mit demselben fest verbunden
gedachtes Koordinatensystem x y z. Infolge der letzteren, die wir kurz als elasti-
sche Bewegung bezeichnen wollen, treten tiberhaupt erst Gestalts- und Raum-
dnderungen ein. Bei dieser Auffassung werden dann als ,,absolute’ Verschiebun-
gen b jene mit Bezug auf das Koordinatensystem « y z eingefiihrt, die in der
Mehrzahl der Fille sehr klein sind. Im allgemeinen sind die absoluten und
relativen Verschiebungen sowie deren Komponenten als Funktionen der Koor-
dinaten %, y, z und der Zeit ¢ anzusehen. Diese Funktionen werden gewdéhnlich
als stetig und differenzierbar angenommen. Das ist z. B. zutreffend im Falle
eines Stabes, der um eine feste Gleichgewichtslage Quer- oder Langsschwingun-
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gen ausfithrt. Nur tritt hier noch der besondere Fall ein, dal die Werte z, y, z
und 7, ¥, z zusammenfallen im Gegensatz zum allgemeineren Fall der Abb. 2
(Schubkurbelgetrlebe) Bleibt der elastische Koérper nach Eintritt der Ver-
schiebungen der einzelnen Punkte in Ruhe, wie z. B. im Falle der Abb.1
(elastisches Gleichgewicht), so sind b, b, ebenso wie die absoluten und relativen
Verschiebungskomponenten, nachdem der Gleichgewichtszustand sich eingestellt
hat, in der Zeit konstant und sind nur Funktionen der Koordinaten z, y, z,
die mit «,y,z zusammenfallen. Die absoluten Verschiebungskomponenten
u, v, 10 zur Zeit ¢ fiir den Punkt P bestimmen den absoluten Verschiebungs-
zustand im Punkte P zur Zeit ¢; der absolute Verschiebungszustand des ganzen
elastischen Korpers zur Zeit ¢ ist gegeben, wenn der Verschiebungszustand
fiir jeden seiner Punkte gegeben ist. In dhnlicher Weise kénnen wir von einem
relativen Verschiebungszustand in einem Punkte und des ganzen Korpers zur
Zeit t sprechen.
Wir koénnen zur Zeit ¢ setzen

0 J
1(1:11+;~%clx+ dy —}—gl—éd

(').
vy =0 +()—;dx+9fdy+(9—clz

u‘lzw’ d —l—aig(l +Q£d~

oder, wenn wir an Stelle von da, dy, dz der einfacheren Schreibweise halber
die unendlich kleinen GréBen &, 4, ¢ einfithren,

u ou ou
Uy — uzﬂfJ.—@n—}—gz—C usw. (1)

Im Falle des elastischen Gleichgewichtes bedeuten u, v, w in den Beziehungen (1)
z. B. die Verschiebungskomponenten zur Zeit, in welcher sich das elastische
Gleichgewicht bereits eingestellt hat.

Durch (1) sind die relativen Verschiebungskomponenten als Funktionen von
x, ¥, 2,t oder im Falle des Gleichgewichtes von z, y, 2z bestimmbar, wenn es
gelungen ist #, v, w als solche Funktionen zu ermitteln. Aus den Beziehungen (1)
konnen selbstverstandlich die relativen Verschiebungskomponenten eines jeden
der 8 Eckpunkte des im Punkte P gedachten Prismas durch Spezialisierung
der Werte &, 9, { abgeleitet werden. So sind fiir den Punkt C die GréBen £ und
gleich Null, woraus fiir die relativen Verschiebungskomponenten dieses Punktes
folgt

& ou . v Ov ow

ul—u=(7;z;17, vy — v 17, wl—w=a—y—77. (1a)

In ahnlicher Weise findet man die relativen Verschiebungskomponenten des
Punktes F mit

0 17} 0
ul—u=5% -+ un, L‘1—1~——-—§+ , Wp— W= au;é—l— (1v)

5. Verformung eines Elementarkorpers, homogene Verformung.

Die Gestalts- und Rauménderung, welche das im Punkte 4 betrachtete
rechtwinkelige unendlich kleine Prisma PA BCDEFG im Zeitelement dt er-
fahrt, soll in Zukunft kiirzer als Verformung, Verzerrung oder Deformation
desselben bezeichnet werden. Wir legen uns zunichst die Frage nach der Ande-
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rung der Lagekoordinaten der Eckpunkte jenes Prismas vor, wenn die Ver-
schiebungskomponenten u, v, w gegeben sind.

Legen wir durch den Punkt P ein zu dem Koordinatensystem xyz paralleles
Koordinatensystem 2"’z und denken uns den beliebig nahe an P liegenden
Punkt E in diesem Koordinatensystem durch die innerhalb des unendlich
Kleinen noch variabel gedachten Koordinaten &, #, { festgelegt. Im Zeitelemente d¢
geht der Punkt £ in die Lage E’ iiber, und hat dann, bezogen auf das Koordi-

/0y

natensystem a’y’z’, die Koordinaten &', %, {’, die sich unter Zuhilfenahme von
(1) mit
F—frut iRt iin+ it
—ut (1458 e+ 500+ 520,
W=vtgoe (1+ 50+ 520,
C—wt T Sy (14 9Y)e, )

ergeben, worin v/ = 1&" + {7’ + £’ gesetzt werden kann. Der Punkt P gelangt
in dem unendlich kleinen Zeitelement dt nach P’ und hat dann mit Bezug auf
das Koordinatensystem z’y'z" die Koordinaten «, v, w, demnach ist der Vektor
mit dem Anfangspunkt P
PE=1=1i§+jn+1{
im Zeitelement d¢ in den Vektor mit dem Anfangspunkt P’
PE=1"=i—w+i0—v) +t{—w
ibergegangen. Wenn wir die Komponenten von 1"/ mit Bezug auf das Koordi-

natensystem x’y’z" mit &”,%”,{” bezeichnen, so kann die Beziehung (2) mit
Beriicksichtigung von (1) auch in der Form

Y—u=8 =t —u

W—v=n"=n+v—v,

—w=0"={+w —w (2a)
geschrieben werden oder in Form einer Vektorgleichung
¥ —1=50;—5, dh. =1t +bd,—>. (2b)

Fithren wir in die Beziehungen (2a) die relativen Verschiebungskomponenten
aus (1) ein, so erhalten wir die oft gebrauchten Formeln

7] du-
y=(1+5e+ T+ G

" a a a

= 5§5+(1+£)n+ 2,

” a 0 )
= ey Ton+(1+55)¢. 2¢)

Die Beziehung (2b) kann direkt aus dem Vektordreieck PEE’ der Abb. 4
abgelesen werden.

Die Bezichungen (2a) und (2¢) haben die Eigenart, daB sie linear sind mit Bezug
auf &,7,¢ bzw. &7, %/, {’ und stellen Transformationsgleichungen vor, welche es
gestatten, Beziehungen zwischen &,#,{ vor der Verformung in die entsprechenden
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Beziehungen nach der Verformung zu transformieren, oder jedem Radiusvektor t,
der einen beliebigen Punkt einer um P gedachten geschlossenen Fliche fest-
legt, einen Vektor t”” des entsprechend verschobenen Punktes der deformierten
Fliache, d.h. jener Fliche zuzuordnen, in welche die genannte geschlossene
Fliache bei der Verformung iibergeht. Infolge der Linearitat der genannten Be-
ziehungen gehen geometrische Gebilde, die vor der Verformung eine lineare
Beziehung zwischen &, %, { als Gleichung besitzen, das ist Gerade und Ebenen,
nach der Deformation in ebensolche iiber, ferner bleiben parallele Ebenen und
parallele Gerade auch nach der Verformung zueinander parallel, wie man sich
leicht tberzeugt. Es ist somit die oben aufgeworfene Frage nach der Gestalts-
und Rauménderung des unendlich kleinen Prismas dahin zu beantworten, dal}
dasselbe wieder in ein Prisma {ibergegangen ist, das im allgemeinen verénderte
Kantenlingen besitzt und schiefwinkelig ist (siehe in Abb. 4 das Prisma
P'A'B C'D'E'F'G'). In der Elastizitdtslehre sagt man, um diesen Sachverhalt
auszudriicken, die Verformung (Verzerrung) des unendlich kleinen Prismas
sei homogen oder die Verformung (Verzerrung) in einem Punkte P des elasti-
schen Korpers sei homogen. Es kénnte in besonderen Fillen sein, dal auch fiir
die Punkte eines Prismas mit endlichen Kantenlingen lineare Gleichungen von
der Form (2a), (2¢) erfiillt wéren. &, 4, { wiirden dann endliche Werte haben
und die bei &, 37, { stehenden Koeffizienten miilten fiir den ganzen vom Prisma
erfillten Raum konstant sein.

Eine derartige homogene Verformung im ganzen vom Kérper erfiilllten Raum tritt z. B.
im Falle der Beanspruchung eines geraden Stabes auf Zug (Druck) ein.

da. Verformung bei Einfithrung vektoralgebraischer Zeichen.

Die Beziehungen (1) besagen, daBl die relativen Verschiebungskomponenten u, — u,
vy — v, uwy — w des relativen Verschiebungsvektors

by— b =1(uy — u)+ j(vs—v) + f (wy— w)
lineare Funktionen der Komponenten &, 7, { des Vektors
r=1& 4 jy 4 £
sind. — In der Vektoralgebra bedient man sich fiir diesen Sachverhalt der einfachen
Bezeichnungsweise
-0 =0x (3)
und sagt, es sei b; — D eine lineare Vektorfunktion @ von t.— Durch die Beziehung (3) ist

jedem Vektor t eine relative Verschiebung seiner beiden Endpunkte b, — b zugeordnet. —
In analoger Weise kann man die Beziehungen (2¢) auch in der Form

v =¥ (4)
schreiben, wenn t” =1(u;—u + &) +j(o;—v+n) + f(w,—w+ ) =b,—bd + 1 ist.

Y stellt eine zweite lineare Vektorfunktion von t vor. FEine lineare Vektorfunktion wird
bekanntlich durch 9 Koeffizienten festgelegt, z. B. @ durch die bei &, 7, { stehenden
Koeffizienten in (1). Man schreibt iibereinkommensgemif symbolisch

ou Ou Jdu du ou Jdu
=327y dz Tt 7y 9z
v dv dv dv . dv dv
90y 92 und analog pp 1+ 7y EP
wow o o ow L ow
dx dy Jz dx dy "0z

Die neun GroBen, welche @ bzw. ¥ bestimmen, heiBen die Bestimmungszahlen bzw. Kom-
ponenten der linearen Vektorfunktion.

Durch lineare Vektorfunktionen werden sogenannte affine Raumtransformationen ver-
mittelt. Durch eine Raumtransformation wird jedem durch einen Radiusvektor festgelegten
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Punkt eines Raumes ein entsprechender Radiusvektor eines zweiten Raumes zugeordnet.
Die Raumtransformation heiflt affin, wenn die Zuordnung durch lineare Gleichungen wie
in unserem Falle erfolgt. Eine affine Raumtransformation zeichnet sich demnach dadurch
aus, daB Gerade in Gerade, Ebenen in Ebenen iibergehen, und parallele Gerade sowie
parallele Ebenen zueinander parallel bleiben. Die affine Raumtransformation heiBt eine in-
finitesimale, wenn die zugeordneten R#éume unendlich klein sind, wie das z. B. fiir die
Beziehung (4) zutrifft, wenn v und t”” unendlich kleine GréBen sind. Jede lineare Vektor-
funktion ¥, also auch z. B. jene in (4), 14Bt sich auf die Form

Pr=iWr)+i(Br)+1Cx)

bringen, worin die Konsequenten ¥, 8B, € drei nicht komplanare Vektoren bedeuten, die in
unserem Falle

./ Jdu LO0u Jdu
I = —_— — 4 =
A=ill+g) Tig, Tt

dy
dv dwv dwv
w=ill R A DT
= Idx‘1<l‘0y>‘fdz’
. Jw Jw J w\
C=ige Ty t(1+57)

werden, so dal} z. B.

- ou dv dw
SOV p) — 1 ' s 1 = SWw.
1 (A1) I—<l -+ ()x>" -+ dy)] + = usw

Bei der bisherigen Auffassung werden @ bzw. ¥ in den Beziehungen (3) und (4) als Funk-
tionszeichen gewertet; man kann aber @ bzw. ¥ auch als geometrische Grofen hoherer
Ordnung ansehen (ein Vektor gilt als geometrische GroBe erster Ordnung). Sie werden dann
nach einer Ausdrucksweise von Jung als Affinoren bezeichnet, @1, ¥t werden als ,,skalare
Produkte zwischen den Affinoren @ bzw. ¥ und dem Vektor r gedeutet, welche einen Vek-
tor b, —D bzw. 1" definieren. Ein Affinor ist gegeben durch die Angaben von 3 Vektoren 9, 38,
was symbolisch durch ¥'=1i; A + j; B + f; Czum Ausdruck gebracht wird; i; o, ferner j; ¥
und f; € heilen nach Gibbs Dyaden oder dyadische Produkte. Ein Affinor ist sonach als
Dyadensumme darstellbar. Héaufig wird aber diese Summe selbst als Dyade bezeichnet,
so dal der Begriff ,,Affinor“ und ,,Dyade* zusammenfallen. Nach Jaumann (L) ist jede
Dyade unter dem Bilde einer Fliche zweiter Ordnung vorstellbar. In der Tat ist z. B.
in t” =¥t t” als Radiusvektor eines Ellipsoides auffaflbar, wenn t einen Radiusvektor
einer Kugel bedeutet, wie wir spiter noch sehen werden. ¥ wird aus leicht begreiflichen
Grinden als Verschiebungsdyade, @ als Deformationsdyade eingefiihrt?.

6. Verzerrungskomponenten und Art bzw. Grofe des
Verzerrungszustandes fiir einen Elementarkorper.

Bei der Verformung des rechtwinkeligen Prismas PABCDEFG (Abb. 4)
in das schiefwinkelige Prisma P’A’B'C’'D’'E'F'G" werden die Kantenlingen
&,1,¢ im allgemeinen ihre Linge &ndern und die urspriinglich rechten Winkel
zwischen den Kanten in spitze oder stumpfe Winkel iibergehen. Um die Ande-
rungen der Kantenlingen und der Winkel eines Prismas in einem Punkte P des
elastischen Korpers unter Bezugnahme auf deren urspriingliche Gréfien zahlen-
maBig festzulegen, fithrt man die Verzerrungskomponenten ein. Man bezeich-

net mit e,, die Verzerrungskomponente fiir das angegebene Prisma im Punkte P
.
in der Richtung der wz-Achse und definiert sie durch P—G—P*IE = e,,, also

als Verlangerung oder Verkiirzung (je nachdem P'G" > PG oder umgekehrt)
pro Léangeneinheit der Lange PG vor der Gestaltsinderung. Analog

! (O ' A? —
sind e, , = g—o—lfciq und e,, = B‘éﬁzﬁ die Verzerrungskomponenten im

1 Siehe hierzu etwa J. Spielrein: Lehrbuch der Vektorrechnung, oder S. Valentiner:
Vektoranalysis in Sammlung Goeschen.
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Punkte P in den Richtungen der y- bzw. z-Achse. Die 3 Verzerrungskomponenten
€rws €yys €52, die natiirlich dimensionslos sind, heillen bezogene Dehnungen, wenn
sie positiv sind, und bezogene Quetschungen, wenn sie negativ sind. Haufig 148t
man das Wort ,,bezogene® weg, das ausdriicken soll, daf} eine Langenanderung
pro Langeneinheit der urspriinglichen Lange gemeint ist. Selbstverstindlich kann
man auch von einer Dehnung oder Quetschung in der Richtung PE sprechen,
'
die durch I—)—%,P—E definiert wird. Der Winkel, den die Kanten P’C’ und P&’
nach der Deformation miteinander einschlieBen, ist im Bogenmall durch g—i—l

bestimmt, wobei A positiv oder negativ sein kann. Man fiithrt nun fir die Winkel-
anderung A im Bogenmalf} das Zeichen e,, ein, um anzudeuten, dafl es sich um
die Anderung eines Winkels handelt, dessen Ebene vor der Deformation des
Prismas parallel zur zy-Ebene war und nennt e,, die Schiebung im Punkte P
parallel zur zy-Ebene. Analog fihrt man in leicht verstindlicher Weise noch 2
andere Schiebungen e,, und e, ein, welche positiven oder negativen Winkel-
anderungen u bzw. » der vor der Deformation des Prismas rechten Winkel 4’ P'C”
und A’P’G’" entsprechen. Die Schiebungen sind Bégen pro Lingeneinheit des
zugehérigen Radius, stellen demnach ebenso wie die Dehnungen das Verhéltnis
zweier Lingen vor und sind dementsprechend dimensionslos. Die 3 Dehnungen
und die 3 Schiebungen heiflen die 6 Verzerrungskomponenten fir das Prisma
PABCDEFG im Punkte P zur Zeit ¢, fur das sie den Verzerrungszustand zu
dieser Zeit bestimmen. Die Verzerrungskomponenten sind Null fiir einen starren
Koérper, sie treten nur dann auf, wenn eine elastische Bewegung vorliegt; sie
werden, wenn sie klein bleiben, nicht auf das Zeitelement d¢, sondern auf die
gesamte elastische Bewegung bezogen (s. S. 10). Es wird spéiter nachgewiesen
werden, daff die Verzerrungskomponenten fir ein beliebiges im Punkte P ge-
dachtes unendlich kleines Prisma sich ausrechnen lassen, wenn man fir ein
bestimmtes, z. B. das in der Abb. 4 gezeichnete, die Verzerrungskomponenten
kennt. Unter der Voraussetzung des Nachweises dieses Satzes werden wir sagen
kénnen, dall der Verzerrungszustand in einem Punkte zur Zeit ¢ durch den
Verzerrungszustand eines beliebigen in diesem Punkte gedachten Prismas be-
stimmt ist. Im allgemeinen sind die nur von den absoluten Verschiebungskom-
ponenten abhiéngigen Verzerrungskomponenten von Punkt zu Punkt und iiber-
dies in der Zeit variabel, wie z. B. bei einem schwingenden Kragtriger. Ist der
Verzerrungszustand in jedem Koérperpunkte als Funktion der Koordinaten und
der Zeit gegeben, so ist der Verzerrungszustand des ganzen Korpers bestimmt.
Wenn der elastische Korper nach Eintreten der Verformung bei einer bestimmten
Beanspruchung in Ruhe bleibt (elastisches Gleichgewicht), so sind die fur diesen
Zustand vorhandenen Verzerrungskomponenten nur Funktionen der Koordina-
ten z, y,z der einzelnen Punkte.

Wenn zu zwei verschiedenen Zeiten ¢’ und ¢ die entsprechenden 6 Verzer-
rungskomponenten in einem Punkte eines elastischen festen Korpers in einem
konstanten positiven Verhiltnis zueinander stehen, derart, daf3

"o ’ "o ’
Co = M€y €, = NeEY,. ..

usw. (n positiv), so sagt man, die Art des Verzerrungszustandes in dem betrach-
teten Punkte sei zu den genannten Zeiten die gleiche, dagegen habe sich die
GroBe des Verzerrungszustandes allein geéindert.

Als besonderen Fall wéhlen wir die Beanspruchung eines prismatischen geraden Stabes
aus FluBstahl auf Zug, dessen eine Endquerschnittsfliche so festgehalten gedacht ist, dafB3

deren Elemente nur normal zur Zugrichtung frei beweglich sind. Der Ursprung des Koor-
dinatensystemes z yz liege im Schwerpunkt des festen Endquerschnittes. Die Stabachse falle
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mit der z-Achse zusammen, die y-, z-Achsen konnen beliebig gewihlt werden. Ein beliebiges
im Innern des Stabes gewshltes unendlich kleines rechtwinkeliges Prisma, dessen Kanten
parallel bzw. normal zur Stabachse sind, erleidet nur eine Anderung der Kantenlangen
{die Kanten parallel zur Stabachse werden verlingert, jene normal zur Stabachse werden
verkiirzt), die Kantenwinkel selbst bleiben erhalten. Es ergeben sich in diesem besonderen
Falle sonach keine Schiebungen (e,, = ¢,, = e,, = 0). Die Verzerrungskomponente e, ist
positiv, also eine Dehnung, die Verzerrungskomponenten e,, und e,, sind erfahrungsgemafl
einander gleich und negativ, also Quetschungen. Die angegebene Gestaltsinderung des
kleinen Wirfels ist unabhangig von der Lage des Punktes P, demnach sind in diesem be-
sonderen Falle e, ., e,,, ¢,, von den Koordinaten z, y, z unabhingig d. h. iiber den ganzen
Bereich des Stabes konstant. Offenbar spielen die Langen der Kanten des Prismas fir die
GroBe der Verzerrungskomponenten hier keine Rolle (homogene Verzerrung im endlichen
Raum).

7. Sehr kleine Verformungen von elastischen festen Korpern.

Die Aussage im Punkte 4 der Einleitung, daf die Gestalts- und Raum-
dnderungen eines elastischen Korpers sehr klein sind, kénnen wir jetzt genauer
umschreiben. Die Verformung des elastischen Korpers ist bekannt, wenn wir
die absoluten Verschiebungen als Funktionen von z, y, z und der Zeit ¢t (im
Falle des Gleichgewichtes von z, y,z allein) kennen, denn dann sind auch die
relativen Verschiebungen zweier beliebiger Punkte bekannt, daher die Verformung
bestimmt. Sind u, v, w fiir die gesamte elastische Bewegung bezogen auf den
bewegten oder ruhenden starren Korper fiir jeden Punkt des elastischen Korpers
sehr klein, so ist auch die Verformung, die ihren Ausdruck in der Existenz der
Verzerrungskomponenten findet, sehr klein. In der theoretischen Elastizitéts-
lehre macht man in der Regel sogar die Voraussetzung, daB u, v, w unendlich
klein sind, was in Wirklichkeit natiirlich nicht zutrifft, so dafl die darauf ge-
grindeten Rechnungen nur annédherungsweise Giiltigkeit besitzen, praktisch aber
zulissig sein kénnen. In der Physik und Technik kommen aber nicht zu selten
Fille vor, fir welche die Annahme kleiner absoluter elastischer Verschiebungs-
komponenten nicht zutreffend ist und zwar dann, wenn eine oder zwei Dimensionen
des Korpers gegeniiber den zwei anderen bzw. der dritten sehr klein sind: z. B.
bei sehr dinnen Platten (Membranen) und Stédben (Drahten, Federn). Doch
konnen die Verzerrungskomponenten in derartigen Fallen immer noch als klein
betrachtet werden.

Bei dem in Abb. 1 dargestellten Trager sind die Durchbiegungen unter sonst gleichen
TUmstanden offenbar um so gréfer, je diinner der Stab im Vergleich zu seiner Lange ist.

8. Spannung, Spannungskomponenten und Spannungszustand an einem
Elementarkorper.

Die Massenkrafte und Oberflachenkrafte stehen als dullere Krafte des elasti-
schen Korpers im Gegensatze zu den in der Einleitung eingefithrten Kohéasions-
kraften zwischen den einzelnen Teilchen des Korpers, welche als innere Krifte
desselben bezeichnet werden. Eine andere Art von inneren Kriften sind jene,
welche in der Regel im Zusammenhang mit den Verformungen der Elementar-
korper an deren Oberflichen iibertragen werden. Nehmen wir z. B. an, es sei
ein elastischer Korper auf Zug oder auf Biegung und Schub (Abb. 1) derart
beansprucht, daB die &ulleren Krifte von Null aus anwachsend bis zu ihrem
Endwert gelangen (kontinuierliche duBere Belastung). Diesem Anwachsen ent-
sprechend geht die Verformung, von Ausnahmefillen abgesehen, kontinuierlich
vor sich, derart, daB die endgiiltige Verformung eines beliebigen unendlich
kleinen Prismas im Innern des Korpers vollendet ist, wenn die duleren Krifte
ihren Endwert erreicht haben. Ebenso erfolgt ein Anwachsen der auf das Prisma
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von der Umgebung desselben {ibertragenen mit Bezug auf den Korper inneren,
mit Bezug auf das Prisma dulleren Krafte kontinuierlich, derart, daf} sie ihren
Endwert erreicht haben, wenn das fir die dulleren Krifte des elastischen Kor-
pers zutrifft. Wiirde die dullere Kraft P im Falle der Abb. 1 stoBartig, z. B.
infolge fallender Gewichte wirken, so ginge die Verformung und das Anwachsen
der inneren Krifte ruckweise, der Stoldauer entsprechend, vor sich. Die inneren
Krifte hatten dann also gleichfalls stoBartigen Charakter. Nach Ablauf der
StoBdauer wiirden Schwingungen des Stabes (normal bzw. parallel zur Stabachse)
einsetzen, die mit einem periodischen Wechsel der Verformung eines unendlich
kleinen Prismas in jedem beliebigen Punkte des Stabes und einem ebensolchen
Wechsel der inneren Krifte verknipft waren.

In Abb.5 ist fiir cinen beliebigen Punkt P des elastischen Korpers ein
rechtwinkliges unendlich kleines Prisma mit den Kantenldngen dx, dy, dz dar-

Abb. 5.

gestellt und zwar nach dem Eintreten der Verformung. Vor der Deformation
ist dieses unendlich kleine Prisma also ein schiefwinkeliges gewesen (homogene
Verzerrung). Auf jede der 6 Seitenflichen des Prismas werden von der Umgebung
desselben mit Bezug auf dasselbe duBere Krifte iibertragen, die sich flichenhaft
verteilen. Fassen wir zunichst die Fliche P4 BC ins Auge, die unendlich klein
von der zweiten Ordnung ist. Die Kraft pro ¥lacheneinheit, die im allgemeinen
schief gegen die Fliche gerichtet sein wird, heille ¢,, so dall auf das Flichen-
element dydz die Kraft o, dydz iibertragen wird. Wir konnen uns diese Kraft
ohne einen in Betracht kommenden Fehler zu machen im Schwerpunkte des
Fléachenelementes angreifend denken. o, heilt die Totalspannung im Punkt P
fiir die Fliche PA BC' des Prismas. Zerlegen wir uns die Spannung in 3 Kom-
ponenten, gleich oder entgegengesetzt parallel zu den Koordinatenachsen x, v, z,
so erhalten wir die sog. Spannungskomponenten fiir das Flichenelement, von
welchen die eine, die normal auf dem Flichenelement steht, Normalspannung,
Girtler, Mechanik. 2
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die beiden anderen Tangential- oder Schubspannungen genannt werden. Nach
Kirchhoff werden die Normalspannungen des genannten Flichenelementes
mit X,, die Tangentialspannungen mit Y., Z, bezeichnet. Der untere Index
soll besagen, daf3 das Flachenelement, in dem die Spannungen uibertragen werden,
normal zur z-Achse steht, die grolen Buchstaben geben die Achsen an, zu welchen
die betreffenden Spannungskomponenten gleich oder entgegengesetzt parallel
sind.

In der Technik ist oft eine andere Bezeichnungsweise iiblich: o, fiir die Normalspannung
und 7,,, T,, fir die Schubspannungen; fiir die Totalspannung miiite dann etwa das Zei-
chen 7', gewihlt werden.

Die komponentalen Krifte, die auf das herausgegriffene Flachenelement
ubertragen werden, sind demnach X dydz, Y,dy dz,Z,dydz. Die Normalspannun-
gen heilen Zug- oder Druckspannungen, wenn sie nach der AuBlenseite des
Prismas oder gegen dessen Inneres wirken. Zugspannungen werden stets positiv,
Druckspannungen negativ bezeichnet. Ist die Normalspannung, wenn sie positiv
entgegengesetzt

gleich
gehorigen Schubspannungen dann positiv bezeichnet, wenn sie zu den Koordi-

eytgegi r;cggsftft parallel sind. In der Abb. 5 sind an
Stelle der Krafte, welche auf die Fliachenelemente iibertragen werden, die ent-
sprechenden Spannungen und zwar stets im positiven Sinne eingetragen. Auf
das Flachenelement DEFG werden in analoger Weise eine Totalspannung o,
und Spannungskomponenten X;, Vi, Z; von der Umgebung des Prismas iiber-
tragen. Wenn die Fliche DEFG immer ndher an die Fliche PA BC heran-
riickt, um schlieflich mit der letzteren zusammenzufallen, werden die entspre-
chenden Zahlenwerte von ¢, und o, und deren Angriffslinien sich immer weniger
von einander unterscheiden, um schlielich, wenn die Flichenelemente iiberein-
anderfallen, der GréB8e nach gleich, der Richtung nach entgegengesetzt zu
werden. Das Ganze folgt aus dem Grundprinzipe der Mechanik, nach welchem die
Aktion gleich ist der Reaktion. Denken wir uns nédmlich den elastischen Korper
langs der Fliche P4 BC aufgetrennt, so miissen wir, um den Zustand des Koér-
pers nicht zu dndern, auf das nunmehr mit PA BC zusammenfallende Flichen-
element DEF@ eine Kraft pro Flacheneinheit ¢, von links her wirken lassen
(Angriffspunkt von ¢, auf DEFG@), die entgegengesetzt gerichtet aber dem
Zahlenwerte nach gleichkommt der Kraft pro Flicheneinheit ¢, die aut PA BC
selbst von rechts aus wirkt (Angriffspunkt von o, auf PA BC, die mit DEFG
geometrisch zusammenfallt), dhnlich so wie bei einem Wiirfel W, der gegen eine
horizontale Tischplatte 7' (Abb. 5) gedriickt wird. Bei Annahme eines bestimmten
Zeitaugenblickes und wenn wir voraussetzen, dafl die Spannungen stetige differen-
zierbare Funktionen von x, y, z,t sind (evtl. der Koordinaten allein, wenn es
sich um einen Gleichgewichtsfall handelt), kommen wir zum Schlusse, daf} ¢,
auf P A BC sich seinem Zahlenwerte nach nur unendlich wenig von o), auf DEF@
unterscheiden und die Richtung von ¢}, von der zu o, entgegengesetzten Rich-
tung nur aullerordentlich wenig abweichen wird. Somit ist zu einer bestimmten

ist, parallel zur positiven Koordinatenachse, so sind die zu-

natenachsen ebenfalls

Zeit ¢ offenbar die Beziehung bestehend 57, = ¢, + %E; dx *, die die Beziehungen
) 0X, ) aY, , 0z,

zur Folge hat.

* Die Querstriche weisen auf den vektoriellen Charakter der Totalspannungen hin.
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Ganz &dhnliche Betrachtungen kénnen auch fir die zur y-Achse normalen
Fliachenelemente PC.D G und A BE F und schlieflich fiir die zur z-Achse normalen
Flachenelemente PADE und BCOF@G gepflogen werden. Fir die zur y-Achse
normalen Elemente werden die Normalspannung nach der obigen Regel mit Y,
die Schubspannungen mit X,, Z, und die Totalspannung mit ¢, bezeichnet wer-
den miissen (evtl. mit o,, 7,4, 7,,, T,). Ferner werden die Beziehungen
I , 0X, ) 07, , a7,
0, =0, + Wd?/’ X, = X, +j,"€/'d3/, Yy,=1Y, —l——d?dy, Zy=2,+ (’)y'dy
bestehen. Auf die zur z-Achse normalen Flichenelemente werden schlieBlich
sinngemif die Normalspannungen Z,, die Schubspannungen X, ¥, und die Total-
spannung ¢, iibertragen (evtl.o,, 7,,, 7,,, T,), und es bestehen die Beziehungen

— — Jo,

X, Y 0
G, =5, + dz, X=X, 4+ tda, V=Y, + % an, m=2,+ " az
Im ganzen kommen fir das herausgewihlte Prisma im allgemeinen 9 Spannungs-
komponenten, d.i. 3 Normalspannungen X,, Y,, Z, und 6 Schubspannungen
Y,z2,X,7, X, Y, der Flichenelemente, die im Punkte P zusammenstoBlen, in
Betracht; die ibrigen 9 Spannungskomponenten der in F zusammenstoBenden
Flichenelemente unterscheiden sich von den Genannten nur unendlich wenig.
Die 9 Spannungskomponenten, die, wie wir spater sehen werden, nicht véllig
voneinander unabhéingig sein konnen, bestimmen den Spannungszustand im
Punkte P fiir das gezeichnete Prisma zu einer bestimmten Zeit. Ist der Spannungs-
zustand fir jeden Punkt des elastischen festen Korpers zu jeder Zeit gegeben,
so ist der Spannungszustand des ganzen Korpers zu jeder Zeit bestimmt.

Der Spannungszustand in einem Punkte P kann nun fiir ein bestimmtes
Prisma zu einer bestimmten Zeit noch sehr verschiedenartig sein; das hingt
ganz von der bis zum betreffenden Zeitaugenblick vorhanden gewesenen Art
und GroBle der dulleren Beanspruchung ab. Bei den in der Technik héaufig in
Betracht kommenden Problemen ist die Zahl der Spannungskomponenten fiir
ein in einem Punkte P konstruiertes Prisma hiufig geringer als 9, im ein-

Abb. 6a. Abb. 6b.

fachsten Falle ist nur eine Spannungskomponente vorhanden, z. B. bei den
Beanspruchungen eines geraden Stabes auf Zug oder Druck, denen fir ein parallel
zur Stabachse herausgeschnittenes oo kleines Prisma (Abb. 6a, z-Achse parallel
zur Stabachse) nur eine Normalspannung X, entspricht, die von z, y, z unab-
hingig ist. Die voll ausgezogenen Spannungen entsprechen der Zugbeanspruchung
des Stabes, die strichlierten der Druckbeanspruchung desselben. Fir den Fali
der Beanspruchung auf Biegung und Schub nach Abb. 1 ist der Spannungs-
PAS
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zustand, wie wir in dem praktischen Teile dieser Vorlesungen sehen werden, im
allgemeinen der nach Abb. 6b dargestellte, mit einer Normalspannung X, und
4 Schubspannungen Y,, X,, X,, Z,, wobei vorausgesetzt ist, dal die X-Achse in
die Stabachse, die Y- und Z-Achsen z. B. in die linke Endquerschnittsfliche
fallen. Die strichlierten Pfeile sollen andeuten, dal neben Zugspannungen auch
Druckspannungen vorkommen konnen.

9. Art und Grifle der inneren Beanspruchung. — Homogener
Spannungszustand. — Zuordnung der dulleren Beanspruchung
zur inneren und zum Verschiebungs- und Verzerrungszustand.

Wenn zu zwei verschiedenen Zeiten ¢’ und ¢ die entsprechenden 9 Spannungs-
komponenten in einem Punkte eines elastischen festen Korpers in einem fiir alle
Spannungskomponenten konstanten positiven Verhéltnisse zueinander stehen,
derart, dall X = n X}, Y, = n Y, Z] = nZ, usw., worin n eine positive Zahl ist,
so sagt man, die Art der inneren Beanspruchung oder die Art des Spannungs-
zustandes in dem betrachteten Punkte sei zu den zwei angegebenen Zeitpunkten
die gleiche, dagegen habe sich die Grofle des Spannungszustandes in dem Sinne
geandert, dal sie zur Zeit ¢ » mal so grof} sei als zur Zeit . Bei gegebener Art
des Spannungszustandes ist dessen Grofle durch Angabe der Gréle einer Span-
nungskomponente gegeben. In der Technik erfolgt diese Grofenangabe in
kg/em? oder kg/mm2. Wenn Art und Gréfle des Spannungszustandes im ganzen
Bereiche des Korpers zu einer bestimmten Zeit oder dauernd konstant sind,
s0 heilt der Spannungszustand zu dieser Zeit oder dauernd ein homogener, wie
z. B. bei Beanspruchung eines geraden Stabes auf Zug (Druck).

Einer bestimmten dufleren im allgemeinen in der Zeit verinderlichen Beanspru-
chungsart und Beanspruchungsgrofe eines elastischen festen Korpers ist, von Aus-
nahmeféllen abgesehen, eine bestimmte von z,y, z und der Zeit abhangige innere
Beanspruchungs-Art und -GroéBe, ein bestimmter Verschiebungs- und Verzerrungs-
zustand, deren bestimmende Elemente gleichfalls von den Koordinaten und der
Zeit abhingig sind, eindeutig zugeordnet. Fir gewisse Stoffe entspricht bei
dauernder duflerer Beanspruchungsart in gewissen von Null aus beginnenden
Bereichen der Grifle der dufleren Beanspruchung in der Regel einer » maligen
VergroBerung derselben eine 7 malige Vergroflerung der zugeordneten inneren
Beanspruchung in jedem einzelnen Punkte des elastischen festen Korpers.

10. Zusammenhang zwischen Verzerrungs- und Spannungszustand.

Zwischen dem Verzerrungs- und dem Spannungszustand in einem Punkte
eines elastischen Korpers besteht zu einer bestimmten Zeit ¢ ein naturgesetz-
licher Zusammenhang, der seinen Ausdruck in einem sog. Elastizitiatsgesetz
findet, das fiir verschiedene Stoffe erfahrungsgemill keineswegs einheitlich ist.
Es mag jetzt schon erwihnt werden, dafl auch bei sehr kleinen Verschiebungs-
komponenten die Spannungskomponenten schon recht ansehnliche Werte er-
reichen kénnen.

So ergibt sich im Falle der Beanspruchung auf Zug eines geraden Stabes aus weichem
FluBleisen von 20cm Lénge fiir eine Verlangerung von 0,009 ¢cm eine Spannung von 900kg/cm?.

11. Aquivalenz eines am festen elastischen Korper angreifenden
Lastsystems. — De Saint Venantsches Prinzip.

Nach dem bisher Behandelten ist es leicht zu verstehen, dal man bei einem
elastischen festen Korper den Angriffspunkt einer Kraft nicht in der Richtung der
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Kraft versetzen darf, wie das fiir den starren Korper zuléssig ist, d. h. fiir den elasti-
schen Kérper ist jede Kraft eine gebundene. Wiirde man am elastischen Korper
eine dullere Kraft in ihrer Richtungslinie versetzen, so wiirden hierdurch im all-
gemeinen die Verschiebungen in jedem einzelnen Punkte und damit der beziigliche
Verzerrungszustand und ferner auch der Spannungszustand geéndert werden.

Ein Rundstab aus Holz, dessen eines Ende durch einen Haken unverschiebbar festgehalten
wird, trage am anderen Knde ecinen fluleisernen Ring, der auf den Stab warm aufgezogen
wurde, so daBl er am Holze durch Reibung fest haftet. Wird am Ring durch eine geeignete
Einrichtung ein Zug parallel zur Stabachse ausgeiibt, so erleidet der Rundstab einen
Verzerrungs- und Spannungszustand, in jedem Punkte cines Bereiches, der sich iiber die
ganze Lange des Stabes erstreckt und im wesentlichen einer Zugbeanspruchung entspricht.
Hatte man den Ring an einer anderen Stelle des Stabes z. B. in dessen Mitte aufgezogen und
hierauf wieder die gleiche Zugkraft ausgeiibt, wodurch gegeniiber dem vorhergehenden Fall
eine Versetzung einer Kraft in ihrer Angriffslinie bewirkt wiirde, so erstreckte sich der Bereich
des Stabes, in dem ein Verzerrungs- und Spannungszustand entsteht, nur mehr iiber eine
kleinere Linge des Stabes, der tibrige Teil wire spannungs- und verzerrungsfrei.

Auch Kriftepaare sind, wenn sie am elastischen festen Koérper angreifen,
nicht etwa so zu behandeln, als ob sie am starren Korper angriffen, d. h. als ob
ihr sie darstellender Vektor ein freier wire; Kriftepaare am festen elastischen
Korper sind mit Bezug auf ihre Wirkung in der Regel eindeutig, wenn die die-
selben aufbauenden, entgegengesetzt gleichen Krifte an ihre Angriffspunkte
gebunden bleiben.

Auch die Zusammensetzung und Zerlegung von Kriften, die an festen
elastischen Korpern angreifen, darf nicht ohne weiteres nach den bekannten
Regeln fiir ein linienfliichtiges Kraftsystem vorgenommen werden, weil die
in der Verformung bestehende Wirkung eines nach diesen Regeln aquiva-
lenten Kraftsystemes verschieden von der Wirkung der Komponenten wiire.
Doch hat in dieser Hinsicht De Saint Venant einen weiter nicht bewiesenen,
der Erfahrung aberentsprechen-
den Grundsatz aufgestellt, der
nach ihm als das De Saint-

Venantsche Prinzip bezeichnet

wird und unter besonderen Ver-

héltnissen  die  Zusammen-

setzungsregeln fiir am starren

Korper angreifende  Krifte

auch beim elastischen festen

Kérper innerhalb der prakti-

schen Anforderung an die Ge-

nauigkeit der Rechnung als zu-

lassig erscheinen liafit. Voraus-

setzung fiir die Anwendung deg Abb. 7.

genannten Prinzipes zu dem an-

gegebenen Zweck ist, dafl die Kriifte an der Oberflache des Korpers in einem Bezirke
angreifen, der mit Bezug auf die grofite Dimension des Korpers klein ist. Der in
Abb. 7 dargestellte, im Verhiltnisse zu seinen Querdimensionen lange Stab von
kreisférmigem Querschnitt ist auf der einen Seite fest eingespannt. Uber die rechte
Endquerschnittsfliche irgendwie stetig verteilt sollen tangentiale Oberflichen-
krifte parallel zueinander und normal zur Stabachse wirken. Die Kraft pro
Fliacheneinheit heille p, es wirkt demnach auf das Flichenelement df die Kraft
pdf. Bei einem zugrunde gelegten Koordinatensystem x y z ware p als Funk-
tion von y,z auffallbar, wenn %, z Koordinaten sind, welche die Flichen-
elemente in der KEndquerschnittsfliche, fir welche x =1, festlegen. Setzen wir
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die Krafte pdf, die parallel zur Z-Achse angenommen wurden, nach den Regeln
fir die Zusammensetzung von Kraften, die am starren Korper angreifen, zusam-

men, so erhalten wir eine Resultierende R = f pdf, das Integral tiber die End-
by

querschnittsfliche genommen. Die Angriffslinie dieser Resultierenden wird aus
der Gleichung n R = f pyd] bestimmbar, wenn % den Abstand der Resultieren-
F

den R von der Z-Achse vorstellt. Denken wir uns jetzt eine zu R, in deren
Angriffslinie wirkend, entgegengesetzt gleiche Kraft — R, so konnen wir sagen,
daB das Kraftsystem aller Krifte pdf und die Einzelkraft — R einander ohne
jede Verschiebung des Stabes das Gleichgewicht halten wiirden, wenn der Stab
starr wire. Der Bezirk, in dem dieses Gleichgewichtssystem wirkt, ist durch
die Endquerschnittsfliche gegeben, die, weil es sich um einen im Verhdltnisse
zu seinen Querdimensionen langen Stab handeln soll, klein gegeniiber
der groBten Dimension ist, die hier durch die Lénge des Stabes vor-
gestellt wird. Wiirde am elastischen Stabe ein System R, — R mit gemein-
samem Angriffspunkt angreifen, so wiirden sich ebensowenig wie dann, wenn
der Stab von vornherein starr angenommen wirde, irgendwelche Verschie-
bungen der einzelnen Punkte des Stabes zeigen; greift aber am elastischen Stabe
das Kraftsystem, das aus den Kriften pdf und — R besteht, an, so zeigen sich
am elastischen Stabe Verschiebungen, das System, das aus den Kraften p df
und — R besteht, ist also am elastischen Stabe nicht dquivalent dem System
R, — R; doch ist die Groflenordnung der lingsten Dimension des Bezirkes, in
welchem sich Verschiebungen bei Wirkung des aus den Kriften pdf und — R
bestehenden Kraftsystemes — in der Abbildung vom rechten Stabende nach
links gerechnet — zeigen, nach De Saint Venant anniihernd gleich zu setzen
der Grofenordnung der lingsten Dimension des Oberflichenteiles, auf welchen
sich die Kriifte pdf verteilen, d. h. auf unseren Fall angewendet, in einer Ent-
fernung vom rechten Stabende nach links in der Stabrichtung gleich dem Durch-
messer des kreisférmigen Querschnittes sind die Verschiebungen praktisch zu
Null geworden. Je kleiner die Querschnittsfliche des Stabes bei gegebener Linge
ist, um so kleiner ist der Bezirk, in dem Verschiebungen bei Wirkung des aus
den Kriften pdf und — R bestehenden Kraftsystemes auftreten, um so eher
kann das Kraftsystem, das aus den Kréften pdf besteht, durch R ersetzt werden.

Aus dem gewihlten Beispiele diirfte hervorgegangen sein, was mit dem
De Saint Venantschen Grundsatze gemeint ist. Wir konnen ihn allgemein so
aussprechen: Wenn an einem elastischen festen Korper in einem Bezirke seiner
Oberfliche Krifte angreifen, die sich nach den Zusammensetzungsregeln fiir
Krifte am starren Korper das Gleichgewicht halten, so werden hierdurch in
den Punkten des elastischen Koérpers Verschiebungen hervorgerufen, die mit der
Entfernung der Punkte des elastischen Korpers von dem Angriffsbezirke der
Krifte rasch unmerklich werden und etwa in Entfernungen gleich der gréfiten
Dimension des Kraftbezirkes praktisch mit Null angenommen werden konnen;
ist demnach der Kraftbezirk in seinen Dimensionen klein gegeniiber der groften
Dimension des elastischen festen Kérpers, so kann man die in Verschiebungen
sich zeigende Wirkung des Kraftsystemes als unbedeutend iiberhaupt vernach-
lassigen. Aus dem De Saint Venantschen Grundsatze folgt: Wenn in einem
kleinen Bezirke der Oberfliche eines elastischen festen Korpers iiber diesem
Bezirke irgendwie verteilte Krifte pdf angreifen, so kann man diese Krafte so
zusammensetzen, als ob sie am starren Korper angriffen, und man macht hierbei
einen um so kleineren Fehler, je kleiner die Dimensionen des Bezirkes im Ver-
gleiche zur grofiten Dimension des Korpers sind.
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12. Bruch des Korpers. — Statische und dynamische relative
Festigkeit. — Dauerstandfestigkeit.

Es liege ein elastischer fester Koérper von iiberall gleicher physikalischer
und chemischer Beschaffenheit vor. LaBt man bei gegebener Art der duBleren
kontinuierlich wirkend gedachten Beanspruchung diese im Laufe der Zeit immer
mehr sehr langsam anwachsen, derart, dal in jedem Zeitaugenblick elastisches
Gleichgewicht herrscht, so wichst auch die GroBe der inneren Beanspruchung
fortgesetzt, ebenso die absoluten und relativen Verschiebungskomponenten und
die Verzerrungskomponenten. Schliefflich kann es sein, dafl in einem oder
mehreren Punkten oder ldngs Flachen oder vielleicht in einem umgrenzten Raum-
bereiche des Kérpers, der Bruch, d. h. eine Trennung der dort befindlichen
Teile des Kérpers voneinander, eintritt. An den Bruchstellen werden die Kohé-
sionskréafte durch die dort vorhandenen, infolge der Spannungen auftretenden
Krafte tiberwunden.

Nehmen wir an, der Bruch des Korpers beginne an einer geometrisch durch
den Punkt P definierten Stelle zu einer Zeit, wo dort ein Spannungszustand
gegebener Art und GroBe vorhanden ist. Dieser Spannungszustand heit die
statische relative Festigkeit des Korpers an dieser Stelle. Die Bezeichnung
relative Festigkeit soll darauf hindeuten, daf die Festigkeit auf den beson-
deren Spannungszustand an der Bruchstelle bezogen ist. Durch die Bezeichnung
statische Festigkeit soll der kontinuierlichen Steigerung des duBeren Belastungs-
und des inneren Spannungszustandes Ausdruck gegeben werden. Jeder beson-
deren Art eines Spannungszustandes eines Stoffes kommt bei statischer Bean-
spruchung eine besondere Art der relativen Festigkeit zu. Insoferne der In-
begriff der Gréflen der Spannungskomponenten eines Spannungszustandes be-
stimmter Art beim Bruche als fiir den betreffenden Stoff charakteristisch an-
gesehen werden kann, ist die relative Festigkeit eine fiir die Beurteilung der
praktischen Verwendbarkeit des betreffenden Stoffes wichtige GroBle. Da die
Grofle der relativen Festigkeit durch die GréBe der Spannungskomponenten des
betreffenden Spannungszustandes gegeben gedacht ist, ist sie auch als GroBe
eines Widerstandes bei gegebener innerer Art der Beanspruchung gegen den
Bruch auffafbar.

Von der GréfBle des Widerstandes, der durch die relative Festigkeit zum
Ausdruck gebracht werden kann, ist begrifflich die GréBe der Widerstands-
fahigkeit zu unterscheiden, die sich nicht nur in der relativen Festigkeit sondern
auch in der GroBe der relativen Verformung zeigt, die einem Spannungszustand
bestimmter Art beim Bruche entspricht. Je groler diese Verformung bei gleicher
relativer Festigkeit ist, um so giinstiger wird der betreffende Stoff im Hinblick
auf dessen Verwendung beurteilt werden miissen. Die GroBe der relativen
Verformung beim Bruche kann durch die GréBen der dann vorhandenen Ver-
zerrungskomponenten ihren Ausdruck finden.

Die statische relative Festigkeit eines Stoffes fiir einen bestimmten Spannungs-
zustand kénnte man sich dadurch erhoben denken, dafl man auf die Seitenflachen
eines endlichen Wiirfels aus dem betreffenden Stoffe Krifte gleichformig verteilt so
wirken liefe, dal} pro Flicheneinheit die dem Spannungszustande entsprechenden
Totalspannungen erscheinen und diese Krafte proportional zueinander so lange
steigert, bis der Bruch eintritt. Da bei der geschilderten duBleren Beanspruchung
der Spannungszustand in jedem Punkte des Wiirfels derselbe wire (homogener
Spannungszustand), miite der Bruch, theoretisch genommen, bei Erreichung
der Bruchbelastung an allen Teilen des Kérpers zugleich auftreten. In Wirklich-
keit wird dies aber nicht eintreten, da sich stets Stellen geringsten Widerstandes
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zeigen werden, in denen der Bruch beginnt. Aus dem Spannungszustand der
bei diesem Beginnen des Bruches herrscht, kénnte man wenigstens annidherungs-
weise auf die relative Festigkeit bei dem betreffenden Spannungszustande einen
Schluf} ziehen. Aus einem derartigen Versuche kénnte auch die Gré8e der relativen
Verformung auf Grund der beim Bruche sich ergebenden Verzerrungskomponen-
ten (homogene Verzerrung) geschlossen werden. Praktisch stellt sich aber der
Durchfithrung eines derartig gedachten Versuches, wenn man auch, wie auf
Grund spéterer theoretischer Erwagungen wird gefolgert werden konnen, etwas
einfacher vorgehen kann, als dies geschildert wurde, der Umstand entgegen,
daB die exakte Aufbringung der dem gewollten Spannungszustande entsprechen-
den Krifte, auf die Wiirfelflachen nur bei verhédltnismafig einfachen Spannungs-
zustinden durchfithrbar ist. Aus diesem Grunde und deswegen, weil prak-
tisch nur wenige ausgezeichnete, innere Beanspruchungsarten, die bei der An-
wendung des Stoffes in technischen Konstruktionen héaufig auftreten, eine
Rolle spielen, beurteilt man die Widerstandsfdhigkeit eines Stoffes aus der
Grofle von besonderen Arten der relativen Festigkeit und der zugehérigen rela-
tiven Verzerrung.

Zu diesen gehoren die relative statische Festigkeit auf Zug, oder auch kurz Zugfestigkeit
genannt, definiert durch die Zugspannung, welche bei Beanspruchung auf Zug beim Bruche
auftritt, die relative statische Festigkeit auf Druck kurz statische Druckfestigkeit genannt,
definiert durch die Druckspannung, welche bei Beanspruchung auf Druck beim Bruche
auftritt, die relative Biegungsfestigkeit usw. Beispielsweise ist die statische Zugfestigkeit
von weichem FluBeisen 3600 kg/cm? und dariiber, von Eichenholz parallel zur Faserrichtung
etwa 900 kg/cm?, die Wiirfeldruckfestigkeit (so genannt, weil sie an Wiirfeln erhoben wird)
von Hartbrandziegeln 250 bis 300 kg/cm? usw.t

Bei der Erhebung der statischen relativen Festigkeit im genauen Sinne dieses
Begriffes wire es eigentlich notwendig, dafl die 4ullere Belastung, von Null aus
anwachsend, derart aufgebracht wird, dal wir eine Aufeinanderfolge von Gleich-
gewichtszustdnden erhalten. Praktisch ist das natiirlich nicht durchzufiihren, da
hierzu eine unendlich lange Zeit erforderlich ware. Wir kénnen aber zu sehr an-
geniherten Werten dieser Festigkeit gelangen, wenn wir die Belastungssteigerung
moglichst langsam vornehmen oder, wie man sich ausdriickt, mit sehr kleiner
Belastungsgeschwindigkeit arbeitet (siehe hierzu auch S.175ff.).

Die Erfahrung hat auch gezeigt, daB3 die Widerstandsfahigkeit eines Stoffes
nicht nur von der inneren Beanspruchungsart, sondern auch von dem Belastungs-
charakter und der Aufbringungsart der Belastung abhéngig ist (S. 8). Dement-
sprechend spricht man von einer relativen Stoffestigkeit auf Zug, Druck oder
allgemein fiir eine beliebige Art des Spannungszustandes, von einer relativen
Arbeitsfestigkeit bei schwingender Zug- und Druckbelastung (ein gerader
Stab wird so oft abwechselnd auf Zug und gleich hoch auf Druck beansprucht,
bis er bricht oder bei beliebig oftmaligem Wechsel gerade noch standhilt)
oder allgemein bei Wechsel zwischen zwei beliebigen Arten von Spannungszu-
standen. Die relative Stof3- und Arbeitsfestigkeit wird haufig unter dem Sammel-
begriff der relativen dynamischen Festigkeit zusammengefalt.

Manche Stoffe, wie z. B. weiches FluBeisen bei Beanspruchung auf Zug,
zeigen die Eigentiimlichkeit, daBl bei konstanter &uBerer d. h. dauernd auf-
gebrachter Belastung bestimmter Grofe, die niedriger als jene ist, die der
statischen relativen Festigkeit entspricht, nach Ablauf einer gewissen Zeit der
Bruch eintritt. In solchen Féllen spricht man von einer besonderen statischen
relativen Dauerstandfestigkeit.

! Die Zahlenwerte beziehen sich auf sogenannte technische Festigkeiten. die kleiner
(groBer) als die im Augenblicke des Bruches auftretenden wahren Zug- (Druck-) Spannun-
gen sind (S. 1601f.).
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An die Definition der relativen statischen Festigkeit eines Stoffes reiht sich fiiglich
die Frage an, ob es eine absolute Festigkeit oder, besser gesagt, absolute Widerstands-
fahigkeit gegen den Bruch gibt, d. h. eine physikalische GroBe, die beim Bruch einen be-
stimmten, dem betreffenden Stoffe eigentiimlichen Wert annimmt, und zwar unabhingig von
der besonderen Art des Spannungszustandes. Dieser Frage wird auf Seite 179ff. niher getreten.

13. Natiirlicher Zustand. Anfangs- und Temperaturspannungen.

Wenn ein elastischer fester Kérper in allen seinen Teilen spannungs- und ver-
zerrungsfrei ist, so sagt man, er befinde sich in seinem natiirlichen Zustande.
Der natiirliche Zustand eines Kérpers wird in der Regel dadurch gedndert, da$
man ihm eine dullere angreifende Belastung (S. 7) aufzwingt.

Es kann aber eine Anderung des natiirlichen Zustandes auch Platz greifen,
ohne daf} ein dufleres angreifendes Lastsystem wirksam wird, wie aus dem folgen-
den Beispiel hervorgeht. Denken wir uns den in der Abb. 8 dargestellten, aus
Dreiecken zusammengesetzten, eisernen Fach-
werkstrager (die &dullere Belastung P;...P; 5
denke man weg), der urspriinglich iiberall gleiche
Temperatur besitzen soll, in allen seinen Teilen
gleich stark erwdarmt oder abgekiihlt, so ent-
stehen in ihm keine Zusatzspannungen zu jenen,
welche bereits infolge des Eigengewichtes vor- 7,
handen sind, denn die infolge Temperaturinde- 7777
rungen auftretenden Verlingerungen der Stibe 4
konnen ohne weiteres eintreten, wenn sich in
den einzelnen Verbindungspunkten der Stibe AbD. 8.
reibungslose Gelenke befinden, das Auflager 7 .
fest, das Auflager I auf Rollen verschieblich ist. Wiirde man aber das Lager 1
ebenfalls fest anordnen, so wiirde z. B. eine Erwérmung des ganzen Trigers
Spannungen in den einzelnen Stiben zur Folge haben, welche als Warme- oder
Temperaturspannungen bezeichnet werden.

Wiirden wir zwischen den Punkten 2, 5 einen Stab einziehen, der genau der
Entfernung der beiden Punkte entspricht, so hatte diese Mafnahme keinen Ein-
flufl auf den Spannungszustand in den einzelnen Staben. Wenn wir aber jetzt
in dem so umgednderten Triager den Stab 2, 5 etwa durch Himmern mechanisch
verlingern wiirden, so entstiinden in sidmtlichen Stiben Spannungen, die als
sogenannte Anfangs- oder Eigenspannungen im Fachwerke vorhanden wiren,
ohne daB, abgesehen vom FEigengewichte, eine duflere Belastung aufgebracht
worden wire.

oo
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«

7

Derartige Anfangsspannungen sind auch hiufig bereits in dem Materiale vorhanden im
Zusammenhange mit dem technologischen Herstellungsprozesse. Wird die Abkiihlung des
in fliissigcem Zustande gewonnenen FluBeisens, GuBleisens, Glases nicht véllig gleichméBig
fiir alle Teile bewirkt, so entstehen Anfangsspannungen, die bei Verwendung des betreffen-
den Stoffes verhingnisvoll sein oder wie z. B. beim Glas die Verwendung zu optischen
Zwecken ausschlieBen konnen. Das zu Objektiven verwendete Glas ist daher immer ein so-
genanntes feingekiihltes, d. h. langsam abgekiihltes Glas.

14. Genauere Umschreibung des Begriffes der Elastizitits- und
Festigkeitslehre.
Wir kénnen nunmehr die Bezeichnungsweise Elastizitits- und Festigkeits-
lehre (S. 1) fir die Mechanik des festen elastischen Kérpers erklaren. Die Elasti-

zititslehre nimmt Bezug auf den Verschiebungs- und Verzerrungszustand (Ver-
formung) des Korpers, die Festigkeitslehre auf den Spannungszustand beim
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Bruch oder allgemeiner auf die Spannungszustdnde, die den Verschiebungs-
resp. Verzerrungszustdnden zugeordnet sind. Es ist Aufgabe der Elastizitats-
und Festigkeitslehre, den Verschiebungs-, Verzerrungs- und Spannungszustand
eines gegebenen elastischen festen Korpers, der unter dem Einflusse gegebener
dullerer Krafte steht, zu bestimmen.

A. und L. Foppl haben vorgeschlagen, fir das Wort Verzerrungszustand das Wort
Zwang, fir das Wort Spannungszustand das Wort Drang zu setzen; das entspricht den
Bezeichnungen der Englinder, die fiir Drang den Ausdruck stress und fiir Zwang den Aus-
druck strain eingefiihrt haben.

Auch die Einteilung der Mechanik der elastischen festen Korper (S.5) in
Kinematik, Statik und Kinetik kénnen wir nunmehr genauer umschreiben; die
Kinematik der elastischen festen Korper studiert in erster Linie den Verschie-
bungs- und Verzerrungszustand (Verformung) von rein geometrischen Gesichts-
punkten aus, ohne sich weiter um die zugeordneten Spannungszusténde und
aufleren Beanspruchungen zu kitmmern. Die Statik der elastischen festen Korper
stellt die Bedingungen fiir das Gleichgewicht und die Gleichwertigkeit von
angreifenden &duBeren Kraftsystemen auf und untersucht wie die Kinetik
die Zuordnung der &duBeren Kridfte zum Spannungs-, Verschiebungs- und Ver-
zerrungszustand. Dadurch, dal in kinetischen Aufgaben (die vermittelst des
d’Alembertschen Prinzipes durch Einfithrung fiktiver Tragheitskrifte als Gleich-
gewichtsprobleme aufgefalit werden kénnen) simtliche geometrische und physika-
lische Gréfen mit Ausnahme der Masse und an die Art des Stoffes gebundener
Konstanten als mit der Zeit verédnderlich erscheinen, gestalten sich dieselben
in Vergleich zu statischen Problemen erheblich verwickelter.

ITI. Kinematik der festen elastischen Korper
(Elastokinematik).

1. Voraussetzungen.

Wir stellen uns zunéchst vor, daBl ein fester elastischer Korper, z. B. der in
Abb. 1 dargestellte Triger, durch kontinuierliche dulere Kréfte, die sich das
Gleichgewicht halten, belastet wird. Die Verschiebungen u, v, w, die sich ein-
stellen, nachdem die duBeren Krifte ihren Endwert erlangt haben, sollen als
stetige differenzierbare Funktionen der Koordinaten «, i,z und als sehr klein,

in der Rechnung aber als unendlich klein von der ersten Ordnung vorausgesetzt
werden.

2. Allgemeine Gleichung des Verschiebungsellipsoides.

Wir legen uns die Frage vor, in welche Fliche eine um den beliebigen Punkt P
{Abb. 4) eines elastischen festen Korpers beschriebene Kugel von unendlich
kleinem Radius t = i£ + ji + £ infolge der Verformung des Korpers iiber-
geht. Der Punkt £ der Darstellung, der einen Eckpunkt eines unendlich kleinen
Prismas vorstellt, mit den Koordinaten &, 7, { bezogen auf das durch P parallel
zu dem Koordinatensystem z y z gelegte Koordinatensystem x’y’z’, liegt auf der
Kugel mit der Gleichung

1=+ P+ (a)
und verschiebt sich bei der Verformung nach E’, dessen Koordinaten &, %/, {”
mit Bezug auf das Koordinatensystem '’ y”’2”” (durch den verschobenen Punkt P’

parallel zu dem Koordinatensystem xyz gelegt) durch die Beziehungen (2¢) auf
Seite 12 gegeben sind.
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Wenn wir uns aus den Gleichungen (2¢) &, %, { berechnen und in die Gleichung
der Kugel (a) einsetzen, so erhalten wir eine Beziehung zwischen £, %"/, {”/, also
die Gleichung der deformierten Kugelfliche bezogen auf das Koordinatensystem
x”'y’%"’. Die Berechnung von &, 7, { aus den Gleichungen (2¢) wire an sich ein-
fach, da sie nach diesen GroBlen linear sind. Wir umgehen aber die auszufithrende
Determinantenrechnung durch die folgende Betrachtung. Nachdem &,7, {, ebenso
u, v, w klein von der ersten Ordnung sein sollen, so trifft das auch auf die par-
tiellen Differentialquotienten von u, v, w nach =z, y,z zu. £ unterscheidet sich

. 0 . .
demnach von & nur um eine Grofle Sg——Z—]— 170‘; +¢ fag , die von der zweiten

Ordnung klein ist. Analoges gilt fiir den Unterschied von #’” und # bzw. {’ und .
Setzen wir also in der Gleichung (2¢) in den Gliedern zweiter Ordnung statt
&, 1, die GroBen &7, %', (" ein, so machen wir einen Fehler, der klein von der
dritten Ordnung ist. Beriicksichtigen wir Glieder von der dritten Ordnung nicht
mehr, so kénnen wir die umgewandelten Beziehungen (2¢) in der Form

. 1" 0 u\ ) ou ” Jou
S-“ 5 <1_b_i)—7/ ay C 92>
P /lav i al/ w11 aU
(A P <1_5§) S
“ d 8 “ dw
C= gy g (1= 55 2d)

schreiben. Die Gleichung der deformierten Kugelﬂache, in welche die urspriing-
liche Kugel (a) ubergeht, ist daher

Ten ( 0 u\ du Ju2 T‘ dv ov” 2
2 __ iy __ 9% @ nYr g Y N v "
T _ “\1 0 ) " ()y c 9z 1 § ox i <1 8y> ¢ ()Z_j
| " 1" au < | ow -
-+ t_ & () —7 —E—s \l >J . (3)

Die Flache (5), die eine geschlossene Mlttelpunktsﬂaehe zweiter Ordnung, also im
allgemeinen ein dreiachsiges Ellipsoid ist, hei3t das Verschiebungs- oder De-

formationsellipsoid. Quadrieren wir in (5) und vernachldssigen Glieder vierter
Kleinheitsordnung, so erhalten wir

= (1—25t) et (1250 e+ (1—250) ¢
— 28 <Z;+ax> — 2" <_ ?)_Z)) —20"g" <Z—Z—;+%—g) (5a)

3. Deformations-Hauptrichtungen. — Hauptdehnungen.

Drei aufeinander normale Durchmesser der Kugel (a) vor der Deformation
gehen in konjugierte Durchmesser des Verschiebungsellipsoides (5) iiber. Denn
fassen wir die aufeinander normalen Durchmesser der Kugel als Schnittlinien
der drei Ebenen & =0, n =0, = 0 auf, so gehen diese Schnittlinien zufolge
der Beziehungen (2d) nach der Deformation in die Schnittlinien der Ebenen

7 10U ”

0= §<1_8_92> ”ay Cc?z (@)
"0 ’ 0 ua
— ¢ (-5~ U5 ®)

OZ_SN%_T <()2/>-{—C”<1—_2> ¥
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iiber. Nennen wir die Koordinaten des Durchsto8punktes der Schnittlinie der
beiden Ebenen («), () mit dem Verschiebungsellipsoid (5), dessen Gleichung
wir kurz durch F (£ % {”) = 0 ausdricken, a,, a,, a,, so ist die Gleichung der
Tangentialebene in diesem Punkte an das Ellipsoid durch

(AF aF OF
(&'~ a,) YEd (07" — a,) gy T (" —a,) s ="

gegeben, wenn wir in den Ableitungen von F nach £, %", {” fir die Koordinaten
die Werte «,, a,, a, einsetzen. Da nun mit Riicksicht auf (x), (8), ()

oF du , dw ‘/l du] dw
0 TS T gy T Mgy T T G2 T g
oF - dw dw / du ow
Gy o
G TR T ey T g, Tl b= G =G
oF 5 ow dw / du" duw
g T2 T gy T Mgy el =) b= 5
so lautet die Gleichung jener Tangentialebene
0 dw J
— (&= ) e — (0 — awoi; + (&= a,) (1 —52)=0.

Diese Ebene ist aber zur Ebene (y) parallel, d. h. die Ebene ist konjugiert zum
Durchmesser, der sich als Schnittlinie der beiden Ebenen («), (8) ergibt. Ahnlich ist
der Beweis, dafl die Ebenen (x) und (8) konjugiert sind zu den Schnittlinien der
Ebenen (), (y) und («), (v). Da das Verschiebungsellipsoid (5) je drei aufeinander
normale konjugierte Durchmesser besitzen mull, gibt es fur die Kugel (@) drei auf-
einander normale Durchmesser, die nach der Deformation normal zueinander
bleiben. Daraus, und weil das Ellipsoid (5) im allgemeinen drei verschieden lange
Achsen hat, ist der Schlufl zu ziehen, daf} es fiir jeden Punkt P eines elastischen
festen Korpers drei aufeinander normale als Deformationshauptrichtungen bezeich-
nete Richtungen gibt, die bei der Gestaltsinderung des Korpersaufeinander normal
bleiben und sich dadurch auszeichnen, daf} ihnen extreme Werte der Verlinge-
rungen der Radien einer um den Punkt P beschriebenen Kugel entsprechen. Den
Deformationshauptrichtungen sind Verlangerungen zugeordnet, die positiv oder
negativseinkénnen, und Hauptverlingerungengenannt werden. Ein in die Kugel (a)
eingeschriebener Wiirfel wird nach der Deformation ein schiefwinkeliges Prisma,
dessen Ebenen parallel zu konjugierten Ebenen des Verschiebungsellipsoides sind.
Werden die Kanten des Wiirfels, der in die Kugel (a) eingeschrieben ist, von vorn-
herein parallel zu den Hauptrichtungen gewihlt, so geht der Wiirfel in ein recht-
winkeliges Prisma iiber, dessen Kanten parallel sind zu den Achsen des Ver-
schiebungsellipsoides. Was hier fiir die homogene Deformation in einem Punkte
gefunden wurde, gilt in entsprechender Ubertragung, wenn die Deformation in
einem endlichen Raume homogen ist.

Auf Grund der auf Seite 15 gegebenen Definition der Dehnungen (Quet-
schungen) kénnen wir nunmehr auch sagen, daBl in den Hauptdeformationsrich-
tungen drei extreme Werte der Dehnungen (Quetschungen) der Umgebung des
Punktes P des elastischen festen Korpers auftreten werden, welche in Zukunft
mit e, e,, e; bezeichnet und Hauptdehnungen genannt werden.



Die Verzerrungskomponenten als partielle Ableitungen der Verschiebungskomponenten. 29

4. Die Verzerrungskomponenten als partielle Ableitungen der
Verschiebungskomponenten.

Wir wollen nunmehr die notwendig bestehenden Zusammenhénge der auf
Seite 14ff. definierten Verzerrungskomponenten e,., €,,, €.., €.y, €,,, €, i
Punkte P des elastischen festen Korpers mit den Verschiebungskomponenten
u, v, w im gleichen Punkte betrachten.

ol

In der Richtung der z-Achse ist die Verzerrungskomponente durch it i GP GPG
(Abb. 4) gegeben. Darin ist PG = . Die Koordinaten des Punktes ¢ mit der
Bezeichnung &7, #7, {7 im Koordmatensys‘cem x’y"" 2" werden aus den Gleichun-
gen (2¢), S. 12 erhalten, indem wir in diesen Gleichungen fiir  und { Null ein-
setzen. Es wird somit fir den Punkt ¢

du, dv o 0w
= (1+5;/‘§, 7]/1/23*725,- = 37_5.- (a)
und daher wird
v 1] L O e (002 duwrg
PG_! ‘1 S 0w £ ‘krfx) > drj ”
_ f-‘ﬁl N 79ﬁ du 2 /riz'>2 <0u'“-’]>
s “ox o Jdx dx) |
/ du
— i1 o 9n
S \ -+ oz’

wenn wir Glieder von hoherer als der zweiten Kleinheitsordnung vernachlissigen.
Es ist sonach

. ‘/1 AN
TV dx) T du
- L
Ahnlich erhalten wir v (6)
Cyy = @ s
dw
€27 gz

Um die Schiebung parallel zur «y-Ebene zu erhalten, fassen wir den Winkel
G’ P’C’ ins Auge, den wir uns auf die 2’ y’-Ebene proji- ,
zieren, wodurch wir die Darstellung in Abb. 9 erhalten.
Die Querstriche iiber den Buchstaben G, C”, P’ sollen auf
die Projektion der betreffenden Raumpunkte hindeuten.

Nennen wir den Winkel ¢’ P'¢’ = = — /, die gerichteten ol

Strecken P’'G’ = m, P'C' =1, so konnen wir nach den ;
Regeln der analytischen Geometrie schreiben 4 Abb. 9.

cos <% — /'.> = cos (mMy) cos (1x) + cos (my’) cos (ny’) + cos (m3') cos (13).
Nun sind bei Riicksichtnahme auf die Gleichungen (2¢), und weil fir den
Punkt € & = = 0, die Koordinaten des Punktes ¢ im Koordinatensystem

x Yy durch

by Ou i az\, ,_ 0w
=50 = <1T0y) 2= 5y (b)
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gegeben und daher

Jdu\ Jdu
12 20 o,
&y \ 09:) & J
P—}G—,:cos(mg'):— dun . P,—O,=cos(ng)=( yav—,
1 W)g \1_0y>n
7] / a
’” _z)_é ” kl+'a—v>/’]
T — cos (M ’)=7#dx T2 — cos (ny) = 27
pe —cos(my (10w PO V)= ey
\ _W>’ T?ﬁ"
Jw Ow,n
5// W f‘;r 0
1—3’_16'_’ = cos (mz”) = [ Juy .’ I_;Tb—’ = cos (n 5’) = yc)v
(1-55)8 (1+ 55 )
Es wird somit
oo ow o
. _ a_N_ 9dy . dx dx dy
sin 4 = COS<2 /'> - dv Ju + Ju dv
1+ 28 12 (1;,—><1J_,_—>
dy "oz " dx ' dy
Ju / dv\—1 dv ( du\—1 Jw dw Ju\—1 v —1
— - 1 27 - - e 0
dy\1+0y/] J x\l+()1> +dx dy(l+d:c> (1+0y)
oder
R Jdu dv -
/»:ex,y:'d—zj W’ (l)

wenn wir Glieder von hoherer als der ersten Kleinheitsordnung vernachlissigen.
In der Abb. 9 stellt GG’ die Komponente der Verschiebung des Punktes G par-

allel zur y-Achse, d. i. v + % £, und C'C’ die Komponente der Verschiebung des

Punktes C' parallel zur x-Achse, also u -+ %Z— 7 vor. Demnach wird 1 G = i—ié

=, Ju .= du = . . Ov . dv .
und 2 C :a—yn, wobei P’ 1 = <1 -+ 0—x> E P 2= <1 -+ —()—y—> y ist. WmlBt da-
her den Winkel 1 TDTG_’, %Z— den Winkel 2 P’ ', wenn GroBen zweiter Kleinheits-

ordnung nicht beriicksichtigt werden, und g—;— + % = A stellt die Anderungen

des rechten Winkels 1P’2 vor. Es ist somit die Winkelinderung des rechten
Winkels G PC im Raum infolge der Kleinheit von u, v, w durch die Anderung

des Winkels in der Projektion ersetzbar. Zu der Beziehung A = ¢,, = Z—Z + %

kénnen wir die 2 dhnlichen auf die Schiebungen g =e,,,» =e,, in den Ebenen
yz und zz beziiglichen Beziehungen sofort hinschreiben, indem wir zyklisch
permutieren; wir erhalten dann

P=6: =g T gy

ow ou (7)

V=l = g + 27 -
Aus den Beziehungen (6) bzw. (7) konnen die Verzerrungskomponenten in drei
aufeinander normalen Richtungen und parallel zu drei aufeinander normalen
Ebenen in jedem Punkte P bestimmt werden, wenn wir u, v, w als Funktionen
der Koordinaten #, y, z gegeben haben.
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5. Einfiihrung der Verzerrungskomponenten bzw. Hauptdehnungen
in die Gleichung des Verschiebungsellipsoides.

Die Gleichung (5a) des Verschiebungsellipsoides kann bei Beniitzung der Be-
ziehungen (6) und (7) in der Form

= (1 —2 exac) 5”2 =+ (1 _261/1/) 77”2+ (l -2 € z) CHz —2 5”77"6061/
_ Q’Y/”C’/eyz— 2://§uem (5b)

geschrieben werden. Die Gleichung der genannten Fliche ist in jedem Punkte P
des elastischen Korpers gegeben, wenn man den Verzerrungszustand als Funk-
tionen der Koordinaten x, y, z kennt. Legen wir in jedem Punkte das Koordi-
natensystem 2’ ¥’ 2z’ von vornherein in die Deformationshauptrichtungen (es
wird dann mit &'y’ bezeichnet), so existieren nach einer oben gemachten Be-
merkung fir die diesen Achsenrichtungen entsprechenden unendlich kleinen
Prismen keine Schiebungen. Es werden sonach in der Beziehung (5b) die die
Schiebungen enthaltenden Glieder verschwinden, an Stelle der Verzerrungs-
komponenten e,,,e,,.e,, sind die Hauptdehnungen e,, e,, ¢, und an Stelle von
&”,n",¢"” die neuen Koordinaten o/, ”,y” einzufilthren, welche sich auf das
Koordinatensystem o’’§”/9”" beziehen, in welches das Koordinatensystem o f’y’
bei der Parallelverschiebung P P’ iibergeht. Demgemaf lautet jetzt die Gleichung
des Verschiebungsellipsoides

P=01—2e)ad"2+(1—2e)"2+ (1 —2¢) "2, (5¢)
welche die Mittelpunktsgleichung eines dreiachsigen Ellipsoides bezogen auf die
Hauptachsen desselben darstellt.

Die Achsen o, 7, " sind zwar, wie eine genauere Analyse lehrt, nicht die Hauptachsen
der Fliche, weil das Achsentripel o'’y vor der Deformation nicht in die Achsen o”, 7, "
nach der Deformation iibergeht, sondern in solche, die gegeniiber o”’f”»” um unendlich
wenig verdreht sind, doch ist die Kleinheitsordnung dieses Verdrehungswinkels derart, daB
das in den Gleichungen (5c¢) nicht zum Ausdrucke kommt.

Die halben Achsen des Verschiebungsellipsoides haben demnach die GroBen

r

=ui§—;=r(l+el),

b:ﬁ;}_ﬁ=’r(l—|—e2),

c——‘ﬁ—_%e_———'r(l—l-ee,).
3

req, Tey, Teg sind die Verlangerungen bzw. Verkiirzungen, welche der Radius »
der Kugel (a) (S. 26) in den Hauptrichtungen erfahren hat, da e, ¢,, e; sich auf
die Verlangerungen bzw. Verkiirzungen der Langeneinheit beziehen. Die Glei-
chung des Verschiebungsellipsoides kann schlieflich in leicht ersichtlicher Weise

noch in der Form
0(” 2 //))r/ 2 179
P riter T e

b4 ~
PRI (5d)

angeschrieben werden.

5a. Das Verschiebungsellipsoid vom Standpunkt der Vektor-Algebra.

Das Verschiebungsellipsoid kann unter dem Gesichtswinkel der Dyadentheorie behandelt
werden, wenn man sich erinnert, dafl jede Dyade unter dem Bilde einer Fliche zweiter
Ordnung angesehen werden kann (S. 13ff.). In diesem Sinne ist die Verschiebungsdyade
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Yin der vektoralgebraischen Gleichung " = ¥'t, welche die lineare Zuordnung eines Vektors
" =18 + jn” + £ zum Vektor t = if + jn + fz ausspricht, geometrisch ausgelegt
bereits der Ausdruck dafiir, daB eine Kugel mit dem Radius r = « vor Deformation in das
Verschiebungsellipsoid nach der Deformation iibergehen mu8.

6. Bestimmung der Dehnung in beliebiger Richtung, wenn der
Verzerrungszustand fir einen Elementarkorper vorliegt. —
Verzerrungsfliche.

Die Dehnung in einer beliebigen Richtung PE (Abb. 4) ist gegeben, wenn
die Verzerrungskompomenten fiir das beliebige unendlich kleine Prisma
PABCDEFG gegeben sind; denn we11n r = PE wobei r =1& + jy =+ ££
nach der Deformation in P'E’ mit v = i&” + iy + £ ﬁbg’rgeht, so ergibt

. i
= ¢,y Nun

ist v/ = ]/5”2 4+ 9”2 4~ {”’? und mit Beniitzung von (2¢) auf S. 12

Jdu Jdu Ju .72 (91 0v\ Jdr .72

L | s | ._\__ -

’ <1‘ 61/5' ay 'l 9z T E+ {14 )T G
02 du 2

7';‘:4
b ey Hau

also bei leicht ersichtlichen Vernachléssigungen und Beachtung von (6) und (7)

, =2 &~ < [ [P Pad
r 2= ‘;_ n2 52 [bze/'m 7/ € vy T ‘2ezz+ ;7/ ezy I //weyz ‘ 35622‘15
vy

o2 - )’2 P — B =
” / | - U =<
r =7‘] 142 ,’r?e:cac’flg €yy T pey z~+ P eacy =+ s €y, T2 Czz s
Nennen wir die Richtungskosinusse des Vektors v im Koordinatensystem 2’ iz’
der Reihe nach cos, cos m, cos n so ist

E=rcosl, 7 = rcosm, {=rcosn

und wir konnen, wenn wir die Quadratwurzel im zuletzt angeschriebenen Aus-
druck von 7" als Potenz in eine unendliche Reihe entwickeln und Glieder mit
hoherer als der zweiten Kleinheitsordnung vernachliassigen,

7' =7l + eypcosl + e, cos?m + e, cos2n + e, coslcos m

+ e, cosmcosn -+ e, cosncosl]
schreiben, woraus
" —r
;

= €,, = €q,c082] - ¢, cos?m + e, cos®n + ¢, coslcosm
-+ €,,COSMCOS N = €,,C08 1 cos | (8)

folgt. Die Beziehung (8) la3t die Dehnung in einem Punkte in einer beliebigen
durch cos{, cos m, cos n festgelegten Richtung bestimmen, wenn die Verzerrungs-
komponenten fir das beliebige dem Koordinatensystem entsprechende unendlich
kleine Prisma gegeben sind. Denken wir uns fiir die verschiedenen moglichen
Richtungen von r Strecken ¢ vom Punkte P aus in den Richtungen r aufgetragen,

/-2
derart, dall p% = k

der Dehnung e,, (das zweifache Zeichen in dem Ausdrucke fiir ¢ erklart sich
daraus, dal e,, positiv oder negativ sein kann), so erhalten wir, indem wir durch
alle Endpunkte von ¢ eine Fliche legen, die Verzerrungsﬂéohe im Punkte P
des Korpers. Ihre Gleichung wird aus (8) erhalten, indem wir e,, durch Q aus-

driicken und pcosl=2§& gcos m =y, gcosn = : setzen, wobei &, 7, die

, d. h. ¢ verkehrt proportional ist der Quadratwurzel aus
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laufenden Koordinaten der Fliche vorstellen sollen. Die Gleichung der Ver-
zerrungsflache ist sonach

ikzzewx§2+euy7_72 =+ ezzz_2 + ewv‘gﬁ + ewz;]5 + eszé: 9)

sie hat die Eigenschaft, dafl jeder Punkt derselben mit P verbunden, eine Strecke
ergibt, deren Zahlenwert verkehrt proportional der Quadratwurzel der Dehnung
ist, die der Richtung der Strecke entspricht. Die Verzerrungsfliche ist eine
Mittelpunktsfliche zweiter Ordnung, deren besondere Gestalt vom vorliegenden
Verzerrungszustand abhingig ist. Beispiele werden weiter unten folgen. Legen
wir die Achsen der Fliche (9) in die Hauptdeformationsrichtungen o, 8,9’
einer unendlich kleinen um P beschriebenen Kugel von Radius 7, so nimmt deren
Gleichung die Form

TR =e a2+ e, 2 +e7?2, (9a)

da fiir diese Richtungen die Schiebungen verschwinden und die Dehnungen
zu Hauptdehnungen werden. Die reellen oder imagindren Hauptachsen der
Flache (9) bzw. (9a) sind ihrer GroéBe nach durch

:i_ bZZL_’ o= A
| ==

Y=e Ve
bestimmt, worin die negativen Zeichen zu nehmen sind, wenn die Hauptdehnungen
negativ sind, also Verkiirzungen pro Léngeneinheit vorstellen.

2

Wir kénnen nunmehr auch allgemein diskutieren, was fiir eine Flache zweiter Ordnung
die durch die Gleichung (9a) dargestellte fiir die verschiedenen Moglichkeiten der Zeichen
der Hauptdehnungen ist. Sind e, e,, e; gleich bezeichnet, so ist die Verzerrungsfliche ein drei-
achsiges Ellipsoid (eventuell ein Rotationsellipsoid oder eine Kugel); das positive Zeichen
von k2 in der zugehorigen Gleichung (9a) ist zu nehmen, wenn die Hauptdehnungen posi-
tiv sind, das negative Zeichen von k2, wenn die Hauptdehnungen negativ sind. Wenn
e; >0, e, < 0, e; < 0 ist und das positive Zeichen fiir ¥* genommen wird, so erhalten wir
ein zweischaliges Hyperboloid, dessen reelle Achse in die Richtung von e, fallt; nehmen wir
das negative Zeichen von 42, so erhalten wir ein einschaliges Hyperboloid, dessen imaginire
Achse mit der Richtung e; zusammenfillt; in dem gemeinsamen Asymptotenkegel der
genannten Flichen wird die Dehnung zu Null, zur einen Seite dieses Kegels sind die
Dehnungen positiv, zur anderen Seite negativ. Offenbar kénnen wir vollig allgemein sagen,
daB bei ungleich bezeichneten Hauptdehnungen stets zwei Flachen. ein einschaliges und ein
zweischaliges Hyperboloid, fiir die iibersichtliche Darstellung des Dehnungszustandes in der
Umgebung eines Punktes herangezogen werden miissen.

7. Bestimmung der Hauptdehnungen aus dem Verzerrungszustand
fiir einen Elementarkorper.

Unter Zuhilfenahme der Gleichung (8) kénnen wir jetzt die Gréf3e der Haupt-
dehnungen und deren Richtungen vor der Deformation bestimmen. Zu diesem
Behufe brauchen wir nur die relativen Extremwerte von e,,, das als Funktion
der Kosinusse von [, m, n angesehen wird, unter der Bedingung aufzusuchen, daf3

cos?] + cos?*m + cos?n =1 (a)

sein muB}. Nach bekannten Regeln muB also e,, — f (cos?l + cos?m -+ cos?n — 1)
ein Extrem werden, d. h. es miissen die Bedingungen

de,, dg —0 de., a(g) —0 fﬁe,, dg _

0 (cosl) —fa(cosl) ’ d(ccsm) _fa(cosm) ’ 0(cos n) ~f@(cos n) 0,

erfilllt werden, wenn f ein zu bestimmender Faktor und g = cos?l + cos? m
-+ cos?n — 1ist. Fiihren wir die Bedingungen fir das Extrem aus, so erhalten wir
Girtler, Mechanik. 3



34 Grundlagen der Erfahrung und Theorie.

€ e
€z COS 1+ 57 cosm—&—é—f cosn = fcosl,
2

€ry

eZ
3 cosl—&—e”cosm—}—%cosn=fcosm, (10)
exz . e]lz
5 co:l+—2— cosm + e,, cosn = fcosn .

Wenn wir die erste der erhaltenen Gleichungen (10) mit cos!, die zweite mit
cosm, die dritte mit cos » multiplizieren und addieren, und die Beziehung (8) bzw.
die Bedingung (a) beachten, so sehen wir, dall f = e,, gesetzt werden mul}. Die
GréBen e,,cosl, e,, cosm, e, cos n stellen die Komponenten in den Richtungen
der Achsen a’, y’, 2’ von Dehnungen in der Richtung r vor. Die Gleichungen (10)
im Vereine mit der Bedingung (a) sind 4 Gleichungen, mit den Unbekannten
cosl, cos m, cosn und e,,, fiir das wir im folgenden kiirzer e setzen wollen. Die
Gleichungen (10) geben fiir e nur reelle Auflésungen, wenn die Determinante
der in denselben bei den Richtungskosinussen stehenden Koeffizienten ver-
schwindet, d. h.

€x €z,
R
fay ey, —€, ¢
B) vy ’ ._é_‘ =0 (11)
' eJ‘Z eyz
o 2 €zz— €

erfillt ist. Das ist eine Gleichung dritten Grades mit der Unbekannten e zur Be-
stimmung der 3 Hauptdehnungen e, e,, e;, wenn fiir ein beliebiges unendlich
kleines Prisma im Punkte P der Verzerrungszustand gegeben ist. Die Bestim-
mung der zugehorigen Richtungskosinusse der Achsen erfolgt unter Zuhilfenahme
der aus den Gleichungen (10) sich ergebenden Beziehungen

e e e e
e“cosl—i-%cosm—:——’?’-cosn —;—ycosl—}—ewcosm—}—fcosn
cosl - cos m

e e ‘
;’cosl—j— ;’ cosm - e,, COS I

= (11a)

cos n

bei Einhaltung der Bedingung (a).

(11a) und (a) bestimmen die Richtungen der Achsen des Verschiebungsellipsoides, wenn
von der oben angedeuteten, aber als zu weit fithrend nicht bewiesenen Verdrehung (S. 31)
abgesehen wird.

7a. Die Verzerrungsfliche in vektoralgebraischen Zeichen.

Auf die Existenz einer Verzerrungsfliche und deren Gleichung ist sehr einfach vom Stand-
punkt der Vektoralgebra zu schlieBen. Mit Riicksicht auf den Punkt 6 und die Gleichung (10)
kénnen wir schreiben

Uy — U =T€ =78€,CO8 = ezes‘f‘%‘ezfn‘{"éezzC’
VI— V=T y=7€,C08Mm=*%e€,5+ e+ 46,0, (12)
W —w=re,=r€,c08 n=13e.E+ de.n+ €L,

worin e,, die bezogene Dehnung in der Richtung t und e,,, €,,, ¢,, deren Projektionen auf
die Achsenrichtungen 2/, ¥, 2’ bedeuten. Diese Beziehungen sind aber auch in Dyadenform
zu schreiben:

p,=Ar, rt=if+in+1L. (12a)
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Dabei bedeuten v die Verlingerung in der Richtung r vor der Deformation oder auch eine

bezogene Dehnung in der Richtung t, wenn tr einen Einheitsvektor vorstellt, und A eine
lineare Vektorfunktion, die symbolisch durch

A=ezz é‘em/ %‘exz
%‘fezil €yy %eyz (12b)
éezz %—eyz ezz

dargestellt wird. A ordnet den Vektor t linear dem Vektor v, zu und kann offenbar unter dem
Bilde einer Fliche zweiter Ordnung, d. i. der Verzerrungsfliche, begriffen werden.

8. Zusammenhang der Verzerrungszustinde fiir verschiedene
unendlich kleine Prismen in einem Punkte.

Es liegen die Verzerrungskomponenten e,,, e, €.., €,,, €, €,, in einem
Punkte P mit Bezug auf ein Koordinatensystem xyz bzw. x’y’z" (Abb. 10) ge-
geben vor. Es sollen die Verzerrungskomponen- \
ten mit Bezug auf ein Koordinatensystem X YZ W&
bestimmt werden, das mit Bezug auf das Koor- 1\\0-&
dinatensystem 2" y’z’ durch die Richtungskosi-
nusse seiner Achsen, und zwar fur die X-Rich-
tung durch «,, %,, «,, fir die ¥'-Richtung durch
B2 By B, und fir die Z-Richtung durch y,. v, v.
festgelegt erscheint. Es gilt somit

d=Xo,+YB,+ Zy,. l

y=Xo,+Yp,+Zy,, (a)

S Xa 4T+ 2y, |
als Zusammenhang zwischen den Koordinaten
2 y,2 und X,Y,Z. Aus der Gleichung der y
Verzerrungsflache (9) (S. 33) erhalten wir durch

Einsetzen der Koordinaten &,%, {, die jetzt mit a’, y’, 2’ bezeichnet sind, mittelst
der Transformationsgleichungen (a) und Ordnung nach Potenzen von X,Y,Z
die transformierte Gleichung

+ k= X2[e,, 0% +e,, 0% + e, 02+ e, u, 0, e, 0,0, e, o, 0]

+ Y2 ler B2 -t ey By + €. B A ey BBy + €, B, B, + €208, Bi]

+ ZP e Ve ey ¥y € VE F Coay Vavy F ey Yy Vet €n Ve Vil

‘|‘X}’[Qexx“xlg;':+2eyy°(y/3y+2ezzo'~zﬁz+emy(axﬂy+O(y:Bx
+oeys (@B + aBy) + esa (0 Be + 02 B2)] (9b)

+YZ[2€ Boyet2e,,B,7, 2087, + ey By + Byva)
ey (Byye T+ B.vy) +een(Bove + Bsva)]

FZX[2e, o+ 2e,, Y0, + 26V, 0, + €y (Yot + 7y %)
ey (Vyots v Foe (Y, o+ Yar)],

Abb. 10.

! Die Beziehungen (12) fiir die relativen Verschiebungskomponenten sind, weil sie auf
der Gleichung (8) aufgebaut sind, nicht so genau wie die Ausdriicke (1) auf S. 11. Da-
her ist die Dyade (12a) von der Deformationsdyade @ in Gleichung (3) auf S. 13 ver-
schieden. In letzterer ist noch implizite die jetzt nicht berticksichtigte Verdrehung des
Achsensystemes «”, f”, /', von der im Punkte 5 (S. 31) die Rede war, enthalten.

3*
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Mit Riicksicht auf die fiir jedes Koordinatensystem giiltige Form (9) miissen
die in den Klammern stehenden Ausdriicke der Gleichung (9b) die Verzerrungs-
komponenten mit Bezug auf das Koordinatensystem X Y Z vorstellen. Wir er-
halten somit als Beziehung zwischen dem Verzerrungszustand, der sich auf das
Achsensystem X, Y, Z bezieht, und jenem bezogen auf das Achsensystera "y’
die Gleichungen

—_ 2 2 2
ex x == €uy Oz T €yqy 0y ot €, 0 ey 0 0ty ey, 0, 0y T €y Oy,

eyy = exwﬂg + eyyﬁ% _T_ ezzﬂzz _ ewyﬂxﬂy + eyzﬂyﬂz _J‘_ eza*ﬂzlgm’

— 2 2 |
€17 = €Vt €y Vy T+ €, V? oy VaVy T €y Vy Vet a Ve Ve
exy = 265, %, f; + 2 eyy“yﬂy +2e,, 2,8, + emy(axﬂy + o, Be)
+ ey (ayﬂz + azﬂy) + € (azﬁ:r + axﬁz)? (13)

eyz =2 foVet 2e,,B,7y T 2,87+ €y By + By 70)

T Byve + Bavi) + e (Bava + Bava)
€zx = Qemh% + Qeyyyy %y =+ 2ezz7}z *z + €xy (Vx% + Yy OL,)

T+ ey (% Vet A Yy) T Ca (% Ve F % Ya)
Den Inhalt der Gleichungen (13) kénnen wir so aussprechen: der Verzerrungs-
zustand in einem Punkte eines elastischen Korpers ist gegeben, wenn wir den
Verzerrungszustand fir ein beliebiges unendlich kleines Prisma kennen. Verlegen

wir die Achsen X, Y, Z in die Deformationshauptrichtungen «’, 8, %" so muf}
in (13)

€xx = €, €yy = €3, €zz = €3, exy =0, eyz; =0, ezx =10

gesetzt werden. Wir erhalten somit die Hauptdehnungen e, e,, e; in einem
Punkte P ausgedriickt durch die Verzerrungskomponenten fiir ein beliebiges im
Punkte P konstruiertes unendlich kleines Prisma aus den drei ersten der folgen-
den Gleichungen

. 2

€= ea‘xaz + €yy ay+ tee + €rm Ky %y
— 2 2 1

€o = emcﬂac + eyyﬂy T ezxﬂzﬂz”
— 2 2

€3 = €ypVz T €yy Yy + " T €V Va

0=2¢€,,0, BT 26,2, 8,+ -+ € (%2 Bt %2 )
0=2efoyet 2€,, Byt -+ Byt Puva).
0=2ey,y 0, + 261/1/7)1/ Oyt e (0, Ve T % V)

wenn die 9 Richtungskosinusse der Hauptdeformationsrichtungen mit Bezug
auf ein beliebiges Koordinatensystem 2’,y’, 2z’ bekannt sind. Sehen wir sie als
unbekannt an, so stellen die Gleichungen (14) 6 Gleichungen mit 12 Unbekannten
vor. Die fehlenden 6 Gleichungen folgen aus der Orthogonalitit der Achsen
X,Y,Z und daraus, daBl die Summe der Quadrate der Richtungskosinusse einer
vorgegebenen Richtung gleich 1 sein mufB3. Die zu den Gleichungen (14) hinzu
tretenden Bedingungen lauten dann

a920+°(121+°‘22:1: awﬁx_{_aylgy+°‘zﬂzzo:
ﬁg+ﬁﬂ+ﬁ22:17 ﬁxyx+ﬂyyy+ﬁzyz=0! (14:&)
ve+ v +vi=1, Vake + Yy ty Ty 0 =0.

Die Gleichungen (14) und (14a) sind gleichwertig den Gleichungen (11), (11a) und
der Bedingung (a) im Punkte 7.
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Wir kénnen auch umgekehrt, um die GréBe der Verzerrungskomponenten fiir
ein beliebiges Prisma im Punkte P mit Kanten parallel zu «’,¥’, 2’ fragen, wenn
Grofle und Richtung der Hauptdehnungen gegeben sind. In diesem Falle hdtten
wir von der Gleichung (9a) der Verzerrungsfliche bezogen auf die Hauptachsen,
die wir jetzt mit o, 8, y bezeichnen wollen, auszugehen. Dieselbe lautet dann

k% = ey 0% + e, 52 + €52
Durch Einsetzen der Werte o, 8, y aus den Transformationsgleiohungen
a=2a"o, +ya, +20,, l
=B+ ypB, — z/ﬂz ’ (b)
Y=y, Yy, + 2y, J
in die Gleichung der Verzerrungsfliche erhalten wir letztere in der Gleichungs-
form (9), und durch Vergleich entsprechender Glieder ergeben sich die Beziehungen

[

N o
e = €10y + €0 + egy2, %:elax“y+€2ﬂmﬁy+esym7u=

<

)

— 2 2 2
Cyy = elo‘z/_+~ e2ﬂy+e3yv>

.

)
y

5 =%y, T e, f + &Y,V l (15)

€z = € O(zz + 825;2 + ez}’fa -.ZJr = € Uy Uy + 62/32/)]@ + e3yzyw'
(15) besagt, dall der Verzerrungszustand in einem Punkte eines elastischen Kor-
pers fir ein beliebiges Prisma gegeben ist, wenn wir die Hauptdehnungen ihrer
Groéfle und Richtung nach fiir den betreffenden Punkt kennen; oder die Art eines
Verzerrungszustandes (S. 15) ist durch die Zeichen und das Verhiltnis der Zahlen-
werte der Hauptdehnungen, die GréBe des Verzerrungszustandes bei gegebener
Art desselben durch den Zahlenwert einer Hauptdehnung festgelegt.

Es sei der folgende Fall einer Berechnung unterzogen. Ein dem System 2’, y, 2" zugeord-
netes oo kleines Prisma erleide eine Verzerrung derart, daB nur e,,, e,,, ¢,, und e,, von
Null verschieden sind. Das entspricht einer Verzerrung, wie sie beim sogenannten ebenen
Spannungszustand (S. 57) vorkommt. Fiir irgend ein unendlich kleines Prisma, das durch
Drehung um die 2’-Achse aus dem gegebenen Prisma erhalten wird, existieren dann ebenfalls
nur die Verzerrungskomponenten exx, ery, €zz und exy. Fir das Koordinatensystem X ¥ Z
gilt ndmlich (Abb. 11) dann, wenn der Winkel, den die X-Achse mit der z’-Achse in der
2’ y’-Ebene einschlieBt, mit ¢ bezeichnet wird, zufolge der Gleichungen (13)

exx = €,,c082 @ - e,,sin? g + e,, cos gsin ¢,
ery = €,,8in? @ +e,,cos?p —e,, cos psin g,
€22 =€,

exy = (€,y —€,,)s8in2¢ +e,,cos2¢,

eyz =¢ezx =0,

da jetzt
%y = COS @ o, = sin @ o, =0,
p,= —sing B, = cos ¢ p.=0,
Ye=0 7y =0 va=1. Abb. 11.

Fragen wir uns, fiir welchen Winkel ¢ der Wert eyy ein Extremwert wird, d. h., welches unter
den genannten Prismen die grofite Schiebung parallel zur #3y’-Ebene erfahrt, so folgt die Ant-
wort natiirlich aus einer Extremwert-Bestimmung von exy mit ¢ als Variabler, d. h. es muB

anY

P =0=2(e, —e;,)cos2¢p — 2¢,,sin2¢,
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oder
dJu  dv
) d L J
cotg2 ¢ = Cay =Y .
€,y — €1q drv du
dy dJdx

Demgemal existieren 2 aufeinander normale Flichenelemente, deren Richtungsnormalen

aus der zuletzt abgeleiteten Gleichung bestimmbar sind, fiir welche die Schiebungen extreme
Werte erlangen.

9. Rauménderung eines Elementarkorpers. Kubische Dilatation.

Wir fragen uns um die Anderung des Volumens eines unendlich kleinen recht-
winkeligen Prismas, dessen Kanten von der GroSe &, 7, parallel sind zu den
Achsen z, y, z und das vor der Verformung rechtwinkelig ist. Das Volumen des
Prismas ist vor der Verformung durch v = &4 gegeben; nach der Verformung
sind die Vektoren £, ji;, £ in die Vektoren

du® Juw

a—lwl-r— 5‘ —5‘5‘{_5
b—t—n—{—j\l. 7/—}—{0"
du Jv . du .

=i =0+ j578 + t 1+ 57 ¢
ibergegangen [Gleichung (2¢), S.12]. Das Volumen v; nach der Deformation
ist nach einer bekannten Formel als skalares Produkt zwischen dem Vektor a und
dem Vektorprodukt b x ¢ darstellbar, d. h. es muf} sein:

du dr  dw
(1+55) 55 9%

du / dvy  dw
01=a~(b><c)=§r/§' d_y’ l+(')—y)—d_371
du v Juw

dz > oz’ 1+?

Beriicksichtigen wir nur Glieder vierter Kleinheitsordnung, so ergibt sich

- 0 0 Juw
”1=§77531+3% d—;—f—’d—z‘—;?/é' 1+4e),

wenn e = e,, + e,, + e, gesetzt wird. Die Anderung des Volumens pro Volumen-
einheit ist durch

vp—v . dv 48u
v —e_em’”+ey”+ezz_dx+0y 0z

= divd, (16)

d. h. als Summe der drei Dehnungen (Quetschungen) e, ,, e, ,, ¢,, in 3 aufeinander
normalen Richtungen, oder wie man sich in der Vektoralgebra auch auszudriicken
pilegt, als ,,Divergenz‘ des Verschiebungsvektors d gegeben. Die GroBe e heifit
kubische Dilatation und ist eine Funktion der Koordinaten z, v, z, in kinetischen
Fillen auch der Zeit. Aus den ersten drei Gleichungen (14) folgt durch Addi-
tion, wenn man beachtet, daB fiir das Koordinatensystem «’,y’,2" 6 Gleichungen
von der Form (14a) erfiillt sein miissen, daB die Raumdilatation invariant, d. h.
unabhingig von der Wahl des Koordinatensystemes, also fiir jedes beliebige an
den Punkt P ankonstruierte unendlich kleine Prisma dieselbe ist.
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10. Anwendungen auf hiufig vorkommende Beanspruchungsarten.

Wir wollen 2 besondere Arten von inneren Beanspruchungen, die in der
Technik haufig vorkommen, einer néheren Betrachtung vom Standpunkte der
ihnen zugeordneten Kinematik unterziehen.

a) Beanspruchung auf Zug oder Druck eines geraden Stabes. Infolge der
Beanspruchung eines Stabes auf Zug oder Druck, welche den einfachen Span-
nungszustinden nach Abb. 6a (S. 19) entsprechen, erleidet ein beliebiges un-
endlich kleines Prisma, welches parallel zur Stabachse herausgeschnitten ge-
dacht ist (beziiglich Koordinatensystem und Festlegung des einen Stabendes
s. S. 15ff.), einen Verzerrungszustand, der fiir die Druckbeanspruchung (Kanten
parallel zur Druckrichtung werden verkiirzt, jene normal zur Druckrichtung
werden verlingert) entgegengesetzt bezeichnete Verzerrungskomponenten im
Vergleich zu jenen fiir die Zugbeanspruchung auf S. 16 beschriebenen zeigt.
Ein beliebiges Prisma nach der Deformation ist gegeniiber jenem vor der
Deformation parallel und normal zur Stabachse verschoben. Die zur Stab-
achse normale Verschiebung erfolgt bei der Zugbeanspruchung zur Stab-
achse hin, bei der Druckbeanspruchung von der Stabachse weg. Die Prismen
in der Stabachse erleiden nur eine Parallelverschiebung, jene, die der festen
Endfliche angehéren, nur eine Verschiebung normal zur Stabachse. Die Defor-
mationshauptrichtungen fallen in die Kantenrichtungen des Prismas hinein,
da keine Schiebungen vorhanden sind. Die Hauptdehnung, welche den Kanten
parallel zur Stabachse entspricht, heile e;, die Hauptdehnungen der zur Stab-
achse normalen Kanten seien e, und e; genannt. Aus Symmetriegrinden muf
e, = ey sein (man denke sich statt des Prismas eine um P beschriebene unendlich
kleine Kugel). Da der Verzerrungszustand ein homogener im ganzen Bereiche
des Stabes (S.16) ist, ist das Verschiebungsellipsoid in allen Punkten je ein
Rotationsellipsoid, mit denselben GroBen der Achsen und der Rotationsachse
parallel zur Stabachse. Wie wir spiter noch genau besprechen werden, besteht
fiir viele Stoffe zwischen der Dehnung in der Zugrichtung und den Quetschungen
normal hierzu, ein aus der Erfahrung durch Messung sich ergebender Zusammen-

1 . s
hang, derart, dal} e, =e; = — e wobei der positive Zahlenwert m von der

Art des Stoffes abhéngig ist und z. B. fiir Metalle gleich 1—3Q gesetzt werden kann

(S. 83). Machen wir von diesem Naturgesetz Gebrauch, so hat das Verschiebungs-
ellipsoid, in welches eine um P beschriebene Kugel @ von unendlich kleinem
Radius r tbergeht, zufolge (5d) auf S.31 die Gleichung

o2 ﬁ//g 4 J’”?‘

Ay

In Abb. 12 ist das Verschiebungsellipsoid £ fir den Fall der Beanspruchung
auf Zug gezeichnet.

Die Verzerrungsfliche [(9a), S. 33] bezogen auf die Hauptrichtungen hat
nach dem Gesagten die Gleichung

+B=ea?—(y?+ z'2)% .

Fiir die Darstellung dieser Gleichung wollen wir eine Druckbeanspruchung zu-
grunde legen (e; negativ). Die Verzerrungsfliche besteht dann aus einem ein-
schaligen und einem zweischaligen Rotationshyperboloid 4, bzw. B (Abb. 13),
deren Rotationsachsen in die z-Richtung fallen, mit gemeinsamem Asymptoten-
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kegel C. Nehmen wir zunichst auf der linken Seite der letzten Gleichung
das positive Zeichen, so erhalten wir das einschalige Hyperboloid 4. Der Schnitt

mit der y’2’-Ebene ist ein Kreis mit dem Radius kV ™ — Pb=Pa. DieSchnitte

Abb. 12.

mit der 2’2’ -Ebene bzw. der «" y’-Ebene sind Hyperbeln %, 2" mit den Halbachsen
V_L__ und k& V%, aus deren Grofenverhaltnis die Richtungen der Asymptoten
e !

folgen. In den Richtungen der Erzeugenden des Asymptotenkegels C' sind die

Abb. 13.

2
Dehnungen Null, da dann ¢ unendlich grofl wird (¢2= + ;—, S.32). Die groBten

positiven Dehnungen (e, = e5) sind in den Richtungen der Radien des Schnitt-
kreises des Hyperboloides mit der y’ z’-Ebene vorhanden, da dort o am klein-
sten wird. Von diesem Kreis aus nehmen die Dehnungen gegen den Asym-
ptotenkegel ab, um in den Richtungen der Erzeugenden dieses Kegels zu ver-
schwinden. Uber den Asymptotenkegel hinaus werden die Dehnungen negativ.
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Fir die negativen Dehnungen mul} £2 auf der linken Seite der obigen Gleichung
mit negativem Zeichen versehen werden, wir erhalten dann ein zweites, zwei-
schaliges Rotationshyperboloid B, dessen Schnitte mit der x'z’- bzw. =" y’-Ebene
Hyperbeln mit denselben Groiflen der Halbachsen wie beim einschaligen Hyper-
boloid sind, nur sind imaginire und reelle Achsen miteinander vertauscht. Der
Asymptotenkegel ist der gleiche wie frither. Die reelle Halbachse dieses Hyper-

boloides PC = PD = L entspricht der dem Zahlenwerte nach gré3ten Quet-

J—es

schung e;. Von dieser Achse gegen den gemeinsamen Asymptotenkegel C' nehmen
die Quetschungen dem Zahlenwerte nach ab, um in demselben Null zu werden.
Der Asymptotenkegel C' heifit auch der Schiebungskegel, weil in ihm fiir un-
endlich kleine Prismen mit Kanten parallel zu den Erzeugenden dieses Kegels
nur Schiebungen aber keine Langendnderungen seiner Kanten auftreten. Die
Schiebungen im Asymptotenkegel sind mit Hilfe der Gleichungen (15) berechen-
bar. Dabei ist nur zu beachten, dal jetzt oy, o, o, die Richtungskosinusse vor-
stellen, welche die in die x'z’-Ebene der Abb. 13 hineinfallende Erzeugende
des Asymptotenkegels mit der x’-Achse einschlieBt. 8, 5, 8., V4 V4 7. beziehen
sich auf die Richtungskosinusse der Achse y’ selbst in bezug auf das Koordi-
natensystem z’y’z" bzw. auf eine Achse, die in der x'z’-Ebene normal auf der
genannten Erzeugenden steht. Samtliche Richtungskosinusse sind entweder durch
einen Winkel ¢ ausdriickbar, oder sie verschwinden, oder werden gleich eins (siehe
das Beispiel auf S. 37). Praktisch von Wichtigkeit ist die Berechnung der Lingen-
inderungen von endlichen dem Stab angehérigen geraden Strecken, die bei
Kenntnis der GroBe einer der Hauptdehnungen auf eine einfache Integration
hinauslauft. So sind z. B. die Léingenénderungen der Kanten eines auf Zug
beanspruchten prismatischen Stabes unter der Voraussetzung der Festlegung
der einen Endquerschnittsfliche nach S. 15ff. durch

ey
Jdu ou dv el el
All=f%dx=ﬁll=elll, Alz=7)—y—l3=ezlz=——in—2, Als.—_esla:-—ﬁ
0

gegeben, wennly, l,,l; die Kantenlangen sind, A1;, A1,, A1, deren Lingenénderungen
vorstellen. Die Verlingerungen pro Langeneinheit der Kanten ill—l usw. sind

1
natiirlich, da homogene Deformation des ganzen Stabes vorliegt, den bezogenen
Dehnungen (Quetschungen) in einem beliebigen Punkt des Stabes gleich.

In dhnlicher Weise kann gefunden werden, dafl ein auf Zug beanspruchter
Stab mit kreisformigem Querschnitt vom Radius r nach der Deformation einen

Radius r;, = r ( 1— j—;> besitzt. Wahlen wir bei Beanspruchung auf Zug oder

Druck in einem Punkte P ein unendlich kleines Prisma, dessen Kanten nicht
parallel zu den Hauptrichtungen sind, so ergeben sich die diesem Prisma ent-
sprechenden 6 Verzerrungskomponenten gleichfalls mit Hilfe der Gleichungen (15).
Die Ausfithrung der diesbeziiglichen Rechnung wird dem Leser iiberlassen.

Die kubische Dilatation in einem Punkte eines auf Zug (Druck) bean-
spruchten Stabes ist zufolge der Definition auf Seite 38 [Gleichung (16)]

2¢, m—2 AL m—2

c=c¢ 2e,=e,— — =¢
126 1 m 1 m e, m

im ganzen Bereiche des Stabes konstant und gleich der auf die Volumeneinheit
bezogenen Volumenénderung des ganzen Stabes.
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b) Reiner Schub. Der Spannungszustand im Falle reinen Schubes in einem
Punkte eines elastischen festen Korpers ist durch Abb. 14 versinnbildlicht:
Fiir ein bestimmtes in einem Punkte P herausgeschnittenes unendlich kleines
Prisma sind nur Schubspannungen parallel zu einer Prismenebene vorhanden.
Das stark ausgezogene schiefwinkelige Prisma hat nur Schubspannungen parallel
zur Ebene 2’z auszuhalten. Es konnte der Sachverhalt auch so dargestellt
werden, daB die Schubspannungen in dem schwach ausgezogenen rechtwinkeligen
Prisma eingezeichnet wiirden, dem dann vor der Deformation ein schiefwinkeliges
entspriache. Jedenfalls aber ist das Prisma entsprechend der Grofle der Schub-
spannungen verzerrt. Die Schubspannungskomponenten miifiten auf Grund
unserer Bezeichnungsweisen Z, und X, bzw. Z}, X, oder t,,, T, T,s Ty, g0-
nannt werden. Wie wir spiter sehen werden, tritt in einem solchen Kalle
fiir das herausgewihlte Prisma bei bestimmter Voraussetzung iiber die Art des

. . ou | Ow .
Stoffes nur eine einzige Verzerrungskomponente e, . — PR also eine

Abb. 14.

Schiebung (Winkelinderung) parallel zur 2’ z’-Ebene ein, die {ibrigen Verzerrungs-
komponenten verschwinden; da die Raumdilatation zufolge Gleichung (16) jetzt
verschwindet, erleidet das Prisma eine blofle Gestaltsinderung. Die Verschie-
bungen erfolgen derart, daB die Ebenen des Prismas, welche parallel zur

2’z -Ebene sind, parallel zu dieser Ebene bleiben. Es mul} also -j—z =0, %:— =0

dv Ju

.. . ow 0
erfillt sein, woraus wegen ¢,,=—-—+4 5—-=0 und e, = (—% + d—: = 0 auch

En
ow ou
Ty = 0 und F i 0 folgt.
Mit Riicksicht auf die Gleichung (1), S. 11 ergeben sich die relativen Verschiebungs-
komponenten mit
Jdu dw
ul——u=%-é, ry—v=0, d.h v,=u, wl—w=%$.

Die Determinante firr die Bestimmung der Grifle der Hauptdehnungen lautet
nach (11), S. 34



Vertraglichkeits- oder Kompatibilitatsbedingungen. 43

0 —e 0 =0, dh. —e3+%i—ze=0,
eZ‘Z
7 0 —€

woraus e; = 0 und e, 3 = + e;—zfolgt. In der Beziehung fiir e, 5 soll das positive

Zeichen der Hauptdehnung e; zugeordnet sein. Es ist demnach eine Haupt-
dehnung gleich Null, die beiden anderen Hauptdehnungen sind zahlenmé&Big
gleich, dem Zeichen nach verschieden (Dehnung und Quetschung). Die Rich-
tung der Hauptdehnungen wird aus (11a) bei Einhaltung der Bedingung (a),
S. 33 leicht gefunden. Es mul} sein

cosmcosm =0, cosl cosm =0, cos?l + cos?m + cos?n =1,

woraus die Lésungen

— -
cos ;=131172, cos [,=0, cos j=—1712,
cosm; =0, cosmy=1, cosmg=0,

cos ny=+1712, cos ny,= 0, cos n3=».}]/2

folgen. Das heifit die zwei Hauptdehnungen e,,e; liegen in der Ebene 2’2" (wenn
wir wollen, in der Ebene a’’z”) unter 45° bzw. 135° zur 2’-Achse geneigt. Die
Verzerrungsfliche wird jetzt durch zwei hyperbolische Zylinder vorgestellt,
deren Erzeugende normal zur 2’z’-Ebene stehen, und deren Projektionen auf
diese Ebene zwei gleichseitige Hyperbeln sind. Sie hat entsprechend der Glei-
chung (9a), S. 33 die Gleichung

T =o't eyt = % (02— y'%).

Dem positiven Zeichen links entspricht eine Hyperbel mit den Gréfen der Halb-

achsen gleich a; = ¢; = L‘, wobei e; mit der reellen Achse zusammenféllt;
e(I‘Z
2
dem negativen Zeichen entsprechen dieselben Achsen einer Hyperbel, welche
gegen die erstgenannte um 909 verdreht, und deren reelle Achse mit e; zusammen-
tallt. Auf Grund der Gleichungen (15) konnen die Verzerrungskomponenten fiir
ein beliebiges Prisma ermittelt werden, wenn die Hauptdehnungen gegeben sind.
Die Gleichung des Verschiebungsellipsoides ist auf die Hauptachsen bezogen

2= (1—e,,) a2+ B2+ (1 + eg,)y'"?

mit den Achsen

€ry’ - - _ &)
a_r<l—§—7/, b=r, 0—7‘<l 2),
d. h. die Radien der Kugel a (S. 26) erfahren normal zur z’z’-Ebene keine Ver-
énderung.

11. Vertriiglichkeits- oder Kompatibilititsbedingungen.

Die Verzerrungskomponenten sind im allgemeinen wie bereits wiederholt
angegeben, als stetige differenzierbare Funktionen der Koordinaten «,y, z anzu-
sehen. Esist klar, daf nicht beliebige 6 Funktionen von a,y, z fiir die 6 Verzer-
rungskomponenten angenommen werden konnen, die zu einem moglichen Ver-



44 Grundlagen der Erfahrung und Theorie.

zerrungszustand des ganzen Korpers gehoren sollen. Dieselben miissen vielmehr
der Bedingung geniigen, dafl fir sie eine kontinuierliche, von Punkt zu Punkt
stetig sich dndernde Verformung der unendlich vielen rechtwinkeligen unend-
lich kleinen Prismen, in welche ich mir den ganzen Korper zerlegt denken kann,
eintritt, oder mit anderen Worten, die Prismen, welche sich vor der Deformation
stetig aneinanderschlieBen, sollen sich auch nach der Deformation stetig an-
einanderschlieBen. Die Bedingungen, welche die Verzerrungskomponenten zu
diesem Behufe erfillen miissen, heilen die Kompatibilitats- oder Vertréglich-
keitsbedingungen. Zu ihrer Herleitung wird von den Beziehungen (6) und (7)
(Seite 29ff.) ausgegangen. Aus ihnen erhalten wir durch leicht ersichtliche
Differentiationen

oe, . Pu oe,, P o%e,, B3y v

Jdy* ~ dzdy?’ da? ~ dydat’ Qdxdy ~6x6y2+0y6x2’

Pery | ey, _ Py
dy? 02?2 ~ Jdxdy
folgt. In dhnlicher Weise ergeben sich

d%e,, d%,,  O%,, (17a)

woraus

Ferner ergibt sich durch Differentiationen der ersten der Beziehungen (6) und
der drei Beziehungen (7)

Pe,, 7“0314 e, 0}14 )

dydz ~ Oxdyodz’ dxdz Jxdydz ' O0atdz’
é)zeqz . O%ﬁ Bw
dxt ~ 0a%dz | dyda®’
0%e, , Pw ‘ Bu

dwdy  0x2dy  Oxdydz’
Durch Addition des zweiten und vierten dieser Ausdriicke und nachheriger

Subtraktion des zweiten Ausdruckes von der erhaltenen Summe ergibt sich der
doppelte erste Ausdruck, d. h.

5 e, , _ _0_<6‘e,u + 0e,x_ . ae“\
dy 0z dx\ 9z dy ox /
Ahnlich werden die Bedingungen
0, _ 0 (6. | Dexy 6e”> (17b)
0z0x ~ Ody\ 9z 0z oy /)’
9 62ezi _ Nf9_<0e” + de,, N 6e,y>
“0xz0y 0z \ dy ox oz

abgeleitet. Die Gleichungen (17a) und (17b) stellen die Bedingungen fir die
Vertriaglichkeit der 6 Verzerrungskomponenten vor.

Es liege der in Abb. 15 dargestellte Holzbalken von rechteckigem Querschnitt, dessen
Seiten b, & sein sollen, vor, der durch 2 in einer Ebene liegende Einzelkrifte P, und P, derart
belastet ist, daB die Kraftebene die Querschnitte in einer Tragheitshauptachse des Schwer-
punktes schneidet. Wie wir im praktischen Teile noch entwickeln werden, nimmt die tech-
nische Annaherungstheorie in diesem Falle eine innere Beanspruchung auf Biegung und
ebenen Schub an. Der Spannungszustand, der bei einer solchen Beanspruchung in einem
parallel zu den Koordinatenachsen z, y, z herausgeschnittenen unendlich kleinen Prisma ent-
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steht, wird aus dem in Abb. 6D, S. 19 dargestellten erhalten, wenn man dort die Spannungen
Y,, Y, X,, X, weg laBt; Z, und Z/, sind parallel zu den &ufleren Kraften. Auf Grund von
Naherungsrechnungen erhélt man die zur Stabachse parallele Dehnung, welche der
My

EJ,

. In diesen Formeln ist M das Biegungsmoment fiir einen Quer-

Spannung X, entspricht, mit e,, =

5Q
GbdJ,
schnitt in der beliebigen Entfernung z vom linken Auflager, J, das Tragheitsmoment des
Rechteckes mit Bezug auf die y-Achse, § das statische Moment der schraffierten Rechteck-
flache, deren Begrenzung durch den variablen Abstand z festgelegt ist, @ die Transversal-
kraft in der Entfernung « vom linken Auflager, E, G bedeuten sogenannte Stoftkonstante,
die dem Stoffe, aus welchem der Balken besteht, entsprechende Werte annehmen. Es ist

demnach
Mp = fi(zx), S=fk), Q=/f),

worin f;. fs. f; Funktionszeichen sind. e,, und e,, sind somit als Funktionen von =z, z festgelegt.
Fiir diese Annahmen sind von den Bedingungen (17a). (17h) samtliche mit Ausnahme der

z und die der Schubspannung Z, entsprechende

Schiebung mit e,, =

dritten identisch erfiillt, welche fordert, da[?v—a;3 . d—; = 0 ist, woraus, da seiner Bedeu-
)
tung nach %nicht gleich Null sein kann, % = 0 folgt, d. h. die Transversalkraft miifite

konstant sein. Bei Belastung mit Einzelkraften nach Abb. 15 ist diese Bedingung auch fir

f

- X,
% : z %
Ty —>7 ‘

<~ ——
|
o -

|
v

N <

Abb. 15.

alle Querschnitte erfiillt mit Ausnahme jener, die den &ufleren Lasten P, P, und den Auf-
lagerkriften entsprechen, wo die Querkrafte einen endlichen Sprung erleiden. Wiirde der
Balken gleichformig iiber seine ganze Lénge belastet sein (¢ kg pro laufenden Meter), so
kdnnte die Bedingung %{3 = 0 nicht erfillt werden, da dann, weil @ = q?l__ qz, %{;3 =—q
ist. Fiir Einzelkrifte als Belastung des Balkens kénnte man sonach die Resultate jener
Naherungstheorie fiir Stellen des Balkens, die nicht in der Nahe von Kraftangriffsstellen
liegen, gelten lassen, wenn man fir die Zulassigkeit dieser Naherungstheorie die Bedingung
stellt, daB die Kompatibilititsbedingungen erfillt sein miissen; fir gleichformig belastete
Balken ware die genannte Naherungstheorie vom gleichen Standpunkte aus gesehen nicht
zulassig, auBer dann, wenn der Balken mit einer unendlich kleinen Hohe % versehen ist,
denn dann wire %i; = 0. Praktisch hieBe das, jene Néherungstheorie ware vom Stand-

punkte der notwendigen Erfilllung der Vertriglichkeitsbedingungen auch fir gleichférmig
belastete Balken noch zuliissig, wenn ihre Héhe parallel zur Kraftrichtung gering ist. Auf
Grund des De Saint Venantschen Prinzipes (S. 20f.) miiite aber sowohl bei Belastung des
Balkens durch Einzelkrafte als auch bei gleichférmig verteilter Belastung desselben gefordert
werden, daB die Breite und Hohe des Balkens im Verhaltnis zur Lange desselben gering ist.

12. Verschiebungs- und Verformungsgeschwindigkeit,
Verschiebungs- und Verformungsbeschleunigung.

Im Falle eines irgendwie in der Zeit bewegten elastischen festen Korpers (siehe
das Schubkurbelgetriebe der Abb. 2, S. 4) koénnen die in den Punkten 2 bis 11
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gegebenen Erorterungen ebenfalls angewendet werden, wenn die Koordinaten
z, ¥, z auf eine bestimmte Zeit ¢ und auf den bewegten starren Korper bezogen
werden, ferner die sehr klein vorausgesetzten Verschiebungskomponenten u, v, w,
als Funktionen von x,y, 2z und der Zeit betrachtet, die Komponenten der ganzen
elastischen Bewegung mit Bezug auf den starren Korper in der Lage, welche er
zur Zeit ¢ besitzt, bedeuten (S. 10). Man kann bei diesen Voraussetzungen z. B.
von einem Verschiebungsellipsoid, einer Verzerrungsflache zur Zeit ¢ sprechen usw.

Da sich u, v, w jetzt mit der Zeit d&ndern, so existieren auch sogenannte Ver-
schiebungsgeschwindigkeiten und Verschiebungsbeschleunigungen. Die Ver-
schiebungsgeschwindigkeit in einem Punkte P des elastischen Korpers kann in
der ublichen Weise durch

dd L du . Ov ; 0w

R R T T} (18)
die Verschiebungsbeschleunigung durch

0%b , 0%u . 0% 02w

e ~lor Tie TG (182)

2 . .
definiert werden. g—? und g—; stellen die totale Verschiebungsgeschwindigkeit

bzw. totale Verschiebungsbeschleunigung zur Zeit ¢ in einem Punkte P des
elastischen festen Korpers vor. Die Groflen

du dv Juw d 0%u 9%y 02w

ot ot ot MY 9E G e

heiflen die Komponenten der Verschiebungsgeschwindigkeit bzw. Verschiebungs-
beschleunigung mit Bezug auf das mit dem erstarrt gedachten Korper fest ver-
bundene Koordinatensystem «, y, z zur Zeit ¢ im betrachteten Punkte P des
elastischen Korpers. Die totale Verschiebungsgeschwindigkeit und Verschiebungs-
beschleunigung samt deren Komponenten sind selbst wieder als Funktionen
von z, ¥,z und der Zeit ¢ anzusehen'. Wenn u, v, w mit der Zeit variabel sind,
so trifft das auch fiir die Verzerrungskomponenten zu. Demzufolge existieren
dann Komponenten der Verformungsgeschwindigkeit bzw. Verformungs-
beschleunigung. Erstere sind durch

de, » 02u de,, 0% de.. _ 0%*w
ot T dzot’ Jt  dyodt’ ot 020t
dey,,  0u 2w de,, 0% 02w de.., 0w 0% u
gt dyot " Jdxat’ dt  0zdt ' dyoi’ dJt o0z dt ' 020t
darstellbar, letztere aus diesen durch nochmalige Differentiation nach der Zeit
abzuleiten.

Ubrigens spielt insbesondere die Verformungsgeschwindigkeit auch fiir ela-
stische feste Korper eine Rolle, die unter dem Einflusse duBlerer Krafte stehen
und zur Zeit, wo die Krifte ihren Endwert erreicht haben, zur Ruhe kommen
(elastisches Gleichgewicht) oder dann zerstort werden (Bruch). Bevor der Ruhe-
zustand resp. der Bruch eintritt, &ndern sich die GréBen u, v, w in der Zeit und
man kann infolgedessen von einer Verformungsgeschwindigkeit sprechen. Es
hat sich gezeigt, daBl das Verhalten vieler elastischer Stoffe von dieser Verfor-
mungsgeschwindigkeit in Abhéngigkeit steht.

[ (19)

Es soll hierzu ein Beispiel gegeben werden. Ein Stab aus Zink sei auf Zug beansprucht.
Die Verformungsgeschwindigkeit in der Richtung der Achse des Stabes ist hier offenbar pro-
portional der Geschwindigkeit, mit der eine Verlingerung des Stabes eintritt. Wird diese

1 Siehe hierzu auch Elastokinetik, S. 197, Punkt 1.
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el x
ot
dey,
dt /o
Zugkraft zugeordneten Verlingerungen erfahrungsgemsf kleiner als sie wéren, wenn die Ver-

. 0 . . .
Verformungsgeschwindigkeit — in der Richtung des Stabes wahrend einer gegebenen Zeit

\

groBer als ein kleiner Wert ) , so sind die in dem gegebenen Bereich der &uBeren

formungsgeschwindigkeit kleiner als (a;“t”’

Bruchgefahr wichst, so ergibt sich das merkwiirdige durch die Erfahrung bestatigte Resultat,
daB die Zugfestigkeit des Zinkstabes bei wachsender Verformungsgeschwindigkeit wéchst.

> ware; da mit der GroBe der Verlangerung die
0

IV. Lehre vom Gleichgewicht der elastischen festen Korper.
Elastostatik.

1. Problemstellung.

Zu dem auf den Seiten 5 und 26 beziiglich des Gleichgewichtsproblemes
Gesagten machen wir zunéchst den Zusatz, dafl sich bis auf weiteres die folgen-
den Untersuchungen auf sogenannte stabile Gleichgewichtszustinde beziehen
d. h. solche, fiir welche einer gegebenen dulleren Belastung ein Verschiebungs-
und Verzerrungszustand des ganzen Korpers eindeutig zugeordnet ist. Die
Erfahrung lehrt, dafl bei Zugbeanspruchung eines Bleistabes dann, wenn die
Zugkraft einmal einen bestimmten Wert erlangt hat, keine weitere Steigerung
dieser Kraft notig ist, um die Verlingerung, welche der Stab bereits erfahren
hat, zu vergréfern; es wird diese Erscheinung, welche als ,,Flielen‘‘ bezeichnet
wird, so gedeutet, dafl man sich vorstellt, der Stab befinde sich dann in labiler
Gleichgewichtslage, aus der er einer stabilen Gleichgewichtslage zustrebt.

Zunichst sollen die Bedingungen fir das Gleichgewicht eines elastischen
festen Korpers aufgestellt werden. Hierauf wird auf die Zuordnung des Span-
nungszustandes zum Verschiebungs- und Verzerrungszustande eingegangen
werden und schliefilich die Frage nach dem einem gegebenen &ufleren Kraft-
system im Gleichgewichtsfalle entsprechenden Spannungs-, Verschiebungs- und
Verzerrungszustande des Korpers gestellt.

2. Notwendige und hinreichende Gleichgewichtsbedingungen.

Denken wir uns den deformierten im Gleichgewicht befindlichen festen
Korper erstarrt bei ungednderten dufleren Kraften, so kann eine Anderung des
Gleichgewichtszustandes nicht eintreten. So besagt ein weiter nicht zu beweisen-
des Prinzip, das Erstarrungsprinzip. Sehen wir dieses als richtig an, so kénnen wir
sagen: Es ist ein notwendiges Erfordernis, daf} die an einem festen elastischen
Korper sich das Gleichgewicht haltenden Krifte die Gleichgewichtsbedingungen
erfilllen, die fiir den starren Koérper giiltig sind. Jenes Erfordernis ist aber fir
das Gleichgewicht des elastischen Korpers nicht hinreichend, weil das linien-
fliichtige Kraftsystem am starren Korper nicht gleichwertig ist dem gebundenen
Kraftsystem des entsprechenden elastischen festen Koérpers und infolgedessen
die Erfiillung des genannten notwendigen Erfordernisses noch nicht das Gleich-
gewicht eines jeden beliebig kleinen Teiles des Korpers zur Folge hat. Es ergibt
sich nun kein Widerspruch mit der Erfahrung, wenn man auf Grund eines er-
weiterten Erstarrungsprinzipes annimmt, dafl es fir das Gleichgewicht jedes
beliebig kleinen Teiles notwendig und hinreichend ist, wenn die Gleichgewichts-
bedingungen fiir den starren Koérper fiir diesen kleinen deformierten Teil erfullt
sind. Es kann somit behauptet werden: die notwendigen und hinreichenden Be-
dingungen fiir das Gleichgewicht eines elastischen festen Korpers besagen, daf
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far jeden beliebig kleinen, im deformierten Zustande erstarrt gedachten Teil des
Korpers die Gleichgewichtsbedingungen fir den starren Korper erfiillt sein missen.

Wir haben gesagt, daB3 die Gleichgewichtsbedingungen des starren Kérpers
fir den verformten im Gleichgewicht befindlichen elastischen Kérper notwendig
erfillt sein miissen. Wenn die Verschiebungen, welche die einzelnen Punkte bei
der Deformation erfahren, im Vergleich zu den Dimensionen des Kérpers sehr
klein sind, so kénnen wir in Ergénzung hierzu, ohne einen groBen Fehler zu
machen, auch sagen, daf} fiir den im Gleichgewichtszustande befindlichen elasti-
schen Korper, auch fiir den nicht verformten gedachten Kérper die Gleichge-
wichtsbedingungen des starren Koérpers angewendet werden konnen, bzw. not-
wendig erfiillt sein miissen, da dann die infolge der Verschiebungen auftretenden
Anderungen der Lage der Krifte mit Bezug auf den Kérper resp. die Anderun-
gen der Hebelarme der Kréfte in jenen Gleichgewichtsbedingungen von so ge-
ringem Einflusse sein werden, daf} sie zu vernachlissigen sind. Streng richtig
wire das nur fiir unendlich kleine Verschiebungen, praktisch richtig fur sehr
viele Falle der Technik, fiir welche nicht eine oder zwei Dimensionen des Korpers
gegeniiber den restlichen Dimensionen sehr klein werden (S. 16).

3. Gleichgewichtsbedingungen (Spannungsgleichungen) fiir einen
Elementarkorper im Innern.

Wir schneiden uns aus dem verformten elastischen Koérper einen unendlich
kleinen Teil, und zwar ein rechtwinkeliges Prisma PA BCDEFG (Abb.5, S.17)
mit dem Eckpunkt P heraus, der die Koordinaten z, y, z mit Bezug auf ein rdum-
liches Koordinatensystem besitzt und wenden auf dasselbe die 6 Gleichgewichts-
bedingungen fiir den starren Korper bezogen auf das durch den Punkt P gehende
Koordinatensystem «’¢y’2" an. Es muBl den letzteren zufolge die Summe aller
Kraftkomponenten parallel zu den Achsen 2,¢’,z" und die Summe der achsialen
Momente der aufleren Krafte beziiglich der gleichen Achsen verschwinden. Die
auleren Kréfte sind am Prisma im positiven Sinne wirkend dargestellt. Die
Summe der Krafte parallel zur z’-Achse lautet, wenn fdxdydz die Volumskraft
(in den weitaus meisten Féllen durch das Eigengewicht reprisentiert) und
kydxdydz, k,dxdydz, k,dx dy dz deren Komponenten bedeuten:

0=X,dydz — X, dydz + X\, dedz — X, dadz + X,dxdy
—X,dedy + k,dxedydz.

Da aber wegen der vorausgesetzten Stetigkeit und Differenzierbarkeit der Span-
nungskomponenten (S. 18) '

/ 0X, , 0X,
XV=X1/—{"7y—dy, Xz=Xz—l——5z~dz,

so vereinfacht sich die Gleichgewichtsbedingung nach Abkiirzung durchdzdy dzin

0X

8x+()y+0z +k_0 (20)

analog ergeben sich fiir die y’- und 2z’-Richtung als Bedingungen fiir das Ver-
schwinden der Summe der beziiglichen Kraftkomponenten

o, 07,
dx 63/

a”+~+k =0.

(20)
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Die Gleichungen (20) konnen wir vektoralgebraisch in der Form schreiben
+ 662

do, , do,

et ap Tt TE=0, (21a)

worin 0, 0,, 0, die als Vektoren aufgefafiten Totalspannungen der im Punkte P
zusammenstoBenden Flichenelemente also

o,=1X,+iY,+£tZ,,

6, =1X,+iY,+1¥tZ,
bedeuten. In ebenso einfacher Weise konnen die Momentengleichungen der
auBeren Krifte des Prismas mit Bezug auf das Koordinatensystem z’y’2" auf-

gestellt werden. Das Verschwinden der Momentensumme der dufleren Krifte
mit Bezug auf die 2’-Achse erfordert

A4+B+C+D=0.
In dieser Beziehung bedeuten A, B, C' die Momente mit Bezug auf die a’-Achse
der auBeren Krifte, welche in Flichenelementen normal zur 2, y’,z’- Achse wirken,
D bezieht sich auf das Moment der Volumkraft beziiglich der genannten Achsen.
Die Fliachenkriafte denken wir uns dabei in den Schwerpunkten der Flichen-
elemente, die Volumskraft im Schwerpunkt des Elementarkoérpers angreifend.
Es wird somit

A=Y,dydz% —viayd=¥ — 2, dyd=" 4 z,dyd= %Y
oder (S. 18ff.)
_ Y, dz 0Z, , 3 dy
= — - dedydz 5 + 5 d.Ldyd~T,

B=7Y,dvdz% —Y,dedz"C + 2,dydedz
ay,

II

dydx dz +Z dedydz,

C = —szxdy—Q—— —[—Z;dydw—g——dexdydz

0Z, dy
=7 dxdydzT—dexdydz.

Hierzu tritt noch das Moment D der Volumskraft fdx d y dz, welches nach be-
kannten Regeln durch

D=l dadydz Y — b, dvdyd=2-

erhalten wird. Wir sehen, daf3 in A, B, C, D Glieder dritter und vierter Klein-
heitsordnung vorkommen, vernachlissigen wir letztere, so erhalten wir als Be-
dingung fiir das Verschwinden der Momentensumme mit Bezug auf die z’-Achse

Z,=Y,s (21)
Analog finden wir aus den Gleichgewichtsbedingungen gegeniiber Verdrehen

um die y’- und 2’-Achse
X, =2,

Y, =X,.
Girtler, Mechanik. 4

(21)
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Durch die Beziehungen (21), die zusammen mit (20) als Spannungsgleichun-
gen bezeichnet werden, wird der Satz ausgesprochen, daB fiir den Fall des
elastischen Gleichgewichtes in jedem Punkte P des elastischen Korpers jene
Schubspannungskomponenten in 2 aufeinander normalen Flichenelementen,
die normal zur Schnittlinie der Flachenelemente wirken, einander gleich sein
miissen; man nennt diese Schubspannungen auch haufig einander zugeordnete
Schubspannungen. Esfolgt, dafl man fiir den Fall des elastischen Gleichgewichtes
den Spannungszustand in einem Punkte des elastischen Korpers fiir ein be-
liebiges Prisma kennt, wenn die 6 Spannungskomponenten

X.Y,.Z,X,7Y, Z,
bekannt sind.

Der Satz von der Gleichheit der Schubspannungskomponenten in zwei auf-
einander normalen Richtungen wird in der Technik sehr haufig zur Anwendung
gebracht, um die Berechtigung einer Annahme iber den Spannungszustand des
Kérpers bei gegebener duBerer Beanspruchung zu stiitzen.

Zum Beispiel im Falle der Abb. 15, S. 45 (der Spannungszustand ist der durchAbb.6b,S.19
dargestellte bei Hinweglassung der Spannungen Y., X, und Y’. X’) der Beanspruchung
auf Biegung und ebenen Schub soll man die Berechtigung der Annahme des Fehlens von
Schubspannungskomponenten Y,, X, quer zur Stabachse zeigen. Man geht dabei folgender-
maflen vor: fir ein unendlich kleines an der Umrandung des rechteckigen Querschnittes
liegendes, parallel zur x-Achse herausgeschnittenes Prisma (in der Abb. 15 horizontal
schraffiert), dessen eine zur z, x-Ebene parallele Seitenfliche in die Oberflache des Balkens
fallt, kann es keine Schubspannungen Y, geben, weil es dann auch Schubspannungen X,
oder besser gesagt, Belastungen pro Flicheneinheit des in die Oberflache fallenden Flachen-
elementes geben miifite. Da #&uBlere Belastungen des Stabes, die dem entsprechen wiirden,
fehlen, so bleibt nichts anderes iibrig, als fiir ein derartiges Grenzprisma X, = Y, = 0 zu
setzen. Der in der technischen Néherungstheorie verwendete Schluff, dafl X, fur jedes
beliebige im Innern des Balkens gelegene, parallel zur x-Achse herausgeschnittene Prisma
Null sein miisse, steht, wie sich weiter unten zeigen wird, nicht im Widerspruch mit den
Gleichgewichtsbedingungen des Balkens und wird jedenfalls um so mehr zutreffend sein, je
schmiler der Balken in der Richtung der y-Achse ist. Exakt wire der Schluf}, wenn der Balken
in der genannten Richtung unendlich schmal wire. Fiir ein unendlich kleines Prisma (in der
Abbildung vertikal schraffiert), von dem ein zur xy-Ebene paralleles Flichenelement in die
Begrenzungsfliche des Balkens fallt, kénnen wir einen #dhnlichen Schlufl mit Bezug auf die
Spannung Z, machen, die Null sein muB, weil X, = 0 ist, da es keine, auf das in die Ober-
flache hineinfallende Flachenelement wirkende duBere Belastung gibt. Der SchluB, da Z,
fiir jedes beliebige Prisma im Innern des Balkens aber Null sein miisse, kann aber jetzt nicht
gemacht werden, weil sich sonst, wie gezeigt werden kann, ein Widerspruch mit den Gleich-
gewichtsbedingungen des Balkens ergeben wiirde; denn denken wir uns den Balken in einem
beliebigen Abstand x vom linken Auflager durchschnitten und untersuchen das Gleich-
gewicht des linken Balkenteiles, so bemerkt man, daB fiir diesen ein Gleichgewicht in der
Richtung der z-Achse nur dann méglich ist, wenn in der Schnittquerschnittsfliche Krafte
vom rechten Balkenteile auf den linken Balkenteil iibertragen werden, die in die Querschnitts-
flache hineinfallen und eine Resultante ergeben, die entgegengesetzt gleich ist der Resul-
tanten aus der Auflagerkraft ¥, und P, d.i. V;— P,, welche entgegengesetzt der posi-
tiven Richtung der z-Achse wirkt. Diese im Querschnitt tibertragenen Krafte sind vor
Durchschneiden des Balkens-zwischen dem rechten und linken Balkenteil {ibertragene, innere
Krifte, die Schubspannungen Z, entsprechen und flichenhaft iiber den Schnittquerschnitt
verteilt sind, nach Durchschneiden aber &uBiere Krifte des linken Balkenteiles. Es muf}
also die Gleichgewichtsbedingung

Vi— P+ [Z,dydz=0
F

(das Integral Giber die Querschnittsfliche genommen) bestehen, und Z, kann daher nicht fir
jedes Flichenelement der Schnittquerschnittsfliche verschwinden. Bei der angenommenen
aufleren Belastung des ganzen Tragers gibt es keine duBeren Krifte parallel zur y-Achse,

und das Gleichgewicht des Balkenteiles erfordert demnach f Y,dydz = 0, womit die Annahme

F
Y, = 0 quer zum Balken und zur Ebene der dulleren Krafte fiir den ganzen Bereich des Bal-
kens nicht in Widerspruch steht.
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4. Bestimmung der Totalspannung fiir ein beliebiges Flichenelement
bei gegebenem Spannungszustand eines Elementarkorpers.

Es seien die 6 Spannungskomponenten fiir ein unendlich kleines Prisma im
Punkte P des elastischen Korpers gegeben, es fragt sich um die GréBe der Total-
spannung, die auf ein Flachenelement tibertragen wird, das durch den Punkt P
geht, und dessen Flichennormale n eine beliebige Richtung zu den Koordinaten-
achsen «’,y’,2" besitzt. Wir legen uns ein Flichenelement mit der Normalen n
(Abb. 16) unendlich nahe an P etwa tangential an eine Kugel mit unendlich
kleinem Radius und dem
Mittelpunkt in P derart,
daf} das Flachenelement mit
3 in die Koordinatenebenen
tallenden aufeinander nor-
malen Flichenelemente ein
Tetraeder bildet. Die Nor-
male n sel positiv, wenn
sie mit Bezug auf das
Tetraeder nach aulien ge-
richtet ist und schliele
dann mit den Koordinaten-
achsen die Winkel na,
ny’,nz ein. Die Totalspan-
nung o,, die in der Fliche
123, im allgemeinen schief
gegen sie wirkend, tber-
tragen wird, unterscheidet
sich von der Totalspannung
eines Flichenelementes, das Abb. 16.
zu 123 parallel ist und
durch den Punkt I’ geht, um unendlich wenig, so daBl durch ¢, bis auf unendlich
kleine Giroflen auch die Totalspannung fiir letzteres Flichenelement gegeben ist. In
den 3 Flichenelementen 1 P2, 2 P3, 3 P 1 wirken nach Fritherem die Spannungen
X,Y.,z,X,, Y, Z,X, Y, Z, Die Totalspannung ¢, kénnen wir uns in
3 Komponenten zerlegt denken, die X, Y, Z, heiflen sollen, d. h.

Iiir das Tetracder bestehen 6 Gleichgewichtsbedingungen, 3 von ihnen, welche
sich auf die Achsenmomente beziehen, wiirden wieder zu dem bereits bekannten
Satz iiber dic Gleichheit der Schubspannungen in 2 aufeinander normalen Fli-
chenelementen fiithren, sind demnach schon erledigt. Die Gleichgewichtsbedin-
gung fiir das Gleichgewicht in der a’-Richtung besagt:

Xndfn - Xa‘dfa‘—— Xydfy_ defz: 0*’

wenn df,,df. df, df, die zu den betreffenden Spannungen gehérigen Flichen-
elemente bedeuten. Nun ist offenbar

df,=df,cos(na’), df,= df, cos (ny), df,= df,cos (n?),
daher kinnen wir die angeschriebene Gleichgewichtsbedingung auch in der Form
X, =X,cos(nx') + X,cos (ny) + X,cos (nz) (22)

* Die Komponenten der Volumskraft kommen als oo klein von dritter Ordnung nicht
in Betracht.

4*
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schreiben. In analoger Weise erhalten wir als Gleichgewichtsbedingungen in
der y'- und 2’-Richtung
Y,=7Y,cos(n2) + Y, cos (ny) + ¥,cos (nz), |

, , (22)
Z,=Z,cos (nx') + Z,cos (ny) + Z,cos (n2). J

Die Beziehungen (22) heilen kurz Tetraederbedingungen und sind im Verein mit
den Beziehungen (21) Bedingungen fiir das Gleichgewicht am Tetraeder; sie ge-
statten, die Totalspannung und deren Komponenten in einem Punkte fir ein
beliebiges Flichenelement df, zu bestimmen, wenn die Spannungskomponenten
fur 3 zueinander normale Fliachenelemente in dem betreffenden Punkte gegeben
sind. Die Bedingungen (22) kénnen wir in leicht verstdndlicher Weise zu einer

G, = G, cos (na’) + o, cos (ny') + o, cos (n2) (22a)

zusammen ziehen.

4a. Spannungsdyade.

Die Beziehungen (22) lassen sich auch kiirzer vektoralgebraisch ausdriicken, da durch sie
jedem Spannungszustand fir 3 in einem Punkte P eines elastischen Kérpers zusammen-
stoBende und aufeinander normale Flichenelemente mit der Lage eines vierten Flichen-
elementes verdnderlich gedachte Totalspannungen &, zugeordnet erscheinen. Wir kénnen nach
dem auf Seite 13 Gesagten &, als lineare Vektorfunktion auffassen und schreiben

G, =21, (221b)
wenn 1 ein Einheitsvektor in der Richtung von » ist, der durch
n=1cos (na')+jcos(ny’)+ fcos(nz)

definiert ist. Die Beziehung (22b) kann man dann lesen: ¢, ist eine lineare Vektorfunktion 3’
von 11, wobei

2 - Y‘I‘ XV X:
Yx Y v Y z (220)
2y 2,7Z,.
Stellt man ¥, die wegen der Gleichheit der Schubspannungen in 2 aufeinander normalen
Richtungen eine symmetrische lineare Vektorfunktion ist, als Vektorsumme dar, so hitte
man offenbar
Dun=1t(Un)F+iBn)+LEn)

zu schreiben, wobei

A—=iX,+jiX, +1X.=5,.
B=iY,+]¥, +EY.—0,.
C=iZ, +iZ, +12. =3,.

wire. Wird 3 als eine geometrische GroBle hoherer Ordnung angesehen (8. 14), so wird sie
als Spannungsdyade im Punkte P bezeichnet, die eine symmetrische Dyade ist. Wir hatten

dann symbolisch o
2=i;0,+1is0, +t;0

zu schreiben.

5. Beziehung der Totalspannungen zweier beliebiger Flichenelemente
in einem Punkte.

Man kann den Tetraederbedingungen (22) noch eine andere Form geben.
Da némlich

X,=0,co0s(0,2), Y,=0,co8(0,y), Z,=0,c08(0,%)
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und z. B.
X.cos(na') + X, cos (ny) + X,cos (nz) =o,cos (0,n),

was sich daraus ergibt, daf}
X,=o0,cos (6,2),
Y.= X,=o0,cos(0,9),

Zy=X,=0,c05 (0,7)

und
cos (0,2') cos (n2') + cos (6,%) cos (ny') + cos (6,7) cos (n2') = cos (g,n),

so mull
0,03 (0,2) = 0,cos (0, n)

und analog (224d)
0,c08(0,y) = 0,cos (0, n), 0,€03(0,2) = 0,c08 (0, n)

erfillt sein. In dieser Form besagen die Tetraederbedingungen, dall fiir einen
Punkt P des elastischen Korpers die Projektion der Totalspannung o, eines
Flachenelementes df, mit der Normalen n auf die Normale x (y,z) eines an-
deren Flachenelementes df, (df,, df,) gleich ist der Projektion der Totalspan-
nung o, (0,0,) dieses anderen Fliachenelementes auf die Normale »n des erst-
genannten Flichenelementes df,. Die Beweisfithrung dieses Satzes ist allgemein
fir 2 beliebige Flachenelemente erbracht, da das Koordinatensystem z’y’z" be-
liebig ist. Liegen sonach 2 Fliachenelemente in der Umgebung eines Punktes P
eines elastischen Korpers vor mit den Normalen » und »’ und nennen wir in
diesen normalen Richtungen gelegte Einheitsvektoren n und n’, die den Flachen-
elementen entsprechenden Totalspannungen o,, o,, so besteht die Gleichheit
der folgenden skalaren Produkte

G, n=ga/,-m. (23)

n

Der Satz iiber die Gleichheit zugeordneter Schubspannungen kann offenbar
als besonderer Fall der Beziehung (23) aufgefalt werden.

6. Oberflichen- oder Grenzbedingungen.

Wenn wir uns den elastischen Kérper durch 3 Scharen zu den Koordinaten-
ebenen paralleler Ebenen von den beziehungsweise unendlich kleinen Abstédnden
dx,dy,dz geschnitten denken, so erhalten wir an der Oberfliche des Korpers
im allgemeinen unendlich kleine Tetraeder, denen je eine bestimmte Ober-
flichennormale zugeordnet ist. Fir diese Randtetraeder gelten Bedingungen von
der Form (22) bzw. (22a), die, wenn wir die Oberflachenkraft pro Flicheneinheit
an einer herausgegriffenen beliebigen Stelle der Oberfliche p = p, + p, + p,
nennen, die Form

Pr = Xycos(na) + X, cos(ny) + X,cos (nz),
py= Y cos(nzx) + Y, cos(ny) +Y,cos(nz),
P, = Zzcos(nx) + Z,cos(ny) + Z,cos (nz),

p = oycos(na) + o,cos(ny) + o,cos(nz)

(n
(n
(24)
annehmen. In den Gleichungen (24) haben jetzt die Spannungskomponenten

X, X,, ..., Z,die Werte, welche ihnen an der Oberflache zukommen, und cos (n ),
cos (ny), cos (nz) bedeuten die Winkel, welche die mit Bezug auf den Kérper nach
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auBen gezogenen Oberflichennormalen an der herausgegriffenen Stelle mit den
Koordinatenachsen einschlieBen. Die Gleichungen (24) heilen die Oberfldchen-
oder Grenzbedingungen und treten als weitere Gleichgewichtsbedingungen zu
den Gleichungen (20) bzw. (21) hinzu, die fiir die bei obiger Teilung des Korpers
entstehenden Prismen im Inneren des elastischen Kérpers gelten.

7. Normalspannungsfliche.

Wenn wir uns die Totalspannung o, in eine in das Flachenelement df, hinein-
fallende Schubspannungskomponente ¥, und eine auf dem genannten Flichen-
element normal stehende Normalspannungskomponente %, zerlegt denken
(Abb. 186), also ¢, = t,7, + n,N, mit t; und n, als in die Richtungen von &,
und N, fallenden Einheitsvektoren setzen, so konnen wir mit Hilfe der Bezie-
hungen (22) zundchst N, durch die Spannungskomponenten X,, Y, ..., Z, aus-
driicken. Multiplizieren wir die genannten Beziehungen der Reihe nach mit
cos (n’), cos (ny’), cos (nz’) und addieren, so erhalten wir bei Beachtung von (21)
und weil

X,cos(nz') + Y,cos(ny') + Z,cos(nz'y=N,,
N, =X cos*(na’) + Y, cos?(ny') + Z,cos?(nz') + 2 X, cos(na’')cos{ny’)
+2Y ,cos(ny')cos(nz') + 2Z,cos(nx') cos(nz'). (25a)

. k? . . " "
Setzen wir g2 = + 3~ (worin k? eine positive Konstante und das positive oder
negative Zeichen zu nehmen ist, je nachdem N, positiv oder negativ ist) und
pcos(na’) =ua, pcos(ny’) =y, pcos(nz') =2,

d. h. tragen wir uns vom Punkte P in der Richtung der Normalen n des Flachen-
elementes df, je eine Strecke g auf, deren Quadrat verkehrt proportional der
Normalspannungskomponente &, ist, und fassen wir die Lage des Flichen-
elementes verdnderlich auf, so da} fiir jedes n sich ein zugeordnetes g ergibt,
dessen Endpunkt die Koordinaten a’, y’, 2" besitzt, so erhalten wir aus dem obigen
Ausdrucke fiir N,, die Gleichung mit den Veridnderlichen «’, ', 2/

+R=X,224+Y,y*+ 2,22+ 2X 2’y + 2Y,y'2 + 2Z,2«". (25D)

Je nachdem N, in der Umgebung eines Punktes fiir die verschiedenen Rich-
tungen n gleiches oder wechselndes Zeichen besitzt, stellt (25b) in den Fillen
allgemeinsten Spannungszustandes die Gleichung einer geschlossenen Mittel-
punktsflache zweiter Ordnung (Ellipsoid) oder zwei Gleichungen von zwei offenen
Flachen dieser Art vor (Einschaliges und zweischaliges Hyperboloid mit gemein-
samen Achsen, siehe weiter unten). Diese Flichen heilen Normalspannungs-
flachen, weil sie einen Uberblick iiber die Verteilung der Normalspannungen
in der Umgebung eines Punktes geben. Jedem Radiusvektor derselben ist ein auf
ihm normales Fliachenelement zugeordnet, dessen Normalspannung verkehrt
proportional der GroBe des Radiusvektors ist. Der Normalspannungsfliche in
der Statik entspricht in der Kinematik die Verzerrungsfliche.

7a. Die Normalspannungsfliche als Bild einer Dyade.
Die Tetraederbedingungen (22) kann man in der Form
N,.=X,cos(nz)=[X,cos(n x)]cos(nz)+ [X,cos{n x)]cos (ny) -+ [X, cos (nx)] cos (nz),
N,,=Y,cos(ny)=[Y,cos(ny)]cos(nz)+ [¥,cos(ny)]cos(ny) -+ [¥,cos(ny)]cos(nz), (26)
N,,=Z,cos(nz) =[Z,cos(nz)]cos(nzx)+ [Z, cos (nz)]cos(ny) + [Z, cos (nz)] cos (n2) [
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schreiben. Die in den eckigen Klammern rechts stehenden Ausdriicke stelien die Kompo-
nenten der Spannungskomponenten X,, X,, X,,...,Z, in der Richtung n vor und seien mit
Xen>YynsXiony«orZ,n bezeichnet. Wir kénnen dann die oberen Gleichungen durch die Form

N, =A;n, n =1icos(n )+ jcos(ny)+ fcos(nz) (26a)

ausdriicken, wenn 9, wieder die Normalspannungskomponente der Totalspannung &, fiir

das Flachenelement mit der Normalen 1 vorstellt, und letztere als Einheitsvektor auf-

gefaBt wird. Ferner bedeutet A, eine Dyade, die die lineare Zuordnung von %, und n aus-
spricht und als lineare Vektorfunktion symbolisch durch
Al =X, n X yn X zn

)71 n )Y!/ n YZ n (26b)

Zrn Zyn Z:n

dargestellt wird. Da jede Dyade unter dem Bilde einer Flache zweiter Ordnung vorstellbar ist,
so wird auch ausgesprochen, dal die Endpunkte der Vektoren %,, von einem Punkte aus auf-
getragen, eine Fliache zweiter Ordnung, die Normalspannungsfliche bilden. Die Dyade /1, ent-
spricht vollig der Dyade /1 auf Seite 34.

8. Bestimmung der Hauptspannungen.

Da den reellen Achsen einer Mittelpunktsfliche zweiter Ordnung Extrem-
werte von p zugeordnet sind und den Normalspannungsflichen offenbar stets
drei reelle Achsen zukommen, existieren in der Umgebung eines jeden Punktes
eines im Gleichgewicht befindlichen elastischen Korpers drei auf jene Achsen
normale Fldchenelemente, fiir welche die Normalspannungen extreme Werte
erlangen. Dieselben werden als Hauptspannungen o,, g,, 03 bezeichnet und sollen
im folgenden ihrer Gréfle und Richtung nach bestimmt werden, wenn der Span-
nungszustand fir ein unendlich kleines rechtwinkeliges Prisma gegeben ist;
ferner soll nachgewiesen werden, da8} o,, 0,, o3 auch gleichzeitig Totalspannungen
fur die ihnen zugeordneten Flachenelemente sind.

Die Extremwerte von N, erhalten wir aus der Beziehung (25a), in der die
Richtungskosinusse als variabel angesehen werden bei Beachtung der Neben-
bedingung

g = cos?(na') + cos?(ny) + cos?(nz) —1=0. (a)
Nach den Regeln der Analysis muB der Ausdruck N, — Ag mit 4 als zu be-
stimmendem Faktor ein Extrem werden. Differenzieren wir diesen Ausdruck
der Reihe nach nach den variablen Gréflen cos (na’), cos (ny’), cos (nz’) und
setzen diese Differentialquotienten gleich Null, so erhalten wir
X cos(na')+ X, cos(ny') + X,cos(nz') =1 (na'y, l
Y.cos(na'y+ Y, cos(ny)+ Y,cos(nz’) = Acos(ny') = N,cos(ny), (27)
y, (nz2'), (

)

da A= N, ist, wie sich durch beziehungsweise Multiplikation der drei vor-
stehenden Bestimmungsgleichungen mit cos (n2’), cos (n¥’), cos (nz’) und nach-
herige Addition bei Vergleich mit (25a) ergibt. Die Bedingungen (27) und (a)
dienen zur Bestimmung der Gréfen und Richtungen der Extremwerte der
Normalspannungen. Ganz #hnlich wie in Punkt 7 auf Seite 33ff. erhalten wir
die in Form einer Determinante sich darstellende Gleichung 3. Grades nach N,

-X:c - :\vn Xy Xz
Y, Y,—N, Y, =0 (27a)
Z, Z, Z,—N,

L cos(ra’N = N, cos

Zycos (nx') 4+ Z,cos(ny') + Z,cos (nz') =
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zur Bestimmung der Groflen der extremen Normalspannungen, d.i. der Haupt-
spannungen ¢,, d,, 03 und die beiden Gleichungen
X, cos(na’) + X, cos(ny’) - X.cos(n?)  Y,cos(na')+¥,cos(ny’)+¥,cos(nz)
cos (n 2') - cos (n ')
__Z,co8(n )+ Z,cos(ny') + Z,cos (nz')
- cos (n 2’)
welche im Verein mit der Bedingung (a) die Richtungen der Hauptspannungen
festlegen. Andrerseits miissen die Ausdriicke (22) fiir Richtungen », in denen

nur Normalspannungen NV, {ibertragen werden sollen, d.h. N, der Totalspannung
o, gleich kommt, die Form

» (27b)

gycos(va') =X, cos(va’) + X, cos{ry') - X,cos(vz2),
g,cos(vy') = Y cos (va') + Y, cos (vy') + Y, cos (v2'), (22e)
g,c0s (v2') = Z,cos (va') + Z,cos(vy') + Z,cos{vz')
annehmen. Die Bedingungen (22e) im Verein mit der Bedingung
cos? (va') + cos?(vy') + cos?(v2') —1=0 (a")
dienen dazu, um ¢, und deren Richtungen zu bestimmen. Da (22e) und (a’) mit

den Bedingungen (27) und (a) identisch sind, so ist bewiesen, daB die Haupt-
spannungen g, 0,, 63 Totalspannungen sind.

9. Die Normalspannungsfliche bezogen auf die
Hauptspannungsrichtungen.

Die Normalspannungsflache (25b) bezogen auf die Hauptspannungsrich-
tungen nimmt, da fir diese die Schubspannungskomponenten verschwinden
miissen, die Form

k2= 0108+ 0y 2 4 0y 2 (25¢)
an, wenn das in die Hauptachsen gelegte Koordinatensystem mit «, 8, y bezeichnet
wird. Bei gleich bezeichneten Hauptspannungen nehmen wir in (25¢) links das
positive oder negative Zeichen, je nachdem dieselben positiv oder negativ sind.
Die Normalspannungsfliche ist dann eine geschlossene Mittelpunktstliche zwei-
ter Ordnung.

Es seien jetzt o, und o, positiv, o, aber negativ. In diesem Falle ergeben sich
als Normalspannungsflichen ein ein- und ein zweischaliges Hyperboloid. Nehmen
wir zuerst

+ =00+ 0,2+ 0597

an, so erhalten wir als Schnitt mit der «f-Ebene eine Ellipse mit den Halbachsen )

a= Y_k:’ b= %’ als Schnitt mit der xy-Ebene eine Hyperbel mit der reellen
o, gy
Halbachse a = 1—]": und der imaginidren Halbachse ¢ = }L, schlieflich als Schnitt
A — 0y

mit der By-Ebene eine Hyperbel mit der reellen Halbachse b = Vi_ und der
02
imagindren Halbachse ¢ = }l_ . Diesem elliptischen einschaligen Hyperboloid A
(Abb. 17) entspricht ein elliptischer Asymptotenkegel C. Ein Radiusvektor
dieser Fliache, der mit einer Erzeugenden des Asymptotenkegels zusammenfillt,
wird unendlich grofi, d. h. die zugehérige Normalspannung ist gleich Null. Den
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Erzeugenden dieses Asymptotenkegels entsprechen demnach Flachenelemente,
in denen die Totalspannungen als Schubspannungen erscheinen; er heifit auch
jetzt der Schiebungskegel, weil, wie sich zeigen wird, bei bestimmten Voraus-
setzungen iber die Natur des Stoffes, in der Richtung der Erzeugenden dieses
Kegels die Schicbungen gleichfalls verschwinden (S. 76). Samtlichen Radius-
vektoren g, die aullerhalb des

Schiebungskegels liegen, sind

positive Normalspannungen,

dem Schiebungskegel die

Normalspannungen Null, den

Richtungen von g, die inner-

halb des Schiebungskegels

liegen, negative Normalspan-

nungen zugeordnet. Letz-

teren entspricht die Normal-

spannungsfliche

— k=002 + 0,0 4 0,92 .

Diese zweite Fliche, welche

in der Abb. 17 nicht gezeich-

net ist, ist ein zweischaliges

Hyperboloid, das mit dem

vorher besprochenen ein-

schaligen Hyperboloid einen

gemeinsamen Asymptoten-

kegel besitzt. Die Festlegung

der Lage und die Bestim-

mung der Grofle der Halb-

achsen bleibt dem Leser tiber- Abb. 17.

lassen.

Ahnlich liegen die Verhiltnisse, wenn eine positive Hauptspannung und zwei
negative Hauptspannungen existieren. Allgemein kénnen wir sagen: sind die
Hauptspannungen ungleich bezeichnet, so gibt es unendlich viele auf einem Kegel
liegende Richtungen, deren zugeordnete Flichenelemente keine Normalspan-
nungen, sondern nur Schubspannungen empfangen.

10. Réumlicher, ebener, linearer Spannungszustand.

Ein Spannungszustand, fiir den simtliche 3 Hauptspannungen von Null
verschieden sind, heif8t ein rdumlicher oder dreidimensionaler Spannungszustand.
Verschwindet eine Hauptspannung oder deren zwei, so liegt ein ebener (zwei-
dimensionaler) oder linearer (eindimensionaler) Spannungszustand vor. In den
beiden zuletzt genannten Fillen nehmen die Normalspannungsflichen besondere
Formen an, worauf weiter unten eingegangen werden wird.

11. Zusammenhang der Spannungszustiinde fiir verschiedene
Elementarkorper in einem Punkte.

Es seien die Spannungskomponenten X, ¥, ..., Z, im Punkte P des elasti-
schen Korpers fiir ein beliebiges Prisma dessen Kanten in die Richtungen a’, 3, 2’
fallen (Abb. 10, S.35) gegeben; es lassen sich dann die Spannungskomponenten fiir
ein anderes unendlich kleines Prisma im Punkte P mit Kanten parallel zu den
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Koordinatenachsen X, Y, Z bestimmen. Die Gleichung der Normalspannungs-
fliche bezogen auf das Koordinatensystem X Y Z, das mit Bezug auf das Koor-
dinatensystem 2’ y’z" durch die Richtungskosinusse (o, oy, a;), (Bas s B)s
(Vs V4 V=) festgelegt ist, erhalten wir, indem wir die Transformatlomglelchungen (a)
Seite 35 verwenden. Wir erhalten durch Einsetzen der dortigen Werte «’, ¥/, 7/,
ausgedriickt durch X, Y, Z, in die Gleichung (25b) der Normalspannungs-
fliche eine der transformierten Verzerrungsfliche (9b) ganz &hnliche Gleichung.
Durch Vergleich dieser transformierten Gleichung der Normalspannungsfliche
mit der Gleichung (25b) ergeben sich die zu (13) analogen Beziehungen:
Xy=Xpop + Y, 00+ Z, 0] +2X,050,+2Y 0,0, + 2Z, 0, 0,
Yy = X:cﬁ?c + Yyﬁ% + Z. 6% + 2Xy/3m:311 + 2Yzﬁyﬂz + 2Zmﬂzﬂm’
Zy = Xova Yy vy + Z2v0 2Ky 7eyy + 2Y0yy e + 227,
Xy= X, 0,8, + Y, 011/:311 +Z 0B+ Xy (“a:ﬂy =+ “yﬁm)
+7Y, (ayﬁz+ azﬂy) + Zy (2, B+ ), (28)
Yy =XoBeVet Yy Byvy + Z.Bv.+ Xy (Boyy + Byva)
+ YZ (ﬂl[‘})Z + ﬁzy'y) + Zm(ywﬂz+ yzﬂac)s
Zy=Xpyoout Yy vy, + 2y 0+ Xy (Yoo, + 7y o)
+ Yz (yy Ay '}_ Yz o‘y) + Zm (“ac)’z + %y ya:)7

welche die eingangs gestellte Aufgabe losen. Fallen die Richtungen von X YZ
mit den Hauptspannungsrichtungen zusammen, so kann man entweder

Xy=0,, Yy=o0, Zy=o0; mit Xy=Y,=Z;:=90

oder die Spannungskomponenten X, ... Z, fir ein beliebiges 2’y 2’ ent-
sprechendes Prisma als zu suchende Groflen auffassen. In ersterem Falle kon-
nen die entsprechend umgewandelten Gleichungen (28) im Vereine mit den
Bedingungen (14a), S. 36, dazu verwendet werden, um bei gegebenem Spannungs-
zustand X, ... Z, Gréfe und Richtungen der Hauptspannungen zu bestimmen.
Im zweiten Falle erhalten wir die Spannungskomponenten fiir ein beliebiges
Prisma in einem Punkt, wenn die Hauptspannungen gegeben smd aus den
(15) auf Seite 37 entsprechenden Gleichungen

X,=o0, ‘xac + 025:0 + 63Vw’ X, =0y 0,0,+ azﬂmﬂy + 03V Vys
Y?/: 1 O(;i + Oy 18?/ + 037}5’ Yz = 010y &, + Gzﬂy ﬁz + O3Vy V2> (29)
Zz: Gl 0(? + 62‘622 + 03)’3’ Zr: Gl <27 1.r+ G2ﬁz ﬁ'c—{" 03))2)/%' [

12. Das Lamésche Spannungsellipsoid. — Spannungsrichtfliche.

Wenn wir fiir die Tetraederbedingungen (22) das Koordinatensystem z’ y’ 2
von vornherein in die Richtungen der Hauptspannungen legen (Koordinaten-
system ofy), so vereinfachen sich dieselben zu

- A,=o0,c08 (na), B,=o0,cos(np), C,=05c08(ny), (221)

wenn A4,, B,, C, die Komponenten von ¢, in dem neuen Koordinatensystem be-
deuten. Aus (22f) gewinnen wir leicht durch Quadrieren und Addieren die

Gleichung
A4 B 2
P R

73 Ty Oy

=1.



Das Lamésche Spannungsellipsoid. — Spannungsrichtfliche. 59

Fassen wir A,, B,, C, als Koordinaten o, §, v eines Punktes auf, so ergibt sich
aus der letzten Beziehung
o
/

o2 32
a_‘;‘+a_:j+a—;;‘:1’ (30a)

d.i. die Gleichungeines Ellipsoides mit der: Halbachsen ¢, 0, 0,, das als Lamésches
Spannungsellipsoid bezeichnet wird und die Kigentimlichkeit hat, daB jeder
seiner Punkte, mit dem Punkte P als Ursprung des Koordinatensystemes ver-
bunden, die Grofle einer Totalspannung ¢, ergibt. Die zu den einzelnen Radius-
vektoren gehérenden Flichenelemente sind nur fiir die Hauptachsen der Fliche
(30a) bekannt, auf welcher die zugehorigen Flichenelemente normal stehen. Wir
schlieBen, dal} die Totalspannungen fir die ver-
schiedenen Ilichenelemente in der Umgebung
eines Punktes P des elastischen Korpers im
allgemeinen ein Maximum, ein Minimum und
einen minimaxen Wert besitzen, entsprechend
den Hauptachsen des im allgemeinen drei-
achsigen Spannungsellipsoides.
Einen neuen Aufschluf} iiber den Zusammen-
hang der Richtungen der Radien des Spannungs-
ellipsoides mit den Richtungen der Totalspan-
nungen gewinnen wir durch Einfithrung eines
schiefwinkeligen Koordinatensystemes &, ¥, ¢,
dessen Achsen wir durch den Punkt P entgegen-
gesetzt zu den Totalspannungen o, ¢, 0, des im
Punkte P konstruierten TTetraeders legen
(Abb. 18). Die Komponenten der Totalspannung Abb. 18.
o, in diesem Koordinatensystem seien X, Y,
Z,, (Vektorpolygonzug 01’2’3 ), die mit den Komponenten X,, Y,, Z, (Vektor-
polygonzug 01223) durch die folgenden Beziehungen zusammenhingen:

X, =X, cos (§2') + ¥} cos (na') 4 Z, cos (Lx'), l
Y,=X,cos (&y") + Y, cos(ny') + Z, cos (Cof), (a)
Z,=X, cos (£2') + Y, cos (02') + Z,, cos (£ 2). ‘

Die in diesen Beziehungen vorkommenden Richtungskosinusse lassen sich durch

die Totalspannungen o,, ¢,, 6, und die Spannungskomponenten X,,Y,,Z,, ..., Z,
wie folgt ausdriicken

Sy X, no_ Xv . no_ Xz
cos(f:e)—af, cos(nx)_gy, OOb(Cx)_Z’
CcOos (51 ’) = Y, cos ( 7/) — _]:E cos (C7 /) . _}_’i (b)
S Y o, s S 77J v, , Y) = . , )
e (£ — 27 N L . no e
cos (§27) s 0 ©o8 n) oo oos (&) .

Setzt man die Beziehungen (b) in jene unter (a) und vergleicht das erhaltene
Resultat mit (22), so findet man

cos (na') = g cos (ny') = Y. cos (n2') = Z,
) o, Y o, ’ o,

woraus sich durch Quadrieren und Addieren

X, v, z
=t =1 (30b)

o3 o
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ergibt. Setzen wir in der Gleichung (30b) X, =§&, Y, =1, Z, =, fassen also die
Komponenten der Totalspannung im Koordinatensystem £#¢ als Koordinaten
einer Flache auf, so bemerken wir, dafl die Gleichung (30b) das Spannungs-
ellipsoid (30a) bezogen auf konjugierte Durchmesser vorstellt. KEs folgt daraus,
daB die Richtungen der Totalspannungen ¢,,0,, 0, eines rechtwinkeligen unendlich
kleinen Prismas konjugierten Durchmessern des Spannungsellipsoides entsprechen.

Um fir irgend ein gegebenes, durch P gehendes Flachenelement die zu-
gehorige Totalspannung unter Zuhilfenahme des Spannungsellipsoides leicht
zu finden, oder umgekehrt fiir einen gegebenen Radiusvektor des Spannungs-
ellipsoides als Totalspannung das zugehorige Flichenelement, bedient man sich
der Spannungsrichtfliche. Wir gehen zur Herleitung ihrer Gleichung von den
Bedingungen (22f) und der Abb. 16, S. 51 aus, in der wir 2,7/, 2 mit den Haupt-
spannungsrichtungen zusammenfallen lassen. Das Flichenelement df, mit der
Normalen n und der Totalspannung ¢, hat die Gleichung

o cos (na) + Bcos (nf) + ycos (rny) =a,

wenn a, 3,y die laufenden Koordinaten und ¢ den unendlich kleinen Normalabstand
des Flichenelementes vom Ursprung P bedeuten. a sei fiir die unendlich
vielen moglichen Fliachenelemente, die um P herumgelegt werden konnen, kon-
stant. Zufolge (22f) konnen wir die letzte Gleichung in der Form

By (©

5% 02 03

schreiben. Die Tangentialebene der Mittelpunktsflache zweiter Ordnung
2 2
ot =k (31)

(K eine konstante Zahl) in dem Punkt mit den Koordinaten «,, 8,,y, hat die
Gleichung
Bb

ooy
o, + oy

+%=i"2' (d)

Die Ebene (d) ist mit der Ebene (c) parallel, wenn
oy =K 4,, pr= K B,, n=K,C,,

wobei K, ein Proportionalitatsfaktor ist. Bringen wir einen Radiusvektor des
Spannungsellipsoides oder dessen Verlingerung zum Schnitt mit der Flache (31),
so erhalten wir einen Durchstopunkt, dessen Koordinaten o, 8,, ¥, proportional
den Koordinaten A4,, B,,C, des Endpunktes des Radiusvektor ist. Legen wir
somit in diesem DurchstoBpunkt eine Tangentialebene an die Flache (31), so
ist dieselbe parallel zu dem Flichenelement, in welchem die Totalspannung
ubertragen wird, die die Richtung des zum Durchstopunkt gezogenen Radius-
vektors besitzt. Die Flache (31) heilt aus diesem Grund die Spannungsricht-
flache. Sind die Hauptspannungen gleich bezeichnet, so kommt auf der rechten
Seite von (31) das positive oder negative Zeichen in Betracht, je nachdem die
Hauptspannungen positiv oder negativ sind, und die Spannungsrichtflache ist
dann im allgemeinsten Falle ein dreiachsiges Ellipsoid. Sind eine oder zwei
Hauptspannungen negativ, die iibrigen positiv, so kommen &hnlich, wie friiher
fir die Normalspannungsfliche entwickelt wurde, zwei Richtflachen (ein- und
zweischaliges Hyperboloid mit gemeinsamen Achsen), deren Gleichungen sich
nur durch das Zeichen auf der rechten Seite der Gleichung (31) unterscheiden,
in Betracht. In die Tangentialebenen des dann existierenden gemeinsamen
Asymptotenkegels fallen die Flichenelemente, in denen nur Schubspannungen
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ubertragen werden. Far einen gegebenen Spannungszustand mit ungleich be-
zeichneten Hauptspannungen stehen die Erzeugenden des Asymptotenkegels
der Spannungsrichtfliichen normal auf den Erzeugenden des Asymptotenkegels
der Normalspannungsflichen. Fiir den Fall des ebenen und linearen Spannungs-
zustandes werden die Gleichungen des Spannungsellipsoides und der zugehérigen
Richtflache besondere FFormen annehmen.

12a. Das Lamésche Spannungsellipsoid als Bild einer Dyade.

Die Existenz des Laméschen Spannungsellipsoides kommt durch die Beziehung (22b)
in Dyadenform zum Ausdrucke, durch welche die lineare Zuordnung von Einheitsvek-
toren 1 in den Richtungen der Flichennormalen zu den Radiusvektoren &, eines Ellipso-
ides ausgesprochen ist. Das Lamésche Spannunggellipsoid als Flache ist vollig analog dem
Verschiebungsellipsoid in der Kinematik, das in Dyadenform auf Seite 13 dargestellt
ist. Die Zuordnung dreier aufeinander normalen Richtungen r vor der Deformation zu
konjugierten Richtungen des Verschiebungsellipsoides nach der Deformation entspricht
jetzt der Zuordnung dreier aufeinander normaler Richtungen n als Flichennormalen dreier
aufeinander normaler im Punkte P zusammenstolender Flichenelemente zu konjugierten
Durchmessern des Spannungsellipsoides.

13. Die Mohrsche Darstellung des Spannungszustandes.

Mohr (L) hat ein graphisches Verfahren angegeben, das es ermoglicht, die
Normalspannung N, und Schubspannung 7, (Abb. 16, S.51) fir ein be-
liebiges Flachenelement df, in der Umgebung eines Punktes des elastischen
Korpers rasch aufzufinden, wenn die Hauptspannungen g, ¢,, 05 in dem Punkt
gegeben sind. Diese Aufgabe
ist zwar mit den Hilfsmitteln,
die bisher angegeben wurden,
auch zu losen, doch hat die
Mohrsche Darstellung den Vor-
teil, von raumlichen Flachen
unabhingig zu sein, da sie
nur in einer Ebene, der Bild-
ebene arbeitet.

Denken wir uns (Abb. 19)
um den Punkt P des elasti-
schen Korpers eine Kugel mit
dem unendlich kleinen Radius
@ beschrieben und durch P
ein Koordinatensystem ofy
in den Hauptspannungsrich-
tungen gelegt. Einem beliebi-
gen Punkt M der Kugel ent-
spricht die Normale »n und ein Abb. 19.

Fliachenelement df,, dasin M
tangentiell an die Kugel gelegt wird. In diesem Flichenelement wird eine Total-
spannung

g, :t1Tn+”1Nn=iAn+ IBrz+an

iibertragen. Fir das Weitere setzen wir voraus, dall algebraisch genommen die
Beziehung o, < 0, < g, erfiillt ist. Aus (22f) folgt durch Quadrieren und
Addieren

6% = o%cos? (na) + 03 cos? (nf) + 0fcos? (ny), (a)
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ferner durch Multiplizieren der genannten Bedingungen der Reihe nach mit
cos{na), cos(nf), cos(ny) und Addieren

N,=o0,c08%(na) + oycos®(nf) + g5cos® (ny), (b)
schliefilich ist
T2 =02 — N2 | (c)

worin N, und ¢, aus (a) und (b) einzusetzen wiren. Da in den Gleichungen (a),

(b) und (c) die Quadrate der Richtungskosinusse vorkommen, folgt, dafi fir

symmetrisch zu den Koordinatenebenen o, fy, yo gelegte tangentielle Flachen-

elemente der Kugel sich die Vektoren o, symmetrisch beziiglich der betreffenden

Koordinatenebenen verteilen. Wir brauchen also nur die Spannungen in dem

stark ausgezogenen Oktanten 123 der Kugel in Betracht zu ziehen. Wenn wir

die Schubspannungen 7', im genannten Oktanten als positiv bezeichnen, so

miissen wir die Schubspannungen fiir Flichenelemente, welche zu einem dem

Oktanten entsprechenden beliebigen Flichenelement df, beziiglich der Koordi-

natenebenen symmetrisch gelegen sind, als negativ einfiihren, da z. B. bei

Symmetrie zur o 8-Ebene der durch die Normale auf a8, also o3 und n bestimmte

Durchmesserkreis der Kugel durch die in denselben hineinfallenden Komponenten
der Schubspannungen entgegengesetzt verdreht wird.

Nun gehen wir daran, jedem Punkt M des Oktanten einen Punkt M’ in einer

Ebene (Bildebene) derart zuzuordnen, dafl M’ durch zwei rechtwinkelige

Koordinaten N,, T,

festgelegt wird, die der

Grofle und dem Zeichen

nach mit den dem Fla-

chenelement df, zuge-

ordneten Werten N, T',,

iibereinstimmen; das

Koordinatensystem, auf

welches M’  bezogen

wird, nennen wir kurz

das N, T,-System

(Abb. 19a). Den Punk-

ten 1,2,3 der Kugel

entsprechen, weil fir die

diesen Punkten entspre-

chenden Flichenelemen-

te die Schubspannun-

Abb. 194a. gen verschwinden, die

Punkte 17, 2", 3’ auf der

Abszissenachse N, , deren Abstinde vom Ursprung bzw. o,, 0,, 6, gleichkom-

men. Wir fragen jetzt nach dem geometrischen Ort von Punkten in der

N,T,-Darstellung, welche Flachen-elementen entsprechen, die tangentiell an

dem Viertelkreis'1 2 liegen. Nach den Bedingungen (22f), in welchen cos (ny) =0

zu setzen ist, konnen die Totalspannungen der Flichenelemente des Viertel-

kreises 1 2 nur in die Ebene «f hineinfallen. Zur weiteren Losung der gestell-

ten Aufgabe kénnen wir so vorgehen, dall wir aus den Gleichungen (b) und (c)

und der Bedingung

cos? (na) 4 cos? (n ) + cos?(ny) =1

die Werte der Quadrate der Kosinusse berechnen und dann cos(ny) gleich Null
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setzen. Demgemafl erhalten wir, wenn wir der Kiirze halber
cos?(no) =m, cos?(nfl) =mn, cos?(ny) =o
setzen, und die Gleichung (c) nach Einsetzen von ¢, aus (a) reduzieren
N,=o0,m + oyn + 050,
T2 = (0, — 0,)2mn + (0, — 0,)2no + (0, — 0y)20m,
l=m-+n+ o.

Die leicht zu bewerkstelligenden Losungen dieser Gleichungen ergeben

M= T 6= ) (s — )

— Tz/L + (‘an - US) (*\vn - Ul)

__ Ti + (*‘Vn - 02) (Zvn - 03) l
n = 2 ] (32)

(07— 03) (05 — 03)
T2 + (N, —01) (N, —0y)
(05 — 03) (01— 03)

0 =

Den acht aus (32) folgenden Lésungen fiir cos(na), cos(nf), cos(ny) entsprechen
die 8 Oktanten unserer um P beschriebenen unendlich kleinen Kugel. Setzen
wir cos(ny) = 0, so erhalten wir aus der dritten der Lésungen (32)

lez + (:Vn - O-1) (Avn - 02) =0

als Gleichung mit den Variablen N, 7', des geometrischen Ortes der Punkte,
welche den Punkten auf dem Viertelkreise 12 entsprechen. Statt der letzten
Gleichung koénnen wir

T3+ N, - g () (@)

schreiben. Der fragliche geometrische Ort ist demnach ein Kreis mit dem Radius

Oy — 0y
719 = 2

und den Mittelpunktskoordinaten

o, + 0,
P12=10, G127~ 12 . (e)

Der Mittelpunkt 4 dieses Kreises liegt in der Hilfte zwischen den Punkten I
und 2’ und der Kreis selbst geht durch diese Punkte. Offenbar gilt zufolge des
positiven Vorzeichens von 7, fir den Viertelkreis 7 2 nur der Halbkreis 1”2’
ober der Abszissenachse. Ahnlich finden wir firr die Flichenelemente tangentiell
an die Viertelkreise 3, I oder 2, 3 als geometrische Orter der ihnen entsprechenden
Bildpunkte durch Nullsetzen von cos(na) oder cos(nf) in den Beziehungen (32)
die Halbkreise 2’, 3’ oder 3’, 1’ mit den Mittelpunkten B bzw. C' auf der N ,-Achse
und den Radien bzw. Mittelpunktskoordinaten

. 030 __ 03— 01

T23= —5 > T31= —5 > l

P23 =0, p31=0, (e)
__ 02103 __ 030y

Q23 = — 35 > 931= 3

Der groBte Kreis 17 3 mit dem Mittelpunkt C', entsprechend dem Viertelkreis 73,
dessen Ebene jener der algebraischen gréfiten und algebraischen kleinsten Haupt-
spannung ist, heit der Hauptkreis, die beiden anderen Kreise 1’2", 2’3" mit
den Mittelpunkten in 4 bzw. B heiflen Nebenkreise. Samtliche Punkte des



64 Grundlagen der Erfahrung und Theorie.

stark ausgezogenen Kugeloktanten der Abb. 19 werden oberhalb der Abszissen-
achse N, in dem Teil der Bildebene, der zwischen dem Hauptkreis und den Neben-
kreisen liegt, abgebildet.

Der zu dem beliebigen Punkt M gehorige Abbildungspunkt 3" wird gefunden,
indem man ihn als Schnitt der Abbildungskurven darstellt, welche zwei durch
den Punkt M gehenden zu den Koordinatenebenen parallelen im Oktanten 1,2, 3
liegenden Kreisteilen entsprechen. Wiirden wir z. B. den Punkt M als Schnitt-
punkt der Parallelkreisteile ab, cd betrachten, die zur 8- und fy-Ebene parallel
gewihlt sind, so hétten wir, um die diesen Kreisteilen entsprechenden Abbildungs-
kurven der Mohrschen Darstellung zu erhalten, in den Losungen (32)

cos (ny) =K;, cos(na)=K,

(K3, K, konstant) zu setzen, d.h. diese Abbildungskurven wiren durch die
Gleichungen
K;(0y— 03) (0, — 03) = T3 + (N, — 01) (N, — 03), }

SN (h
Ky(05— 01) (60— 01) =T% + (N, — 05) (N, — 03)

gegeben, wenn N, T, verinderlich aufgefalt werden. Der Vollsténdigkeit halber
fiigen wir gleich noch die Gleichung des dritten geometrischen Ortes hinzu, der
einem Kreisteil ef parallel zur «y-Ebene in der N, T ,-Darstellung entspricht. Da
tiir diesen Kreisteil cos (n ) = K, (K, konstant) sein muB, so lautet die Gleichung
des geometrischen Ortes auf Grund der Losungen (32)

Ky (01— 03) (03— 03) =T + (N, — 03) (N, — 03). @
K, K,, K; mussen naturlich fir die drei genannten zu den Koordinatenebenen

parallelen Kreisteile der Bedingung K2 + K2 + K3 =1 geniigen. Die 3 Ab-
bildungskurven (f) sind Kreise mit den Radien

7‘ou‘?z]/1{3(0'3_0'2) (03_61)+< 3 )

Oy — 012 ]

o) — 05\ 2

)

J

oy = Val — 03) (0, — 05) + <gi%—g—2>2, l (8)

Tya = ]/K2 (0 — 0y) (0 — 03) + < p)

und den zugehorigen Mittelpunkten in 4, B und C. Die fiir die Radien r,g,
Tgy, Tyq aufgestellten Formeln gelten fir alle moglichen zusammengehérigen
Werte von K, K,, K,;, also auch fur K; =0 oder K,=0 oder K; =0. In
diesen besonderen Fillen erhalten wir als Radien der Abbildungskreise jene
des Hauptkreises und der beiden Nebenkreise. Von den Abbildungskreisen (f)
kommen in der Mohrschen Darstellung nur die Teile in Betracht, welche zwischen
dem Hauptkreis und einem der beiden Nebenkreise liegen. Fir die Punkte
1,2, 3, fur die je einer von den drei Parallelkreisteilen in je einem Punkte zu-
sammenschrumpft, geht auch je einer von den drei zugeordneten Abbildungs-
kreisen in je einen der Punkte 1’, 2’, 3’ iiber. Die groBten Werte Rz, Rz,, R,q
der Radien 744, r4,, r,, ergeben sich bzw. fir K; =1, K, = 1 und K, = 0 aus
(01— 05)* _

0 1 g,\2
Ryp= (03— 0,) (03— 0q) + i —_<o-3_g}_2ﬂ> = (432,

R}, = (0, — 03) (0, — 0p) + E%%—)z = (\‘H“‘ GL}EY = (B1)2,

0y — 0

By = (252) = o1y =y
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Diese groten Abbildungskreise kommen nur mit je einem Punkte 3" und 1’ ent-
sprechend den Punkten 3 und I der Kugel und mit dem Hauptkreise 1’ 3’ ent-
sprechend dem Viertelkreise 73 auf der Kugel in Betracht. Die kleinsten
Werte 04 4, 0445 0y der Radien rq g, 7, 7,4 ergeben sich bzw. fir K; =0, K, =0,
K;=1 aus

a Gy — 0y)? ;
c="" 0 = A=,
y — 2 .
o= 207 = (3 =n,
2 (07— 03)* I 3+ 01))2
Oya = (03 — 07) (05 — 03) + ’91_4’}’)' =% (7 2"L)_} = (02).

Die kleinsten Abbildungskreise kommen nur mit einem Punkt 2’ entsprechend
dem Punkte 2 der Kugel und mit den beiden Nebenkreisen 1’2’, 2’3’ entsprechend
den Viertelkreisen 1 2, 2 3 auf der Kugel in Betracht. Nachdem fiir einen belie-
bigen Parallelkreis parallel zur «f-Ebene entsprechend den Formeln (g)

Lﬂ:‘;-@): [cos2 (ny) + sin? (ny)—l

7ap = cos?(ny) (03 — ay) (05 — 0y) + |

oy 4 6,12 . Gy — Gy)?
_ J":‘;_ZJ 1 sin? (n2) O = %)

= cos?(ny) !(03 1

und fiir einen beliebigen Parallelkreis parallel zur §y-Ebene &hnlich
o ‘2 . - 2
7}, = cos® (n &) [01 — @—_—;_ji‘j + sin? (n &) (gz&l“sl_,
geschricben werden kann, ergibt sich folgende graphische Konstruktion
(Abb. 19a) zur Bestimmung dieser Radien; man errichtet in den Punkten I’ und
3" je eine Normale n; bzw. n,; auf die Abszissenachse N, und trigt sich von
diesen Normalen die dem Punkt M zukommenden Winkel no bzw. ny in dem
aus der Abb. ersichtlichen Sinne auf. Die beiden Geraden g, und g¢;, die
hierdurch erhalten werden, schneiden die durch die Punkte 1’ bzw. 3’ hindurch-
gehenden Kreise (Hauptkreis und je ein Nebenkreis) in den Punkten ¢’, d’ bzw.
a’, b’. Verbinden wir 4 mit @’ und ', ferner den Punkt B mit ¢’ und d’, so erhalten
wir die beiden gleichschenkeligen Dreiecke Aa’b’ und Bc¢’d’, deren Schenkel
Aa” = Ab und B¢’ = Bd’ den Radien ryg bzw. rg, gleichkommen; denn die
Geraden I'a’ und 2’ b" ebenso die Normale A h, zur Geraden g, schlieBen mit der
Achse N, den Winkel ny ein, sind demnach parallel, woraus, da
"y =g =20
I'd =42 = —=5—,
Oy —

’ !
hya' = hyb' =72

% Sin (n y) und Ahy=A3 cos(ny) = (03 — %) cos (ny)
folgt. Es ist sonach
(Aa')? = (4b) = (A hy)* + (hyb')2 = r3p.

Ahnlich ist zu beweisen, daB (Bd')? = (B¢')? = (h, B)? + (hy¢')2 =1}, sein
mufl. Der Schnittpunkt M’ der aus 4 bzw. B mit den Radien Aa’ bzw. B¢’
beschricbenen Kreise entspricht somit dem Punkte M, und die Parallelkreis-
teile ab bzw. c¢d werden durch die Kreisteile a’b’ bzw. ¢’d’ abgebildet. Die Kon-
struktion des Radius r, 4, der natiirlich bereits durch €' M’ gegeben ist, wenn r,, gund
g, bereits gefunden wurde, ergibt sich aus dem Vorstehenden von selbst: der
Winkel (nf) wire von der auf N, im Punkte 2’ Normalen n, im Uhrzeigersinn
Girtler, Mechanik. 5
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oder hierzu entgegengesetzt aufzutragen und die Schnittpunkte der dann er-
haltenen Geraden mit den beiden Nebenkreisen aufzusuchen, deren Verbindungs-
strecke zum Punkt (' den Radius r,, ergibt. Sind z. B. die Winkel (ny) und
(na) komplementér, so schneiden sich die beiden Geraden g; und g; in einem

Abb. 19b.

Punkte des Hauptkreises. Dem Flachenelement mit der Normalen =, des
Punktes a des Hauptmeridiankreises (Abb. 19b) der unendlich kleinen Kugel
entspricht, dem Gesagten zufolge, der Punkt «’ des Hauptkreises (Abb. 19¢),
wobei I ny 3'a’ = I n,y = o3 Pa und I n, I'a’ = 9 n,o = 97 0, Pa und die
Zuordnung des Winkelpfeilsinnes der Winkel n,y, n,o aus den Abb. er-
sichtlich ist. Dem zu a beziig-

lich der op-Ebene symme-

trisch gelegenen Punkt ¢ der

Kugel mit der Kugelnor-

malen 7, entspricht in der

Mohrschen Darstellung der

beziiglich der N,-Achse sym-

metrisch gelegene Punkt ¢

(I n;o = 976, Pi als nega-

tiver Winkel von der Nor-

malen 7, im negativen Sinne,

Nl nyy =<9 o, Pt als stump-

fer positiver Winkel im po-

sitiven Sinne von n; aus

aufgetragen). Der symmetrisch

Abb. 19c¢. zu a beziglich der 8y-Ebene

gelegene Punkt ¢ hat in der

Mohrschen Darstellung den Punkt ¢’ zugeordnet, der sich mit dem Punkt ¢’ deckt;
dagegen ist dem symmetrisch zu ¢ beziiglich der fy-Ebene gelegene Punkt & wieder
der Punkt o’ zugeordnet. Wir sehen sonach, dall 2 symmetrisch beziglich
der N ,-Achse gelegenen Punkten des Hauptkreises zwei Paare zueinander parallele
an die unendlich kleine Kugel tangentielle und zur ¢, 05-Ebene normale Flichen-
elemente zugeordnet sind, welche zusammen einem schiefwinkeligen Prisma
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mit den Flachenwinkeln 2 (n, o) und 2 (n,y) angehoren. Diese beiden Winkel er-
scheinen in der Mohrschen Darstellung auch als Zentriwinkel bei C'. Schlielich
bemerken wir, dall zu jeder Normalspannung N, eine unendlich grofle Zahl von
moglichen Werten 7', gehoren, von denen die beiden auf dem Hauptkreise liegen-
den dem Zahlenwerte nach die groffiten sind.

14. Extreme Werte der Schubspannungen fiir einen dreidimensionalen
Spannungszustand.

Den in der Darstellung Abb. 19 mit I, [I, I/ bezeichneten Punkten, die
in den Hauptebenen Flichenelementen entsprechen, deren Normale unter 45° zu
den Hauptspannungsrichtungen geneigt sind, entsprechen in der Mohrschen
Darstellung (Abb. 19d) die Punkte 7, 11, /11" mit den Schubspannungen

Oy — 01 __ 03— 0y 03 —01

=t T, = T, =

und Normalspannungen

; oy + 0 03 +0 o3+ 0
(‘\ 11)71 = 2’“71 > (‘7\71:)72 = LE—Q s (Zvn)la = ‘3-2—1 .

Den beziiglich der Koordinatenebenen af, fy, yo symmetrisch gelegenen Punkte-
paaren [y, 11, [11; (nur das Punktpaar I,, [, ist in der Abb. 19 gezeichnet) ent-
sprechen in der Mohrschen Darstellung die Punkte I3, 113, I117, also Werte der
Schubspannungen, welche sich

von jenen in (33) nur durch das

Zeichen  unterscheiden. Wir

konnen somit sagen: fiir einen be-

liebigen rdumlichen Spannungs-

zustand gibt es fir jede Haupt-

ebene Flichenelemente, deren

Normale unter 45° bzw. 1350

gegen die zugehorigen Haupt-

spannungen geneigt sind, fiir

welche die Schubspannungen ex-

treme, entgegengesetzt gleiche

Werte, die Normalspannungen

aber je einen Wert erlangen, der

gleich dem Mittelwerte der zu-

gehirigen Hauptspannungen ist. Abb. 19d.

Die beiden dem Zahlenwerte nach

grofiten Extreme entsprechen je einem Flichenelement, deren Normale unter
45% bzw. 1359 zur Richtung der algebraisch kleinsten Hauptspannung ¢, und in
der Ebene der algebraisch groBten und kleinsten Hauptspannung liegen.

15. Beispiele.

1. Der riumliche hydrostatische Spannungszustand. Fir diesen Spannungszustand.
der z. B. im Innern einer ruhenden Fliissigkeit oder in einem festen Korper entsteht, der
in eine unter hohen Druck gesetzte ruhende Fliissigkeit eintaucht (die Spannungen, die
durch das Eigengewicht entstehen, werden dabei vernachléssigt, s. S. 99), sind die 3 Haupt-
spannungen negativ und dem Zahlenwerte nach gleich. Wir setzen demgemaf

0, =0,=03=17p, p<0. (a)
5*
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Aus den Gleichungen (29) auf Seite 58 ersieht man, wenn Bedingungen nach Art von
(14a), S. 36 beachtet werden, daB

X,=Y,=Z,=9p und X,=Y,=7,=0. (b)

Jedes Flichenelement mit der Normalen # in der Umgebung des Punktes P empfingt
den gleichen normalen Druck p, der zugleich die Totalspannung ist. Die Normalspannungs-
flaiche und das Spannungsellipsoid werden Kugeln mit den beziehungsweisen Gleichungen

o

s e K I S
o+ 7yt = R ut - -yt = p? (c)
und den Radien —p bzw. ]L Desgleichen ist die Gleichung der Spannungsrichtfliche
: | — P
jene einer Kugel:

W= = p K @

mit dem Radius K}—p. In der Mohrschen Darstellung schrumpfen Haupt- und Neben-
kreise in einen auf der negativen Abszissenachse gelegenen Punkt mit der Abszisse p
zusammen. Aus ihr ersieht man auch, daB es fiir diesen Spannungszustand kein Flichenele-
ment gibt, in welchem Schubspannungen iibertragen werden.

2. Der allgemeine ebene Spannungszustand. Fiir diesen wichtigen Spannungs-
zustand verschwindet eine von den 3 Hauptspannungen, z. B. ¢,. Die Nor-
malspannungsfliche bezogen auf die Hauptspannungsrichtungen, hat dann die
Gleichung

oyt oyt =

und ist demnach entweder ein elliptischer Zylinder, dessen Krzeugende normal
zur ay-Ebene stehen, wenn o, und o, gleich bezeichnet sind, oder sie besteht
aus 2 hyperbolischen Zylindern mit gemeinsamen Asymptotenebenen, deren
Erzeugende normal zur ay gerichtet sind, wenn die Hauptspannungen ungleich
bezeichnet sind. Die Asymptotenebenen scheiden die Flachenelemente voneinander,
die positive bzw. negative Normalspannungen erleiden. Durch den Punkt P
gehenden Radiusvektoren der Normalspannungsfliche, welche in denAsymptoten-
ebenen liegen, entsprechen Flachenelemente, fiir welche die Normalspannungen
Null sind. Die Asymptotenebenen, denen somit nur Schubspannungen als Total-
spannungen entsprechen, heilen Schiebungsebenen, entsprechend dem Schie-
bungskegel beim allgemeinsten Spannungszustand (P. 9).

Wihlen wir im Punkte P ein Koordinatensystem a7’z derart, daf} die y’-Achse
mit der Achse B zusammenfallt, die Achsen 2’,z" aber gegen die «,y-Achsen
bzw. um den gleichen Winkel ¢ verdreht sind; die Spannungskomponenten fiir
das Koordinatensystem a’y’z" werden aus den Gleichungen (29) erhalten, wenn
wir in ihnen ¢, = 0 und

oy = COS @, Yy =sing,
o, =0, Ye=0,
o, =sing, Y. = COS @

setzen. Wir erhalten dann aus den genannten Gleichungen
X, = 0,008 ¢ + o3sin? ¢, l
Z,=osin?p + gyco8? ¢, (a)
Z,= (0, + o5)sin @ cos ¢, [

die ibrigen Spannungskomponenten verschwinden. Fir cinen ebenen Spannungs-
zustand gibt es demnach eine unendlich grofie Zahl von unendlich kleinen recht-
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winkeligen Prismen, fiir welche die Spannungskomponenten die Eigenschaft
haben, daB sie in einer Ebene liegen; die Ebene des Spannungszustandes ist
parallel zu jenen Flichenelementen, deren Hauptspannung verschwindet. Far
ein beliebig zu den Hauptspannungen orientiertes Prisma sind aber alle 6 Span-
nungskomponenten auch bei ebenem Spannungszustand vorhanden.
Gewohnlich geht man bei Betrachtung des 2
ebenen Spannungszustandes von einem Prisma
aus, fiir welches die Spannungskomponenten in
einer Ebene liegen, und sucht Richtungen und
GroBe der Hauptspannungen unter Zuhilfenahme
der Bedingungen fiir das Gleichgewicht eines
schief abgeschnittenen rechtwinkeligen Prismas,
P12 (Abb. 20). Die Normale »n fiir das be-
liebige zur x'z’-Ebene normal stehende Flichen-
element 12 schliele mit der a’-Achse den Win-
kel 2 ein. Die Gleichgewichtsbedingung fir das
Prisma P 12 konnen wir entweder aus der Ab-
bildung direkt ablesen, oder unmittelbar durch Spezialisierung aus den Tetraeder-
bedingungen (22) finden. Die letzteren nehmen jetzt, da

cos(na') = cos i, cos(ny’) =0, cos(nz') =sinl
die Form an:
X,=X,cos .+ X,sin4k, Y,=0, Z,= ZycosA+ Z,sini. (b)
Aus der Abb. 20 ergibt sich durch Projektion von X, und Z, auf die Richtung
von N, und T,
N,=X,cosA -+ Z,sin A, T,=X,sini — Z,cos 4,
woraus, wenn wir X, und Z, aus (b) einsetzen,
N,=X,cos®A + Z,sin? A + 2X ,cos Asind,
T,=(X,—Z,)cosAsin A+ X,(sin? A — cos? 1) (34)
folgt. Suchen wir die Extremwerte der Normalspannungskomponenten N, so
erhalten wir die Hauptspannungen (S. 55). Fir diese mufl demnach

ddlzi,, =(Z,—X,)sin241 42X ,cos21A =0

bestehen, woraus fir die Richtungen der Hauptspannungen die Bestimmungs-
gleichung folgt:

2X,

t X7

g2i=1tg2¢ = (35)
Aus (35) folgt, daB es zwei um 90° voneinander verschiedene Winkel geben muf,
fiir welche die Normalspannungen Extremwerte annehmen (S. 55). Setzen wir
die Losung (35) in den Wert fiir N, in (34) ein, so erhalten wir fiir die Groie der
Hauptspannungen die Werte:

X, -Z, 1
o=y Ttk V(X — 2+ 422, (36)

Die eine von den beiden Losungen (36) erweist sich als Minimalwert, die andere
als Maximalwert der Normalspannungen N,. Wie man sich leicht iiberzeugt,
verschwinden die Schubspannungen 7', in (34) fiir Winkel 2 = ¢, wie sie aus (35)
folgen (8. 55f1.).
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Die gleichen Resultate ergeben sich auch aus (27a) und (27b), wenn wir
cosya’ = cos A, cos(vy)=0, cos (vz') =sin 4,
und alle Spannungskomponenten mit Ausnahme von X, Z,,Z, Null setzen.
Aus (27a) z. B. folgt
X, —N, O X,
0 —N, O =0,dh (V,,)=0,=0 und
Z, 0 Z,—N, NN (X, +Z,)+X,Z, - Z;=0.
Durch Losung der letzten quadratischen Gleichung nach X, erhalten wir wieder
die bereits gefundenen Werte der Hauptspannungen ¢; und o;.
So wie beim raumlichen Spannungszustand gibt es auch jetzt Flachenelemente
in der Umgebung des Punktes P, die extreme Werte der Schubspannungen
und zugeordnete Werte der Normalspannungen empfangen. Ein Wertepaar

der extremen Schubspannungen wird unter Zuhilfenahme der Extremwerts-
bedingung fir 7', in (34)

d;/:" =0,dh (X,—Z,)cos24+2X sin24=0
gefunden. Aus der zuletzt angeschriebenen Bedingung folgt
. Z.— X, o
tg2lv=tg2y)=—“2—~xz—* 37)

und durch Einsetzen der Losung (37) in die allgemeinen Ausdriicke (34) ergibt sich

=4 |4XE— (2, - X)) = =20, l
. i} (38)
(¥ =227l =030 |
Wenn wir bei Vergleich der Formeln (35) und (37) bedenken, daf

tg2ptg2y=—1,

kénnen wir sagen: fiir den Fall des ebenen Spannungszustandes gibt es 2 zu den
Hauptspannungsrichtungen unter je 45° geneigte aufeinander normale Rich-
tungen, deren zugeordnete Fldchenelemente maximale bzw. minimale Schub-
spannungen 7, erhalten, die sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden und
deren absolute Werte sich als halbe Differenz der zugeordneten Hauptspannungen
ergeben. Dieses Resultat ist ein spezielles, weil wir fiir die Ableitung desselben
cos(nf) = 0 vorausgesetzt haben, und wird weiter unten auf Grund der Mohrschen
Darstellung erweitert werden. (Siehe auch die allgemeinen Resultate auf S. 67
fir den rédumlichen Spannungszustand.)

Die Tetraederbedingungen (22f) bezogen auf das Hauptspannungskreuz,
lauten im Falle der Annahme o, = 0

A,=o0o,cos(na), B,=0, C,=0,cos(ny),

woraus, wenn 4, und C, als variable Koordinaten o,y einer Kurve angesehen
werden,

2 .2
5—2 + o5 =cos?(na) + cos’ny =1 — cos?(nf) = sin® (n ) (39)
1 3

folgt. Durch die Gleichung (39) ist eine Schar von in der «y-Ebene liegenden
Ellipsen mit gemeinsamen Achsenrichtungen gegeben, die als Spannungsellipsen
fir den ebenen Spannungszustand bezeichnet werden: wird (nf) konstant ge-
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wiahlt, d. h. nehmen wir die Normalen » als Erzeugende eines doppelten Kreis-
kegels an mit der Spitze im Punkte P, der f-Achse als Kegelachse und mit dem
Offnungswinkel 2(nf), so erhalten wir eine Spannungsellipse, deren Halbachsen
oy sin(nf), o5sin (nf) sind. Fir die Ebene der Hauptspannungen ;05 wird nff = %
und die Gleichung dieser besonderen Spannungsellipse, welche oft schlechthin
als die Spannungsellipse bezeichnet wird, lautet dann
2 2
L B 1.

)

2
o1 O3

(40)

Jeder Radiusvektor einer Spannungsellipse ist gleich der Totalspannung ¢, und
entspricht einem Flichenelement, dessen Lage zu o, aus der sog. Spannungs-
richtkurve bestimmt werden kann, die sich fir den ebenen Spannungszustand
aus vollig dhnlichen Betrachtungen ergibt, wie sie zur Herleitung der Gleichung
der Spannungsrichtfliche fiir den rdumlichen Spannungszustand gepflogen
wurden. Die zur Normalen » eines Flichenelementes normale Ebene mit unend-
lich kleinem Abstand ¢ vom Punkt P, d.1i.

acos (na) + Beos (nf) + ycos(ny) =a
schneidet die ay-Ebene in der Geraden,
®cos (na) +ycos(ny) =a,

wofiir unter Zuhilfenahme der oben angeschriebenen Tetraederbedingungen auch

od, C,
Zr —
51 O3

geschrieben werden kann. Diese Gerade ist parallel zur Tangente im Schnitt-
punkt des o, entsprechenden Radiusvektors einer Spannungsellipse mit der
Kurve

Z—l (’;—J = -+ K2 (K eine konstante Zahl). (41)
Die Gleichung (41) ist jene der Spannungsrichtkurve. Sie kann eine Ellipse
(bei gleichem Vorzeichen der Haupt-
spannungen) oder 2 Hyperbeln mit ge-
meinsamen Asymptoten (bei ungleicher
Bezeichnung der Hauptspannungen) be-
deuten. In der Abb.20a, in welcher
die Spannungsellipse mit 4 und die
zugehorige Spannungsrichtkurve mit B
bezeichnet sind, ist nur der zuletzt ge-
nannte Fall in Betracht gezogen.

Die Mohrsche Darstellung des ebenen
Spannungszustandes wird aus jener in
Abb. 19a erhalten, indem wir einen
vonden drei Punkten 17, 2/, 3’ mit dem
Ursprung des Koordinatensystemes
N, T, zusammenfallen lassen. AuBlerden
bereits oben gefundenen extremen Werten der Schubspannung 7, lesen wir aus
der Mohrschen Darstellung nunmehr auch die extremen Werte 7, und 7, ab,
welche in der - und Sy-Ebene liegen und in der fritheren Bezeichnungsweise

Abb. 20a.

. O o .
die GroBe ?* bzw. —* besitzen.
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Als besondere ebene Spannungszustinde wollen wir

a) den ebenen hydrostatischen Spannungszustand,

b) den reinen Schubspannungszustand
naher betrachten.

3a. Der ebene hydrostatische Spannungszustand. Dieser Spannungszustand ist ge-
kennzeichnet durch die Gleichheit der 2 auftretenden Hauptspannungen, die Druck-
spannungen sind. Er tritt beispielsweise auf, wenn ein recht-

winkeliges Prisma auf 4 Seitenflichen nach Abb. 21 mit p kg/cm?

belastet ist. Diese Belastung wird als Umschlingungsdruckbean-

spruchung bezeichnet. Die Hauptspannungen erhalten, wenn

vom Eigengewicht des Prismas abgesehen wird, die Werte

0y = 0, 0, = 05 = p mit p < 0 und fir jeden Punkt desselben

sind die Ebenen der Hauptspannungen parallel zu den beiden

nicht belasteten Flachen. Fiar Flachenelemente normal zu diesen

Ebenen gibt es keine ausgezeichneten Richtungen, simtliche

Normalspannungen sind zugleich Totalspannungen und zugleich

Hauptspannungen. Der Nachweis erfolgt dhnlich dem Nach-

Abb. 21. weise beim raumlichen hydrostatischen Spannungszustande unter
Zuhilfenahme der Gleichungen (29) auf Seite 58. Was beim rdum-

lichen hydrostatischen Spannungszustand fiir den Raum galt, ist jetzt nur fiir die genannten
Ebenen zutreffend. Man sieht leicht, dal die Normalspannungsfliache ein Kreiszylinder vom

Radius V—i-: ist, dessen Erzeugende normal zu den genannten Hauptspannungsebenen stehen,
—P
daB ferner die Spannungsellipsen durch Kreise mit dem Radius —p sin (n ) dargestellt sind,

und daBl schlieBlich die Spannungsrichtkurve gleichfalls ein Kreis vom Radius K J— p wird.
Die Mohrsche Darstellung besteht aus einem einzigen, die negative N ,-Achse schneidenden
Kreis, der durch den Ursprung des N, 7T',-Systems geht, da der Hauptkreis mit einem der bei-
den Nebenkreise zusammenfillt, wihrend der zweite Nebenkreis in einen Punkt zusammen-
schrumpft. E+ gibt hier 2 der Grofle nach zusammenfallende extreme Werte der Schubspan-
P P

97 fir welche die zugehérige Normalspannung den Wert ) besitzt.

nungen 7; = v, =

3b. Die Beanspruchung auf reinen Schub. Wenn fiir ein rechtwinkeliges
Prisma in einem Punkte P nur Schubspannungen parallel zu einer Prismenebene
auftreten, so liegt reine Schubbeanspruchung vor. Es sei wie in Abb. 14, S.42
vorausgesetzt, daB die x'z’-Ebene jene KEbene sei, parallel zu welcher die
Schubspannungen Z, = X, wirken. Um die in der Ebene der Schubspannun-
gen wirkenden Hauptspannungen o, o, ihrer Grélle und Richtung nach zu
bestimmen, setzen wir in den Gleichungen (35) und (36)
X,=2Z,=0 und erhalten tg2¢ = cc, d. h. ¢, = 45°,
@, = 135° und 0, 3= + Z,. Beireiner Schubbeanspruchung
sind die Hauptspannungen entgegengesetzt gleich und dem
Zahlenwerte nach gleich der Schubspannung, die Rich-
tungen der Hauptspannungen liegen zu den Schubspannun-
gen um 45° bzw. 135° verdreht. In Abb. 22 ist das Haupt-
spannungsprisma durch P I 45, der auf reinen Schub bean-
spruchte Wiirfel durch P 123 dargestellt. Die Schub-
spannungen X, = Z, sind extreme Schubspannungen, es
liegt somit hier der besondere Fall vor, dafl in Flichen-
elementen extremer Schubspannungswerte die Normalspan-
nungen verschwinden. Nach unserer fritheren Bezeich-
nungsweise missen wir

Abb. 22.

O3

n= =+ P57 =t

(Punkt 14, S. 67) setzen. Die beiden anderen Paare der Extremwerte der Schub-
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spannungen in den Ebenen af und fy wiren nunmehr durch

. Z,
T1:T2::l:§3= =35

gegeben (siehe hierzu auch die weiter unten folgende Mohrsche Darstellung).

Die Normalspannungsiliche, bezogen auf das Hauptachsenkreuz, besteht aus
2 gleichseitigen um 90° gegeneinander verdrehten gleichseitigen hyperbolischen
Zylindern, deren Erzeugende normal aunf die Ebene ay der Schubspannungen
stehen. Thre Gleichung ist durch

Oy (Y2 — of) = + £?

gegeben. Die Spannungsellipsen werden Kreise von
Radius Z,sin(nf) = o4 sin (zf) und der Gleichung

a2+ y2 = 0Zsin®(n f).

Die Spannungsrichtkurve (Abb. 22a) besteht aus
2 gleichseitigen Hyperbeln mit der Gleichung
7o .
'WVO:::“; == K.

Die Mohrsche Darstellung besteht aus einem Abb. 22a.
Hauptkreis, dessen Mittelpunkt im Ursprung des
Koordinatensystems N, 7', liegt, und 2 gleichen Nebenkreisen, die durch den
Ursprung gehen.

4. Der lineare Spannungszustand. In diesem Falle, der bei Beanspruchung
eines geraden Stabes auf Zug oder Druck auftritt, ist nur eine Haupt-
spannung ¢y, die zur Zug- (Druck-) Richtung parallel ist, vorhanden, die beiden
anderen Hauptspannungen verschwinden.

Die Normalspannungsfliache, bezogen auf das Hauptspannungskreuz, ist durch
o,a® = 4+ k? gegeben, wenn die Zug- (Druck-) Richtung in die «-Achse fillt,
entspricht somit 2 zueinander parallelen auf die Richtung des Zuges (Druckes)
normalen Ebenen o = + }I_(._ Die Totalspannungen sind fiir die verschiedenen

- 01
Fléachenelemente in der Umgebung des Punktes nach (22f, S. 58) nur mit cos (na)
nach dem Gesetz ¢, = 4, = o,cos(na) variabel. Aus dem Werte fiir o, oder,
wenn man will, aus der Beziehung (b) auf S. 62, folgt auch

N,=o0,co0s (na) =0,cos?(na).
Die Schubspannungen 7', fiir ein beliebiges Flichenelement kénnen entweder aus

T2 = 0% — N2 =o%cos? (na) — o62cost(na),
= 0} cos?n asin? (n o)
mit

T,= 4 0ycos (noa)sin (n o) = %Sin (2n o)

berechnet werden, oder man kann diesen Wert direkt aus der Mohrschen Dar-

stellung ablesen, die fiir den Fall der Zug- (Druck-) Beanspruchung ein einziger

die positive (negative) N ,-Achse schneidender Kreis ist, der durch den Ursprung

des N, T ,-Systemes geht. Der extreme Wert der Schubspannungen ergibt sich fiir
50

45 . o,
(ny) = g5 Mit 75 = £ 3.



74 Grundlagen der Erfahrung und Theorie.

16. Uber Elastizititsgesetze. — Isotropie und Homogenitiit.

Bisher wurde der Spannungs- und Verzerrungszustand in einem Punkte
eines festen elastischen Korpers, der sich im stabilen Gleichgewichte befindet,
gesondert betrachtet. Hiebei wurde vorausgesetzt, dall im Zusammenhange
mit der Annahme der Kontinuitit der Masse die Spannungs- und Verzerrungs-
komponenten stetige beliebig differenzierbare Funktionen der Koordinaten und
die Verzerrungskomponenten tiberdies fiir die Rechnung unendlich klein, prak-
tisch aber jedenfalls sehr klein seien. Ferner wurden an physikalischen Erfahrungs-
grundlagen das Erstarrungsprinzip und die aus den Galilei-Newtonschen Grund-
lagen der Mechanik sich erschliefenden Gleichgewichtsbedingungen fir den
starren Korper hinzugenommen. Hieraus ergaben sich die Spannungsgleichungen,
die das Gleichgewicht eines unendlich kleinen Prismas und die Oberflichen-
oder Grenzbedingungen, die das Gleichgewicht eines Tetraeders zum Ausdrucke
brachten. Alle iibrigen Ergebnisse waren analytisch geometrischer oder vektor-
algebraischer Natur. Die Auseinandersetzungen galten im angegebenen Rahmen
fir jeden elastischen Korper von beliebiger physikalisch-chemischer Konstitu-
tion, so z. B. auch fiir einen reibungslosen im Gleichgewichte befindlichen flissigen
Korper, den man als einen elastischen Korper definieren konnte, der nur Druck-
spannungen aufnehmen kann.

Die Erfahrung ergibt, dal} die Spannungs- und Verzerrungs- bzw. Verschie-
bungskomponenten in einem Zusammenhange stehen, der fiir die verschiedenen
festen Stoffe noch sehr verschieden sein, aber wenigstens in erster Anniherung
fir jede Art des Spannungszustandes bis zu einer bestimmten Gréfle desselben
als giiltig angesehen werden kann. Der genannte Zusammenhang heillt ein Elasti-
zitdtsgesetz. Letzteres bestimmt das elastische Verhalten in einem Punkte, d. h.
tfir einen dort vorhandenen Elementarkorper oder, wenn das genannte Gesetz
tir alle Elementarkorper das gleiche ist, fiir den ganzen Bereich des vorliegenden
elastischen Systemes. Die Eigenschaften eines festen Korpers kénnen von Punkt
zu Punkt und mit den Richtungen im Kérper wechseln. Wenn letzteres der Fall
ist, sagt man, die betreffende Kigenschaft sei vektoriell verteilt. Wenn in einem
unendlich kleinen Bereiche eines Koérpers eine bestimmte Eigenschaft fiir jede
beliebige in diesem Bereiche gezogene Richtung die gleiche bleibt, so sagt man,
der Korper sei in dem unendlich kleinen Bereiche mit Bezug auf diese Eigenschaft
isotrop aufgebaut. Wenn aber fiir den genannten Bereich die betreffende Eigen-
schaft mit der Richtung wechselt, also vektoriell ist, d. h. fiir verschiedene Rich-
tungen durch andere MafBzahlen festgelegt erscheint, so heilit der Korper in dem
Bereiche anisotrop oder aélotrop. Ein Korper kann offenbar in allen unendlich
kleinen Bereichen, aus denen sich der Bereich des ganzen Korpers zusammen-
setzt, isotrop mit Bezug auf eine Kigenschaft gedacht werden, ohne dafl der
Koérper als solcher isotrop zu sein braucht, da sich die betreffende Eigenschaft
noch von Punkt zu Punkt dndern kann. Wenn fiir eine gegebene Richtung
letzteres nicht der Fall ist, so heil3t der Korper fiir diese Richtung ein homogener
mit Bezug auf die betreffende Eigenschaft im Gegensatz zu einem fiir die gegebene
Richtung inhomogenen oder heterogenen Korper. Wenn im folgenden von
einem isotropen oder anisotropen homogenen Kérper die Rede ist, so wird die
Isotropie bzw. Anisotropie stets mit Bezug auf das elastische Verhalten ver-
standen und soll die Bezeichnung homogen darauf hinweisen, dafl das elastische
Verhalten von Punkt zu Punkt evtl. gebunden an eine Richtung unverdnderlich
bleibt.

Die Isotropie und Homogenitit und deren Gegensitze hingen naturgemill
mit der physikalischen und chemischen Konstitution zusammen, die sich w. a.
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nach auBen hin durch die Struktur oder das Gefiige kundtut. Letzteres ist durch
mehr oder weniger feine Mittel nachweisbar. Man unterscheidet vielfach das mit
freiem Auge bereits sichtbare Grobgefiige von dem erst durch die Mikroskopie
oder andere Mittel nachzuweisenden Kleingefiige. So hat Laue die Raumgitter-
struktur der Kristalle dadurch nachgewiesen, dafl er Interferenzerscheinungen
von Rontgenstrahlen nach Durchgang durch Kristalle beobachten konnte.

Ein monokliner Kristall ist mit Bezug auf das elastische Verhalten, das Brechungs-
vermoégen und das Warmeleitvermogen anisotrop und homogen, mit Bezug auf das spezi-
fische Gewicht isotrop und homogen. Das bedeutet z. B. mit Bezug auf das elastische
Verhalten, daBl dasselbe in den verschiedenen Richtungen des Kristalls verschieden ist.
Wirde man aus dem Kiristall in zwei verschiedenen Richtungen zwei véllig gleich dimen-
sionierte prismatische Stdbe herausschneiden, und dieselben durch dieselbe Kraft auf Zug bean-
spruchen, so wiirden diese Stébe verschiedene Verlingerungen in der Richtung der Zugkraft
zeigen. Wire der Kristall ein isotroper homogener Kérper, so wiirden die genannten Ver-
lingerungen der Stdbe unter den genannten Umsténden die gleichen sein. Holz hat be-
kanntlich eine faserige Struktur in der Stammrichtung und ist in radialer Richtung den
Jahresringen entsprechend ringformig geschichtet. Jeder Jahresring besteht aus einer ge-
wohnlich etwas dunkler gefarbten festeren, héirteren und schwereren Spétholzzone und einer
lichter gefarbten wemger festen, weicheren und leichteren Frithholzzone. Ferner unterscheidet
man am Holze die innere am Erndhrungsvorgange des Baumes nicht mehr teilnehmende,
oft dunkler verfiarbte Kernholzzone, von der gegen die Rinde zu gelegenen Splintholzzone;
diese beiden Zonen unterscheiden sich ebenfalls durch ihre durchschnittliche Harte und
Festigkeit und ihr durchschnittliches spezifisches Gewicht. Zieht man demnach im Holz
verschiedene Parallele in den Faserrichtungen, so sind die genannten Eigenschaften aufihnen
recht verschieden, je nachdem die Parallele im Kernholz, im Splintholz, in der Friih- oder
Spétzone eines Jahresringes liegt. Wahlt man eine Gerade schief zu den Fasern, so wechseln
die genannten Eigenschaften auf dieser Geraden selbst, das Holz ist also inhomogen und
anisotrop in Lezug auf die angegebenen Eigenschaften. Dem genannten Aufbau ent-
sprechend ist auch das Holz mit Bezug auf das elastische Verhalten inhomogen und aniso-
trop. Metalle im festen Zustande bestehen aus einer groBen Zahl von gegeneinander in
bezug auf ihren kristallinischen Aufbau noch sehr verschieden orientierten vielfach defor-
mierten Kristallen oder Teilen von Kristallen, die unter dem Mikroskop sichtbar werden
(mikroskopische kristallinische Struktur) und homogen und anisotrop sind. Infolge des ver-
schiedenen technologischen Herstellungsvorganges, z. B. von FlufBleisen, kénnen auBerdem
noch verschiedene andere schon mit freilem Auge sichtbare Strukturen entstehen (feinkérnig,
grobkornig, faserig, sehnig). Dementsprechend sind die Metalle in elastischer Hinsicht
streng genommen als inhomogen und anisotrop zu bezeichnen. Statistisch, d. h. durch-
schnittlich auf langen Strecken, die man sich im Innern des Metalles in verschiedenen
Richtungen gezogen denken kann, kann aber von einem feinkérnigen Martinsstahl wohl
behauptet werden, dal er isotrop und homogen ist. Statistisch isotrope und homogene Kérper
werden nach einer Ausdrucksweise von Voigt auch als quasiisotrop bzw. quasihomogen be-
zeichnet. Dagegen ist das gewalzte FluBeisen (Schienen oder Bleche) nicht einmal statistisch
isotrop, denn die elastischen Eigenschaften parallel und normal zur Walzrichtung sind
bei der durch das Walzen bedingten faserigen Struktur entschieden ungleich.

Die Eigenschaften eines Korpers kénnen sich &ndern, wenn dessen Zustand
(z. B. Temperaturzustand, Spannungszustand) geindert wird. Auch das elastische
Verhalten kann sich &ndern, wenn die Temperatur geindert wird, oder wenn
der Korper vor Aufbringung von dufleren Kraften bereits in seinen Teilen ver-
schiedenen Spannungszusténden unterworfen ist (S. 23).

17. Das Gesetz von Hooke in einfacher und erweiterter Form
(Superpositionsgesetz) fiir isotrope, homogene Korper.

Hooke hat im Jahre 1678 (etwas spiter aber unabhingig von Hooke
der Franzose Mariotte) fur den Fall eines homogenen linearen Spannungs-
zustandes bei isotropen, homogenen Korpern ein Elastizititsgesetz aufgestellt,
das die Proportionalitdt zwischen der Zug- (Druck-) Spannung und der Dehnung
(Quetschung) behauptet. Hundert Jahre verflossen, bis Navier (1821) als erster
versuchte, ein Elastizitatsgesetz fiir allgemeine Spannungszustinde zu gewinnen,
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und zwar auf Grund von molekular-theoretischen Betrachtungen. Poisson kam
im Jahre 1828 zu den gleichen Resultaten wie Navier, vor ihm aber fand
Cauchy das Gesetz, das heute noch als giiltig fiir adlotrope und isotrope homo-
gene Korper angenommen wird, nachdem fast durch das ganze 19. Jahrhundert
von hervorragenden Gelehrten iber diese Frage diskutiert, oder ihre Losung
von anderen Gesichtspunkten aus vielfach unter Heranziehung des Experiments
in Angriff genommen worden war. Die folgende Darstellung beschriankt sich auf
isotrope homogene Korper.

Cauchy kam zum Resultate, dal3 die Spannungs- und Verzerrungskompo-
nenten fiir isotrope und homogene Korper in einem linearen Zusammenhange
stehen miissen. Die allgemeine Form, in der man das Cauchysche Gesetz, das als
ein durch die Erfahrung fiir einen bestimmten Spannungsbereich hinlinglich
bestatigtes Naturgesetz zu werten ist, heute aufschreibt, bezieht sich auf ein
beliebiges unendlich kleines Prisma in einem Punkt P des elastischen festen
Kérpers und setzt einen dreidimensionalen Spannungszustand voraus. Es besagt,
dafl zwischen den 6 Spannungs- und den 6 Verzerrungskomponenten der folgende
lineare Zusammenhang bestehen soll:

1 - 1 7 1
emx:f_ a:'_;l(}y-}"zz)~ exy=—(;XU7
| B 1
=7 Yy = (Xo+Z,) ¢:=a¥s (42)
17 1 -3 1
ezz_f'LZz—E(Xx+)y)J esz—@Zx-

Wie ersichtlich sagen diese Gleichungen zunichst aus, dafl die Dehnungen
(Quetschungen) nur von den Normalspannungen, die Schiebungen nur von den
Schubspannungen abhingig sein sollen.

Wenn die Beziehungen (42), deren Inhalt man auch als erweitertes Hookesches
Gesetz bezeichnet, wirklich zutreffen, so miissen die Hauptspannungsrichtungen
mit den Hauptdehnungsrichtungen zusammenfallen, wie leicht erweisbar ist.
Denn legen wir von vornherein das Koordinatensystem in die Richtungen der
Hauptdehnungen, so verschwinden fiir das diesen Richtungen entsprechende
unendlich kleine Prisma die Schiebungen ¢,,, ¢,., .., also miissen zufolge (42),

da al,— nicht Null werden kann (siehe weiter unten), die Schubspannungen ver-
schwinden, woraus die vorangestellte Behauptung folgt. Es gilt somit fiir die
Hauptdehnungsrichtungen das Gesetz (42) in der Form

17 1

b=z ‘LUI— ﬁ‘(o'z‘f" 03)}’
1 1 q

er =g 02— 5, (01 F 03 |, (42a)
1r 1

ea—_‘ELas —5(01‘!“02):]:‘

worin e, ey, e; die Hauptdehnungen und o,,0,, 0, die zugehérigen Haupt-
spannungen bezeichnen.

In den linearen Beziehungen (42) und (42a) bedeuten E, m, G die sog. Elasti-
zitdtskonstanten, die fiir einen bestimmten homogenen und isotropen Stoff
diesem eigentiimliche Werte besitzen und durch den Versuch zu bestimmen
sind. £ heilt der Youngsche Elastizititsmodulus auf Zug (Druck), weil Young
im Jahre 1807 diese Konstante zuerst definierte, oder auch Elastizititsziffer auf
Zug (Druck), m (hdufig auch dessen reziproker Wert) wird die Poissonsche
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Konstante genannt, weil sie zuerst durch Poisson in seinen Abhandlungen
eingefithrt wurde, der allerdings nicht zutreffend behauptete, daB m eine fir
isotrope homogene Korper universelle Konstante sei. ¢ heifit der Schubelastizitéits-
modulus, Gleitmodul, Torsionsmodul, oder auch ZElastizitatsziffer auf Schub.
Da die Verzerrungskomponenten dimensionslos sind, folgt aus (42), daf die Dimen-
sionen von K und @ jene einer Spannung (kg/em?) sind und dafl m dimensionslos ist.

Die reziproken Werte von E und @, d.i. -é— = o und —éj: f werden als Deh-

nungszahl « bzw. Schiebungszahl oder Gleitziffer § eingefiithrt. g ergibt sich
aus den auf die Schubspannungen beziglichen Gleichungen (42) in anschau-
licher physikalischer Bedeutung als Schiebung pro kg/ecm? Schubspannungs-
zuwachs. Die Bedeutungen von « und m ergeben sich aus der Anwendung des Ge-
setzes (42) auf die einfache Zug- (Druck-) Beanspruchung, wodurch wir, wenn wir
die Zug- (Druck-) Richtung mit der xz-Richtung zusammenfallen- lassen, fiir ein
unendlich kleines in der Stabrichtung herausgeschnittenes Prisma

1 4
emw:”E’Aa-a e‘vy:Oa
X, 5
eWJ:_?nE’ €yz 07 ('12)
X,
e”:_mE’ €0 =0

erhalten. Das Gesetz X, = Fe,,, das die Proportionalitit der Spannung mit der
Dehnung ausdriickt, ist das sog. einfache Hookesche Gesetz (siehe oben). Aus ihm

liest man unmittelbar ab, daf} % = = als Dehnung (Quetschung) pro 1 kg cm? Zug-

(Druck-) Spannungszuwachs angesehen werden kann. Hat der auf Zug (Druck) be-
anspruchte Stab die Linge [, so kénnen wir, da e, , fir diese ganze Linge konstant
ist (homogene Verzerrung im endlichen Raume, S.16 und 41), die erste der
Gleichungen (42") auch in der oft gebrauchten Form

X,=0c=E "—ll (42"

schreiben, wenn |7 die Verlingerung (Verkiirzung) des ganzen Stabes bedeutet.
Aus den Gleichungen (42’) kann auch die Bedeutung der Poissonschen Konstan-
ten m hergeleitet werden. Dividieren wir die erste dieser Gleichungen durch die
zweite bzw. dritte, so erhalten wir

Cpy = — MEy, = — Me,,.

m stellt demnach das Verhaltnis des Zahlenwertes der Dehnung (Quetschung)
e, in der Richtung x zu den Zahlenwerten der Querquetschungen (-dehnungen)
€,y, €,, normal zur a-Richtung dar.

Die ersten 3 Gleichungen (42), welche sich auf die Dehnungen ( Quetschungen)
in drei aufeinander normalen Richtungen beziehen, bzw. die Gleichungen (42a)
kénnen als Vereinigung des durch die ersten drei Gleichungen (42') ausgedriickten
Gesetzes und des sog. Superpositionsgesetzes angesehen werden. Denken wir
uns ndmlich das unendlich kleine Prisma vorerst durch X, allein beansprucht,
so entstehen nach (42) die Dehnungen (Quetschungen)

’ 1 ’ XZ ’ XT

Cos ™= T Na»  Cyy =" o p> €y = = i (a)

Wenn das Prisma hierauf allein durch Y, und hierauf allein durch Z, beansprucht
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wird, so ergeben sich die zugehorigen Forméanderungen aus

44 1 " 1
e;z:cz—;;fyy’ e“’:—;n-Eizw

" I/'v 44 1
Gy =g (b) und ewz—m—EZz. (e)
” 1 kd " ZZ

ezz=h;ﬁ}y' ezzzz'—‘

Addiert man die einander entsprechenden Gleichungen (a), (b), (c), so erhilt
man das erweiterte Hookesche Gesetz (42), wenn man

’ i 44 1 ”"r
Cra™ €rx 7 €rx T €za: l
’ |

- €
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setzt. Die Dehnungen in den Richtungen x, y, z fiir einen dreidimensionalen
Spannungszustand erhédlt man sonach, indem man die nach (42) fir die lineare
Beanspruchung sich ergebenden Dehnungen, die vorhanden wéren, wenn jede
Normalspannung fir sich allein vorhanden wére, tibereinander lagert oder super-
poniert; dabei ist die Reihenfolge der Superposition gleichgiiltig. Dieses Super-
positionsgesetz konnte auch dadurch ausgesprochen werden, daf man sagt:
Ein infolge einer einzelnen Normalspannung sich ergebender Wert der Dehnung
wird von dem Vorhandensein der beiden anderen Normalspannungen nicht be-
rithrt, oder die den einzelnen Normalspannungen entsprechenden Werte der Deh-
nungen sind voneinander unabhéngig. In der letzten Form bezeichnet man das
Superpositionsgesetz auch als Unabhéngigkeitsgesetz. Man kann sich somit
die drei Normalspannungen gleichzeitig aufgebracht denken, oder nacheinander
in beliebiger Reihenfolge, der eintretende Deformationszustand ist in beiden
Féllen der gleiche. Dieses Gesetz wird héufig in den Anwendungen der Theorie
auf technische Probleme zur Verwendung gebracht. Dabei geht man von dem
weiter unten noch zu verfolgenden Gedanken aus, daf§ jeder gegebenen duleren
Beanspruchung eines elastischen festen Korpers eindeutig ein bestimmter Span-
nungs- und Deformationszustand des Korpers zugeordnet sein mufl (8. 47). Nach
dem Superpositionsgesetz kann man dann die dulleren angreifenden Krifte in be-
liebiger Reihenfolge am Kérper aufbringen. Diese Moglichkeit wird dazu beniitzt,
um den EinfluB jeder einzelnen &ulleren angreifenden Kraft fir sich auf den
Spannungs- und Deformationszustand zu untersuchen.

In dem Belastungsfall der Abb. 15, S.45 kénnen z. B. zuerst fiir die Belastung durch
P, allein die Schaubilder fiir die Biegungsmomente und Querkrifte gezeichnet und die hierzu
gehorigen Spannungen (Biegungs- und Schubspannungen) sowie Deformationen der Stabachse,
(siehe hierzu den zweiten Teil, 8. 222 u. S. 236 {f.) bestimmt werden, dannin gleicher Weise fiir
P,, hierauf kénnen die Schaubilder, Spannungen und Deformationen iibereinander gelagert
werden.

Die besprochenen Gesetze sind als ideale Grenzgesetze zu werten, weil isotrope
und homogene Korper in der Natur kaum vorkommen. Doch gibt es viele Stoffe,
fur welche das Gesetz mit sehr grofler Anndherung erfillt ist. In der Technik
spielen hauptsichlich Holz, Metalle und naturliche sowie kiinstliche Steine als
Werkstoffe eine Rolle. Fiir diese pflegt man das Hookesche Gesetz in der Regel
wegen seiner Einfachheit anzuwenden, wenn man sich auch bewuBt ist — das
gilt insbesondere fiir Steine, Holz und die gegossenen Metalle —, da8l seine Giiltig-
keit oft nur sehr beschrankt ist. Um die Unstimmigkeiten mit der Erfahrung
auszugleichen, hilft man sich dann dadurch, daBl man im Hookeschen Gesetz
die Konstanten fiir den betreffenden Stoff als mit der Art der inneren Beanspru-
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chung und der Richtung der Spannungskomponenten im Korper verdnderlich be-
trachtet oder Korrektionskoeffizienten einfithrt. Darauf werden wir noch spéter
zuriickzukommen haben.

Fir anisotrope, homogene Kérper, wie z. B. Kristalle, wurde ein Elastizitatsgesetz auf-
gestellt, das den lincaren Zusammenhang zwischen Spannungs- und Verzerrungskomponenten
aufrecht erhalt, nur ist die Zahl der in dasselbe eintretenden Konstanten gegeniiber jener
bei isotropen homogenen Kérpern vermehrt, und zwar im extremsten Falle eines triklinen
Kristalles auf 21. Dieses Elastizitatsgesetz fiir Kristalle wurde durch die Erfahrung
sehr gut bestatigt, was mit dem regelhaften Aufbau dieser Korper im Zusammenhang steht.

18. Fortsetzung. Zusammenhang zwischen den Elastizititskonstanten
von dem Hookeschen Gegetze folgenden Stoffen.

Zwischen den Elastizititskonstanten %, ¢, m mufl unter der Voraussetzung,
daf} die Verzerrungskomponenten sehr klein sind, deswegen ein Zusammenhang
bestehen, weil fiir einen beliebigen Spannungszustand in einem Punkte die
Verzerrungs- (Spannungs-) Komponenten fiir jedes unendlich kleine Prisma be-
kannt sind, wenn der Verzerrungs- (Spannungs-) Zustand fir ein bestimmtes
dieser Prismen gegeben vorliegt.

Zum Nachweisce des genannten Zusammenhanges geht man von einem mog-
lichst einfachen Spannungszustand aus. Wir wollen als solchen das eine Mal
den Spannungszustand auf reinen Schub, das andere Mal jenen auf Zug zugrunde
legen. In beiden Fillen kommen wir, wie wir gleich sehen werden, auf das gleiche,
jenen Zusammenhang darstellende Resultat.

Der reine Schubspannungszustand ist
charakterisiert durch das Auftreten zweier
entgegengesetzt gleicher Hauptspannungen

0,03 = — 0, (03scl positiv). Das erweiterte
Hookesche Gesetz lautet dann nach (42a)
L <1> . m+1
1 n\73 m mil 73’

e =10,
. Oy m -+ 1
€3 = i <U3 T o) T RYWERLE

Die den Hauptspannungen o,0; entspre-
chenden Hauptdehnungen e, e; sind dem
nach entgegengesetzt gleich. Nennen wir die
Kantenlinge eines unendlich kleinen Wiir-
fels 1,2, 3,4 (Abb. 23), der in den Rich-
tungen der Hauptspannungen heraus-
geschnitten gedacht wird, vor der Verfor-
mung s nach derselben s; bzw. s;, so muB

offenbar Abb. 23,
p _t“ 1 N
$37=8F+egs =8 +Ads= s<1 + %JE‘*U?')’
. 1
S==8+es=s+Ads=s (1 — —m”;-%f%)

sein. Der Winkel, den zwei auf die Hauptspannungsebene normal stehende
Diagonalflichen des Wiirfels nach der Verformung miteinander einschlieBen, sei
90 + y, wobei y die Winkelinderung des vor der Verformung rechten Winkels
bedeutet. Aus der Abbildung, in der der verformte Wiirfel mit 1°, 2, 3’, 4’ be-
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zeichnet und der Winkel 90 + y durch 3, 6°, 2" oder 1’, 6', 4’ gegeben ist, folgt,
wenn bedacht wird, dafl  sehr klein sein soll,

142
¥ s+ Ads 2
tg(45+—2ﬁ)=8;4,8=1 > (a)
2
oder ¥ A Y y A Y
stds—sG—Adsg=s—As+s5 —As5,
woraus
b+ 1
287"];3_21} o3=2As=ysy (b)

folgt. Da v die Schiebung ist fiir den in der Abbildung stark gezeichneten unend-
lich kleinen Wiirfel 3, 4, 5, 6 (nach der Deformation geht dieser Wiirfel in das
strichlierte Prisma 3’, 4, 4, 67 iber), dessen Seitenflichen unter 45° zu den Seiten-
flichen des Wiirfels 1, 2, 3, 4 liegen, und die Schubspannungen -+ 7 fir diese
Richtungen ihrem Werte nach den Hauptspannungen gleich werden (S. 721f.), so
kann, weil nach (42) yG = 7 = 0 ist,

m+1 o ,
§ :;LEMO‘3_~SEF‘ (b)

und daher
B — 2 (m+ l)—G (43)

m
gesetzt werden.

Diese wichtige, nur fiir isotrope homogene Koérper, die das erweiterte Hooke-
sche Gesetz befolgen, giiltige Beziehung (43) wird sehr haufig zur Verwendung
gebracht und durch die Erfahrung bestitigt. Fiir isotrope, homogene Korper ist
demnach eine von den drei Elastizitatskonstanten ¥, @, m bestimmt, wenn zwei

von ihnen gegeben sind. Man sagt dem-

nach, das elastische Verhalten eines iso-

tropen, homogenen Korpers ist durch zwei

Elastizitdtskonstante unter Zuhilfenahme

des Hookeschen Gesetzes charakterisierbar.

Gehen wir nunmehr vom reinen Zug-

spannungszustand aus. Der auf Zug bean-

spruchte unendlich kleine Wiirfel 1, 2, 3, 4

von der Seitenldnge s (siehe Abb.23a) geht

nach der Deformation in das Prisma 17, 2/,

3’, 4’ iiber. In &dhnlicher Weise wie oben

Abb. 23a. koénnen wir fir die unter 459 zu den Flachen

des Wirfels 1,2, 3,4 gelegenen Flichen-

elemente, die vor der Verformung dem stark ausgezogenen Wiirfel 3, 4, 3, 6
angehéren und nach derselben den Winkel 90 ¥ = 4/,6”,3" am strichlierten
Prisma 3, 4’,5’, 6" miteinander einschlieBen, die Anderung y aus der obigen
Beziehung (a) berechnen, wenn zufolge des Hookeschen Gesetzes im Zahler

As=s -%, im Nenner aber 4s = /}:—%, und fiir die unter 45° bzw. 135° auftre-

tende extreme Schubspannung v = %“ = Gy gesetzt wird (S.73). Wir erhalten

durch Einsetzen der genannten Werte und Reduktion die Beziehung
m -+ 1 IJ o, mi 1 v m—1

TmE T 26G 7 4EG@T w2020 m
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Nachdem K, &, m erfahrungsgemiafl endliche Werte und insbesondere £, G,
wie weiter unten noch ausgefiihrt werden wird, sehr grof3 sind, y aber in der
Rechnung als unendlich klein (oder sehr klein) betrachtet wird, so kann das
letzte Glied rechts gestrichen werden, und es folgt wieder die Beziehung (43).

19. Experimentelle Ermittlung der Elastizitiitskonstanten.

Die experimentelle IErmittlung von £ erfolgt am einfachsten aus einem Zug-
oder Druckversuch mit zylindrischen Stiben bzw. Wiirfeln. Hat der auf Zug
beanspruchte Stab vor der Verformung die Linge [, so ist dieselbe nach der
Verformung durch I + A7 =1 (1 - e;) gegeben, mit e; als Verlingerung pro
Lingeneinheit in der Richtung des Zuges. Kennt man .I! aus dem Versuch,
so kann K unter Zuhilfenahme des einfachen Hookeschen Gesetzes bestimmt
werden. Wenn F die Querschnittsfliche des Stabes ist, und, wie notwendig an-
genommen wird, daf} sich die Kraft P gleichférmig iiber den Querschnitt verteilt,
so lautet das einfache
Hookesche Gesetz

P Al
7= 0y = ET woraus
, Pl )
E=%m

folgt. In den Abb. 24 bzw.

24a ist die zur Messung

von Al gehorige Kinrich-

tung in schematischer

Form bzw. in genaucrer

Darstellung  gezeichnet,

die ihr durch Martens

gegeben wurde, nachdem

Bauschinger bereits

frither die Einrichtung in

etwas abgeinderter Form

zur Ausfithrung gebracht

und zu MeBzwecken be-

niitzt hat. Sie wird am

Zugstab PS, der z. B. ein

solcher mit kreisférmigem

Querschnitt ist und unter Abb. 24.

dem EinfluB3 der Kraft P

steht, angelegt und besteht aus den beiden federnd mit einander verbundenen
und zur Stabachse parallelen Schienen F, F, die einerseits mit den in eine ein-
gerissene kreisformige Kerbe k& des Stabes zum Eingriff zu bringenden Schnei-
den ¢, d versehen sind, andererseits durch in ihnen vorgesehene Kerben zur
Lagerung von zwei Stahlprismen S, § dienen, mit denen Spiegel I, I1 derart fest
verbunden sind, daf} sie normal auf die Schneidenentfernung m, ¢ stehen, und
sich mit den Prismen um die Kanten m, m drehen koénnen, welche in den Schienen
als Auflagerkanten dienen.

Im Hinblick auf den zu erreichenden Zweck der Einrichtung wire es am besten, wenn
die Auflagerkanten m, m der Prismen in die Ebenen der Spiegel hineinfielen. In den Ab-
bildungen sind die Spiegel die Schneidenentfernung halbierend gezeichnet, wodurch in die
unten geschilderte aus der Verdrchung des Spiegels abgeleitete Messung der Verlingerung
des Stabes ein bei der Kiirze der Prismen nicht ins Gewicht fallender Fehler kommt.

Girtler, Mechanik. 6
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Die Kanten ¢, ¢ der Prismen greifen am Stabe P8 in eine eingerissene Kreis-
kerbe &’ ein, deren Ebene normal zur Stabachse steht. Die feste und doch federnde
Lagerung der Prismen am Stabe bzw. den Schienen wird durch die federnde Ver-
bindung der Schienen untereinander erreicht. Die Liange zwischen den Kerben k, &’
ist genau gleich der sog. MeBlinge des Stabes, deren Verlingerung unter dem
Einfluf} der Kraft zu messen ist. Eine federnde Einstellung der Spiegel um zu
den genannten Prismenkanten m, ¢ normal stehende Achsen @, ¢ wird durch die
Schrauben R, B (Abb.24a) erméglicht. Wenn die Schneiden der Prismen normal
auf die Stabachsen stehen und die Kraft P noch nicht aufgebracht ist, sollen
die Spiegel parallel zur Stabachse stehen. Die Spiegel sind daher auch noch um
eine zu den Drehachsen m, m der Prismen parallele Achsen b, b unabhéngig von
den Prismen drehbar. Die richtige Einstellung der Prismen, die dann vorhanden
ist, wenn die Ebene ihrer auflagernden Kanten normal zur Stabachse steht,
wird durch Marken dadurch ge-
wihrleistet, dal je ein mit Marke
versehener Zeiger, der mit je einem
Prisma verbunden ist, zur Uberein-
stimmung mit je einer an der zu-
gehorigen Schiene ersichtlichen
Marke gebracht wird.

Wirkt nunmehr die Kraft P,
so bewegt sich die Kante i des
Prismas mit dem Spiegel I (Abb. 24)
um ein der Verlingerung A1, ent-
sprechendes Mafl nach ¢’, infolge-
dessen verdreht sich der Spiegel [
um den Winkel ;. Es ist ersicht-
lich, dal A1, = s sin ¢, wenn s die
Entfernung der beiden Kanten m
und ¢ bedeutet, die durch die Di-
mensionen der Stahlprismen ge-
geben ist. Das beziiglich des Pris-
mas mit dem Spiegel I’ Gesagte
gilt naturgemall auch fir den
Spiegel 11, der sich um den Win-
kel @, entsprechend einer Verlan-
gerung Al, drehen moge. Die
Verdrehung der Spiegel wird durch je ein mit Fadenkreuz versehenes Fern-
rohr H, dessen Achse vor Aufbringung der Kraft normal zu den Spiegelflichen
steht, auf je einer mit Millimeterteilung versehenen Skala M beobachtet,
die in der Entfernung D von den Spiegeln parallel zu den Spiegelflichen und
parallel zur Stabachse steht. Wenn vor Beanspruchung durch P der Skalen-
teil 0 im Fernrohr mit dem Wadenkreuz iibereinstimmte, so wird nach Auf-
bringung von P der Skalenteil ¢ durch das Fadenkreuz herausgeschnitten, und
die Entfernung 0, ¢ entspricht, weil wir das reflektierte Bild von ¢ beobachten,

Abb. 24a.

%, wenn b, die Anzeige der dem
Spiegel I zugehorigen Skala bedeutet. Nachdem die Winkel @, 2 @, sehr klein
8b,
2D

dem Winkel 2 ¢,. Wir erhalten somit tg 2 ¢, =

. .. . b .
sind, konnen wir A1, = s ¢, und 2 ¢; == -+ schreiben, woraus Al =

D folgt.

2% heiBt das Ubersetzungsverhiltnis. Wihlen wir D = 1500 mm, so wird
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Al, = 0,0013 mm bei b, = 1 mm und s = 4 mm. Es kann somit ein Wert von
0,0013 mm noch genau abgelesen werden, und es kénnen, da % mm auf der
Skala noch geschédtzt werden kann, noch Verlingerungen von 0,0006 mm mit
ziemlicher Sicherheit geschitzt werden. Ein Spiegel wiirde nicht geniigen, um
verlaBliche Messungen von A7 bewerkstelligen zu kénnen, denn Verschiebungen,
welche der Probestab als ganzer ausfiithrt, ohne Dehnungen, wiirden dann gleich-
falls als Dehnungen beobachtet, ferner wire keine Riicksicht auf Exzentrititen
der Kraft mit Bezug auf die Stabachse genommen, wodurch elastische, wenn
auch sehr kleine Biegungen des Stabes und infolgedessen ungleiche Verlingerun-
gen der einzelnen Fasern entstiinden. Durch Verwendung zweier Spiegel werden
diese Fehlerquellen ausgeschieden, man braucht nur die Mittelwerte der Ab-
lesungen an der jedem Spiegel zugeordneten Skala zu nehmen, um die Verlin-
gerung der Stabachse zu erhalten, auf die es ankommt. Die Verlingerung der
Stabachse erhilt man sonach aus

AL +Al, s b b,

S
N=""5" =55 "2 >

worin die Ablesung b, dem einen Spiegel, b, dem anderen entspricht. Da die
Werte .17 in dem Bereiche der Giltigkeit des Hookeschen Gesetzes (fiir den,
wie wir sehen werden, P und damit die Zugspannung g, nicht zu groB sein diirfen)
sehr klein sind, wird £ nach (a) auf S. 81 zahlenméBig sehr grof3. So ergibt sich
fiir weiches FluBeisen, fiir das wir statistische Isotropie und Homogenitit voraus-
setzen konnen, £ = 2000000 kg/cm?, fiir Holz in der Richtung der Fasern durch-
schnittlich £ = 100000 kg/cm? usw. Dagegen ist die Spannungsziffer « sehr
klein, z. B. fiir weiches FluBleisen oo = 0,000 0005 cm?/kg.

Die Bestimmung des Gleitmoduls G geschieht unter Zuhilfenahme eines
Torsionsversuches von geraden zylindrischen Stdben mit Kreisquerschnitt,
deren eines Ende festgehalten wird, wihrend das andere durch ein sog. Drillungs-
moment, dessen Ebene normal zur Stabachse steht, beansprucht wird. Es ent-
steht dabei, wie spater nachgewiesen werden wird, in jedem Punkt des Stabes
ein reiner Schubspannungszustand, dessen Gréfle aus dem Drillungsmoment er-
mittelt werden kann. Zwei Querschnitte des Stabes in der Entfernung 1 ver-
drehen sich gegeneinander an der Oberfliche des Stabes um einen Winkel, der

gemessen werden mulfl. Dieser Verdrehungswinkel tritt jetzt an die Stelle von
# bei Messung von E. Durch Anwendung des auf die (aus dem Drillungsmoment
berechenbaren) Schubspannungen beziiglichen Hookeschen Gesetzes, in welches
der Verdrehungswinkel eintritt, erhélt man eine zur Bestimmung von G taug-
liche Beziehung, ganz &hnlich wie oben das Hookesche Gesetz die Ausgangs-
gleichung fiir die Bestimmung von £ war. Wir werden auf diese Bestimmung im
zweiten Teile dieses Buches (S. 328) zuriickkommen. G ist stets kleiner als Z, z. B.
fir weiches FluBleisen wird @ = 800000 kg/cm?. Hat man E und @ gefunden,
so kann die Konstante m fiir das betreffende Material aus der Beziehung (43)
erschlossen werden. Man fand so, dal3 m sich fiir Metalle nicht sehr verschieden
ergibt; es schwankt fiir diese Stoffe von % bis 4, und zwar innerhalb des
GrolBlenbereiches innerer Beanspruchungen, fiir welchen das Hookesche Gesetz
tiiberhaupt gilt. (Siehe unten.)

Eine direkte Bestimmung von m ist wegen der hierbei in Betracht kommenden
sehr kleinen Léngendnderungen schwieriger als die Bestimmung von £ und G.
Sie mifite z. B. unter Zuhilfenahme von Messungen der Verlingerung eines auf
Zug beanspruchten Stabes und dessen gleichzeitiger Querzusammenziehung er-
folgen. Wenn der mit kreisférmigem Querschnitt vorausgesetzte Stab vor Auf-

6*
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bringung der Zugkraft den Radius r besitzt, so ist derselbe nach Aufbringung
ral

der Last durch r — Ar =1r <1 — %) =r; gegeben (S.41), woraus m = v
folgt. Wir wollen uns einen Einblick tiber die GréBenordnung von .17 verschaffen,
unter Voraussetzung, dafl m = 4 ist. Es liege ein Rundstab von d = 2 cm Durch-
messer und der Lange ! = 20 cm vor, der auf Zug durch eine Spannung von
900 kg/cm? beansprucht wird; wenn als Material weiches FluBeisen gewéhlt
ist, so ergibt sich durch Rechnung, wenn E = 2000000 kg/cm? gesetzt wird,
fngO(ﬁ)% = 0,009 cm. Der Radius des Stabes ist nach
0,00045 . .
der Verformung durch r, = <1 — ) gegeben, somit wird .17 =0,00011 cm.
Das ist etwa ein '/so des Wertes der Verlingerung -11. Die direkte Methode zur
Bestimmung von m verlangt daher besonders feine MeBmethoden, wie z. B. jene,
welche als Methode der Interferenzen sich eingebiirgert hat.

Man sucht diesen Schwierigkeiten auszuweichen, indem man an Stelle von I
die GroBe n (I + A1) 12 — zlr?, d.i. die Volumendnderung v auf die Linge I
des auf Zug beansprucht gedachten Stabes miBt. Wie wir bereits berechnet

haben (S. 41) ist die kubische Dilatation fiir einen auf Zug beanspruchten

Stab in jedem Punkte durch e = 2t.7 =2

l m

die Verlingerung 1! =

Av .
= — gegeben, wobei v =r2z7]
v

ist. Aus dieser Beziehung ergibt sich m = -—— 4r 7 oder bei Einfiihrung des
1280
v Al
bereits gefunden gedachten Wertes von E
" 20 2P
m = . = ) )
o—2p p_dvpp
v v

wenn P die aufgebrachte Zugkraft, ¢ die Zugspannung und F die Querschnitts-
fliche des Stabes bedeuten. /A v wire bei unserem obigen Beispiel nahezu gleich
14,3 mm?3, was leichter zu messen ist als die GroéBe Ar.

Zur Messung von Awv sei hier nur des Vorschlages Erwiahnung getan, diese GroBe aus
dem Vorriicken eines Flissigkeitsfadens in einem Kapillarrohr zu messen, das mit einem,
eine Fliissigkeit enthaltenden Gefifle in Verbindung steht, derart. daB das Volumen v vor
der Verformung gerade in die Fliissigkeit eintaucht.

Aus der fiir die kubische Dilatation bei einfacher Zugbeanspruchung erhaltenen
Formel miissen wir den Schlu$ ziehen, daBl m => 2 sein muB, da beim Ziehen
eines Stabes das Volumen des Stabes nach der Verformung mindestens gleich
dem Volumen des Stabes vor der Verformung, in der Regel aber ersteres grofer
als letzteres sein wird. Ein Stoff, fiir welchen m = 2 gefunden wurde, ist Kork.
Siehe hierzu auch den folgenden Punkt.

20. Kompressibilitit. Raummodul.

Steht ein elastischer isotroper und homogener Kérper unter allseitigem
Flissigkeitsdruck p kg pro Flidcheneinheit, so entsteht, wie wir bereits (S. 67)
erwidhnt haben, im Innern des Korpers der rdaumliche hydrostatische Spannungs-
zustand, fiir welchen in jedem Punkte des elastischen Kérpers ¢,=0,=0,=1p
und p eine negative GroBe ist. Aus dem erweiterten Hookeschen Gesetze ergibt

sich dann fiir die Hauptdehnungen e; = e, = e, = % p= ;n_ 2 und fiir die kubische

3p m—2

Dilatation e = T
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Auch aus letzterem Werte mufl der Schlull gezogen werden, daBl m = 2 sein muB, weil
sonst bei allseitigem Druck eine Volumsvermehrung eintreten wiirde.

Die Grifle e fir p = 1 heifit die Kompressibilitit K des Korpers, die also
die Volumenverminderung pro Volumseinheit eines Kérpers vorstellt, der einem
allseitigen Flissigkeitsdruck von p = 1 kg/cm? ausgesetzt wird. Es bestehen somit
die Beziehungen

—2
e=Kp, K=" "2

Der reziproke Wert von K heifit der Raummodul M des elastischen Korpers,
also wird nach Definition

(44)

—r_ Em 5
J[—e—3(m_). (45)
M 1aBt sich nach dem Gesagten als jener Druck p in Atmosphéren erkliren,
der auf die Oberflacheneinheit des Korpers wirken mufl, um eine kubische
Dilatation von der GréBe =1 hervorzurufen. Setzt man m aus der Beziehung
(43) in die Beziehung (45) ein, so erhilt man
1 3(3G — E)
T T (46)
Die Beziehungen (45) und (46) gehéren organisch zu der Beziehung (43). Man
sieht, dal von den vier Gréflen E, ¢, m, M (K) nur zwei gegeben zu sein
brauchen, um die iibrigen durch Rechnung zu finden. Der Wert von M und da-
mit der Kompressibilitit kann z. B. aus einem Zugversuch gefolgert werden, fir

K:

l —2
welchen % = él— ~ pral Setzt man nach Messung der Zugspannung o, bzw. der
Zugkraft P und der Raumverminderung /v den aus letzter Beziehung folgenden
-2 . - s . .
Wert von = in (45) ein, so erhdlt man, wenn ¢ = EATZ gesetzt wird,
o p 1
M= o= =7
gdv  gpdv K

Auch Gleichung (46) kénnte nach Bestimmung von E und G zur Berechnung
von K bzw. M dienen.

21. Elastische Grundgleichungen der Statik fiir dem Hookeschen
Gesetze folgende isotrope und homogene Korper. Eindeutigkeit
der Losung des Gleichgewichtsproblemes.

Zur Losung des im Punkte 1 bereits erwiahnten Problemes der Zuordnung
des dulleren Kraftsystemes zum Spannungs-, Verschiebungs- und Verzerrungs-
zustand unter statischen Verhéltnissen stehen zur Verfugung: die kinema-
tischen Gleichungen (6) und (7) auf den Seiten 29 und 30, die Spannungs-
gleichungen (20) und (21), welche das Gleichgewicht eines unendlich kleinen
Prismas im Innern des elastischen Korpers darstellen, ferner die Oberflachen-
bedingungen (24), welche das Gleichgewicht eines an der Oberfliche gelegenen
Tetraeders zum Ausdrucke bringen, schlieBlich noch das Elastizitatsgesetz (42).
Zufolge der Gleichungen (21) reduziert sich die Zahl der zu ermittelnden Span-
nungskomponenten auf 6, die durch die drei Gleichungen (20) bei Einhaltung
der Grenzbedingungen (24) nicht bestimmbar sind. Driicken wir aber die Span-
nungskomponenten aus dem Elastizitatsgesetz durch die Verzerrungskomponenten
und letztere wieder mittelst der Gleichungen (6) und (7) durch die betreffenden



86 Grundlagen der Erfahrung und Theorie.

partiellen Ableitungen der Verschiebungskomponenten aus, und setzen die so
ausgedriickten Spannungskomponenten in die Gleichungen (20) und (24) ein,
so erhalten wir sechs partielle Differentialgleichungen, welche nur u, v, w als
Unbekannte enthalten. Die Integration der umgewandelten Gleichungen (20),
unter Beachtung der umgewandelten Grenzbedingungen (24), ergibt wu, v, w
und somit die Verzerrungskomponenten, ferner mit Hilfe des Elastizititsgesetzes
die Spannungskomponenten als Funktionen der Koordinaten z, y, z.

Um die Spannungskomponenten aus (42) zu bestimmen, addieren wir zunéchst
das erste Gleichungstripel und erhalten

Ee:’"'Q(XerY +2,),

a 0 —Z
worin e = OZ + ay + au gleich der kubischen Dilatation ist. Setzen wir 7 z

aus der ersten der Gleichungen (42) ein, so erhalten wir

Ee="

(m —2)(X, — Ee,,),

woraus
- Em e
X, = ;n—i—l <e’m+ m —2/

oder bei Beniitzung von (43)

X, =26 epe+ )
folgt; ahnlich erhalten wir
_ e ) 47)
Yy—QCr*(e”—}— o)

Zz: G<“+m—2)

Wir setzen nunmehr die so dargestellten Spannungskomponenten X, Y, Z,
und X, Y,, Z, aus dem zweiten Gleichungstripel (42) in die Spannungsgleichun-
gen (20) und die Grenzbedingungen (24) ein unter Beachtung von (21) und der
Beziehungen (6) und (7) bzw. des oben aufgeschriebenen Ausdruckes fiir die
kubische Dilatation und erhalten aus der ersten der Gleichungen (20)

0 ou /O0u ‘ du\,
3_7;[2G<0—x+ 2)‘+ayLGKaJ+a@> +a~_G<ax+a) +h =0,

woraus sich durch leichte Reduktion

: 9 k,
Vru + ’"2 Gt =0 (48)
mit

2
Vi = 09&2 +ay2 +7 T

ergibt. In dhnlicher Weise erhalten wir aus der zweiten und dritten Spannungs-
gleichung

7] k, 0%v
V2’U+mﬁ 52"'_6:0:1 V2L._ x2+ay~+ 8227
m de k (48)  mit 2w 02w
- . Pl 2 —
V2w+m— z+G_0’J Viw x2+0y2+0~-

72 heiBit in der Vektorenanalysis bekanntlich der Laplacesche Operator.
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Multiplizieren wir die erste der Gleichungen (48) mit dem Einheitsvektor i, die zweite
mit dem Einheitsvektor j, die dritte mit dem Einheitsvektor ¥ und addieren geometrisch, so
erhalten wir die Vektorgleichung

' m . f |
Vzb-f-deIVb'f'*G-:O (b=u-4v+mw), (48a)

welche d1e dre1 algebralschen Gleichungen (48) zu ersetzen vermag. In (48a) bezeichnet
V= +I 6 —+ f dleJemge Operation, welche man als ,,Nabla‘® bzw. ,,Gradient*

o 9 . 9
9z oy T dn

Setzen wir nunmehr die Spannungskomponenten ausgedriickt durch die
Verschiebungskomponenten auch in die Grenzbedingungen (24) ein, so erhal-
ten wir

liest; IV divb ist der Gradient der kubischen Dilatation, wobei div =

%— (gi—{— ¢ 2>cos(n1)—§—\gz+g >cos(ny) <8u )
%—: (%—}-31)008(72&)—}—2( y—b—*e 2>coq(ny) < > (49)
%= (/%—F%Jcos(nx)—i—(%—%Z;>co>(ny) izf >
Die den Beziehungen (49) entsprechende Vektorgleichung ist
_Gp.z (Vu +g%>cos (nx) + <[7v L gz>cos(ny) <l7w + g:>cos (rz) 4+ 21 leDQ. (49a)

worin p =1ip, + jp, + fp. gleich dem Vektor der Totalkraft pro Flicheneinheit, welche
einem Oberflichenelement mit der Normalen n entspricht und n ein Einheitsvektor in der
Richtung dieser Normalen ist.

Die Gleichungen (48) und (49) [bzw. die sie ersetzenden (48a) und (49a)]
heiflen die elastischen Grundgleichungen, die nach u, v, w aufzulésen sind, ein
in der Regel sehr schwieriges Problem.

Wir haben noch den Nachweis zu fithren, dafl die Gleichungen (48) und (49)
zu einer eindeutigen Losung fir «, v, w fithren. Es zeigt sich, dal} diese Eindeutig-
keit an die Voraussetzung gebunden ist, dafl der elastische Korper erstens keine
Anfangsspannungen besitzt und zweitens als starrer Korper mit Bezug auf ein
im Raume festes Koordinatensystem festgelegt erscheint, d.h. keine Verschie-
bungen zulédft, wenn er vor der Verformung erstarrt gedacht wird.

Der Beweis wird indirekt gefithrt, Nehmen wir an, es gibe in jedem Punkt des elastischen
Korpers zwei Verschiebungen by = u; + v, + w; und by = u, + by + t0,, welche gleich-

zeitig die elastischen Grundgleichungen erfilllen. Die Differenz b; — by = (u1; — u1,)
+ (v, — v,) + (10, —1v,) miilte somit die Gleichungen

> m . _
F b—f—delVb—O,

divd
m—2

<I7u+ )cos( x)+<|7n+—g—;)cos(ny)+<Vm+f;—2>cos(nz)+2n —0

erfiillen, wenn in ihnen an Stelle der Verschiebungskomponenten 11, vy, 10, bzw. b die be-
ziehungsweisen Differenzen der angenommenen Losungen eingefithrt werden. Da in diesen
Gleichungen weder Oberflichenkrifte noch Volumskrifte vorkommen, so mufl geschlossen
werden, dall b, — b, Verschiebungen wiren, die ohne Wirkung duflerer Krifte existierten.
Wenn aber der Korper vor Einwirken des angenommenen Belastungssystemes keine An-
fangsspannungen oder Temperaturspannungen besal (natiirlicher Zustand, 8. 25), so kénnen
bei Nullwerden der duBeren Belastung die Spannungskomponenten und zufolge (42) auch die
Verzerrungskomponenten nur gleich Null gesetzt werden. Wenn die Verzerrungskomponenten
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verschwinden sollen, so miissen die Bedingungen

_ Oug _% dw,

€re = 0, eyy = 7y =0, €= 5 =0
und

duy dv, dry  duy dwy,  duy

oy T 0z’ oz dy’ de 0z

erfillt sein, wobel u; = u; — uy, vy = v, — vy, wy = w; — W, gesetzt worden ist. Aus den
ersten drei Bedingungen folgt zunéchst

ug = f1(y,2), vy = fa(2,2), wy = f3(x, y)

mit f, fp, f; als drei zu bestimmenden Funktionen, die im Zusammenhang mit den letzten
drei Bedingungen die Gleichungen

oh _ 0 Of_  0fy  9f _  Of
dz

9y Odx- 0z dy’ dx
erfilllen miissen. Man sieht demnach leicht, daB ug, vy, w; Funktionen der folgenden Form
sein miissen:

Uy =gz — A3 Y — by, Uy =dg ¥ — dy 2 -+ by, Wy =@y Y — g T+ by

mit @, ay, ay, by, by, by als willkirlichen Integrationskonstanten. Vektoralgebraisch kénnte
man dieses Resultat durch b,—bd,=a X v+ b mit a =a; + a, + a5, b = by + b, + by,
T =1 -y -+ 3 ausdriicken, wobei a;,b; bzw.a,,b, bzw. a5, b5 Vektoren in den bzw. Richtungen
der z-,der y -, der z-Achse mit den GréBen a,,b, bzw. a,,b, bzw.a,, b, vorstellen; ax t ist das
Zeichen fiir das duBere Produkt der Vektoren a und r. Um dieses Ergebnis zu deuten, miissen
wir auf die als bekannt vorausgesetzte Kinematik des starren Kérpers zuriickgreifen. Die
allgemeinste Bewegung eines starren Korpers ist in jedem Zeitaugenblick zusammengesetzt
aus einer fortschreitenden Bewegung und einer Rotationsbewegung derart, daB in jedem
Zeitaugenblick die unendlich kleine Verriickung m eines jeden Punktes sich als geometrische
Summe m = my + mj von zwei unendlich kleinen komponentalen Verriickungen m; und
m; ergibt. Der Vektor myj, d. i. die komponentale Verriickung eines beliebigen Punktes des
starren Korpers infolge der fortschreitenden Bewegung, ist abhéngig von der Wahl des so-
genannten Reduktionspunktes der Bewegung, aber unabhingig von der Lage des Punktes
im starren Kérper mit Bezug auf den Reduktionspunkt, dagegen ist die Komponente my,
d.i. die komponentale Verriickung infolge der Rotationsbewegung eines beliebigen Punktes
des starren Kérpers um die momentane Rotationsachse, abhiingig sowohl von der Wahl des
Reduktionspunktes als auch von der Lage des Punktes im Korper mit Bezug auf den
Reduktionspunkt. Nennen wir r den Radiusvektor, welcher den beliebigen Punkt des starren
Koérpers mit Bezug auf den Reduktionspunkt festlegt, und sei n; ein in die momentane
Rotationsachse gelegter Vektor, dessen GréBe die momentane Verriickung infolge der Rota-
tion eines Punktes des starren Korpers in der Entfernung 1 von der Rotationsachse bestimmt
(ny ist fir verschiedene Reduktionspunkte konstant), so kann man my = ny X t und
m = mj -+ fy X 1 schreiben. Man sieht, daBl b; — b, als Verriickung eines starren Kérpers
aufgefaBt werden kann, dessen Komponenten m;j = bund 1y X t = a X 1 sind. Erfihrt der
starre Korper keine Verriickung mit Bezug auf ein Koordinatensystem, dessen Ursprung der
Reduktionspunkt der Momentanbewegung sein soll, so verschwinden nt = b; — b, und daher
die sechs Konstanten a,, b,, a,, by, a3, b5. Aus dem Vorstehenden ergibt sich die Richtigkeit
der vorangestellten Behauptungen fiir die Bedingungen der Eindeutigkeit der Lésungen
der elastischen Grundgleichungen. Man kénnte auch sagen, die Gleichungen (48) und (49)
lassen noch beliebige Verriickungen des vor Aufbringung der &uBeren Krafte erstarrt
gedachten Korpers zu. Werden derartige Verriickungen sowie Anfangsspannungen aus-
geschlossen, so sind die Losungen jener Gleichungen eindeutig.

Ein starrer Koérper ist mit Bezug auf ein Koordinatensystem festgelegt,
wenn drei nicht in einer Geraden liegende Punkte desselben festgelegt erscheinen.
So kénnen wir z. B. nach dem Vorgange von de Saint Venant und Clebsch
drei unendlich nahe gelegene, einem Flichenelemente zugeordnete Punkte 4, B, C
des Korpers, die in der yz-Ebene liegen, als festliegend mit Bezug auf ein festes
Koordinatensystem xyz annehmen. A sei mit dem Ursprung des Koordinaten-
systemes zusammenfallend, B und C sollen auf der y- bzw.z-Achse liegen. Der



Einfiihrung krummliniger Koordinaten. 89

Voraussetzung, dall 4 festliegen soll, entsprechen die drei Bedingungen
uy==0, =20, wy =10 (a)

(der Zeiger 0 deutet die Beziehung der Verschiebungen des Punktes zum Ur-
sprung des Koordinatensystemes an), der Voraussetzung, dafl C' festliegt, ent-
sprechen die zwei Bedingungen

T g

Der Punkt B kénnte sich, wenn die fiinf Bedingungen (a) und (b) erfiillt sind,
nur rotierend um die z-Achse bewegen; damit auch das ausgeschlossen ist, muB}

noch die Bedingung
ou
(o= 0

dy

erfiillt sein. Die allgemeinen Lésungen der Elastizititsgleichungen nach u, v, w
als Funktionen von w, y, z aufgefallt miissen also im gegebenen Falle den Be-
dingungen (a), (b) und (c) fiir = 0, y = 0, z = 0 geniigen. Die Verschiebungen
der iibrigen Punkte des clastischen Korpers, dem das festgelegte Flichen-
element angehort, kénnen bei EinfluBnahme eines auBeren Kraftsystemes be-
liebig erfolgen. In dem Fliachenelement machen sich dann Reaktionskrifte
geltend, die zu bestimmen sind.

In den technischen Anwendungsgebieten liegen die Festlegungsverhiltnisse in der
Regel viel verwickelter. Um nur das Beispiel des auf der einen Seite annihernd fest an-
gespannten Kragtrigers anzufithren, der an seinem freien Ende durch eine Einzelkraft
belastet ist: an scinem eingespannten Ende ist nicht ein Flichenelement, sondern die
ganze eingespannte Oberfliche des Trigers, soweit sie im Mauerwerk steckt, annihernd als
festgelegt zu betrachten. Die Bestimmungen des Spannungs- und Verzerrungszustandes in
diesem Triager wurden zum ersten Male von De Saint Venant unter den Voraussetzungen
gelost, daB cin Flichenelement des linken Stabendes auf die oben angegebene Art fest-
gelegt ist, und die Last am freien Ende sich in einer bestimmten Weise tiber den Querschnitt
des Stabes verteilt. Die niherungsweise Ubertragung seiner Losung auf den angegebenen
Fall der Technik erfolgt unter Zugrundelegung des De Saint Venantschen Prinzipes (S. 201f.).

22. Einfiithrung krummliniger Koordinaten.

Die Verschiebungs-, Verzerrungs- und Spannungskomponenten sowie siamtliche bisher
auf Grund der Definition derselben und der Existenz des Hookeschen Elastizititsgesetzes
aufgestellten kinematischen und statischen Beziehungen wurden in rechtwinkeligen Punkt-
koordinaten bezogen auf ein festes rdumliches, rechtwinkeliges Koordinatensystem xzyz
dargestellt gedacht, derart, dafi alle eingefithrten Vektoren bzw. GroBen als Funktionen
dieser Koordinaten aufgefaBt wurden und die Gleichgewichtsbedingungen sich auf einen
Elementarkérper bezogen, dessen begrenzende Flichenelemente parallel zu den Koordi-
natenebenen waren.

In vielen Anwendungsfillen empfiehlt es sich, aus Griinden der Bequemlichkeit nicht
rechtwinkelige Punktkoordinaten, sondern rechtwinkelige Flichenkoordinaten oder, wie
man auch sagt, krummlinige rechtwinkelige Koordinaten einzufithren. Wenn ein Punkt im
Raume durch letztere festgelegt werden soll, so wird er als Schnitt dreier krummer Flachen
dargestellt, die aufeinander normal stehen. Wir denken uns also den vom Kérper erfiillten
Raum durch drei Scharen aufeinander normal stehender Flachen durchsetzt, deren Gleichungen
durch

(e, y,2)=4, n(x,y,2)=B, {(w,y,2)=0C

gegeben sein sollen, worin A, B, C veridnderliche Parameter sind. Wahlen wir 4,8, C'in bestimm-
ter Weise, so werden aus der dreifach unendlichen Schar von Flichen drei bestimmte in einem
Punkt sich schneidende herausgewihlt. Jedem Punkt des Koérpers sind sonach bestimmte
Werte von 4, B, C und drei bestimmte Flichen &, 5, { zugeordnet. Man nennt &, 7, { recht-
winkelige Flichenkoordinaten oder rechtwinkelige krummlinige Koordinaten. In diesen
Koordinaten, zu welchen z. B. dic Zylinder- und rdumlichen Polarkoordinaten gehoren,
missen die kinematischen Gleichungen, die Gleichgewichtsbedingungen und schlieBlich die
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elastischen Grundgleichungen bei Beachtung des Elastizititsgesetzes dargestellt werden.
Die allgemeine Durchfithrung dieser Aufgabe fallt nicht in den Rahmen dieses Buches,
sie kann z. B. in dem ,,Lehrbuch der Elastizitit“ von A.E.H. Love, 1907, in den Para-
graphen 19, 58 und 59 nachgelesen werden. Hier wollen wir nur auf einen besonderen Fall
von krummlinigen Koordinaten, die Zylinderkoordinaten hinweisen. Die Zylinderkoordinaten
werden beinahe ausschlieflich gebraucht, wenn es sich um elastische Probleme bei Voll- und
Hohlzylindern handelt, wie bei Réhren, Schorn-
steinen, zylindrischen Dampfkesseln usw. Ein
Punkt P eines normalen Kreiszylinders (Abb. 25)
wird bei Einfithrung von Zylinderkoordinaten als
Schnitt einer durch die Zylinderachse z gehenden
durch die Winkelkoordinate ¢ bestimmten radialen
Ebene, einer durch die Koordinate z == PP’ ge-
gebenen auf die z-Achse normalen Ebene und
schlieBlich einer Zylinderfliche vom Radius r = M P

Abb. 25. Abb. 26.

festgelegt. Die krummlinigen Koordinaten &, #, { sind also hier im besondern durch 7, ¢, 2
dargestellt, denen der in der Abbildung eingetragene Elementarkérper I’ 1,2,3,4,5,6,7 ent-
spricht. Die Bezeichnungsweise der an letzteren ibertragenen Spannungen ist aus Abb. 26
zu erkennen und bei Beachtung der Bemerkungen auf Seite 18 ohne weiteres versténdlich.
Die Normalspannungen o, 6,, o, heiflen vielfach, z. B. wenn der Spannungszustand von Réhren
untersucht wird, der Reihe nach Ring-, Radial- und Léngsspannungen. Die iibrigen
Spannungen sind Schubspannungen, welche die Bedingungen v, = 7,, 7., = 7,,, T;, = Ty
erfiilllen. Als Verschiebungen werden solche in radialer, tangentieller und in der Langsrichtung
eingefiihrt, die sinngemaB mit «,, v, und w, bezeichnet werden. Die Verzerrungskomponenten
werden in Zuordnung zu den Spannungskomponenten mit e, ,, ¢,,,€,,, €., ¢,,, e, bezeichnet,
worin z. B. e,, eine bezogene Dehnung in der Richtung der Zunahme von r, e,, cine den
Schubspannungen 7,, und 7, , zugeordnete Schiebung parallel zur xy-Ebene usw. bedeuten.
Die den Beziehungen (6) und (7) auf den Seiten 29 und 30 entsprechenden kinematischen
Gleichungen, ferner die den Spannungsgleichungen (20) und (21), Grenzbedingungen (24) und
elastischen Grundgleichungen (48) und (49) zugeordneten statischen Gleichungen kénnen
durch direkte einfache geometrische und statische Betrachtungen am Elementarkérper in
Abb. 26 den Zylinderkoordinaten angepaflit werden. Hierauf soll aber hier nicht niher ein-
gegangen werden. Wir behalten uns vielmehr vor, darauf spiter in einem besonderen
Falle zuriickzukommen (S. 216ff.).

23. Anwendung der elastischen Grundgleichungen auf die Losung ciniger einfacher
Aufgaben.

Wir wollen im folgenden die Anwendung des im Punkte (21) auseinander Gesetzten
auf einige praktisch in Betracht kommende ¥ille zeigen.

a) Fall der Torsion (Drillung) eines geraden zylindrischen Stabes, der dem Hooke-
schen Gesetze folgt. Der gerade Stab nach Abb. 27 mit dem néher bezeichneten rechtwinkeligen
Achsensysteme z, y, z und der Festlegung cines Flichenelementes seiner linken Endquer-
schnittsflaiche nach Seite 89, dessen Material dem Hookeschen Gesetze folgt, sei durch zwei
entgegengesetzt gleiche Momente M p x und — Mp x, deren Ebenen mit den Endquerschnitts-
flaichen zusammenfallen, beansprucht. M p x heilit ein Drillungs-, Verdrehungs- oder Torsions-
moment, die Beanspruchung heif3t eine solche auf Drillung, Verdrehung oder Torsion. Praktisch
kommt diesem Fall der Belastung der einer langen diinnen Welle sehr nahe, die links ein-
gemauert ist und im rechten Endquerschnitt durch ein &ufleres Moment verdreht wird.
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Wir denken uns ein beliebiges unendlich kleines Prisma mit Kanten parallel zu den
Koordinatenachsen ins Auge gefafit. Der duBleren Beanspruchung des Stabes scheint eine
Verdrehung der zur Stabachse normalen Seitenflichen des genannten Prismas gegenein-
ander und normal zur Stabachse angepaft zu
sein; dem konnte vielleicht die Annahme von Schub-
spannungen Y., Z, bei Nullwerden aller iibrigen
Spannungskomponenten X, Y,,Z,, Z, =Y, ent-
sprechen. Wir wollen sehen, ob eine derartige An-
nahme ohne Widerspruch moglich ist, und fiir den
Fall des Zutreffens der Annahme, wie die Verzerrungs-,

Spannungs- und Verschiebungskomponenten mit
dem Drillungsmoment und der Querschnittsform
des Stabes zusammenhéngen. Abb. 27.

Bei Beriicksichtigung der Annahme, und weil
die letztere dem Elastizitatsgesetz fiir isotrope homogene Korper zufolge die Beziehungen
ou 81;_8u__0 6L_ ow Y, — ,(‘av ) 8u>’ Z2=G<0u ) 8u> (a)

9e " ay Y T T ay oz T ay

ox ' 0z
nach sich zieht, nehmen die Elastizititsgleichungen (48) fiir ein unendlich kleines Prisma
bei Vernachldssigung des Eigengewichtes des Stabes die Form an:

Ru

u d*r 02w
R

0, (7x2:0’ o

0. (b)

Die Grenzbedingungen (49) fir die Mantelfliche des zylindrischen Stabes verlangen nur
die Erfilllung der auf die z-Richtung beziiglichen Gleichung

ou dey . ow | dw
g% 98 L(e* — .
<8y | 0x> sin (n z) < <c’): ! Ox) cos (nz) =0, (c)

da die zwei ibrigen Grenzbedingungen, welche sich auf die y- und z-Richtung beziehen.
durch die Annahmen erfiillt sind. (Siehe Abb. 27a, in der s die Berandung eines beliebigen
Querschnittes des Stabes vorstellt.) Aus den drei ersten der Beziehungen (a) folgt zunichst
u="Ff(y,2), v =fy (2, 2), w = fy (2, y), wenn f,, f,, f; zu bestimmende Funktionen der ange-
deuteten Argumente sind. Aus der zweiten und dritten der Beziehungen (b) folgt aber, dafl
v und w nur lineare Funktionen von « sein kénnen, somit die Funktionen f, und f; die Formen

v=fy(m2)=xla+F ()] +b, w=fxy)=2[c+F(yl+d
haben miissen, worin a,b und ¢ Konstante und F,,F, noch zu bestimmende Funktionen von z
aF_ b,
dz —  dy
die Funktionen F; und F, nur die Formen F;, =tz + f, F, = — 7y + g mit, f, g als Kon-

stanten haben. Somit kénnen wir v =2 (x +72) + b, w=a(f—71y) +d mit «, [ als
neuen Konstanten schreiben. Verwenden wir die auf die Festlegung des Zylinders beziig-

iL—> =0, so erhalten wir b =0, d = 0,
0z /4

bzw. y allein sind. Weil aber nach der dritten der Beziehungen (a) , 80 kénnen

lichen Bedingungen (S. 89) v, =0, w, =0, <
also wird

v=ua (o + 12), w=z(f—1Yy) (d)
bestehen miissen. Die Funktion f, (y,z) = » ist an die folgenden Bedingungen gekniipft:
Erstens mufl die sogenannte Laplacesche Gleichung a;—yf; + d—sg
der Gleichungen (b) erfiillt sein, zweitens ist die Funktion f, an die Oberflichenbedingung
(c) gebunden, die bei Beniitzung der gefundenen Werte von v, w die Form

[%Y‘f/—‘ i oc—}—rz]sin(nz) -+ T%é-kﬂ—ry}cos(nz) =0

annimmt, schlieBlich sollen noch die restlichen nicht beniitzten Festlegungsbedingungen fiir

das Element des linken Endquerschnittes durch die Funktion erfiillt werden, d. h. die Be-
. 7]
dingungen <—§;~‘> =0, <%1> =0, ,(0,0) = 0 bestehen. Um insbhesondere die Randbedingung
0 0

zu vereinfachen, fithren wir eine neue Funktion I7 von y, 2 ein, derart, daB die Beziehung

= 0 entsprechend der ersten
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fr =t (y, z) — oy — Pz besteht. Es wird dann

(Oh\ _ oIy %>_ CALAT
\33/)0_7[(73/)0 =0 und (02 o—T\aZ)o 19
zufolge der Festlegungsbedingungen erfiillt sein miissen, woraus
dIl oIl
*L =T (—a—y)(’, [3 =7 <W>0
folgt. Es kann somit
n oIl a Il ]
h=el = (55)—=(5),]
gesetzt werden. Mit der neuen Funktion /7 nimmt die Laplacesche Gleichung die Form
orn | oIl
T T am =0 ()
an, und die Oberflichenbedingung lautet
%I—yysin (nz) + %Lz]cos (nz) = y cos (nz) — zsin (nz) . (£)
Aufler den Bedingungen (e) und (f) mufl I7 die Beziehung
I71(0,0) =0 ()

erfilllen, weil f, (0, 0) = 0 sein soll. I7 heifit die Torsionsfunktion und ist von der Art des
Querschnittes abhingig.
Die Verschiebungen und Spannungen werden demnach

r a1l _ /01N 7
u:‘t‘_H‘—y\Ty->0—a az>o 5
r oI\ 1 orr -
cmpa |z (20 X, =Gt| == 12, 50
» an,<ay)04 , T[ay = (50)
r (817 oIl -
_ Yy — [ —— s X, = _ .
w thy ‘\azl’]. R Gt_a: y}

Diese gewonnenen Formeln kénnen noch weiter vereinfacht werden, indem man die Koor-

\ /4 .
dinaten nach den Schema z=a,, y =y, + ;/ 80_127) ,2= zl———( %;3 transformiert und eine
\ 0 \ /o

neue Torsionsfunktion I7,, einfiihrt, die durch
- oI oIl dIl (011
1 (Y1 21) _2/1 (\dz o ay>o; oy 0?/1 \ 52 021

definiert wird. Die Bedingungen (e) und (f) erleiden bei diesen Einfithrungen keine Anderung
ihrer Form, d. h. man hat in ihnen nur I7,.y,,2,, an die Stelle von II,y,z zu setzen; die Be-

dingung (g) geht aber in die Bedingung IT; ———< 8H> , <3H3 } =0 iber, d. h. I7;, muf} fur
- 0

521, \ay ),
Y= — (%g) und z; = ( %} den Wert Null annehmen. Die Gleichungen (50) werden
dann in leic};)t ersichtlicher ngse
U=t Hl B
. oIl [
V=722, XU—G1<z1—,—a—yl>,

’ (50 a)

aIT
W= —Ta, Y XZ=G1:<8211—y1>.

Die GroBe 7 folgt daraus, daf die Summe der Momente der den Schubspannungen in den End-
querschnitten entsprechenden Krifte mit Bezug auf die Stabachse gleich dem gegebenen
Drillungsmoment Mpx bzw. — Mpx sein muB: bei im Vergleich zu den Querschnittsdimen-
sionen langen Stiben ist das Prinzip von De Saint Venant anwendbar (S. 20). Es
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muf} also fiir die rechte Endquerschnittstliche die Gleichung
fwx,~z2X)dyd:=— Mpx, (h)
P

bestehen, wobei das Integral iiber die ganze Querschnittsfliche genommen werden mufl und

die Zeichenregel fiir die Schubspannungen zu beachten wire. Durch Einsetzen der Werte
von X, und X, aus (50) unter dem Integralzeichen ergibt sich

[ 47 g
: o1r a1l )
Or‘f<y — — ~4>dt/d7—f(‘/ —}—z-)(lydz!:—MDx.
L J
4

0z

Wenn wir, wie zutreffend. das zweite Integral dem polaren Tragheitsmoment J, der Quer-
schnittsfliche mit Bezug auf die Stabachse x gleichsetzen, und 7 aus der letzten Beziehung

errechnen, erhalten wir

Mp, x
T = - - s e

o oll oIl
(ILJD"I<J()V -z >d/dz\
F

Der Ausdruck im Nenner der Beziehung (51) heillt Torsionssteifigkeit. Wenn letztere wichst,
nimmt 7 ab (itber die Bedeutung von r siehe weiter unten). M py ist die alleinige Resultante der
den Spannungen X,, X, entsprechenden Krifte X,dydz, X, dydz da die Integrale
f X, dy dz und l X,dydz genommen iiber die Querschnittsfliche Null sind; denn es

1st z. B.
fX:dyd,: :f@r (017 . y> dydz.
F

7

(51)

wofiir wir, weil die Bedingung (e) erfiillt sein muB,
o[ soll i} oIl
G’f{ﬁg (5 —v) gyl (Gy +7)Jfavas
F

setzen konnen, wie man sich durch Differentiation unter dem Integralzeichen leicht iiber-
zeugt. Das zuletzt aufgeschriebene Flichenintegral ergibt aber durch partielle Integration
nach 2z bzw. y eine Summe zweier Randintegrale, die

iiber die Begrenzungskurve des Querschnittes zunehmen

sind von der Form

fz(%%—{-z)sm ds—}—f (—0—1—7—— >cos (n2)ds

mit ds als Element der Berandung des Querschnittes
und 7 als mit Bezug auf die Querschnittsfliche
nach aullen bezogene Normale auf die Grenzkurve
(Abb. 27a). Die Summe dieser Integrale muB aber
zufolge der Grenzbedingung (f) verschwinden. Ahn-
lich gestaltet sich die Beweisfithrung dafir, daf}

_wadydz gleich Null sein muB.
F

Es fragt sich nun, ob die Torsionsfunktion /7 ein-
deutig gegeben ist, wenn ein Querschnitt gegeben vor- Abb. 27a.
hegt und die Bedingungen (e), (f) und (g) erfillt sein
miissen. Der Beweis fiir die Eindeutigkeit wird indirekt gefiihrt, indem wir annehmen,
daB es zwei Funktionen 7/, und II, von y, z gibe, welche die genannten Bedingungen er-
filllen. Es miiiten dann offenbar tir JI, == II;— II, die Beziehungen bestehen

o, | Il all, . H o1,
Ty + o = 0. by sin (nz) + ——-cos (nz) = (9n
wobei wir beniitzt haben, daB sin (n.2) =i?£, cosnz = _6_z also der zweite Ausdruck auch

Jdn dn
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oIl . .
in der Form _,0,,; geschrieben werden kann. Wir verwenden nun den bekannten Green-
’

[(OFN | (OFY: Ok

in welchem F eine im Bereiche einer berandeten Fliche samt ihren Ableitungen stetige
Funktion vorstellt, das Integral links und das zweite Integral rechts iiber die ganze Fliache

genommen wird, wahrend sich das erste Integral rechts iiber die Berandung s der Fliache
o

schen Satz

L0 . .
mit den Linienelementen ds erstreckt, und 172F gleich - gesetzt wird. Fiuhren wir

2F

[ E—
dy? ' 022
im Greenschen Satz fiir /' die ¥unktion 7/, ein, so erhalten wir mit Riicksicht darauf, daB

V2II, = 0 und auch flh ()()IZ: ds = 0 sein muB, die Bedingung

- 0174‘3’ 0174 2 B
ﬂ~< 0y’> v < 0z )_jd?/(h =0,

die nur zutreffen kann, wenn /7, Null oder eine Konstante ist. Die beiden Funktionen I7, und 17,
kénnten sich sonach hochstens um eine Konstante unterscheiden; da aber iiberdies sowohl
I1, als auch 7, der Bedingung geniigen sollen, daB sie fiir y == 0, z = 0 verschwinden sollen,
so kann diese Konstante offenbar nur Null sein, woraus folgt, was zu beweisen war.

Die Bestimmung der Torsionsfunktion I/ stellt fiir jede Querschnittsform ein besonderes
mathematisches Problem vor. Besonders einfach ist dieselbe fiir den Kreisquerschnitt, fiir
welchen, da fiir dessen Berandung y cos (nz) -z sin (nz) verschwinden muf [es ist sin (nz)

:-—‘Z— , €08 (n2) = iA mit r als Radius des Kreises] und daher die Randbedingung (f) in

%in]= 0 iibergeht. Bei Beriicksichtigung der Laplaceschen Gleichung und (I7), = 0 folgt,

wie im Eindeutigkeitsbeweise fiir /7, daB jetzt I7 = 0 sein muB, also die Gleichungen (50) in

u=20,
v=T1272, X,=G1z, (50")
w= -T2, X,==—~(0rax ]

Mp, x

itbergehen, worin nach (51) 7 = ist. Die Torsionssteifigkeit wird im Falle eines Kreis-

GJ,
querschnittes G'J ,, worauf wir in der noch spéter zu behandelnden, in der Technik iiblichen
Naherungstheorie zuriickkommen werden.

Das Vorstehende zeigt, dal die Annahme der Spannungs-
komponenten X,. X, allein bei Wirkung zweier je entgegen-
gesetzt gleicher Drehmomente quer zur Stabachse richtig war,
da alle Bedingungen restlos erfiillt werden konnen.

Diskussion der erhaltenen Formeln. Die in den
Formeln (50) und (50") vorkommende GréBe z, welche aus (51)
durch das gegebene Drillungsmoment im Zusammenhange mit
der Querschnittsform ausgedriickt werden kann, hat eine
anschauliche Bedeutung. Wir stellen uns einen ganz in den
Stab hineinfallenden Kreiszylinder €' vor, dessen zur Stab-
achse parallele Achse in die x;-Achse fillt, also mit Bezug
auf das 2, y, z-Koordinatensystem dic einzelnen Querschnitte
in den Punkten y = < 3—?) 2= _<(¢))—Ii/[> entsprechend y,=0,

0 .
#z; = 0 schneidet (siehe das oben fiir die Torsionsfunktion 1/, Gesagte). Dex? beliebige Radius des
Kreiszylinders C' heille ¢ (Abb.27b). Fassen wir einen Punkt P auf dem Mantel des Zylinders

Abb. 27b.

. . . o1l . .
ins Auge mit den Koordinaten y, == o cos o = y — <(— > .2 = psing =z -+ (()LI> . 80 ist
: dz /y \dy /o
. r AN
dy,= —osinado = —wlrloc:—fL~+-<'J!/>O'J(1a,

dyy=pcosada ==y do = [y — <%’{> 1‘;(loc.
2 /)y
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Vergleichen wir diese Formeln mit jenen fiir v und w unter (50) gefundenen, so sehen wir,

daB, wenn fiir do das Symbol ¢ gesetzt wird, wir Ta = — y schreiben konnen; also be-
deutet T = — j—-v den auch als Drall bezeichneten sehr kleinen Verdrehungswinkel um die

x;-Achse zweier Radien ¢ des Kreiszylinders C' gegeneinander, die vor der Deformation
in einer durch die xl-Achse gehenden Ebene in zwei Querschnitten des Stabes mit der Ent-
fernung 1 voneinander liegen. Wir kénnen sonach z. B. fir den Kreiszylinder g—% = gl}x
setzen; in den allgemeineren Fallen mit beheblgem Querschnitt wiirde an Stelle von G/, der
in der Formel (51) vorhandene Nenner eintreten. Fiir zur y- und z-Achse symmetrische Quer
schnitte (Kreis, Ellipse, Rechteck usw.) fallt die Achse «; mit der x-Achse zusammen, weil,

wie wir gleich nachweisen werden, dann <%—]~]> = 0und (%—ZZ> =0 sein muB, d.h. fir der-
z \

0
artige Querschnitte findet die Verdrehung um die Stabachse statt. Da namlich bei zur y- und
z-Achse symmetrischen Querschnitten fiir Punkte der Berandung sin (nz) eine ungerade Funk-
tion von y und eine gerade Funktion von z, und cos (nz) eine gerade Funktion von y und eine un-
gerade Funktion von z ist, so muf} die rechte Seite der Randbedingung (f) eine ungerade Funk-
tion von y und eine ungerade Funktion von z sein; das gleiche muf3 auch von der linken Seite

J
dieser Gleichung gelten, d. h. es muB 71—7 gerade fir y, ungerade fir z, a—I—Iungerade firy,

Jz

gerade fiir z sein, woraus folgt, daB I7 eine ungerade Funktion von % und z sein muB,

(oI oIl . . o .
und daher | 5—37/) und (—> verschwinden miissen. Damit hingt auch zusammen, daB fiir
0 N 0
symmetrische Querschnitte in der Stabachse sowohl w, ¢, w als X,, X, verschwinden miissen.
Die Achse x; des Verdrehungswinkels heiit Torsionsachse, manchmal wird auch die
Achse so genannt, deren linkes Flichenelement festgelegt erscheint. Es bleibt dem Leser
itherlassen, die (50) entsprechenden Beziehungen fiir den Fall abzuleiten, da von vorn-
herein das dem Punkte x; = y; =2, =0 zug.eordnete Flachenelement festgelegt wird.
Ein Punkt mit den Koordinaten «,y.z der Faser mit der Gleichung y = p, z = ¢ geht nach
der Deformation des Stabes in einen Punkt mit den Koordinaten

d=rx+u=x-+1; H p<(21;> g(if) S

e o (9T ( OITy 011\ )" 01T
z/—y+t~pfrxtqf(dy> \—p+rlx—ﬂﬂ Plyy )0 (W) \}Lq-%(ay)OJ,
s — g —1x P | <3H <0H‘7 ﬁ@]_:’)j
Y=ztuw=gyq T.l"_p <6 >0J qg—7tia rLH P dy) q 9z /oJ ‘p 2 )o

iber. Vernachlissigen wir Glieder mit der Grofle zweiter Kleinheit, d. i. 2, so kénnen wir als
Gleichung der Faser nach der Deformation schreiben
y=p+tra g+ (a—n\?
‘ L dy /o’

z’:q—rx’jp—- <§—1—7—>]
L 0z /4

Die Faser nach der Verformung ist demnach im allgemeinen als eine die Torsionsachse kreu-
n

zende Gerade zu betrachten. In dem besonderen Falle, dall ¢ = — <%—Z> , p=-+ <%z >

o
also fiir die Torsionsachse, wird y’= p, 2’ = ¢. d. h. die Torsionsachse bleibt bei der Torsion
an ihrer Stelle Eine Querschnittsfliche mit der Gleichung x = a geht in die Fliche
=a-+7T IY —y (%Z) z <%IZ—> , iiber. Der Charakter dieser Fliche hangt von derTor-
smnsfunktlon I7 ab. Im Falle eines f{reises, fir den « = 0 ist, fillt sie mit der urspriing-
lichen Querschnittsfliche zusammen.

Eine weitere Durchfitlhrung von besonderen Loésungen fir verschiedene
Querschnittsformen wiirde zu weit fithren. Wer sich dafiir interessiert, kann z. B.
das Werk von A.E.H.Lovel! oder das grundlegende Werk von De Saint

! Love, A. E. H.: Lehrbuch der Elastizitit, § 221 u. § 222. Leipzig u. Berlin:
B. G. Teubner 1907.
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Venant-Clebsch! nachlesen. Das fiir die Technik sehr wichtige Problem, die
Spannungs- und Verschiebungskomponenten fir einen geraden zylindrischen
Stab zu finden, dessen Endquerschnittsflichen durch beliebige Krifte in An-
spruch genommen sind, wurde zuerst von De Saint Venant in befriedigender
Weise gelost. Der vorstehend behandelte Fall ist eine besondere Losung des ge-
nannten allgemeinen Problemes.

b) Beanspruchung eines geraden zylindrischen Stabes, der dem Hookeschen
Gesetze folgt, auf Zug unter Einbeziehung des Eigengewichtes. Ein langer
Stab vom spezifischen Gewichte y mit einer Querschnittsfliche von

f‘U‘“ der Grofle F und der Lénge ! stehe unter dem Einflusse seines Eigen-
At z gewichtes, das in der Richtung seiner Langsausdehnung wirken soll.
und einer Last P, die an seinem unteren Ende gleichférmig verteilt
aufgebracht wird. Sein oberes Ende sei etwa durch einen Haken
festgelegt (Abb. 28). Dieser Festlegung wollen wir einen angenéher-
ten mathematischen Ausdruck dadurch verleihen, dafl wir sagen, es
sei ein Flichenelement der symmetrisch um den Schwerpunkt der
Flidche A angeordnet gedachten Ubertragungsfliche f des Hakens im
Raume unverschiebbar und unverdrehbar (S. 89). In diesem Flichen-
element soll der Ursprung des Koordinatensystemes liegen, dessen

=S

u-dy yz-Ebene in das Flachenelement, dessen z-Achse in die Stabachse
# fillt. Nehmen wir an, dal nur Spannungen X, vorhanden sind, so

Y lautet die einzige ibrig bleibende Spannungsgleichung (?()XT’ +y=0,

Abb.28.  woraus X, = —yx + F (y, z) folgt, mit F (y, z) als einer einst-

weilen willkirlichen Funktion von y, z. Mit diesem Wert von X, sind

die Oberflichenbedingungen (49) fiir die von Kréaften freie Zylindermantel-

flache des Stabes von selbst erfiillt, da cos (nx) fur diese Flache gleich Null ist.
Die Oberflichenbedingungen fiir die untere Begrenzungsfliche U fordern

P

pe=p = Koercos () = (X)s 1= —y1+ F (3,2),

Worausg + vl =F (y,2) und somit X, = % + 9 (I — x) folgt. Die Oberflichen-
bedingungen fiir die obere Begrenzungsfliche 4 lautet somit zwangsweise
Py = (X )gmg COS (nT) = g* yl, d.h. damit die angenommene Spannungsver-

teilung zutreffend sein kann, muB von seiten des Hakens eine gleichmiBig iiber
die obere Begrenzungsfliche 4 verteilte Belastung P + ¢l F Ubertragen werden;
eine derartige Ubertragung ist nicht méglich, wir kénnen uns aber, wenn der
Stab lang ist gegeniiber seinen Querdimensionen, sehr angenihert durch An-
wendung des De Saint Venantschen Prinzipes iiber diese Schwierigkeit hin-
weghelfen, demzufolge wir schlieen konnen, daBl bei der gegebenen méglichen
Kriafteiibertragung durch den Haken in einer sehr kleinen Entfernung von der
Flache 4 ein Spannungszustand herrschen muf, der einer gleichférmigen Ver-
teilung der Kraft P 4 yIF iber die ganze Querschnittsfliche A entspricht.
Fir das Weitere nehmen wir somit an, daBl (sehr angendhert) am oberen Ende

des Stabes in der ganzen Fliache 4 eine Spannung 7+ y [ herrschen muf. Wenn
X, den oben berechneten Wert annimmt, kénnen somit die Spannungsglei-
chungen und Oberflichenbedingungen als befriedigt angesehen werden. Um die

1 De Saint Venant-Clebsch: Theorie de I’Elasticité des corps solides, § 22ff. Paris:
Dunod 1883.
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Verschiebungskomponenten zu bestimmen, stehen die Gleichungen

d 1 [P 9 9

w= T ptre-e) @ Gurg=0 @
1 1P 9

= —plFra—a] O az+62’ 0 (e);

d 1

’f=—mmp+7(’—”>’ @  Grtar=0 (@

zur Verfigung. Aus (a), (b) und (c) folgen die Verschiebungskomponenten mit

(l—x

=T 3% +FEx+F( 2>

v P

v= "m0y~ oppy T Fa (@),
Y P

w= ==z = ogpr + By

Die willkiirlichen Funktionen F,, F,, F; bestimmen sich aus den Bedingungen
(d), (e) und (f) und den Festlegungsbedingungen des Stabes. Durch Einsetzen

. . . . . OF JdF

der Verschiebungskomponenten in die Bedingung (e) erhalten wir 822 =—3 ,

woraus F, = —az + f, (¥) +-¢,, F3=ay + f, (x) + ¢; folgt, mit f; und f,

als zu bestimmenden Funktionen von « und a, ¢y, Cq als honstanten In dhnlicher

oF,
Weise ergibt sich aus der Bedingung (f) —— nE' it = %—Foder bei Benutzung
oF,

des gefundenen Ausdruckes fir F,, ﬁ z — dfzx = —az—, woraus die Funktion f,

mit f, () = — bx + ¢1 (b, ¢; sind konstant) erschlossen wird. SchlieBlich muf}
. oF y dF, . .

zufolge der Bedingung (d) a—y‘ =— gY— a—; sein oder, was auf das gleiche
. oF, ¥ df, () . - " .

hinauskommt, Ty = mEY T Tdg o Woraus sich f;(x) =cx +¢{ mit ¢

und ¢; als neuen Konstanten ergibt. Durch Vergleich dieser Folgerungen er-
sehen wir, dafl die folgenden Gleichungen bestehen miissen

F1=—2,;E(y2+z2)+bz—cy+d,
Fo=cx—az+e,
Fi=ay—bx+f.

Die sechs Konstanten a,b,c,d, e, werden aus den Festhaltungsbedingungen
du Jdv OJu

(S. 89) bestimmt: fiir x = 0, y = 0, 2 = 0 miissen u, v, w, —=— 52> 32 9y verschwin-
den, woraus
y 2 y 12
0= — +d also d_ZE und e=f=b=a=c¢=0
folgen. Die Verschiebungskomponenten nehmen somit die Form
S N 7 DR ST e s S RTIE
"= QE{(Z @) 4 " lzj +FE®
P .

v=—npl =2y — E5F Y (52)

_ Y g— .

w= gl —2e—gpe ]

Girtler, Mechanik. 7
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an. Da die Spannungsgleichungen und wenigstens angendhert Oberflichenbe-
dingungen bei Beniitzung des Hookeschen Gesetzes erfillt werden, miissen,
wie man sich leicht iiberzeugt, die Kompatibilitdtsbedingungen 17a, 17b, S. 44
durch die gefundenen Werte der Verzerrungskomponenten von selbst befriedigt
werden. Die grofite Verlangerung, welche der Stab erféhrt, erhalten wir aus der
ersten der Gleichungen (52), wenn wir dort fiir x den Wert lund y = 0, 2 =0

. . 12
setzen, also in der Stabachse mit umax = y —I— F E ; sie setzt sich ausderVerschle-

bung infolge des Eigengewichtes und jener 1nfolge der Wirkung der Kraft P zu-
sammen. Die erstere kommt offenbar einer Verlingerung gleich, welche ein Stab
von der Léange [ erfahren wiirde, wenn er durch zwei entgegengesetzt gerichtete

auf die Endquerschnittsﬂﬁchen des Stabes wirkende Krifte von der Gréie des hal-

ben Gewichtes des Stabes 5 = —Fl auf Zug beansprucht wird.

Bei sehr langen Staben, wie sie im Bergwerksbetriebe vorkommen, kann der Einfluf}
von G ein bedeutender sein. Wiire z. B. 7 = 1000 m und y = 0,00785 kg/cm3 (FluBeisen), so wire
die grote Spannung am oberen Ende des Stabes, welche nur durch das Eigengewicht
hervorgerufen wird, y I = 0,00785-10% = 785 kg/cm?, eine Spannung, die hart an der Zulsssig-
keitsgrenze liegt; die zugehérige Verlangerung der Stabachse am unteren Ende wire, wenn
E = 2.10%kg/cm? gesetzt wird,

0,00785 . 101° N
4108 & 19,6 cm.

Umax =
Eine Querschnittsfliche des Stabes x = a geht bei Vernachlidssigung von
Gliedern, welche im Nenner E?2 enthalten, in

2K

iiber, eine Fliche, die ein Rotationsparaboloid mit der xz-Achse als Rotations-
achse und der Hohlung gegen den Aufhéangepunkt zu vorstellt. Ist y gleich Null,
d. h. ist das Eigengewicht iiberhaupt nicht in Betracht gezogen, so bleiben die
Querschnitte des Stabes bei der Deformation desselben eben. Ein Punkt z, y, z
der Zylindermantelfliche des Stabes mit der Gleichung F (y,z) = 0 hat nach der
Deformation die Koordinaten

b 5 - y2_7_2‘.’. . P
E—Q—?EL(Z“‘ZC)z"{"T*— d+E-—'F(E

~ P
gl—0y— S FF Y

P z
mEF *

”‘L % l—x)z—
Durch Berechnung von y, z aus diesen Gleichungen als Funktionen von ', ¥, 2’
und Einsetzen in die Gleichung F (y, z) = 0 erhalten wir die Gleichung der Fliche,
in welcher die Zylindermantelflache infolge Gestaltsinderung iibergeht. Hétte
im besonderen der Stab urspriinglich als Querschnitt einen Kreis vom Radius r,

soware F (y,z) = y? + 22 — r2 = Qund die Gleichung der deformierten Zylinder-
2P

mantelfliche wire y'2 4 2’2 = r? [l — T ET E (I—= )] bei Vernachlissigung
von Gliedern mit E? im Nenner. Die Fliche ist gleichfalls ein Rotationsparaboloid
mit der z-Achse als Umdrehungsachse und der Héhlung vom Aufhéngepunkt
weggerichtet. Wiirde nur die Kraft P wirken, so wire sie eine Zylinderflache

. 2P . P
vom Radius r l—m:r<l—m>.
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¢) Beanspruchung eines isotropen homogenen Korpers, der dem Hooke-
schen Gesetze folgt, durch allseitigen Fliissigkeitsdruck bei Vernachliissigung
des Eigengewichtes. Als dritter Fall sei der Spannungszustand eines isotropen
homogenen Korpers, der dem Hookeschen Gesetze folgt und unter allseitigem
hydrostatischen Druck steht, bei Vernachlassigung des Eigengewichtes des
Korpers und der Fliissigkeit betrachtet (z. B. ein Wiirfel oder ein sonstwie be-
grenzter Korper, der sich in einem Gefaf} in einer unter hohem Druck befindlichen
Flissigkeit befindet). Wir nehmen als Spannungszustand im Kérper den rdum-
lichen hydrostatischen Spannungszustand (S. 67 und 84) mit drei gleichen Haupt-
spannungen von der Grofle pkg/em?, wenn p der Druck pro Flicheneinheit in der
den Korper umgebenden Fliissigkeit ist; bei Vernachlassigung des Eigengewichtes
der Flissigkeit ist p im ganzen von der Flissigkeit erfiillten Raum konstant. Wir
priifen nunmehr, ob dieser angenommene Spannungszustand den Spannungsglei-
chungen und den Oberflichenbedingungen geniigt. Die Spannungsgleichungen
lauten dann, da nur Spannungen X,, ¥,, Z, vorhanden sein sollen,

0X, _ 9p _ 9or, _9r_, 9Z. _ 9p _
dx ~ dx dy ~ dy dz ~ 0dz

0,

sie sind erfiillt, wenn p iber den ganzen vom Kérper erfiillten Raum konstant
ist, also im Innern des Kdérpers ein homogener Spannungszustand herrscht.
Die Oberflachenbedingungen

Po=X cos(nx) = pcos(na), py=Y,cos(ny) = pcos(ny),
p.=Z,cosnz = pcos(nz)

sind, wie leicht ersichtlich, gleichfalls erfillt. Die Befriedigung der Spannungs-
gleichungen (20) und (21) sowie der Oberflaichenbedingungen (24) geniigt noch
nicht, um die gemachte Annahme eines raumlichen hydrostatischen Spannungs-
zustandes zu rechtfertigen. Dazu ist auch die Erfillung der Kompatibilititsbe-
dingungen (17a, 17b) erforderlich. Letztere sind aber, wie man leicht sieht, bei der
gemachten Annahme ebenfalls befriedigt, wenn bedacht wird, daf} die Beziehungen
Cry=2¢€y,=¢,,=0,¢€,, =€, =€, = }&:bn%a bestehen sollen. Unter den an-
gegebenen Voraussetzungen herrscht somit im Korper tatsiichlich der raumliche
hydrostatische Spannungszustand.

In ganz #dhnlicher Weise kénnte auch vorgegangen werden, um nachzuweisen, daf im

Falle einer Beanspruchung eines Prismas nach Abb. 21, S. 72 der ebene hydrostatische
Spannungszustand eintreten muB.

24. Uber die Forminderungsarbeit und die Verzerrungsenergiefunktion

im Falle des elastischen Gleichgewichtes. Satz von Clapeyron.

a) Formiinderungsarbeit und Arbeitssatz bei linearer Beanspruchung. Wird
ein aus homogenem isotropem, dem Hookeschen Gesetz folgenden Stoff her-
gestellter zylindrischer Stab, der die Querschnittsfliche F, iiberall gleiche Tempe-
ratur und keine Anfangsspannungen besitzt, durch zwei von Null aus stetig an-
wachsende entgegengesetzt gleiche zur Stabachse parallele Krifte P, — P derart
beansprucht, daf sich diese Kriifte gleichférmig iiber die Endquerschnittsflichen
verteilen, so ist jeder zwischen Null und dem Endwerte P liegenden Kraft P
eine Verlingerung 4 der urspriinglichen Lénge I des Stabes zugeordnet (Abb. 29).
Das Anwachsen der Krifte P von dem Werte Null bis zu ihrem Endwert P und

der Verlangerung 7 vom Werte Null bis zu ihrem Endwert 4 finde sehr langsam
7%
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statt, so daB Tragheitskriafte nicht in Betracht kommen. Denken wir uns das
linke Ende des Stabes ohne Hinderung der Querkontraktion festgehalten und

wichst die Kraft P auf P -+ d P, so wiachst die Linge iies verformten Stabes
von I+ A auf I + A+ d4; die von P auf_ dem Wege di geleistete Arbeit ist
durch Pd} gegeben. Dabei sind P und di gleich gezeichnet (positiv bei Zug-
beanspruchung, negativ bei Druck-
beanspruchung). Die gesamte Arbeit,
welche durch die von Null aus bis zum

@_, Xe Werte P anwachsenden dufleren Krifte

x i

geleistet wird, ist durch f Pdj = Adp
d

z

A Y ' £ or

.
p dargestellt.
/ [ L ,;J‘—t%jp %ieser Arbeit der auBeren Krafte
¥ A= lauft eine Arbeit der inneren Krifte
Abb. 29. (Spannungen) parallel, die gegen die
vorhandenen Kohéasionskriafte geleistet
werden muB8. Fir ein unendlich kleines Prisma mit den Volumen dx dy dz, das
parallel zur Stabachse, die auch z-Achse des Koordinatensystemes x, y, z ist, her-
ausgeschnitten gedacht wird, ist die der Arbeit Pd A zugeordnete unendlich kleine
Arbeit der infolge der Spannungen auftretenden inneren Krifte (auch elementare
Deformationsarbeit wihrend des Wachsens der #uBeren Kraft vom Werte P
zum Werte P 4 d P genannt) durch X,de,,dxdy dz bestimmt, wenn X, die
der Kraft P zugeordnete Zug- (Druck-) Spannung e, die der Spannung X, ent-
sprechende Dehnung (Quetschung) bezogen auf die urspriingliche Lénge I des
Stabes bedeuten; denn X, dydz ist dann die auf das Flachenelement dy dz ent-
fallende innere Kraft und de,, d = die Verlingerung bzw. Verkiirzung, welche die
Kantenlinge dz bei einer Dehnung pro Lingeneinheit gleich de,, erfihrt.

Wichst die duBlere Kraft von Null bis zu einem Endwerte an, so wichst die
auf das Flichenelement d y dz entfallende Kraft X, dy dz von Null bis zum End-
werte X, dy dz, dem die Dehnung (Quetschung) e, , entspricht; die durch diese

innere Kraft auf dem ganzen Wege geleistete Arbeit ist dann offenbar durch

exx

a; =fX_m dedxdydz (a)
by

dargestellt. Bei Beniitzung des Hookeschen Gesetzes X, = Ee,, und dessen

Folgerung dfw = Ede,, kann die Integration in dem vorstehenden Ausdruck
durchgefiihrt werden und wir erhalten

(%
2 2 —
o= dedydz B = dndydz 5% = dedydz 220 =fXxdmedxdydz. (53)
0

a; heiBt die Deformations- oder Formanderungsarbeit fiir das Volumenelement

dxdydz in einem Punkte P des Stabes bei linearer Beanspruchung desselben.
Die GroBe

2

heillt spezifische Forménderungsarbeit oder Forminderungsarbeit pro Volum-
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einheit im Punkte P des Stabes bei linearer Beanspruchung. Bei homogener
linearer Beanspruchung ist, weil X, iber die ganze Stablinge konstant ist, auch
(a;) im ganzen Bereiche des Stabes konstant.

Die auf das ganze Stabvolumen bezogene Arbeit der inneren Krifte wihrend
der Verlangerung des Stabes von [ auf [ 4 1 ist durch

2
X,,; — Fl-Xxezx

exz
Ai:fffxdémdxdydz=FlE’e—‘712i=Fl2—E 5 (54)
Vo

gegeben, worin das erste Integral iiber den ganzen Raum V des Stabes auszu-
dehnen ist. 4, wird die gesamte Forménderungsarbeit des Stabes, (4;) = i;,l—‘ = (a;)
die Forménderungsarbeit pro Volumeinheit des Stabes bei linearer homogener
Beanspruchung genannt. Letztere ist natiirlich gleich der Forménderungsarbeit
pro Volumeinheit in einem beliebigen Punkte P des Stabes.

Nachdem Pdi = X,Fd und bei Giiltigkeit des Hookeschen Gesetzes

dl = d;“”l ist, so wird Pd = E'lfxédzf, also
1
= = X3 __ P l
0
Sonach ist
AP = A,,, N (55)

d.h. die Arbeit der dulleren Krifte ist gleich der Forménderungsarbeit des Stabes?.

Es ist selbstverstandlich vorausgesetzt worden, dafl withrend des Vorganges der Gestalts-
anderung nicht etwa zum Teil eine Umwandlung der duBleren Arbeit in eine andere Energie-
form auftritt, also fiir die eigentliche Deformationsarbeit verloren geht. Es konnte z. B.
sein, daB ein Teil der Arbeit in Warmeenergie umgesetzt wird, die sich durch eine Erwiarmung
des Stabes bemerkbar machen miilite. Etwas Derartiges wiirde eintreten, wenn ein Teil der
duBeren Arbeit etwa zur Uberwindung einer inneren Reibung verwendet wiirde. Es soll auch

ausgeschlossen sein, daB wihrend der Wirkung der Krifte P dem Stabe von auflen her eine
andere als mechanische Energie zugefiihrt oder Energie nach auBen hin abgegeben wird.

Die im Stabe aufgespeicherte Forméanderungsarbeit A; besitzt den Charakter
einer Energie der Lage, d. h. einer potentiellen Energie. Durch dieselbe wird die
potentielle Energie des elastischen Korpers, welche er in seinem natiirlichen Zu-
stande besitzt, vermehrt, dhnlich wie durch Heben, d.i. einer Lageninderung
eines schweren Korpers gegen die duBere Kraft der Schwere, die potentielle
Energie des Korpers wiichst.

Wird der verformte elastische Korper allméhlich bis auf P = 0 entlastet,
so ist die Arbeit der dufleren Krafte negativ, d.h. es wird Arbeit konsumiert;
dabei gehen die Spannungen und Dehnungen wieder bis auf Null zuriick, wenn
die Formanderung eine sogenannte vollkommen elastische war. Ginge die Form-
dnderung nicht vollkommen elastisch vor sich, d.h. ginge die Dehnung nicht
vollkommen nach Abbringen der Belastung zuriick, so wire das ein Zeichen da-
fiir, dafl ein Teil der Arbeit der auBleren Krifte bei der Belastung eine Umfor-
mung, z. B. in Wiarme, erlitten hiitte.

Die bei der Belastung aufgespeicherte Forménderungsarbeit kénnte bei der Entlastung
dazu verwendet werden, um anderweitige Arbeit zu leisten, was z. B. — freilich in einem

1 Wir werden spiter sechen, dall der durch (55) zum Ausdrucke gebrachte Satz fiir
jedes Elastizitéitsgesetz giiltig ist.
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allgemeineren Fall der inneren Beanspruchung — bei allen durch Federkraft angetriebenen
Einrichtungen praktische Verwendung findet.

Im Punkte 32 (S.149ff.) werden wir sehen, daB, solange die dullere Kraft P im
Hinblick auf das Material nicht zu gro8 wird, die Formanderung tatsichlich als
nahezu vollkommen umkehrbar angesehen werden kann.

Die bei Verlingerung des Stabes um d 1 in denselben, d. h. in sein Volumen ¥,
hineingesteckte Deformationsarbeit d A; = f X, de,,dxdy dz ist entsprechend
14

dem Charakter von 4; als potentielle Energie ein vollstindiges Differential, so-
wohl wenn dieselbe als Funktion der Spannung als auch als Funktion der Ver-
zerrung dargestellt wird; denn es ist bei Giiltigkeit des Hookeschen Gesetzes

X_xd'ém:d<—§g>=d<—z‘ > alsod 4, —df dxdyd,_dededyoh

Daraus ergibt sich die Folgerung, dafl der Weg, auf welchem d1e auflere Kraft
den Enddeformationszustand erreicht, fiir die GroBe der schlieBlichen Deforma-

tionsarbeit gleichgiiltig ist. Es konnte somit z. B. die Kraft P von Null aus bis
P,,wobei P, > P ist, anwachsen, hierauf auf P, mit P, < P sinken und schlieB3-

lich den Endwert P erreichen, oder die Kraft P von Null aus monoton bis zu
ihrem Endwerte P anwachsen, in beiden Fiallen ist die Deformationsarbeit die
gleiche. Das ist dhnlich so wie bei Bewegung eines Massenpunktes im Schwere-
feld, fiir welche der Weg, auf welchem man aus einer Anfangslage in eine gegebene
Endlage gelangt, fir die GroBe der auf dem Wege geleisteten Arbeit gleich-
giiltig ist.

b) Formiinderungsarbeit und der Satz von Clapeyron bei beliebiger Be-
anspruchung. Wir denken uns nunmehr einen beliebig gestalteten homogenen und
isotropen, dem Hookeschen Gesetze folgenden Korper, der in seinem natiirlichen
Zustande sein und iiberall gleiche Temperatur besitzen soll. Es werde ein System
duBerer Krifte von Null aus sehr langsam anwachsend derart aufgebracht, dafl
es in jedem Augenblick des Anwachsens im Gleichgewicht stehen soll und Trig-
heitskrifte vernachlissigt werden kénnen. In einem beliebig herausgegriffenen
unendlich kleinen Prisma im Punkte P des Korpers entsteht dann ein von Null
aus anwachsender im allgemeinen dreidimensionaler Spannungszustand.

Wenn das duBere Kraftsystem von einem zwischen Null- und dem Endwerte
liegenden Zwischenwert um unendlich wenig wichst, so dndern sich die Span-

nungskomponenten XJ,, Y Z X ..., Z, und die Verzerrungskomponenten
€ozs Cyys Cozs Cays - - 3 €yp UM unendhch wenig und die hierbei von den auf das un-
endlich kleine Prisma wirkenden Kriften geleistete unendlich kleine Deformations-
arbeit (elementare Deformationsarbeit) ist als eine Summe von Deformations-
arbeiten auffaBbar, die einerseits von den Normal-
kriften, andererseits von den Schubkriften ge-
leistet werden. Die Arbeit der Normalkrifte be-
zogen auf die Raumeinheit des oo kleinen Prismas
ist nach dem bereits oben Ausgefiihrten durch

X,deye+ Y, de,,+ Z,de,,
darstellbar. Die Arbeit einer Schubkraft ergibt
Abb. 30. sich unter Zuhilfenahme der Abb. 30. Das in

Draufsicht normal zur z y-Ebene gezeichnete un-
endlich kleine Prisma P 4 B('ist vor der Verformung rechtwinklig. Es sollen nun

die Schubspannungen X, v Y, von Null aus anwachsend bis zu Endwerten X, ¥,
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Wirkerld werden. (Fall der reinen Schubbeanspruchung). Dem gerade vorhandenen
Wert X, ¥ ist das schiefwinkelige Prisma P A’ B’C entsprechend dem Verdrehungs-
winkel A zugeordnet. Zur Berechnung der Deformationsarbeit bei Ubergang der

Spannungen Ey, Y, zu benachbarten Werten kann man sich die Fliche PO fest-
gehalten denken; der Verdrehungswinkel éndert sich bei diesem Ubergang um
d2, und es wird hierbei nur von der in A’B’ wirkenden Kraft X, dx dz eine Ar-
beit geleistet, da die Kraft Y,dydz auf dem fiir sie in Betracht kommenden
Wege A’A” = B’B’ normal steht und infolgedessen keine Arbeit leisten kann.
Der Weg fir die in A’B’ wirkende Kraft ist bis auf Grolen hoherer Ordnung
durch dy d4, also die Arbeit dieser Kraft durch X,dxdzdyd A gegeben. Bei
Verwendung des Hookeschen Gesetzes X, = Qe, , kann diese Arbeit, dade,, = d 2,
X,dX,
G
Ge,,de,,dx dydz geschrieben werden. Wenn die zu den Endwerten der Schub-
spannungen X,, ¥, gehorige Winkelanderung bzw. Verzerrungskomponente
mit 4 bzw. e,, bezeichnet wird, so ist die gesamte Deformationsarbeit, die in das
Volumenelement bei Anwachsen der Schub- und Verzerrungskomponente von
Null bis zu den genannten Endwerten hineingesteckt wird, durch

d?X:,:GdEM entweder in der Form dxdydz oder in der Form

Xy ery ery

a; =f%3 dxdydz =IGEM, de,,dxdydz =ffydéwdrdydz
6 K §

[4

2 2
=%dwdydz=(} srdvdyd: (56)
darstellbar. Diese Werte sind vollig analog zu den fiir die Deformationsarbeit a;
bei Beanspruchung auf Zug oder Druck gefundenen. Man kann fiir diese De-
formationsarbeit bei reinem Schub demnach das oben fiir die Deformations-
arbeit bei linearer Beanspruchung Gesagte wiederholen. Auch hier fithrt man
die Deformationsarbeit pro Volumseinheit mit

ery
(@) Zf)_(ydémy =

0

X; Gey  X,e,

2@ 2 z (562)

ein, bemerkt im Falle der Giiltigkeit des Hookeschen Gesetzes, daB X, de,, ein
vollstandiges Differential ist usw. Die elementare Deformationsarbeit der Schub-
krafte fiir ein unendlich kleines Prisma im Punkte P des Korpers bei Anwachsen
derselben von den Werten X, Y., Z, um unendlich wenig fiir den oben voraus-
gesetzten allgemeinen Spannungszustand ist sonach ohne Riicksichtnahme auf
das gerade geltende Elastizitatsgesetz

(X,dey,+ Y,de,,+ Z,de,,)dadydz

und die elementare Deformationsarbeit im Punkte P des elastischen Korpers
bei wachsendem &uBerem Kraftsystem um unendlich wenig wird gleichfalls fir
ein beliebiges Elastizitatsgesetz

(Xydegy+ Y, de,,+ Z,de,, + X,de,, + Y, de,,+ Z,de,,)dedydz. (b)
Fiir die Berechnung der gesamten Deformationsarbeit im Punkte P bei Wachsen

der Spannungen von Null bis zu ihren Endwerten, ersetzen wir zunéichst in dem
letzten Ausdrucke die Differentiale der Verzerrungskomponenten aus dem Hooke-
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schen Gesetze durch die Werte

- 17 .= WY, + Z,)7 - 1,5
(lem=E\Lan,—(—(—m——l:, 12y, = X,
- 1.5 dX.+Z,)7 - 1 .=
dew—-E—EdYV— ”—:— j, de“=6dyz,
_ 17— X, Y. )7 _ —
de,. = 3 [d —ﬂ"%‘ de,0= o dZ,,

wodurch wir die elementare Deformationsarbeit in einem Punkte des Kérpers
bei Giiltigkeit des Hookeschen Gesetzes in der Form

{_;. (X.dX,+Y,dY,+ 2,42, — 4 (X,Y,+Y,4,+ 2. X,) |
T é—ffyd)—(y+f’zd?,+2xd@]}dxdydz (@)

schreiben konnen. Die gesamte Deformationsarbeit fiir ein Volumenelement des
Korpers erhalten wir durch Integration des zuletzt angeschriebenen Ausdruckes
zwischen Null und den oberen Grenzwerten X,, Y,,Z,...,Z, der Spannungs-

komponenten, wenn wir beriicksichtigen, dafl E = 2(_mm—‘—_1) G gesetzt werden
kann mit dem Ausdruck
a;,= (a;)dxdydz =
= o (T2 - Rt LA By vy gl dndydz (5)
Hierfiir kénnen wir bei entsprechender Umformung auch
a;,= (a;)dxdy dz
_ 1 [Xfi-'-yfi-*— Z; (XY, +Z
2@G 2 2 (m + 1)

ansetzen. Mit Riicksicht auf die vorausgesetzte Giiltigkeit des Hookeschen Ge-
setzes kann die Form (57a) auch durch

L X4V 22 dedydz  (57a)

a;= o;= (a,)dedydz
1
= ?(Xmem—i— Y,epu,+Z,e,,+X,e,,+Y, e, + Zye,,)daedydz (58)

ersetzt werden. Driicken wir schlieBllich in dem Ausdrucke (58) die Spannungs-
komponenten durch die Verzerrungskomponenten aus, bei Beniitzung der Glei-
chungen (47) auf S. 86 und des auf die Schubspannungen beziiglichen Hooke-
schen Gesetzes, so wird bei Beachtung von e = ¢, + ¢,, + €., eine dritte Form
der Deformationsarbeit

. 2 2 L2 2
a;,=a;= (a,)dxdydz :G‘{eiw_l_e@zw_‘_ezzz_{_e.vy—“ e.;z-} eyz+1m’6_2]dmdy dz (59)

erhalten, welche die gesamte Deformationsarbeit eines Elementarkérpers als
Funktion der Verzerrungskomponenten darstellt.

Die Zeichen a;, a,, «; sollen darauf hindeuten, daB die Deformationsarbeit als Funk-
tion verschiedener Argumente aufgefafit werden kann.

Die Form (59) ergibt sich auch direkt durch Integration der elementaren
Deformationsarbeit nach Ausdruck (b), wenn wir in ihr vorher die Spannungs-
komponenten unter Zuhilfenahme des Hookeschen Gesetzes durch die Verzer-
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rungskomponenten ersetzen. Fassen wir die Formeln (57) und (59) der Deforma-
tionsarbeit in einem Punkte als Funktion der Spannungskomponenten bzw. der
Verzerrungskomponenten auf, und bilden das vollstindige Differentiale nach
den genannten Variablen, so erhalten wir, wenn das Hookesche Gesetz beachtet
wird, die elementare Deformationsarbeit gemd8 Ausdruck (b) in einem Punkte
des elastischen Korpers. Dividieren wir die erhaltenen Ausdriicke (57) bis (59) fiir
a;,%;, a; durch das Raumelement dx dy dz so erhalten wir die Deformations-
arbeit (a;), (o;), (@;) in einem Punkte eines elastischen homogenen und isotropen
Koérpers, der dem Hookeschen Gesetze folgt, bezogen auf die Volumseinheit,
die auch als spezifische Deformationsarbeit in einem Punkte bezeichnet wird.
Da X, Y, Z,....,2, bzw. e,,, €44, €., . . ., €,, als Funktion der Koordinaten
x, y, » aufgefallt werden konnen, so ist die spezifische Deformationsarbeit in
einem Punkte im allgemeinen mit der Lage des Punktes verdnderlich, d. h. eine
Funktion von z, ¥, z. In besonderen Féllen kann diese Deformationsarbeit aller-
dings konstant sein, wofiir bereits oben ein Beispiel vorlag.

Fassen wir das Vorstehende zusammen, so kénnen wir sagen: Die Deforma-
tionsarbeit in einem Punkte eines isotropen homogenen elastischen Kérpers von
itberall gleicher Temperatur, der urspriinglich spannungslos ist und dem Hooke-
schen Gesetze folgt, kann als Funktion der Verzerrungskomponenten oder als
Funktion der Spannungskomponenten berechnet werden, und ist als solche eine
homogene quadratische Funktion der genannten Groflen; die elementare Deforma-
tionsarbeit ist das vollstindige Differential der Funktion nach den eingefiihrten
Variablen. Beriicksichtigt man, dafl wegen der Eindeutigkeit der elastischen
stabilen Gleichgewichtsprobleme jedem Endwerte des &uBeren Lastsystems in
jedem einzelnen Punkte des elastischen Korpers eindeutig ein Spannungs- bzw.
Verzerrungszustand zugeordnet ist, so mufl dem Begriff des vollstandigen Diffe-
rentiales entsprechend die Deformationsarbeit in einem Punkte nur abhéngig
sein von den Anfangs- und Endwerten der Spannungs- bzw. Verzerrungskom-
ponenten oder, anders ausgedriickt, die in einem Koérperelement aufgespeicherte
Deformationsarbeit ist unabhéngig von dem Weg, auf welchem das &duflere
Lastsystem auf ihren von vornherein bestimmten Endwert gebracht wird oder
unabhéngig davon, wie die Krifte anwachsen, ob sie gleichzeitig oder nachein-
ander aufgebracht werden usf.

Die AuffaBibarkeit der elementaren spezifischen Deformationsarkeit fiir ein Raumele-
ment als vollstindiges Differential einer Funktion der Verzerrungs- oder Spannungskompo-
nenten ist der Grund, warum letztere auch als Potential der elastischen Krifte in einem
Punkte bezeichnet wird. In der Tat ist auch eine vollstindige Analogie mit dem Potential
sogenannter konservativer Kréifte wie z. B. der Schwerkraft vorhanden, unter deren Einflu3
sich ein materieller Punkt bewegt: das vollstéindige Differential des Kraftpotentiales, das
bekanntlich Funktion der Lagekoordinaten des materiellen Punktes ist, ist gleich der von
den Kriften geleisteten elementaren Arbeit und die Arbeit der Krifte auf einem endlichen
Wege ist nur von der Anfangs- und Endlage des materiellen Punktes abhingig. Sowie das
Kraftpotential nach den Lagekoordinaten differenziert die zugeordneten Kraftkomponenten
ergibt, so erhdlt man durch Differentiation des Potentiales der elastischen Krifte in
einem Punkte in den Formen (57) bzw. (59) nach den Spannungs- bzw. Verzerrungskompo-
nenten bei Beriicksichtigung des Hookeschen Gesetzes die zugeordneten Verzerrungs- bzw.
Spannungskomponenten, d. h.

d(a;) d(a;)

X, = €res X, = €.y, USW. (60)
bzw.

0 (ay) v d(ay) v )

Pe,. = X., be., = X,, usw. (60a)

Aus der Form (58) der Deformationsarbeit und mit Riicksicht auf die Ein-
deutigkeit der Zuordnung der &uBeren Kriifte zu den Spannungen schlielen wir
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ferner, daB bei allmahlichem Anwachsen der duBeren Krifte, die in jedem Punkte
aufgespeicherte Deformationsarbeit halb so groB ist als sie wire, wenn die Krafte
bis zum Eintritte des Gleichgewichtes in unverdnderter Stirke wirken wiirden,
oder, was auf das gleiche hinauskommt, wenn sie stoBartig aufgebracht wiirden.
Die Ausdriicke (57) bis (59) fiir die Deformationsarbeit in einem Punkte sind
ihrem Werte nach unabhidngig von dem angenommenen Koordinatensystem,
d. h. invariant, wie man sich durch Koordinatentransformation (S. 35ff. und
57ff.) leicht iiberzeugen kann; fiir alle moglichen in einem Punkte eines elasti-
schen Kérpers annehmbaren unendlich kleinen Prismen ist sonach die Defor-
mationsarbeit dieselbe. Schneiden wir das Prisma in den Richtungen der Haupt-
spannungen o, 6,, 0; heraus, so nimmt die Deformationsarbeit fiir dieses Prisma
die einfacheren Formen
1 70} +~ 03 + 03

a;,=(a;)dodfdy =+ R %(0102—}— 0,03+ 0301)—: dadfdy, (57b)

E 2 B
a; = o, = (;)dadfBdy = 3[0,e, + 0,6, + 03¢5]dadfdy, (58a)
a;,=a;= (a,)dodBdy = G:‘e% 4 €% 4+ e + Fe_L—Z]docd/S’dﬂ/ (59a)

an. Diese Ausdriicke konnen aulBler durch Koordinatentransformation auch
durch Nullsetzen der Schubspannungen und Schiebungen und Ersatz der Normal-
spannungen und Dehnungen durch die Hauptspannungen und Hauptdehnungen
aus den Ausdriicken (57) bis (59) gewonnen werden. Die elementare De-
formationsarbeit ist offenbar (¢,de, + o,de; + o;de;) dadfdy und ist bei
Beachtung des Hookeschen Gesetzes ein vollstindiges Differential der Defor-
mationsarbeit in den Formen (57b) oder (59a) als Funktion der Hauptspannungen
bzw. der Hauptdehnungen.

Wenn wir die Deformationsarbeiten fiir die einzelnen Korperelemente tiber
das ganze Kérpervolumen integrieren, so erhalten wir die gesamte im Korper
aufgespeicherte Deformationsarbeit:

B,=[(b)dadyd:=, (61)
14

worin (b;) entweder (a;) oder (x;) oder (a;) vorstellen kann.
Die elementare gesamte Deformationsarbeit des Korpers bei mit Bezug auf
die totale Verformung unendlich kleiner Verformung ist durch

dB,= [d(b)dxdyd:=d [ (b)dzdydz (61a)
14 124

gegeben, also bei Voraussetzung des Hookeschen Gesetzes gleichfalls ein voll-
stindiges Differential. Fiir B; gelten alle oben fir b; gemachten Aussagen in ent-
sprechender Ubertragung: sie ist unabhéingig von der Art des Anwachsens der
auBeren Krifte, der Reihenfolge, in der sie aufgebracht werden, und halb so
groB als im Falle, wo die Krifte bis zum Eintreten des Gleichgewichtszustandes
in unverianderter Stirke wirken wiirden. Mit Bezug auf die Art des Aufbringens
der Krifte ist es somit (Abb.15, S.45) gleichgiiltig, ob zuerst P,, von Null bis
zum Endwerte anwachsend, aufgebracht wird und dann P, oder ob P, und P,
gleichzeitig von Null bis zu ihrem Endwerte anwachsend wirken usw.

Wir wollen nunmehr den Zusammenhang zwischen der Deformationsarbeit
B; und der Arbeit der duBeren Krifte feststellen. Zu diesem Behufe gehen wir
von den Gleichgewichtsbedingungen (20) und (21) auf den Seiten 48 und 49 fir
ein Korperelement aus. Wir multiplizieren die erste der Gleichungen (20) mit
udxdydz, die zweite mit vdx dy dz, die dritte mit wdx dy dz, addieren die
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Produkte und integrieren iiber das ganze Korpervolumen unter Beriicksichtigung
der Oberflichenbedingungen (24) auf Seite 53. Wir erhalten der Reihe nach
die zu addierenden folgenden Integrale:

0X, Y, 0Z,
Jm=f P udxdydz, Sy = raw ; , Jw=f—a~x—wdxdydz,
4 v v

oy = Jyy = oy = ydz,

v

J“:-f%rdxdydz. J“=f%wdxdydz,
v ¥V

Jz-f(lsxu + ke +kw)dadydz: .
i

Die ersten neun Integrale konnen durch partielle Integration umgetormt werden,
Es ist z. B. bei partieller Integration nach «

Iy = (uchos(nx)do—f 'J(—jid rdydz .
0 %

wobei do ein Element der Oberfliche des Kérpers, n die nach aullen gerichtete
Normale des Oberflachenelementes, und das erste Integral iiber die gesamte
Oberfliche des Kérpers, das zweite Integral tiber den vom Korper erfiillten Raum
zu nehmen ist. Ferner ergibt sich bei partieller Integration nach y

Jyy = fu)x cos (ny)d nya daedydz,
0
bei partieller Integration nach =
Sy = qu cos (nz)do —sz%dn;dydz.
§ v ’
dhnlich erhalten wir

Jya J‘LY cos (n x) do—J‘Y —dadydz,
0

I fuZ cos (nx) rlo—fZ o ——dxdydz,
0

Jyy:fv}’ycos(ny)do—f ‘ya “dedydz,
0 ¥

Jw:fwzﬂcos(ny)do _fzy%dmdydz,

0 v
. L 0w
Jyzzfz‘}‘zcos (nz)do —f) c5-drdydz,
0 1

J,,= fuZ cos(nz)do — sz%a’xdydz.

0 v
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Durch Addition aller Integrale und leicht ersichtlicher Zusammenfassung erhalt
man bei Beniitzung der Grenzbedingungen (24) und der Gleichgewichtsbedin-
gungen (22), wenn

[ (Pau + pyv + pow)do = 24,,

ﬁ%o

(kpu + kyv + k,w)dedydz =24,,

, (62a)
[y Ju 9v dw ou  Ov dv , 0w
J_Xwax+yﬂay+zz FE +X1’<8y+ 8x> +YZ<29?+ ay>
Z) duT
+zx(5§+5}hdxdydz=23i
gesetzt wird, die Gleichung
A, + A4, = B;. (62)

A, bzw. A, sind offenbar die Arbeiten, welche die Oberflichen- bzw. Massen-
krafte bei Anwachsen von Null bis zu ihren Endwerten leisten. Sie sind halb
so groB, als sie sein wiirden, wenn die duBleren Kréfte wihrend des ganzen Ver-
formungsvorganges in voller Endstirke wirken wirden. In B; erkennen wir
mit Riicksicht auf die Ausdriicke (6) und (7) fir die Verzerrungskomponenten
auf Seite 29 und 30 und die Gleichung (58) auf Seite 104 die Deformationsarbeit
fiir homogene und isotrope Korper, die dem Hookeschen Gesetze folgen. [Siehe
hierzu auch die Gleichung (55)].

In besonderen Fillen werden wir die Zeichen B; oder B, setzen, je nachdem wir die
Deformationsarbeit fiir einen Elementarkorper als Funktion der Spannungs- oder der Ver-
zerrungskomponenten auffassen.

Die Gleichung (62) driickt den Satz iiber die Arbeit und im Verein mit den
oben genannten Erkenntnissen und den gemachten Voraussetzungen den Satz
von Clapeyron (L.) aus: Wird ein elastischer homogener und isotroper Korper
von iiberall gleicher Temperatur, der dem Hookeschen Gesetze folgt, und sich
vor Aufbringung einer Belastung in seinem natiirlichen Zustande befindet, von
einem von Null aus bis zu einem gegebenen Endwerte anwachsenden Kraft-
system angegriffen, so ist die Arbeit der duBleren Kréfte halb so grof} als sie sein
wirrde, wenn die duBeren Kriafte wihrend der elastischen Deformation in ihrer
vollen Endstirke wirken wiirden und gleich der im gesamten Xorper aufgespei-
cherten von dem Wege, auf welchem die duBeren Krifte ihre Endwerte erlangen,
unabhingigen Forminderungsarbeit. Voraussetzung fir die Giiltigkeit dieses
Satzes ist, daB andere Energieformen wie z. B. Wirmeenergie wahrend der Arbeits-
leistung der duBeren Krifte nicht auftreten, und der Korper weder von aullen
Energie in irgend einer anderen Form als jener, welche durch die Arbeit der
auBeren Krifte zugefithrt wird, aufnimmt, noch nach auflen abgibt.

Der Satz iiber die Arbeit in der Form (62) ist auch fiir dem Hookeschen Gesetze
nicht folgende Korper unter den oben angegebenen Voraussetzungen (Anfangszustand,
Temperatur, Energie-Zu- und Abfuhr) zutreffend, denn sie bleibt auch richtig, wenn wir

in ihr statt u, v, w die oo kleinen Anderungen du, dv, dw setzen und bedenken daf} z. B.

%‘% =d —g—z usw. Sie driickt dann mit Riicksicht auf (b) auf S.103 aus, daf die bei co

kleinem Anwachsen der auBeren Krifte durch letztere geleistete Arbeit gleich der elemen-
taren Deformationsarbeit des ganzen Korpers ist (Siehe hierzu auch weiter unten).

¢) Deformationsarbeit fiir die Rauminderung und fiir die Gestaltsiinde-
rung. Die Verformung eines unendlich kleinen Prismas in einem Punkte eines
elastischen Korpers setzt sich aus einer Raumé#nderung und einer Gestalts-
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anderung desselben zusammen. Die Rauménderung ist bedingt durch die Existenz
der Raumdilatation e; ist dieselbe Null, so &ndert das Prisma nur seine Gestalt.
Die Gestaltsinderung des Prismas ist bedingt durch die Schiebungen e, ,, €,,, €,
und die Differenz der Dehnungen in den drei aufeinander normalen Kanten-
richtungen des Prismas, letzteres deswegen, weil, wenn eine solche Differenz
nicht besteht, das Prisma sich selbst &hnlich bleibt also seine Gestalt nicht
sandert. Das vierte Glied der Forménderungsarbeit im Ausdrucke (59) auf S. 104
bezieht sich sonach nur auf eine Gestaltsinderung, das fiinfte nur auf eine Raum-
anderung, der Rest teils auf eine Gestaltsinderung, teils auf eine Volumsénde-
rung. Um diese Anteile zu erhalten, setzen wir

emz—g——f—a, ewz—g——}—b, ezz=—§+c.

Durch Quadrieren und Addieren dieser 3 Gleichungen entsteht die Beziehung

. e~ . \ .
e2, + €2, + €2, = 5+ a? -+ b2+ c2, weil a + b 4 c, das als Faktor in der

Summe der doppelten Produkte der Quadrate vorkommt, zufolge der Bedeutung
von a, b, ¢, d. 1.

_2613,—*6“,_8:: b_2eyy_€xz_ezz _2ezz“eyy_"ezz

-3 - 3 e=3
gleich Null sein mufl. Da

a? + b% + ¢? = é[(emr — )%+ (eyy — €)% (e, — ex0)?,
kann somit die Deformationsarbeit (a;) [Gleichung (59)] in der Form
(a,) = (a}) + (af) (63)

geschrieben werden, wobei
e N\ Ger(m+1)

m—?)— 3(m — 2) (64)

(@) =65+

gleich der spezifischen Forméanderungsarbeit ist, welche der Rauméinderung des
Prismas entspricht und

<aiq) = G{%[(ewm - eyy)2 + (ey'u_ ezz)2 + (ezz_ ewac)z] -+ %(eiy-i- e?/z + ezzm)} (65)

gleich der spezifischen Forménderungsarbeit ist, die nur auf die Gestaltséinderung
des Prismas aufgewendet wird. Man kann die zwei Anteile (a}) und (af) auch

durch die Spannungskomponenten ausdriicken, wenn man das Hookesche Ge-

setz und die Beziehung £ = ~2~(m7+1-)—G beniitzt; es ergibt sich dann
e = tant ey T e = T (K Tyt 2 = g (Xt ¥, — 2,
ferner z. B. ¢,, —e,, = (—mﬁJ (X,— Y, = 2—1(§(Xx — Y,) usw. Es wird dann
(@) = @) = gemryg Kot Vot 20 =52 (X + Y, 4 20, (64a)
(@f) = (af) = TQI-G [(Xe =Y, + (Y — Z,)* + (Z, — Xo)*]
+og(X3+YE 429, (65a)

Fir einen hydrostatischen rdumlichen Spannungszustand (S. 67) ist, wenn fiir
denselben der allen Flachenelementen in der Umgebung eines Punktes ge-
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meinsame Normaldruck pro Flacheneinheit mit p = o, = 0, = 0; bezeichnet
wird, fir samtliche Richtungen in der Umgebung eines Punktes

m—2  m—2 - 3(m—2) , Kp?
mE P=smone? Mo @)=, el =

€ra = €yy = €;; =

gelten, bei Einfithrung der durch (44) auf Seite 85 definierten Kompressibilitat K.
Die auf die Gestaltinderung bezogene spezifische Forménderungsarbeit (af) ver-
schwindet fiir einen radumlichen hydrostatischen Spannungszustand. Man
sieht ferner, dal} die unter (64a) erhaltene Arbeit (af) als eine Forméinderungs-
arbeit fir den rdumlichen hydrostatischen Spannungszustand angesehen werden
kann, wenn X, 4+ Y, + Z, = 3p gesetzt wird.

Unabhéngig vom Spannungszustand ist (af) = 0, wenn ein Stoff vorliegt,
fir welchen m = 2 wird (Kork). Fir die lineare Beanspruchung wird

- m— 2 oy oy _Jg’_
@) = 5= naXer (@) =%g
erhalten usw.
d) Adiabatische wund isotherme Verformung. — Verzerrungsenergiefunktion.

W. Thomson (L) hat bei Zugrundelegung des ersten und zweiten Hauptsatzes der Warme-
theorie unter der Voraussetzung, dall die Forméanderungen vollkommen elastische sind
und wahrend der Wirkung der mechanischen Krifte weder von auBlen Warme in den
beanspruchten Korper strémt noch nach auBlen Wirme abgegeben wird, d.h. daB der
Deformationsvorgang ein adiabatischer ist, den Nachweis erbracht, daf ein auf Zug
beanspruchter Stab, der aus einem bei Erwarmung sich dehnenden Stoff besteht, sich bei
der Belastung etwas abkiihlen, bei der Entlastung sich wiederum um eben soviel er-
warmen misse, und daB umgekehrt beim Druckversuch bei Belastung eine Erwirmung, bei
Entlastung die entsprechende Abkiithlung eintreten miisse. Dementsprechend sind auch De-
formationen allgemeinerer Natur mit Warmetonungen verkniipft. Praktisch im Versuch kann
eine adiabatische Deformation dadurch zuwege gebracht werden, daf man plétzlich belastet
bzw. entlastet, wodurch keine Zeit zu einem Warmeausgleich bleibt. In der Tat fand Haga
fiir einen plotzlich gedehnten Stahldraht eine Temperaturerniedrigung von —0,1076°. Die
schwingenden Beanspruchungen von elastischen festen Korpern (Schallschwingungen) gehen
gleichfalls so rasch vor sich, dal man von einem adiabatischen Vorgang reden kann, da-
gegen sind sehr langsam vor sich gehende Dehnungen und Quetschungen, wie wir sie unter
a) bis e) stets voraussetzten, isotherm, d. h. finden praktisch bei gleicher Temperatur statt,
was infolge der Untersuchungen von Thomson fiir einen auf Zug beanspruchten und wieder
entlasteten Stab eine Wiarmeaufnahme' von auflen bzw. eine Wirmeabgabe nach auBen
voraussetzt. In unseren obigen Darlegungen wurde das bisher nicht beriicksichtigt, sondern
vielmehr angenommen, da3 die Warmeenergie iiberhaupt bei Belastung und Entlastung des
Korpers keine Rolle spielen soll. Nun wurde gefunden: Sowohl im Falle adiabatischer
Forménderung als auch bei isothermer Forméanderung existiert eine Funktion der Ver-
zerrungskomponenten oder, wie man auch sagt, eine Verzerrungsenergiefunktion mit den
oben fiir die Potentialfunktion angegebenen Eigenschaften, und zwar unabhéngig von der
Art des Elastizititsgesetzes, wie gleichfalls W. Thomson (L) zuerst nachgewiesen hat. Auf
Grund dieses Nachweises gelten die Beziehungen (60a) auf Seite 105 auch fiir adiabatische
und isothermische Verzerrungen bei beliebigem Elastizitatsgesetz und ist der Ausdruck (b) auf
Seite 103 unter denselben allgemeinen Umsténden ein vollstandiges Differential einer Funktion
der Verzerrungskomponenten, das ist eben jener Verzerrungsenergiefunktion, deren Existenz
Thomson erwiesen hat. Nimmt man die Giiltigkeit des Hookeschen Gesetzes an, so erhalt
die Verzerrungsenergiefunktion speziell die Form einer homogenen und quadratischen
Funktion [Gleichung (59)]2.

25. Uber das Prinzip der virtuellen Arbeit.

Bevor wir dieses fiir alle Korper, sie seien im festen, fliissigen oder gasformigen
Zustande, giiltige fundamentale Gleichgewichtsprinzip, das sich insbesondere
auf technischem Gebiete vielfacher Anwendungen erfreut, in der fiir den festen

! Beispiele zur Verwendung des Arbeitssatzes sind im zweiten Teile dieses Buches
vielfach eingestreut (s. besonders S. 395ff.).
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elastischen Kérper besonderen Form ableiten, sei an die Form dieses Prinzipes fiir
einen starren Korper, der sich unter dem Einflusse duBerer Krifte im Gleich-
gewicht befindet, erinnert.

a) Form des Prinzipes der virtuellen Arbeit fiir einen starren Korper. Wenn
ein starrer Korper unter dem Einflusse duBlerer Krafte im Gleichgewichte steht,
gilt ganz allgemein

N8+ [tdv-08, =0 (66)

und wenn umgekehrt diese Bedingung erfillt ist, mull der betreffende starre
Korper im Gleichgewicht stehen. In dem angeschriebenen Prinzip (66) bedeuten
B die am starren Korper angreifenden Oberflachenkrifte, fdv die an den einzel-
nen Korperelementen vom Volumen dv angreifenden Massenkrifte (S. 6), 03,
und ¢3,,, als Vektoren aufgefalit, virtuelle Verschiebungen, die den einzelnen
Kraftangriffspunkten zukommen. R-08, bzw. fdv-63,, sind skalare Produkte
einer angreifenden Kraft 8 bzw. fdv in die virtuelle Verschiebung 68, bzw.
05,,, d.h. R8s, = Pdsycos (B, 68,) mit ds, als Grofle der virtuellen Verschie-
bung und cos (P - §5) als Kosinus des Winkels, den eine Kraft mit der Richtung
der virtuellen Verschiebung einschlieBt ; analog ist fdv - 68, = kdvds,, cos (k,88,,)
zu deuten. Die genannten skalaren Produkte werden bekanntlich als virtuelle
Arbeiten der Krifte R bzw. f dv fiir die virtuellen Verschiebungen 63, bzw. 63,
bezeichnet. Die Summe bzw. das Integral im Ausdrucke (66) sind iiber die vir-
tuellen Arbeiten simtlicher Oberflichen- bzw. Massenkriafte zu nehmen. Das
Prinzip (66) sagt demnach aus, dall im Falle des Gleichgewichtes der am starren
Koérper angreifenden Krafte die Summe der virtuellen Arbeiten dieser Krafte
Null sein mufl. Kin besonderes Augenmerk ist darauf zu legen, daB die Krafte P
bzw. fdv angreifende Krifte sind, Reaktions- oder Verbindungskrafte treten in
das Prinzip der virtuellen Verschiebungen oder, wie es auch genannt wird, das
Prinzip der virtuellen Arbeit nicht ein, und zwar deswegen nicht, weil ihre vir-
tuelle Arbeit gleich Null sein muf.

Beziiglich der Definition einer virtuellen Verschiebung sei daran er-
innert, dafl einer solchen die folgenden Eigenschaften zugeschrieben werden:

1. Sie soll unendlich Kklein sein.

2. Sie soll mit den Bedingungen oder den Zwangsverhéltnissen, denen der
starre Korper unterworfen ist, und durch welche seine Unfreiheit bewirkt wird,
vertriaglich, d. h. sie muf} moglich sein.

3. Sie steht nicht mit den &uBeren Kriften im Zusammenhang, d.h. sie
wird nicht etwa durch sie bewirkt sondern ist vollig unabhéngig von ihnen.

4. Sie wird nicht als in einem bestimmten Zeitelement vorgenommen gedacht.

Hierzu sei ad 2. bemerkt: Fiir einen freien starren Korper ist jede unendlich
kleine Verschiebung aus seiner Gleichgewichtslage eine magliche, d. h. eine vir-
tuelle, da er keinem Zwange unterworfen ist, der seine Bewegungsmdoglichkeiten
einschrinken wiirde; dagegen hat ein unfreier starrer Korper infolge seiner
Stiitzung nur mehr beschrankte Bewegungsmoglichkeit, man sagt, er sei Bedin-
gungen oder einem Zwange unterworfen. Diese Bedingungen bestimmen, ob eine
Verschicbung moglich und damit virtuell sein kann oder nicht.

Wird von cinem Korper eine Achse z im Raume festgelegt (etwa mittelst Kugel- und
Halslagern), so ist nur Rotation um diese moglich (Rotationswinkel ¢ in Abb. 2, S. 4).
Fir einen beliebigen Punkt des Korpers, der Angriffspunkt einer Kraft sein kann, ist ein
Element seines Rotationskreises eine mégliche unendlich kleine Verschiebung und damit eine
virtuelle Verschiebung. Greift an dem Rahmen ein raumliches Kraftsystem B, . . . B, an (das
Eigengewicht des Rahmens als Massenkraft wird nicht in Betracht gezogen), das im Gleichge-

wicht steht, so lautet das Prinzip der virtuellen Verschiebung ¢ X P, = 0, wenn P, die in die
Richtung des Weges d 3, fallende Komponente einer Kraft P, p den Radius des Rotationskreises
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des Angriffspunktes einer Kraft und die unendlich kleine Grofie d ¢ den fiir alle Angriffspunkte
gemeinsamen Verdrehungswinkel um die z-Achse bedeuten. Die aufgeschriebene Bedingung
besagt aber, daBl die Summe der Momente aller Krifte mit Bezug auf die z-Achse ver-
schwinden sollen, was, wie bekannt, die einzige notwendige und hinreichende Gleichgewichts-
bedingung fiir Krafte ist, die an einem starren Koérper angreifen, der sich nur um eine im
Raum und im Korper feste Achse drehen kann.

Das Prinzip der virtuellen Arbeit in der Form (66) gestattet in allen denkbaren
Fallen der Wirkung eines Kraftsystems auf einen starren Korper, die fiir dieses
Kraftsystem notwendigen und hinreichenden Gleichgewichtsbedingungen herzu-
leiten.

b) Form des Prinzipes der virtuellen Arbeit fiir einen eclastischen festen
Korper bei virtuellem Verformungszustand. Wir gehen nun daran, eine Form des
Prinzips der virtuellen Arbeit darzustellen, die fiir einen elastischen festen,
freien oder unfreien Korper (S. 4),

5131- Tfn; =% der unter dem Einflusse eines duBeren

C—-- — =— w—}— - Kraftsystemes im Gleichgewicht steht,
M, S _‘__&;L - ZT/ /'1« giiltig ist. Um die Anschaulichkeit zu
5 >/ unterstiitzen, wollen wir die Herleitung

Abb. 31. ' des Prinzipes unter Hinweis auf einen

besonderen Fall vornehmen. Es liege
ein zylindrischer Stab (Tridger) vor, Abb. 31, der auf beiden Seiten fest ein-
gespannt ist, und unter dem Einflusse dullerer Krafte B, . .. B, verbogen wird.
Die feste Einspannung z.B. in Mauerwerk soll dadurch charakterisiert sein,
daBl sich die in ihrem Bereiche liegenden Punkte des Stabes tiberhaupt nicht
verschieben konnen; in Wirklichkeit wird ctwas Derartiges allerdings nicht
vollkommen zutreffen konnen, darauf kommt es aber jetzt gar nicht an. Es handelt
sich nur darum, Bedingungen festzulegen, denen der elastische feste Koérper, hier
der Stab, geniigen soll. Die Stabachse wird sich unter dem Einflusse der duferen
Krifte etwa nach der punktierten Linie a —a einstellen. Aus der Gleichgewichtslage
nehmen wir eine virtuelle Verschiebung vor, die mit den Bedingungen des Syste-
mes vertrdglich sein muB, d. h. wir kénnen Punkte der Stabachse in eine zur
wirklichen Lage a—a benachbarte Lage b—b bringen, derart, dafl sich diese
Punkte stetig aneinander schliefen (d.h. die virtuellen Verschiebungen der
einzelnen Punkte sollen stetige differenzierbare Funktionen der vor der Defor-
mation vorhanden gewesenen Koordinaten der einzelnen Stabachsenpunkte
sein) und dabei der Bedingung geniigen miissen, dal} die Tangenten an die ent-
standene Kurve 6—b an den Einspannungsstellen horizontal bleiben. Damit
hitten wir die Punkte der Stabachse virtuell verschoben, die iibrigen Punkte
des Stabes werden aus der Gleichgewichtslage so virtuell verschoben werden
miissen, dafl der stetige Zusammenhang des Stabes nicht aufgehoben wird, d. h.
ihre Verschiebungen werden sonach ebenfalls sehr klein und stetige differenzier-
bare Funktionen der urspriinglichen vor der Deformation durch die Krifte vor-
handen gewesenen Koordinaten z, y, z sein miissen.

Infolge der Einwirkung des im Gleichgewicht befindlichen Kraftsystemes
stellen sich fiir jeden Punkt eines elastischen festen Korpers Verschiebungs-
komponenten wu, v, w, Verzerrungskomponenten e,, ... ¢,, sowie Spannungs-
komponenten X . .. Z, ein, die wir als stetige differenzierbare Funktionen der
Koordinaten z, y, z auffassen dirfen. Bei der virtuellen Verschiebung aus der
Gleichgewichtslage entstehen parallel zu den Achsen des angenommenen
Koordinatensystems Komponenten der virtuellen Verschiebungen du, dv, dw
(lies: Variation » usw.), die gleichfalls als stetige differenzierbare Funktionen
der Koordinaten betrachtet werden. Multiplizieren wir die Gleichgewichts-



Uber das Prinzip der virtuellen Arbeit. 113

bedingungen (20) (S. 48) der Reihe nach mit dudxdydz, dvdxdydz,
dwdx dydz, addieren undintegrieren iiber den ganzen vom Kérper erfiillten Raum,
so erhalten wir nach véllig gleicher Uberlegung wie auf Seite 107£f. die Gleichung

fpméu + p,0v + p,ow)do + f(lcxéu + k,0v+ k,0w)daxdydz
6 14
r ou dv Jdw du dv
ZJLX” (o) + Y0 (50) + 2.0 (G0 ) + X0 (50 + 5% (67)
v

. v 0w dw du\~

Der Ausdruck auf der rechten Seite von Gleichung (67) geht aus dem auf Seite 108
entwickelten und dort mit 2 B, bezeichneten hervor, wenn wir in ihm an Stelle
der wirklichen Verschiebungskomponenten u, v, w die virtuellen Verschiebungs-
komponenten du, dv, duw treten lassen und bedenken, da3 nach den elementaren

0
_;2“ = 6% usw. sein mul}, d.h., dal Diffe-
x dax

rential- und Variationszeichen miteinander vertauscht werden konnen. Das Ober-
flichenintegral links des Gleichheitszeichens stellt die virtuelle Arbeit der an der
Oberfliache des Korpers wirkenden Krifte vor, das Raumintegral links des Gleich-
heitszeichens ist die virtuelle Arbeit der Massenkrifte: rechts vom Gleichheits-
zeichen steht die virtuelle Deformationsarbeit. Das Prinzip der virtuellen Arbeit
in der Form (67) besagt, dall im Falle des Gleichgewichtes von an einem elastischen
festen Korper angreifenden Kréften die virtuelle Arbeit der dufleren Krafte
gleich der virtuellen Arbeit der durch das Kraftsystem geweckten inneren Kréfte
ist. Wir haben im Punkte 24 gesehen, dafl die elementare Deformationsarbeit
pro Raumeinheit unter der Voraussetzung der Giiltigkeit des Hookeschen Ge-
setzes als das vollstindige Differential der gesamten Deformationsarbeit (im
Falle der Ungiiltigkeit des Hookeschen Gesetzes wird die Deformationsarbeit
pro Raumeinheit durch eine allgemeine Verzerrungsenergiefunktion dargestellt),
welche in das Korperelement beim Anwachsen der dufleren Krifte von Null bis
zu ihrem Endwert hineingesteckt wird, angesehen werden kann, wenn diese
Deformationsarbeit als Funktion der Verzerrungskomponenten dargestellt wird.
Es folgt daraus und mit Beriicksichtigung der Regeln fir die Variation einer
Funktion von sechs unabhéngigen Variablen, daf} die virtuelle Deformations-
arbeit auf der rechten Seite der Gleichung (67) als die vollstindige Variation

von B; = f(ai) dx dydz angesehen werden kann, wenn (@;) als Funktion der
v

Grundsatzen der Variationslehre

Verzerrungskomponenten betrachtet wird.
Denken wir uns die Oberflachenkrifte als Einzelkrifte B, so kann das Prinzip
(67) bei Annahme der Giiltigkeit des Hookeschen Gesetzes sonach in der Form

SR-08+ [tdv-0s, =B, (67)
14

angeschrieben werden, wenn zu Unterscheidungszwecken die virtuellen Ver-
schiebungen fiir die Oberflachenkrifte B mit 03, jene fiir die Massenkriifte fdv
mit 03, eingefithrt werden. Fir den Fall eines starren Korpers verschwindet
0 B; und es bleibt die Beziehung (66) iibrig.

Eine besondere Form nimmt die Gleichung (67') an, wenn wir die Oberflichen-
krafte allein in Betracht ziehen, also das Gleichgewichtsprinzip der virtuellen
Arbeit fiir diese allein ansetzen. Wir erhalten dann statt (67’) die neue Form

SR-05,=0B,. (67a)
Girtler, Mechanik. 8
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Wir kénnen bei AuBerachtlassung der Massenkrifte die virtuellen Verschie-
bungen auch so vornehmen, daf3 dieselben an der Oberfliche des Korpers gleich
Null angenommen werden; dann entsteht aus (67a) die Form

welche besagt: Wenn ein System von Oberflachenkriaften am elastischen Korper,
der dem Hookeschen Gesetze folgt, im Gleichgewicht steht, so verformt er sich
derart, daB fir die verformte Lage die Deformationsarbeit als Funktion der
Verzerrungskomponenten ein Extremwert wird im Vergleich zu jenen Deforma-
tionsarbeiten, die sich einstellen wiirden, wenn der Koérper in zur wirklichen
Lage benachbarte mogliche Lagen gebracht wird und dabei eine Veranderung
der wirklichen Lage der Punkte an der Oberflache des Korpers nicht vorgenom-
men wird. Die Gleichgewichtslage ist demnach durch das Prinzip der virtuellen
Verschiebungen als eine einzigartige unter den moéglichen Lagen, ndmlich als eine
durch einen Extremwert der als Funktion der Verzerrungskomponenten betrach-
teten Deformationsarbeit charakterisierte Lage anzusehen. Ob dieser Extrem-
wert einem Minimum oder einem Maximum entspricht, kann durch das Zeichen
der zweiten oder ersten nicht verschwindenden Variation der Deformationsarbeit
entschieden werden. Doch kann ohne dieses Kriterium erkannt werden, daf3 die
Deformationsarbeit fiir die stabile Gleichgewichtslage (s. hierzu auch S. 192ff.)
nur ein Minimum sein kann, da offenbar von auBlen her Arbeit in den deformier-
ten Korper gesteckt werden mufl, um denselben aus seiner Gleichgewichtslage
herauszubringen und nicht umgekehrt Arbeit nach auflen abgegeben werden
kann, wenn eine zur Gleichgewichtslage benachbarte Lage erreicht werden soll.
Auf die besondere Form (67b) des Prinzipes der virtuellen Arbeit und deren
Bedeutung haben A. F6ppl und A. und L. Foppl (L) mit Nachdruck hinge-
wiesen. Aus dem Prinzip der virtuellen Arbeit in den Formen (67), (67a), (67b)
konnen umgekehrt die Bedingungen hergeleitet werden, die im Falle des Gleich-
gewichtes erfilllt sein miissen. Jeder Lehrsatz und jede Beziehung der Statik
elastischer fester Korper ist aus dem Prinzip der virtuellen Arbeit ableitbar.
Man kénnte sagen, dal das Prinzip der virtuellen Arbeit jeden speziellen denk-
baren Gleichgewichtsfall bereits in sich enth&lt und es nur darauf ankommt, das
Prinzip in jedem besonderen Falle anzuwenden.

Man kann z. B. allgemein die fiir das Gleichgewicht eines elastischen festen Korpers
notwendigen und hinreichenden Gleichgewichtsbedingungen aus dem Prinzip der virtuellen
Arbeit herleiten. Es ist das eigentlich, wenn man die Ableitung des Prinzipes bedenkt,

beinahe selbstverstindlich. Nach Form (67b) des Arbeitsprinzipes muf fiir Stoffe, die dem
Hookeschen Gesetz folgen,

5](?(821—‘—&?,‘,,—}—63327’ e.ine!/z—f_eim_*_me;2>dxdydz,:O:(sf(ai)dzdydz
14

sein. Aus der Minimumsbedingung folgt bei Beachtung des Hookeschen Gesetzes, nach
welchem z. B. géai) be,, = X,0e,, usw. ist, die Gleichung
xz

J(X,0e,,+ Y, 0e,, -+ Z,5e,,~ X,0e,,+ ¥,0e,,+Z,8e,)dwdydz=0.

4
Diese Bedingung muB iibrigens allgemein fiir jedes beliebige Elastizititsgesetz erfillt werden
[Gleichung (67)]. Nachdem die Verzerrungskomponenten auf Grund der Beziehungen (6)
und (7) auf den Seiten 29 und 30 durch Ableitungen der Verschiebungskomponenten aus-

driickbar sind und daher de, . =0 <§ﬁ> = Qé_u’ €y = 99y usw. gesetzt werden kann, nach-
Jx ox oy

dem ferner du, dv, dw als stetige und differenzierbare Funktionen von z, y, z angesehen
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werden, so erhalt man bei partieller Integration nach a bzw. y bzw. z (es ist z. B.

0X
fX @dxdyd féuXIcos(nx)do—J.éu az”dxdydz
0 %

dx

usw.) die Gleichung

Q X, 090X, 902z,  (0X, 0Y, 9Y,\ (04, 0Y, 0Z,
,ﬂ_ R & '—5l<—--r 3 +—5——>75w\ax + >]dxdydz
v

6x "oy 0z )’ ox oy
= [[0u(X,cos nz + X, cosny + X, cosnz) + 6v (Y, cosnx + ¥, cosny + ¥, cos nz)
0

+ 0w (Z,cosnx + Z,cosny + Z, cos nz)]do.

Das Integral rechts verschwindet fiir endliche Werte der Klammerausdriicke, da wir du,
ov, 0w an der Oberfliche mit Null angenommen haben. Das Integral links vom Gleichheits-
zeichen muf} fir alle moglichen Werte von du, dv, dw erfilllt sein, die stetige Funktionen
von &, ¥, z sind; damit das sein kann, miissen die Ausdriicke in den runden Klammern
0X, JX, 0Z,
— — — ——F =0 usw. erfiillt sein.
x dy 0z
Hiermit sind die Gleichgewichtsbedingungen (20) fiir ein unendlich kleines Prisma, das
einem elastischen festen Kérper angehért, bei Vernachlissigung des Eigengewichtes als eine
Folgerung aus dem Prinzip der virtuellen Arbeit erkannt. Da die auf die Schubspannungen
bezogene virtuelle Arbeit auch durch Y ,de,, -+ Z,0e,. — X,de, . ausgedriickt werden kann,
ist der SchluB zu ziehen, daf3 auch die Glelchge“ 1chtsbedm0ungen 21) als Folge des Prlepes
der virtuellen Arbeit angesehen werden miissen.

c¢) Form des Prinzipes der virtuellen Arbeit fiir einen elastischen festen
Korper bei virtuellem Spannungszustand. Im folgenden wird eine andere Form
des Prinzipes der virtuellen Arbeit entwickelt, welche besonders geeignet ist, der
anschauliche Ausgangspunkt von fir die Anwendungsgebiete wichtigen Lehr-
sitzen, die im Punkte 26 behandelt werden, zu sein. Es sei aber betont,
dal durch diese neue herzuleitende Form nicht mehr ausgesagt wird als
durch die bisherigen Formen dieses Prinzipes. Bisher kam die Definition der
virtuellen Arbeit der dufleren im Gleichgewicht befindlichen am festen Kérper
angreifenden Krafte dadurch zustande, dafl wir die Summe der skalaren Produkte
der wirklichen Krafte in virtuelle Verschiebungen der Angriffspunkte derselben
bildeten, und die virtuelle Deformationsarbeit des Korpers ergab sich als ein
Integral von auf die einzelnen Raumelemente beziiglichen virtuellen Deformations-
arbeiten, die sich als Summe von Produkten aus dem im Gleichgewichtszustand
wirklich vorhandenen Spannungskomponenten in virtuelle Anderungen der zu-
gehorigen Verzerrungskomponenten darstellen liefen. Kiirzer kann man sagen,
daB ein wirklicher Kraft- und Spannungszustand mit einem virtuellen oder, wie
man auch sagt, variierten Verschiebungszustand verbunden wurde.

Nunmehr denken wir uns einen virtuellen oder variierten Spannungszustand
mit dem wirklichen Verschiebungszustand kombiniert, womit das Folgende gemeint
ist. Der elastische feste Korper, etwa der auf Seite 112 angefiihrte, fest eingespannte
Stab, gehorche dem Hookeschen Gesetz und stehe unter dem Einflusse des #uBeren
Kraftsystemes B, .. .8, und der Massenkriifte im Gleichgewicht; diesem Kraft-
system entsprechen ein von den Koordinaten abhéngigel Verschiebungszustand
u, v, w, ein Verzerrungszustand e, . . . e., und ein Spannungszustand X, ... Z,.
Wir éandern nunmehr den Spannungszustand etwas ab, und zwar dadulch dafl
wir fiir jedes Korperelement zu den wirklichen Spannungskomponenteu je einen
Zusatz 60X ,,0X,,...,0Z, (lies: Variation X,, usw.) treten lassen, und zwar
sollen diese Zusitze stetige differenzierbare Funktionen von 2, y,z sein. Sie
sollen aber nicht vollkommen willkiirlich angebracht werden, sondern erstens
sehr klein und zweitens so gewihlt werden, daB durch sie der Gleichgewichts-
zustand eines jeden Korperelementes im Innern und an der Oberfliche des Kor-

8*

verschwinden, d. h. es muf} z. B. die Bedingung
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pers nicht gestort wird. Durch eine solche Wahl sollen sie als virtuelle Anderungen
der wirklichen Spannungskomponenten definiert sein, insofern als hierdurch
die Moglichkeit gegeben erscheint, dafBl sie in einen wirklichen anderen als dem
zugrunde gelegten Gleichgewichtsfall als Folge der Wirkung ihnen zugeordneter
aulerer Krifte auftreten konnten; oder anders ausgedruckt die gedachte Ande-
rung eines Spannungszustandes ist nicht immer eine virtuelle, sie wird aber zu
einer virtuellen, wenn der entstehende Spannungszustand ein méglicher, d. h.
ein solcher ist, der die Bedingungen fiir das Gleichgewicht eines kleinen Korper-
elementes im Innern und an der Oberfliche des Korpers erfullt. In dhnlicher
Weise wurde oben ein gedachter Verschiebungszustand unter anderem da-
durch zu einem virtuellen, daB die Verschiebungen als sehr klein und als mog-
lich angenommen, d. h. als mit den Bedingungen, denen das System unterworfen
ist, vertriglich wurden. Der Variation des Spannungszustandes im Innern kann
eine Variation der Krifte an der Oberfliche zugeordnet sein, jedoch ist das nicht
unbedingt notwendig. Bei Festhaltung der Annahme der Stetigkeit der Varia-
tionen kénnte man dieszlben gegen die Oberfliche hin in stetiger Weise gegen
Null abnehmen lassen, woraus das Gesagte folgt. Es kommt das darauf hinaus, daf}
man Spannungen im Innern ohne ihnen zugeordnete Kréfte an der Oberfliche
annimmt. Eine solche Annahme kann auch der Erfahrung entsprechen, worauf
A. und L. Foéppl (L) besonders hingewiesen haben. Die Gufispannungen im
Innern eines nicht gleichmaBig abgekiihlten Gufkorpers aus GuBeisen oder Glas
sind dafiir Belege (S. 25). Wir haben oben gesagt, dal die Zusatze 0Y,...0Z,
sehr klein sein sollen: diese Folgerung mufl der Allgemeinheit halber erhoben
werden, weil es auch sein konnte, dafl der Korper bei endlichen Variationen seinen
Zusammenhang verliert oder das Hookesche Gesetz, das wenigstens teilweise eine
Voraussetzung fiur die folgenden Betrachtungen bilden soll, nicht mehr befolgt;
der Geltungsbereich des Hookeschen Gesetzes ist ndmlich, wie nachgewiesen
werden wird, ein beschriankter, d. h. dieses Gesetz bleibt in der Regel nur so lange
giiltig, als die AuBeren Kréfte bzw. die Spannungskomponenten nicht zu grof}
werden. Ein Spannungszustand mufl nach dem Gesagten, wenn er ein virtueller
sein soll, die Bedingungen

X, -0X,)  9(X,+8X,) 0(X,L0X)

T ox - 7y + 52 i *1‘34‘61‘30:0:
0(Y,+0Y,) 90(Y,+47Y,) o(Y,—oYy , . | .

ox T oy T ThTok=0. (2)
7(Z;—(5 )+8(Z7—1—67)+0(Z3’—6ZZ) kL Sk, =0,

x dy 0z z

und
Pe+ 0py = (X, + 0X,)cos(ne) + (X, + 06X, )cos(ny) + (X, + 0X,)cos(nz) .. (b)

erfiillen. Das Zeichen .. soll besagen, dall noch zwei andere Grenzbedingungen,
welche sich auf die y- und z-Richtungen beziehen, anzusetzen wiren.

Zieht man diese Gleichungen von den zugeordneten Gleichungen ab, welche
das Gleichgewicht eines Koérperelementes im Innern bzw. an der Oberfliche des
Korpers im Falle des tatsachlich eintretenden Spannungszustandes auftreten,

so erhilt man
0(0X,) + 06X, | (6X
ox oy

Op, =0X,cos (nx) + 60X, cos (ny) + 0 X, cos (nz) .. (d)

Wir gehen zuerst von den Beziehungen (a) aus. Multiplizieren wir die erste dieser
Gleichungen mit u dx dy dz, die zweite mit v dx dy d =z, die dritte mit wdx dy dz,

+0k,=0. (e)
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addieren die so abgednderten Gleichungen und integrieren iiber den ganzen vom
Kérper erfiillten Raum, so erhalten wir, wenn wir der Kiirze halber X -6 X = X -
(Y, +0Y,) = Yy usw. setzen, eine Summe von Integralen, die den auf
Seite 107 angefiithrten vollig analog gebaut sind, man hat in letzteren nur an
Stelle von X,...Z, die Werte X,...Z, einzusetzen. Wir kénnen somit
die angefithrten Integrale ebenso wie auf Seite 107 partiell integrieren und er-
halten schlieBlich bei Beachtung der Oberflichenbedingungen, wenn wir
Py 0Py = Ppe usw., k, -+ 0k, = k, usw. einfiihren, die Gleichung

f(})xu + pyv+ pow)do + [ (kpu + kyv + kyw)dadydz
0 v
- - - _ - _ (68)
:f/j (Xpeon+ Yye,,+2Z,e,,+ X, e, + Y.e,,+ Zpe,)daedydz.
Der erste Ausdruck links kann als Summe der Arbeiten von virtuellen Ober-
flachenkraften mit den Komponenten p,do, p,do, p,do gedeutet werden,
deren Angriffspunkte Verschiebungen 3, mit den Komponenten wu,v,w aus-
fithren: wir bezeichnen ihn kurz als virtuelle Arbeit der Oberflichenkrifte, in
der virtuelle Krafte und wirkliche Verschiebungen verbunden sind. Diese Ver-
bindung von wirklichen Kraften und virtuellen Verschiebungen gilt auch fur den
zweiten Ausdruck links in Gleichung (68), der die virtuelle Arbeit der Massen-
kriafte mit den virtuellen Komponenten k daxdydz, k,dxdydz, k,dxdydz
und den wirklichen Verschiebungskomponenten u, ¢, w vorstellt. Nach dem Ge-
sagten ist es ohne weiteres verstandlich, daBl die rechte Seite der Gleichung (68)
als virtuelle Deformationsarbeit fiir den virtuellen Spannungszustand X . ..Z,
und den wirklichen Verzerrungszustand e, ...e,, bezeichnet werden kann.
Der durch (68) ausgesprochene Satz besagt wieder, dal im Gleichgewichtsfalle
die virtuelle Arbeit der &ulleren Kréfte der virtuellen Arbeit der inneren Kréfte
gleich sein muB, ebenso wie der Satz (67) auf Seite 113, nur liegt jetzt ein variierter
Spannungszustand, dort aber ein variierter Verschiebungszustand zugrunde.
Durch dhnliche Einfithrungen, wie wir sie oben fiir die Form (67) auf Seite 113
gemacht haben, kénnen wir auch jetzt, wenn wir annehmen, daf3 an der Oberflache
Einzelkrédfte wirken, auf die Form

2§~§0+dev-é,n =Vf (X epp + - - ~+Z_mem) drdydz (68')

kommen. In dieser Gleichung haben 3, und 3,, die Bedeutungen von wirklichen
dem vorliegenden Gleichgewichtsfalle entsprechenden, als Vektoren aufgefafiten
Verschiebungen, und zwar der Angriffspunkte der virtuellen Oberflichenkrifte
R bzw. der virtuellen Massenkréfte fdv.

Wenn wir die Oberflichenkrafte allein in Betracht ziehen, demnach uns
fragen, in welcher Beziehung die virtuelle Arbeit der Oberflichenkrifte und
die zugeordnete virtuelle Arbeit der inneren Krifte ohne Wirkung von Massen-
kraften im Falle des Gleichgewichtes stehen, so haben wir in (68’) die Massen-
krifte gleich Null zu setzen, und erhalten hierdurch eine zweite Form des Prin-
zipes der virtuellen Arbeit bei variiertem Spannungszustand:

S:E‘éo:i[()_(xem‘f“ o Zpe,)dadydz. (68”)
Diese Gleichung findet in der Technik zur Berechnung statisch unbestimmter

Tragwerke und zur Bestimmung von VerschiebungsgréBen eine ausgedehnte An-
wendung, wie sich aus dem zweiten Teil (S. 376 ff.) ergeben wird.
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Wir gehen jetzt von den Gleichungen (c) aus, wollen aber jetzt den Eintluf3
von Massenkriften von vornherein ausschalten, was wir dadurch bewirken, dafl
Ok,, Ok,, Ok, gleich Null gesetzt werden. Es kommt das darauf hinaus, dafl
wir wohl Spannungskomponenten und Oberflichenkrafte variieren, die Massen-
krifte aber nicht. Die so abgeéinderten Beziehungen (c) multiplizieren wir wie
im vorhergehenden Fall mit udadydz, vdxdydz, wdxdydz, addieren die
Produkte und integrieren iiber den vom Kérper erfilllten Raum. Wir erhalten
dann bei bereits wiederholt angegebener Umformung durch partielle Integration
und Beachtung der Oberflichenbedingungen (d) leicht

f(épxu —O0p,v+Op,uw)do
d

68//!
=f(6Xzem+6erw+- <+ 0Zye,)drdydz ( )
¥

oder bei an der Oberfliche wirkenden Einzelkréften und Voraussetzung der
Giltigkeit des Hookeschen Gesetzes

S OW-5,= 6B, (682)

Diese neuen Formen des Satzes der virtuellen Arbeit enthalten links des Gleich-
heitszeichens wieder eine virtuelle Arbeit der gedachten Oberflichenkrifte,
rechts vom Gleichheitszeichen steht wieder eine virtuelle Deformationsarbeit.
OB; stellt unter Voraussetzung der Giiltigkeit des Hookeschen Gesetzes eine
vollstandige Variation der Deformationsarbeit B; dar, wenn diese Arbeit als
Funktion der Spannungskomponenten [Glelchungen (57) und (57a)]. d.h. durch
f Vdwdyd- J’l—t +¥3+28 (X, Y, 2 XzJ—I?—i—Zﬂdwdyd'f

Q(m—-l)

dargestellt wird. Es folgt das aus dem Zutretfen der Beziehungen (60) bei
Beachtung der Regeln iiber die Variation der unter dem Integralzeichen
stehenden Funktion von 6 Veranderlichen.

Die Beziehung (68a) kénnen wir noch vereinfachen, wenn wir, was in unserem
Belieben liegt (siehe die obigen Ausfithrungen), an der Oberfliche keine Varia-
tionen der Oberflichenkrifte vornehmen. Wir erhalten dann die zu der Glei-
chung (67b) auf Seite 114 dhnliche Form

0B; = 0. (68D)

In dieser Form besagt das Arbeitsprinzip: Wenn ein System von Kréiften am
elastischen festen Kdorper, der dem Hookeschen Gesetze folgt, im Gleichgewicht
steht, so stellt sich ein derartiger wirklicher Spannungszustand ein, daf fiir ihn
die Deformationsarbeit, als Funktion der Spannungskomponenten betrachtet,
ein Extremwert wird, im Vergleich zu jenen Deformationsarbeiten, die sich ein-
stellen wiirden, wenn der Korper bei demselben duBleren Kraftsystem Spannungs-
zustande erlitte, die in die Nachbarschaft des wirklichen Spannungszustandes
fallen. Dafl dieser Extremwert fiir stabile Gleichgewichtszustdnde nur ein
Minimum sein kann, wird durch &hnliche Betrachtungen begreiflich gemacht,
wie sie oben fiir den Fall der Giltigkeit der Form (67b) aufgestellt wurden.

Wenn eine der Formeln (67b) oder (68b) angewendet werden soll, diirfen
nach dem Gesagten die Grenzen des Korpers oder eines Teiles des Kérpers — es
ist klar, daB wir dieselben Uberlegungen auch auf einen Teil des Korpers anwen-
den kénnen, fiir den die von dem Rest des ganzen Korpers auf ihn ibertragenen
Krifte als duBere anzusehen wiren — in dem einen Fall nicht von den Varia-
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tionen des Verschiebungszustandes, in dem anderen Fall nicht von den Varia-
tionen des Spannungszustandes betroffen werden.

Besonders muf3 aber betont werden, dafl fir die Giiltigkeit der Form (68b)
wohl notwendig ist, daB3 die Krifte B, soweit sie angreifende Krifte sind, nicht
variiert werden; dafl aber die gleichfalls auf die Oberfliche des Kérpers wirken-
den Auflagerreaktionen bei einem gestiitzten Korper dann variiert werden kon-
nen, wenn ein im Raume festes als starr anzusehendes Auflager vorliegt, da dann
die virtuelle Arbeit einer Auflagerreaktion gleich Null wird, also auf den Wert
der linken Seite der Gleichung (68b) gar keinen Einflufl hat. Wir werden weiter
unten von dieser Bemerkung Gebrauch machen.

Die Gleichung (68b) findet in der Theorie der statisch unbestimmten Systeme
sehr héufig Anwendung.

Das Prinzip der virtuellen Arbeit, das urspriinglich von J. Bernouilli fiir statische
Verhaltnisse von aus diskreten Punkten aufgebauten Systemen, von J. L. Lagrange (L)
als allgemeines Prinzip der Mechanik aufgestellt wurde, hat insbesondere von G. Kirchhoff

G. Lamé, O. Mohr, H. Miller-Breslau (L) die fir elastische feste Korper geeigneten
Ausdrucksformen erhalten.

26. Der Satz iiber das Minimum der Formiinderungsarbeit von
Menabrea-Castigliano und zwei weitere Lehrsiitze von Castigliano.

Mit dem Prinzipe der virtuellen Arbeit hiangt der in der Technik sehr hiufig
zur Verwendung gelangende Satz vom Minimum der Forméidnderungsarbeit zu-
sammen, der fir das Fachwerk zuerst von Menabrea (L) nicht ganz klar aus-
gesprochen und nicht streng bewiesen wurde. Der strenge Beweis der Richtig-
keit des Satzes fiir ein beliebig belastetes System gelang erst spater Castigliano
(L), der ihn seiner Bedeutung nach als fundamentalen Lehrsatz kennzeichnete.
Foppl (L) und Miller-Breslau (L) haben seine Bedeutung und den Beweis
fiir seine Richtigkeit unmittelbar auf dem Prinzip der virtuellen Arbeit auf-
gebaut, aus dem ja nach dem weiter oben Bemerkten jeder Lehrsatz der Statik
ableitbar sein mufl. Im folgenden sind wesentliche Teil des Beweisganges von
Miiller-Breslau mit aufgenommen worden, und zwar nicht nur fiir den Satz
vom Minimum der Forménderungsarbeit, sondern auch fir die beiden anderen
im Titel dieses Punktes angekiindigten Lehrséitze von Castigliano.

a) Uber statisch unbestimmte Systeme im allgemeinen®. Der Minimumsatz
von Castigliano-Menabrea stellt sich als allgemeine Aussage zur Bestimmung
statisch unbestimmter dullerer Reaktionskrafte (Momente) an unfreien elastischen
Systemen oder von zwischen den Teilen eines Systemes iibertragenen statisch
unbestimmbaren inneren Kréften (Momenten) dar. Man kann auch sagen, daf
jener Satz die die statisch unbestimmbaren Gréfien enthaltenden Bestimmungs-
gleichungen liefert, die zu den statischen Gleichungen fiir das erstarrt gedachte
System hinzutreten und als Elastizitdtsbedingungen bezeichnet werden, da sie
mit der Verformung des Systemes im Zusammenhang stehen.

Handelt es sich um statisch unbestimmbare Reaktionen, so liegt ein Fall
sogenannter duflerer statischer Unbestimmtheit vor, deren genauere begriff-
liche Bestimmung auf Seite 4ff. festgelegt und auch an einem Beispiel erdrtert
wurde. Wir haben nur vielleicht noch in Erinnerung zu bringen, daf} die sta-
tischen Gleichungen fiir den starren Korper auch auf den deformierten elastischen
Korper (bei kleinen Verformungen auch auf den undeformierten) anwendbar sind.

! Die folgenden Ausfithrungen setzen vielfach elementare Begriffsbestimmungen aus
den Elementen der techn. Mechanik starrer Korper als bekannt voraus. Es kann iiber
sie z. B. in Th. P6schl: Lehrbuch der techn. Mechanik, Berlin: Julius Springer 1923, im
Bedarfsfalle nachgelesen werden (siehe hierzu auch K. 222).
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Sind innere Krafte (Momente) statisch nicht bestimmbar, d. h. aus statischen
fiir das erstarrt gedachte System geltenden Gleichungen nicht ableitbar, so heift
das System innerlich statisch nicht bestimmt. Der Grad der inneren statischen
TUnbestimmtheit ist so wie bei duBerer statischer Unbestimmtheit durch die Zahl
der statisch nicht bestimmbaren GroBen (Kriafte, Momente) gegeben. Das Ge-
sagte soll im folgenden an in der Technik sehr héufig vorkommenden elastischen
Systemen, den Fach- und Stabwerkstragern, néher erldutert werden.

Ein Stabwerk ist eine Verbindung von geraden oder krummen Stdben zu
einem stabilen Ganzen. Die Verbindung der einzelnen Stébe ist dabei ganz oder
wenigstens teilweise eine sogenannte steife, d. h. man stellt sich vor, daf} infolge
der konstruktiven Anordnung der Verbindungsstellen, welche Knotenpunkte
heiflen, die Winkel, welche bei geraden Staben die Stabachsen oder bei krummen
Staben die Tangenten an die Stabachsen an den Verbindungsstellen miteinander
einschlieBen, durch auf das Stabwerk wirkende Kréfte nicht gedndert werden
sollen; in Wirklichkeit trifft etwas Derartiges infolge der elastischen Verbindung,
z. B. durch Knotenbleche, natirlich nur annéhernd zu. Wenn die Verbindung
der Stabe durch reibungslos gedachte zylindrische oder Kugelgelenke vorgestellt
wird, heifit die Verbindung eine reibungslos gelenkige. Es ist klar, dafl die Rei-
bungslosigkeit der Gelenke gleichfalls nur einem idealen Grenzfall zukommen
konnte. Beim Stabwerk konnen zum Teil auch gelenkige Verbindungen vor-
gesehen sein. Wenn die Verbindung der Stébe nur durch reibungslose Gelenke
zu einem stabilen Ganzen bewerkstelligt wird, entsteht ein Fachwerk. Durch
stabile Abstitzung des Stab- oder Fachwerkes auf einen anderen festen
Korper (Baugrund, Mauerwerk usw.) entsteht der Stabwerks- bzw. Fachwerks-
trager.

Die Bedingungen dafiir, daB die Verbindung der Stibe zu einem Fach- oder Stabwerk
und die Abstiitzung des letzteren gegen den Baugrund, das Mauerwerk usw. stabil sind (innere
und duflere Stabilitat), werden hier als zu weit fithrend nicht ndher erértert?.

Als einfachste Grenzfille des Fachwerks- bzw. Stabwerkstrigers konnten der auf ge-
lenkigen Stiitzen gelagerte Stab (einfacher Balkentrager, Balkentriger auf mehr als zwei
Stiitzen) bzw. der auf beiden Seiten fest eingespannte oder auf der einen Seite eingespannte,
auf der anderen Seite gelenkig gelagerte gerade oder krumme Stab angesehen werden.

Es ist eine Aufgabe der technischen Mechanik der elastischen festen Korper,
die in den einzelnen Stidben eines Fachwerk- oder Stabwerktrigers infolge eines
auf denselben wirkenden duBeren Kraftsystemes auftretenden Spannungen und
deren Deformationen zu ermitteln, um auf Grund derselben die Dimensionierung,
d. h. die Bestimmung der Abmessungen der einzelnen Stdbe bei gegebener
Liange derselben und gewihlter Querschnittsform durchfiihren zu kénnen (siehe
S. 414 ff.). Hiezu bediirfen wir neben den Auflagererreaktionen auch der an
den Verbindungsstellen der Stabe auf letztere uibertragenen mit Bezug auf den
Trager inneren Kréfte und inneren Momente. Sind diese durch statische Gleich-
gewichtsbedingungen fiir den starren Kérper nicht vollsténdig bestimmbar, dann
liegt nach obiger allgemeiner Definition &duBlere oder innere statische Unbe-
stimmtheit des Fach- bzw. Stabwerkstrégers vor.

Es ist klar, daB durch reibungslose Kugelgelenke nur Kréifte und keine Momente, da-
gegen durch steife Verbindungen sowohl Krifte als auch Momente iibertragen werden
konnen. Ist ein gerader Stab an seine beiden Enden durch reibungslose Kugelgelenke an
die itbrigen angeschlossen, so kann die im Gelenk auf den Stab iibertragene Kraft nur einer
in die Stabachse fallenden Einzelkraft gleichwertig sein. Das mit Bezug auf die Wirkung
reibungsloser Kugelgelenke Gesagte kann auch fiir reibungslose zylindrische Gelenke bei
bestimmter Orientierung derselben gegeniiber dem &uBeren Kraftsystem zutreffend sein.

1 8. z. B. M. Griining: Statik der ebenen Tragwerke, Berlin: Julius Springer 1925.
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Der in Abb. 8. S. 25 dargestellte ebene Fachwerkstrager, welcher auf einem Kipp-
lager 7 und einem Rollenkipplager 7 ruht, ist duBerlich statisch bestimmt, da zur Bestimmung
der zwei Reaktionen 4, B zwei Gleichgewichtsbedingungen zur Verfiigung stehen, niamlich

[t ro o4
A+ B = XMPound 41— > P, x, = 0. Der Triiger ist auch innerlich statisch bestimmt,
res1 7=

denn die Zahl der Stdbe ist elf, die Zahl der Knotenpunkte sieben, zur Bestimmung der
Stabkrafte stehen gerade 2-7 — 3 = 11 aus der Statik starrer Kérper folgende Gleich-
gewichtsbedingungen zur Verfiigung, deren wesentlicher Inbalt das Gleichgewicht jedes
einzelnen Knotenpunktes zum Ausdrucke bringt. Wirde man die Knotenpunkte 3 und &
durch zwei weitere Stibe mit einem dritten Auflagerpunkt C' verbinden, in dem sich ein
zweites Rollenkipplager befindet, so warde der Trager aullerlich statisch unbestimmt, weil
der Zahl 3 der unbekannten Reaktionen A4, B, C nur zwei Gleichgewichtsbedingungen fiir
den starren Korper entgegenstehen, innerlich wire er aber noch immer statisch bestimmt,
da jetzt 13 zu bestimmende Stabkrifte und 8 Knotenpunkte vorhanden sind, also die Be-
zichung 2.8 —3 = 13 besteht. Wiirden wir in dem so umgeénderten Fachwerkstriger noch
einen Stab 2, § einziehen, so wire die ihm entsprechende Stabkraft nicht mehr durch statische
sleichgewichtsbedingungen des starren Kérpers bestimmbar, die Tragkonstruktion wiirde
dann auch einfach innerlich statisch unbestimmt.

Der in Abb. 32 gezcichnete Stabwerkstrager besitzt einen durchgehenden Stab A B,
an dem der Stab ' D im Knoten C steif angeschlossen ist; die iibrigen Stibe sind in den
Punkten A, B, 1) gelenkig verbunden. In 4 befinde sich ein Kipplager, in B ein Rollen-
kipplager. Ks wirke eine Belastung ¢t/m gleichférmig iiber die eine Stabhilfte verteilt. Die
Kraftebene fillt mit ciner Lingssymmetrieebene der Stéibe zusammen, die sonach symmetrische
Querschnitte besitzen sollen. Die Stiitzkrifte in 4 und B sind aus den zwei zur Verfiigung

2

stehenden statischen Gleichgewichtsbedingungen 4 + B = »qQ_l , Al — —qsl— = 0 bestimmbar,
der Stabswerkstrager ist demnach duBerlich statisch bestimmt. Innerlich ist der Trager,
wenn man von der im Querschnitt C' des Stabes C'D vom Stabe A B auf den Stab CD
itbertragenen Querkraft absieht (siehe hierzu auch weiter unten), zweifach statisch un-
bestimmt, denn sowohl das im Knotenpunkte C' vom Stabe 4 B auf den Stab C'D iiber-
tragene innere Moment, als auch die dort tibertragene in die Léngsachse des Stabes C D
fallende Kraft, sind durch statische Gleichungen nicht bestimmbar. Dal in C ein inneres
Biegungsmoment auf C'D iibertragen wird, geht schon daraus hervor, daB sich dieser Stab
infolge der durch die duBcre Belastung bewirkten Durchbiegung des Stabes 4, B ebenfalls
durchbiegen muB. Daf} auch eine unbekannte Langskraft in C iibertragen wird, folgt daraus,
dal3 der Stab A C'B als auf drei Stiitzen liegend aufgefaBt werden kann, zwei festen 4 bzw. B
und einer elastischen €, welche durch die beiden Stdbe 4 .D und D B gehalten wird. Wire
die Langskraft im Stabe ¢'D und das im Knoten C iibertragene Bicgungsmoment bekannt,
so konnten auch die Gbrigen Stabkréifte unter Heranziehung der statischen Gleichungen be-
stimmt werden, wie aus einer weiter unten erfolgten niheren Untersuchung hervorgehen wird.
Wiirde sich im Knoten C keine steife Verbindung, sondern ein reibungsloses Halbgelenk be-
finden, durch welches der Stab C'D an den steifen Stab A B gelenkig angeschlossen wird, so
wiirde die so entstehende Konstruktion innerlich einfach statisch unbestimmbar sein, da
dann im Knoten C kein Biegungsmoment iibertragen werden konnte, was heif3t, daB sich
der Stab €D bei Durchbiegung des Stabes A B durch die aufgebrachte Belastung nicht eben-
falls durchbiegen kénnte.

Vollkommen klar werden die vorstehenden Bemerkungen werden, wenn man die statischen
Gleichungen fir den Stabwerkstriger heranzicht, welche sich auf das Gleichgewicht der
einzelnen Knotenpunkte bezichen. Im allgemeinen bekommt man die genannten statischen
Gleichungen, indem man a) durch Schnitte den Trager in zwei Teile teilt und an den Schnitt-
flichen, die man stets als Querschnittsflichen der Stibe erhalten kann, die dort iibertragen
gedachten Krifte und Momente (z. B. Biegungsmoment, Querkraft, Langskraft) als duBere
Krifte anbringt, welche von dem erhaltenen einen Teil auf den anderen bzw. vom anderen
auf den einen wirken (letztere sind nach dem Prinzip der Gleichheit von Aktion und Reaktion
entgegengesetzt gleich den ersteren), und b) hierauf die Gleichgewichtsbedingungen fiir jeden
oder einen Teil aufstellt, die gelten wiirden, wenn der Triiger starr wiire. Der Wirkungssinn
der in den Schnittflichen iibertragenen Krifte oder Momente wird im vermutlich richtigen
Sinne gewahlt ; wiire cr irrtiimlich falsch angenommen, so zeigt sich das dann bei Berechnung
der betreffenden Kraft oder MomentengréBe aus den Gleichgewichtsbedingungen, die dann
negativ herauskommt. Es braucht nicht weiter ausgefiithrt zu werden, daB das in den Schnitt-
flichen iibertragene, aus einem Biegungsmoment ciner Quer- und Lingskraft bestehend ge-
dachte Kraftsystem statisch gleichwertig sein muB dem Spannungssystem, das in der be-
treffenden Schnittfliche herrscht, da sonst nach Anbringen des Schnittes das Gleichgewicht, das
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vor Anbringung des Schnittes vorhanden war, gestort wiirde!. Gewdhnlich denkt man sich
die Schnitte beliebig nahe um die Knotenpunkte gefithrt (was freilich in Wirklichkeit bei
Anordnung von Knotenblechen nur sehr anndhernd zutreffen kann, genau wire es durch-
zufithren bei unendlich diinnen Stdben), weil sich dann hiufig einfachere statische Verhalt-
nisse ergeben und man bei Aufstellung der Gleichgewichtsbedingungen die beliebig kleinen
Distanzen der Schnittflichen von den Knotenpunkten (Schnittpunkten der Stabachsen)
nicht zu beachten braucht, d. h. gleich Null setzen darf.

Diese Uberlegungen wenden wir nun auf unseren Stabwerkstriger an. Wir fithren zu-
erst einen Schnitt s, s;, der sehr nahe dem Knotenpunkt C' liegt und den Stab €D und die
Stabteile 4C bzw. CB, trifft. Das Kraftespiel am abgeschnittenen Knotenpunkt ist durch
Abb. 32a dargestellt. @,.Q,. Q5. sind Querkrafte, N,. N,. N, Lingskrifte, M,, M,, M,,
Biegungsmomente. Die Gleichgewichtsbedingungen fiir dieses ebene Kraftsystem lauten in
bekannter Weise

Ny= Nyb Q= 0. Qi Qu—Ny=0, Myt M,— M= 0. (a)
& 5 {;l
/(f.! i-‘_"?'? J,_d/_

%W
A
! FJ

Abb. 32, Abb. 32u.
ZA

Abb. 32c.

Ferner fithren wir je einen Schnitt s, s, bzw. s; 85, der sehr nahe
links bzw. rechts vomKnoten €' verlduft und den Stabteil 4C
und den Stab AD bzw. den Stabteil CB und den Stab BD
trifft. (Siche die Abb. 32b und 32c, in denen auch die wir-
kenden Krafte angebracht sind, bei Beachtung des Gegen-
) wirkungsprinzipes mit Bezug auf die Wirkung des Teiles nach
I Abb. 32a auf die Teile nach den Abb. 32b und 32c.) Hiezu ist
Abb. 824, nur noch zu bemerken, dafl in den Stiben 4 D und BD nur
Langskrifte S; und S, angebracht wurden, da dieselben auf

beiden Seiten gelenkig angeschlossen sind.

Die zugehérigen Gleichgewichtsbedingungen lauten jetzt

At Q—Sysin =0, B S,sinf 4 @y 925:0,]
Sycos f—N; =0, (b brw. S, co8f8— Ny=0, (¢)
! ql? l
5 —M=0, & g T M= 0.

SchlieBlich fithren wir noch einen Schnitt s, s, sehr nahe am Knotenpunkt D, der die drei
Stibe AD, CD, BD schneidet (Abb. 32d). Mit Bezug auf das cingezeichnete Kraftespicl
ist zu beachten, daBl das Biegungsmoment M, im Knoten /) bzw. in einem Querschnitt des
Stabes C D der unendlich benachbart zum Knoten D) ist, gleich Null sein muf. Die Gleichge-
wichtsbedingungen nehmen jetzt dic Gestalt

{814 8ysinff—Ny=0, (S;—8)cosff+ Q=0 (d)

1 Inwieweit das genannte Kraftsystem in den Schnittfléiichen unter den oben gemachten
Annahmen iiber die Anordnung des Tréigers und das auf ihn wirkende duflere Kraftsystem
dem wirklich auftretenden Spannungssystem gleichwertig sein kann, wird im zweiten Teile
dieses Buches entwickelt werden.
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an. Subtrahicren wir die zweiten der Gleichungen (b) und (¢) voneinander und die erhaltene
Differenz von der zweiten der Gleichungen (d), so erhalten wir die erste der Gleichungen (a),
die daher als abhangig von den iibrigen Gleichungen zu betrachten ist. Es stehen sonach
nur 10 voneinander unabhingige Gleichungen zur Verfiigung mit 13 Unbekannten, von
welchen 11 auf innere Krifte und Momente des Stabwerkstragers zwei (4 und B) duBere
Reaktionen des Stabwerkstriagers sind. Daraus folgt dreifache innere statische Unbestimmt-
heit des Stabwerktriagers. Als statisch unbestimmte Groen konnen @y, My, N, eingefithrt
werden, die aus Elastizitdtsbedingungen oder -Gleichungen bestimmt werden miissen. Ver-
nachldssigen wir wic oben die Querkraft @, des Stabes C'D, so setzt sich der Grad der inner-
lich statischen Unbestimmtheit auf 2 herab wie oben angenommen.

Als weiteres Beispiel innerlicher statischer Unbestimmtheit wahlen wir das Folgende.
Denken wir uns (Abb. 33) vier prismatische Stabe von kreisformigem Querschnitt zu einem
Rechteck mit den Seiten @ und b steif verbunden. Das so erhaltene Stabwerk, das als Rahmen
bezeichnet wird, wird, wic dargestellt, symmetrisch durch zwei entgegengesetzt gleiche in der
Stabachsenebene wirkende Krafte P im Gleichgewicht gehalten. Vom Eigengewicht wird
abgesehen. Dieser Rahmen ist innecrlich cinfach statisch unbestimmt, was man leicht ein-
sieht, wenn man in den Knotenpunkten  und 2 den Stab I 2 von dem Rest des Rahmens
abtrennt und die vor dem Abtrennen von diesem Rest auf den Stab wirksam gewesenen
inneren Krifte jetzt durch statisch gleichwertige duBlere Krifte (Momente) ersetzt. Als Er-

satzkrafte werden nach Abb. 33a zwei Krifte
)

1 Lo
von der GroBie— und zwei gleiche Mo-

2

mente M angenommen, die in dem an-

gegebenen Sinne wirken und als Folge der

steifen Verbindung der Stibe anzuschen

sind. Wirden namlich an Stelle der steifen

Verbindung zylindrische reibungslose Ge-

lenke in allen vier Eckpunkten des Rah-

mens vorhanden sein, so wiirde sich dqr

Rahmen unter dem Einflusse der Kriifte P

nach Abb. 33b deformieren (es sind nur die

Deformationen der Stabachsen dargestellt),

da aber eine steife Verbindung herrscht,

so deformicrt er sich nach Abb. 33¢, weil

die steife Verbindung den rechten Winkel

zwischen den Stabachsen an den Verbin-

dungsstellen der Stabe erhalten soll. Letz-

teres ist nur moglich, wenn dic Stibe auf-

einander Momente tbertragen, welche die

Anderung der Winkel von der GrioBe gleich

900 im Winkel von der Grofle 900 - 4 ver-

hindern. Am Stabe 2 3 bzw. 1 4 miissen Abb. 33Db. Abb. 33c.

nach dem Gegenwirkungsprinzip Momente

bzw. zwei Langskrifte angreifen, welche entgegengesetzt gleich den am Stabe I 2 in den
Knotenpunkten 7 und £ ibertragenen Momenten bzw. Kriften sind. Das Moment M ist
durch keine der Gleichgewichtsbedingungen fiir einen starren Korper bestimmbar und mufl
aus einer Elastizititsgleichung bzw. Blastizitdtsbedingung, welche die Deformation des
Rahmens beriicksichtigt, gefolgert werden.

Wenn ein einfach statisch unbestimmter Triiger vorliegt, so kann als statisch
unbestimmte Grofle cine belicbige dullere Reaktion bzw. eine beliebige an den
Verbindungsstellen der Stabe tibertragene von vornherein nicht bekannte Kraft
{Moment) gewiihlt werden. Im Falle der Abb. 116, S. 265 kann 4 oder B oder ¢
als statisch unbestimmbare GroBe eingefithrt werden, im Falle der Abb. 33 bleibt
iiberhaupt keinc Wahl, als statisch unbestimmte Grofie muB das an den Eck-
punkten des Rahmens iibertragene Moment gelten. Liegen mehr als eine statisch
unbestimmte Grofle vor, so muBl die Wahl der statisch unbestimmten GréBen
so vorgenommen werden, dafl sie voneinander unabhiingig sind, d.h. es darf
nicht eine oder mehrere von ihnen bereits unter Zuhilfenahme der statischen
Gleichgewichtsbedingungen des Korpers bestimmbar sein, wenn die iibrigen auf
irgendeine Weise berechnet wurden.

Setzt man die statisch unbestimmten GroBen gleich Null, so bleibt das so-
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genannte statisch bestimmte Hauptsystem oder der statisch bestimmte Haupt-
trager iibrig, welcher bei richtiger Wahl der statisch unbestimmten Gréen stabil
ist und nur durch das gegebene Kraftsystem belastet erscheint. Beispiele werden
das néher erlautern.

Setzt man fiir einen cingespannten Triager (Abb. 31, 8.112) M, und M, gleich Null, so bleibt
ein statisch bestimmter Balkentriger, setzt man M, und 4 gleich Null, so bleibt ein statisch
bestimmter Kragtriger iibrig usw. Setzt man im Falle des Stabwerkes nach Abb. 32, das
im Knotenpunkt € auf den Stab (') iibertragene Moment und die dort iibertragene Langs-
und Querkraft gleich Null, so kommt das einer Entfernung des Stabes CD gleich, und die
zuriickbleibende Konstruktion ist ein statisch bestimmter Balkentréiger mit zwei spannungs-
losen Stiben 4D und BD, die auch entfernt werden kénnen.

b) Der Minimumsatz von Castigliano - Menabrea im Falle duBerer statischer
Unbestimmtheit und der erste der Castiglianoschen Lehrsitze. ks liege ein duller-
lich statisch nicht bestimmtes elastisches System von iiberall gleicher und gleich-
bleibender Temperatur und ohne Anfangsspannungen vor, das dem Hookeschen
Gesetze folgt, beliebig gestiitzt ist und unter dem Einflusse duBerer Lasten im sta-
bilen Gleichgewichte steht. Nennen wir die Grolle der letzteren P, . .. P, die auf-
tretenden Reaktionen in den Stiitzpunkten V., V,, ..., V, und X, X, ... X,
Von diesen p + r Reaktionen sollen die r-Groflen X, ... X,, statisch nicht be-
stimmbar sein. Die Zahl p kann hochstens gleich 6 sein (S. 4). Die p + r Auf-
lagerreaktionen hiangen mit den Kriften P,... P, auf Grund der Gleich-
gewichtsbedingungen fiir den starren Korper linear zusammen. Insbesondere
sind die Groflen V, ... Vp aus diesen Gleichgewichtsbedingungen durch P, ... P,
und die statisch nicht bestimmbaren Groflen X, . .. X, linear ausdriickbar. Eine
Auflagerkraft V, ist sonach durch einen Ausdruck

Vp==0p+ v, X+ - “Upp Xy (69)

darstellbar. Darin bedeutet v,, die Auflagerkraft in dem zugeordneten Stiitz-
punkt p welche wirksam wird, wenn die statisch nicht bestimmten Gréfen
X, ... X, Null gesetzt werden, d.h. auf das zugeordnete statisch bestimmte
Hauptsystem nur die dufleren Krifte P, ... P, wirksam gedacht sind, ferner
stellt z. B. v,, die Stitzkraft im zugeordneten Stiitzpunkt p vor, wenn auf das
zugeordnete statisch bestimmte Hauptsystem nur eine Kraft X, =1 wirkt,
die duBeren Krafte aber dabei Null gesetzt werden usw. Werden die GréBen
X, ... X, auf irgend einem Wege bestimmt, so sind der letzten Gleichung zu-
folge auch die Reaktionen |, ...V als bekannt anzusehen.

Wenn fiir einen elastischen Korper das Hookesche Gesetz gilt, so kiénnen
wir uns die in den Spannungen sich zeigende Wirkung eines #ufleren Kraft-
systems durch Superposition der beziiglichen Wirkungen der Einzelkréifte vor-
gestellt denken. Aus diesem Grunde, und da unter der gleichen Voraussetzung
und im Hinblick auf die Linearitit der Gleichgewichtsbedingungen bei gegebener
Art des duBleren Kraftsystemes einer n-maligen VergréBerung der GroBe des-
selben eine n-malige VergroBerung des Spannungszustandes zugeordnet sein
muB, kénnen wir mit Miiller-Breslau die folgenden Ansitze machen:

Xx: awa1+ wa2+ T 'nme1z+ U.,le—F ﬂ.r::cX'2+ T 'Qacach:
Y,=a,, P+ bny2 +<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>