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Vorwort.

Schon seit geraumer Zeit hat die Lehre von den reellen Funk-
tionen aufgehort, eine blofie Sammlung von Merkwiirdigkeiten zu sein:
sie ist zu einer Theorie der reellen Funktionen geworden, die eine
groBe Anzah]l bedeutungsvoller und weittragender Gesetze aufgedeckt
hat; nicht mehr das Suchen nach Ausnahmen ist ihre Absicht,
sondern das Suchen nach Regeln. Und da immer héufiger Frage-
stellungen aus den verschiedensten Gebieten der Mathematik bei
griindlicher Behandlung auf Fragen aus der Theorie der reellen Funk-
tionen fiithrten, so hat diese Theoric auch aufgehort, Alleinbesitz
einiger Spezialisten zu sein und in immer steigendem MaBe das
Interesse der mathematischen Allgemeinheit gefunden. Von vielen
Seiten wurde daher der Mangel einer zusammenfassenden, systemati-
schen Darstellung dieser Theorie schmerzlich empfunden.

Ich habe es deshalb mit Freuden begriiit, als vor einer Reihe
von Jahren Herr A. Schoenflies an mich mit der Aufforderung
herantrat, an einer Neuauflage seines Berichtes ,Die Entwickelung
der Lehre von den Punktmannigfaltigkeiten“ mitzuarbeiten, und zwar
insbesondere die Anwendungen der Mengenlehre auf die Theorie der
reellen Funktionen zu behandeln. Im Jahre 1914 war diese Darstellung
nahezu beendet. Der Ausbruch des Krieges, der mich von meinem
damaligen Wohnsitze Czernowitz trennte, sodann meine Einberufung
zur Osterreichischen Armee, eine schwere Verwundung, schliefilich meine
Ubersiedlung nach Bonn verzogerten die endgiiltige Fertigstellung,
und als diese endlich erfolgt war, machten die mittlerweile einge-
tretenen traurigen Verhiltnisse die Drucklegung unmoglich. Ich war
schon darauf gefaf3t, das Manuskript in meinem Schreibtische begraben
zu miissen, -als das freundliche Entgegenkommen der Verlagsbuch-
handlung von Julius Springer mir die Moglichkeit bot, es zu
einer selbstindigen, zwei Binde umfassenden ,Theorie der reellen
Funktionen“ umzugestalten, deren erster Band nun vorliegt, und
deren zweiter Band (enthaltend die Theorie der Integration und
Differentiation, die analytische Darstellung willkiirlicher Funktionen
und die Fourierschen Reihen) hoffentlich bald wird folgen kénnen.



v Vorwort.

Ich hoffe. dafl dieses Buch auch nach dem Erscheinen von
Herrn C. Carathéodorys ausgezeichneten , Vorlesungen iiber reelle
Funktionen“ nicht als iiberflissig wird empfunden werden. Denn
schon ein fliichtiger Vergleich wird zeigen, dal der behandelte Stoff
sich nur zum geringen Teile mit den Carathéodoryschen Vorlesungen
deckt, und daB da, wo der Stoff sich deckt, doch die Darstellung
meistens eine vollig verschiedene ist. Dafl ich nach Form und Inhalt
aus Carathéodorys Werke vielen Nutzen fiir das meine ziehen
konnte, wird jeder aufmerksame Leser feststellen, und es sei hier
ausdricklich und gerne anerkannt.

Was die verarbeitete Literatur anlangt, so hoffe ich, von den
bis 1914 erschienenen Arbeiten iiber ‘die behandelten Gegenstinde
keine wichtigere unberiicksichtigt gelassen zu haben. Die nach Kriegs-
ausbruch erschienene Literatur des Auslandes ist mir teils gar nicht,
teils so spit zur Kenntnis gekommen, dal sie nur ganz gelegentlich
verwertet werden konnte.

Vom Leser werden keine speziellen Vorkenntnisse verlangt, wohl
aber eine gewisse Ubung im mathematischen Denken. Um nicht fort-
wihrend auf andere Biicher verweisen zu miissen, wurden die fiir
das Verstindnis erforderlichen Tatsachen aus der allgemeinen Mengen-
lehre und der Theorie der reellen Zahlen in einer Einleitung kurz
entwickelt. Ich muBl wohl nicht eigens darauf hinweisen, daB es sich
dabei nicht um eine systematische Entwicklung dieser Theorien
handelt; die schwierigen Fragen der Grundlegung der Mengen- und
Zahlenlehre, z. B. werden gar nicht beriihrt. Ausfiihrlicher und syste-
matischer wurde in Kapitel I die Theorie der Punktmengen behandelt,
doch auch hier mége sich -der Leser vor Augen halten, daB diese
Darstellung nicht Selbstzweck ist, sondern nur zur Grundlegung fiir
den eigentlich zu behandelnden Gegenstand, die Theorie der reellen
Funktionen, dient.

Beim Lesen der Korrekturen haben mich in freundlichster Weise
unterstiitzt die Herren F. Hausdorff, Th. Radakovic, A. Rosen-
thal und H. Tietze. Es sei ihnen an dieser Stelle fiir zahlreiche
wertvolle Ratschlige und Verbesserungen der herzlichste Dank aus-
gesprochen.

Bonn, September 1920.
Hans Hahn.



[ XV XV RV 7 )
A 0D

&R U YL
o

U I LD U D IR SO SO O
S X N

COPONS U 0N

—

Inhalt.

Einleitung.

Grundbegriffe der allgemeinen Mengenlehre. Seite
Vereinigung und Durchschnitt . . . . . . . . .. . ... . 1
Die Michtigkeiten . . . . . e e e e e e e e e 5
Die geordneten Mengen. Die Ordnungstypen . . . . . . . . . . 11
Die wohlgeordneten Mengen. Die Ordinalzahlen . . . . . . . . . 15

Die reellen Zahlen.
Grenzwerte recller Zahlen . . . . . . . . .. ... . ... .. 27
Haufungswerte reeller Zahlen . . . . . . .. . ., ... . ... 35
Die Michtigkeit des Kontinuums . . . . . . . . . . .. . ... 44
Anordnungssétze . . . . . . . . ... ... e e e e e e 47
Erstes Kapitel.
Punktmengen.
Metrische Rdume . . . . . . . . ... ... oL o L. 52
Kompakte, abgeschlossene, offene Punktmengen . . . . . . . . . 58
Umgebungen . . . . . . . .. .. ... .0 65
Insichdichte, dichte, nirgends dichte Mengen . . . . . . . . .. 75
Zusammenhingende Mengen . . . . . . . . . . ... ... .. 82
Das Borelsche Theorem . . . . . . . . .. ... . ...... 89
Separable Mengen . . . . . . . . . . ... L0 .., 93
Vollstandige Mengen . . . . . . . . . . . . .. . ... ... 99
Lineare abgeschlossene Mengen . . . . . . . . . . .. ... .. 109
Zweites Kapitel.
Der Begriff der Stetigkeit und seine Verallgemeinerungen.
Der Funktionsbegriff . . . . . . . ... .. ......... 113
Obere und untere Schrankenfunktion . . . . . . . . .. . . .. 117
Stetigkeit in einem Punkte . . . . . . .. ... ... .. .. 122
Stetigkeit auf einer Punktmenge . . . . . . . . . . . .. ... 127
Erweiterung einer stetigen Funktion . . . . . . . . . . . . .. 133
Stetige Abbildungen . . . . . . .. . .. ... L 140
Abbildung einer Strecke auf ein Quadrat . . . . . . . . . . .. 146
Halbstetigkeit in einem Punkte . . . . . . . . ... ... .. 152

Halbstetigkeit auf einer Punktmenge
Stetige und halbstetige Funktionen . . . . . . . . . . . .. .. 161



Vool e
bt

oD COR SR SR LR U O
Pt ek ek b =3O U O DO

R e COP 0D COD Q0D OB SO SO SO SR SR R

on wn LR O LR 0P AR

e e
© 00

§ 10.
§11.
§12.
§13.
§ 14.

oy
et

W

D= O 00D O 00

S o

&

Inhalt.

Die Schrankenfunktionen als halbstetige Funktionen. Grenzwert

Seite

einer Funktion . . . . . . . .. ... ... 0L, 166
Vernachléssigung von Teilmengen . . . . . .. ... .. <0173
Einseitige Stetigkeit und Halbstetigkeit . . . . . . . . . . . .. 176
Drittes Kapitel.
Die unstetigen Funktionen.
Haufungswerte einer Funktion . . . . . . . e e e e 184
Die Schwankung einer Funktion . . . . . . . . . . .. 190
Verteilung der Unstetigkeitspunkte . . . . . . . . . . . . ... 198
Punktweise unstetige Funktionen . . . . . . ., . . e 203
Erweiterung einer punktweise unstetigen Funktion. . . . . ... 209
Beispiele punktweise unstetiger Funktionen . . . . . . . . . . . 214
Verallgemeinerungen . . . . . . . . . . . . . . ... 0L 219
Viertes Kapitel.
Funktionenfolgen.
Maximal- und Minimalfunktionen. . . . . . . . . . . . . ... 230
Stetige Konvergenz und halbstetige Oszillation . . . . . . . .. 238
GleichméBige Konvergenz . . . . . .. . . . . . ... ... 246
GleichméBige Oszillation . . . . . . . . . . ... . . . ... . 254
Schwankung und UngleichméBigkeitsgrad einer Funktionenfolge . . 261
Verteilung der Punkte ungleichmiBiger Konvergenz . . . . . . . 267
Punktweise ungleichmiBige Konvergenz . . . . . . . . . . .. . 274
Einfach-gleichmiBige und quasi-gleichmaBige Konvergenz . . . . . 280
Vertauschung von Grenziibergingen . . . . . . . e e e 288
Gleichgradig stetige Funktionenmengen . . . . . . . . . . . .. 300
Schranken- und Grenzfunktionen einer Funktionenmenge . . . . . 305
Verdichtung von Singularitdten. . . . . . . . . .. . ... . . 309
Die Borelschen Reithen . . . . . . . . .. . .. ... ..., 313
Finftes Kapitel.
Die Baireschen Funktionen.
Funktionen «-ter Klasse . . . . . e e e e e e e e e 318
Eigenschaften, die bei Grenziibergang erhalten bleiben . . . . . . 324
Funktionen e-ter Ordnung . . . . . . . . . . . .. . .. . .. 328
Borelsche Mengen . . . . . . . . . . ... ... 534
Die Ordnung einer Baireschen Funktion, charakterisiert durch
Borelsche Mengen . . . . . . . . . . . . ¢ 0o 842
Zusammenhang zwischen Klasse und Ordnung einer Baireschen
Funktion . . . . . ... .. ... 0000 e e e e 345
Die Klasse einer Baireschen Funktion, charakterisiert durch Borelsche
Mengen . . . . . . v v i o it e e e e e e e e e 349
. Charakteristische Eigenschaften der Funktionen hochstens o-ter Klasse 352
. Verhalten Bairescher Funktionen in der Umgebung eines Punktes.
Erweiterung einer Baireschen Funktion . . . . . . . . e o . . . 356
Funktionen erster und zweiter Klasse . . . . . . . . . . .. .. 363
Funktionen dritter Klasse . . . . . . . . . . .. e e e 370
Existenz von Funktionen «-ter Klasse . . . . . .. .. . .. . 874
Unvollstindige Bairesche Funktionen . . . . . . . . . . . . .. 380
Funktionen mehrerer Punkte . . . . . . . . . . .. ... .. . 383



Inhalt. VII

Sechstes Kapitel
bie absolut-additiven Mengenfunktionen. Seite
§ 1. Additive und absolut-additive Mengenfunktionen . . . . . . 393
§ 2. Positivfunktion, Negativfunktion, Absolutfunktion . . . . . 399
§ 3. Stetige und unstetige Mengenfunktionen . . . . . . . . . 408
§ 4. Totalstetige Mengenfunktionen . . . . . . . . ., .. ... 416
§ 5. MaBfunktionen . . . . . . ..o .00 0oL o oL 424
§ 6. Gewoshnliche und regulire MaBfunktionen . . . . . . 430
§ 7. Inhaltsfunktionen . . . . . . . . . .. ..o 0oL 444
§ & Inhaltsfunktionen im R, . . . . . . . . . . ... L., 453
§ 9. Absolut-additive Mengenfunktlonen im R ... 461

Siebentes Kapitel.

Die Funktionen endlicher Variation.
§ 1. Absolutzuwachs, Positivzuwachs, Negativzuwachs einer Funktion . 465
§ 2. Funktionen totalstetigen Absolutzuwachses . . . . . . . . 473
§ 3. Ausgezeichnete Folgen von Intervallsystemen . . . . . ... 479
§ 4. Variation, positive und negative Variation einer Funktion f(z) 483
§ 5. Funktionen endlicher Variation. . . . . . . . . . . . .. 489
§ 6. Stetige Funktionen endlicher Variation. Ausgezeichnete Zerlegungs-

folgen . . . . . . . e e e e e e e e e e e 497
§ 7. Unstetige Funktionen endlicher Variation . . . . . . 505
§ 8 Rektifikation . . . « v v v v bt e e e e e e e 513
§ 9. Linge eines stetigen Kurvenbogens . . . . . . . . . . . . 518
§10. Totalstetige Funktionen . . . . . . . . . . . . . . ... 523
§11. Die Funktion der Smgularltaten e e e e e e e e e e 528
§12. Streckenweise konstante Funktionen . . . . . . .. 533
§ 13. KFunktionen endlicher Variation im %R, . . . . . e e e 539

Achtes Kapitel.

Die mefbaren Funktionen.

§ 1. MeBbare Funktionen . . . . . .. . .. ... ... .. 548
§ 2. Folgen meBbarer Funktlonen ........ e e e e 553
§ 3. Die Basisfunktion als gew6hnliche MaBfunktion . . . . . . .. 563
§ 4. Asymptotische Konvergenz . . . . . . . . . . .. ... .. 570
§ 5. Nicht-meBbare Punktmengen . . . . . . e e e e e e e e 575
§ 6. Nicht-meBbare Funktionen . . . . . . . . .. . .. 581
§ 7. MeBbare und regulire Abbildungen . . . . . . . . . .. .. 586
Verzeichnis der zitierten Biicher . . . . . . . . . . . .. 590
Verzeichnis der zitierten Autoren . . . . . . . . . . .. .. 591
Rachverzeichnis . . . . . . . . o o 0 oo Lo e s e 593



Einleitung.

Grundbegriffe der allgemeinen Mengenlehre.

§ 1. Vereinigung und Durchschnitt.

Wir beginnen mit einem kurzen Uberblick iiber die einfachsten
Tatsachen der Mengenlehre, von denen wir werden Gebrauch zu
machen haben.

Wir werden Mengen meistens mit groBen deutschen Buch-
staben bezeichnen; wie %, B usf.!) Die Elemente einer und der-
selben Menge werden stets als untereinander verschieden ange-
nommen. Es wird auch eine (uneigentliche) Menge betrachtet, die
gar kein Element enthilt, die leere Menge.

Enthélt % kein Element, das nicht auch in % vorkommt, so
heifit B ein Teil von 9, in Zeichen:

B<<A oder A>V.

Sowohl 9 selbst, als die leere Menge sind auf Grund dieser Defini-
tion Teile von %. Ist B Teil von U, aber nicht mit YA identisch, so
heifit B ein echter Teil von 9.

Zwei Mengen ohne gemeinsames Element nennen wir fremd.

Sei jedem Element b der Menge % ein Element der Menge %
zugeordnet, das wir mit a, bezeichnen koénnen. Eine solche Zu-
ordnung heilt eine Abbildung von B in die Menge %, oder
auch eine Belegung von B mit Elementen aus 2.

Ist insbesondere B die Menge der natiirlichen Zahlen 1, 2,..., k,
8o heiflt die Gesamtheit der ihnen zugeordneten Elemente q,, a,, ..., a,
von U eine endliche Folge aus . Ist B die Menge aller natiir-
lichen Zahlen 1,2,...,n,..., so heilt die Gesamtheit der zuge-
ordneten Elemente

Ayy Ogy ooy @y oo
1) Mengen, deren Elemente selbst Mengen sind, bezeichnen wir hin und

wieder mit groBen griechischen Buchstaben A, B usf.
Hahn, Theorie der reellen Funktionen. L 1



2 Grundbegriffe der allgemeinen Mengenlehre.

eine unendliche Folge aus 9, und wird kurz bezeichnet mit:

{an}'
Jedes einzelne a, heiBt ein Glied der Folge. Im Gegensatze zum
Begriffe der Menge konnen in einer Folge mehrere (ja auch alle)
Glieder gleich (d. h. dasselbe Element von %) sein. Die Menge aller
in einer unendlichen Folge auftretenden Elemente von 9 kann
also sehr wohl endlich sein, ja sogar aus nur einem Elemente
bestehen.

Der Ausdruck?) ,fast alle“ Glieder einer Folge (oder Ele-
mente einer Menge) soll bedeuten: alle Glieder (Elemente), mit hich-
stens endlich vielen Ausnahmen.

Jede Folge, die aus {a,} durch Weglassung von Gliedern ent-
steht, heifit eine Teilfolge von {a,}. Eine unendliche Teilfolge
von {a,} kann in der Form angeschrieben werden:

Qnyy Qngs « v oy nyy oo v (g <My <o <y <. . .)
oder kurz:
{a,,'}.

Sei nun A eine Menge, deren Elemente selbst Mengen 9 sind,
und 9B eine beliebige Menge. Sei eine Belegung B von B mit Ele-
menten aus A gegeben, die dem Elemente b von B die Menge 9%,
aus A zuordnet. Wir denken uns aus der Gesamtheit der durch B
den Elementen von B zugeordneten Mengen 9, zwei neue Mengen
gebildet: ibre Vereinigung und ihren Durchschnitt. Die Ver-
einigung ist definiert als die Menge aller derjenigen Elemente, die
in mindestens einer der Mengen 9, vorkommen, der Durch-
schnitt als die Menge aller deérjenigen Elemente, die in simtlichen
Mengen %, vorkommen. Werden durch B verschiedenen Elementen
b 4+ V" aus B stets fremde Mengen Ay, %A, zugeordnet, so wird
die Vereinigung aller Mengen 9, auch als ihre Summe bezeichnet.
Vereinigung B, Summe &, Durchschnitt D einer endlichen Mengen-
folge U,, %, ..., A, werden bezeichnet mit?):

. . . k
%=%I+Q{2+"'+mk=”!3’[n;

S =%+ %+ + % =8,

?) Er wurde eingefiihrt von G. Kowalewski, Einfiilhrung in die In-
finitesimalrechnung (1908), 14; Grundziige der Differential- und Integralrech-
nung (1909), 14.

%) Die Bezeichnungsweise - fiir die Vereinigung riihrt her von C. Cara-
théodory, Vorl. iiber reelle Funktionen (1918), 23.
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k
D= Uy Uy =AWy A, =D,

Vereinigung, Summe, Durchschnitt einer unendlichen Mengenfolge
{%,} werden bezeichnet mit:

%:mf¥%4a“+m,¥”;=vgw

n=

6=?[1+2[2+"‘+%n+"':"§1mn;
D=9y Uy U, =D,

]
[

Ist 8<%, so heilt die Menge aller nicht zu B gehorigen
Elemente von 9% das Komplement von 8 zu ¥ und wird be-
zeichnet mit:

A— B.
Allgemein (ob B Teil von 9 ist oder nicht) kann die Menge aller
nicht zu B gehorigen Elemente von 9 geschrieben werden:
A—A-B.
Die Vereinigung aller Mengen einer (endlichen oder unend-

lichen) Mengenfolge {%,} kann stets durch eine Summe ersetzt
werden. In der Tat, setzt man:

B, =9%,8, =, + % +... FU)— % F... FL_)E>1),

so sind je zwei B, fremd, und es ist:
%+%+m+m+m=a+&+@+&+m

Wir nennen eine (endliche oder unendliche) Mengenfolge {¥,}
monoton wachsend, wenn:

AU <L <. .<Y, <.,
monoton abnehmend, wenn hierin < durch > ersetzt wird.
Satz I. Zu jeder Mengenfolge {%,} gibt es eine mo-
noton wachsende {ﬁ"}, so daf}

o o, = 0w, R

und:
€A, <<NA,.
In der Tat, wir haben nur zu setzen:

W= A=l F..Fa @>1).
Satz IL. Zu jeder Mengenfolge {%,} gibt es eine mo-
noton abnehmende {%,}, so daB:
l‘
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W Wy W=, Wy U

"
9T’n > gn )
In der Tat, wir haben nur zu setzen:

U—=A; L= We... U, (2>>1)

n
und:

Aus einer unendlichen Mengenfolge {%,} leiten wir zwei Mengen
her: die obere Gemeinschaftsgrenze von {2}, in Zeichen:
Tim o,
n=wxK
und die untere Gemeinschaftsgrenze, in Zeichen:
Lm % ;

n=w

sie werden in folgender Weise definiert: die obere Gemeinschafts-
grenze ist die Menge der in unendlich vielen %, vorkommenden
Elemente; die untere Gemeinschaftsgrenze ist die Menge der in
fast allen ¥, vorkommenden Elemente?).

Sind fiir eine Mengenfolge {%,} obere und untere Gemein-
schaftsgrenze identisch, so heilt die Folge konvergent; man
schreibt dann:

lim %, = lim %, = lim %,
o el

n=owo o n=xn

und nennt diese Menge schlechthin die Gemeinschaftsgrenze
von {91,}.

Satz III. Jede monotone Mengenfolge ist konvergent;
und zwar ist fir monoton wachsende Mengenfolgen:

lim 9, =, + % ... %, +...,
fiir monoton abnehmende Mengenfolgen:
Em 9, =9 - Uy U, -0

Der Beweis liegt auf der Hand.
Wir stellen noch Formeln fiir obere und untere Gemeinschafts-
grenzen einer Mengenfolge {%,} auf.

) Auf die Wichtigkeit dieser beiden Mengen hat wohl zuerst E. Borel
hingewiesen; er nennt die #uBere Gemeinschaftsgrenze: ,ensemble limite com-
plet¥, die innere: ,ensemble limite restreint* (Legons sur les fonctions de va-
riables réelles (1905), 18). Wir haben den Namen ,Gemeinschaftsgrenze“ ge-
withlt zum Unterschiede von den bei Folgen von Punktmengen auftretenden
»Néherungsgrenzen“ (Kap. I, § 8, S. 74).
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Satz IV. Setzt man:
B, =, + W1+ D= Tugar-.os
so ist:
(0) Tim 9, =1lim %,; lim %, =lmD,.
n=o n=0w0 ;;.:;‘ Nn=o
In der Tat aus der Definition von oberer und unterer Gemein-
schaftsgrenze folgt:

Tm o, =B, B, ... B,
*) n=a o
lif?_%:@; +®2+"'+®n+“'
n=owon
Offenbar aber ist {®,} monoton abnehmend, {®,} monoton wach-
send. Nach Satz III ist also:
B, By ...-B,-...=lim B ;

(**}

D 49,F...49,4...=linD,.

Aus (¥) und (**) aber folgt die Behauptung (0).
Batz V. Setzt man:

gﬂ,k= 2["+QI”+1 _i‘ --+ an—H;; gn,k= QI"'Q‘n-H MERR QIn—HH
so ist:

(1) lim 9, — lim (lim 9,;); lim o, = lim (lim 9, ).
n=ow n=w k= e n=ow k=om

In der Tat, in Satz IV ist offenbar:
(T) %”'::‘Q—In,l"i‘"ﬁn,Q‘i_""{;ﬁn,k“{.—-“;
. mn=gn,1'2_[n,2'-'-'_g_tn,k"'w
und da die Folge ﬁn,l, ﬁ,,,g, ce e ﬁ,.,k, ..., monoton zunehmend, die
Folge %1, n2,...5 Ank, ... monoton abnehmend ist, so ist (F)
nach Satz III gleichbedeutend mit:
(t1) B, = lim %, ;; D, = lim U, ;.
k=w k=wo

Setzt man (ff) in die Gleichung (0) von Satz IV ein, so erhilt man
die Behauptung (1) von Satz V.

§ 2. Die Michtigkeiten.

Sei eine Abbildung 4 der Menge B in die Menge % gegeben
(§1,8.1), die dem Elemente b von 8 das Element a, von 9 zuordnet.
Dann heilt a, das Bild von b, umgekehrt heiBt jedes Element
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von B, dem durch 4 das Element a von U zugeordnet ist, ein
Urbild?) von a.
Die Abbildung 4 von B in %« habe nun folgende Eigen-
schaften:
1. Verschiedene Elemente aus ¥ haben verschiedene Bilder
in A:
ay == a,, wenn b=

2. Jedes Element von U ist Bild eines Elementes von 5.
Dann hat jedes ¢ aus % in B ein und nur ein Urbild, das wir
mit b, bezeichnen konnen:

b=b, wenn a,==a.

Es ist also durch die Abbildung 4 nicht nur jedem Elemente
von B ein Element von 9% zugeordnet, sondern auch jedem Ele-
mente von 9 ein Element von 9B, nimlich sein Urbild. Eine solche
Abbildung 4 heilt eine eineindeutige Abbildung (oder Zuord-
nung) der Mengen % und 9.

Gibt es eine eineindeutige Abbildung von ¥ und B, so heiBen
A und B gleichmichtig®). Die Eigenschaft, die eine Menge %
und alle ihr gleichméchtigen von den iibrigen Mengen unterscheidet,
heiBlt die Machtigkeit (oder Kardinalzahl) der Menge 9% (und
jeder mit A gleichmichtigen Menge). Die Machtigkeiten der end-
lichen Mengen sind die natiirlichen Zahlen (in ihrer Verwendung als
Kardinalzahlen). Ist a die Machtigkeit von %, b die von B, so be-
deutet ¢ =="56: die Mengen % und B sind gleichmichtig.

Die Michtigkeit a von 9% heilt gréBer als die Méchtigkeit b
von B, in Zeichen:

a>b oder b<Ta,

wenn B gleichméchtig ist mit einem Teile von 9, aber nicht mit %
selbst®). In iiblicher Weise bedeutet a>>b soviel wie:

a>b oder a=5h.

Summe, Produkt, Potenz zweier Michtigkeiten werden deti-
niert durch folgende Festsetzungen?): sei % eine Menge der Michtig-

1) Diese Bezeichnung stammt von F. Hausdorff, Grundzige dcr
Mengenlehre (1914), 43.

%) Dieser Begriff, sowie der ganze Inhalt dieses Paragraphen stammen
von G. Cantor.

3) DaB die Relationen a >>b und a << b sich ausschlieBen, und daB stets
eine der drei Relationen a =05, a > b, a < b eintritt, werden wir erst spiter
zeigen konnen: § 4, Satz XXI.

%) Fiir endliche Mengen reduzieren sie sich auf die bekannte Definition
von Summe, Produkt und Potenz natiirlicher Zahlen.
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keit a, B eine Menge der Machtigkeit b. Dann ist, wenn % und B
fremd, a -+ b die Michtigkeit von % 4 B. Versteht man unter der
Verbindungsmenge von % und B die Menge aller verschiedenen
Paare (a, b), deren erstes Glied a ein Element von 9, deren zweites
Glied b ein Element von B ist, so ist a-b die Méichtigkeit der Ver-
bindungsmenge von 9 und B. Und versteht man unter der Be-
legungsmenge von B mit A die Menge aller verschiedenen Be-
legungen (§1, S.1) von 8 mit Elementen von % (d. h. die Menge aller
verschiedenen Abbildungen von B in %), so ist a® die Machtigkeit
der Belegungsmenge von 8 mit U.

Aus diesen Definitionen folgen unmittelbar die Sitze:

Satz I. Es gelten die Rechnungsregeln:

abb—bta atEto—(-+5)-+
a-b==">b-a; a-(b-¢)==(a-b)-c; (ab)-c=a-c4b-c;
abte=q%-qaf; (a-b)*=a®-b%; abc=(a?)°.

Wenn b >, so ist auch:
a+b=a-+0; a-b=a-b; a®>=a"; =D

Eine Menge U heilt abzdhlbar-unendlich, wenn sie gleich-
michtig ist der Menge der natiirlichen Zahlen. Es gibt dann eine
eineindeutige Zuordnung 4 der Elemente von % zu den natiirlichen
Zahlen. Bezeichnet man mit a, das durch 4 der Zahl » zugeordnete
Element von 9, so sieht man, dal jede abzdhlbar-unendliche Menge
in der Form angeschrieben werden kann:

Ay Qys ovvy By o

Umgekehrt ist jede Menge, die in dieser Form angeschrieben werden
kann, abzihlbar-unendlich.

Aus der Definition der abzéhlbar unendlichen Mengen folgt
unmittelbar:

Satz 1. Jeder unendliche Teil einer abzéhlbar-unend-
lichen Menge ist abzdahlbar-unendlich.

Da man, wenn aus einer unendlichen Menge endlich viele Elemente
a,, 4y, ..., a, herausgegriffen sind, immer noch ein (n--1)-tes a,,,
herausgreifen kann, so hat man:

Satz III. Jede unendliche Menge enthdlt einen abzihl-
bar-unendlichen Teil

Die Méachtigkeit der abzdhlbar-unendlichen Mengen wird mit w,
bezeichnet. Satz III kann dann auch so ausgesprochen werden:

Satz IV. Unter allen Médchtigkeiten unendlicher Mengen
ist n, die kleinste.
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Wir beweisen die folgenden Rechnungsregeln:

Satz V. Bedeutet ¢ eine endliche Machtigkeit >0%),
so ist:

(*) Nofe==Ngi  NoFNg=Np;  e-NgT=Ng; Ng' Ny =N,

Es wird geniigen, die letzte dieser Formeln zu beweisen, da aus
ihr, mit Hilfe von Satz II, die andern sofort folgen?). Erinnert
man sich an die Definition des Produktes zweier Méchtigkeiten, so
ist zu zeigen: ,Die Menge aller Paare (m, n) natiirlicher Zahlen ist
abzdhlbar-unendlich.“

In der Tat, wir setzen:

v —2 —1
o G [ S
Da aus:

(m—{—n—~2)2(m+n— _1l+n=(m'_|_w_2)2(m"—{—n'—71)+n,
folgt®):

m=m', n=n,

so ist dadurch eine eineindeutige?) Abbildung der Paare (m,n) auf
die natiirlichen Zahlen 1, 2, 3,...,»,... gegeben, und die Behaup-
tung ist bewiesen.

Aus der hiermit bewiesenen Tatsache, daBl die Menge aller
Paare natiirlicher Zahlen abzéhlbar-unendlich ist, folgt leicht:

1) Es ist also e eine natiirliche Kardinalzahl.
%) Denn es ist nach Satz I: xy-e < 8o+ 8 =285 e- 8y < Ryeity.
%) In der Tat, man setze:

mt-n—1=k, m-+4+n—1=Fk.

Dann ist
) 1<k, 1< LK.
Ist dann k=K, n >, so ist offenbar:
— 4
o G Dk B

Ist hingegen:
k>, dh KLk—1,
g0 ist wegen (}):

L—z_l)_k+n>_(]c_—§_l)_lg; (k'-—zl)k’_*_n,é(k'—zl)k'_*_k,é k—1)k

und somit gilt wieder (}7).

4) Um zu sehen, daB jede natiirliche Zahl » in der Form (**) erscheint,
bestimme man die natiirliche Zahl % aus:

(k_l—)—l‘+l§v§k(k+l)

2 2
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Satz VI. Die Menge aller rationalen Zahlen ist ab-
zihlbar-unendlich?)
Sei in der Tat

r:’Z (m, n teilerfremde, natiirliche Zahlen)

eine positive rationale Zahl. Ordnen wir ihr das Paar (m,n) zu,
so ist die Menge ®, aller positiven rationalen Zahlen eineindeutig
abgebildet auf einen Teil % der abzéhlbaren Menge aller Paare
natiirlicher Zahlen; nach Satz II*ist auch %, und somit %,, abzahlbar-
unendlich. Da die Menge %R, aller negativen rationalen Zahlen mit
R, gleichmichtig ist, so ist auch %R,, und somit nach der zweiten
Formel (*) auch ®, 4 %, abzéhlbar-unendlich. Fiigt man noch die 0
hinzu, so erhélt man nach der ersten Formel (*) (fiir e=1) wieder
eine abzidhlbar-unendliche Menge R. Da R aber dic Menge aller
rationalen Zahlen ist, so ist Satz VI bewiesen.

Wir werden weiterhin eine Menge als abzdhlbar bezeichnen,
wenn sie abzdhlbar-unendlich, endlich oder leer ist. Man kann dann
die Sitze aussprechen (deren Beweis aus Satz II und Satz V un-
mittelbar folgt):

Satz VII. Jeder Teil einer abzédhlbaren Menge ist ab-
zahlbar.

Satz VIII. Die Vereinigung abzahlbar vieler abz&hl-
barer Mengen ist abzahlbar.

Ein hidufig anzuwendender Satz lautet:

Satz IX. Ist jede der Mengen ¥, %,,..., %, abzidhlbar,
so ist auch die Menge aller k-gliedrigen Folgen:

(1) (@y5 Ggs -5 @),
in denen a, zu %A, (n=1,2,...,k) gehort, abzahlbar.

Wir beweisen dies durch Induktion. Die Behauptung ist richtig
fir k=1. Angenommen, sie sei richtig fiir £ — 1. Die Menge aller
k-gliedrigen Folgen (1), an deren letzter Stelle ein fest gegebenes
Element a, aus %, steht:

@y gy ovny ay_y, @),
ist dann abzdhlbar. Da es in %, nur abzéhlbar viele Elemente gibt,
ist also die Menge aller Folgen () die Vereinigung abzéhlbar vieler

und setze sodann:
n=v-—-(—ﬁ————7z-l-zlc; m=k—n-+}1
1) Darin ist (nach Satz II) auch enthalten der Satz: Die Menge aller
ganzen Zahlen (0, +1, +2,..., =n,...) ist abzdhlbar-unendlich.
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abzihlbarer Mengen, und somit nach Satz VIII selbst abzéhlbar.
Gilt also die Behauptung von Satz IX fiir (k— 1)-gliedrige Folgen,
8o auch fir k-gliedrige. Damit ist sie bewiesen.

Wir fiigen noch den Satz bei:

Satz X. Ist % eine abzdhlbare und B eine unendliche
Menge, so haben ?I—I—?B und B gleiche Méachtigkeit.

In der Tat, da B unendlich ist, gibt es (Satz III) in B einen
abzéhlbar-unendlichen Teil %', und wir kénnen schreiben:

™ B=U+9.
Seien b und b’ die Machtigkeiten von 8 und %'. Wegen (*) ist dann:
**) =+

Ferner kann man schreiben:
() A+ B=(A—AB) ;- B=(A —A-B) (W +9).

Hierin ist A — AW, als Teil der abzihlbaren Menge U, abzihlbar,
etwa — um einen bestimmten Fall vor Augen zu haben — abzaéhlbar-
unendlich'). Aus (***) ergibt sich dann fiir die Méachtigkeit von

A8 (bei Beriicksichtigung von Satz I, Satz V, und von (*¥):
No 1+ (Mg = B) == (g -} xp) - b =, - 1" =D,

also haben 9 - % und B gleichc Michtigkeit, und Satz X ist be-
wiesen.

Sei B eine beliebige Menge der Michtigkeit b, und U die Menge
der beiden Elemente 0, 1. Jede Belegung von B mit Elementen
von U liefert dann, indem man die mit O belegten Elemente weg-
laBt, einen Teil von B. Also sind die Belegungsmenge von 8 mit %
und die Menge aller Teile von 9B gleichmichtig. Da aber zufolge
der Definition der Potenz die Belegungsmenge von B mit % die
Michtigkeit 2° hat, so sehen wir:

Satz XI. Die Menge aller Teile einer Menge der Mich-
tigkeit b hat die Machtigkeit 20.

Zum Schlusse beweisen wir noch:
Satz XII. Fir jede Méchtigkeit b gilt die Ungleichung:

20>~ p.
In der Tat, da gewil 2°>b ist, so ist nur zu beweisen: die
Menge B und die Menge T aller Teile von % kénnen nicht gleich-
méchtig sein. Sei, um das zu beweisen, A irgendeine Abbildung

1) Wire % — AW endlich oder leer, verléuft der Beweis ganz analog.
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von B in T; sie ordne dem Elemente b von $ den Teil ¥, von B
zu. Wir definieren einen Teil T* von B durch die Vorschrift:
»b0 in ¥ wenn b nicht in T,;

©) b nicht in T*, wenn b in F,.“
Dann kann das Element * von T in %8 kein Urbild haben. Denn
angenommen, es gebe ein solches Urbild b*:
(00) T = Tyr.
Die Vorschrift (0) ergibt dann:

»b* In T¥ wenn b* nicht in Tpe;

b* nicht in T* wenn b* in Tye.“
Beriicksichtigt man nun (00), so wird hieraus:

»,b* in T* wenn b* nicht in T*;

b* nicht in ¢* wenn b* in T*.¢
Das aber ist ein Widerspruch, und es kann somit kein Urbild von
T* geben. Also ist die Abbildung 4 von B in T nicht eineindeutig.
Und da 4 eine beliebige Abbildung von B in T war, ist gezeigt:

es gibt keine eineindeutige Abbildung von B und T; d. h. 8 und T
sind nicht gleichmichtig; damit aber ist Satz XII bewiesen.

§ 3. Die geordneten Mengen. Die Ordnungstypen.

Die Menge U heit geordnet, wenn zwischen je zweien ihrer
Elemente a=a’ eine Relation definiert ist, die wir durch das Wort
»vor“ ausdriicken, und derzufolge:

entweder: a vor a’, oder: a' vor a')
gilt; dabei mufB3 diese Relation die beiden folgenden Eigenschaften
haben:
1. sie ist asymmetrisch, d. h.:

wenn: a vor a/, so ist nicht: o vor a;

2. sie ist transitiv, d. h.:

wenn: a vor @ und: o vor a”, so ist: a vor a”.

Durch diese Relation ist zugleich mit % auch jeder Teil von %
geordnet. :

Zwei geordnete Mengen U und B heiBlen dhnlich?), wenn es
eine eineindeutige Abbildung von % und B gibt von folgender Eigen-

1) Statt ,a vor a’“ sagen wir auch: ,a’ folgt auf a*.
*) Auch dieser Begriff, sowie der ganze Inhalt dieses Paragraphen stammt
von G. Cantor.



12 Grundbegriffe der allgemeinen Mengenlehre.

schaft: sind b’ und »” die Bilder in ¥ der Elemente 4’ und a” von
A, so gilt:

v vor b’, wenn a' vor a’.
Eine solche Abbildung heiit eine dhnliche Abbildung von %«
und B. Da jede dhnliche Abbildung auch eineindeutig ist, so sehen
wir: Ahnliche Mengen sind gleichméchtig.

Die Eigenschaft, die eine geordnete Menge % und alle ihr &hn-
lichen von den iibrigen Mengen unterscheidet, heilt der Ordnungs-
typus?) der Menge % (und jeder mit % &hnlichen Menge).

Da je zwei geordnete, endliche Mengen der Kardinalzahl =
ghnlich sind und mithin gleichen Ordnungstypus haben, kann die
natiirliche Zahl n auch zur Bezeichnung dieses Ordnungstypus ver-
wendet werden. Die Ordnungstypen geordneter endlicher Mengen
sind demnach die natiirlichen Zahlen (in ihrer Verwendung als
Ordinalzahlen).

Ist ¢ der Ordnungstypus von % und g der Ordnungstypus
von %B, so bedeutet o= pf: die Mengen % und P sind #dhnlich.

Das Element g, der geordneten Menge 2 heit das erste Ele-
ment von 9, wenn zwischen ihm und jedem andern Elemente a
von % die Relation besteht:

a, vor a;
es heiit das letzte Element von 9, wenn zwischen ihm und jedem
andern Elemente a von 9 die Relation besteht:

a vor a,.
Gelten die Relationen
a’ vor a vor a”,

8o sagt man: a liegt zwischen o' und a” (oder: zwischen «” und ).

Sei & ein Element, %’ ein Teil der geordneten Menge 9A; gilt
dann fiir jedes Element o’ von U’:

a vor o,
so schreiben wir kurz:

a vor %' (oder: A’ folgt auf a).

Analog wird definiert: % vor a (oder: a folgt auf %’), sowie: a
zwischen 9’ und %", oder: a zwischen ¥’ und &” (zwischen o”
und ).

1) So wie die Michtigkeit eine Verallgemeinerung des Begriffes der
endlichen Kardinalzahl, so ist der Ordnungstypus eine Verallgemeine-
rung des Begriffes der endlichen Ordinaflzahl. Doch werden iiblicherweise
nur sehr spezielle Ordnungstypen, von denen noch unten die Rede sein wird
(§ 4, S. 18), als Ordinalzahlen bezeiohnet.
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Ist 9%’ vor a, und gibt es in U kein Element zwischen 9
und @, so sagen wir: a folgt unmittelbar auf %’. Ist a vor o,
und gibt es kein Element zwischen a und %', so sagen wir: a geht
%' unmittelbar voran.

Sind %A’ und YA” zwei Teile von U, und gilt fiir alle Elemente
a von %A’ und «” von A":

a vor a”,
so sagen wir auch:
A’ vor A’ (A" folgt auf A’).

"

Damit sind auch Aussagen, wie: %’ zwischen %’ und %" ohne wei-

teres verstandlich.

Wir definieren die Summe ¢ 4~ § zweier Ordnungstypen?). Seien
% und B zwei fremde Mengen der Ordnungstypen ¢ und . Wir
ordnen die Summe % - B durch die Vorschriften:

a vor b, wenn a in U, b in B;

& vor a”, wenn &' und &” in 9, und dort o’ vor a” gilt;

b vor b”, wenn b’ und " in B, und dort b’ vor v” gilt.
Den Ordnungstypus der so geordneten Menge % - B bezeichnen wir

als die Summe ¢+ von @ und f.
Es ist dann offenbar:

(a4B8)+r=a+E@B+7r),

hingegen ist im allgemeinen:

atB=+p+a,

wie folgendes Beispiel zeigt: es gebe in der Menge % vom Ordnungs-
typus a ein erstes Element, in der Menge 8 vom Ordnungstypus g
nicht. Wird die Menge % 4+ % nach dem Ordnungstypus a4 8 ge-
ordnet, so hat sie gleichfalls ein erstes Element, wird sie nach dem
Typus § -+ geordnet, hat sie kein erstes Element; diese beiden
Ordnungen von %} B sind also nicht &hnlich, ihre Ordnungsstypen
daher nicht gleich.

Der Ordnungstypus der Menge der natiirlichen Zahlen in ihrer
natiirlichen Anordnung:

n vor W wenn n<n,
-

wird mit w bezeichnet. Der Ordnungstypus dieser selben Menge
in der umgekehrten Anordnung:

n vor ¥ wenn n >,

1) Die Definition des Produktes und der Potenz von Ordnungstypen
werden wir nicht bendtigen.
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(oder, was dasselbe heifit, der Ordnungstypus der Menge der nega-
tiven ganzen Zahlen in ihrer natiirlichen Anordnung) wird mit w*
bezeichnet. Demnach bezeichnet w* 4+ w den Ordnungstypus der
Menge aller ganzen Zahlen in ihrer natiirlichen Anordnung.

Der Ordnungstypus der Menge aller rationalen Zahlen in ihrer
natiirlichen Anordnung:

r vor ¥ wenn r<_7,
wird mit » bezeichnet. Es gilt der Satz:

Satz I. Ist eine abzdhlbare Ménge gso geordnet, daB sie
kein erstes und kein letztes Element hat, und daB zwischen
je zweien ihrer Elemente stets mindestens ein Element
liegt, so ist ihr Ordnungstypus 7.

Sei in der Tat % die gegebene abzéhlbare Menge in der in
Satz I geschilderten Anordnung, und sei ®t die Menge der rationalen
Zahlen in natiirlicher Anordnung. Da % und % abzihlbar-unendlich

gind (§ 2, Satz VI), kénnen die Elemente dieser beiden Mengen in der
Form angeschrieben werden:

0) Wi Ay, Byyenry Gyyenn
1) R vy, ryseiny Tpyens
Wir definieren durch Induktion eine &#hnliche Abbildung 4 von

R auf einen Teil A’ von A, die der Zahl r, das Element a, zu-
ordne, vermoge der Festsetzungen:

1. Es ist a,,=aq,.

2. Seien r, <{7r, <... <r, die n Zahlen r,, 7,,..., r, in ihrer
natiirlichen Reihenfolge, und seien die Bilder a,,, a,,,..., a,, von
745 7y, ..., T, bereits definiert, und zwar so, daB wenn a, (1 =1, 2,...,7)
das Bild von r; bedeutet, in % die Anordnung besteht:

a, Vor a, ... VOT a,.
Die Zahl r,4, geniigt dann einer und nur einer der Unglei-
chungen:
r1l+1<;1, ';1<Vn+1<;2) ey /Fn—1<rn+1<7—‘n’ ;”<'rn+l~
Zufolge der Vorraussetzungen von Satz I gibt es in % gewiB ein
Element a, das der entsprechenden unter den Relationen

@ Vor a,, @, VOT @ VOT dy, ..., @,_1 VOT @ VOT 4, @, VOT @

geniigt, und unter allen dieser betreffenden Relation geniigenden a
gibt es eines, das bei der Schreibweise (0) von % kleinsten Index
hat. Dieses werde fiir a,, ,, gewahlt.
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Es leuchtet ein, dall hierdurch eine &hnliche Abbildung 4 von %
auf einen Teil %’ von A gegeben ist, dessen Elemente sind:

,
W s Auys oevy Qs oo

Wir behaupten: es ist
(2) A=A,
und beweisen dies durch Induktion.

Da a, =a,, kommt a, in 9’ vor. Angenommen, es kommen
ays @y, ..., ay in Y’ vor. Wir haben zu zeigen, daB auch a,; in
A’ vorkommt.

Es kann n so grofl gewihlt werden, daB «,, a,, ..., a, unter
den Bildern a,,, a,,, ..., @, von r,, vy, ..., , vorkommen. Kommt
@, 1 auch unter diesen Bildern vor, so ist die Behauptung bewiesen.
Andernfalls schreiben wir die a,, a,,, ..., a,, in der Reihenfolge
an, in der sie in % vorkommen:

a, vor a, vor ... vor a,,
und bezeichnen mit 7; diejenige rationale Zahl, deren Bild a; ist; dann
ist auch
r, <lr,<..<r,.
Fiir a, .. ; gilt nun eine und nur eine der Relationen:
@ 41 VOT A5 @) VOT @y 4 1 VOT y; ... (y—1VOT Ay 1 VOT @_; @, VOI Gy 4 1.

Sei r* unter allen Rationalzahlen, die der entsprechenden Un-
gleichung:
r< vy <7y s 1y L <y Tl

geniigen, diejenige, die in (1) kleinsten Index hat. Man erkennt
unmittelbar aus der Definition der Abbildung 4, da a, , das Bild
von r* igt. Also kommt a, ,; in jedem Falle in 9%’ vor.

Es kommen somit alle a, in 9’ vor, und (2) ist bewiesen. Dem-
nach ist 4 eine &hnliche Abbildung von R und %A, d. h. % hat den
Ordnungstypus ». Damit ist Satz I bewiesen.

§ 4. Die wohlgeordneten Mengen. Die Ordinalzahlen.

Eine geordnete Menge heillt wohlgeordnet?'), wenn jeder ihrer
(nicht leeren) Teile ein erstes Element hat®). Aus dieser Definition
folgt unmittelbar:

1) Auch die Theorie der wohlgeordneten Mengen ist eine Schépfung von
G. Cantor.

?) Dabei ist — wie immer, wenn nicht anders bemerkt — jeder Teil
einer geordneten Menge so geordnet gedacht, wie die Menge selbst.
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Satz I. Jeder Teil einer wohlgeordneten Menge ist
wohlgeordnet.

Satz II. In einer wohlgeordneten Menge %A gibt es zu
jedem Elemente a, das nicht letztes Element von U ist,
ein unmittelbar folgendes.

"In der Tat, die Menge aller auf a folgenden Elemente von %
bildet einen nicht leeren Teil von 2, und hat daher ein erstes Eie-
ment: es ist das auf a unmittelbar folgende.

Satz I1I. Ist %A’ ein Teil der wohlgeordneten Menge %,
und gibt es in A ein auf A’ folgendes Element, so gibt es
in % auch ein unmittelbar auf %’ folgendes Element.

In der Tat, die Menge aller auf %’ folgenden Elemente von U
bildet einen nicht leeren Teil von 9, und hat daher ein erstes Element:
es ist das auf 9’ unmittelbar folgende.

Satz IV.}) Wird durch die Abbildung 4 die wohlgeordnete
Menge 9 dhnlich abgebildet auf einen ihrer Teile 9, und
bildet 4 das Element a von % ab auf das Element ¢, von
%, so kann nicht «, vor a sein.

Angenommen in der Tat, es wiire

1) a, vor a.

Da auch @, Element von %, wird es durch A abgebildet auf ein
Element a,, fiir das wegen der Ahnlichkeit der Abbildung aus (1)
folgt:
(2) a, vor a, .
Ist dann q, das Bild von a, vermdge 4, so folgt ebenso aus (2):
a; VOr a,.

Und indem man so weiter schlieBt, erhilt man in % einen abzihl-
baren Teil

Qyy oy vy @y oo
ohne erstes Element, entgegen der Voraussetzung, ¥ sei wohlgeordnet.
Damit ist Satz IV bewiesen.

Ist a ein Element, der wohlgeordneten Menge %, so bezeichnen
wir als den Abschnitt %, von % die Menge aller der Relation

a vor a

geniigenden Elemente o’ von %?).

1) G. Hessenberg, Abh. d. Friesschen Schule. Neue FKolge, 4. Heft
(1906), 539.

%) Ist @ das erste Element von %, so ist %, leer.
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Satz V. Eine wohlgeordnete Menge ist nicht #dhnlich
einem ihrer Abschnitte.

In der Tat, gibe es eine dhnliche Abbildung 4 von U auf den
Abschnitt %,, so miite durch 4 das Element a abgebildet werden
auf ein Element o’ von %,. Es wire also:

a’ vor a,

entgegen Satz IV. Damit ist Satz V bewiesen. — Es folgt aus ihm
unmittelbar:

Satz V. Zwei verschiedene Abschnitte einer wohl-
geordneten Menge sind nicht dhnlich.

Seien in der Tat a, a’ zwei verschiedene Elemente der wohl-
geordneten Menge 9, etwa:

a vor d'.
Dann ist A, gleichzeitig Abschnitt der wohlgeordneten Menge %,
und aus Satz V folgt die Behauptung.

Satz VII. Sind % und 8 zwei wohlgeordnete Mengen,
so trifft stets eine und nur eine der drei folgenden Még-
lichkeiten zu: 1. % und B sind #hnlich; 2. % und ein Ab-
schnitt von 8 sind ahnlich; 3. ¥ und ein Abschnitt von %
sind dhnlich.

Zum Beweise gehen wir davon aus, daB folgende vier Fille
eine vollstindige Disjunktion bilden:

1. Fall: Zu jedem Abschnitte 9, gibt es einen &hnlichen 8, und
umgekehrt.

2. Fall: Zu jedem Abschnitte %, gibt es einen #hnlichen B,
aber nicht umgekehrt.

3. Fall: Zu jedem Abschnitte B, gibt es einen &hnlichen 9,
aber nicht umgekehrt.

4. Fall: Es gibt weder zu jedem Abschnitte 9, einen #@hnlichen
%B,;, noch zu jedem Abschnitte 8, einen dhnlichen 9.

Da es nach Satz VI zu jedem Abschnitte %, nur einen &hn-
lichen B, geben kann, erhalten wir im 1. Falle eine umkehrbar ein-
deutige Abbildung 4 von % und B, indem wir jedem Elemente a
von % dasjenige Element b von B zuordnen, fir das 9, und %,
dhnlich werden. Diese Abbildung 4 ist -auch &hnlich, denn seien
a, b und o/, V' einander vermdge A4 entsprechende Elemente von 9
und 9B, und sei:

*) a’ vor a.
Zwischen %, und B, gibt es eine dhnliche Abbildung B. Wegen (¥)
wird %, durch B auf einen Abschnitt B, von B, abgebildet:

(**) b” vor b.
Hahn, Theorie der reellen Funktionen, I 2
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Es sind also %A, und B,~ idhnlich; andererseits sind nach An-
nahme 9, und By shnlich. Also sind By und B, dhnlich, Nach
Satz VI ist das nur moglich, wenn &’ =1%"”, so daB (**) iibergeht in:

(***) b vor b.

Es folgt also (***) aus (*), d. h. die Abbildung 4 von % und B ist
dhnlich. Im 1. Fallé sind also % und B &hnlich.

Im 2. Falle gibt es in B Elemente b, zu deren Abschnitt %,
in % kein dhnlicher vorkommt. Nach Definition der wohlgeordneten
Mengen gibt es nun unter allen diesen Elementen von % ein erstes,
etwa b,. Zu jedem Abschnitte von 9 gibt es nun in %,, einen #hn-
lichen und umgekehrt. Nach dem im 1. Falle bewiesenen sind also
% und B,, &hnlich. Im zweiten Falle ist also % &hnlich einem Ab-
schnitte von 8.

Ganz ebenso zeigt man, da im 3. Falle $ &hnlich ist einem
Abschnitte von 9.

Der 4. Fall endlich kann nicht eintreten; denn angenommen,
er lige vor. Dann ist in % ein erstes Element a, vorhanden, zu
dessen Abschnitt %, es in B keinen dhnlichen gibt, und in B ein
erstes Element b,, zu dessen Abschnitt $; es in % keinen dhnlichen
gibt. Dann aber ist jeder Abschnitt von %,, &hnlich einem Abschnitte
von B, und jeder Abschnitt von %, &hnlich einem Abschnitte von
As,- Nach dem im 1. Falle Bewiesenen ist dann auch 9l, &hnlich
By, und es wire also der Abschnitt %, von % &hnlich einem Ab-
schnitte von B, entgegen seiner Definition. Also kann der 4. Fall
nicht eintreten.

Damit ist gezeigt, daBl immer eine der drei Moglichkeiten von
Satz VII zutrifft, und da nur eine zutrifft, folgt aus Satz V.

Die Ordnungstypen der wohlgeordneten Mengen werden als
Ordinalzahlen bezeichnet. Da jede geordnete endliche Menge
wohlgeordnet ist; fallen die natiirlichen Ordinalzahlen tatsdchlich
unter diesen Begriff!). Da auch die Menge der natiirlichen Zahlen
in ihrer natiirlichen Anordnung wohlgeordnet ist, so ist auch der in
§ 3, S. 13 eingefithrte Ordnungstypus w eine Ordinalzahl. Gegeniiber
den endlichen Ordinalzahlen heiflen die Ordnungstypen unendlicher
wohlgeordneter Mengen: transfinite Ordinalzahlen.

Ankniipfend an die drei Méglichkeiten von Satz VII wird zwischen
den Ordinalzahlen folgende Anordnung festgesetzt. Seien « und g
die Ordinalzahlen der beiden wohlgeordneten Mengen 9 und 8. Sind

1) Auch die 0 rechnen wir (als den Ordnungstypus der stets wohlgeord-
neten leeren Menge) zu den Ordinalzahlen.
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% und B &dhnlich, so ist a=p. Ist U &hnlich einem Abschnitte
von B, so schreiben wir:

a<p oder g >a.
Von den drei Relationen ¢ =4, a>> g, a <p trifft dann stets
eine und nur eine zu, und aus a<g, <y folgt a<y.

Wir sagen, eine Menge von Ordinalzahlen sei in natiirlicher
Anordnung (Reihenfolge), falls:

avor B wenn a<f.

Satz VIII. Ist « eine Ordinalzahl, so ist die Menge
aller Ordinalzahlen <« in natiirlicher Reihenfolge wohl-
geordnet und hat den Ordnungstypus «.

Sei in der Tat %A eine Menge vom Ordnungstypus «, und sei B
die Menge aller Ordinalzahlen < «. Zufolge der Definition der
Relation ﬂ<a gibt es dann zu jedem f aus B ein, und nach
Satz VI huf ein Element a in %A, so dal der Abschnitt %, den Ord-
nungstypus f hat. Ordnen wir jeder Zahl § aus B dieses Element a
aus A zu, so ist dies eine dhnliche Abbildung von 9 und B, und
Satz VIIT ist bewiesen.

Satz VIIT besagt, daB die (endlichen und transfiniten) Ordinal-
zahlen ebenso zum ,Numerieren“ der Elemente einer wohlgeord-
neten Menge verwendet werden konnen, wie die endlichen Ordinal-
zahlen zum Numerieren der Elemente einer endlichen Menge. Ist
in der Tat U eine wohlgeordnete Menge vom Typus a, so lehrt
Satz VIII, daB es eine &hnliche Abbildung von % auf die Menge
aller Ordinalzahlen <« gibt; d. h. die Elemente von 9 kénnen be-
zeichnet werden mit ag, wo § alle Ordinalzahlen < e durchliuft,
und es ist:

agvor ag, wenn f<_f.

Satz IX. Zu jeder Ordinalzahl & gibt es eine unmittel-
bar folgende; es ist die Ordinalzahl a1,

In der Tat, die Menge % aller Ordinalzahlen <« hat in natiir-
licher Reihenfolge den Ordnungstypus «; daher hat, nach Definition
der Summe von Ordnungstypen (§ 3, S.13), die Menge 9’ aller Ordinal-
zahlen < « in natiirlicher Reihenfolge den Ordnungstypus « -1,
und da ¥ ein Abschnitt von ' ist, so ist

a<la-1.

Ist ferner § irgendeine Ordinalzahl < e -1, so gibt es in ¥’
einen Abschnitt vom Ordnungstypus f; ein Abschnitt von %’ ist aber
entweder % oder ein Abschnitt von 9%, d. h. es ist entweder f=a

2%
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oder < «; es gibt also keine Ordinalzahl zwischen « und ¢ 1.
Damit ist Satz IX bewiesen,

Satz X. Zu jeder Menge % von Ordinalzahlen gibt es
eine unmittelbar folgende.

Nach Satz IX mufl der Beweis nur mehr fiir den Fall gefiihrt
werden, dafl es unter den Ordinalzahlen ¢ von 9 keine gréBte gibt.

Wir bilden zu jeder Ordinalzahl ¢ von % die Menge %A, aller Or-
dinalzahlen <. Die Vereinigung aller dieser 9, sei B; sie ist wohl-
geordnet'). Sei f§ ihr Ordnungstypus. Da, fiir jedes & aus U, die
Menge 9(, ein Abschnitt von 9B ist, und da %, den Ordnungstypus «
hat, so ist:
(1) « <P fir alle ¢ von 9.

Sei ferner y irgend eine Ordinalzahl < 8. Zufolge Definition
von B kommt dann y in einer der Mengen 9, vor, es ist also:

2) y < « fiir mindestens ein « aus A.

Die Ungleichungen (1) und (2) aber zeigen, daB p die unmittelbar
auf 9 folgende Ordinalzahl ist, und Satz X ist bewiesen.

Satz XI. Jede Menge von Ordinalzahlen ist (in natiir-
licher Reihenfolge) wohlgeordnet. In jeder Menge von Or-
dinalzahlen gibt es daher eine kleinste.

Sei in der Tat U eine Menge von Ordinalzahlen ¢. Nach Satz X
gibt es eine Ordinalzahl g, fir die (1) gilt. Nach Satz VIII ist die
Menge 9B aller Ordinalzahlen < in natiirlicher Reihenfolge wohl-
geordnet, und da 9 Teil von B ist, gilt dies auch fiir A (Satz I).
Damit ist Satz XI bewiesen.

Satz XII. Ist « die Ordinalzahl einer wohlgeordneten
Menge 9%, und « die Ordinalzahl eines Teiles %’ von U, so
ist stets o < a

Angenommen in der Tat, es wire:

o« >a.
Wir bezeichnen mit 8 die Menge aller Ordinalzahlen < «'. Dann ist:
Q) 9" dhnlich 9.

Ist B, der Abschnitt des Elementes ¢ in 9B, so gibt es ferner,
weil 9 die Ordinalzahl e hat, eine &hnliche Abbildung von oA auf

1) In der Tat, angenommen sie hitte einen Teil B’ ohne erstes Element.
Ist dann f’ ein Element aus %B’, so gibe es auch in der Menge der Ordinal-
zahlen <<’ einen Teil ohne erstes Element, entgegen der Tatsache (Satz VIII),
daB diese Menge wohlgeordnet ist.
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B, bei der der Teil &' von A abgebildet wird auf einen Teil B’
von Bg:
(**) 9’ dhnlich 9.
Aus (*) und (**) folgt:
98 #hnlich ¥’

Das aber ist unmdglich, denn bei einer dhnlichen Abbildung von B
auf %' miiBte wegen B'<<®B, das Element ¢ von B abgebildet
werden auf ein Element §<C« von 8B,, entgegen Satz IV. Damit
ist Satz XII bewiesen.

Die nach Satz X auf die Menge der endlichen Ordinalzahlen
unmittelbar folgende ist offenbar nichts anderes als der in § 3 ein-
gefiihrte Ordnungstypus w der Menge der endlichen Ordinalzahlen
(in natiirlicher Reibenfolge), es ist also w die kleinste transfinite
Ordinalzahl. Nach Satz IX lautet die Reihe der sich unmittelbar
anschlieBenden Ordinalzahlen:

w, o+1, 0o+2,..., o+mn,...

Die nach Satz X unmittelbar auf alle diese folgende Ordinalzahl
bezeichnet man mit w-2, und allgemein mit w-% die unmittelbar auf

wk—1), ok—1)+1,..., ok—1)+n,...
folgende Ordinalzahl. Die unmittelbar auf
w, -2, w-3,..., om, ...

folgende Ordinalzahl bezeichnet man mit w? und erkennt nun leicht
die Bedeutung der Ordinalzahl

* w*-a, 4 ta .. Fwa,_, +a,

wo ag, a,, ..., @, endliche Ordinalzahlen bedeuten. Die auf alle Or-
dinalzahlen der Form (*) unmittelbar folgende wird mit w® be-
zeichnet usf. Wir haben es nicht nétig, nidher auf die Theorie der
Bezeichnung von Ordinalzahlen einzugehen.

Wir unterscheiden die Ordinalzahlen in isolierte Zahlen und
Grenzzahlen. Isolierte Zahlen sind die 0 und alle diejenigen, zu
denen es eine unmittelbar vorangehende gibt, Grenzzahlen die iibrigen.
Isolierte Zahlen sind also alle endlichen Ordinalzahlen, ferner z. B.
©w-+1, w42 usf.; Grenzzahlen sind: w, w-2, w? we usf. Ist
eine isolierte Zahl, so bezeichnen wir die unmittelbar vorhergehende
mit ¢ — 1.

Da jede ahnliche Abbildung zweier Mengen auch eineindeutig
ist, haben zwei Mengen von gleichem Ordnungstypus a auch gleiche
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Michtigkeit; sie heiit: die Michtigkeit des Ordnungstypus a. Wie
man sieht, ist die Machtigkeit der Ordinalzahl (*) (ebenso z. B. von
®®) Ng. Man bezeichnet die Menge aller endlichen Ordinalzahlen
als die Zahlklasse 3,; die Menge aller Ordinalzahlen der Michtig-
keit n, als die Zahlklasse 3, oder auch Z(x,).

Satz XIII. Zu jeder abzéhlbaren Menge % von Zahlen
aus 8, -} 8, gibt es in 8, -} 8, eine Zahl, die gréBer ist, als
alle Zahlen von 9.

Da zugleich mit « auch -1 zu 3, 43, gehort, bedarf dies
eines Beweises nur, wenn es in 9% keine grofite Zahl gibt. Bilden
wir in dem Falle nach Satz X die auf alle Zahlen ¢ von U un-
mittelbar folgende Zahl f; sie ist, wenn %, die Menge aller Or-
dinalzahlen <« bedeutet, der Ordnungstypus der Vereinigung %8
aller %,. Nun ist jede Menge %, abzihlbar, und da es in % nur
abzihlbar viele « gibt, so ist (§ 2, Satz VIII) auch B abzihlbar,
d.h, 8 gehort zu 3, -+ 3,, wie behauptet.

Satz XIV. Die Zahlklasse 8, ist eine nicht abzdhlbare
Menge. Bezeichnen wir ihre Machtigkeit mit x,, so ist dem-
nach?):

Ny > Np-

In der Tat,.wire 3, und somit auch 3, -} 3, abzihlbar, so
gébe es nach Satz XIII eine Zahl in 3, + 3,, die groéBer ist als
alle Zahlen von 8, -}-8,, was ein Widerspruch ist. Damit ist
Satz XIV bewiesen. — Wir bemerken noch, daB nach § 2, Satz X
auch 3, -- 3, die Machtigkeit x, hat.

Nach Satz X gibt es eine auf alle Zahlen von 3, unmittelbar
folgende Zahl; sie wird mit w, bezeichnet. Nach Satz VIII ist sie
der Ordnungstypus von 3, -+ 3, in natirlicher Reihenfolge, und mit-
hin ein Ordnungstypus der Michtigkeit »,. Die Menge aller Ordinal-
zahlen der Machtigkeit », wird als die Zahlklasse 8, oder 8(x,) be-
zeichnet. Die -kleinste unter ihnen ist die Zahl w,, die deshalb
auch die Anfangszahl von 3(n,) heiSt.

Satz XV. Es gibt keine Machtigkeit zwischen n, und v,.

Dies ist bewiesen, wenn wir zeigen: jeder Teil von 3, 4 8, hat
entweder die Michtigkeit n, oder ist abzéhlbar. Nun hat nach
Satz XII jeder solche Teil % zum Ordnungstypus eine Ordinalzahl
L, d h. entweder die Ordinalzahl w, — dann hat % die Machtig-
keit n,, oder eine Ordinalzahl aus 8, 4 8, — dann ist % abzihl-
bar. Damit ist Satz XV bewiesen.

1) § 2, Satz IV.
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Satz XVI. Bezeichnet m, die Méchtigkeit der Ordinal-
zahl ¢, und ist ¢ < B, so kann nicht m,>ms sein?)

Andernfalls gibe es (Satz XI) eine kleinste Ordinalzahl §, unter
deren Vorgingern eine o< f vorkommt, so daB:
(O) ma>mﬂ.

Es gidbe also eine eineindeutige Abbildung 4 der Menge 9B aller
Ordinalzahlen < p auf einen Teil %' der Menge A aller Ordinal-
zahlen <@, Durch 4 wird dann der Abschnitt B,=9 von B ab-
gebildet auf einen Teil %” von %. Nach Satz I sind %' und %"
wohlgeordnet. Nach Satz XII gilt fiir ihre Ordnungstypen:

(00) ¢ <d La<p.
Weil o' mit B, %" mit A gleichmichtig; ist:

Mo ==1Mg;  Mar=1,.
Also wegen (0):

Mare > My
Wegen (00) steht dies aber in Widerspruch zur Definition von 8,
als der kleinsten Ordinalzahl mit einem der Ungleichung (0) ge-
niigenden Vorginger. Damit ist Satz XVI bewiesen.

Sei {a,} eine Folge von Ordinalzahlen. Wir schreiben:

lim o, =«,

wenn die Ordinalzahl o folgende Eigenschaft hat: ist 8 irgendeine
Ordinalzahl < &, so ist:

B<<a,<a fir fast alle ».
Dann gilt der Satz:

Satz XVII. Zu jeder Grenzzahl « aus 3, gibt es eine
Folge {a,}, so daB:

1) a, <41 und lim a,=a.

In der Tat, die Menge aller Ordinalzahlen < a ist abzihlbar-
unendlich, kann algo in der Form geschrieben werden:
(1) Bis Bas ovos By -

Unter den Ordinalzahlen (1) gibt es dann, weil a« Grenzzahl war,
keine grofite.

1) DaB ma < mp ist, erkennt man unmittelbar; doch kénnen wir daraus
noch nicht auf die Unmdglichkeit von ma > mg schlieBen. Vgl. S. 6 FuBn. 3).
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Wir definieren eine Teilfolge {ﬁ",} aus (1) durch folgende Fest-
setzungen:

1. P, =B,

2. Da es in (1) keine gréfte Ordinalzahl gibt, so gibt es,
wenn - gewdhlt ist, unter den in (1) auf §, folgenden Zahlen

solche, die > g, (n =1, 2, ..., n,) sind. Die erste von ihnen

wihlen wir fir 8, e
14

Wir behaupten: Wird o, =, gesetzt, so leistet die Folge {,}
das Verlangte.

In der Tat, die erste Relation (f) ist offenbar erfillt. Was
die zweite anlangt, so sei f irgendeine Ordinalzahl < «. Sie kommt
in () vor, etwa als das Glied f,«. Unter den Indizes n, der
Folge {8, } sind fast alle >>n* Sobald aber n, >n¥ ist zufolge
der Wahl von g,

pa, > ﬂﬂ‘ = ﬂ .
Also ist fiir fast alle Glieder von {f, }:

B<p,, <o,

womit auch die zweite Relation (f) nachgewiesen ist. Damit ist
Satz XVII bewiesen.

Dieselbe Rolle, die in der natiirlichen Zahlenreihe der Satz von
der vollstindigen Induktion (in der Form des Schlusses ,von n auf
n-}1%) spielt, spielt in der Lehre von den transfiniten Ordinal-
zahlen der Satz von der transfiniten Induktion:

Satz XVIII. Eine Aussage 4 habe die folgenden Eigen-
schaften:

1. Sie gilt fiir die Ordinalzahl «,.

2. Wenn sie fiir alle der Ungleichung:

@ =p<a
geniigenden Ordinalzahlen B gilt, so gilt sie auch fir «.
Dann gilt die Aussage 4 fir alle Ordinalzahlen >«,.
Angenommen in der Tat, es gibe eine Ordinalzahl «* > ¢, fiir
die A4 nicht gilt. In der Menge aller der Ungleichung:
p=p=sea*

geniigenden Ordinalzahlen § gibt es (Satz XI) eine kleinste g*, fiir
die A nicht gilt. Wegen Eigenschaft 1. von 4 ist f*>>¢a,, und es
gilt A firr alle der Ungleichung:

Q< p<p*
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geniigenden f, nicht aber fir f* Dies steht in Widerspruch mit
Eigenschaft 2. von 4, womit Satz XVIII bewiesen ist.
Ganz analog beweist man folgenden Zusatz zu Satz XVIII:
Satz XIX. Man ersetze in Satz XVIII Bedingung 2. durch:
2. Ist @, >¢,, und gilt die Aussage 4 fiir alle der Un-
gleichung
< p<a<a

geniigenden g, so gilt sie auch fir «.

Dann gilt die Aussage 4 fiir alie der Ungleichung
o <a<ea, geniigenden «.

Wir werden gelegentlich auch vom Satze Gebrauch machen?):

Satz XX. Zu jeder Menge % gibt es eine gleichmichtige
wohlgeordnete Menge.

Wir gehen aus von einer Abbildung der Menge aller Teile von %
in die Menge 9%, wobei jeder (nicht leere) Teil T von A auf ein
Element von ¥ abgebildet werde; mit andern Worten: jedem Teile T
von 9 sei eines seiner Elemente zugeordnet; wir nennen es: das
ausgezeichnete Element von ¥. Sei nun « eine Ordinalzahl von
folgender Eigenschaft (der ,Eigenschaft E“): jedem g <« liBt sich
ein Element ag in 9 derart zuordnen, daB, wenn die Menge aller agz
(8’ <B) mit Az bezeichnet wird?, A — Ay nicht leer, und ap das
ausgezeichnete Element von % — g ist®).

Ist dann auch &> @ eine Ordinalzahl der Eigenschaft E, wobei
nun der Zahl § < & das Element ag zugeordnet sei, so ist notwendig:

* ap==ay fir f<la.

In der Tat, andernfalls miiBte es ein kleinstes f<«, etwa B,
geben, fiir das

**) ag, + ag,.

Die Elemente a; und ay (f<_f,) bilden dann dieselbe Menge g,
(die, falls B, = 0, die leere Menge ist). Nach Annahme muf} aber dann
sowohl ap, als ag, das ausgezeichnete Element von % — %, sein, ent-
gegen (**). Damit ist (*) bewiesen. Die a; sind also durch die
Eigenschaft E vollig eindeutig bestimmt.

1) Er wurde schon von G. Cantor ausgesprochen, zuerst bewiesen aber
von E. Zermelo, Math. Ann. 59, (1904), 514. Die zahlreichen kritischen Be-
trachtungen, die tber die logischen Grundlagen dieses Beweises angestellt
wurden, konnen hier unerortert bleiben.

%) Dabei bedeute %, den leeren Teil von .

%) Die Zahl 0 ist eine Ordinalzahl der Eigenschaft E, und zwar ist, da

%, leer, a, das ausgezeichnete Element von 9.
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Unter allen Ordinalzahlen, die nicht die Eigenschaft E haben?),
gibt es nun (Satz XI) eine kleinste y. Wir behaupten: die Menge 9’
aller .az (8 <) ist dann die Menge %. Andernfalls wire ja % — U
ein nicht leerer Teil von U; und indem wir sein ausgezeichnetes
Element mit a, bezeichnen, sehen wir, daB auch noch y die Eigen-
schaft E hat, entgegen der Annahme. Also ist %' == 9. Da aber
%' gemdB seiner Definition eineindeutig auf die nach Satz VIII
-wohlgeordnete Menge der Ordinalzahlen <y abgebildet ist, so ist
Satz XX bewiesen.

Bezeichnen wir wieder mit az das bei dieser Abbildung der
Ordinalzahl § zugeordnete Element von 9%, und setzen wir zwischen
den Elementen von 9 die Ordnungsbeziehung fest:

agvoray wenn f<f,

go ist 9 &hnlich geordnet der Menge aller Ordinalzahlen <y und
mithin wohlgeordnet. Wir konnen also Satz XX auch so aus-
sprechen:

Satz XXa. Jede Menge % kann wohlgeordnet werden?).

Satz XXI. Sind a und b zwei Méchtigkeiten, so trifft
stets eine und nur eine der drei Moglichkeiten zu:

M a=5b, a<b, a>b.

In der Tat sei a die Méachtigkeit von 9, b die Méchtigkeit von B.
Seien ' und ¥’ mit A und B gleichmichtige wohlgeordnete Mengen
(Satz XX). Ist nicht a="5, so sind %' und B’ nicht gleichmichtig,
und mithin auch nicht #hnlich; nach Satz VII ist also entweder 9’
ahnlich einem Abschnitte von %', und dann ist a< b, oder es ist
@’ dhnlich einem Abschnitte von 9, und dann ist a >>b. Also trifft
von den drei Moglichkeiten (f) mindestens eine zu.

Da die erste Relation (1) die beiden anderen zufolge ihrer De-
finition (§ 2, S. 6) ausschlieBt, bleibt nur zu zeigen, daf die zweite und
dritte Relation sich ausschlieBen. Nun trifit die zweite zu, wenn
% und B’ nicht gleichmichtig, und 9’ #hnlich einem Abschnitte
von B'. Fiir die Ordinalzahlen ¢ und 8 von % und B' gilt dann

a<f.

1) Es gibt Ordinalzahlen, die nicht die Eigenschaft E haben; denn es ist
jeder Ordinalzahl o der Eigenschaft E ein Element a, von ¥ zugeordnet; da-
durch sind die Ordinalzahlen der Eigenschaft E eineindeutig auf einen Teil von
%A abgebildet; sie bilden also eine Menge von Ordinalzahlen, und nach Satz X
gibt es Ordinalzahlen, die grofer sind als sie alle.

2) Damit soll natiirlich nicht gesagt sein, daB eine solche Wohlordnung
in jedem einzelnen Falle auch wirklich angegeben werden kann.
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Nach Satz XVI kann daher nicht ¢ >> b sein, Damit ist Satz XXI be-
wiesen.

Satz XXII. Aus a>b, b>c (oder a5, b>¢) folgt:

a>c.

In der Tat, seien a, b, ¢ die Méachtigkeiten von %, B, €. An-
genommen, es wire a<c. Dann gibe es eine eineindeutige Ab-
bildung 4, von ¥ auf einen Teil €’ von €. Wegen b>c gibt es
eine eineindeutige Abbildung 4, von € auf einen Teil von .
Aus 4, und 4, lieBe sich eine eineindeutige Abbildung von ¥ auf
einen Teil’ von B zusammensetzen, d. h. es wire a <bh, was nach
Satz XXI in Widerspruch steht zur Annahme o>>b. Damit ist
eine Hilfte von Satz XXII bewiesen.

Angenommen nun, es sei a>b, b>¢. Wire ¢>a, so wiirde
nach dem schon bewiesenen aus b >>¢, ¢=>a folgen b >>a, was nach
Satz XXI der Annahme a>b widerspricht. Damit ist Satz XXII
bewiesen.

Satz XXIII. Aus a=b, b>¢ folgt:

az=c.

In der Tab, wire ¢ > a, so wiirde aus b= ¢, ¢ > a nach Satz XXII
folgen: b >>a, entgegen der Annahme a>5.

Die reellen Zahlen.

§ 5. Grenzwerte reeller Zahlen.

Den Begriff der reellen Zahl und die einfachsten Lehrsitze
iiber reelle Zahlen setzen wir als bekannt voraus.

Wir fiigen zu den endlichen reellen Zahlen noch die beiden
unendlichen Zahlen 4-o0 und — oo hinzu?), und setzen folgende
Rechenregeln fest, in denen a eine endliche reelle Zahl bedeutet:

1. Addition und Subtraktion:

a4 (400) — a4 co=-00; (4-00)+a=}00;

a4 (—o0)=a—00=—00; (—00)-+ a=—00;

1) Diese Erweiterung des Systems der reellen Zahlen durch Hinzufiigung
suneigentlicher Elemente erweist sich als fiir die Theorie der reellen Funk-
tionen zweckméBig. Bekanntlich nimmt man in der Theorie der analytischen
Funktionen einer komplexen Verinderlichen eine andere Erweiterung vor, in-
dem man dort zu dem System der reellen und komplexen Zahlen ein ein-
ziges uneigentliches Element 00 hinzufiigt.
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a—(+o0)=a—00=-—00; (4 00)—a=- o0;
a — (— 00) = -+ o0; (—o0)—a=—co.
(4 00) + (4 00) == - 00 4~ 00 = +- 00; (4~ 0) —(—00) =+-00;
(—0) + (— 00) = —00; (—00) — (- 00) =—00 — cO=—00.
2. Multiplikation:
-+ oo, wenn a >0
a.(+oo)=(+oo)-a={_oo’ wenn a <0
— 00, wenn a >0
00, wenn a <0
(4 09) (4 00) = (— 00} (— 00) = - cx;
(4 09)+ (— 00) = (—00) (- 00) = — <.

w(—oo):(—oo)-a——:{

3. Division:
a a
Foo~ e %
f{joo_{—{—oo wenn a >>0 ——-_99_{—00 wenn a >0
a  |—oo wenn a<0 a |40 wenn a<Z0.

Unerklart bleiben (und sind daher als sinnlos zu betrachten) die
Symbole:

(F-00)+(—0);  (—0)+(F00); (F00)—(F00); (—00)—(—00).
0:(+o0); (+00):0; 0:(—00); (—00)-0.
a, +o —o Hoo fo© —o© —
0’ 0’ 0 oo —o Hoo —o
Weiter wird gesetzt:

— (o) =— 00 —(— )= ce.
Hool=Fo0i | —oo] =0
Endlich werden die Anordnungsbeziehungen festgesetzt:

a<-fFoo; —oo<la; —o00o<—+o0;

+o0o>a; a>—o00; f00>—o00.
Das Wort ,Zahl“ bedeutet in Hinkunft, wo nichts anderes bemerkt:
reelle Zahl, einschlieBlich oo und —oco; sollen 4-oco und —oo
ausgeschlossen werden, sagen wir ,endliche Zahl“. Die Buchstaben
a, b usf. bedeuten in diesem und den drei néchsten Paragraphen,
wo nichts anderes bemerkt, beliebige (endliche oder unendliche)
reelle Zahlen.

Ist a<b, so heilen die Mengen aller den Ungleichungen:

1) agz<h; () a<<ae<<b; (3) afax<b; (4) alxr=d

geniigenden Zahlen:
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1. das abgeschlossene Intervall [a, b],
2. das offene Intervall (a, b),
8. und 4. das halboffene Intervall [a, b) bzw. (a, b].
Die (immer positive) Zahl b—a heit die Léinge jedes dieser

Intervalle. Ist sie endlich, so nennen wir auch das Intervall end-
lich. Bekanntlich gilt:

Satz I. Jedes Intervall enthilt rationale Zahlen.
Aus Satz I folgt:

Satz II. Eine Menge M zu je zweien fremder Intervalle
ist abzdhlbar.

In der Tat ordnet man jedem Intervall der Menge I eine in
ihm enthaltene rationale Zahl zu, so hat man eine eineindeutige
Abbildung zwischen 9 und einem Teil der Menge aller rationalen
Zahlen, woraus in Hinblick auf § 2, Satz VI und VII die Behaup-
tung folgt.

Sei % irgendeine geordnete Menge. Seien ', A” zwei Teile
von U mit folgenden Eigenschaften:

LW A =

2. Ist o in ¥, 4" in 9", so ist a’ vor d”.
Man sagt dann: 9, %” bilden einen Schnitt') in %. Wir nennen
' die erste, A" die zweite Komponente des Schnittes?).

Ist 9 Teil der geordneten Menge ¥, so gibt jedes Element a
von % — % AnlaB zu einem Schnitte in 9A:

(*) 9’ = Menge aller Elemente von %, die vor a; %" =9 — 9.

Ist hingegen a Element von %, so gibt es Anla zu zwei
Schnitten in 9: namlich aufler dem Schnitte (*), noch zu dem-
jenigen, dessen erste Komponente aus der ersten Komponente des
Schnittes (*) durch Hinzufiigen des Elementes a entsteht. In jedem
dieser Fille sagen wir: der Schnitt wird durch a hervorgerufen.

Bekanntlich gilt dann, wenn wir fir 9 die Menge der (natiirlich
geordneten) reellen Zahlen, fiir 9 aber sei es die Menge der (natiir-
lich geordneten) rationalen, sei es wieder die der reellen Zahlen
wihlen, der Satz:

1) Der Begriff des Schnittes wurde von R. Dedekind zum Ausgangs-
punkt der Theorie der reellen Zahlen gemacht (Stetigkeit und irrationale
Zahlen, 1872).

%) Bei dieser Definition des Schnittes ist es nicht ausgeschloasen, daB eine
Komponente leer sei.
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Satz III. Jeder Schnitt in der Menge der rationalen
(der reellen) Zahlen, wird hervorgerufen durch eine reelle
Zahl

Sei U eine Menge reeller Zahlen. Geniigen alle Zahlen x aus U
der Ungleichung
z<a,

so heilt a eine Oberzahl (majorante Zahl, Majorante) von ¥.
Geniigen alle x aus 9 der Ungleichung

x>a,

80 heiflt a eine Unterzahl (minorante Zahl, Minorante) von .

Jede Zahlenmenge 9 besitzt die Majorante - oo, die Minorante
—co. Eine Zahlenmenge, die eine endliche Majorante (Minorante)
besitzt, heift nach oben (nach unten) beschrankt; gilt beides, so
heiit % beschrankt.

Satz IV. Unter allen Majoranten von % gibt es eine
kleinste, sie heit die obere Schranke!) von . Unter
allen Minoranten von U gibt es eine gr6Bte, sie heiBt die
untere Schranke von 9.

Sei in der Tat %A” die Menge aller Majoranten von 9, und 9’
die Menge aller iibrigen Zahlen. Dann bilden %', %” einen Schnitt in
der Menge aller reellen Zahlen. Die ihn hervorrufende Zahl (Satz III)
ist die kleinste Majorante. — Analog beweist man die zweite Hilfte
von Satz IV.

Wir bezeichnen obere und untere Schranke von % mit G (%)
und g(%). Dann ist offenbar:

g(W) =G ().
Es ist G'(A) vollig charakterisiert durch die beiden Ungleichungen:
1. a<G(%) fir alle @ aus 9.
2. Ist 2<G (W), so gilt:
a >z fiir mindestens ein a aus 9.
Analoges gilt fiir g ().
Unter oberer (unterer) Schranke einer Zahlenfolge {a,} ver-

stehen wir obere (untere) Schranke der von den Gliedern der Folge
gebildeten Zahlenmenge.

1) Sie wird vielfach auch die obere Grenze von U genannt. Wir
schlieBen uns dem nicht an, weil ,obere Grenze“ die Ubersetzung von ,limes
superior“ ist, was eine andere Bedeutung hat (§ 6, 8. 38). Vgl. zu dieser Termino-
logie M. Pasoh, Math. Ann. 30 (1887), 133. Monatsh. f. Math. 26 (1915), 303.
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Die Zahl a heift der Grenzwert der Zahlenfolge {a, }, in Zeichen:

a==Ilim a,,
n=—auw

wenn folgendes stattfindet: Ist p <a, so ist

a, >p fiir fast alle n;
ist ¢ > a, so ist
a,<g fiir fast alle n.

In dieser Form gilt die Definition bei endlichem wie bei unend-

lichem a. Ist a==- 00 (=—00), so reduziert sie sich auf: Es ist
limag, =40 (=—o0),
n=—aowm

wenn fiir jedes p (fiir jedes g¢):
a,>p (a,<q) fiir fast alle n.

Ist a endlich, so kann die Definition ersetzt werden durch: Ist
(v, ) ein a enthaltendes Intervall, so gilt:

a, in (p,q) fir fast alle n.
Oder: Ist ¢ >0 beliebig gegeben, so ist:
|a, —a|<e fir fast alle n.

Aus der Definition des Grenzwertes folgt ohne weiteres: Ist
a,==a fiir fast alle n, so ist auch lima,=a. Hat {a,} den

n=owm

Grenzwert a, so auch jede Teilfolge {a, }, sowie jede Folge,

die aus {a,} durch Hinzufiigen (durch Abéndern) von endlich vielen
Gliedern entsteht. Ist lima,=a, lima}=a, und liegt a, fiir fast

n=w n=w

alle n zwischen a;, und gy, so ist auch lima, =a.

n=0w
Satz V. Eine Zahlenfolge {a,} kann nicht zwei ver-
schiedene Grenzwerte haben.
Angenommen in der Tat, es wire:

lima,=4a'; lima,=d"; o <a".

n=w n=aow
Dann gibt es eine Zah® b, so daB:
a <b<a".

Wegen lima, =o' muB} sein:

n—own
(1) a,< b fir fast alle n.
Wegen lim a, =a” muB} sein:

n=—ow
) a,>b fiir fast alle n.

Da (1) und (2) sich widersprechen, ist Satz V bewiesen.
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Die bekannten Beweise der folgenden Sitze koénnen wir wohl
iibergehen:

Satz VI. Aus lima,=aq, und a,<b fiir fast alle n, folgt
a<b n==

"~ Satz VIL Aus lima,=a folgt:

lim(—a,)=—a; lim|a,|=|al.
n=w n=—owm
Satz VIII. Aus lima,=a; limb,=0b folgt jede der
Relationen: n=e n=e
lim(a, +b,)=a-b; lim(a,—b,)=a—b;
a a
1 . =a-b; 1i _'.‘_-_—-___’
”1=n°1°a” b,=a-b ”1=n:°bﬂ b

vorausgesetzt, daBl ihre rechte Seite sowie jedes Glied
ihrer linken Seite einen Sinn hat.

Eine Zahlenfolge, die einen Grenzwert besitzt, nennen wir kon-
vergent; ist insbesondere ihr Grenzwert endlich, so nennen wir

sie eigentlich konvergent; eine. nicht konvergente Zahlenfolge
nennen wir auch oszillierend?).

Die Folge {a,} heit monoton wachsend, wenn:
a,,,=a, fir alle n;

sie heillt stets wachsend?), wenn:

a, ., >a, fir alle »;
sie heiflt monoton (bzw. stets) abnehmend, wenn:

a1 Za, (bzw. a,,  <a,) fir alle n.

Satz IX. Jede monotone Zahlenfolge {a,} ist konver-
gent, und zwar ist lima, die obere oder untere Schranke

n=ow
von {a,}, je nachdem {a,} monoton wichst oder abnimmt.

Sei in der Tat {a,} etwa monoton wachsend, und a die obere
Schranke von {a,}. Dann ist

1) a,<a fir alle n,
und, wenn ¢ <_a, gibt es mindestens ein n,, so daB:
Apy > (.

1) Diese Terminologie weicht von der gewdhnlichen ab, die nur Folgen
mit endlichem Grenzwert konvergent, Folgen mit unendlichem Grenzwert
und oszillierende Folgen divergent nennt.

%) Nach C. Carathéodory, Vorl. iiber reelle Funktionen, 149,
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Weil {a,} monoton wachsend, ist also auch:

(2) a,>q fir nz>n,, d. h fir fast alle .
Aus (1) und (2) aber folgt:
lima, =a,

und Satz IX ist bewiesen.

Satz X. Zu jeder Zahl a<4=-—oco gibt es eine stets
wachsende, zu jeder Zahl a<4 |-oco gibt es eine stets ab-
nehmende Folge rationaler Zahlen {r }, so daB:

a==limr,.
n=oo
In der Tat, ist a=--00, 80 setze man r, =n, ist a=—o00,
8¢ setze man 7,==-—mn. Wir haben uns also nur mehr mit end-
lichem a zu befassen. Nach Satz I gibt es fiir jedes n in [a—%,

1 ) . . . ( 1 71]] . . r
a— o) ein rationales r, , in a+n_—F—i’ a-+ =| ein rationales 7y,
Dann ist:
limr, =a; 7, <raps; limrhi=a; 7>,

n=wo n—=ow
Damit ist Satz X bewiesen.
Wir nennen eine Folge von Intervallen [a,,b,]') einge-
schachtelt, wenn:

0, =20, b, <Y, fir alle n.

n+l="n’ nt+l1=
Satz XI. Der Durchschnitt einer eingeschachtelten
Folge von Intervallen [a,,b,] ist niemals leer?. Er be-
steht, wenn
(0) lim a, =limb,,
n=aw n=w

aus der einzigen Zahl (0), sonst aus dem Intervall [a, b], wo

a=lima,, b=Ilimb,.
N==00 n=o
In der Tat, die Folge {a,} ist monoton wachsend, {b,} monoton
abnehmend, also existieren die Grenzwerte (Satz IX)

(00) lima, =a; limb,=b,
n=—ow n—oo
und es ist:

(000) a,<a<b<b, fir ale n.

1) Ebenfalls von Intervallen (@., bn), [@n, bn), (@n, bs .
2) Fiir Intervalle (a,, b,) gilt dies nicht; Beispiel: die Intervalle (0, 1—‘)

Hahn, Theorie der reellen Funktionen. I. 3
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Aus (00) und (000) entnimmt man: Der Durchschnitt der [a,, b, ]
ist die Menge aller der Ungleichung

a<x<b

geniigenden Zahlen x. Das ist das Intervall [a,b], wenn b >a,
andernfalls die einzige Zahl b==a. Damit ist Satz XI bewiesen.

Es moge hier noch der Begriff der k-fach unendlichen Zahlen-
folge und des k-fachen Grenzwertes Platz finden. Wie eine ein-
fache Zahlenfolge {a,} durch eine Abbildung der Menge der natiir-
lichen Zahlen in die Menge der reellen Zahlen, so entsteht eine
k-fach ugendliche Folge {an,,n,..., n,} durch eine Abbildung der
Menge aller k-gliedrigen Folgen =, m,, ..., n, natiirlicher Zahlen
in die Menge der reellen Zahlen. Nach § 2 Satz IX ist die Menge
aller Glieder einer k-fach unendlichen Folge abzihlbar.

Wir nennen die Zahl a den k-fachen Grenzwert von {au,, ,,... . }:

Q== lim anl,n,,...,nk’
N=®,..., N =0®
wenn zu jedem p <Ca solche Indizes =, n,’,...,n, gehoren, daB:
Gy g, >p  fir n >a' .., n,>n/,
und zu jedem ¢ >>a solche Indizes n,”, n,”, ....,n,”, daB:
Unyong,. ol g  fir n, >n", ... 0, >n".

Fiir k-fache Grenzwerte gelten Sitze, die den Sitzen V bis VIII
vollig analog sind.

Eine k-fache Folge, die einen k-fachen Grenzwert besitzt, heiBt
konvergent, und zwar eigentlich konvergent, wenn dieser Grenz-
wert endlich ist.

Eine bekannte Anwendung findet die Lehre von den (einfachen
und mehrfachen) Grenzwerten in der Theorie der (einfach- und mehr-
fach-) unendlichen Reihen: Aus der Folge {a,} leiten wir eine neue
Folge {s,} her durch die Vorschrift:

§=a;; $,=Sp—1-Fa, (@>1).
Ist {s,} konvergent (eigentlich konvergent):

lims,=3s,
n=ow
so schreiben wir:
@®

a1—|-a2—§—...—f—an—|—...=2a”=s,

n=1
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und sagen, die linksstehende unendliche Reihe sei konvergent') (eigent-
lich konvergent); die Zahl s heift ihre Summe, die Zahl s, ihre
n-te Teilsumme,

Aus der k-fachen Folge {a,, »,, ..., n,} Wird ebenso eine k-fache
Folge {su, u,, ..., n, hergeleitet durch:

n; fig "y

Sy g, .oy 0y — 2, 2, é;avl, Vgy cees Vg

v1=1r,=1 =1

Ist {u, ns, ..., n, y Konvergent (eigentlich konvergent):

lim Sy, May ey g =8,
n=®, ..., B =
so schreiben wir:
@
Zan, Vg ooy ¥g =Sy
Y1y Voo ¥y =1

und nennen wieder die k-fach unendliche Reihe links konvergent
(eigentlich konvergent), die Zahl s ihre Summe, die Zahlen s, ,,
ihre Teilsummen,

§ 6. Haufungswerte reeller Zahlen.

Die Zahl a heiit ein Haufungswert der Zahlenmenge %, wenn

es in Y einen abzahlbaren Teil a,, a, ..., a,, ... gibt, so daB:
lima,—=a,
n=ouw

sie heit ein Hiufungswert der Zahlenfolge?) {a,}, wenn es in
{a,} eine Teilfolge {a, } gibt, so daB:

lim a,, == a.
Aus dieser Definition folgt sofort, da8 jeder Haufungswert
eines Teiles von 9 (einer Teilfolge von {a,}) auch Hiufungswert
von ¥ (von {a,}) ist.

Satz 1. Damit a Hiufungswert von % (von {a,}) sei, isb
notwendig und hinreichend, dafl, seieszu jedem Intervalle

1) Dies weicht von der iiblichen Términologie in derselben Weise ab, wie
fiir die Zahlenfolgen. Vgl. S. 32, Fufin. ?).

?) Sind unendlich viele a,=a, so ist @ Haufungswert von {a,}, nicht
aber notwendig H#ufungswert der von den a, gebildeten Zahlenmenge (die,
wenn z. B. alle a,= a sind, nur aus der Zahl a besteht, und demnach keinen
Hiufungswert hat).

g%
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(p, a], sei es zu jedem Intervalle [a, g), unendlich viele
Zahlen von % (unendlich viele Glieder von {a,}) gehéren?).
Die Bedingung ist notwendig, denn ist ¢ H#ufungswert von
%A, so gibt es in U einen abzihlbaren Teil a/, ), ..., a,/, ..., s0
daB
lima,'=a.
fn=0o
Dann gilt, wenn p <a:
a, >p fiir fast alle n;
wenn g > a:
a,/<q fir fast alle n.

Gibt es also ein Intervall (p, a], das nur endlich viele a,’ ent-
hélt (oder gibt es kein Intervall (p, a]), so muB jedes Intervall
[a, g) unendlich viele a,” enthalten, womit die Behauptung be-
wiesen ist. )

Die Bedingung ist hinreichend. Angenommen in der Tat, es
enthalte etwa jedes Intervall (p, a] unendlich viele Zahlen aus %A2).
Sei {p,} eine stets wachsende Zahlenfolge mit:

(0) limpn=a' (pn<a’)'
n=0o

Dann gibt es in (p,, @) einen Punkt a’ von 9, im Durch-
schnitt von (a,, a) und (p,, a) gibt es einen Punkt a,’ von 9, all-
gemein, wenn ay—1<a gebildet ist, gibt es im Durchschnitte von
(an—1,a) und (p,, a) einen Punkt a,” von 9. Aus (0) folgt:

lima/ =a,

n=oo0
also ist o Haufungspunkt von 9, und Satz I ist (fiir Zahlenmengen)
bewiesen. Analog verliuft der Beweis fiir Zahlenfolgen.

Satz II. Jede unendliche Zahlenmenge (Zahlenfolge)
besitzt mindestens einen Haufungswert.

Es geniigt, den Beweis fiir Zahlenfolgen zu fithren. Denn jede
unendliche Zahlenmenge 9 besitzt (§ 2, Satz III) einen abzéihlbar-
unendlichen Teil a,, a,, ..., a,, ...; und dann ist (da diese a, alle
untereinander verschieden sind) jeder Haufungswert von {a,} auch
ein Héufungswert von 9.

) Ist a =400, gibt es keine Intervalle [a, ¢); ist a = — 00, gibt es
keine Intervalle (p, a], so daB im ersten (zweiten) Falle unsere Bedingung
besagt: Jedes Intervall (p, 4-00] (jedes Intervall [— 00, ¢)) enthilt un-
endlich viele Zahlen aus %. Ist a endlich, so besagt unsere Bedingung: jedes a
enthaltende Intervall (p, ¢) enthdlt unendlich viele Zahlen aus %.

?) Wie der Beweis zeigt, geniigt es zu wissen, daB jedes Intervall (p, a)
mindestens eine Zahl aus U enthilt.
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Sei also eine unendliche Zahlenfolge {a,} gegeben. Ist +-co
oder — oo Haufungswert von {a,}, so ist die Behauptung richtig.
Andernfalls gibt es ein Intervall (p, H4-oco] und ein Intervall
[— o0, ¢), deren jedes nur endlich viele a, enthélt. Dann aber
miissen zu [g, p] unendlich viele a, gehdren. Da [q, p] Ver-
einigung endlich vieler Intervalle der Lidnge 1 ist, gibt es in
[g, p] ein Teilintervall [q,, p,] der Lénge 1, das gleichfalls unend-
lich viele a, enthélt, ebenso in [q,, p,] ein Teilintervall [q,, ,)
der Linge }, das unendlich viele @, enthilt, und indem man so
weiter schlieBt, kommt man zu einer eingeschachtelten Folge von

Intervallen [q,, p,], deren jedes die Linge %’ hat und unendlich viele
a, enthilt. Nach § 5, Satz XI gibt es eine allen [g,, p,] an-

n
gehorende Zahl a. Wir behaupten: sie ist Haufungswert von {a,}.
Zufolge Satz I (FuBn. ')) geniigt es zu zeigen: Zu jedem a enthalten-

den Intervalle (2, #”) gehéren unendlich viele a,. Da nun [g,, p,]
die Liinge % hat und o enthalt, liegen fast alle [g¢,, p»] in (&, «”).

Und da jedes [g,, p,] unendlich viele @, enthilt, ist die Behaup-
tung und damit Satz II bewiesen.

Aus Satz II folgt unmittelbar:

Satz I1I. Gibt es in [p, g] keinen Hiufungswert von 9 (von
{a,}), so gibt es in [p, ¢] nur endlich viele Zahlen von %
(Glieder von {a,}).

In der Tat, andernfalls gibe es in [p, ¢q] einen unendlichen
Teil &' von . Nach Satz II hiitte U’ einen, offenbar gleichfalls zu
[», q] gehorigen Haufungswert, der auch Hiufungswert von % wire,
entgegen der Annahme.

Satz IV. Unter den Hiufungswerten einer unendlichen
Zahlenmenge (Zahlenfolge) gibt es einen gréBten und einen
kleinsten.

Sei in der Tat A' die Menge aller Haufungswerte der unend-
lichen Zahlenmenge 9. Wir bezeichnen die obere Schranke von A*
mit G, und zeigen: G ist Hiufungswert von 9A.

Angenommen G wire nicht Héufungswert von 9, gehdrte also
nicht zu 9. Da G obere Schranke von %%, muB dann zu jedem
Intervalle (p, G) eine Zahl von %', d.h. ein Haufungswert von %
gehdren; dann aber enthdlt jedes Intervall (p, @) unendlich viele
Zahlen aus 9, und es ist G Hiaufungswert von U, entgegen der An-
nahme,

Die Annahme, G sei nicht Hiufungswert von U, fiihrt also
zu einem Widerspruche, d.h. G ist Haufungswert von 9, und als
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obere Schranke von %' dann notwendig der gréBte Haufungswert
von .

Ebenso zeigt man, dafl die untere Schranke von %! der kleinste
Héufungswert von 9 ist, und Satz IV ist bewiesen.

Grofiter und kleinster Héufungswert von 9 (von {a,}) werden
als Limes superior und inferior von % (von {a,}) bezeichnet, in
Symbolen:

lim 9, lim 9; liTna”, lima,.

fn=w n=w

Sie heien auch die Hauptlimiten von % (von {a,}).

Der Limes superior ist vollig charakterisiert durch die beiden
Ungleichungen') (Analoges gilt fiir den Limes inferior):

1. Ist q>ii‘5a”, so ist:
n=ow
™ a,<g fir fast alle a,.
2. Ist p<man, so ist:
n=ow
**) a,>p fiir unendlich viele a,.
Aus der Definition der Hauptlimiten folgt unmittelbar:
. <_.—' .
(%) :l?.; a, < ,}f& a,
lim (— a,)=—lima,.
() ”1:%( a,)=—lima,

Die Hauptlimiten von Zahlenfolgen sind einer Darstellung fihig,
die bei Vergleich mit § 1, Satz IV und V die Analogie dieser Be-
griffsbildung mit dem Begriffe der oberen und unteren Gemeinschafts-
grenze einer Mengenfolge deutlich hervortreten 1a8t:

Satz V. Seien a, und g, obere und untere Schranke der
Folge:

(1) A, Ani1, ... Onty, ...

Dann ist:

2 lima,=lima,; lima,=lima,.
n=ow n=oo E; n=ow

Um etwa die erste dieser Formeln zu beweisen, bemerken wir,
daB {a,} monoton abnimmt, also nach § 5 Satz IX konvergent ist;
etwa:
® i

1) Wir schreiben sie nur fiir eine Folge {a,.} auf; fiir eine Menge U gilt
dasselbe.
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Um nachzuweisen, daf
(4) a=Ilima,,
n=aw
haben wir zu zeigen, dal a die beiden charakteristischen Eigen-
schaften (*) und (**) besitzt. Sei also ¢ >a, dann ist wegen (3):

En<q fiir fast alle =,
daher um so mehr:
a,<q fir fast alle =,
und (¥) ist nachgewiesen. Ist andrerseits p <a, so ist (weil {a,}

monoton abnimmt):
a,za>p fir alle n,

und da a, obere Schranke der Zahlen (1), gibt es unter diesen eine

aw >p (W' =n).
Da dies fiir jedes n gilt, so ist also:

a,>p
fir unendlich viele Werte »' von n erfiillt, und es ist auch (**) be-

wiesen. Damit ist auch (4) und also auch die erste Beziehung (2)
nachgewiesen. Analog beweist man die zweite.

Satz VI. Seien a,,, und g, , groBte und kleinste unter
den Zahlen:
Op> Cpgys oo Qg
Dann ist:
6) lima, =lim (limg,, ,); lima,=lim(lima,, ).
n=ow n=w k= n=o n=w k=w

In der Tat, da die Folge a,, ,, @, 4, ..., @, ... monoton
wichst, ist sie nach § 5, Satz IX konvergent, etwa:
(6) lima, ,=a7 und a, , <ap.
k= -

Hat a, dieselbe Bedeutung wie in Satz V, so ist:

a,, ,<a, fir alle k,
daher wegen (6) auch:

W) am<a,.
Wire nun o <a,, so gibe es ein p:
(8) a:< p < ﬁn’

und wegen (6) wire:
a,, ,<p fir alle k,

d. h. alle Zahlen (1) wéiren < p, im Widerspruche damit, da8 nach (8)
ihre obere Schranke a,>>p ist. Also gilt in (7) das = Zeichen:
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an=a,. Setzt man dies unter Beachtung von (6) in (2) ein, so
erhilt man die erste Gleichung (5), und analog beweist man die
zweite.

Satz VII. Fiir die Hauptlimiten von Summen (Produkten)
gelten die Ungleichungen (vorausgesetzt, daB die darin
auftretenden Ausdriicke einen Sinn haben):

® limg —}—llmb <hm +b”)<llm an—}—hmb
(**) {Ean—{—Eb <lm(a,+b,)<lima, +11mb
n=ow =00 n=ow ”——

ferner wenn ¢,>0, b, =0:

(***) limg,-lim), <lima,bd, <11ma b,<lima,-limb,.

”_ ”~ ”_ P n=w Nn=1

Es wird geniigen, die Ungleichung (*) zu beweisen. Um zunichst
ibre rechte Hilfte zu beweisen, haben wir zu zeigen: ist

(1) z>lim a,‘—}-]iﬁ b,
n=aw n=oo
so ist:
(2) a,+b,<z fir fast alle n.

In der Tat, geniigt 2 der Ungleichung (1), so gibt es 2’ und 2”,
so dafl:

Z>lima; 2/ >limb; 74+2'<z.
n=o fn=w
Dann aber ist

a,<7 und b,<7" fiir fast alle n.

Damit aber ist (2) bewiesen.
Um die linke Halfte von (*) zu beweisen, haben wir zu zeigen: Ist

(3) z<lima —-}— hm b,
so ist: =
4) a,~+b,>>z fir unendlich viele n.

In der Tat, geniigt z der Ungleichung (3), so gibt es 2’ und 2/, so daB:
Z<lima,; z"<_117n.1b”; 242>z
o n=w

n=o
Dann ist:
a,>7 fir fast alle n; b,>>2" fir unendlich viele n,

womit (4) bewiesen ist.
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Satz VIII. Damit die Folge {a,} konvergent sei, ist not-
wendig und hinreichend, dafl sie nur einen Hiufungswert
besitzt, oder — was dasselbe heilt — daB:

lima, =lima,.

n=wo n=w

Die Bedingung ist notwendig. Sei in der Tat die Folge {a,}
konvergent:
) lima,=a.

n==0w

Ist dann o’ ein Haufungswert von {a,}, so gibt es in {a,} eine
Teilfolge {a, }, so daB:

L] — !
hma”v—a.

VY=o

Aus (f) aber folgt:

lima, =a.

Also ist fiir jeden Haufungswert o' von {a,}:
d=a.
Die Bedingung ist hinreichend. Sei in der Tat:

lim g, =lima,=a.

n=owo n=wm
Ist p<<a, so gilt dann:
) a, > p fir fast alle n;
ist ¢ > a, so gilt:
(F11) a, < q fiir fast alle n;

die Ungleichungen (1) und (1f) aber besagen: es gilt (1), d. h. {a,}
ist konvergent. Damit ist Satz VIII bewiesen.

Wir beweisen nun die bekannte Cauchysche Bedingung fiir
eigentliche Konvergenz einer Zahlenfolge.

Satz IX. Damit die Folge endlicher Zahlen {a,} eigent-
lich konvergent sei, ist notwendig und hinreichend, daB
es zu jedem ¢>0 ein n, gibt, so daB?):
™ | aw — anr | <& fir o >mng, 0’ = n,.

Die Bedingung ist notwendig; denn ist

lima,=a (a endlich),

N=w
so gehdren fast alle a, zu (a —-% , a—- %) , womit (*) nachgewiesen ist.

) Die Bedingung (*) ist gleichbedeutend mit:
lim (@ — @) =0.

n=ow, n' =w
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Die Bedingung ist hinreichend; denn ist sie erfiillt, so ist:

an, — &< a, < an,+¢ fiir n>mn,,
so daBl die Folge {a,} jedenfalls keinen unendlichen Grenzwert
hat. Wire sie andererseits iiberhaupt nicht konvergent, so gibe es
(Satz VIII) 2 und 2”, so daB:
!_iEa”<z'<z"<li71 a,,
n=ow n=wo
und es wire
ay <7 fiir unendlich viele #,
@y > 2" fiir unendlich viele #”.
Wenn 0<le<7'— 2, ware also
Gy — @y > ¢ fiir unendlich viele #’, n”,

entgegen der Annahme (*). Die Folge {a,} ist also weder oszillierend,
noch hat sie einen unendlichen Grenzwert; also ist sie eigentlich
konvergent. Damit ist Satz IX bewiesen.

Satz X. Damit die Folge endlicher Zahlen {a,} eigent-

lich konvergent sei, ist notwendig und hinreichend, daB
es zu jedem £ >0 ein n, gibt, so daB:

| Gp — an, | <& fiir n>n,

Die Bedingung ist notwendig. Dies ist in Satz IX enthalten.
Die Bedingung ist hinreichend. Denn ist sie erfiillt, so gibt

&

es zu ; ein m,, SO daB:
& | & fii r > ”
|“n""‘ano[<§: i“”"_“no’<§ ur ' = ny, n° = ng,
und mithin:

| — e | <& fiir o Zmy, 0’ >0y

dies aber ist die Bedingung von Satz IX.

Wir definieren noch die Hauptlimiten von k-fach unendlichen
Folgen, und zwar in Anlehnung an die charakteristischen Eigen-
schaften (¥), (**) S. 38 der Hauptlimiten von Folgen {a,}. Sei
{@u,, ns, ..., n,y eine k-fach unendliche Folge. Wir nehmen einen
Schnitt 9, 4 %, in der Menge der reellen Zahlen vor, indem wir in
%, alle Zahlen z aufnehmen, zu denen es Indizes #,, u), ..., nk
gibt, derart daB:

i3 ’ ’ ’
Ay, gy oo w2 TUT 0y 200, my 2>mG, oon, n W

Die diesen Schnitt hervorrufende Zahl (§ 5, Satz III) bezeichnen
wir mit:
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lim Un,, ny,

ey Mgt
Ny =P, ..., fix =X

Nehmen wir hingegen in %, alle z auf, zu denen es Indizes #, nj,
cors my, gibt, so daB:
. ,” ” ”
Unyy gy o ymp <2 fUT 0y >0, my >0y, o0, m, >0,

so bezeichnen wir die den Schnitt %, - %, hervorrufende Zahl mit:

lim Gny, n,
N =®..., B =
In Analogie zu Satz VIII gilt dann:
Satz XI. Damit die Folge {an, »,, ..., n,} konvergent sei,
ist notwendig und hinreichend, daB:

veey NE

(T) lim Onyy mgy ooy g — lim An,, ng, ..

o
=, ..., Np=0 NI==W, ..., B =0

Die Bedingung ist notwendig. Denn ist sie nicht erfillt, so
gibt es 2 und ¢’, so daB:

im g, ., . <Z<Z< lm  a,,.

M=, ., = m =0, ..., =®

» Npt

Wie immer auch #,, ng, ..., n, vorgeschrieben sein mogen, gibt es
dann Indizes:

n'=mny, oo, W=, und ai>ny, o, w20,
so dafi:
(N
“n'l,n'e,...,»;céz; An}, n;',...,oz;c’._z_z”
es kann also {au,, u,, ..., n, } keinen Grenzwert > 2’ und keinen Grenz-
wert <2, also wegen 2’ <(Z” iiberhaupt keinen Grenzwert haben.
Die Bedingung ist hinreichend. Denn nennen wir den ge-
meinsamen Wert (1) der Hauptlimiten: a, so gibt es nun zu jedem
p<a Indizes o}, o}, ...., n; so daB:

" » .
Onyy mgy ooy mp P f0T 0 =00, ool 2

zu jedem ¢ >>a Indizes n}, n, ..., nx, so daB:
ve ” 4
Ay, ng, ..., g <gq fir Ny 2Ny oens My 2N

Das aber heilit:

lim Any, ngy ovvs n — By
M=o, ..., n =

und Satz XI ist bewiesen.
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§ 7. Die Michtigkeit des Kontinuums.
Sei g eine natiirliche Zahl >>1. Eine Zahl der Form:

e , e e
1 e+ 2-2 L. -k,
() - R
worin ¢, irgendeine ganze Zahl®), e,, ¢,, ..., ¢, aber der Ungleichung

(2) 0<e,=g—1

geniigende ganze Zahlen sind, nennen wir einen endlichen System-
bruch der Grundzahl g, oder kurz einen endlichen g-Bruch.
Unter einem unendlichen Systembruch der Grundzahl g (einem
unendlichen g-Bruch) verstehen wir eine unendliche Reihe der
Form?):

G4 b En
(3) Wt 2Rt

in der die ¢, dieselbe Bedeutung haben, wie in (1). Ist iiber die
Grundzahl kein Zweifel, so schreiben wir statt (1) und (3):

(4) € €1 €q. € €€ 6y ...C. ..}

e, bezeichnen wir als ,n-te Stelle. Wir nennen ¢,-¢, ¢,...¢, den
n-ten Naherungsbruch von ¢,-e,¢,...¢,.... Bekanntlich gilt:

Satz I. Jeder endliche g-Bruch ist gleich zwei und nur
zwei unendlichen g-Briichen, ndmlich (wenn ¢, > 0):

(8) ey-e e...6,==¢5€6..600..0...
=ey e 6...(6,—1)(g—1)(g—1)...(¢9 —1)...
Satz II. Zweiunendliche g-Briiche, in denen nicht durch-
wegs entsprechende Stellen iibereinstimmen, sind nur dann

einander gleich, wenn sie gleich demselben endlichen
g-Bruch sind, und somit die Form (5) haben.

SatzIlI. Fiir einen unendlichen g-Bruch besteht die
Ungleichung:

: 1
(8) G ey, eyl e, . e ez...e”—f—;"-.

1) Sie kann auch negativ sein.
?) Bekanntlich zeigt man durch Vergleich mit der geometrischen Reihe

L.
29 ;_”l die eigentliche Konvergenz der Reihe (3).

n=1



Einleitung. § 7. Die Miochtigkeit des Kontinuums. 45

Satz IV. Jede endliche reelle Zahl z kann durch einen
unendlichen g-Bruch dargestellt werden:

2==¢y-€6...6,..

Die Michtigkeit der Menge aller in [0, 1] enthaltenen reellen
Zahlen bezeichnen wir mit ¢, und nennen sie die Machtigkeit des
Kontinuums?). Wir behaupten:

Satz V.?) Ist e eine endliche Miachtigkeit >>1, so ist:

(7 ¢ =eMo.

Wir betrachten die Menge € aller unendlichen Systembriiche
der Grundzahl e, in denen e,==0 ist. Sie ist gleichméchtig der
Menge aller Belegungen (§1, S.1) der Menge 1, 2, ..., n, ... mit
den Elementen der Menge 0, 1, 2, ..., e—1, und hat daher (§ 2,
S. 7) die Michtigkeit e¥. Wie die Sitze I, II, IV lehren, ist jede
Zahl aus [0, 1] gleich einem und nur einem unendlichen Systembruche
aus €, ausgenommen die in (0,1) enthaltenen endlichen e-Briiche,
die gleich zwei unendlichen Systembriichen aus € sind. Da aber
jeder endliche Systembruch rational ist, gibt es ihrer (§ 2, Satz VI
und VII) nur abzéhlbar viele. Es ist also § Vereinigung einer mit
[0, 1] gleichméchtigen und einer abziéhlbaren Menge, also sind
(§ 2, Satz X) G und [0, 1] gleichméchtig. Da aber . die Machtig-
keit eMo hat, ist Satz V bewiesen. Es folgt nun leicht:

Satz VI. Fiir die Michtigkeit des Kontinuums gilt die
Ungleichung:

C >N

In der Tat, man setze in (7) e==2 und wende Satz XII von

§2 an.

Satz VII. Jedes beliebige (abgeschlossene, offene, halb-
offene) Intervall hat die Méachtigkeit c.
In der Tat, sei zunichst [a, b] ein abgeschlossenes, endliches
Intervall. Durch:
d=a+4 (b—a)x

wird eine eineindeutige Abbildung zwischen den Zahlen x von [0,1]

1) Sie wurde zuerst betrachtet von G. Cantor, auf den die folgenden
Sitze zuriickgehen.

?) In Satz V ist die Aussage enthalten: Die Menge aller Teilfolgen
einer unendlichen Folge {a,,g hat die Machtigkeit c. In der Tat, die

Menge aller Teilfolgen von {a,} hat nach §2, Satz XI die Michtigkeit
2o — ¢,



46 Die reellen Zahlen.

und den Zahlen 2’ von [a, b] hergestellt; also sind [0, 1] und [a, b]
gleichmiichtig, d. h. auch [a, b] hat die Michtigkeit c.

Da (a, b), [a,b) und (a, b] sich von [a,b] nur durch endlich
viele Elemente unterscheiden, sind sie (§2, Satz X) mit [a, 3]
gleichméchtig, haben daher auch die Michtigkeit c.

Durch o =e %
wird eine eineindeutige Abbildung von [0, +co) und (0,1], durch
x=tgx
—g,g) und (— o0, + 00) hergestellt. Es haben

also auch [0, 00) und (— o0, -+ o) die Michtigkeit ¢, woraus nun
Satz VII ganz allgemein ohne weiteres folgt.

Satz VIII. Es gelten, wenn e eine endliche Michtigkeit
>0 bedeutet, die Rechnungsregeln:

eine solche von (

erc==C¢; Ny C=¢,

In der Tat, die erste besagt: die Summe endlich vieler Mengen
der Michtigkeit ¢ hat die Méchtigkeit c. Man zerlege, um dies ein-
zusehen:

2

. =[0)+ [5.2) +..+ [, 1).

e b

Die zweite Regel besagt: die Summe abzihlbar unendlich vieler
Mengen der Michtigkeit ¢ hat die Méchtigkeit ¢. Man zerlege, um
dies einzusehen:

[0, --00) =[0, 1) - [1, 2) F... [, n 1) ...

Satz IX. Die Vereinigung 8 abzihlbar vieler Mengen
der Michtigkeit ¢ hat die Maichtigkeit c.

In der Tat, ist ¥ Vereinigung abziéhlbar vieler zu je zweien
fremder Mengen der Michtigkeit ¢, so ist die Behauptung durch
Satz VIII bewiesen. Sind diese Mengen nicht zu je zweien fremd,
8o gilt daher fiir die Méchtigkeit » von %:

p<c.

Da aber B Teile der Michtigkeit ¢ hat, so ist andererseits:
>,

und daher (§ 4, Satz XXI) p==c, wie behauptet.

Satz X. Es gelten, wenn e eine endliche Miachtigkeit
>0 bedeutet, die Rechnungsregeln:

CS=C§ c§0=c; N5°=C.
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In der Tat, unter Benutzung von Satz V, und von § 2 Satz I
und V hat man:

ct = (e“o)e = QNO'C S QNO =,

CR°= (e“o)"o = eNO'Ro = eﬁo =(.
Ferner ist (Satz V, und § 2, Satz I),
c=elo <o cMo=c,.

woraus (§ 4, Satz XXI) nfo=rc folgt.

Diese drei Rechnungsregeln koénnen der Reihe nach in folgende
Sétze gekleidet werden:

Satz XI. Ist k eine natiirliche Zahl, so hat die Menge
aller k-gliedrigen Folgen reeller Zahlen (eines beliebigen
Intervalles) die Machtigkeit c.

Satz XII. Die Menge aller unendlichen Folgen reeller
Zahlen (eines beliebigen Intervalles) hat die Madchtigkeit c.

Satz XIII. Die Menge aller unendlichen Folgen natiir-
licher (oder rationaler) Zahlen hat die Machtigkeit c.

Bezeichnen wir in gewohnter Weise jede endliche reelle Zahl,
die nicht rational ist, als irrational, so gilt der Satz:

Satz XIV. Die Menge aller irrationalen Zahlen eines
beliebigen Intervalles hat die Michtigkeit c.

In der Tat, die Menge aller rationalen Zahlen ist abzdhlbar,
also haben (§ 2, Satz X) in jedem Intervalle die Menge aller irra-
tionalen Zahlen und die Menge aller Zahlen die gleiche Mich-
tigkeit, und diese ist ¢ nach Satz VIL

Ganz ebenso beweist man:

Satz XV. Die Menge aller jener Zahlen eines Intervalles,
die nicht endliche Systembriiche einer gegebenen Grund-
zahl g sind, hat die Méachtigkeit .

§ 8. Anordnungssitze.
Wir beweisen nun einige Anordnungssitze iiber reelle Zahlen,
Durch Anwendung von § 3, Satz I erhalten wir:
Satz I. Die Menge aller der GréBle nach geordneten
rationalen Zahlen eines Intervalles (a, b):
¥ vor v wenn <7y

hat den Ordnungstypus 7.
Wir haben zu dem Zwecke nur nachzuweisen, daB die betrachtete
Menge die Voraussetzungen von Satz I, § 3 erfiillt: Sie ist abzihlbar
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nach § 2, Satz VI und II. Sie hat kein erstes und kein letztes
Element; denn ist » irgendeine rationale Zahl aus (a, b), so gibt es
nach § 5, Satz I ein rationales +' und +”, so daB:

a<ov <r<+s"<b.

Sind ferner r' < +” zwei beliebige rationale Zahlen aus (a, b), so gibt
es zwischen ihnen ein rationales r:

Y <rlr".
Damit sind die Voraussetzungen von Satz I, § 3 verifiziert, und Satz I
ist bewiesen.
Ganz ebenso beweist man:
Satz II. Die Menge aller der Gré8e nach geordneten end-

lichen Systembriiche von gegebener Grundzahl im Inter-
valle (@, ) hat den Ordnungstypus 7.

Wir bezeichnen mit » den Ordnungstypus der Menge aller der
Groe nach geordneten, endlichen, reellen Zahlen. Dann gilt:

Satz III. Die Menge aller, der GréBe nach geordneten
Zahlen eines beliebigen Intervalles (a,b) hat den Ord-
nungstypus x.

In der Tat, sind a<Zb endlich, so ist durch

22 —b—a
2(b—a)
eine dhnliche Abbildung von (a, b) auf (—oo, o) gegeben, durch:

¥=tgn

=Ilg(x—a) bzw. '=—Ig(b—=zx)

eine &hnliche Abbildung von (4, +-o0) und von (— oo, b) auf (— oo, +-00),
womit Satz IIT bewiesen ist.

Wir bezeichnen mit ¢ den Ordnungstypus der Menge aller der
Grofie nach geordneten irrationalen Zahlen.

Satz IV. Sei®B eine Menge vom Ordnungstypus %, % einer
ihrer Teile von folgenden Eigenschaften:

1. % hat den Ordnungstypus #;

2, zwischen je zwei Elementen von 8 liegt mindestens

eines von 9;
dann hat $— % den Ordnungstypus «.

In der Tat, da % den Ordnungstypus # hat, gibt es (§ 3, Satz I)
eine &hnliche Abbildung A von U auf die Menge R der ihrer GriBe
nach geordneten rationalen Zahlen; sei r, die durch 4 dem Elemente «
von 9 zugeordnete rationale Zahl.
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Sei nun b ein Element von $— %, und seien %," und Ay die
Mengen aller der Relation

a’ vor.b bzw. b vor a”

geniigenden Elemente von 9. Durch 4 werden %; und %; abge-
bildet auf zwei Teile R}, und R} von R, und es ist:

v <", wenn o' in R}, »” in K.

Wir zeigen, daB 9, und somit auch ®,” nicht leer ist'): Weil
B den Ordnungstypus » hat, gibt es kein erstes Element von %, es
gibt also ein Element ¥’ vor b, und nach Voraussetzung 2. ein Ele-
ment &’ von 9 zwischen b’ und b; dann gehért aber &' zu 9%, so
dal 9," nicht leer ist.

Sodann zeigen wir: in %,’ und somit in R, gibt es kein letztes
Element?). In der Tat, ist o' in 2/, so ist o’ vor b, und nach Voraus-
setzung 2. gibt es zwischen o’ und b ein Element von 9, das dann
notwendig zu %, gehort: also war o’ nicht letztes Element von 91,

Nun ist durch:

R==R -+ Ry
ein Schnitt in R gegeben; sei «, die ihn hervorrufende Zahl (§ 5, Satz III).
Da weder %} noch R leer, ist x, endlich; da es in %} keine groBte,
in R keine kleinste Zahl gibt, ist x, irrational,

Wir behaupten weiter: es ist

ay, < %p,, wenn b, vor b,.

In der Tat, nach Voraussetzung gibt es dann ein Element a von
9% zwischen b, und b,. Die durch 4 zugeordnete rationale Zahl r,
gehdrt dann einerseits zu R, andrerseits zu R},; es ist also:

wbl <ra; wb.>ra’

Loy < Ly

woraus sofort

folgt.

Hierdurch ist also eine &hnliche Abbildung B von 8 -— 9 auf
einen Teil H* der Menge § aller der GroBe nach geordneten irratio-
nalen Zahlen gegeben.

Wir haben nur noch zu zeigen, dafl H$* = $ ist. Angenommen,
es gibe in  ein z, das in B— A kein Urbild hat. Seien R’ und
R” die Menge aller rationalen Zahlen +' <z bzw. v’ >z, und %/,
%" die ihnen vermége A entsprechenden Teile von 9. Wenn x kein

1) Analog zeigt man es fiir %7 und R},
) Und analog in 9} und R} kein erstes.
Hahn, Theorie der reellen Funktionen. I. 4
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Urbild in 88— % hat, gibt es in 8 — U kein Element zwischen 9’
und %”. Das aber ist unmoglich; denn da B den Ordnungstypus x
hat, gibt es eine &hnliche Abbildung C von B auf die Menge & aller
der GroBe nach geordneten endlichen reellen Zahlen. Seien & und
®” die vermége C aus %' und 9U” entstehenden Teile von ®; die
obere Sehranke k von & liegt zwischen ® und ®”, und ihr ent-
spricht vermdge C' ein Element von B, das zwischen %' und %" liegt.
Damit ist Satz IV bewiesen.

Aus Satz IV folgt nun bei Berufung auf Satz I, II, III ohne
weiteres:

Satz V. Die Menge aller irrationalen Zahlen eines be-
liebigen Intervalles (a, b) hat in ihrer natiirlichen Anord-
nung den Ordnungstypus ¢, ebenso die Menge aller Zahlen
eines Intervalles (a, b), die nicht endliche Systembriiche
einer gegebenen Grundzahl ¢ sind.

Wir beweisen endlich noch:

Satz VI. Ist o eine Ordinalzahl, so gibt es dann und nur
dann eine in ihrer natiirlichen Anordnung wohlgeordnete
Menge reeller Zahlen vom Ordnungstypus ¢, wenn « zur
Zahlklasse 3, oder 3, gehort.

In der Tat, hat die Zahlenmenge % den Ordnungstypus o, so
gibt es (§ 4, Satz VIII) eine #hnliche Abbildung ihrer Zahlen auf die
Menge aller Ordinalzahlen 8 < a. Ist x; die der Ordinalzahl 8 zu-
geordnete Zahl von 9, so ist:

xg<xg, wenn f<pf.

Die Intervalle (xg, xsy,) sind dann zu je zweien fremd; es kann ihrer
also (§ 5, Satz IT) nur abzihlbar viele geben. Es gibt also auch nur
abzéhlbar viele f# < «, d. h. ¢ gehort zu 3§, oder 8,.

Nehmen wir umgekehrt an, a gehore zu 3, oder 8,. Wir fiihren
den Nachweis, dal es dann eine Zahlenmenge 9 gibt, die in natiir-
licher Anordnung den Ordnungstypus ¢ hat, durch Induktion (§ 4,
Satz XIX).

Die Behauptung ist richtig fiir ¢ =0.

Angenommen, sie sei richtig fiir jedes o' <“«, wo a eine Zahl
aus 31—}—32 (d h a<w,). Ist ¢ eine isolierte Zahl, so gibt es
dann eine Zahlenmenge vom Ordnungstypus a — 1. Indem wir nétigen-
falls eine &hnliche Abbildung von [—o0, +00] auf [0,1] vor-
nehmen, kénnen wir annehmen, sie liege in [0, 1]. Fiigen wir ihr
dann als @, noch eine Zahl >>1 hinzu, so erhalten wir eine Menge
vom Ordnungstypus «.
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Ist hingegen « eine Grenzzahl, so gibt es nach § 4, Satz XVII
eine Ordinalzahlfolge {a,}, so daB

a,<@y+1 und limea,=aqa.

Dann ist auch o, < «, und es gibt daher nach Annahme eine Zahlen-
menge 9, vom Ordnungstypus a,, von der wir ohne weiteres an-
nehmen koénnen, sie liege in [v —1,%). Seien
) (B<e, of <af, wen f<f)
die Zahlen von 9,. Wir lassen, wenn » > 1, aus %, alle x}”) B<<dy—1)
weg, wodurch 9, entstehe. Die Menge der Zahlen aus
A=A, + % +...+%W+...

hat, in natiirlicher Reihenfolge, den Ordnungstypus «. Damit aber
ist Satz VI bewiesen.



Erstes Kapitel.

Punktmengen.
§ 1. Metrische Riiume.

Wir nennen eine Menge R irgendwelcher Elemente einen me-
trischen Raum?®), wenn jedem Paare von Elementen a, b der Menge %
eine endliche Zahl r (a,b) zugeordnet ist von folgenden Eigen-
schaften:

1. r(a, b)=r(b, a).

2. r(a, b)=0, und zwar = 0 dann und nur dann, wenn a =1>.

8. Fir je drei Elemente a, b, ¢ von R gilt die Ungleichung?):
r(a,c)<r(a,b)4r(d,c).

Wir nennen dann die Elemente von Rt auch Punkte von 9,
demgem#f die Teile von ® Punktmengen; ferner heilt r(a,b) der
Abstand von a und b, und die in Eigenschaft 3. auftretende Un-
gleichung heiBt die Dreiecksungleichung. Das Komplement % — 9

eines Teiles A von R zu R nennen wir kurz das Komplement
von 9.

Die einfachsten und wichtigsten Beispiele metrischer Réume
sind die euklidischen Rdume. Wir bezeichnen als den k-dimen-
sionalen euklidischen Raum %, die Menge aller k-gliedrigen Folgen

1) Der Begriff stammt von M. Fréchet, Rend. Pal. 22 (1906), 17, 80, der
Name von F. Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre 211.
2) Fiir die meisten Anwendungen geniigt folgende Annahme: Es gibt eine
Funktion f(¢) der reellen Verénderlichen ¢ mit lil(l,l f(e)=0, so dafl aus:
e‘:

r(a,b)<g und r®,0)<p

r(a,¢) <f(e).
Vgl. hieriiber M.Fréchet a.a.0. 18 und Rend. Pal. 30 (1910), 22; H. Hahn,
Monatsh. f. Math. 19 (1908), 251.

folgt:
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endlicher Zahlen (z,,%,,...,%,), wenn als der Abstand der beiden
Punkte?):

a=(2y,%y,..., %), b=y, »¥)
definiert wird die Zahl?):

* 7(a,b)= V(xl — ) (@ — %)+ (e — )

In der Tat ist dann R, ein metrischer Raum: da die Eigenschaften 1.
und 2. offenbar erfiillt sind, mufl nur die Dreiecksungleichung:

(** V(z,—2z)+... + (2, — ) < Vie, —y,)* 4. + (&, — o)
+ V(y1 - zl)ﬂ +.oooF@— zk)a

nachgewiesen werden. Nun gilt bekanntlich, da die quadratische
Form in z, y:

k

k k k
Szt vgP =St -+ 2 S, zy+ iy
n=1 n=1

n=1 n=1
nie negativ ist, fiir ihre Determinante die Ungleichung:

k 13
2
Sz Dok —
n=1 n=1

K

2
unv”) =0,
1

n=

und somit auch:

x % % x k
Sat2V St St Sz St 20,0+ i),
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

und daraus durch Wurzelziehen:

(%) ‘/g_;?: —+. ‘/_k;% = ‘/—Z—k';;n +v,)%.

n= n=

Setzt man hierin:
U, =&, —Y,5 Vy=Y,—2

'n

so geht (***) in die zu beweisende Dreiecksungleichung (**) iiber.

Der euklidische R, ist nichts anderes als die Menge aller end-
lichen reellen Zahlen. In ihm nimmt die Abstandsdefinition (*) die
Form an:

r(a,b)=V(@—bF=|a—b|.

1) Die Zahl x, (n=1, 2, ..., k) heiBt die n-te Koordinate von a. Wir
gebrauchen im R, die Terminologie der analytischen Geometrie.

%) Wo nicht anders bemerkt, bedeutet das Wurzelzeichen stets die nicht
negative Wurzel.
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Sind a,, a,,...,a, und b,, b,,...,b, endliche, den Ungleichungen:
a,<b, (n=1,2,...,k)

geniigende Zahlen, so verstehen wir unter dem abgeschlossenen
Intervalle [a;,a,,..., a; b, by, ..., b,] des %, die Menge aller
Punkte (z,,,,...,x,), deren Koordinaten den Ungleichungen ge-
niigen: :

(1) an—é—‘”né”n (”=172’-~’ k)-

Wir verstehen unter dem offenen Intervalle (a,, a,, ..., a,; b,,
bys ..., b,), wobei nun die @, und b, auch unendlich sein konnen,
die Menge aller den Ungleichungen

(2) a, <x,<b, m=1,2,...,k

genligenden Punkte (z,, #,,...,,). Ebenso werden die halboffenen
Intervalle

[y, 0y oo @3 by, by, o0y b)) und (g, g, ..y a5 by, by, o, By

— wobei im ersten Falle die b,, im zweiten die a, auch unendlich
sein kénnen — definiert durch die Ungleichungen:

(8) a,Zwx,<b, a,<x,<b, (n=1,2,...,k).
Insbesondere ist:

?Rk=(—oo, — 00, ..., —O0; -l—oo, +OO, veny _l_oo).
Satz XI, § 7 der Einleitung lehrt nun sofort:

Satz I. Jedes Intervall des %, hat die Michtigkeit c.

Wir nennen den Punkt (z,, #,, ..., 2,) einen rationalen Punkt
des ®,, wenn seine simtlichen Koordinaten rational sind. Dann gilt:

Satz II. Die Menge aller rationalen Punkte eines Inter-
valles des R, ist abzahlbar-unendlich.

In der Tat, nach Einleitung § 2, Satz VI und II ist (wenn
a, <b,) die Menge aller einer der Ungleichungen (1), (2), (3) ge-
niigenden rationalen x, abzihlbar-unendlich. Satz IX, § 2 der Ein-
leitung ergibt daher die Behauptung.

Ordnen wir jedem Punkt (x,, x,,..., z;,) des %, den Punkt
(4, 2y .o+, Xxg—1) des Rx_y zu, so wird dadurch jede Punktmenge %
des R, abgebildet auf eine Punktmenge B des %;_;, die die Pro-
jektion von % in den R;__, der Punkte (x,,x,,..., xx—1) heibt.

Wir kehren zuriick zur Betrachtung eines beliebigen metrischen
Raumes R. Seia ein Punkt, B eine nicht leere Punktmenge aus %t. Fiir
jeden Punkt b von $ denken wir uns den Abstand r(a,d) gebildet.
Die untere Schranke der Menge aller dieser r(a,b) bezeichnen wir
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als den Abstand r(a,®8) oder r(8,a) des Punktes a und der
Menge 8.

Sind % und B zwei nicht leere Punktmengen eines metrischen
Raumes, so denken wir uns fiir jeden Punkt a von 9 und jeden
Punkt b von B den Abstand r(a,b) gebildet. Die untere Schranke
aller dieser r(a,b) bezeichnen wir als den Abstand r(%,%) oder
7(B,%) der beiden Mengen %A, B. Es gilt der Satz:

Satz III. Es ist »(%,®) die untere Schranke der Ab-
stinde r(a,®B) der Punkte a aus % von der Menge B.

In der Tat, sei g diese untere Schranke, Dann ist, zufolge der
Definition von r(a, B):

r(a,b) =g
fir alle ¢ aus % und alle b aus B, und mithin auch
(0) (%A, B)=g.
Zu jeder Zahl z>>g gibt es ferner ein g in 9, so daB:
r(a,B) <z,

und mithin, zufolge der Definition von r(a,®) auch einen Punkt b
in B, so daB:
r(a,b) <a.

(%A, B) < 7,
und da dies fiir jedes z>g galt, auch:

(00) r(A,BV)<g.
Aus (0) und (00) aber folgt:

')‘(9[,%)=g,

Mithin ist auch:

wie behauptet.
In Verallgemeinerung der Dreiecksungleichung haben wir den
SatzIV. Es gelten, wenn b, ¢ Punkte, %, € (nicht leere)
Punktmengen bedeuten, stets die Ungleichungen:

1. (U, e) <r(A,b) 7,0
2. 7 (%, €) <7 (%, 0)+r (b, ©).
In der Tat, fiir jeden Punkt & von 9 ist:

r(a, )< r(a,b)+r(b,c),
woraus fiir die unteren Schranken r(%,5) und r(%,c) von r(a,b)
und r(a,c) sofort 1. folgt. Aus Ungleichung 1. aber, die nunmehr
fiir jeden Punkt ¢ von @ gilt, erhilt man fiir die unteren Schranken
r (b, €) von r(b,c) und (%, ) von r (%, c) (Satz III) sofort die Un-
gleichung 2.
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Wir kommen nun zu der fiir alles folgende fundamentalen
Definition des Grenzpunktes. Wir sagen: der Punkt a ist Grenz-
punkt der Punktfolge {a,}, oder: die Folge: {a,} konvergiert
gegen a, in Zeichen:

lima,=a (oder a,—a fir n—00),

n=ow

wenn:
* limr(a,,a)=0.

n=owo
Es gilt dann der Satz:
Satz V. Eine Punktfolge kann nicht zwei verschiedene
Grenzpunkte haben.
In der Tat, sei

lima,=—a und lima,=20.
fn=—o n=o

Zufolge der Definitionsgleichung (*) ist dann, wenn ¢ >0 beliebig

gegeben:
r(a,,a)<e; r(a,,b)<e
fiir fast alle n, infolgedessen wegen der Dreiecksungleichung:
r(a,b)<2¢,
und da & >0 beliebig war:
r(a,b)=0,
also, wegen Eigenschaft 2. des Abstandsbegriffes: a=1>b, wie be-
hauptet.

Die Anwendung auf den Spezialfall des euklidischen %, wird
vermittelt durch:

Satz VI. Seien:

a=(Z1,22,..,%,); @, =(@1,n) T2, ns-++>%k,n)
Punkte des euklidischen ®,. Es ist dann und nur dann:
(**) lima,=a,
n=ow

wenn die k£ Gleichungen bestehen:

(***) lima; a=x;, (i=1,2,...,k).

7= o

In der Tat, (**) besagt: ist ¢ >0 beliebig gegeben, so ist:
(%) V(or,n—,) + (2,0 — @) o (6,0 — ) e

fiir fast alle ». Dann aber ist auch:

I$1,”—'xll<€, ;xﬂ,n—x‘z}<es-'-’ lxk,n_xk'{<£
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fiir fast alle n, d. h. es bestehen die Gleichungen (***). Gelten um-
gekehrt die Gleichungen (***), so ist:

&

e P
le,n_x1l<ﬁa {xz,n—w2|<v—;,-~, ]wk,n_xk,<‘—/f

fir fast alle n, es gilt also (*,*), oder, was dasselbe heiflt, (**). Da-
mit ist Satz VI bewiesen.

Die im obigen gegebene Definition des Grenzbegriffes stiitzt
sich auf den Abstandsbegriff; wir nennen sie deshalb die metrische
Definition des Grenzbegriffes. Man kann auch statt vom Abstands-
begriffe vom Begriffe der Umgebung eines Punktes ausgehen, in-
dem man annimmt, im betrachteten Raume (der nun keineswegs
ein metrischer Raum im oben besprochenen Sinne sein muB) seien
jedem Punkte a gewisse ihn enthaltende Punktmengen, seine ,Um-
gebungen®, zugeordnet, die — wie in obiger Theorie der Abstand —
lediglich einigen einfachen Forderungen zu geniigen haben. Der
Grenzbegriff wird dann eingefiihrt durch die Definition: ,a heift
Grenzpunkt von {a,}, wenn zu jeder Umgebung von a fast alle a,
gehéren.“ Diese Definition des Grenzbegriffes kann als die topo-
logische bezeichnet werden?). Sie ist weitertragend als die metrische:
in der Tat werden wir weiter unten in jedem metrischen Raum den
Umgebungsbegriff einfihren und den Inhalt der topologischen
Grenzdefinition aus der metrischen folgern (§3, Satz VI). Jeder
metrische Grenzbegriff ist also zugleich ein topologischer, aber nicht
umgekehrt. So kann z. B. der in Einleitung § 5 behandelte Begriff
des Grenzwertes von Folgen (endlicher oder unendlicher) reeller Zahlen
als topologischer, aber nicht als metrischer Grenzbegriff angesehen
werden, Wir halten, der Einfachheit halber, durchweg am metrischen
Grenzbegriff fest.

Sowohl der metrische als der topologische Grenzbegriff haben
die zwei folgenden formalen Eigenschaften:

1. Ist a,=a fiir alle %, so auch lima,=a.
n=owo

2. Ist lima,=a, so ist auch fiir jede Teilfolge {a, } von {a,}:
n=w v
lim ¢, = a.
Einige den Grenzbegriff behandelnde Sitze beruhen nun lediglich
auf diesen beiden Eigenschaften und sind im iibrigen von der spe-

1) Nach F. Hausdorff, a. a. O. 213,
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ziellen Definition des jeweiligen Grenzbegriffes unabhiingig?). Wir
werden solche Sitze als allgemeine Grenzsitze bezeichnen, und
werden gelegentlich durch Anmerkungen aufmerksam machen, wenn
solche allgemeine Grenzsitze auftreten, deren Tragweite eine groBere
ist, als die der bloB metrischen oder topologischen Grenzsitze: sie
gelten fiir jeden, den beiden formalen Bedingungen 1. und 2. ge-
niigenden Grenzbegriff, wie immer er auch sonst definiert sein mag.

§ 2. Kompakte, abgeschlossene, offene Punkitmengen.

Sei R ein metrischer Raum, der den nun zu erdrternden Be-
griffisbildungen zugrunde gelegt ist. Sei % eine Punktmenge, {a}
eine Punktfolge, a ein Punkt von %. Der Punkt a heiit ein
Héufungspunkt der Menge %, wenn es in % einen abzihlbaren
Teil ay, ag,...,ay,... gibt, so daB:

lim d,nr_—-_a;

n=om
er heiBt ein Haufungspunkt von {a,}, wenn es in {a } eine Teil-
folge {a”y} gibt, so daB:

lima, =a.

Eine Punktmenge heifit?) kompakt, wenn jeder ihrer unend-
lichen Teile (und mithin jede aus ihr herausgegriffene Punktfolge
{a,}) mindestens einen Haufungspunkt besitzt. Jeder Teil einer kom-
pakten Menge ist kompakt.

SatzI. Damit die Punktfolge {a,} der kompakten Menge
% einen Grenzpunkt besitze:
lima,=a,
n=oo
ist notwendig und hinreichend, daB {a,} einen einzigen
Héufungspunkt besitze.

Die Bedingung ist notwendig®). In der Tat, ist

lima,=a,

n=ocw

so auch fiir jede Teilfolge {a, }:

lime, =a.

Y=o

1) Hierauf hat zuerst M. Fréchet hingewiesen, Rend. Pal. 22 (1906), 5.
Vgl. auch H. Hahn, Monatsh. f. Math. 19 (1908), 247.

®) Nach M. Fréchet, Rend. Pal. 22 (1906), 6.

%) Dies gilt auch, wenn ¥ nicht kompakt ist.
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Die Bedingung ist hinreichend?!). In der Tat, da % kompakt,
besitzt {a,} gewiB einen Hiufungspunkt a. Angenommen nun, es sei
nicht

lima, = a.
n=—o

Dann gibt es ein o >0, so daB:
’r(a”xa)>9

fir unendlich viele #, d. h. es gibt in {a,} eine Teilfolge {a, }, so
daB

0) 7(a, ,a) >0

fir alle ». Da % kompakt, hat {a"‘} und somit auch {a,} einen
Héufungspunkt, der wegen (0) nicht der Punkt a sein kann, Damit
ist Satz I bewiesen.

Satz II. Damit eine Punktmenge % des euklidischen ®,
kompakt sei, ist notwendig und hinreichend die Existenz
einer endlichen Zahlp, so daB fiir allePunkte (x,, x,,..., z,)
von %)

|z, | <p (n=1,2,... k).

Die Bedingung ist notwendig. Angenommen in der Tat, sie

sei nicht erfiillt. Es gibt dann in % zu jedem » einen Punkt:

a, == (:EL,., X2, pyeeey .’I!k,,,),
fir den mindestens eine der Ungleichungen
™) [ @n,0| =¥ (n=1,2,...,k)

gilt. Wir werden nun zeigen, da8 die Folge {a,} keinen Hiufungs-
punkt besitzt.

Angenommen, es wire ¢ Hiufungspunkt von {a }. Es gibe dann
in {a,} eine Teilfolge {a, }, so daB
(**) lim a,, =a.

Wir bezeichnen mit r, und » die Abstinde der Punkte a, und

1) Hierfiir kann die Voraussetzung, % sei kompakt, nicht enthehrt wer-
den. Beispiel im ®,: Ist aen_1=%, a;n='n, so hat {an} nur den Hau-
fungspunkt 0, ist aber nicht konvergent. Dieser Unterschied zwischen dem
%R, und der Menge aller reellen Zahlen (Einleitung § 6, Satz VIII) riihrt daher,
daB wir zu dieser letzteren Menge die Zahlen 4 00, — 0O mitrechnen, denen
im R, keine Punkte entsprechen.

%) Eine solche Punktmenge des %, wird vielfach auch als beschrénkt
bezeichnet.
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a vom Nullpunkte. Aus (*) folgt:

() lim r, = - oo.
Andrerseits aber ist wegen (**) fiir fast alle »
7 (ty,,a) <1,
und mithin wegen der Dreiecksungleichung:
rn<r41,

im Widerspruche mit (***). Damit ist die Behauptung bewiesen.
Die Bedingung ist hinreichend. Wir beweigen dies durch In-
duktion. Fiir k=1, d.h. im ®, trifft die Behauptung zu nach
Einleitung § 6, Satz II. Wir nehmen an, sie treffe im R;_, zu,
und haben zu zeigen, da sie dann auch im R, gilt. Sei % eine
Punktmenge des ®,, die der Bedingung von Satz IT geniigt, und sei
B ein unendlicher Teil von 9. Fir mindestens einen der Indizes
n==1,2,...,k bilden die n-ten Koordinaten x, der Punkte von %
eine unendliche Zahlenmenge. Wir kdnnen ohne weiteres annehmen,
dies sei fiir n=1 der Fall. Die Projektion von % in den R;_, der
Punkte (x,, «,,..., @x—1) ist dann gleichfalls eine unendliche Punkt-
menge @, die daher nach Annahme mindestens einen H&iufungspunkt
besitzt. Es gibt also in € eine Folge unendlich vieler verschie-
dener Punkte (z,,,%s,,..., y—1,,), die einen Grenzpunkt (z,, x,,.
Zy—1) besitzen. Nach § 1, -Satz VI ist dann:
0) lim'z,, , =, (n=1,2, ..., k—1).
Y=
Zu jedem Punkte (xy,, %3,,..., £x—1,») gibt es in B mindestens
einen Punkt (xy,, »,,..., ). In der Folge {t,,} gibt es (Ein-
leitung § 6, Satz II) eine konvergente Teilfolge {xz,,}:
lim z, vi =/ &k’
1= ®©
und da nach Voraussetzung die Folge {x,} beschrinkt ist, so ist
x, endlich.
Wegen (0) ist aber auch:

lim x,,,, =z, n=1,2,..., k—1).
i=w
Die Folge der unendlich vielen verschiedenen Punkte (x, 7 @2y viaes
X, »;) aus B hat daher (§ 1, Satz VI) den Grenzpunkt (z,, ,,..., a:k)

der mithin ein Hiufungspunkt von 9 ist. Damit ist Satz IT bewiesen.

Eine Punktmenge 9 (ebenso eine Menge reeller Zahlen) heift
abgeschlossen, wenn sie jeden ihrer Héufungspunkte (bzw. Hau-
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fungswerte) enthélt?). Ein Teil % von B heilt abgeschlossen in
%8, wenn er jeden seiner zu B gehorigen Hiufungspunkte enthilt?).

Das Komplement einer abgeschlossenen Menge heift eine offene
Menge?®). Das Komplement zu 8 eines in B abgeschlossenen Teiles
von B heiBt offen in B*)

Satz IITa. Ist %A abgeschlossen in B, und ist B abge-
schlossen, so ist auch % abgeschlossen.

Sei in der Tat UA! die Menge aller Hiufungspunkte von 9.
Da 9 Teil von B, ist jeder Haufungspunkt von % auch Haufungs-
punkt von %, und, da B abgeschlossen, auch Punkt von %B:

(1) A<V,
Da 9% abgeschlossen ist in B, so ist:
(2) AL B <A
Wegen (1) aber ist:
A B =7,
also wegen (2):
' A <A,

d. h. % ist abgeschlossen, wie behauptet.

Satz IIIb. Ist 9 offen in B, und ist B offen, so ist auch
A offen.

In der Tat, wir haben zu zeigen, dal ® — % abgeschlossen ist.
Nun ist:

(3) R—A=R—B)+(B—).
Jeder Hiufungspunkt von % —9f ist also Hiufungspunkt von
R—B oder von B— %. Da B offen, ist B — B abgeschlossen;

1) Dieser Begriff rithrt her von G. Cantor. Beispiel: Jede endliche (auch
die leere) Menge ist abgeschlossen. Jedes abgeschlossene Intervall des ®; ist
abgeschlossen. Der R, selbst ist abgeschlossen. — Der Begriff ,abgeschlossen*
driickt, ebenso wie der Begriff ,kompakt“, eine Beziehung einer Punktmenge % zu
dem sie enthaltenden Raume R aus. Ist hingegen % kompakt und abgeschlossen,
so ist dies, wie H. Tietze bemerkte (Math. Zeitschr. 5 (1919), 288) eine innere
Eigenschaft von %, d. h. eine Eigenschaft, die der Menge ¥ zukommt ohne
Riicksicht auf den Raum R, in dem sich % befindet.

®) F. Hausdorff, Grundz. d. Mengenlehre, 240. Beispiele im R;: Das
Intervall (0,4] ist nicht abgeschlossen, wohl aber abgeschlossen in (0, 1).

%) Nach C. Carathéodory, Vorl. iiber reelle Funktionen, 40. (Auch H. Le-
besgue bezeichnete schon gelegentlich eine solche Menge als ,ensemble ouvert*:
Ann. di mat. (3) 7 (1902), 242). Vorher war fiir diese Punktmengen die Be-
zeichnung ,Gebiet“ in Gebrauch, die wir (§ 5, S. 85) anders verwenden werden.
Beispiele offener Punktmengen: Jedes offene Intervall des R, der Ry selbst.

1) Beispiel im R,: Das Intervall [0,}) ist nicht offen, wohl aber offen
in [0, 1].
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jeder Hiufungspunkt von ® — B gehort also zu ® — B, und damit
zu R — A, Jeder Hiufungspunkt von B— A gehort entweder zu
R — B, und damit zu R — A, oder er gehdrt zu B, und dann, da
B — U abgeschlossen in B, zu B— A, und damit nach (3) wieder
zu R — A. Jeder Hiaufungspunkt von R — U gehort also zu R — ¥,
d. h. )% — U ist abgeschlossen, und Satz IIIb ist bewiesen.

Satz IV. Die Vereinigung endlich vieler (in 8) abge-
schlossener Mengen ist abgeschlossen (in B).

Da jeder Teil eines metrischen Raumes selbst ein metrischer
Raum ist, beschrinken wir die Allgemeinheit nicht, wenn wir =R

setzen. Sei also:
A=A + U+ ...+ U,

und sei jede der Mengen
() ™0, 9%, 9,
abgeschlossen. Ist ¢ Hiufungspunkt von 9, so gibt es in % eine
Folge zu je zweien verschiedener Punkte {a,}, so daB:
lim a,=a.
n—awm
Mindestens eine der Mengen (*) mufl unendlich viele a, enthalten,
etwa %,. Dann ist ¢ Hiufungspunkt von %,, und, weil %, abge-
schlossen, in %, und mithin in % enthalten. Also ist % abgeschlossen,
wie behauptet.
Satz V. Der Durchschnitt endlich vieler (in %) offener
Mengen ist offen (in ).
In der Tat, sei
A=A Wy - ... - U,
wo U, (i=1,2,...k) offen in®B, und mithin B — 9, abgeschlossen in B.
Nach Satz IV ist auch:

B—%) +B—%)+...FB—2%)
abgeschlossen in 8, und da:
%_%,=55;'—g[1%[2“'Q[k=(53—%1)+(%_m2)’i‘"-“i‘(%— QIk)r
so ist % offen in B, wie behauptet.

Satz VI. Der Durchschnitt endlich oder unendlich vieler
(in B) abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen (in B).

In der Tat, sei D der Durchschnitt irgendwelcher abgeschlossener?)
Mengen %. Da D Teil jeder Menge 9, so ist jeder Haufungspunkt
von ® auch Héiufungspunkt jeder Menge U, gehort mithin zu jeder

Y) Wir filhren den Beweis wieder fir 8 =%R.
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Menge %, und daher auch zu deren Durchschnitt ®. Also ist D
abgeschlossen, wie behauptet.

Satz VII. Die Vereinigung endlich oder unendlich vieler
(in B) offener Mengen ist offen (in B).

In der Tat, sei B Vereinigung irgendwelcher (in %) offener
Mengen %; dann ist 8 — B der Durchschnitt der (in B) abgeschlos-
senen Mengen B — 9, und somit nach Satz VI abgeschlossen (in B).
Also ist B offen (in B) wie behauptet.

Satz VIII. Ist {%,} eine monoton abnehmende Folge kom-
pakter'), nicht leerer, abgeschlossener Mengen, so ist ihr
Durchschnitt lim 9, nicht leer®).

n=o

Sei in der Tat a, Punkt von 9,, und mithin auch von 9,
%, ..., A, ;. Inder Folge {a,} gehoren also zu jeder Menge %, fast
alle Glieder. Da diese Mengen kompakt sind, hat {a,} einen Hiu-
fungspunkt a; da die %, abgeschlossen sind, gehért a zu allen 9,
und mithin zu deren Durchschnitt, der also in der Tat nicht leer
ist. Damit ist Satz VIII bewiesen.

Satz IX. Sind %, B zwei (nicht leere) fremde, abge-
geschlossene Mengen, von denen wenigstens eine kompakt

ist?%), so ist r (31, B) > 0.
Angenommen in der Tat, es wre:
r(%A,B)=0,

dann gibe es a, in %, b, in B, so daB:

() (o 1) <

Ist etwa 9 kompakt, so gibt es in {a,} eine konvergente Teilfolge
{a,.y}:

(1) lima, =a, d.h r(a,,a)< % fiir fast alle ».

Aus (1) und (11) folgt vermdge der Dreiecksungleichung fiir jedes n
und fast alle »:

(+19) P (b0 <>, dh lmb, —a.

Y==00

1) Diese Voraussetzung kann nicht entbehrt werden. Beispiel im &,:
Die Mengen %A, = [n, - 00) sind abgeschlossen und monoton abnehmend; ihr
Durchschnitt aber ist leer.

%) Vgl. Einleitung § 5, Satz XI.

3) Diese Bedingung kann nicht entbehrt werden. Beispiel im R,: Sei %
die x,-Achse: ;=0 und B die Hyperbel z,2,=1. Dann ist r (%, 8)=0, und
9, B sind abgeschlossen, aber fremd.
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Da % und 9B abgeschlossen, lehren (i1) und (}{1), daB a zu % und
B gehort; also sind % und B nicht fremd. Damit ist Satz IX be-
wiesen.

Nach Satz VI und VII ist der Durchschnitt unendlich vieler
abgeschlossener Mengen abgeschlossen, die Vereinigung unendlich
vieler offener Mengen offen, nach Satz IV und V aber ist die Ver-
einigung endlich vieler abgeschlossener Mengen abgeschlossen, der
Durchschnitt endlich vieler offener Mengen offen. Hingegen wird
im allgemeinen die Vereinigung unendlich vieler abgeschlossener
Mengen nicht abgeschlossen, der Durchschnitt unendlich vieler offener
Mengen nicht offen sein. Wir werden die Vereinigung abzihlbar
vieler (in B) abgeschlossener Mengen eine a-Vereinigung (in %),
den Durchschnitt abzéhlbar vieler (in %) offener Mengen einen
o-Durchschnitt (in %) nennen?).

Jede (in B) abgeschlossene Menge %[ ist gleichzeitig eine a-Ver-
einigung (in %), jede (in B) offene Menge U ist gleichzeitig ein
o-Durchschnitt (in 8). In der Tat, man setze:

A=, 90w, baw U= Ay,
wo alle U = %.

Satz X, Ist % eine a-Vereinigung, so ist #— %A ein o-Durch-
schnitt und umgekehrt. Ist % eine a-Vereinigung in 9B, so
ist $— A ein o-Durchschnitt in B und umgekehrt.

Da man in der zweiten Hilfte der Behauptung immer B als
neuen metrischen Raum %R’ zugrunde legen kann, geniigt es, die
erste Hilfte zu beweisen. Diese aber folgt unmittelbar aus:

R—U+%L+...+%F..)=R0—%) (R—%)...(R—%,)...
und der Tatsache, da das Komplement einer abgeschlossenen Menge
offen ist. .
Satz XI. Jede a-Vereinigung % (in B) ist Grenze einer
monoton wachsenden Folge (in 8) abgeschlossener Mengen.
Sei in der Tat:

| a=o % 4... o, 4., |
wo die %, abgeschlossen (in B). Nach Einleitung § 1, Satz I ist:

U=lm o ; % =9 +% ...+,

1) Diese Mengen wurden zuerst eingehender betrachtet von W.H.Young,
der sie als ordinary outer und inner limiting sets bezeichnet. Vgl. W. H.
und G. Ch. Young, The theory of sets of points (1906), 63, 70, 235. Man ver-
wechsle nicht den oben definierten Begriff ,a-Vereinigung in 8, mit dem Be-
griff: ,a-Vereinigung, die Teil von B ist“.
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Nach Satz IV ist %, abgeschlossen (in %), und Satz XI ist be-
wiesen.

Satz XII. Jeder o-Durchschnitt % (in 98) ist Grenze
einer monoton abnehmenden Folge (in B) offener Mengen.

Dies ergibt sich aus Satz XI durch Bildung der Komplemente
(in bezug auf B).

Satz XIII. Die Vereinigung abzahlbar vieler a-Vereini-
gungen (in ¥B) ist eine a-Vereinigung (in 8). Der Durch-
schnitt abzdhlbar vieler o-Durchschnitte (in %) ist ein
o-Durchschnitt (in B).

In der Tat, ist:

=, o, ... .
QI”:= 2(11,1 —1-9{11,2“}"- n.—i_%[n’v—{'_ “eey

so ist Y die Vereinigung der abzahlbar vielen Mengen A, . (n,»
= 1.2....). Analog fiir den Durchschnitt.

Satz XIV. Der Durchschnitt endlich vieler a-Vereini-
gungen (in B) ist eine a-Vereinigung (in B). Die Vereini-
gung endlich vieler o-Durchschnitte (in 9) ist ein o-Durch-
schnitt (in ®).

Sei in der Tat:

und

A=A -Ay- oo r U,
wo U, (m=1,2,...,k) eine a-Vereinigung. Nach Satz XI ist:
9[,, =lim 9171, vs Mn, v < Q[n, v4+1,

Y=o

wo die 9, abgeschlossene Mengen bedeuten.
Ist n eine gegebene der Zahlen 1,2 ... %k, so gehort jeder
Punkt von % zu fast allen %, ,, und damit zu fast allen Mengen:

%v=9[1,v'9[2,v'-“'grk,va
und da umgekehrt jedes B, << 9, so ist:
A=B, +8,+...+8,+...-

Nach Satz VI aber ist jede Menge B, abgeschlossen, womit die
cine Halfte von Satz XIV bewiesen ist. Analog beweist man die
andere Hailfte.

§ 3. Umgebungen.

Wir nennen jede offene Punktmenge, die den Punkt q, die
(nicht leere) Menge 9 enthilt, eine Umgebung von a bzw. von 9,
in Zeichen U(a), N(A). Ist B irgendeine Menge, so nennen wir den

Hahn, Theorie der reellen Funktionen. L 5
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Durchschnitt von B und einer Umgebung von a (bzw. %) eine Um-
gebung in B von a bzw. % und verwenden auch fiir diesen Be-
griff die Symbole 1(a), U(%A). Lassen wir aus U (a) den Punkt a bzw.
die Menge % weg, so entstehen die reduzierten Umgebungen
(in B), die wir mit 11'(a), W' (A) bezeichnen.

SatzI. Die Menge aller Punkte b des Raumes, deren
Abstand von a (von %) der Ungleichung

r(e,0)<le (r(%,0)<p)
geniigt (0 >0), ist eine Umgebung von a (von ). Wir be-
zeichnen sie als die Umgebung ¢ von a (von %); in Zeichen:
U(a; 0) bzw. N (A; 0).

Es geniigt, den Beweis fiir 1 (¥; o) zu fithren. Wir haben zu
beweisen: das Komplement & von 11 (¥; o) ist abgeschlossen. Wire
® nicht abgeschlossen, so gébe es einen Haufungspunkt ¢ von & in
u(%; o)

*) (¥, .0)<e.

Da ¢ Haufungspunkt von ®, gibt es eine Punktfolge {c,} von &,
so daB

(**) lime,==¢; d. h. limr(c,, c)=0.

n=owo
Aus (*) und (**) folgt vermége § 1, Satz IV:
r(%, c,) <o fir fast alle n,
was unmoglich ist, da ¢, zu ® gehort, und mithin:
r (%, c,) =0
ist. Damit ist Satz I bewiesen.
Satz II. Die Menge aller Punkte b des Raumes, deren
Abstand von a (von %) der Ungleichung
r@b)<e (@ b=e)
geniigt (0>>0), ist eine abgeschlossene Menge. Wir be-
zeichnen sie als die abgeschlossene Umgebung ¢ vona (von %)
in Zeichen:
1 (a; o) bzw. n(%; o).
Wiire 11(%; o) nicht abgeschlossen, so gibe es einen Haufungs-
punkt ¢ von U(; ) im Komplemente ® von 11 (%; g):

(%A, 0) > e;

ferner gibe es eine Punktfolge {c,} in U (%; o), fiir die (**) gilt, und
mithin:
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r(A, c,) >0 fir fast alle =,

was unmoglich, da alle ¢, zu U(%; @) gehoren. Damit ist Satz II
bewiesen.
Ist B irgendeine Menge, so werden die Durchschnitte:
U(a;0)-B, U(a0)-B; U(A0) B, U(Ae)DB
als Umgebung o (abgeschlossene Umgebung g) von a (von %) in B be-
zeichnet. Auch fiir diese Umgebungen in B verwenden wir gelegentlich die

einfachen Symbole U (a; o) usw. L&Bt man aus einer dieser Um-
gebungen (in B) den Punkt a (die Menge %) weg, so entstehen die
entsprechenden, reduzierten Umgebungen, die mit U’(a; o) usf. be-
zeichnet werden.

Satz III. Ist 9% abgeschlossen und {g,} eine Folge posi-
tiver Zahlen mit limg, =0, so ist:

(1) A=U(Y; 0,)- U (A 0,) + ...- U(As@,,) - ...
Jede abgeschlossene Menge ist also Durchschnitt einer

Folge offener Mengen (ein o-Durchschnitt).
Wir setzen

D=1 (; g,) U(Y; 0)--.. - U(As @) - -
Dann ist offenbar
(1 A< D.

Sei nun a irgendein Punkt von ®; da a dann auch Punkt von
U(Y; g,), so gibt es in A einen Punkt a,, so daB:

r(a, a,)<<o,-
Wegen lim g, = 0 ist also:
fn==a0

lim a, = a,
n=x

und da % abgeschlossen, gehért a zu . Es ist also auch

(1) D,
und (1), (111) ergeben (i), womit Satz III bewiesen ist.

Satz IV. Ist % offen, und ist {g,} eine Folge positiver
Zahlen mit lim o, =0, so ist, wenn

B NR—U0,)=29,

gesetzt wird:
() a=@—g)+@—2)+.. . F@®—2)} ...
Jede offene Menge ist also Vereinigung einer Folge ab-

geschlossener Mengen (eine a-Vereinigung).
h*
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In der Tat. es ist 3 — A abgeschlossen, mithin nach Satz III:
R—A=UR—A;0) UR— A 0,)-...- UR—As 0,)-...

Dies ist aber vollig gleichbedeutend mit (V7). und Satz IV ist be-
wiesen.

Satz V. Ist a Punkt der offenen Menge A, so gibt es
ein 9 >0, derart, daB 1 (a; o) Teil von .
In der Tat, andernfalls gibe es im Komplemente R — 9 eine
Punktfolge {a,}, so daB:
. 1
A (a”, (l) /\ “n .
Es wiire also:
lim i (a,, ¢)=0: d. h lima,=a.
n=x n=—=x
Mithin wire o Haufungspunkt von % — 9, ohne zu % —9 zu ge-
horen. Das ist unmoglich, weil ® — % als Komplement der offenen
Menge ¥ abgeschlossen ist. Damit ist Satz V bewiesen.

Satz VI. Damit lima,=a sei. ist notwendig und hin-
n=—ow

reichend, dafl in jeder Umgebung 1 (a) fast alle a, liegen.
Die Bedingung ist notwendig; in der Tat, aus lim g, ==a folgt
fiir jedes o > 0: n=

r(a,, ) o, d. h. a, in U(a; o) fiir fast alle n.

Nach Satz V aber gibt es ein o >0, so daBl 11 (a; o) Teil von U(a).

Die Bedingung ist hinreichend; in der Tat, ist sie erfiillt,
so liegen, da auch 1 (a; o) eine Umgebung 11(a) ist, fiir jedes o >0
fast alle a, in U(a; 0); d. h. es ist:

r(a,, a) o fir fast alle n,

7’

d. h. es ist lim a, = a, wie behauptet.

In Analogie hierzu definieren wir: Eine Folge {3 } von Mengen,
die den Punkt @ (die Menge %) enthalten, zieht sich auf a (auf %)
zusammen, wenn in jeder Umgebung Ul von a (von %) fast alle
A, liegen.

Satz VII. Damit « Hiufungspunkt der Menge 9 (der
Folge {a,}) sei, ist notwendig und hinreichend, dal in
jeder Umgebung U(a) unendlich viele Punkte von 2 (un-
endlich viele Glieder von {a,}) liegen.

Die Bedingung ist notwendig; denn ist o Haufungspunkt von
A, so gibt es in A eine Folge verschiedener Punkte 4, mit lim a, = a.
Nach Satz VI liegen sie fast alle in U(a). n=e
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Die Bedingung ist hinreichend!); denn ist sie erfiillt, so
liegt gewil in jeder reduzierten Umgebung 1'(a) ein Punkt von 9.
Wir definieren eine Folge {b,} aus o durch die Festsetzung:

1. b, =« ein beliebiger Punkt von .

2. Ist b, a gewdhlt, und ist:

7 (b, @) =1, (>0),
so bezeichne man mit g, die kleinere der beiden Zahlen », und

— und wihle b, ,; in der reduzierten Umgebung 1t'(a; p,). Dann
I

sind je zwei b, verschieden, und es ist:

1 .
7‘(b,,,a)<g, daher limbd, =a,
und es ist somit a Héaufungspunkt von . Damit ist Satz VII
bhewiesen.

Wir bezeichnen mit %' die Menge aller Hiaufungspunkte von 9.
Dann gilt:

Satz VIII. Fiir jede beliebige Menge ¥ ist die Menge 9
abgeschlossen.

Sei in der Tat a ein Hiufungspunkt von %A'; in jeder Um-
gebung U(a) gibt es dann (Satz VII) cinen Punkt ! von %A'. Da
nun o' Hiufungspunkt von ¥, und 11(a) auch eine Umgebung Ul (a*)
ist, gibt es in U(a) (Satz VII) unendlich viele Punkte von . Es
ist also a Haufungspunkt von U, d. h. Punkt von 9*. Also ist 9*
abgeschlossen, wie behauptet.

Ein dem Begriffe des Hiufungspunktes &hnlicher Begriff ist der
folgende?): Es heilt o ein Kondensationspunkt von 9%, wenn
in jeder Umgebung U (a) ein nicht abzédhlbarer Teil von ¥ liegt.

Satz IX. Die Menge aller Kondensationspunkte von %A
ist abgeschlossen.

Sei in der Tat A* die Menge der Kondensationspunkte von oA
und @ ein Haufungspunkt von %A*. In jeder Umgebung 11 (a) gibt
es dann einen Punkt a* von %A*, und da 11(a) auch eine Umgebung
11 (a*) ist, gibt es in 1l (a) einen nicht abzihlbaren Teil von 9U; also
ist a Kondensationspunkt von 9, d. h. Punkt von %* Also ist 9*
abgeschlossen, wie behauptet.

1) Es ist, wie der Beweis zeigen wird, auch hinreichend, daB# in jeder
reduzierten Umgebung W (a) mindestens ein Punkt von % (ein Glied von
{ a.}) liegt.

2) Er stammt im wesentlichen von G. Cantor. Der Name riihrt her von
E. Lindel6f, Acta math. 29 (1905), 184.
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Wir betrachten nun die Vereinigung:
(0) A0 — o |- 9

und erkennen unmittelbar, daBl sie abgeschlossen ist. Wir nennen
sie!): die abgeschlossene Hiille von %. Zufolge (0) gehdrt ein
Punkt ¢ zu %° dann und nur dann, wenn in jeder Umgebung U («a)
mindestens ein Punkt von A liegt.

Ist o abgeschlossen, so ist 9% = %A?; allgemein ist A° die kleinste
A enthaltende abgeschlossene Menge, denn es gilt:

Satz X. Ist B abgeschlossen und A<®B, so ist auch
A< B.

In der Tat, sei a® ein beliebiger Punkt von 9%°, wir haben zu
zeigen, daB er auch zu B gehort. Zufolge (0) gehdrt a° sei es zu
% (und dann wegen A <P gewil auch zu B), sei es zu A. Im
letzteren Falle ist «° Héufungspunkt von %, in jeder Umgebung 11 (a®)
liegen daher unendlich viele Punkte von 9, mithin wegen A<<9B
auch unendlich viele Punkte von 8, d. h. a® ist Haufungspunkt
von 9B, und weil B abgeschlossen, auch Punkt von 8. Damit ist
Satz X bewiesen.

Wir bilden das Komplement % — % und seine abgeschlossene
Hiille (% — %)°. Das Komplement hiervon: % — (% — %)° ist ein
offener Teil von 9, den wir als den offenen Kern von U be-
zeichnen wollen. Er ist der groBte offene Teil von %, denn es gilt:

Satz XI. Sei ® der offene Kern von %A. Ist 8 offen
und B<<Y, so ist auch B<K.

In der Tat, es ist # — B abgeschlossen und

R—A<R—B,
daher auch (Satz X):
R—AW'<R—3,
und romit durch Ubergang zu den Komplementen:
R=R—(R—AN°>18,
wie behauptet.

Es ergibt sich nun von selbst folgende Charakterisierung der
in B abgeschlossenen und offenen Mengen:

Satz XII. Damit % abgeschlossen (offen) sei in B, ist
notwendig und hinreichend, daB8 %A der Durchschnitt von
®B und einer abgeschlossenen (offenen) Menge ist.

Wir fithren den Beweis fiir die abgeschlossenen Mengen. Fiir
die offenen ergibt er sich dann durch Komplementbildung.

1) Nach C. Carathéodory, Vorl. iiber reelle Funktionen, 57.
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Die Bedingung ist notwendig. Ist in der Tat 9 abgeschlossen
in B, so ist offenbar
A=A’ B.

Die Bedingung ist hinreichend. Denn sei:
A=C-B (€ abgeschlossen),

und sei a ein zu B gehoriger Haufungspunkt von %. Da A<E,
ist @ auch Haufungspunkt von €, und da € abgeschlossen, auch
Punkt von €. Und da der Punkt a zu B gehért, gehort er auch
zu B-C==9U, d. h. A ist abgeschlossen in B, und Satz XII ist be-
wiesen.

Sind %, B irgendwelche Mengen, ist A <P, und ist A° die
abgeschlossene Hiille von %, so bezeichnen wir den Durchschnitt
A°. B, als abgeschlossene Hiille von % in B. Sie ist die kleinste %
enthaltende, in 8B abgeschlossene Menge. Bedeutet ® den offenen
Kern von 9, so ist wegen A <<®B auch & <B, und somit & -B= K.
Doch ist ® keineswegs der grofte in 9B offene Teil von 9*). Diesen,
d. h. die Vereinigung aller in % offenen Teile von 9, die nach § 2,
Satz VII selbst in B offen ist, bezeichnen wir als den in B offenen
Kern von .

Der Durchschnitt der abgeschlossenen Hiille der Menge % mit
der abgeschlossenen Hiille des Komplements von 9U:

A (R — A)°
heilt die Begrenzung von 9. Sie ist gleichzeitig die Begrenzung
von 3t — .

Satz XIII. Die Begrenzung von 9 ist abgeschlossen.

In der Tat, sie ist der Durchschnitt zweier abgeschlossener
Mengen, daher auch selbst abgeschlossen.

Aus der Definition der Begrenzung folgt unmittelbar:

Satz XIV. Ist @ die Begrenzung von %, so sind abge-
schlossene Hiille und offener Kern von % gegeben durch:

A=A} G, R=A—UA-G,

Wir nennen a einen inneren Punkt von 9, wenn es eine Um-
gebung 11 (a) gibt, so daB:

(* U (a) <.
1) Beispiel im R,: Sei B eine Gerade im R, und A ein offenes Intervall

dieser Geraden; dann ist & leer, obwohl % in ¥ offen ist. Vgl. hierzu F. Haus-
dorff, Grundz. d. Mengenlehre, 242.
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Auf Grund dieser Definition ist jeder Punkt @ einer offenen Menge %
ein innerer Punkt dieser Menge: man hat nur in (*) U(a)=9 zu
se tzen.

Nach Satz V gibt es zu jedem inneren Punkt a einer Menge U
ein 0 >0, so daB:

U(a; o) <A
Im euklidischen %, gibt es daher zu jedem inneren Punkt a von ¥
ein a enthaltendes Intervall (a,, a,, ..., a,; b, b,,..., b,) derart, daB3:

[ay, gy ooy a5 By, gy 00, b, ] <<

Satz XV. Jeder nicht zur Begrenzung & von ¥ gehdrige
Punkt von o ist ein innerer Punkt von %; d. h. (Satz XIV):
der offene Kern von 9 ist die Menge aller inneren Punkte
von 9.

In der Tat, nach Satz XIV gehort jeder nicht zu & gehorige
Punkt a von 9 zum offenen Kern von U, der eine in U enthaltene
Umgebung 11 (a) ist. Also ist ¢ innerer Punkt von 9, wie behauptet.

Wir definieren fiir jede Ordinalzahl ¢ die «-te Ableitung?)
A* von A durch die Festsetzungen:

1. U0 ist die abgeschlossene Hiille von .

2. Ist ¢ >0 keine Grenzzahl, so ist %* die Menge aller Héu-
fungspunkte von 9*—1, :

3. Ist « Grenzzahl, so ist %* der Durchschnitt aller %% (f < «).

Nach Einleitung § 4, Satz XVIII ist hierdurch 9¢ fiir alle «
definiert; denn es ist definiert fir ¢« =0, und, falls fir alle § <,
so auch fiir ¢. Die O-te Ableitung von % ist also die abgeschlossene
Hiille von 9, die erste Ableitung 9! ist die Menge aller Hiufungs-
punkte von % d. h. die Menge aller Hiufungspunkte von .

Satz XVI. Jede Ableitung 9% ist abgeschlossen.

In der Tat, dies ist richtig fir ¢« =0. Angenommen es sei
richtig fir alle §<a. Nach Satz VIII ist es dann auch richtig fiir
o, falls « keine Grenzzahl, und nach § 2 Satz VI, falls ¢ Grenzzahl.
Damit ist Satz XVI durch Induktion (Einleitung § 4, Satz XVIII) be-
wiesen.

Satz XVII. Ist ¢>¢y, so ist A+ << A% .

In der Tat, dies ist richtig fiir «=,; angenommen es sei
richtig fiir alle der Ungleichung «, < f# <« geniigenden f. Ist «
keine Grenzzahl, so ist %¢ die Menge aller Hiufungspunkte von
A+—1, und somit gilt, da A+—* abgeschlossen:

e <L Y21 L Yo,

1) Die Ableitungen einer Punktmenge wurden eingefiihrt von G. Cantor.
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Ist aber « Grenzzahl, so ist %* als Durchschnitt aller 3¢ (< «)
wieder Teil von A%, Der Beweis, daf A* << A%, ist damit durch
Induktion erbracht.

Satz XVIII. Ist 9 kompakt, so sind auch alle Ab-
leitungen %A* kompakt.

Da nach Satz XVII:

e <A,
geniigt es zu zeigen, dal A° kompakt ist.
Sei B irgendein unendlicher Teil von %° und b,,b,,...,b,, ...

ein abzihlbar-unendlicher Teil von B (Einleitung § 2, Satz III); zu
jedem b gibt es in ¥ ein a,. so daB:
1
(1) 7 (@, b,) <
Da A kompakt, hat die Folge {a,} mindestens einen Hiufungs-
punkt a, d. h. es gibt in ihr eine Teilfolge {a, }, so daf:
(2) lima, =a, d. h lims(a, ,a)==0.
Aus (1), (2) und der Dreiecksungleichung aber folgt:
limr (b, ,a)=0, d h limd, =a.
s ist also @ auch Haufungspunkt von B, und Satz XVIII ist be-
wiesen.

Gibt es unter den Ableitungen % eine leere, so gibt es nach
Einleitung § 4, Satz XI unter ihnen auch eine von kleinster Ordnung
«, die leer ist. Diesbeziiglich gilt:

Satz XIX. Ist % kompakt, so ist die Ordnung « der
ersten leeren Ableitung 9%* keine Grenzzahl aus 3,.

Sei in der Tat « eine Grenzzahl aus 38,. Nach Einleitung § 4,
Satz XVII gibt es dann eine Folge von Ordinalzahlen {, }, so daf3:

&, < ¢,y und limeg,=c.
Nach Satz XVII ist dann: T
o>yt
Da ferner, wenn g < «:
a, > p fur fast alle »,

so ist der Durchschnitt aller %% (8 < ) identisch mit %1 A% .. .- A% .. ..,

so daB3:
u:?[a;,g[a,,““gl[a,, R

Anwendung von Satz XVI, XVIII und § 2, Satz VIII lehrt, dafl
A nicht leer ist, und Satz XIX ist bewiesen,
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Ein Punkt a heit ein &uBerer Néherungspunkt der Mengenfolge
{21,.}, wenn fiir jede Umgebung (az) unendlich viele U(a)- %, nicht leer sind,
er heiBt ein innererNdherungspunkt?) von {2{,,}, wenn fiir jede Umgebung
11(a) fast alle U(a) A, nicht leer sind?). Die Menge aller duBeren Niherungs-
punkte von U, heilt die obere Niherungsgrenze von {Ql,,}, die aller
inneren Niherungspunkte die untere Niherungsgrenze von {%,}. Sind
obere und untere Naherungsgrenze von {9[,.} identisch, so heiBen sie kurz:
die Ndherungsgrenze von {91,,}

Die obere Gemeinschaftsgrenze (Einleitung § 1, S.4) ist Teil der oberen,
die untere Gemeinschaftsgrenze ist Teil der unteren Niherungsgrenze.

Satz XX. Obere und untere Néherungsgrenze einer Mengen-
folge {QI,,} sind stets abgeschlossen.

Sei @ die obere (untere) Niherungsgrenze von {2[,.} und a ein Haufungs-
punkt von @. In jeder Umgebung 11(a) gibt es einen Punkt g von &, und
da U(a) auch eine Umgebung 11(g) ist, sind unendlich viele (fast alle)
U(g)-An =1(a)- A, nicht leer, also gehért auch a zu ®, und Satz XX ist be-
wiesen.

Satz XXI. Sind alle %, Teilc derselben kompakten?) Menge %,
80 ist die obere Niherungsgrenze von {9[,,} nicht leer.

Sei in der Tat a, ein Punkt aus 9,; dann ist {a,} eine Punktfolge
aus U, die, da % kompakt ist, einen Hiufungspunkt a hat; dieser gehért zur
oberen Niherungsgrenze von {9[,,}. Damit ist Satz XXI bewiesen.

Satz XXIL Ist 9, >9%, und zieht sich {%,} auf % zusammen
(S.68), so ist A° Naherungsgrenze von {%I,.}.

Sei a ein nicht zu A° gehoriger Punkt. Wir zeigen, daB er auch nicht
zur oberen Niherungsgrenze von {9,} gehort. In der Tat, da er nicht zu A°
gehort, ist: .

7 (a, ”A) > 0.
Wir wihlen ein o gemi8:
0<eo<r(a).
Da fast alle %, in U (%; o) liegen, kann a nicht &uBerer Niherungspunkt von
{%,} sein, wie behauptet.

Sei sodann a Punkt von %° Wir zeigen, daB er zur unteren Niherungs-

grenze von {2, }gehort. In der Tat, es gibt in 9 eine Punktfolge {a,.} mit

lima,=a. Da aber A<<Y,, ist a, auch Punkt von %,, und @ ist innerer
Nn-——w

Niherungspunkt von {9[,,}, wie behauptet. Damit ist Satz XXII bewiesen.
Satz XXIII. Sind alle %, Teile derselben kompakten*) Menge %,

!) Diese Begriffe scheinen zuerst von P. Painlevé betrachtet worden
zu sein. Vgl. Encyclopédie des sciences mathématiques, tome II, vol. 1, 145.

%) Besteht jede Menge %, aus nur einem Punkt a,, werden &uBerer und
innerer Naherungspunkt von {%,} zu Héufungspunkt und Grenzpunkt
von {a,}.

*) Diese Voraussetzung kann nicht entbehrt werden. Beispiel im R®,: Sei
A, das Intervall [n,n - 1], dann ist die obere Niherungsgrenze von
{QI,,} leer.

*) Diese Voraussetzung kann nicht entbehrt werden. Beispiel im ®,: Sei
Uy =[0,1]+ (n,n+1). Dann ist [0, 1] Niherungsgrenze von {%,}, aber
{¥,} zieht sich nicht auf [0, 1] zusammen.
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ist W,>¥, und ist A° die Naherungsgrenze von {¥,}, so zieht sich
{‘21,.} auf % zusammen.

In der Tat, andernfalls giibe es ein ¢ >0 und eine stets wachsende In-
dizesfolge {n, }, so daB sich in %n, ein nicht zu U (Y; @) gehoriger Punkt an,
findet. Da B kompakt, besitzt {a,,,,} einen Héufungspunkt, der gewiB nicht
zu A% wohl aber zur cberen Niherungsgrenze von {2[,,} gehort, entgegen der
Annahme, es sei %A° Niherungsgrenze von {?I,,} Damit ist Satz XXIIT be-
wiesen.

§ 4. Insichdichte, dichte, nirgends dichte Mengen®).

Jeden Punkt von %, der nicht zugleich H#ufungspunkt von 9
ist, nennen wir einen isolierten Punkt von 9. Sind alle Punkte
von 9 isoliert (d. h. ist % mit A* fremd), so heiBt A eine isolierte
Menge?).

Das Gegenstiick zu den isolierten Mengen sind diejenigen Mengen
9%, deren jeder Punkt ein Haufungspunkt von U ist; sie heillen in-
sichdicht®). Wihrend die abgeschlossenen Mengen charakterisiert
sind durch:

(1) A <9,
sind die insichdichten Mengen charakterisiert durch:
(@) A AL

Aus der Definition folgt unmittelbar:

Satz I. Die Vereinigung endlich oder unendlich vieler
insichdichter Mengen ist insichdicht.

Satz II. Der Durchschnitt einer offenen und einer in-
sichdichten Menge ist insichdicht?). .

In der Tat, sei % insichdicht, B offen, und a ein Punkt von
%-B. Ist dann U(a) eine Umgebung von a, so ist auch U (a)-B eine
Umgebung von a, enthélt mithin, da ¢ Punkt und mithin Haufungs-
punkt von 9 ist, unendlich viele Punkte von %. Da aber

U(a)- B<9B,
gehoren alle diese Punkte auch zu B und mithin zu %-%8, also ist

a auch Hiufungspunkt von %-B, d. h. %A-%B ist insichdicht, wie be-
hauptet.

1) Alle diese Begriffe stammen von G. Cantor.

2) Beispiel im R,: Die Menge der Punkte 1, %, %‘, cee %, ...; oder die
Menge der Punkte 1, 2,..., »,...

3) Beispiel im $: Jedes Intervall, oder die Menge aller rationalen Punkte
des 9{,‘.

4) Mit andcren Worten: eine in einer insichdichten Menge offene Menge
ist insichdicht.
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Eine Menge, die zugleich abgeschlossen (in 8) und insichdicht
ist, heift perfekt!) (in 98). Perfekte Mengen sind also dadurch
charakterisiert, dafl fiir sie (1) und (2) gleichzeitig gilt, d. h. durch
(3) A=A

Dies ist Spezialfall des Satzes:

Satz III. Ist die Menge A perfekt, so gilt fiir alle ihre
Ableitungen:

A*=A.

In der Tat, dies ist richtig fiir ¢==0, weil %A abgeschlossen.
Angenommen, es sei richtig fiir alle < «. Ist ¢ keine Grenzzahl,
so ist dann:

Yo—l=9,
und da 9%« die erste Ableitung von 9A«—!, unter Benutzung von (3):
Wt =Y =Y.
Ist hingegen « Grenzzahl, so ist A Durchschnitt aller %# (f < «), und
da nach Annahme:
AW =9 fir p<«,

s0 ist also wieder A*=19. Damit ist Satz III durch Induktion
bewiesen.

Satz IV. Die abgeschlossene Hiille %° (und somit jede
Ableitung %A*) einer insichdichten Menge % ist perfekt.

In der Tat, es ist stets:

A= -,
also wenn 9 insichdicht, wegen (2):
2[0=Qll,
und da %' auch die erste Ableitung von A%, ist A perfekt, wie
behauptet.
Satz V. Die Vereinigung endlich vieler (in 8) perfekter

Mengen ist perfekt (in 9).
In der Tat, dies folgt unmittelbar aus Satz I und § 2, Satz IV.

Nach Satz I ist die Vereinigung aller insichdichten Teile einer
Menge % wieder insichdicht; wir nennen sie den insichdichten
Kern von 9. Der insichdichte Kern von 9 kann auch leer sein,
dann heilt die Menge 9 separiert.

Satz VI. Der insichdichte Kern & von % ist perfekt in
A. Insbesondere ist der insichdichte Kern einer abgeschlos-
senen Menge perfekt.

1) Beispiel im R;: Jedes abgeschlossene Intervall.
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In der Tat, wir wissen schon, daB er insichdicht ist; bleibt zu
beweisen, dall er abgeschlossen in 9 ist. Sei also a ein Haufungs-
punkt von ® Dann ist auch die Vereinigung von & mit a insich-
dicht, und mithin, falls a zu 9 gehdrt, ein insichdichter Teil
von 9, und als solcher Teil von & Es gehort also ¢ zu ®, d. h.
® ist abgeschlossen in A, wie behauptet. Ist insbesondere A abge-
schlossen, so ist also (§2, SatzIITa) auch & abgeschlossen, und
weil insichdicht, auch perfekt. Damit ist Satz VI bewiesen.

Satz YII. Eine Menge % kann auf eine und nur eine
Weise gespalten werden in einen separierten und einen in
A perfekten Teil

In der Tat, ist & der insichdichte Kern von 9I, so ist durch

(1) A= (A — Q)

eine solche Zerlegung gegeben. Bleibt zu beweisen, dafl sie die ein-
zige ist. Angenommen, es gibe noch eine zweite:

(2) A=+ A—&").
Da & perfekt in %, also insichdicht, so ist nach Definition von &:
(3) & <8

Sei nun a irgendein Punkt von A — §. Da & abgeschlossen
in %, gibt es eine zu & fremde Umgebung U(a), und nach Satz II
ist & U (a) insichdicht. Da aber:

fRUa)<A-&
und % — & separiert, muBl ®-11(a) leer sein, d. h. kein Punkt von
A — & gehort zu &, oder:
(4) <.
Aus (3) und (4) aber folgt ®§ =&'; also sind die Zerlegungen (1)
und (2) identisch, und Satz VII ist bewiesen.

Die Menge U heit dicht in B, wenn
*) B<(A-B)°,
d. h. wenn jeder Punkt von % Punkt oder H&ufungspunkt des

Durchschnittes %% ist. Eine Menge, die dicht in % ist, heillt
iiberall dicht?).

Satz VIII. Ist A <<%, so ist, damit % dicht in B sei, not-
wendig und hinreichend, daB:

(0) A —B°.

) Beispiel im %;: Die Menge aller rationalen Punkte des %, ist iiberall
dicht; sie ist daher auch dicht in jedem Intervalle des Ry.
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Die Bedingung ist notwendig. Denn aus <<% folgt einer-
seits:

(00) %A < BO,
andererseits :
AB=U,

und daher: :

AY)° = A’%;
also aus (*): (%)

<A,

und, da %A° abgeschlossen, nach § 3, Satz X:
(000) BO< A

Aus (00) und (000) aber folgt (0).
Die Bedingung ist hinreichend. Denn aus A <<% folgt:

AB=1U,
und daher:
(AB)° ="
Also aus (0):
B°=(AY)°,

und da stets B<<B gilt (*). Damit ist Satz VIII bewiesen.

Insbesondere folgt aus Satz VIII:

Satz VIIIa. Es ist stets 9 dicht in %°.

Eine unmittelbare Folgerung aus der Definition des Begriffes
»dicht in einer Menge“ ist der Satz:

Satz IX. Ist W Vereinigung irgendwelcher (endlich
oder unendlich Vieler) Mengen B, zu deren jeder eine in
ihr dichte Menge % gegeben ist, so ist die Vereinigung %
aller Mengen 9 dicht in .

Satz X. Ist 9 dicht in ¥ und abgeschlossen in B, so
ist A=1\.

In der Tat, weil % abgeschlossen in B, ist:

() A<B;  AB<A
Weil 9 dicht in %, ist:
(1) B <A,
also bei Beachtung von (}):
B=A'B<A.

Zusammen mit (1) ergibt das:” A =B, und Satz X ist bewiesen.
Satz XI. Ist 9% dicht in 8B, und ist € offen, so ist AE
dicht in BE.
Wir haben zu beweisen:

BE < (ABC)°.
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Sei b ein Punkt von BE; da er zu B gehort, und A dicht in
P ist, so gehort er auch zu (A B)°. In jeder Umgebung U (b) gibt
es daher mindestens einen Punkt von % ®8. Da aber auch 1U(0)-€
eine Umgebung von b ist, gibt es auch in U (b)-€ einen Punkt von
% B, oder was dasselbe heilt: in 1 (b) gibt es einen Punkt von A% E.
Also gehort b zu (ABE€)° und Satz XI ist bewiesen.

Satz XII. Ist 9 dicht in 8, ¥ dicht in ¢, und ist:

A<B<LE,

g0 ist auch % dicht in €.
In der Tat, nach Satz VIII ist:

moz%o’ 580—_‘—@0,
und daher auch:
9[02@0;
wieder nach Satz VIII ist daher % dicht in €, wie behauptet.
Satz XIII. Ist % dicht in B, so auch in B°.
In der Tat, ist %A dicht in B, so ist auch A B dicht in B. Da
aber (Satz VIIIa) $ dicht in $° und

AB<B <B°,

s0 lehrt Satz XII: % B ist dicht in B° Dann aber ist erst recht
auch U dicht in B9 und Satz XIII ist bewiesen.

Ein Punktmenge 9 heilt nirgends dicht in 8, wenn es keinen
nicht leeren, in B offenen Teil B’ von B gibt derart, daB U dicht
in ¥ wire. Bine Menge, die nirgends dicht in % ist, heiBt kurz nir-
gends dicht!).

Satz XIV. Damit 9% nirgends dicht in B sei, ist not-
wendig und hinreichend, daB8 es in jeder offenen Menge,
die mindestens einen Punkt von 9% enthilt, einen offenen
Teil gebe, der gleichfalls einen Punkt von 8 enthilt, und
zu AB fremd ist.

Die Bedingung ist notwendig. Sei in der Tat U nirgends
dicht in B, und sei € eine offene Menge, die einen Punkt von 9B
enthillt. Dann ist €%B eine nicht leere, in B offene Menge, und es
kann daher % nicht in €9 dicht sein, d. h. es gibt einen Punkt ¢
von €D, der nicht zu (ABE)° gehort, und mithin eine Umgebung
U(c), die keinen Punkt von ¥BE enthilt. Dann ist €-U(c) ein

1) Beispiel im ®,: die Menge der Punkte 1, >,...,,..., ebenso die

Menge der Punkte 1, 2,...,¥, ... ist nirgends dicht; sio ist auch nirgends dicht
in jedem Intervalle des R,.
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offener Teil von €, der einen Punkt von B, aber keinen Punkt von
AB enthilt, und die Behauptung ist bewiesen.

Die Bedingung ist hinreichend. Angenommen, sie sei er-
fiillt. Sei B’ eine beliebige, nicht leere, in B offene Menge; dann
ist (§ 3, Satz XII):

¥ =9 C.

wo @ offen. Nach Voraussetzung gibt es also einen zu AP fremden,
offenen Teil ¢’ von @€, der einen Punkt b von B enthilt. G’ ist
eine Umgebung U (b), die keinen Punkt von %A% und mithin auch
keinen Punkt von AW’ enthélt. Also gehort b nicht zu (AB)°, und
mithin ist 9 nicht dicht in ¥'. Also ist % nirgends dicht in %,
und Satz XIV ist bewiesen.

Aus Satz XIV folgt unmittelbar:

Satz XIVa. Ist % nirgends dicht in 9, so ist §—AY
dicht in 9B.

Sei in der Tat b ein beliebiger Punkt von 8. Nach Satz XIV
gibt es in jeder Umgebung 11(5) einen Punkt von B-—%A%B, d. h.
b gehort zu (B — AB)%; also ist B (B—AV)°, und Satz XIVa
ist bewiesen.

Satz XV. Ist A<<®B, und ist A nirgends dicht in BV, so ist
auch die abgeschlossene Hiille 9% nirgends dicht in 9.

In der Tat, sei € eine offene, zu B nicht fremde Menge. Nach
Satz XIV gibt es in ihr einen offenen, nicht zu B, wohl aber zu
A-B fremden Teil ¢'. Weil A<<P ist, ist dann ¢’ auch fremd zu
2 und mithin auch zu 9%A° Nach Satz XIV ist also auch %A° nirgends
dicht in B, und Satz XV ist bewiesen.

Satz XVI. Ist o nirgends dicht in 8, so auch in jeder
in 8 offenen Menge %'

In der Tat, wir haben zu zeigen: ist B” eine nicht leere, in %’
offene Menge, so ist 9 nicht dicht in 8”. Nun ist jede in ¥ offene
Menge auch eine in B offene Menge?), also ist 9, weil nirgends dicht
in B, wirklich nicht dicht in %", und Satz XVI ist bewiesen.

Satz XVII. Jeder Tecil einer in 8B nirgends dichten Menge
ist nirgends dicht in ¥. Insbesondere: der Durchschnitt
endlich oder unendlich vieler in 8 nirgends dichter Mengen
ist nirgends dicht in 8.

1) In der Tat es ist:

B ==€B; B'=C'9Y,
wo €, ¢’ offenc Mengen. Also

58" = (S, %,
wo (§ 2, Satz V) auch GG’ offen.



Kap. I, § 4. Insichdichte, dichte, nirgends dichte Mengen. 81

In der Tat, dies folgt unmittelbar aus der Definition des Be-
griffes ,nirgends dicht in %“.

Satz XVIII. Die Vereinigung endlich vieler in 8 nirgends
dichter Mengen %, %,,..., %, ist nirgends dicht in B.

Sei in der Tat € irgendeine offene Menge, die mindestens
einen Punkt von B enthélt. Weil %, nirgends dicht in B, gibt es
(Satz XIV) einen zu U, B fremden, offenen Teil €, von ¢, so daB
€, B nicht leer. In €, gibt es einen zu A, B fremden offenen Teil €,,
so dafl €, B nicht leer ysf, firn=1, 2,..., k. Dann ist €, ein zu

(g[l+912_}_—}— %)% fremder offener Teil von @, fir den €, %

nicht leer ist. Also ist nach Satz XIV 9, | A .. 91, nirgends
dicht in B, und Satz XVIII ist bewiesen.

Die Vereinigung unendlich vieler in 8 nirgends dichter Mengen
kann sehr wohl in 9B dicht sein'). Wir definieren: Ist {2} eine
Folge von Mengen, deren jede in 8 nirgends dicht ist, so heiBt die
Vereinigung QII+912—}——|— S2I”—|— von erster Kategorie in
%?). Eine Menge, die nicht von erster Kategorie in B ist, heilt
von zweiter Kategorie in 8. In einer abzihlbaren insichdichten
Menge ist jede Menge von erster Kategorie.

Aus der Definition folgt unmittelbar:

Satz XIX. Ist % von erster Kategorie in B, so auch
jeder Teil von %.

Satz XX. Die Vereinigung abzihlbar vieler Mengen
erster Kategorie in B ist von erster Kategorie in 8.

In der Tat, sei

w=o ... Fu ...,
) (P L A S

und jedes 9, ; sei nirgends dicht in 8. Dann ist % die Vereinigung
aller 9, ,;, und da dies abzahlbar viele sind (Einleitung § 2, Satz VIII),
so ist % von erster Kategorie in 9B, wie behauptet.

Satz XXI. Ist % von erster Kategorie in B, so ist %«
Vereinigung einer monoton wachsenden Folge in 8 nirgends
dichter Mengen.

worin:

1) Boispiel im R,: Sei
Gy, Ayy...,0n,...
die Menge aller rationalen Punkte des R, (§ 1, Satz II) und A. die Menge,
deren einziges Element an ist. Dann ist ¥n nirgends dicht, A, 4%, +-... - An—4-...
hingegen iiberall dicht.
?) Dicser Begriffi wurde eingefiihrt von R. Baire, Ann. di mat. (3) 3
(1899), 67.

Hahn, Theorie der reellen Funktionen. I 6
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In der Tat, nach Voraussetzung ist:

I AR A Y S
wo A, nirgends dicht in B. Wir ersetzen nach Einleitung § 1,
Satz I die Folge {%,} durch die monoton wachsende {% }, wo:

ﬁn':.?ll—i—m‘z—i_'“—i_ %ﬂ'
Nach Satz XVIII ist auch ¥, nirgends dicht in B, und Satz XXI ist
bewiesen.

Satz XXII. Ein abzédhlbarer Teil von AA! ist stets von
erster Kategorie in 9.

In der Tat, ein abzahlbarer Teil von Y A* ist Vereinigung ab-
zéhlbar vieler Mengen, deren jede aus einem einzigen, nicht isolierten
Punkte von 9 besteht, und mithin nirgends dicht in U ist.

§ 5. Zusammenhingende Mengen.

Eine Menge % heit zusammenhédngend!), wenn sie nicht
Summe zweier nicht leerer, in 9 abgeschlossener Teile ist2). Jede
nur aus einem einzigen Punkte bestehende Menge ist nach dieser
Definition zusammenhéngend.

Satz I. Gehoren je zwei Punkte von % einem zusammen-
héingenden Teile von % an, so ist % zusammenhingend.
Angenommen in der Tat, % wére nicht zusammenhingend:

(0) A=AB, + AB,,
wo B,, B, abgeschlossen, AB,, AP, nicht leer. Sei a, ein Punkt
von AB,, a, ein Punkt von AYB,. Ist U’ ein a, und a, enthaltender
Teil von 9, so ist:

A=AV, +A'B,,
wo A'PB,, A'B, nicht leer und in A abgeschlossen. Also kann 9’
nicht zusammenhiéngend sein, entgegen der Annahme. Damit ist
Satz I bewiesen.

Satz II. Die Vereinigung zweier nicht fremder zusam-
menhingender Mengen o, %" ist zusammenhéngend.

1) Die folgende Definition findet sich bei F. Hausdorff (Grundziige
der Mengenlehre, 244), dessen Darstellung wir uns anschlieBen. Vgl. auch
N. J. Lennes, Am. Journ, 33 (1911), 303.

?) So ist z. B. im ®, die Menge ¥ aller rationalen Punkte nicht zu-
sammenhingend; denn ist %, die Menge aller rationalen Punkte << y2, 9,

die Menge aller rationalen Punkte > y2, so ist %, und %, in % abgeschlossen
und =A%,



Kap. I, § 5. Zusammenhingende Mengen. 83

Angenommen in der Tat, es sei:

QI P 2[/ __I_ 2[”
nicht zusammenhingend, so da wieder (0) gilt. Wir setzen:
(00) W=uB,+AVB,; AW=A"B,+A'SY,.

Sei a ein Punkt von A'A”; er gehort zu B, oder zu B,, etwa zu
B,; er gehort also zu A'WB, und zu A’B,. Da AB, — A'B, + A”'B,
nicht leer ist, ist auch sei es A'®,, sei es A”W,, nicht leer; etwa
A'®B,. In der ersten Gleichung (00) sind also beide Summanden
nicht leer, und es wire somit 9’ nicht zusammenhiéingend, entgegen
der Voraussetzung. Damit ist Satz II bewiesen.

Satz III. Die Vereinigung ¥ endlich oder unendlich
vieler zusammenhidngender Mengen %, die zu je zweien
nicht fremd sind, ist zusammenhéingend.

Seien in der Tat a,, a, zwei verschicdene Punkte von 8. Jeder
gehort zu mindestens einer Menge %, etwa a, zu %A,, a, zu %A,.
Nach Satz IT ist 9, - %, ein zusammenhiéingender Teil von %, der
a, und a, enthilt, also ist nach Satz I £ zusammenhéngend, wie be-
hauptet.

Wir sagen, zwei Punkte a, a’ von % seien in ¥ durch eine
o-Kette verbunden, wenn es in 9% eine endliche Punktfolge:

A=0g, Gy Ag;s...y Ag—1, ak=a'
gibt, so daf: .
r(ai—1,a,)<o (i=1,2,...k).

Satz IV. In einer zusammenhingenden Menge sind,
wenn o >0 beliebig gegeben, je zwei Punkte o', a” durch
eine g-Kette verbunden.

" Angenommen in der Tat, es giibe in % zwei nicht durch eine
o-Kette verbundene Punkte a’, a”. Sei %' die Menge aller mit
a’ durch eine p-Kette verbundenen Punkte von 9. Weder %' noch
9 — U’ sind dann leer, und es ist:

* r (W, A— QI')ZQ;
denn sonst gibe es @ in U, @ in A— A, so daB:
r(a, @)<o,

und es wire, ebenso wie @, auch @ durch eine o-Kette mit a’ ver-
bunden, was nicht der Fall ist, da @ in A — "
Wegen (*) ist nun kein Punkt von 9’ Hiufungspunkt von
%A — ' und umgekehrt, es sind also %' und ¥ — U’ abgeschlossen
6*
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in ¥, und die Zerlegung

A=A +(A—A)
besagt, dal 9 nicht zusammenhéingend ist. Damit ist Satz IV be-
wiesen.

Satz V. Ist % kompakt und abgeschlossen?!), und sind
fiir jedes >0 je zwei Punkte von 9 verbunden durch
eine g-Kette in o, so ist Afzusammenhingend.

Angenommen, % sei nicht zusammenhingend; es giibe dann eine
Zerlegung:

A=A, - %A,,

wo 9, ¥, nicht leer und in A abgeschlossen; da aber 9 selbst ab-
geschlossen, sind dann auch 9,, %, abgeschlossen (§ 2, Satz IIIa).
Nach § 2, Satz IX ist also:

r (A, %) >0,

und fiir o <r(@,%,;) ist kein Punkt von 9, mit einem Punkte
von 9, durch eine g-Kette in % verbunden, entgegen der Annahme.
Damit ist Satz V bewiesen.

Satz VI. Enthélt eine zusammenhingende Menge %A
einen Punkt von 8 und einen Punktvon % -— B, so enthilt
sie einen Punkt der Begrenzung von 9.

In der Tat, setzen wir:

A-BO=1A, AR—B)°=1,,
so sind %, und 9, nicht leer und abgeschlossen in %. Da %A zu-
sammenhéngend, sind also 9%, und 9, nicht fremd; es sind daher
A-BY und A- (R — B)° nicht fremd, d. h. es gibt einen Punkt von
A, der zu B (R — B)° gehort, das aber ist die Behauptung.

Saiz VII. Jedes Intervall § des &%, ist zusammenhingend.
Seien in der Tat

a=(ay, @y, ..., a), b=(b;,by,...,0)

zwei Punkte von §. Unter der Strecke ab verstehen wir die Menge
aller Punkte, deren Koordinaten gegeben sind durch:

o z,=—a,+Ai0b,—a,), 0<i<1.

1) Keine dieser beiden Voraussetzungen kann entbehrt werden. Beispiel
im R,:

' °U=(0,1), A=(,2).
Beispiel im R,: %, die x,-Achse, %, die Hyperbel z, z; = 1. In beiden
Fillen ist U, 4+ %A, = A nicht zusammenhingend, obwohl je zwei Punkte durch
eine o-Kette in % verbunden sind. Im ersten Beispiel ist A kompakt, aber
nicht abgeschlossen, im zweiten abgeschlossen aber nicht kompakt.
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Diese Strecke ist offenbar kompakt, abgeschlossen und Teil von .
Der Abstand der beiden Punkte 4’ und i” auf ihr ist gegeben durch:

|2 — 2" V(b — 4y T (b — @) - (b —

Betrachtet man auf ihr die Punkte i=0, %, —2—, e v:], 1, so

v

stellen sie, wenn o >0 beliebig gegeben, fiir fast alle » eine a

und b verbindende o-Kette in ab dar. Also ist (Satz V) ab zu-
sammenhéngend. Daher (Satz I) auch §, womit Satz VII bewiesen.

Satz VIII. Im %, hat jede zusammenhéngende Menge %,
die mehr als einen Punkt enthélt, die Machtigkeit ¢.
Seien in der Tat

a==(ay, @y, ..., a), b=(b, by, ..., b,)

zwel verschiedene Punkte von %. Da nicht durchweg a,=10, sein
kann, kénnen wir immer annehmen a, <'b,. Ist dann a, <c<Tb,,
und ist B die Menge aller Punkte des ®,, fiir die x, <¢, so folgt
aus Satz VI, daB U einen Punkt mit x, = ¢ enthilt; da dies fiir
alle ¢ aus (a,, b,) gilt, und es deren ¢ gibt, so ist Satz VIII be-
wiesen,

Satz IX. Ist % zusammenhidngend, und ist

A<LB<A,

so ist auch B zusammenhéngend.
In der Tat, sei:
B=BE, | BE,
(€,, €, abgeschlossen) eine Zerlegung von % in zwei nicht leere, in
B abgeschlossene Teile. Dann ist:

(0) A—AC, + AC,

eine Zerlegung von % in zwei in 9 abgeschlossene Teile; weder %G,
noch AE, ist leer; denn wire AE, leer, so wire A <E,, und nach
§ 3, Satz X auch %°<E,, mithin auch <€, und BE, leer, gegen
Annahme. Die Formel (0) wiirde also besagen: 9 ist nicht zu-
sammenhéngend, gegen die Voraussetzung. Damit ist Satz IX be-
wiesen.

Eine abgeschlossene, zusammenhingende Menge, die nicht aus
nur einem Punkt besteht, heilt ein Kontinuum; eine offene, zu-
sammenhéngende Menge heifit ein Gebiet?).

Satz X. Im R, ist jedes abgeschlossene Intervall ein

1) Nach C. Carathéodory, Vorlesungen iiber reelle Funktionen, 208, 222.
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Kontinuum, jedes offene Intervall ein Gebiet. Im ®, ist
auch umgekehrt jedes Gebiet ein offenes Intervall

In der Tat, die erste Hélfte der Behauptung folgt unmittelbar
aus Satz VII. Was die zweite anlangt, so sei 9 ein Gebiet im R,
seien o und b obere und untere Schranke (Einleitung, § 5, S. 30)
von 9; dann ist, da 9 als offene Menge nicht aus einem einzigen
Punkte bestehen kann: b >>qa. Wir behaupten, es ist:

A=(a, D).

Sei in der Tat ¢ ein Punkt aus (a,b). Ist ¥ die Menge aller
x<c, so hat % sowohl mit B als mit R, — B einen Punkt gemein,
und aus Satz VI folgt, daB % den einzigen Begrenzungspunkt ¢ von
% enthalten mufl. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Satz XI. Besteht die zusammenhéingende Menge % nicht
aus nur einem Punkte, so ist sie insichdicht. Jedes Konti-
nuum ist daher perfekt.

Angenommen in der Tat, a sei ein isolierter Punkt von 9,
und 9, sei die nur aus a bestehende Menge. Dann sind %, und
o — 9, nicht leer und abgeschlossen in 9, und wegen

o = 91, |- (% — 21,
wére U nicht zusammenhéingend. Also ist 9 insichdicht. Ist 9,

obendrein abgeschlossen, so ist es daher auch perfekt. Damit ist
Satz XI bewiesen.

Ein Teil 9 einer beliebigen Menge 9 heiBt eine Komponente
von A, wenn

1. o' zusammenhiingend ist und

2. jeder zu %' nicht fremde, zusammenhingende Teil von 9
auch Teil von 9 ist.

Satz XII. Jeder Punkt von % gehoért einer und nur einer
Komponente von 9 an.

Sei in der Tat a ein Punkt von 9. Wir bilden die Vereinigung 9
aller a enthaltenden zusammenhiéngenden Teile von 9. Nach Satz ILI
ist %' zusammenhiingend. Offenbar ist 9’ eine Komponente von 9.
Denn sei B ein zu 9’ nicht fremder zusammenhingender Teil von 9.
Nach Satz IT ist dann 9 —}— % ein a enthaltender zusammenhingender
Teil von 9. und mithin nach Definition von A’:

o’ —}— B<<W, daher B<U.

Also ist %" Komponente von 9. Dieselbe Argumentation zeigt, daB
jede Komponente 8 von 9, die zu ' nicht fremd ist, mit 9 iden-
tisch ist. Damit ist Satz XII béwiesen.
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Es folgt aus ihm unmittelbar:

Satz XIII. Jede Menge ¥ ist, und zwar nur auf eine
Weise!), Summe von Komponenten.

Satz XIV. Jede Komponente von % ist abgeschlossen
in .

In der Tat, sei %' eine Komponente von % und a ein zu % ge-
horiger Haufungspunkt von %. Wiirde er nicht zu 9’ gehéren, so
wiirde, indem man ihn zu % hinzufiigt, nach Satz IX ein zu 9’ nicht
fremder, zusammenhingender Teil B von U entstehen, und es wire
nicht B << U, entgegen der Definition der Komponenten. Damit ist
Satz XIV bewiesen.

Darin ist als Spezialfall enthalten:

Satz XV. Jede Komponente einer abgeschlossenen Menge
besteht aus nur einem Punkte oder ist ein Kontinuum.

Satz XVI. Im %, ist jede Komponente einer offenen
Menge ein Gebiet?).

Es ist nur zu zeigen, dafl jede Komponente %’ der offenen
Menge 9 selbst offen ist. Sei ¢ ein Punkt der Begrenzung von
und § ein o enthaltendes offenes Intervall Dann muf § auch
Punkte von %R, — 9 enthalten; denn nach Satz II und VII ist

o' — J zusammenhingend; wire also <<%, so wire nach Defini-

tion der Komponenten 9 |- J < %', mithin auch §~<<9, entgegen
der Annahme, a gehdre zur Begrenzung von %’. Da also § Punkte
von R, — A enthilt, ist « Punkt der Begrenzung von ¥, und da A
offen, gehdrt a nicht zu 9, dahér auch nicht zu %', d. h. 9 ist
offen. Damit ist Satz XVI bewiesen.

Satz XVII?). Ist {%,} eine Folge zusammenhéingender Mengen,
die alle Teile derselben kompakten Menge 9 sind?), und deren

Y D. h. ist % sowohl Summe der Komponenten %’ als auch Summe der
Komponenten %', so ist jedes W ein B, jedes B’ ein A’
2) Dies gilt nicht in jedem metrischen Raume. Wir wihlen etwa fiir R die Ver-

einigung folgender Intervalle des ®,: (—oo, 0], (é_nl?i’ %‘) n=1,2,...).
Der metrische Raum R selbst ist immer offen. Eine seiner Komponenten ist
(— 00, 0], und diese Komponente ist nicht offen, also kein Gebiet.

%) Vgl. L. Zoretti, Encycl. des sciences math. Tome II, vol. 1, 145.

%) Diese Voraussetzung kann nicht entbehrt werden. Beispiel im R,:
Seien a, b, ¢, die Punkte:

a:(—lzo)z b=(1y0)> cnz(o)n))

und sei %, die Vereinigung der Strecken:

A, =ac, -+ eb.
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untere Naherungsgrenze nicht leer ist'), so ist ihre obere Nihe-
rungsgrenze zusammenhingend?).

Sei in der Tat a ein Punkt der unteren Niherungsgrenze, und sei ® die
obere Niherungsgrenze. Nach § 3, Satz XX ist ® abgeschlossen, und, weil
<< A% nach § 3, Satz XVIII auch kompakt. Wire ® nicht zusammenhiingend,
80 wire:

* $=06,4+6, (¥, @, abgeschlossen, nicht leer).
Da ®,, ®, fremd, ist (§ 2, Satz IX):

r(®,,®,) >0.
Sei:

0 <o <§7(8,, ),

dann ist:
(©) 7 [1(By;0), U (G 0)]20.
Denn andernfalls giibe es g, in U (®,;0), g, in U (&,;0), so daB:
() (91, g2) <e.
Es gibe ferner g, in @,, g,/ in &,, so daB:
(tit) (9, 9)<e; r(g.,g9) <e.

Aus (ff) und (f11) aber wiirde vermoge der Dreiecksungleichung folgen:

(g, 8) <Be <7 (8, &),
was unmoglich ist.
Liegt der Punkt a der unteren Niherungsgrenze etwa in ®,, so sind fast
alle 1 (®,; o)-%, nicht leer; andrerseits sind unendlich viele 1l (®,; @)- %, nicht
leer. Es gibt also unendlich viele %,, die sowohl in I (®,; o) als in 1 (®,; o)

Punkte haben; sie mogen die Teilfolge {Q[nv} bilden. Sei a;,‘, in n, -U(G,; @)
und a;:y in QI”v ‘U (®,; o). Nach Satz IV gibt es in QI”y eine a;,y und a;’r ver-
bindende o-Kette (s < 0). Wegen (f)muB es in ihr einen Punkt a,,, auBerhalb U (§,; o)
+ U (®,; o) geben. Dann ist { a,.v} eine Punktfolge der kompakten Menge ¥,
besitzt also einen Hiufungspunkt b. Da alle a,, in der abgeschlossenen Menge
R — U (8,5 @) + U (®,; o)} liegen, gilt dies auch fiir b. Das aber ist unmdglich,
da b als Hiaufungspunkt von { a,.v} zu @ gehort, und zufolge (*):
B<UB,; o)+ U(B,; o).
Damit ist Satz XVII bewiesen.

Die obere Niherungsgrenze von {9,} besteht aus den Halbgeraden
z=—1, y20 und =1, y>0,
und ist nicht zusammenhingend.
!) Auch diese Voraussetzung kann nicht entbehrt werden. Beispiel im ®,:
Uy, 1=10,1]; Ay, =[2,3].
Die obere Niherungsgrenze von {QI,.} ist [0, 1]+ (2, 8], also nicht zusammen-
héangend.

?) Da sie nach § 3, Satz XX auch abgeschlossen ist, ist sie also ein
Kontinuum, oder besteht aus einem einzigen Punkte.
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§ 6. Das Borelsche Theorem.

Wir beweisen nun einige Sitze, die man kurz als Uberdeckungs-
séitze bezeichnen kann, und deren erster bekannt ist als das Borel-
sche Theorem?):

Satz I. Ist jedem Punkte o der kompakten, abgeschlos-
senen Menge % eine Menge B, zugeordnet, vonder a innerer
Punkt ist, so gibt es unter den Mengen B, endlich viele:

* BO, B& . BE
so dafl jeder Punkt von % innerer Punkt mindestens einer
der Mengen (*) ist.

Zum Beweise bilden wir zu jedem Punkte a von 9 die obere

Schranke g (a) aller jener Werte von g, fiir die 1 (a; ¢) Teil mindestens
einer Menge B, ist. Nach Voraussetzung ist:

e(@)>0.
Wir behaupten: es gibt ein g, >0, so daB fiir alle « von U:
(**) 0(a) >0y > 0.
Andernfalls gibe es in 9 eine Folge {a,}, so daB:
(=4 lim ¢ (a,) = 0.
NnN=awo

Weil % kompakt ist, hat {a,} einen Haufungspunkt a,; weil % abge-
schlossen ist, gehort a, zu A. Also ist:

s 0 (ao) >0,
und somit ist fiir jedes a von U (a,; %o (a,):
e(@)=3e(a),

im Widerspruch mit (***). Damit ist (**) bewiesen.

Ausgehend von einem beliebigen Punkte a, von 9 bilden wir
U(a,; 0,). Liegt A nicht ganz in 1 (a,; g,), so gibt es einen Punkt a,
von ¥ auBerhalb U (a,; g,); wir bilden 1 (a,; g,). Liegt 9 nicht ganz
in 1(a,; 0p) 4 U (a,; 0,), S0 gibt es einen Punkt a, von U auBerhalb
dieser Vereinigung; wir bilden U (a,; o,) usf. )

Nach endlich vielen Schritten miissen wir zu einer Punktfolge
ay, @y, ..., a, aus U gelangen, so daB:

() s‘)[-<u(a1;90)4—11(“2;90)‘1.“-“‘1."11(%; Qo)>

1) Es wurde, freilich in viel speziellerer Form, zuerst ausgesprochen von
E. Borel, Ann. éc. norm. (3) 12 (1895), 51, und wurde seither, mehr oder minder
allgemein, wiederholt bewiesen. In der Allgemeinheit von Satz I wurde es be-
wiesen von W. Grof}, Wien. Ber. 123 (1914), 810.
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da es andernfalls in % eine Punktfolge {a,} gibe, so daB fiir je
zwei Punkte aus {a,}:
' ’V(a”', a’”“)ZQO’
entgegen der Annahme, daB %A kompakt ist.
Nach Definition von g, gibt es nun unter den Mengen 9B, eine,
sie heie B®, so daB:

U (a;; 0,) <<BW (i=1,2,..., k).
Aus (}) folgt aber dann, dal jeder Punkt von 9 innerer Punkt
mindestens einer der Mengen W, 8@, . ., B® ist, und Satz I ist be-
wiesen. — Eine andere Formulierung von Satz I lautet:

Satz II. Ist %A kompakt und abgeschlossen, so gibt es
unter unendlich vielen in % offenen Mengen, deren Ver-
einigung A ist, auch endlich viele, deren Vereinigung % ist.

Wir bemerken noch, dal weder die Voraussetzung, % sei kompakt,
noch die Voraussetzung, 2 sei abgeschlossen, zum Beweise von Satz I
entbehrt werden kann. Sei in der Tat % nicht kompakt. Dann
gibt es in U einen abzdhlbar unendlichen Teil

(0) Gy Qyy ey @

nd
ohne Héufungspunkt. Zu jedem Punkte a von A gibt es dann eine
Umgebung 11 (a), die — aufler etwa a selbst — keinen der Punkte (0)
enthilt. Jeder der Punkte (0) kommt dann nur in einem einzigen
U (a) vor. Unter diesen U(a) gibt es daher gewil nicht endlich viels,
deren Vereinigung alle Punkte (0) enthilt; also auch nicht endlich
viele, deren Vereinigung 9 enthélt.

Sei sodann 9( nicht abgeschlossen. Es gibt dann in a eine
Folge {a,} mit

lim g, =a,

wo a nicht zu % gehort. Jeder Punkt von 9 ist dann innerer Punkt
einer der Mengen R — U (a;%); aber es konnen nicht alle a4, und
mithin auch nicht ganz 9 in der Vereinigung endlich vieler Mengen
fR—1U (a; %) enthalten sein.

Wir sehen also, dafl fiir nicht kompakte, sowie fiir nicht abge-
schlossene Mengen das Borelsche Theorem nicht gilt. Um auch fiir
solche Mengen ein i#hnliches Theorem abzuleiten, miissen wir eine
Voraussetzung hinzufiigen:

Wir nennen eine Menge separabel, wenn es eine in ihr dichte,
abzihlbare Menge gibt?).

1) Dieser Begriff rithrt her von M. Fréchet, Rend. Pal. 22 (1906), 23.
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Dann koénnen wir folgenden Satz beweisen, den wir als das
verallgemeinerte Borelsche Theorem bezeichnen?!):

Satz III. Ist jedem Punkte a der separablen Menge %A
eine Menge B, zugeordnet, von der a innerer Punkt ist, so
gibt es unter den Mengen B, abzahlbar viele:

() BO, BB, BW,
so dafl jeder Punkt vor % innerer Punkt mindestens einer
der Mengen (1) ist.
Sei in der Tat
(1) Agy Aoy vvny Gy o
ein in Y dichter abzdhlbarer Teil von 9. Ist nun a irgendein Punkt

von ¥, so gibt es, da a einerseits innerer Punkt von %, ist, andrer-
seits in jeder Umgebung von a Punkte a, aus (f}) liegen, ein » und

’l> gehort und:

ein », so dall a zu U (a”;

u (an; l) <8,
14

Nach Einleitung § 2, Satz VIII ist aber die Menge aller 11 (an; %)

(n, v==1, 2,...) abziihlbar; es gibt also auch unter den %, abzahl-
bar viele:

(i) B, /=, ..., B8, .,
so daB jeder Punkt von 9 innerer Punkt mindestens einer der
Mengen (111). Damit ist Satz III bewiesen. — KEine andere Formu-

lierung von Satz IIT lautet:

Satz IV. Ist 9% separabel, so gibt es unter unendlich
vielen in %A offenen Mengen, deren Vereinigung 9 ist, auch
abzidhlbar viele, deren Vereinigung 9 ist.

Die Voraussetzung, 9 sei separabel, kann in Satz III nicht ent-
behrt werden. Wir gehen, um dies zu zeigen, aus von:

Satz V?). Hat jeder nicht abzéhlbare Teil von %A min-
destens einen Haufungspunkt, so ist 9 separabel?).

Um dies einzusehen, beweisen wir zunéchst: hat jeder nicht ab-
zihlbare Teil von 9 einen Haufungspunkt, so gibt es zu jedem ¢ >0
einen abzihlbaren Teil 9’ von 9 mit folgenden Eigenschaften:

1) Er wurde (fiir Punktmengen des ®,) wohl zuerst von E. Lindelsf
(C. R. 137 (1903), 697) und W. H. Young (Lond. Proc. 35 (1903), 384; Rend.
Pal. 21 (1906), 125) bewicsen.. In der Allgemeinheit von Satz III zuerst von
W. GroB, Wien. Ber. 123 (1914), 809.

%) W. GroB, a. a. 0., 805.

%) Insbesondere ist also jede kompakte Menge separabel.
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1. Sind o’ & a” zwei Punkte von %', so ist:
r(a’, a”) > 0.
2. Zu jedem Punkte ¢ von % gibt es mindestens einen Punkt o’
von o', so daB: :
r(a,a)<o.
In der Tat, wir konstruieren diese Menge U’ durch transfinite
Induktion (Einleitung § 4, Satz XIX):
Sei a, ein beliebiger Punkt von 9; sei sodann « eine Ordinal-
zahl von 8, - 8,, und fiir jedes <« sei ay so gewihlt, daB:

r(ag,ag) = o B <a, p'<<a).
Dann sind zwei Fille moglich; 1. Fall: Es gibt in % keinen Punkt a,

so daf:
*) r(a,ag) =0 fiir alle g <a.

Dann ist die Menge aller az(8 <) der gewiinschte Teil %’ von 9.
2. Fall: Es gibt in % mindestens einen Punkt a, fiir den (¥) gilt;
einen solchen Punkt wihlen wir dann fiir a,.

Wenn man nun, bei a =0 beginnend, fortgesetzt obigen Schluf}
anwendet, so muf} fiir ein « aus 3, -+ 3, der 1. Fall eintreten,
da man andernfalls zu jedem « von 8, -}- 3, einen Punkt a, in %
erhielte, so daf3
**) 7 (@as aa) 2 0 (@, d" in 8, 8,);
das aber ist unmdglich, denn diese a, wiirden in 9 einen nichtab-
zihlbaren Teil bilden (Einleitung § 4, Satz XIV), der wegen (**)
keinen Haufungspunkt hétte, entgegen der Annahme. Die Existenz
des behaupteten Teiles %’ von 9 ist damit bewiesen,

1 1
5 g,...,";, e
so eine Folge abzéhlbarer Teile Ay, WApy ooy A, ... von A mit fol-
gender Eigenschaft: zu jedem a von U gibt es in 9, ein o/, so daB:

Wir setzen nun, der Reihe nach g =1 und erhalten

r(a, a’) < 717 .
Infolgedessen bildet die Vereinigung
w44t

einen abzéhlbaren, in % dichten Teil von 9, d. h. o ist separabel.
Damit ist Satz V bewiesen.

Wir konnen nun feststellen, daB in Satz III die Bedingung,
9 sei separabel, nicht entbehrt werden kann. Angenommen in der
Tat, % sei nicht separabel. Nach Satz V gibt es dann in % einen
nicht abzéhlbaren Teil B ohne Haufungspunkt. Zu jedem a von U
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gibt es dann eine Umgebung 1 (a), die — auBler etwa a selbst —
keinen Punkt von % enthilt. Jeder Punkt von % kommt dann nur
in einem einzigen 1 (a) vor. Es kann daher nicht unter diesen 11 (a)
abzihlbar viele geben, deren Vereinigung 8 enthilt, und um so mehr
gilt dies von 9.

Wir kénnen noch Satz V umkehren:

_ Satz VI. Ist 9 separabel, so hat jeder nicht abzdhlbare

Teil von % mindestens einen Haufungspunkt.

Angenommen in der Tat, es gebe in % einen nicht abzihlbaren
Teil B ohne Héaufungspunkt. Zu jedem a von % gibt es dann eine
Umgebung U (a), die — auBer etwa a selbst — keinen Punkt von
B enthilt. Weil A separabel, miilte es nach Satz III unter diesen
U (a) abzihlbar viele geben, in deren Vereinigung B enthalten ist.
Wie wir eben vorhin sahen, ist das aber nicht der Fall. Unsere
Annahme fiihrt also auf einen Widerspruch, und Satz VI ist be-
wiesen.

§ 7. Separable Mengen.

Wir miissen nun zunichst die separablen Mengen (S. 90) niher
untersuchen.
Satz I. Die Michtigkeit einer separablen Menge ist <.
In der Tat, ist:
(0) Ayy Qgyveny Cpy e

ein in U dichter abzdéhlbarer Teil von A, so gibt es zu jedem
Punkte a von % in (0) eine Folge {a, }, so daB:

lim p,=a.
Y=

Da nun die Menge aller Teilfolgen {a, } von {a,} die Michtigkeit
hat (Einleitung § 7, Satz V, FuBn. ?), so hat die Menge aller a
hochstens die Méchtigkeit ¢, und Satz I ist bewiesen.

Satz II. Jeder Teil B einer separablen Menge 9 ist
separabel.

Angenommen in der Tat, B wire nicht separabel. Dann gibt
es nach § 6, Satz V in B einen abzéhibaren Teil 8’ ohne Hiufungs-
punkt. Da auch ¥'<< 9, kann dann nach § 6, Satz VI auch 9 nicht
separabel sein. Damit ist Satz II bewiesen.

Satz 1II. Jede Punktmenge des euklidischen %, ist se-
parabel?).

In der Tat, die Menge aller rationalen Punkte des ®, ist ab-
zihlbar (§ 1, Satz IT) und dicht im ®,; also ist der %, separabel,

1) Auch jede Menge reeller Zahlen ist demnach separabel.
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also (Satz II) jede seiner Punktmengen. Damit ist Satz III he-
wiesen. Er ist Spezialfall von?):

Satz IV. Ist jede Menge der Folge {%,} kompakt, so
ist ihre Vereinigung separabel.

In der Tat, nach § 6, Satz V ist jede Menge %A, separabel; es
gibt daher einen in 9, dichten abzahlbaren Teil B, von ,. Dann

ist auch 8, %, ... 9,1 ... abzihlbar und (§ 4, Satz IX) dicht
in U, —|— A, ... —l.— A, 4-... Damit ist Satz IV bewiesen.

Satz V. Ist ¥ separabel, so ist jede Menge zu je zweien
fremder Teile ¥ von %, deren jeder einen inneren Punkt
besitzt, abzahlbar.

Sei in der Tat die abzihlbare Menge:

* O Y S

dicht in 9, und sei B ein Teil von %, der einen inneren Punkt b
besitzt. Es gibt dann (§ 3, 8. 72) ein ¢ >0, so daB:

n@; 0<%.

Da aber b Punkt von % und die Menge (*) dicht in U ist, gibt
es in U(b; ¢) und mithin in B einen Punkt aus (*). Es kann also,
da (*) abzihlbar ist, auch nur abzdhlbar viele solcher 8 geben. wie
behauptet.

Satz VI. Ist % separabel, so ist jede Menge zu je zweien
fremder, in % offener Mengen B abzihlbar.

In der Tat, man betrachte die Menge 9 selbst als den zugrunde
gelegten metrischen Raum. Jede in 9 offene Menge B wird dann
eine offene Menge, jeder Punkt von 8 daher ein innerer Punkt von B
(§ 8, 8. 72), und Satz VI folgt aus Satz V.

Ein Spezialfall von Satz VI sei noch eigens formuliert:

Satz VIa. Ist 9 separabel, so ist die Menge aller iso-
lierten Punkte von % abzihlbar.

In der Tat, ist b ein isolierter Punkt von U, so ist die aus
dem einzigen Punkte b bestehende Menge B offen in 9, also ist
tatsichlich Satz VIa Spezialfall von Satz VI.

Ein anderer Spezialfall von Satz VI besagt:

Satz VII. Im euklidischen ®, ist jede Menge zu je zweien
fremder Intervalle abzihlbar?).

1) Denn der R, ist Vereinigung abzihlbar vieler kompakter Mengen, z. B.
abzéhlbar vieler abgeschlossener Intervalle.
%) Ein Spezialfall hiervon ist Satz II von Einleitung, § 5.
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Ferner ergibt Satz VI, zusammen mit den Sitzen XIII und XVI
von §5:

Satz VIII. Eine offene Menge des %, ist Summe abzihl-
bar vieler Gebiete.

Benutzt man noch § 5, Satz X, so hat man:

Satz IX. Eine offene Menge des R, ist Summe abzédhl-
bar vieler offener Intervalle.

Im R, tritt an Stelle dieses Satzes:

Satz X. Eine offene Menge % des %, ist Vereinigung
abzihlbar vieler offener Intervalle?).

In der Tat, zu jedem Punkte a einer offenen Menge % des %,
gibt es ein @ enthaltendes offenes Intervall §(a), das Teil von o ist
(§ 3, S. 72). Da dann 9 die Vereinigung aller dieser J(a) ist, lehrt
das verallgemeinerte Borelsche Theorem § 6, Satz IV, daBl % auch
Vereinigung abzihlbar vieler dieser J (a) ist, und Satz X ist bewiesen.

Allgemein gilt:

Satz XI. Ist A eine separable, offene Menge, so gibt
es in 9 abzdhlbar viele Punkte

Qpy Ay ey @y o

und zu jedem a, ein g, >0, so daB:

A=1(a; 0,) + U(ay; 05) F -+ U(a,s0.) F -
In der Tat, zu jedem Punkte a einer offenen Menge gibt es
(§ 3, Satz V) ein o >0, so daB

U(a; 0)<<U.

Dann ist 9 die Vereinigung aller dieser U(a; ¢), und § 6, Satz IV ergibt
die Behauptung.

Wir beweisen nun zwei Sdtze iiber monotone, wohlgeordnete
Mengen abgeschlossener oder offener Teile einer separablen Menge?).

Satz XII. Sei % separabel; dann ist jede wohlgeordnete
Menge M in % abgeschlossener Mengen, deren jede echter
Teil aller folgenden (vorhergehenden) ist, abzéhlbar.

Seien in der Tat %, («=1, 2,...) die Mengen von M. Indem
wir 9 fiir den metrischen Raum $% wihlen, kénnen wir annehmen,
die 9, seien abgeschlossen. Sei ferner

Gy Oy &y By vns

1) Die aber im allgemeinen nicht zu je zweien fremd angenommen werden
kénnen.
%) F. Hausdorff, Grundz. d. Mengenlehre, 275.
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eine in 9 dichte abzdhlbare Punktmenge. Die Menge der Um-
gebungen:

*) u(“n;%’) (n,v=1,2,..)

ist dann ebenfalls abzihlbar.
Wir betrachten zunichst den Fall:

A<y wenn a<d.

Es gibt dann in 9,,; einen nicht in %, enthaltenen Punkt a. Da
A, abgeschlossen, gibt es eine zu %, fremde Umgebung 1(a) und mit-
hin unter den Mengen (*) eine, die « enthdlt und zu 9, fremd ist,

etwa U (a,,a; vl> Dann ist notwendig
1 1 ,

**) Ulan; —)FUla,,; - ) wenn o >>;
Ve Yy

denn es ist U (ana,; %) fremd zu ..y, wéhrend ll(a,.a; ;1‘> den

Punkt o von 9,., enthilt. Da es aber nur abzihlbar viele Mengen
(*) gibt, kann es auch nur abzéhlbar viele Mengen 9, geben, wie
behauptet.

Betrachten wir sodann den Fall:

A >Ny wenn o< d.
Es gibt dann in 9(, einen nicht in 9,,; enthaltenen Punkt a, und

daher in (*) eine Menge U (a,.a; ;l—), die a enthilt und zu %, fremd

ist. Wieder gilt (**), da u(a,,a;:) zu Y,yq1 fremd ist, wihrend

ll(a,,a,; ;1;) einen Punkt von %, und mithin von 9,,; enthilt. Im

tibrigen schlieBt man, wie vorhin. Damit ist Satz XII bewiesen.
Satz XIII. Sei % separabel; dann ist jede wohlgeordnete
Menge M in o offener Mengen, deren jede echter Teil aller
folgenden (vorhergehenden) ist, abzdhlbar.
In der Tat, sind wieder 9, die Mengen von M, und setzt man:

%a‘: QI —ima )

so bilden die B, eine wohlgeordnete Menge N in 9 abgeschlossener
Mengen, deren jede echter Teil aller vorhergehenden (folgenden)
ist. Wegen Satz XII muB N abziihlbar sein, daher auch M, wie
behauptet.

In separablen Mengen gelten einige wichtige Sitze iiber Kon-
densationspunkte (§ 3, S. 69).
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Satz XIV. Eine nicht abzihlbare, separable Menge U
enthdlt mindestens einen ihrer Kondensationspunkte.

Angenommen in der Tat, kein Punkt von 9 wire Kondensations-
punkt von 9. Zu jedem Punkte von a gibt es dann eine Umgebung
U(a), so daB 11(a)-A abzihlbar. Nach dem verallgemeinerten Borel-
schen Theorem (§ 6, Satz IV) gibt es unter den Mengen 1(a)-A ab-
zdhlbar viele, deren Vereinigung U ist. Also wire % abzihlbar,
gegen die Annahme. Damit ist Satz XIV bewiesen.

Aus diesem Satze flielen viele wichtige Folgerungen. Vor allem
konnen wir nun Satz V und VI von § 6 in folgender Weise er-
ginzen:

Satz XV. Damit cine nicht abzihlbare Menge 9 sepa-
rabel sei, ist notwendig und hinreichend, dafl jeder nicht
abzihlbare Teil von % einen Kondensationspunkt besitze.

Die Bedingung ist notwendig; dies ist enthalten in der Be-
hauptung von Satz XIV.

Die Bedingung ist hinreichend; dies ist enthalten in der Be-
hauptung von Satz V, § 6.

Satz XVI. Ist %* die Menge aller Kondensationspunkte
der separablen Menge 9, so ist jeder Punkt von %* auch
Kondensationspunkt von 9. 9*

Sei in der Tat a ein Punkt von 9* d.h. ein Kondensations-
punkt von %. Wire er nicht Kondensationspunkt von % ¥, so gibe
es eine Umgebung 11(a), so daB 1 (a)-AA* abzihlbar. Nach Satz XIV
ist die Menge:

U(a)- A — U(a) AA*

abzihlbar, weil sie keinen ihrer Kondensationspunkte enthilt. Also
wiire auch:

U(a)- A =1U(a) AA* 4 (U(a)- A — U(a)- AA*)
abzihlbar, entgegen der Annahme, daBl a Kondensationspunkt von 9.
Damit ist Satz XVI bewiesen.

Daraus folgt sofort:

Satz XVII. Ist %* die Menge aller Kondensationspunkte
der separablen Menge 9, so ist sowohl %* als YA* insich-
dicht.

Und da %* abgeschlossen ist (§ 3, Satz IX):

Satz XVIII. Die Menge aller Kondensationspunkte einer
separablen Menge ist perfekt.

Wir kniipfen an den in § 4, S. 76 eingefiihrten Begriff des
insichdichten Kernes und der separierten Mengen an.

Hahn, Theorie der reellen Funktionen. I. 7
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Satz XIX. Der insichdichte Kern einer nicht abziahl-
baren separablen Menge ist nicht leer.

In der Tat, nach Satz XIV und XVII ist AY* ein nicht leerer,
insichdichter Teil von 9. Daher weiter:

Satz XX, Eine separable und separierte Menge ist ah-
zdhlbar.

Hieraus zusammen mit § 4, Satz VII folgt:

Satz XXI. Jede separable Menge 9 ist Summe einer in %
perfekten und einer abzihlbaren Menge.

Ist insbesondere A abgeschlossen, so ist (§ 2, Satz IIIa) jede in
9 perfekte Menge perfekt, und Satz XXI ergibt:

Satz XXII. Jede separable abgeschlossene Menge ist
Summe einer perfekten und einer abzdhlbaren Menge.

Dies kann noch wesentlich prézisiert werden, wenn wir die Ab-
leitungen von U heranziehen. Da %**! die Menge aller Haufungs-
punkte von ¢ ist, so ist dann und nur dann Y**+1=Y*, wenn Y+
perfekt; dann aber ist auch ¥ = A* fiir « > «. Wir folgern
daraus:

Satz XXIII. Unter den Ableitungen 9* einer separablen
Menge % gibt es eine perfekte, deren Index « zu 81—]—82
gehort. Insbesondere ist also %1 perfekt?).

In der Tat, andernfalls wire fiir jedes ¢ aus 8, 3, die Ab-
leitung 9*+! echter Teil von %%, und da 3, 8, nicht abzihlbar
(Einleitung § 4, Satz XIV), steht dies in Widerspruch zu Satz XII.

Satz XXIV. Der insichdichte Kern einer separablen
abgeschlossenen Menge U ist identisch mit jeder der per-
fekten Ableitungen von 9, insbesondere also mit %, und
die Zerlegung von Satz XXII kann geschrieben werden:

9o = Y1 (A — Ys).

In der Tat, jeder insichdichte Teil von %A ist Teil jeder Ab-
leitung von 9; insbesondere gilt-also, wenn %* eine perfekte Ableitung
von U ist, fiir den insichdichten Kern & von U:

*) R <A
Da 9 abgeschlossen, ist
<< A.
Da ferner %%, weil perfekt, auch in sich dicht ist, folgt aus der De-
finition von R:
(*#) ) (< < [ ,

!) Darin bedeutet w, die Anfangszahl vor 8, (Einleitung § 4, S. 22).
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also wegen (*) und (**):

8 =Y.
Nach Satz XXIII aber kann a < w, angenommen werden; also ist
A = P* = Q,

und Satz XXIV ist bewiesen,
Wir erhalten nun noch folgende Verschirfung von Satz XXII.

Satz XXV. Jede separable abgeschlossene Menge ist
Summe einer perfekten und abzdhlbar vieler isolierter
Mengen.

In der Tat, da es unter jeder Menge von Ordinalzahlen eine
kleinste gibt (Einleitung § 4, Satz XI), so gibt es unter den per-
fekten Ableitungen von U eine erste, d. h. eine von kleinstem Index;
es sei dies 9%. Dann ist, da A% <<A:

A = Ao - (A — A%).

Zu jedem Punkte von 9, der nicht zu 9% gehort, gibt es eine erste
Ableitung %* (0 < a < ¢,), der er nicht angehért, und zwar ist dann ¢
keine Grenzzahl!), und es ist daher a ein Punkt von 9*-1— 9o,
Es ist also % — %A% die Summe aller 9¢-1— %+, wo « alle Ordinal-
zahlen 0 <a < ¢, durchlduft, mit Ausnahme der Grenzzahlen, oder
was dasselbe heilt, die Summe aller %*— A+1 (0 < e <q).

Da 9%*+! die . Menge aller Haufungspunkte von 9@ ist, so ist
Y* — A2+ isoliert; und da nach Satz XXIII die Ordinalzahl ¢, zu
8,-+ B, gehort, also die Menge der Ordinalzahlen 0 < a <, ab-
zahlbar ist, ist Satz XXV bewiesen.

§ 8. Vollstindige Mengen.

In Anlehnung an Einleitung § 6, Satz IX wollen wir die Punkt-
folge {a,} eine Cauchysche Folge nennen, wenn es zu jedem
£>0 ein n gibt, so daB:

(0) T (aw, aw)<e fir o' >n,n">n

Damit véllig gleichbedeutend (vgl. Einleitung § 6, Satz X) ist die
Bedingung: zu jedem ¢>>0 gibt es ein n, so daB:

7 (an, an) <& fiir o' >mn.

Satz I. Jede gegen einen Punkt a konvergierende Folge
ist eine Cauchysche Folge.

Sei in der Tat: .
lima, =a.
n=—w
1) Denn ist a Grenzzahl, so ist %* der Durchschnitt aller A% B < a).
7*
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Ist ¢ >0 beliebig gegeben, so ist
r(a,, a)<~g- fiir fast alle 7,

also, wegen der Dreiecksungleichung:
(A, an) <7 (aw, a) 7 (an-, a)<e

fiir fast alle »' und fast alle #”. Das aber ist gleichbedeutend mit (0),
und Satz I ist bewiesen.
Die Umkehrung von Satz I gilt nicht allgemein. Sei z. B. %

die Menge aller Punkte x>0 des %®,. Dann ist die Folge {,1,}

eine Cauchysche Folge, ohne einen Grenzpunkt in 9 zu besitzen.

Eine Punktmenge 9 heit vollstdndig!), wenn jede Cauchysche
Folge {a,} aus % einen zu ¥« gehdrigen Grenzpunkt besitzt. Aus
dieser Definition folgt sofort:

Satz II. Jede vollstindige Menge ist abgeschlossen.

In der Tat, ist A nicht abgeschlossen, so gibt es in 9 eine
Folge {a,}, so dafl

lima,=a
n=—ao

nicht zu 9 gehért. Nach Satz I ist {a,} eine Cauchysche Folge;
sie besitzt zwar einen Grenzpunkt, aber er gehort nicht zu A. Also
ist %A nicht vollstindig.

Satz ITI. Jeder abgeschlossene Teil einer vollstindigen
Menge ist vollstindig.

Satz IV. Jede abgeschlossene und kompakte Menge U
ist vollstédndig.

Sei in der Tat {a,} eine Cauchysche Folge aus 9. Weil %
kompakt, gibt es eine Teilfolge {a,, } mit Grenzpunkt:
*) lima, =a.
Weil % abgeschlossen, gehort a zu %A. Weil {a,} eine Cauchysche
Folge, gibt es, wenn ¢ > 0 beliebig gegeben, ein #, so daB:

(**) 9~(a,,,a.;,/)<-;— fir n>n, 2 >n.

Wegen (*) gibt es ein n,>n, so daB:

€

(***) r (an,.» (l) < § )

1) Dieser Begriff wurde eingefiihrt von M. Fréchet, Rend. Pal. 22 (1906),
23; der Name stammt von F. Hausdorff, Grundz. d. Mengenlehre, 315.
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und wegen (**) ist auch

(*+*) 7 (A, an,) < % fir a>n.

Aus (***), (*,¥) folgt vermoge der Dreiecksungleichung:
r(a,, a)<e fir nz=n.
Das aber heif3t:
lima,=a.
n=ow

Und da a zu A gehort, ist Satz IV bewiesen.

Satz V. Jeder abgeschlossene Teil eines euklidischen
R, ist vollstindig.

Nach Satz III geniigt es zu zeigen, daB R, selbst vollstindig
ist. Sei {a,} die Folge der Punkte:

Ay, = (xl, ny X2, ns 00y T, n)-
Wegen:
L, — @i, | S0 (w5 an) (=1,2,..., k)

geniigt, wenn {a,} eine Cauchysche Folge ist, die Zahlenfolge {wx; n}
der Cauchyschen Bedingung (Einleitung, § 6, Satz IX), und ist also
eigentlich konvergent:

1imac.',,‘=x.' (i=1,2,...,k).
n=w
Setzen wir:
a=(2, Ty, ..., Ty),
so ist nach §1, Satz VI:
lima,=a,
n=wx0

und da « ein Punkt des %,, ist Satz V bewiesen.

Satz VI. Jeder o-Durchschnitt 8 in einer vollstindigen
Menge 9, dessen insichdichter Kern nicht leer ist, hat
einen perfekten Teil € der Michtigkeit c.

In der Tat, es gibt (§ 2, Satz XII) eine Folge offener Mengen
{8,}, so daB:

B=AYB,B,-....B,,-...; B,>VB,,,.

Sei & der insichdichte Kern von 8B, und seien ay; a; Punkte von &.
Dann gibt es ein p,:
0o é'lz"

so da8 die abgeschlossenen Umgebungen 1l (a,; 0,), U(a,; o,) folgende
Eigenschaften haben:

1. sie sind fremd;

2. sie liegen in 9, .
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In der offenen Umgebung U (a;; o,) (3, =0, 1) gibt es, da ® insich-
dicht, also jeder Punkt von ® auch H#ufungspunkt von & ist, zwei
Punkte a;,,¢, a;,1 von ®, und es gibt ein 0y

1
O<9‘zé?z’

so daB U(ai,,0; 0,), l—l(a,-hl; 0,) folgende Eigenschaften haben:

1. sie sind fremd;

2. sie liegen in B,;

3. sie liegen in U (ay; o,)-
Nun gibt es wieder in U (a;,, 4, 0,) (¢, % =0, 1) zwei Punkte a;,, 5, o,
@, i, 1 von § und ein g,:

1
0o =55

so daB I—I(a,'l,,-m 0 3)» ﬁ(a.-l, i 15 03) drei Eigenschaften haben, wie sie
eben fiir 11 (a;, ;,; 0,) formuliert wurden.

In dieser Weise kann man weiter schlieBen, und erhilt zu jeder
endlichen Ziffernfolge i, 4,, ..., t,, die nur aus Ziffern 0, 1 besteht,
einen Punkt a; q, .., i» von § mit einer abgeschlossenen Umgebung
U (i, 4, ..., 00} @,). Worin:

1
0<en= 50

von folgenden Eigenschaften:
1. Zu verschiedenen n-gliedrigen Ziffernfolgen iy, ,, ..., %, ge:
horige ﬁ(a,-h,-,_,,,,,-,,; 0,) sind fremd
2, 1?(“&.,«'3....,.',,; 2,) <<%,
3o W( @y, iy, ins 0) <W (@i iy, ..., in— s Opy)-

Wir bezeichnen nun mit 11, die Vereinigung aller U (ai, +,..... 4} ©,)
und setzen:

C=9-Uy -Uy-...-U,,-...

n

Nach Satz IT ist 9 abgeschlossen, also ist auch € als Durch-
schnitt abgeschlossener Mengen abgeschlossen (§ 2, Satz VI), und
da nach Eigensohaft 2. der U:

u,<9,,
c<93.

Jeder Punkt von © gehort zu einer und nur einer der Mengen
U(a;; @,), zu einer und nur einer der Mengen U (a,, ¢,; 0,) usf., wo-
durch jedem Punkte von € in eindeutiger Weise eine Ziffernfolge,

so ist auch
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bestehend aus den Ziffern O, 1:
(0) Gy By v ever gy aes (G, =0,1)

zugeordnet ist. Umgekehrt entspricht jeder solchen Ziffernfolge ein
und nur ein Punkt von €. Denn zunéchst liefert uns (0) eine
Punktfolge aus &:

(00) Aiys Riyigs oovy By i, oyins v os

Sie ist eine Cauchysche Folge; denn wegen Eigenschaft 3. der U
liegen fiir »'>n alle Punkte der Folge (00) in WU(ay,s,,...,; Q,)
es ist also:

1 .
T(a.',,.',,....en,aﬁ,.‘.,...,o',.')<9n§_'2‘.; fir o' >n.

Weil o vollstéindig, hat also die Folge (00) einen zu % gehérigen
Grenzpunkt, der — weil zu allen 1, gehorig — auch zu € gehort.
Wie aus Eigenschaft 1. der U folgt, liefern verschiedene Folgen (0)
auch verschiedene Punkte von €. Die Punkte von ¢ konnen also in
eineindeutiger Weise den Ziffernfolgen (0) zugeordnet, und daher durch

(000) Qiyyig,...yine. .. (i,==0,1)
bezeichnet werden.
Sei Ul irgendeine Umgebung des Punktes (000). Fiir fast alle n
(z. B. fir n > n,) ist:
u(ailr‘s»-~.,i,¢; Qn)<u'

Also enthilt 11 alle Punkte von @, deren n, erste Indizes mit denen
von (000) iibereinstimmen; also ist € insichdicht und mithin, weil
abgeschlossen, auch perfekt,

Da ferner zwischen den Folgen (0) und den Punkten von €
eine eineindeutige Zuordnung besteht, die Menge der Folgen (0) aber
(d. h. die Menge aller Belegungen der natiirlichen Zahlen mit den
Ziffern 0, 1) die Méachtigkeit 2% = hat (Einleitung § 7, Satz V), so
hat auch € die Méchtigkeit ¢. Damit ist Satz VI bewiesen.

Wir wollen, um eine kurze Bezeichnung zu haben, die Menge
aller derjenigen Punkte (OOO) von €, in denen nicht fast alle i,
den Wert O oder fast alle ¢, den Wert 1 haben, als den Haupttell
von ¢ bezeichnen. Dann gllt

Satz VII. Wird jedem Punkte a4 ¢, . i, ...
teiles D der Menge € von Satz VI die Zahl

des Haupt-

T S

zugeordnet, so ist dies eine eineindeutige Abbildung von ®



104 Punktmengen.

auf die Menge M aller Zahlen aus (0, 1), die nicht endliche
Systembriiche der Grundzahl 2 sind, und diese Abbildung
ist samt ihrer Umkehrung stetig!).

In der Tat, dal dies eine eineindeutige Abbildung von ® auf
ist, ist evident; es ist nur die behauptete Stetigkeit zu beweisen.
Sei zu dem Zwecke ¢ ein Punkt aus ® und {a,} eine Punktfolge
aus P, und es sei:

*) a=lima,.

Y=

und a, der Punkt a, ) .. .. I

Sei a der Punkt aq; (s
Da a in u(aily‘bunin*}'l; Qn+1) und mithin in u(afl,iz»»~-~ilz; Qn) liegt,
miissen wegen (*) auch fast alle a, in 1(a;, il O

. 0,) liegen, und
infolgedessen ist bei beliebig gegebenem n:

[T REPN IR

**) i =1y, i{V=/1,,..., =i, fir fast alle ».

Die den Punkten a und a, zugeordneten Zahlen sind gegeben
durch:
im
)

® - @
(7} ] . ‘A
(***) X :Jg —2/1 bzw. X, == é: 91"

Wegen (**) ist also bei beliebig gegebenem n:

. 1 1 .
lg, — o' < Z’ 51 = on fiir fast alle ».

d. h. es ist
(*4%) lim 2, = 2,

=%

und die Abbildung von D auf M ist stetig.

Sei umgekehrt = ein Punkt aus 9, {w,} eine Punktfolge aus M,
fir die (*,*) gilt, und seien (***) die Darstellungen von x und x,
als Systembriiche der Grundzahl 2. Da in der Darstellung von x
nicht fast alle 4,=0 oder fast alle 7 =1 sind, so ist:

O i R
7

£91<“‘<%1 91 T 50

und infolgedessen gilt wegen (*,*) auch fiir fast alle »;

) Eine Abbildung der Menge U auf die Menge B heiBt stetig, wenn
sie folgende Eigenschaft hat: Ist {a,,} einc Punktfolge, a ein Punkt aus 9,
und ist b, das Bild von a,, b das Bild von a, so folgt aus lim @, = a auch

n=o
limb, ="%. Wir kommen auf den Begriff der Stetigkeit ciner Abbildung aus-
n=aw
fiihrlich zuriick in Kap. 11, § 6.
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n
21 \xv<2 —1-2,,,

i=1

und mithin gilt auch (**). Fir fast alle » liegt also der x, zu-

geordnete Punkt M=, 0, .. ;0 in 1 (@iy. iy, ..., 0n5 0,), WOTID
. n

auch der z zugeordnete Punkt a =aq;,, liegt. Es ist also,

T T

1
da Qné—é’-‘ war:
r(a, a,,);/_2g"§—2;1:1- fiir fast alle »,

und da dies fiir jedes n gilt, ist:

limr(a, a,)=0, d. h. limg,=a.
Es ist also auch die Abbildung von M auf D stetig, und Satz VII
ist bewiesen.

Satz VIII. Die perfekte Menge € von Satz VI kann als
nirgends dicht in ¥ angenommen werden.

Um dies einzusehen, #ndern wir den Beweis von Satz VI in
folgender Weise ab: Wir gehen statt von zwei nun von drei Punkten
a,, ay, @, von ® aus und bilden, ganz wie beim Beweise von Satz VI,
zu jedem von ihnen eine Umgebung U (a;;0,) (i, =0,1,2). All-
gemein werden beim n-ten Schritte in U(a;, 4 ..., in_y3 0,—,) drei
Punkte a;, i, ... in—1,0> iy igsrovinoy.1> Qi iy, ..., in—,, 2 gewdhlt und
zu ihnen Umgebunoren U(ai, i, ... i 0,) gebildet, die dieselben Eigen-
schaften haben, wie beim Beweise von Satz VI, nur daBl nun ¢, ¢,, ..., i
die drei Werte 0, 1, 2 haben koénnen.

Mit fIn bezeichnen wir nun die Vereinigung derjenigen
Wlai iy, . ins 9”), in deren Ziffernfolge i,, 1,, ..., i, keine 1 vorkommt.

Setzen wir wieder

n

C=-U, Uy ... 1, ...,

n

so erkennen wir wie frither!), daB € ein perfekter Teil von ®B ist.
Wir haben nur noch zu zeigen, dal € nirgends dicht in 8 ist.

Sei zu dem Zwecke a==a; ..., ... irgendein Punkt von §
und 11 eine Umgebung von a. Es gibt dann ein %,, so daB:

u(a"l”'g-...,'n ) \no) < u
und infolgedessen auch

S W (@, iy, im0 0) <UL
') Nur haben jetzt in (0) und ebenso in (000) die i, die Werte 0 und 2.
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Und dain U(as, s, ..., in,, 15 @p, +1) ZWar der Punkt Birigeing 1,0, 0,

von B, aber kein Punkt von @ liegt, ist .§ nirgends dicht in B,
und Satz VIII ist bewiesen.

Satz IX!). Ein o-Durchschnitt 8 in einer separablen
vollstindigen Menge % ist abzdhlbar oder von der Méchtig-
keit ¢, je nachdem sein insichdichter Kern leer ist oder
nicht.

In der Tat, ist der insichdichte Kern & von B leer, so ist B
abzihlbar nach § 7, Satz XIX. Ist ® nicht leer, so hat B nach
Satz VI eine Méchtigkeit > ¢, und mithin nach § 7, Satz I genau die
Miéchtigkeit c.

Satz X. Eine separable, vollstindige Menge % ist ab-
zihlbar oder von der Michtigkeit ¢, je nachdem %A leer
ist oder nicht.

In der Tat, nach Satz II ist % abgeschlossen. Nach § 7, Satz
XXIV ist %A der insichdichte Kern von 9. Durch Anwendung
von Satz IX folgt also Satz X.

Satz XI. Ist die separable, vollstindige Menge % ab-
zihlbar, se sind ihre Ableitungen von einer bestimmten an
leer; ist % auch kompakt, so ist der Index der ersten
leeren Ableitung eine isolierte Zahl aus §, 4 3,.

In der Tat, nach § 7, Satz XXIII gibt es unter den Ableitungen
von U eine perfekte ¢, deren Index « zu 3, + 8, gehort. Da 9«
perfekt, ist:

A =Y+ fir o > ¢,

insbesondere ist also auch
A® =Y,

Nach Satz X aber ist %~ leer. Es ist also auch %* und mit-
hin fiir «’ >« auch % leer. Ist insbesondere « der kleinste Index,
fir den %= leer ist, und ist 9 kompakt, so ist nach § 3, Satz XIX
« keine Grenzzahl, womit Satz XI bewiesen ist.

Satz XII. Jede nicht leere, in einer separablen, voll-
stdndigen und perfekten Menge offene Menge B hat die
Miachtigkeit .

In der Tat, als Durchschnitt einer offenen und einer insich-
dichten Menge (§ 3, Satz XII) ist B insichdicht (§ 4, Satz II), also
ist der insichdichte Kern von $ nicht leer, und Satz XII folgt
aus Satz IX,

Satz XIII. Eine separable, vollstindige und perfekte

') Dieser Satz riihrt her von W. H. Young, Leipz. Ber. 55 (1903), 287.
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Menge % ist identisch mit der Menge %* ihrer Konden-
sationspunkte.

In der Tat, da %A abgeschlossen, und da jeder Kondensations-
punkt auch Héaufungspunkt, so ist:

() A* <L AL

Sei sodann a ein Punkt von % und ll(a) eine beliebige Um-
gebung von a. Nach § 4, Satz IT ist ebenso wie % auch %-U(a) in-
sichdicht. Es ist also %-U(a) ein o-Durchschnitt in %, dessen in-
sichdichter Keyn nicht leer ist. Nach Satz IX hat also %-l(a) dic
Michtigkeit ¢, d. h. a ist Kondensationspunkt von %. Und da a
ein beliebiger Punkt von 9 war, ist:

(1) A< A*.
Aus (T) und (1) aber folgt % = A* und Satz XTII ist bewiesen.

Satz XIV?!). Ist % von erster Kategorie (§4, S.81) in der
vollstindigen Menge B, so hat 83— AP einen o-Durchschnitt
in 8 zum Teil, der in B dicht ist.

In der Tat, indem wir nétigenfalls o durch AP ersetzen,
konnen wir annehmen, es sei A <<®B. Da U von erster Kategorie
in B, so ist:

A=, 4o, ... 9%, 4...,
wo jedes %, nirgends dicht in 8. Nach § 4, Satz XXI konnen wir
annehmen:

A, <,
Dann ist auch:
S W<,
und nach § 4, Satz XV ist auch % nirgends dicht in B. Wir
tzen:
setzen RO — G ;
dann ist G, offen; wegen (*) ist:
(‘Sn > @ﬂ+ls
und es ist:

B—A>BE,C,...C,...,
wo die rechts stehende Menge:
B8'=9%¢,6,...C,...

ein o-Durchschnitt in 8 ist. Bleibt zu zeigen, daBl er dicht in
B ist.

P Dieser und die folgenden Sitzo stammen im wesentlichen von R. Baire,
Ann. di mat. (3) 3 (1899), 65.
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Sei zu dem Zwecke € irgendeine offene Punktmenge, derart
dal €% nicht leer ist. Es geniigt zu zeigen, dall es in €98 einen
Punkt von B’ gibt.

Da A2 nirgends dicht in 9B, gibt es in €8 einen nicht zu A9
gehorigen Punkt von 9B, d. h. einen Punkt b, von 8€E,. Sodann
gibt es ein p,:

0o, =3,
so daB U(b,; o,) sowohl in € als in G, liegt. Ebenso gibt es in
U(b,; @,) einen Punkt b, von BE,, und ein g,:

\‘eé"é)‘l'é’

so daB 1(b,; 0,) sowohl in G, als in U(b; o) liegt usw. Wir
erhalten so eine Punktfolge {b, } aus B, die offenbar eine Cauchysche
Folge ist. Ihr zu B gehériger Grenzpunkt gehért allen U(b,; o,) an,
liegt mithin sowohl in €, als in jedem BE,, er ist also ein zu B’
gehtriger Punkt von 8¢, wie behauptet. Damit ist Satz XIV be-
wiesen.

Wir wollen nun eine Menge relativ-vollstdndig nennen, wenn
sie ein o-Durchschnitt in einer vollstindigen Menge ist. Da jede
Menge B in B offen, und mithin auch ein o-Durchschnitt in B ist,
so ist jede vollstindige Menge auch relativ-vollstéindig.

Satz XV'). Die Aussage von Satz XIV bleibt bestehen,
wenn B nur relativ-vollstédndig ist.

Wie beim Beweise von Satz XIV'konnen wir annehmen 9 <<.

Sei B ein o-Durchschnitt in der vollstindigen Menge B. Dann ist

B°< B, und mithin ist nach Satz III auch B° vollstindig. Nach
§ 2, Satz X ist B®— B eine a-Vereinigung, etwa:

BO—B=1, + Wy 1-... A, ... (2, abgeschlossen).

Es ist 9, nirgends dicht in $° Denn andernfalls gibe es eine
offene Menge €, so daB B°C nicht leer und 9%, dicht in B°GC.
Nach § 4, Satz X wire dann $°C <%, und mithin fremd zu B,
entgegen der Definition von %8° Da 9, nirgends dicht in B9, ist
also B¢— B von erster Kategorie in 8°. Da auch 9 von erster
Kategorie in 8 und mithin in 8% so ist nach § 4, Satz XX auch
A - (B®—B) von erster Kategorie in B°; also hat nach Satz XIV
BO— A —(B°— B)=B — A einen o-Durchschnitt in B® zum Teil,
der dicht in B° ist, d. h. einen o-Durchschnitt in 8, der dicht in
B ist, und Satz XV ist bewiesen,

1) F. Hausdorff, Grundz. d. Mengenlehre, 327.
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Satz XVI. Jede nichtleere, in einerrelativ-vollstindigen
Menge B offene Menge § (insbesondere also B selbst) ist
von zweiter Kategorie in %.

Sei in der Tat o ein Teil erster Kategorie in 8. Nach Satz XV
ist 83— A dicht in B. Es gibt also in der in B offenen Menge €
gewill einen Punkt von 8 — 9; daher kann nicht € =19 sein, und
Satz XVI ist bewiesen.

Satz XVII. Ist die (nicht leere) Menge B relativ-voll-
stdndig, und ist %A von erster Kategorie in B, so ist 5 —AYB
von zweiter Kategorie in 8.

In der Tat, wire B — AV von erster Kategorie in B, so wire
nach § 4, Satz XX auch:

B — AB -+ (B — AV)

von erster Kategorie in 8, entgegen Satz XVI.

§ 9. Lineare abgeschlossene Mengen.

Wir wollen uns noch speziell mit den abgeschlossenen Punkt-
mengen des R, beschiftigen.

Satz I. Jede abgeschlossene Menge %A des R, ist Kom-
plement einer Summe abz#éhlbar vieler offener Intervalle.

In der Tat, jede abgeschlossene Menge ist Komplement einer
offenen Menge, so dal die Behauptung aus § 7, Satz IX folgt.

Wir nennen die abzéhlbar vielen offenen Intervalle, deren Summe
das Komplement von 9 ist, die zu 9 gehorigen punktfreien In-
tervalle, oder die zu %A komplementiren Intervalle; ihren
Durchschnitt mit einem beliebigen Intervalle § nennen wir die punkt-
freien Intervalle von % .n &, oder die beziiglich & zu 9 komple-
mentéiren Intervalle.

Sagen wir noch von einer Menge zu je zweien fremder Inter-
valle des R,, sie seien in natiirlicher Reihenfolge, wenn ihre An-
fangspunkte in natiirlicher Reihenfolge sind:

(a, ) vor (a”,1") wenn o <a”,
so gilt:

Satz II. Damit eine abgeschlossene, nirgends dichte
Menge % des R, perfekt sei, ist notwendig und hinreichend,
dafl die Menge der endlichen unter den punktfreien Inter-
vallen von A in ihrer natiirlichen Reihenfolge den Ordnungs-
typus % (Einleitung § 3, S. 14) habe.

Die Bedingung ist notwendig. Sei in der Tat % perfekt, und
M die Menge der endlichen punktfreien Intervalle von % in der
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natiirlichen Reihenfolge. Nach Satz I ist 9% abzdhlbar. In 9% kann
es kein erstes und kein letztes Intervall geben. Denn angenommen
(a, b) wire erstes Intervall von M, so miiite (— oo, a) auch punkt-
freies Intervall von 9 sein (da andernfalls 9 nicht nirgends dicht
wire); dann aber ist a isolierter Punkt von 9, und mithin wére ¥
nicht perfekt. Ferner gibt es in 9% zwischen je zwei Intervallen
(o, b") und (a”,d”) ein drittes; denn wiirden (a’, 3') und (a”, b”) un-
mittelbar aufeinanderfolgen, so miiBte b’= a” sein (da % sonst das
Intervall [, a”] enthielte, und somit nicht nirgends dicht wire);
dann aber ist ¥’'=a" ein isolierter Punkt von %A, und A wiire
nicht perfekt. Also hat nach Einleitung § 3, Satz I 9% den Ordnungs-
typus 7.

Die Bedingung ist hinreichend. Denn ist % nicht perfekt,
so gibt es in U einen isolierten Punkt, in dem notwendig zwei
punktfreie Intervalle von 9 zusammenstoBen; sind sie beide endlich,
so sind sie unmittelbar aufeinanderfolgende Intervalle von M. Ist
eines unendlich, so ist das andere erstes oder letztes Intervall von
M. Keinesfalls also kann M den Ordnungstypus » haben. Damit
ist Satz IT bewiesen.

Dieser Satz liefert ein Verfahren zur Konstruktion nirgends
dichter perfekter Punktmengen des %,, das mit dem beim Beweis
von § 8, Satz VIII beniitzten Verfahren nahe verwandt ist. Wir
geben dafiir folgendes Beispiel®):

Wir betrachten Systembriiche der Grundzahl 3 (Einleitung § 7,
S.44). Sei M die abzéhlbare Menge der (zu je zweien fremden)
Intervalle:

(eg-€.,...6,1, ¢ge,6,...62) (k=0,1,2,..)),

in denen keine der Stellen e, ¢,,...,¢, den Wert 1 hat. In natiir-
licher Reihenfolge gibt es unter ihnen kein erstes, und zwischen je
zweien von ihnen liegt stets ein drittes, also haben sie (Einleitung
§ 8, Satz I) den Ordnungstypus #. Ihre Vereinigung ist offen, ihr
Komplement % zum $, daher abgeschlossen. % ist aber auch nirgends
dicht. Denn andernfalls gibe es ein Intervall §, in dem 9 dicht,
und weil % abgeschlossen, miilite %A (§ 4, Satz X) alle Punkte von
3 enthalten, was unmoglich, da U keinen Punkt ¢,-e ¢,...¢,¢, .,
enthilt, in dem eine der Stellen ¢, ¢,,...,¢, den Wert 1 hat, und
€.+, =+ 0 ist. Also ist nach Satz II 9 eine nirgends dichte perfekte
Menge. Sie besteht aus allen Punkten, die durch einen unendlichen

1) Es riihrt her von G. Cantor. Durch #hnliche Abbildung kann man
daraus sofort perfekte Mengen bilden, die in einem gogebenen Intervalle [a, 4]
nirgends dicht sind.
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Systembruch der Grundzahl 3 darstellbar sind:
€€ €. .. €. .n,

in dem keine Stelle 1 vorkommt.

Wir unterscheiden die Punkte einer abgeschlossenen Menge %
des R, in solche erster und zweiter Art, je nachdem sie End-
punkte eines zu %A komplementiren Intervalles sind, oder nicht.

Satz ITI. In jeder abgeschlossenen Menge des R, ist die
Menge aller Punkte erster Art abzihlbar. In jeder (nicht
leeren) perfekten Menge des ®, hat die Menge aller Punkte
zweiter Art die Machtigkeit c.

In der Tat, da es (Satz I) nur abzahlbar viele, zu % komple-
mentéire Intervalle gibt, gibt es auch nur abzihlbar viele Endpunkte
solcher Intervalle, also nur abzéhlbar viele Punkte erster Art von 9.
Ist die Menge % perfekt, so hat sie (§ 8, Satz XII) die Méchtigkeit ¢,
und da die Menge der Punkte erster Art abzahlbar ist, muB8 (Ein-
leitung 2, Satz X) die Menge der Punkte zweiter Art die Machtig-
keit ¢ haben, wie behauptet.

Satz IV. Jeder Punkt einer nirgends dichten perfekten
Menge % des %R, ist Hiufungspunkt sowohl von Punkten
erster, als von Punkten zweiter Art von 9.

Sei a ein Punkt von 9; in jedem a enthaltenden Intervalle
(b, c) liegen, da a auch Haufungspunkt von 9 ist, unendlich viele
Punkte von 9, mithin unendlich viele punktfreie Intervalle von 9I,
mithin unendlich viele Punkte erster Art. Also ist a Haufungspunkt
von Punkten erster Art.

Nach § 8, Satz XIII ist a aber auch Kondensationspunkt von 9,
in jedem. a enthaltenden Intervall (b, ¢) liegt also ein nicht abzihl-
barer Teil von 9%, und da die Menge aller Punkte erster Art ab-
zéhlbar ist, liegen in (b, ¢) unendlich viele Punkte zweiter Art, also
ist a auch H&ufungspunkt von Punkten zweiter Art, und Satz IV
ist bewiesen.

‘Satz V. Die Menge aller Punkte zweiter Art einer
nirgends dichten perfekten Menge % des %, hat in ihrer
natiirlichen Reihenfolge den Ordnungstypus ¢ (Einleitung
§ 8, S. 48).

Sei in der Tat 9 die Menge aller Punkte zweiter Art von 9
in ihrer natiirlichen Reihenfolge, und sei 9 die Menge aller end-
lichen punktfreien Intervalle von 9 in ihrer natiirlichen Reihenfolge.
Zwischen den Elementen von % und denen von 9% setzen wir
folgende Reihenfolge fest:
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Ist a ein Punkt von %' und (2, z”) ein Intervall von M, so
wird geordnet:

(¢, 2") vor @ wenn 2" <a; a vor («',z"”) wenn a<x'.

Nun hat 9 den Ordnungstypus # (Satz II), also gibt es eine &hn-
liche Abbildung 4 von M auf die Menge RN aller rationalen Zahlen.
Jeder Punkt a von 9 zerlegt M in zwei Teile, die Menge M’ aller
Intervalle vor a, und die Menge MM” der ibrigen Intervalle. In 9
gibt es kein letztes, in M” kein erstes Element, da sonst a nicht
Punkt zweiter Art wire. Vermdge der Abbildung 4 entspricht der
Zerlegung M’ -+ M” von M eine Zerlegung N’ -+ N" von N. Da es
in M’ kein letztes, in M” kein erstes Intervall gibt, gibt es in N’
keine grofite, in N keine kleinste rationale Zahl. Es gibt daher
eine und nur eine irrationale Zahl, die zwischen allen Zahlen von
%’ und allen Zahlen von %" liegt. Indem wir sie dem Punkte a
zuordnen, haben wir eine dhnliche Abbildung von %A’ auf die Menge
aller irrationalen Zahlen definiert, womit Satz V bewiesen ist,



Zweites Kapitel
Der Begriff der Stetigkeit und seine Verall-

gemeinerungen.
§ 1. Der Funktionshegriff.

Sei % eine Menge irgendwelcher Elemente. Ist jedem Elemente a
von 9 eine reelle Zahl zugeordnet, die mit f(a) bezeichnet werde,
so sagen wir, es sei durch diese Zuordnung eine (einwertige) reelle
Funktion f(a) auf 9 definiert!). Eine reelle Funktion auf 9 ist also
(Einleitung § 1, S. 1) nichts anderes als eine Abbildung der Menge %
in die Menge aller reellen Zahlen (eine Belegung von 9 mit reellen
Zahlen). Ist insbesondere % eine Punktmenge des euklidischen %,:

a=(2y, Ty, -+, L),

fla)="rf(x,, 29,-.., x,),
und nennt f(a) eine auf A definierte Funktion der reellen Verinder-
lichen @, a,,...,®,. -

Wird jedem Elemente a von 9 nicht eine reelle Zahl, sondern eine
(nicht leere) Menge f(a) reeller Zahlen zugeordnet, so sagen wir, durch
diese Zuordnung sei eine mehrwertige reelle Funktion auf 9 definiert.
Eine mehrwertige reelle Funktion auf U ist also nichts anderes als
eine Belegung von % mit Mengen reeller Zahlen. Wo wir nicht aus-
driicklich das Gegenteil sagen, verstehen wir unter dem Worte
yFunktion“ stets einwertige reeile Funktionen.

Eine Funktion f(a) heilt endlich, wenn unter den Funktions-
werten f(«a) keine unendlichen vorkommen:

—oo<f(a) <400 fiir alle a von 9A.

Eine mehrwertige Funktion hei3t- endlich, wenn in keiner der
Mengen f(a) eine der Zahlen + 0o, — 0o vorkommt.

so schreibt man:

1) Versteht man unter % ein Intervall des R,, so ist dies der Funktions-
begriff, wie er von G. Lejeune-Dirichlet formuliert wurde: Repert. d. Phys. 1
(1837), 152; Werke 1, 135; Ostwalds Klassiker Nr. 116; 3.

Hahn, Theorie der reellen Funktionen, I. 8
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Sei M die Menge aller Werte, die die Funktion f(a) auf 9 an-
nimmt [bei einer mehrwertigen Funktion tritt an ihre Stelle die Ver-
einigung aller Mengen f(a)]. Jede Oberzahl von 9t (Einleitung § 5,
S. 30) heiBt dann eine Oberzahl (majorante Zahl, Majorante) von
f(a) auf %A, jede Unterzahl von M heilt eine Unterzahl (minorante
Zahl, Minorante) von f(a) auf %. Die obere (untere) Schranke von
M (Einleitung § 5, Satz IV) heillt die obere (untere) Schranke von f
auf 9, in Zeichen:

G(f, %) baw. g(f, ).

Diese beiden Zahlen sind also charakterisiert durch folgende Eigen-
schaften:
1. Es ist

g(fi W< Fl@)ZG(f, W) fir alle a von .
2, Ist z<<G(f, %), so ist:
f(a)>>z fiir mindestens ein a von 9U;
ist 2> ¢(f, A), so ist:
f(a)<z fiir mindestens ein a von .
Aus der Definition von oberer und unterer Schranke folgt sofort:
G, B)ZG(,%); g(f,B)=g(f, A), wenn B<IY.

Ist G{f, ) endlich, so heit f nach oben beschriankt auf 9,
ist ¢(f, %) endlich, so heiBt f nach unten beschrinkt auf 9.
die Funktion f sowohl nach oben als nach unten beschrinkt auf 9,

so heiBt sie beschrinkt auf 9.
Eine Funktion kann endlich sein, ohne beschrinkt zu sein.
Beispiel: Sei f(x) die Funktion einer reellen Veridnderlichen x. die
gleich—;- ist fiir 4 0, und gleich 0 fiir x=0. Sie ist endlich, aber

weder nach oben noch nach unten beschrinkt im ®,.

Es sei noch ein einfacher Kunstgriff ') erwihnt, der es uns héufig
gestatten wird, Untersuchungen beliebiger Funktionen auf die be-
schrinkter Funktionen zuriickzufithren: Wir ordnen jeder reellen Zahl z
eine Zahl z* zu durch:

—1 wenn z=-—o0
(0) = Iﬁz—[ wenn — 00 <2< -+ 00

1 wenn z=- 0.

1) R. Baire, Acta math. 30 (1906), 6.
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Dann ist stets:
1) —1<*<1.
Die Transformation (0) ist eindeutig umkehrbar:

— 00 wenn ¥=———1
z*
1— ]

+ oo wenn 2*=1.

(00) 2= wenn — 1 <{2¥ <1

Zufolge (1) fiihrt die Transformation (0) jede Menge reeller Zahlen
in eine beschrinkte Menge iiber; wir nennen sie deshalb die Schrin-
kungstransformation und die Transformation (00) die inverse
Schrinkungstransformation?).

Wenden wir auf die Werte der Funktion f(a) die Schrinkungs-
transformation an, so geht f(a) wegen () in eine der Ungleichung

— 1@<t

geniigende und mithin beschrinkte Funktion f*(a) iiber. Es gilt
der Satz:

SatzI. Wird die Funktion f (die Zahlenmenge ) durch
die Schrinkungstransformation in f* (in M*) ibergefiihrt,
so werden obere und untere Schranke von f (von M) durch
die Schrankungstransformation iibergefiihrt in obere und
untere Schranke von f* (von M*).

In der Tat, sowohl die Schrankungstransformation als ihre Inverse
sind monoton wachsend, d. h. ist 2, <{z,, so ist fiir die vermdge (0)
entsprechenden Werte: z,* < 2,* und umgekehrt. Es geht also durch (0)
jede Majorante von f iiber in eine Majorante von f*; und da auch
umgekehrt durch (00) jede Majorante von f* (die <1 ist) in eine
Majorante von f iibergeht, so fiihrt (0) notwendig die kleinste
Majorante von f (d. h. die obere Schranke von f) iiber in die kleinste
Majorante von f*, d. h. in die obere Schranke von f*. . Damit ist
Satz I bewiesen.

Neben oberer und unterer Schranke von f auf 9 betrachten
wir noch Limes superior und inferio)r' von f auf 9, in Zeichen:
lim (7, 90);  Tim £, %).

Es wird geniigen, die erste dieser beiden Zahlen zu definieren: Wir

1) An Stelle von (0) kénnten ebensogut unzihlig viele andere Transfor-
mationen verwendet werden; als Beispiel sei nur eine erwihnt:

L J— -_7!_ * ._)
2* =arctgz, ( o) L2+ 5)-
8*
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nehmen einen Schnitt (Einleitung § 5, Satz III) in der Menge ¥ aller
reellen Zahlen vor:

35=I’ +£”,
indem wir in die zweite Komponente X” alle jene Zahlen x auf-
nehmen, welche der Bedingung geniigen:

f(a)<<wx fiir fast alle & von .

Die diesen Schnitt hervorrufende Zahl ist der Limes superior von f
auf 9. Es sind demnach lim (f, %) und lim (f, %) charakterisiert
durch die beiden Eigenschaften:

1. Ist p<lim(f, %) und ¢ > lim(f, %), so ist?):
p<fla)<q fir fast alle a von 9.
2. Ist z<lim(f, %), so ist:
f(a)>2z fiir unendlich viele ¢ von ;
ist 2> 1lim (f, A), so ist:
f (:5 <z fiir unendlich viele a von 9.

Es sei noch bemerkt, daB lim (f, %), lim(f, %) nicht notwendig
iibereinstimmen mit Limes superior und inferior (Einleitung, § 6,
S. 88) der Menge M aller Werte, die f auf % annimmt. Sei z B. f(x)
folgende Funktion einer reellen Verénderlichen: f(z)=1 in [0, 1],
f(x)=—2a? fiir alle andern x. Dann besteht die Menge M aller
Funktionswerte von f(z) aus dem Intervalle (— oo, 0) und der Zahl 1;
also ist:

lim9M=0; hingegen: lim(f, R,)=1.

Satz II. Wird die Funktion f (die Zahlenfolge {z,}) durch
die Schrinkungstransformation iibergefiihrt in f* (in {z,*}),
so wird Iim(f, %) und lim(f, %) (limz, und limz,) durch die

—_ oo =
Schrinkungstransformation iibergefithrt in lin(f* %) und
lim (£*, 91) (limz,* und limz*).

- n=x n=w

In der Tat, dies ergibt sich unmittelbar aus der Tatsache, daB

durch die Schrénkungstransformation jede der Ungleichung

(1) f(a) <z fir fast alle a von ¥
geniigende Zahl x iibergefiihrt wird in eine der Ungleichung

(2) f*(a)<az* fiir fast alle @ von %

1) Ist eine der Zahlen lim (f, %), 1im (f, ) unendlich, so kommt nur die
eine Hilfte der folgenden Ungleichung in Betracht.
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geniigende Zahl z*, wihrend durch die inverse Schrénkungstrans-
formation jede der Ungleichung (2) geniigende Zahl z* <1 in eine
der Ungleichung (1) geniigende Zahl x verwandelt wird.

Insbesondere folgt aus Satz II:

Satz III. Ist {z,} eine konvergente Folgereeller Zahlen,
und fithrt die Schrinkungstransformation 2, in 2,* iiber,
so ist auch {z*} konvergent, und umgekehrt; und es
wird limz, tibergefiihrt in limz*

n= o n=x

§ 2. Obere und untere Schrankenfunktion.

Sei nun 9 eine Punktmenge eines metrischen Raumes, ° ihre
abgeschlossene Hiille (Kap. I, § 3, S. 70). Sei auf 9 eine Funktion f
gegeben, und sei a ein Punkt von 9% Zu jeder gegen a konver-
gierenden Punktfolge {a,} aus A:

lima,=a
n=o0o

sei der Limes superior der zugehorigen Funktionswerte:

lim f(a,) =

7= 00
gebildet. Denken wir uns dies fiir jede gegen a konvergierende
Punktfolge gemacht, so bilden alle so erhaltenen Werte v eine Zahlen-
menge, deren obere Schranke bezeichnet wird als die obere Schranke
von f auf % im Punkte a; wir schreiben dafiir G(a; f, %), wobei
in diesem Symbol auch die Zeichen f und 9 weggelassen werden
konnen, wenn kein Zweifel besteht, um welche Funktion bzw. um
welche Menge es sich handelt. Ganz analog ist die Definition der
unteren Schranke g(a;f,%A) von f in a auf 9. Da diese Defi-
nition weder vom Abstands- noch vom Umgebungsbegriffe expliziten
Gebrauch macht, also angewendet werden kann, wie immer der Grenz-
begriff in 9 definiert sein mag, nennen wir sie die allgemeine
Definition (vgl. Kap. I, §1, S. 58) von oberer (unterer Schranke)
in einem Punkte. Aus dieser Definition folgt unmittelbar:

Satz I. Ist B Teil von % und gehdrt ¢ zur abgeschlossenen

Hiille 8° von B, so ist:

Gas f, B)<G(as 1, %); g(asf, B) =g (as f, ).
Satz II. In jedem Punkte von %°besteht die Ungleichung
(0) 9N =g (s NG (e NG (HY),
n jedem Punkte von 9 besteht die Ungleichung:
(00) gla; £, W) < fa) = G(as £, ).
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In der Tat, sei {a,} irgendeine Punktfolge aus 9 mit lim a, = a;
wegen: n=

g(hAM)=<f(a,) =G (%)
ist auch:

lim f(a,) Zg(f,%); limf(a,) < G(f%);

n=w

also wegen der Definition von g{a;f,2) und G (a;f,%) auch:

(%% 9@ ) =g (H%);  G(af, W< G(f%).
Ferner folgt aus der Definition von g (a; £, %) und G (a;f,%):
(000) g(a; f, A) <lim f(a,) Llim £ (a,) < G (a; £, A);

durch (000) und (000) aber ist (0) bewiesen.
Ist insbesondere ¢ Punkt von %, so kann man setzen: q,=a.
Dann wird in (000):
lim £(a,) = Iim £(a,) = £ ).
= n=c
womit (00) bewiesen ist.
In einem isolierten Punkte von ¥ ist offenbar:

Gas f, %) =g (a; f, A)=f(a).

Aus § 1, Satz I und II folgt nun sofort:

Satz III. Wird die Funktion f durch die Schrénkungs-
transformation iibergefiihrt in f*, so werden G(a;f, %) und
g(a; f, ) durch die Schrinkungstransformation iibergefiihrt
in G(a; f*, A) und g(a; f*, A).

Gebrauch machend vom Begriffe der Umgebung in 9( eines Punktes
(Kap. I, § 3, S. 66) wollen wir nun die beiden Sitze beweisen?):

Satz IV. Die obere Schranke G (a, f, %) ist nichts anderes
als die untere Schranke der Menge der Zahlen G(f, ) fiir
alle m6glichen Umgebungen U1 von a in 9.

Satz V. Fiir jede Folge {11,} von Umgebungen vonain ¥,
die sich auf ¢ zusammenzieht (Kap. I, § 3, S. 68), gilt:

lim G (f, U,) =G (a; f, A).

Beim Beweise konnen wir ohne weiteres annehmen, f sei be-
schrinkt, da wir andernfalls unter Berufung auf Satz I und III
von § 1 und auf Satz III zundchst auf f die Schrinkungstrans-
formation ausiiben koénnen.

1) Analoge Sitze gelten fiiv g (a, f, ¥%).
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Sei y die untere Schranke der Menge aller G (f, 1) (fiir alle Um-
gebungen U von a in ). Wir zeigen zunichst:

(1) li_I‘nG(f’ un)=y'

In der Tat, zun#chst ist wegen der Definition von y:
(2) G(f,u,)>=y fir alle n,
und andrerseits gibt es zu jedem ¢ > 0 eine Umgebung Ul von a in ¥,
so daf}:
(3) G(f, M) <y—te.

Da nun {U,} sich auf e zusammenzieht, miissen fast alle 11, in U
liegen, und somit ist:

(4) G(f, 1,)<G(f,n) fiir fast alle n,
Aus (3) und (4) zusammen mit (2) folgt:
y<G(f,0n,)<y-+e fir fast alle =,

und da hierin & >0 beliebig war, ist (1) bewiesen.
Nun gibt es zufolge der Definition von G (a; f, %) zu jedem & >0

eine Punktfolge {a,} in %A mit lima, =a, fir die:
n=wL

T £(a,) > G (as £, %) — e.

Ist 1l eine Umgebung von a in A, so liegen fast alle a, in U, so
daf also fiir jede Umgebung U1 von a in %:

G(f, 1) >G(a; f, A)—e.
Infolgedessen gilt auch fiir die untere Schranke y aller G (f, ll):
yzGasf, %) —e
und da ¢ >>0 beliebig war:
(5) y = G(a; f, A).
Sei nun wieder {11,} eine Folge von Umgebungen von a in 9,

die sich auf ¢ zusammenzieht. Es gibt in 11, einen Punkt a; von 9,
so daB:

1 ’
(6) G(f7llfa)_;;<f(a”)éG(f’ un)
Da {1,} sich auf ¢ zusammenzieht, ist:
(7) lim o), =a,

und wegen (6) und (1) ist:
lim f(an) ==1lim G (f, U,) =1y.
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Nach Definition von G (a; f, %) ist also:

(9) Ga; f, W=y.
Aus (5) und (9) aber folgt:
(10) G(a; f, A)=1r.

Durch (10) und (1) aber sind Satz IV und V bewiesen.
Wir merken noch an, dal aus dem gefithrten Beweise folgt:

Satz VI. Es gibt in % Punktfolgen {a,} und {a,}, sodaB:

1 limay ==a; limf(a}) =G (a;f, %A).
n=awK n=aw
(1) lim ay =a; limf(ay) =g/ (a; f, A).

In der Tat, sei {11} eine Folge von Umgebungen von a in 9,
die sich auf @ zusammenzieht (z. B. die Umgebungen U (a; %)

von a in ¥). In U, gibt es einen Punkt a, fiir den (6) gilt. Die
Beziehungen (7) und (8) aber sind nichts anderes als (1), und analog
beweist man (}t).

Man kann auch die in Satz IV ausgesprochene Eigenschaft zur
Definition von G (a; f, %) verwenden. Da dabei der Umgebungsbegriff
(nicht aber der Abstandsbegriff) zur Verwendung kommt, kionnen wir
diese Definition als die topologische bezeichnen. Es ergeben sich
aus ihr folgende charakteristische Eigenschaften der Zahlen G (a; f, %)
und ¢(a; f, %0):

Satz VII. Die Zahlen g(a; f, %) und G(a; f, %A) sind charak-
terisiert durch die beiden Eigenschaften:

1. Ist

p<yg(asf,%A); ¢>G(af, U,
so gibt es eine Umgebung U von a in %A, so daB?):

*) p<gL, WL E&(f, ) <g.

2. Ist
s <G, %) [baw. 2> g(as £, W),

so gibt es in jeder Umgebung 11(¢) einen Punkt &’ von 9,
so daB: '
(**) fla) >z [bzw. f(a')<2].

In der Tat, zundchst gibt es, da nach Satz 1V G (a; f, %) die
untere Schranke aller G (f, 1) und ebenso g (a; f, %) die obere Schranke
aller g(f, 1), zwei Umgebungen 1’ und U” von « in 9, so daB:

1) Ist eine der Zahlen g(a;f, %), G (a;f, ) unendlich, so kommt nur
die eine Hilfte der folgenden Ungleichung in Betracht.
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(***) g(fs W) >p; G W) <q.
Wir setzen:

u=uw.un"
Da dann 1 <<’ und 1 <<1", ist offenbar:

g, WZg(f W) GG 0).
Also folgt (¥) aus (***),

Ist sodann z <G (a; f, A), so ist, da G (a; f, A) untere Schranke

aller G (f, 1), fiir jede Umgebung Ul von a in A:

2 < G (f7 II) .
Nach Definition von G (f, 1l) gibt es also in 1l einen Punkt o/, fiir
den (**) gilt.

Da es andrerseits nur eine einzige Zahl G («; f, %) [ebenso nur
eine einzige Zahl g(a; f, %A)] geben kann, der die beiden Eigenschaften
von Satz VII zukommen, so ist Satz VII vollstindig bewiesen.

Sei f eine auf der Punktmenge 9 definierte Funktion, %° die
abgeschlossene Hiille von 9. In jedem Punkte ¢ von %A° sind nun
obere und untere Schranke G (a; f, %), g (a; f, A) von f definiert; diese
Ausdriicke sind also Funktionen, die auf %A° definiert sind. Sie
heiBen: obere und untere Schrankenfunktion von f auf .

In Analogie zu Einleitung § 6, Satz VII gilt:

Satz VIII. Sind f,, f,, fi+f, definiert auf %A, so gelten
in allen Punkten von 9° die Ungleichungen (vorausgesetzt,
daB die darin auftretenden Ausdriicke einen Sinn haben):

(1) g(a; o, 0) -+ G (as fo, N) <G (a5 f, + £ )
éG(a’ fl’ QI)—I—G(‘I’ fg) Q()
(2) gla; £, 0 Fglasf,, Wg(as fo+1 W)
<g(a; fy, W+ G(a; fo, A).

Es wird geniigen, die Ungleichung (1) zu beweisen. Habe {1, }
die Bedeutung von Satz V, so daB3:

G(a; f,, W=1m G (f,, 1,); G(a;f,, A)=Um G (f,, U );

3 n=ow n=wx
) g(a; fv()[):lgtg(fpun);
(4) G (a; fy+ £ W=MUm G (f, +£,, 11,).

Nun ist offenbar:

(5) g(fl’ lln)+G(f;’ un)éG(fl +f2’ un)éG(fl’ un)+ G(/.” un)’

vorausgesetzt, dal die hierin auftretenden Summen einen Sinn haben;
dies aber ist (fiir fast alle n) sicher dann der Fall, wenn die in (1)
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auftretenden Summen einen Sinn haben.. Aus (3), (4), (5) folgt
aber (1).

SatzIX!). Ist % kompakt, so gibt es in A° einen Punkt o'
und einen Punkt o”, in denen:

*) G5 f, W=G(,A); g(a";f, W=g(f, %A).
Wir beweisen die erste Hilfte der Behauptung, wobei wir
vermdge der Schrinkungstransformation wieder ohne weiteres an-

nehmen kénnen, f sei beschrinkt. Dann gibt es in 9 einen Punkt
a, derart, daB:

(**) fla)> 6 0)— .

Da 9 kompakt ist, gibt es in {a,} eine Teilfolge {a, }, die einen
Grenzpunkt a' besitzt, und wegen (**) ist:

lim f (an,) = G (f, %).

Also ist, nach der allgemeinen Definition von G (a’; f, %):
Qs f, AW=G(f, ”).

Dies in Verbindung mit (0) von Satz II aber ergibt die erste Hilfte
von (*), und analog beweist man die zweite.

Die Voraussetzung, % sei kompakt, kann in Satz IX nicht
entbehrt werden. Denn sei % irgendeine nicht kompakte Menge.
Dann gibt es in % einen abzihlbaren Teil a,, a,, ..., a,,... ohne
Haufungspunkt. Wir definieren: f(a,)=mn; f(a)==0 in den nicht
zu {a,} gehérenden Punkten von 9. Dann ist G(f, )= - oo,
wihrend @ (a; f, A) in jedem Punkte von a endlich ist.

§ 3. Stetigkeit in einem Punkte.

Die auf der Punktmenge  definierte Funktion f heiBit stetig
auf % im Punkte a von A, wenn fir jede Punktfolge {a,} aus

A mit lim a;=a auch:
n—o

*) lim f (a,) = f(a)

n=ow
ist. Ist die Funktion f nicht stetig in a auf 9, so heiBt sie un-
stetig in ¢ auf A. Jeder Punkt, in dem f stetig (unstetig) auf A
ist, heift ein Stetigkeits-(Unstetigkeits-)punkt von f auf .

) Dieser Satz diirfte (fiir Funktionen einer reellen Verinderlichen) auf
WeierstraB zuriickgehen. Er ist ein allgemeiner Grenzsatz (Kap. I, §1,
S. 58); M. Fréchet, Rend. Pal. 22 (1906), 8.
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Da diese Definition der Stetigkeit weder vom Abstands- noch vom
Umgebungsbegriffe expliziten Gebrauch macht, nennen wir sie (vgl
Kap. I, § 1, 8. 58) die allgemeine Stetigkeitsdefinition?). Ist f
stetig in ¢ auf 9, und ist B ein a enthaltender Teil von %A, so ist f
in ¢ auch stetig auf 9.

Aus § 1, Satz III folgt unmittelbar:

Satz I. Geht f durch die Schriankungstransformation
iiber in f*, so sind f und f* in jedem Punkte von % gleich-
zeitig stetig, bzw. unstetig auf 9.

Satz IL.2) Damit f stetig sei ina auf %, ist notwendig und
hinreichend, dafB:

(1) G (a; f, A) =g (a; f, N).

Die Bedingung ist notwendig. In der Tat, aus der Stetig-
keitsdefinition (*) folgt auf Grund der allgemeinen Definition von
G(a; f, %) und g(a; f, A) sofort ().

Die Bedingung ist hinreichend; denn ist (}) erfiills, so ist
nach § 2, Satz I auch

() Gla; £, %) =g (a; f, A) = f(a).

Nach Definition von G (a; f, %) und g (a;f, %A) ist fiir jede Folge
{a,} mit lima, =a:

n=-—=oc

g(a; f, ) <limf(a,) < limf(a,) < G (a; f, %),

woraus wegen (1) die Stetigkeitsdefinition (*) folgt. Damit ist
Satz II bewiesen.

Ebenso beweist man:

Satz III.°) Damit [ stetig sei in a auf . ist notwendig
und hinreichend, daB (1) gilt.

Satz IY. Damit f stetig sei in ¢ auf 9, ist notwendig
und hinreichend, daf es zu jedem p<(f(a), und ebenso zu

jedem ¢ > f(a), eine Umgebung 1 von a in ¥ gebe, so daf:
©) f(@)>p fir alle o’ von U,
) bzw. f(a’)<q fir alle ' von U.

Die Bedingung ist notwendig. Angenommen etwa, es gibe
zu einem p < f(a) keine solche Umgebung 1. In jeder Umgebung

1) Sie diirfte in der Literatur zuerst bei E. Heine zu finden sein (Journ.
f. Math. 74 (1872), 182), der sich dabei auf G. Cantor beruft.
?) Satz II und III sind allgemeine Grenzsitze.
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1l (a), insbesondere in U (a; %) gibe es dann ein a, von 9, so daf:

f(an)ép < f(a)‘

Dann aber ist lima,=a, und es konnte nicht lim f(a,)=f(a) sein,

Nn=—~uow n=ow
entgegen der Annahme, f sei stetig in a auf 9.
Die Bedingung ist hinreichend. Angenommen, sie sei erfiillt.
Ist dann {a,} eine Punktfolge aus % mit lima,=a, so liegen fast

Nn—auw

alle a, in U; es ist also [fiir jedes p < f(a) und jedes ¢ > f(a)]:
fla,) >p; f(a,)<gq fir fast alle a,

hm f((l“) = f(a) ’

n=—oo

d. h. es ist

und f ist stetig in ¢ auf 9. Damit ist Satz IV bewiesen.

Man kann auch die in Satz IV ausgesprochene Eigenschaft zur
Definition der Stetigkeit verwenden. Da dabei der Umgebungs-
begriff (nicht aber der Abstandsbegriff) zur Verwendung kommt, be-
zeichnen wir sie als die topologische Stetigkeitsdefinition. Ist f(a)
endlich, nimmt sie die bekannte Form an:

Die Funktion f heiflt stetig in a auf 9, wenn zu jedem &> 0
eine Umgebung 1 von a in 9 gehoért, derart daf:

lf(d)—f(a)l<<e fir alle «’ von U.

Satz V. Damit f stetig sei in « auf 9, ist notwendig und
hinreichend, daB ¢s zu jedem p < f(a), sowie zu jedem ¢ >> f(a)
ein 9 >0 gebe, so dafl, wenn 1l(a; ¢) die Umgebung p von a
in % bedeutet:

00 f@)>p bzw. [(«)<q fir alle ¢’ von U(a; o).
(

Die Bedingung ist notwendig. In der Tat, ist f stetig in a
auf ¥, so gibt es nach Satz IV ein 11, so daBl (0) gilt. Nach Kap.I,
§ 3, Satz V gibt es dann ein ¢ >0, so daB:

(a; )<<,
und (00) folgt aus (0).

Die Bedingung ist hinreichend. Dies ist ein Spezialfall von
Satz IV,

Man kann auch die in Satz V ausgesprochene Eigenschaft zur
Definition der Stetigkeit verwenden. Da dabei der Abstandsbegriff
verwendet wird, bezeichnen wir sie als die metrische Stetig-
keitsdefinition. Ist f (a) endlich, nimmt sie die bckannte Form
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an, in der zuerst der Stetigkeitsbegrifi in die Analysis eingefiihrt
wurde?):

Die Funktion f heilt stetig in a auf %, wenn es zu jedem
£ >0 ein >0 gibt derart, da fiir jeden Punkt a’ von ¥ fiir den

r(a, d) <o
ist, die Ungleichung besteht:

|f(@)—rf(@)| <e.

Aus jeder der drei Stetigkeitsdefinitionen folgt unmittelbar: in
einem isolierten Punkte von U ist jede Funktion f stetig auf 9.

Aus Einleitung § 5, Satz VII folgt ohne weiteres:
Satz VI. Ist f stetig in a auf 9, so auch —f und |f].
Satz VII. Sind f, und f, stetig in a auf %, und ist eine
der Verkniipfungen
. fia
AO+AO. AO—LO. h@A@ 1Y
ausfiihrbar, so gibt es eine Umgebung U von a in %, fir

deren sdmtliche Punkte die entsprechende der Ver-
kniipfungen

h
fy
ausfiihrbar ist und eine in a auf Il stetige Funktion liefert.

Es wird geniigen, dies fiir f, 4~ f, nachzuweisen. Wir unter-
scheiden die drei Fille:

1. £, (a) endlich; 2. f,(a)=-}o00, 3. f, (a)=—o00.

Im 1. Falle folgt aus Satz IV die Existenz einer Umgebung 1l von
a in %, in der f, gleichfalls endlich ist, und mithin gewif f, 4 f,
ausfilhrbar ist. Im 2. Falle ist, wegen der Existenz von f, (a) -+ f; (a),
gewil £, (a) &= —oo; es gibt also nach Satz IV eine Umgebung U
von g in %, in der:

f1+f2’ f1’*f‘a’ f1'f2v

f1’4=""00; ﬂ;+—w,

und in der somit f, 4~ f, ausfiilhrbar ist. Vollig analog schlieBt man
im Falle 3. Damit ist die Existenz einer Umgebung U von a in %
nachgewiesen, auf der f, -} f, existiert.

Sei nun {a,} irgendeine Punktfolge aus U mit lima, =a.

n=w

1) B. Bolzano, Rein analytischer Beweis usw. Prag 1818, 11 = Ostwalds
Klassiker Nr. 153, 7. A. Cauchy, Cours d’analyse 1 (1821), 34 = (Euvres
@) 3, 43.
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Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von f, und f, ist:
limf,(a,)=f, @ lmf,(e)=1, (o).
Nach Einleitung § 5, Satz VIII ist daher auch
lim (f, (a,) + 1, (a,)) =, (@) + 1, (a);

d. h. es ist f, | f, stetig in ¢ auf 1. Damit ist Satz VII bewiesen.

Satz VIII. Seien f,,f,,...,f, endlich viele!) Funktionen,
die auf 9 definiert und in a stetig auf % sind. Ist f der
groBte(oder kleinste) unter den k Funktionswerten f,,f,,...f,
80 ist auch f stetig in a auf 9.

Es geniigt, den Beweis fiir k=2 zu fiihren, da er dann fir
beliebige % sofort durch vollstindige Induktion erbracht wird.

Seien also f; und f, stetig in ¢ auf %A, und sei f der groBlere
der beiden Funktionswerte f, und f,. Sei etwa:

f, (@)= fy(a) und somit: f(a)="7, (a).
Fiir jede Folge {a,} aus % mit lima,==aq ist:

) h:g fi(a,)=f, (a); lim £, (a,) = 1, ().
Ist: p>1(a) (=1, (a) =1, (a),

so ist also wegen ():

fi(a,)<<w; f,(a,)<p fir fast alle n;
mithin auch:

() f(a,)<p fir fast alle n.
Ist g <f(a)(=1, (),

so ist wegen (1):
fi(a,)>gq fir fast alle n,

1) Fir unendlich viele Funktionen gilt Satz VIII nicht, selbst wenn es
unter ihren Werten einen groSten gibt. Beispiel (Fig. 1): Sei fa (£) (n=1, 2,...)
definiert im R, durch folgende Vorschrift:

fal)=0 in (—o0, 0],

fa(@)=1 in [%, +oo>,

Q -
5] Q:Nj
& ST

<N 4

ig. 1. fx () linear in {0, %} .

Dann gibt es unter den Funktionswerten f, (x) fiir jedes x einen groBten f (z):
f@=0in (—00,0], f@=1in (0,+c0).
Es ist aber f(x) unstetig fiir z =10, withrend alle f, (z) dort stetig sind.
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mithin auch:

(t11) f(a,)>gq fiir fast alle u.
Die Ungleichungen (1) und (1) aber besagen:

’l‘iir:of(an =f(a‘)’

d. h. f ist stetig in a auf %. Damit ist Satz VIII bewiesen?).

§ 4. Stetigkeit auf einer Punktmenge.

Ist die auf der Punktmenge % des metrischen Raumes R de-
finierte Funktion f in jedem Punkte a von 9 stetig auf 9, so heifit
sie kurz: stetig auf 9. Beispiele stetiger Funktionen ?) liefert uns
der Satz:

Satz I. Der Abstand r (a, a) des Punktes a von einem
festen Punkte a, ebenso der Abstand r(a,ﬁ) des Punktes a

von einer festen Menge % ist eine in ganz R (und mithin
auf jeder Punktmenge 9) stetige Funktion von a.

In der Tat, wegen der Dreiecksungleichung, bzw. nach Kap. I,
§ 1, Satz IV ist:
l r(an’ 6_1/)'——' 'r(a, 6_1«) | ___<_r(a”, (l),
| (@, W)— 7 (a, W)| < 7 (a,a).
Aus lima, =a folgt also:

Nn=oo

limr(a,, a)=r(a, a); limr(a,, A)=r(a, A),
n=o n=o

das aber ist die in Satz I behauptete Stetigkeit von r(a, a) und
r(a, %).

Satz II®). Ist % kompakt und abgeschlossen, und ist
f stetig auf 9, so gibt es in ¥ Punkte 4’ und a”, so daB

*) f@)=G(f. %); f(a")=g(f, %)
In der Tat, nach § 2, SatzIX gibt es in 9° einen Punkt d/,
so daf

1) Wie der Beweis zeigt, ist Satz VIII ein allgemeiner Grenzsatz.

%) Vgl. hierzu H. Hahn, Monatsh. f. Math. 19 (1908), 247.

3) Satz II ist ein allgemeiner Grenzsatz. Er diirfte (fiir Funktionen einer
reellen Veriinderlichen) zuerst von WeierstraB in seinen Vorlesungen bewiesen
worden sein. Man iiberzeugt sich leicht, da8 die Bedingungen, % sei kom-
pakt und abgeschlossen, nicht entbehrt werden konnen. Niheres hieriiber:
M. Fréchet, Rend. Pal. 22 (1906), 31 und H. Hahn, Monatsh. f. Math. 19
(1908), 255.
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(**) G@;f,N)=0G(f %),

und weil 9 abgeschlossen, gehért o’ auch zu %A. Wegen der Stetig-
keit von f ist (§ 3, Satz III):

(%) G(d; f, W=F(a).
Aus (**) und (***) folgt die erste Gleichung (*), und ebenso beweist
man die zweite.

Wir ziehen aus Satz IT einfache Folgerungen:

Satz III. Ist % kompakt und abgeschlossen, so ist jede
auf % endliche und stetige Funktion beschrénkt.

Satz IV. Ist % kompakt') und abgeschlossen, so gibt es
zu jedem Punkte b von R einen Punkt a in U, so daB:

(0) r(b, W) =r(b, a).

In der Tat, nach Satz I ist r(b, a) als Funktion von a stetig
auf %. Nun ist nach Definition r(b, %) die untere Schranke von
r(b, a) auf U, also gibt es nach Satz II in % einen Punkt, fiir den
(0) gilt.

Satz V. Sind % und B kompakt?) und abgeschlossen, so
gibt es ¢ in A und b in B, so daB:

() r (¥, B)=r(a, ).

In der Tat, nach Kap.I, § 1, Satz III ist r (%, B) die untere
Schranke von r(a, B) auf %. Nach Satz I ist »(a, B) stetig auf 9,
nach Satz IT gibt es also in % einen Punkt a, so daB

(i) r(a, B)=r (2, B).
Nach Satz IV gibt es sodann in 8 einen Punkt b, so daB:
(1) r(a, B)=r(a,b).

Aus (1) und (fit) aber folgt (1), und Satz V ist bewiesen.

) Im R kann die Bedingung, U sei kompakt, weggelassen worden.
Denn withlt man ¢ so groB, daB in die abgeschlossenoc Umgebung 11 (b; o)
Punkte von U fallen, und setzt

%’z?l'ﬁ(b; Q):

r®, W=r®,A),
und man kann statt an % an U’ argumentieren. Im 9y aber ist A’ kompakt.
?) Im R geniigt es, vorauszusetzen, mindestens eine der beiden Mengen
A, B sei kompakt. Diese Voraussetzung aber kann nicht entbehrt werden.
Beispiel im ®,: % die z,-Achse, B die Hyperbel z,z,—=1. Es ist r (%A, 8)=0,
obwohl % und B fremd sind.

so wird:
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Satz VI'). Damit [ stetig sei auf %, ist notwendig und
hinreichend, daB fiir jedes?) ¢ sowohl die Menge aller
Punkte von %, in denen f>¢, als auch die Menge aller
Punkte von %, in denen f<c¢ ist, abgeschlossen sei in %.

Die Bedingung ist notwendig. In der Tat, sei f stetig auf 9,
und sci ' die Menge aller Punkte von %, in denen f>c¢ und %"
die Menge aller Punkte von 9, in denen f<{c. Sei a ein zu % ge-
horiger Hiufungspunkt von 9. Es gibt in %’ eine Folge {a,} mit
lima,=a. Wegen der Stetigkeit von [ ist:
7=
* fla)= ]ir:f(an).

Da nach Annahme: B
f(a,) = c fir alle n,
so ist nach (*) auch
f@)ze,

d. h. a gehort zu A'. Also ist % abgeschlossen in 9, wie be-
hauptet.
Die Bedingung ist hinreichend. Angenommen in der Tat,
f sei nicht stetig auf 9%. Ist etwa a ein Punkt von %, in dem f
nicht stetig ist auf %, so gibt es in ¥ eine Punktfolge {a,} mit
lima,=a, so daB nicht limf(a,)==1{(a) gilt. Es gibt also sei es
n=owo

ein »<f(a), sei es ein ¢ > f(a), so daB fiir unendlich viele n:
fa)<p bzw. f(a)=gq.

Fiir ¢==p (bzw. q)%) ist nun im ersten Falle ¢ Haufungspunkt von
%", ohne zu A” zu gehdren, im zweiten Falle Haufungspunkt von 9,
ohne zu %' zu gehdren. Mindestens eine der beiden Mengen 9,
A" ist al:o richt abgeschlossen in 9, und Satz VI ist bewiesen.

Satz VII. Ist f stetig auf %, so ist fiir jedes ¢ die
Menge aller Punkte von %, in denen f==¢ ist, abgeschlossen
in UA*)

Sei in der Tat € diese Menge. Haben o', %" dieselbe Bedeu-
tung wie beim Beweise von Satz VI, so ist:

C=u-A".

1) Auch dieser Satz ist ein allgemeiner Grenzsatz.

%) Statt dessen kann es auch heiBlen: fiir cine (im ®,) iiberall dichte
Menge von Zahlen c.

%) Ebenso fiir jedes der Ungleichung

p<e<f@) (bzw. f(@)<c<q)
geniigende c.
*) Diege Eigenschaft ist offonbar nicht hinreichend fiir die Stetigkeit
von f. Beispiel: Sei % das Intervall [0, 1] des %, und f(x)==2 in (0, 1),
fO)=1, f(1)=0.

Hahn, Theorie der reellen Funktionen. I 9
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Nach Satz VI ist %" und %" abgeschlossen in 9, also nach Kap. I,
§ 2, Satz VI auch ihr Durchschnitt €. Damit ist Satz VII be-
wiesen.

Satz VIII'). Ist die Funktion f stetig auf der zusammen-
héngenden®?) Menge %, und nimmt sie auf % die Werte ¢
und ¢’ an, so nimmt sie auf %A auch jeden Wert ¢ zwischen
¢ und ¢’ an.

In der Tat, nach Satz VI ist sowohl die Menge 9’ aller Punkte
von 9, in denen f>¢, als auch die Menge %A” aller Punkte von 9,
in denen f<¢, abgeschlossen in 9. Nach Annahme ist weder ¥’
noch %" leer, und es ist:

°u = 9.
Da 9 zusarhmenhingend, sind also %’ und %” nicht fremd, d. h. %’ A"

ist nicht leer. In' jedem Punkte von %' -9%” aber ist f==¢, und
Satz VIII ist bewiesen,

Es gei eigens bemerkt, daB es auch nicht stetige Funktionen gibt, denen
die Eigenschaft von Satz VIII zukommt3). Ein sehr bekanntes Beispiel liefert
die Funktion f(z), die definiert ist durch:

fa@)=sin fir z=0; f(0)=0.

Weitergehend ist das folgende Beispiel4):

Wir gehen aus von der Bemerkung: Es gibt eine Menge der Michtigkeit ¢
von Teilen' des R,, deren jeder dicht im R, ist, und deren je zwei fremd sind.
In der Tat, sei y eine belicbige reelle Zahl aus [0,1). Wir entwickeln sie
in einen unendlichen Systembruch der Grundzahl 2

(1) y=0~ele2...e,.... (e”=0,l),

in dem unendlich viele Stellen 0 vorkommen. Nach Einleitung § 7, Satz IV
und II ist dies auf eine und nur eine Weise moglich. Sei sodann e¢in endlicher

1) Auch dieser Satz ist ein allgemeiner Grenzsatz; er wurde (fiir
Funktionen einer reellen Verénderlichen) zuerst bewiesen von B. Bolzano,
Rein analytischer Beweis usw. (1818), 12, 51 = Ostwalds Klassiker Nr. 153, 8, 31.

?) Diese Bedingung kann nicht entbehrt werden; denn ist % nicht zu-
sammenhingend:

A=A 4 A" (A, A” abgeschlossen in A),
80 sctze man:
f=0auf A, f=1 auf A’.
Dann ist nach Satz VI f stetig auf % und nimmt keinen Wert zwischen
0 und 1 an. .

3) Dies wurde betont von G. Darboux, Ann. Ec. Norm. (2) 4 (1875), 109.

4 H. Lebesgue, Legons sur l'intégration (1904) 105. Vgl. auch E. Ce-
saro, Bull. sci. math. (2) 21 (1897), 258. W. H. Young, Rend. Pal. 24
(1907), 187; Mess. of math. (2) 39 (1909), 69. F. Apt, Arch. d. Math. (3) 20
(1912), 189.
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Systembruch der Grundzahl 2 mit gerader Stellenzahl gegeben, dessen letzte
Stelle eine 1 ist:

@ 9919928  gax=1.
Wir setzen aus (1) und (2) den Systembruch zusammen:
3) g'glgg...gzheIOeQO...e,.O...

Die Menge M (y) aller Zahlen, die man erhilt, indem man in (3) y festhalt

und den Systembruch (2) beliebig variieren 1a8t, ist dicht im ®,, und ver-

schiedene y liefern fremde Mengen M (y). Damit ist die Behauptung bewicsen.
Definiert man nun f(z) durch:

fl@)=y wenn x in M(y),
f(@)=1 wenn « in keiner Menge M(y),

so ist f(x) fiir kein x stetig, und nimmt in jedem Intervalle [z, x,] alle
Werte aus [0, 1] an.

An die metrische Stetigkeitsdefinition (§ 8, Satz V) kniipft der
Begriff der gleichmiBigen Stetigkeit an'). Die beschréinkte
Funktion f heifit gleichm#Big stetig auf 9, wenn es zu jedem
e>0 ein p>0 gibt, so daB fiir jedes Punktepaar o/, a” aus 9,
dessen Abstand:

r(d, a") <o
ist, die Ungleichung besteht:
[F(@)—F") | <e.

Eine nicht beschréinkte Funktion heiit gleichmifig stetig
auf 9, wenn die aus ibhr durch die Schrinkungstransformation ent-
stehende Fynktion gleichmillig stetig auf % ist.

Selbstversténdlich ist jede auf % gleichmifBig stetige Funktion
auch stetig auf %. Was die Umkehrung anlangt, so gilt:

Satz IX®). Ist 9% kompakt und abgeschlossen®), so ist
jede auf U stetige Funktion auch gleichmifBig stetig auf 9.

1) Eine andre, auf nicht- metrischer Grundlage ruhende Definition der
glcichméBigen Stetigkeit wird vorgeschlagen von W. Sierpifiski, Wektor 2
(1912), 353.

?) Dieser Satz wird gewdhnlich E. Heine zugeschrieben. Doch findet
er sich schon in einer von Dirichlet 1854 gehaltenen Vorlesung (G. Lejeune-
Dirichlets Vorlesungen iiber die Lehre von den einfachen und mehrfachen
bestimmten Integralen, herausgegeben von G. Areundt (1904), 4). In der im
Text gegebenen Allgemeinheit wurde der Satz bewiesen von M. Fréchet,
Rend. Pal. 22 (1906), 29.

3) Dicse Voraussetzungen konnen nicht entbehrt werden. Sei z. B. 2 die
Menge aller rationalen Punkte des ®, und f(x)=1 fiir @ < /2, f()=0 fiir
@ >>y2. Dann ist f(x) auf A stetig, aber nicht gleichmiiBig stetig. Die Funktion
sin—i— ist in (0, 1] stetig, aber nicht gleichmiBig stetig.

o
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Vermoge der Schrinkungstransformation geniigt es, den Beweis
fir beschrinkte f zu fiilhven. Angenommen, der Satz wire nicht
richtig, dann gibt es ein ¢ >0 und eine Folge von Punktepaaren
a,,a (n==1,2,...) aus ¥, fir die:

(*) ll_m r <an” a/n”) =0 und (f (an,) - f(aﬂ") ! €.

v

Da ¥ kompakt, hat die Folge {a,} einen Haufungspunkt o, und
da 9 abgeschlossen ist, gehort @ zu . In {a,} gibt es eine Teil-
folge {ay, } mit '

lim a;, =a,

und wegen der ersten Relation (*) ist auch:

lim gy =a.
Wegen der Stetigkeit von f ist:
lim f (ap,) = f(a); li_m f (ai.’v)=f (@),
und somit:
lim £ (an, ) — £ (an, )] =0,
im Gegensatz zur zweiten Umgleichung (*). Damit ist Satz IX bewiesen.

Er kann sofort noch etwas erweitert werden:

Satz X. Ist % ein kompakter und abgeschlossener
Teil der beliebigen Menge %, und ist die auf % definierte
Funktion f in allen Punkten von %’ endlich und stetig
auf 9, so gibt es zu jedem ¢ >0 ein p>>0, so daBl fiir alle
¢’ von ¥’ und alle der Ungleichung r(a/, ") <o geniigenden
a’ aus U:

@) — ) <e. -

Der Beweis verlauft ebenso, wie fiir Satz IX, nur daB unter
{a’,} nun eine Punktfolge aus 9’ zu verstehen ist.

Satz XI. Ist %’ ein kompakter und abgeschlossener
Teil der beliebigen Menge %, sind f, und f, definiert auf 9,
stetig auf ¥ in allen Punkten von o, und ist f,=f, auf 9,
80 gibt es eine Umgebung U von ¥ in %, so daB auch

fi==f, auf Uu.

In der Tat, vermoge der Schrinkungstransformation kénnen wir
f, und f, als beschrinkt annehmen. Es ist |f,—f,| stetig und
>0 auf A. Also ist nach Satz II auch:

g(f—1,], o) >o0.
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Wir wihlen in Satz X:
e<g(lfi—1fi, %),
so daBl auf 9’: ‘
Dann ist nach Satz X:
[fi— 1| >0
auf der Umgebung 11(g; ') von A’ in 9, und Satz XI ist bewiesen.

§ 6. Erweiterung einer stetigen Funktion.

Wir behandeln nun folgende Fragestellung: Es sei auf einem
Teile ¥ von U eine stetige Funktion f gegeben; unter welchen Um-
stinden kann f zu einer auf ganz U stetigen Funktion erweitert
werden? Wir behandeln zunichst den Fall, da B dicht in U ist
und gehen aus von der Bemerkung:

Satz I'). Eine auf % stetige Funktion f ist voéllig be-
stimmt durch die Werte, die sie auf einem in 9 dichten
Teile 8 von 9 annimmt.

In der Tat, da B dicht in ¥, gibt es zu jedem Punkt o von ¥
in B eine Punktfolge {b }, so daB: 4

limb,=a.
n=w

Wegen der Stetigkeit von f mull also sein:
f(a)= li_m f,).

Also ist f(a) durch die Werte von f auf % eindeutig bestimmt, wie
behauptet.

Wir ziehen zunéchst einige Folgerungen aus Satz I.

Satz II. Gibt es einen in ¥ dichten Teil B von % der
Michtigkeit b, so hat die Menge aller auf o stetigen Funk-
tionen héchstens die Michtigkeit 0.

In der Tat, die Menge 9 aller Funktionen auf %, das heillt
die Menge aller Belegungen von 8 mit reellen Zahlen, hat die Machtig-
keit ¢® (Einleitung, § 2, S. 7). Da eine auf U stetige Funktion
vollig bestimmt ist durch ihre Werte auf B, ist die Menge I aller
auf A stetigen Funktionen gleichmichtig mit einem Teile von 9,
und Satz II ist bewiesen.

Satz III. Die Menge M aller auf einer separablen
Menge 9 stetigen Funktionen hat die Machtigkeit ¢.

1) Satz I findet sich wohl zum erstenmal (fiir Funktionen einer reellen
Verdnderlichen) bei E. Heine, J. f. Math. 74 (1872), 183. Er ist ein allge-
meiner Grenzsatz.
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In der Tat, da jede Konstante eine auf % stetige Funktion ist,
hat M mindestens die Michtigkeit ¢. Da A separabel ist, gibt
es einen in % dichten abzéhlbaren Teil von . Nach Satz II hat
also M hochstens die Machtigkeit ¢o= ¢ (Einleitung § 7, Satz X),
Also hat 9% genau die Michtigkeit ¢, und Satz III ist bewiesen.

Bemerken wir noch, dafl demzufolge auf jeder separablen Menge
der Michtigkeit ¢, insbesondere also im %, die Menge aller Funktionen
hohere Michtigkeit hat, als die aller stetigen Funktionen. In der
Tat, auf einer Menge der Méchtigkeit ¢ hat die Menge aller Funktionen
die Machtigkeit?!)

€6 == (2%)¢ == 2M0'¢ == 2¢;

die Menge aller auf einer separablen Menge stetigen Funktionen aber
hat nach Satz III "die Michtigkeit ¢, und nach Einleitung § 2,
Satz XII ist:

2¢ > ¢.

Satz IV. Ist B ein in % dichter Teil von ¥, und ist [
stetig auf A, so ist:

(1) g, M=4(f, B); G(f,N=E{(f,).
In der Tat, da B<<9, ist:
@) (. ) < Elf, ).
Ist andererseits p irgendeine Zahl:
(3) »<G(f,%),
so gibt es ein a in 9, so daB:
(4) f@)>p.
Da B dicht in %A, gibt es in B eine Punktfolge {b,}, so daB:
limb,=a.

Wegen der Stetigkeit von f ist dann:
lim £ (b,) == f(a).
n=wn

Zufolge (4) ist also:

f(b,) >p fir fast alle =,
und daher auch:

G(f,B8)>p.
Da aber p eine beliebige, (3) geniigende Zahl war, ist dann auch:
(8) G(f, B) = G (f, %).

1) Zur folgenden Gleichung vgl. Einleitung § 7, Satz V; § 2, Satz I;
§ 7, Satz VIIL



Kap. II, § 5. Erweiterung einer stetigen Funktion. 135

Aus (2) und (5) aber folgt die zweite Gleichung (1), und analog be-
weist man die erste.

Satz V. Ist B ein in % dichter Teil von %, und ist f
stetig auf %, so ist in jedem Punkte a der abgeschlossenen
Hiille 2°:

g(a; f, W)=g(a; f,B); G(a;f, N)=06C(a; [, D).

Zunichst ist g(a; f, B) und G (a; f, B) in jedem Punkte von 9%°
definiert; denn da B ein in % dichter Teil von U ist, so ist Y= B°.

Sei nun a ein beliebiger Punkt von %° 1 eine Umgebung von a.
Nach Kap. I, § 4, Satz XI ist 11 dicht in %U. Also ist nach Satz.IV:

g(f, AM) =g (f, BU); G(f, AW)=G (£, BN),

und da G(a;f,%A) und G(a;f,B) die unteren Schranken aller
G(f, AU) bzw. aller G (f, BU) sind, so ist Satz V bewiesen.

Wir kniipfen wieder an Satz I an. Ist B ein in % dichter Teil
von 9, so ist jede auf ¥ stetige Funktion auch stetig auf 8. Doch
kann nicht jede auf 9B stetige Funktion zu einer auf 9% stetigen
Funktion erweitert werden!). Wir stellen Bedingungen auf, unter
denen dies moglich ist.

Satz VI®). Ist 8 ein in % dichter Teil von %A, so ist,
damit die auf 8 gegebene Funktion f sich zu einer auf %
stetigen Funktion erweitern lasse, notwendig und hin-
reichend, daB in jedem Punkte a von U:

*) G(a;f, B)=g(a; f, B).

Die Bedingung ist notwendig. In der Tat, ist f stetig auf 9,
so ist (§ 3, Satz II):

Ga; f, W=g(a; f, %),
und nach Satz V gilt dann auch (¥).

Die Bedingung ist hinreichend. Angenommen in der Tat,
in jedem Punkte von 9 gelte (*). Wir erweitern die Definition der
Funktion f von § auf 9, indem wir in den Punkten von % — 9
setzen:

**) f(&)=6(a; 1, B)=g(a; /,9)
Wegen der Stetigkeit von f auf B aber gilt (**) auch in allen

Punkten von B, und mithin also auf ganz 9. Wir haben zu zeigen:
die durch (**) auf % definierte- Funktion f ist stetig auf 9.

1) Beispiel: Sei (im ®,): f(2)=1 fiir z<V2, f@&)=0 fir »>2. Auf
der im R, dichten Menge aller rationalen z ist f(z) stetig.
%) R. Baire, Acta math. 30 (1906), 17.
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In der Tat, zu jedem p:

p>G(a; f, B)(=1(a))
gibt es nach § 2, Satz IV eine Umgebung 1 von a, so dafB:

G(f, uB)<p.
In jedem Punkte von U9 ist daher:

G (a; f, B) <o,
mithin wegen (**) auch:
() f<p.

Ebenso beweist man: zu jedem g:

7<g(a; f, B)(=r()
gibt es eine Umgebung 11 von a, so daB in UY:

1) f>q.

Aus (t) und (+f) aber folgt nach § 3, Satz IV, daB f in a stetig ist
auf 9, und Satz VI ist bewiesen.

Satz VII'). Ist B ein in % dichter Teil von %A, so ist,
damit die auf B gegebene Funktion f sich zu einer auf %
stetigen Funktion erweitern lasse, hinreichend?), daBl f
gleichméBig stetig sei auf B.

Vermoge der Schrinkungstransformation kénnen wir annehmen,

f sei beschrinkt auf 8. Nach Saiz VI genligt es nachzuweisen, daf8
in jedem Punkte a von UA:

G(a; f,B8)=g(a; [, B).
Angenommen, dies wére nicht der Fall, so gibt es in % mindestens
ein a, so daf:

G(a;f, B)>g(a; f, B).
Nach § 2, Satz VI gibt es in 8 Punktfolgen {0,’} und {b,"}, so daB:
lim b, =a; lim b}, =a,
n=aw n=uw

hmf(b )=G (a; f, B); ]i_m fn)=g(a; f, B).
Es wire also gleichzeitig:

hm r(b b, )="0; lim [f(bp)—[(u)] >0,

n?’n
n—=00

1) 8. Pincherle, Mem. Bol. (5) 3 (1€93), 293. .T. Brodén, J. f. Math.
118 (1897), 3; Acta Univ. Lund. 8 (1897), 10. E. Stcinitz, Math. Ann. 52
(1899), 59. Vgl auch L. Scheeffer, Acta math. 5 (1881), 294.

%) Ist ¥ kompakt und abgeschlossen, soist nach § 4, Satz I1X die Bedingung
auch notwendig.
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im Widerspruche mit dem Begriffe der gleichmiBigen Stetigkeit.
Damit ist Satz VII bewiesen.

Wir haben uns bisher mit der Erweiterung einer auf 8 gegebenen
stetigen Funktion zu einer auf 9 stetigen Funktion nur in dem
Falle befaBt, daB B dicht in 9 ist. Wir behandeln nun den all-
gemeinen Fall. Zunéchst gilt:

Satz VIII'). Ist B ein in % abgeschlossener Teil von ¥,
und f eine Funktion auf 8B, so gibt es auf % eine Funktion
F, die auf 8 mit f iibereinstimmt, und stetig auf % ist in
allen Punkten von % — 3B, sowie in allen denjenigen Punkten
von B, in denen [ stetig ist auf B.

Vermége der Schriankungstransformation kénnen wir annehmen

—1=fs1,

und indem wir weiter 4 (f--1) statt f betrachten, koénnen wir an-
nehmen:
(1) 0Lt

Es wird also geniigen, zu zeigen, dall jede auf B der Ungleichung
(1) geniigende Funktion f zu einer die Forderungen von Satz VIIT
erfiillenden und auf ganz 9 der Ungleichung (1) geniigenden Funktion ¥
erweitert werden kann, da man von diesem Fall, indem man nun
umgekehrt F ersetzt durch 2 F— 1 und sodann die inverse Schrin-
kungstransformation ausiibt, zum allgemeinen Fall zuriickkehrt.

Wir setzen abkiirzend:

(2) ra=r(a, B).
Da B abgeschlossen in 9, ist fiir jeden Punkt +—f r—n
von Y — B:

Fig. 2.

reg > 0.
Jedem Punkte ¢ von % — B ordnen wir nun zunichst folgende (fiir
» 2 0 definierte) Funktion der reellen Verinderlichen » zu (Fig. 2):
1in [0,27r,]
(3) ha(r)=={ linear in [2r,, 3+,]
0 in [37,, +o0);
sodann folgende auf ¥ definierte Funktion des Punktes b:

4) fa(0) 2= ha (v (a, 1)) £ (D).

') H.Tietze, J.f. Math. 145 (1914), 9. C. Carathéodory (nach H. Bohr),
Vorl. iiber reelle Funktionen, 617. L. K. J. Brouwer, Math. Ann. 79 (1918),
139. Ein besonders einfacher Beweis (wihrend der Drucklegung erschienen):
F. Hausdorff, Math. Zeitschr. 5 (1919), 296.
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Die obere Schranke G (f,, B) ist dann eine auf % — B definierte
Funktion von q¢. Wir setzen nun:

® O U

G (fs, B) auf A —B.
Wegen (1) ist dann auch
0Lr<i.

Und nun wollen wir zeigen: die durch (5) definierte Funktion F(a)
geniigt den Forderungen von Satz VIII.

Wir zeigen zunichst: Ist a in A —%B, so ist F in a stetig
auf %A. In der Tat, da B abgeschlossen in 9, gibt es eine Umgebung
W von a in 9, die zu B fremd. Aus der Definition (3) von h,(r)
und der Tatsache, daB8 », eine stetige 'unktion von a ist (§ 4, Satz I),
folgt: zu jedem &¢>>0 gibt es ein o >0, so daB (bei festem a):

(6) |ha(r)—ha(r)]<e wenn +'—r'<To, r(a,d)<p.

Ist dann o' ein zur Umgebung U (a; ) von a gehorender Punkt
aus 9, so gilt nach der Dreiecksungleichung fiir jedes b aus B:

7 (a, ) —r(d,b)[ <o,

und somit nach (6):

(7) [ ha(r (@, b)) — o (r (', ) <.
Setzen wir noch:
N=1u"U(a; 0)- U,

gso ist U fremd zu B, und fiir alle ¢’ von U und alle b aus B
gilt (7).
Aus-(4), (1) und (7) folgt nun;

!fa’ (b)-fa(b) i <&,
l G(fa'y $)— G(faa %) ‘ .é g,
also ist, da sowohl a als o' zu % — B gehoren, nach (5):
|F(a)—F(a)| L& fiir alle o’ von U,

d. h. F ist stetig auf 9 in a, wie behauptet.

Es bleibt zu zeigen: Ist ¢ ein Punkt von 8, in dem f stetig
auf § ist, so ist F in a auch stetig auf 9. Sei also @ ein solcher
Punkt. Weil f in a stetig auf 8, gibt es zu jedem ¢>>0 ein ¢ >0,
so daB fiir alle in 1 (a; o) liegenden Punkte b von $:

®) ) —Fa)| e

Sei nun o’ ein beliebiger, zu % — B gehoériger Punkt aus U (a;%).

somit auch:
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Zufolge der Definition (2) von », ist dann:

(9) rar < % .

Fiir alle auBerhalb 1 (a; ) liegenden Punkte b von % ist:
3
(@, b)> IQ >3,
und somit nach (3) und (4):
(10) far (b)=0.

Fiir die in U(a; o) liegenden Punkte b von B aber ist, zufolge der
Definition (3) von ks und wegen (8):

(11) fa (b)) S 1(0)<f(a) 1,
und wegen (10) und (11) ist, nach (5), auch:
(12) P(&) =6 (fu, B) < fla) .

GemaB der Definition (2) von r, gibt es nun einen Punké ¥’
von B. so daB:

(18) r(a, b)<2rq.
Zufolge (9) ist also:
r(a, V') < % ,

und da @ in 11((1;%) lag, liegt b’ in lU(a; @), und aus (8) folgt
daher:

(14) F)> f(a)—e.
Bei Beachtung von (13) ergibt aber die Definition (4) von f,:

far (V) = F(¥);
ferner ist, nach (5): .

(15) F(d)=6G(fa, B) 2 f(V),

und aus (14) und (15) folgt fiir alle zu % — B gehorigen o’ aus
u (u; i—) : (

(16) F(d)>f(a)—e¢.

Zusammen mit (12) ergibt (16) fiir alle zu % — B gehorigen o’ aus
.e).
1 (a: 8):

Da aber nach (5) auf 8 F mit { iibereinstimmt, gilt, bei Beachtung

von (8), fir alle zu ¥ gehorigen o’ aus Il (a;g>:

4
F(a)—F(a)| <&,

F(&)—f@) e
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d. h. F ist in a stetig auf Y. Damit ist der Beweis von Satz VIII
beendet.

Aus Satz VIII entnehmen wir nun folgende Verallgemeinerung
von Satz VI:

Satz IX. Ist B ein Teil von 9, so ist, damit die auf B
gegebene Funktion f sich zu einer auf % stetigen Funktion
erweitern lasse, notwendig und hinreichend, daB in jedem
Punkte ¢ von B°-U:

G(a; f, B)=g(a; 1, B).

Die Bedingung ist notwendig. In der Tat. nach Satz VI ist
sie sogar notwendig dafiir, daBl f sich zu einer auf B°A stetigen
Funktion erweitern lasse.

Die Bedingung ist hinreichend. Denn ist sie erfiillt, so kann [
zundchst nach Satz VI erweitert werden zu einer auf 8°9 stetigen
Funktion, sodann, da B°% abgeschlossen in . nach Satz VIII zu
einer auf 9 stetigen Funktion.

Wir sprechen noch folgenden Spezialfall von Satz IX eigens aus?):

Satz X. Ist B abgeschlossen in %A, so kann jede auf 8
stetige Funktion zu einer auf 9 stetigen erweitert werden.

§ 6. Stetige Abbildungen.

Wie wir in § 1 sahen, ist der Funktionsbegriff ein Spezialiall
des Abbildungsbegriffes. So wie unter den Funktionen die ste-
tigen Funktionen, so nehmen unter den Abbildungen die stetigen
Abbildungen einen ausgezeichneten Platz ein. Die Sitze iiber stetige
Funktionen, die wir besprochen haben, sind groBenteils nur Spezial-
fille von Satzen iiber stetige Abbildungen, mit denen wir uns nun
kurz befassen wollen.

Seien zwei metrische Riume ® und & gegeben?); sei % eine
Punktmenge von %, und sei jedem Punkte a von U ein Punkt b
von © zugeordnet. Dadurch ist eine Abbildung 4 von oA in den
Raum & definiert. Den dem Punkte a zugeordneten Punkt von 3
nennen wir (wie in Eijnleitung § 2, S.5) das Bild von a (vermoge 4)
und bezeichnen ihn mit 4(a), jeden durch 4 auf einen gegebenen
Punkt b von & abgebildeten Punkt von % nennen wir ein Urbild
von b. Ist %' ein Teil von U, so bildet die Menge der Bilder 4!(a)
aller Punkte ¢ von 9’ eine Punktmenge %' in &, die als das Bild
A(Y) von % vermdge A bezeichnet wird. Ist B=A4(Y) das Bild

1) Einen sehr einfachen Beweis fiir diesen Satz werden wir in § 10, S. 166
angeben.
?) Sie konnen auch identisch sein.
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von U, und ist B’ ein Teil von B, so heit die Menge aller Punkte
von ¥, die Urbilder eines Punktes von %’ sind, das Urbild von %'
Wie bei Funktionen definiert man: die Abbildung 4 von U
heiBt stetig im Punkte a von 9, wenn sie jede Punktfolge {a,}
aus 9 mit lima, ==a abbildet auf eine Punktfolge {4 (a,)} mit

T lim A(a,) = A(a).
n=aowo

Ist die Abbildung 4 von 9 stetig in jedem Punkte von %, so
beiBt sie eine stetige Abbildung von %; das Bild A(%) heilt
dann ein stetiges Bild von 9.

In Analogie zu § 3, Satz IV gilt:

Satz I. Damit die Abbildung A4 von U stetig sei im
Punkte a von U, ist notwendig und hinreichend, daB es zu
jeder Umgebung ¥ in B des Bildes 4(a) von a eine. Um-
gebung U in U von a gebe, so daf:

*) A1) < 8.

Die Bedingung ist notwendig. Sei in der Tat 4 stetig in a
und B eine Umgebung von 4(a) in B. Sei ferner U, die Umgebung
u (a ; %) von ¢ in %. Angenommen, in jedem 11, gibe es ein a,,
to daB A(a,) nicht in 8. Da A(a) in B, so konnte nicht

lim A(a,) = A(a)
n=ao

sein (Kap. I, § 3, Satz VI), im Widerspruch mit der vorausgesetzten
Stetigkeit von 4. In mindestens einem U, gibt es also kein a,,
dessen Bild A(a,) nicht zu B gehorte, d. h. es ist:

4(1,)<3,
und die Behauptung ist bewiesen.

Die Bedingung ist hinreichend. Angenommen in der Tat,
sie sei erfiillt. Zur Umgebung B von 4 (a) in B gibt es dann eine
Umgebung 11 in % von a, so daB (*) gilt. Ist {a,} eine Punktfolge
in % mit lim a,=a, so ist a, in U fiir fast alle », mithin, wegen

n=awo
(*), A(a,) in B fiir fast alle n; also ist (Kap. I, § 3, Satz VI):
lim A(a,) = A(a),

n=w
d. h. A ist stetig in a, wie behauptet.
Satz IT von § 4 ist ein Spezialfall des Satzes:
Satz II'). Jedes stetige Bild einer kompakten, abge-
schlossenen Menge ist kompakt und abgeschlossen.

1) Satz II ist ein allgemeiner Grenzsatz.
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Sei in der Tat A(Y) ein stetiges Bild der kompakten, abge-
schlossenen Menge . Wir zeigen zunichst, daB A(%) kompakt
ist. Dazu geniight es zu zeigen: jede unendliche Folge {4(a,)} aus
A(%) enthélt eine konvergente Teilfolge. Sei {4(a,)} eine Punktfolge
aus A(%). Da A kompakt, gibt es in {a,} eine konvergente Teil-
folge {an}:

lim a, =a,
und da o abgeschlossen, gehort @ zu %. Wegen der Stetigkeit der
Abbildung ist daher auch:
1) lim A(a,)= A(a),
d h. in {4(a,)} gibt es auch eine konvergente Teilfolge; also ist
A(%) kompakt.

Wir zeigen sodann, daB A(%) abgeschlossen ist. Sei zu
dem Zwecke b ein Haufungspunkt von A(%). Dann gibt es in 4(A)
eine Folge A(a,), so daB:

(+) lim 4(a,)=".

7 =00
In {a,} gibt es eine konvergente Teilfolge {a, )}, deren Grenz-

punkt a, wie wir eben sahen, gewill zu % gehort, so daB wieder ()
gilt. Der Vergleich von (1) und (1) aber ergibt:

A(a)=1b,
also gehdrt b als Bild von a zu 4(%). Also ist A(%) abgeschlossen.
Damit aber ist Satz II bewiesen.

Dem Satze VI von § 4 entspricht folgender allgemeine Satz:

Satz III. Damit die Abbildung 4 von % auf A(%) stetig
sei, ist notwendig und hinreichend, daB8 das Urbild jeder
in 4(%A) abgeschlossenen Menge abgeschlossen in 9 sei.

Die Bedingung ist notwendig?). Sei in der Tat A(%) stetiges
Bild von %, und sei B’ abgeschlossen in A(%). Mit %' bezeichnen
wir das Urbild von %', mit a einen zu 9 gehérigen Haufungspunkt
von %A'. Wir haben zu zeigen, daB er auch zu %’ gehort. Jedenfalls
gibt es in ' eine Punktfolge {a,} mit lim a,=a. Wegen der Ste-
tigkeit der Abbildung ist n=w

lim 4(a,) = A(a).

n=—o0
Weil die A(a,) zu B’ gehoren, und B’ abgeschlossen in A(%) ist,
gehort auch 4(a) zu ¥, mithin a zum Urbild % von ¥/, und die

Behauptung ist bewiesen.

1) Dieger Teil von Satz III ist ein allgemeiner Grenzsatz.



Kap. II, § 6. Stetige Abbildungen. 143

Die Bedingung ist hinreichend. Angenommen in der Tat,
die Abbildung sei nicht stetig. Dann gibt es in 9 einen Punkt a
und eine Punktfolge {a,} mit hm a,==a, so daf nicht lim A(a )=A4(a);

n=

d. h. es gibt eine Umgebung % in A(Y) von A(a), so daB unendlich
viele A(a,) in A(A)— B liegen. Nun ist die Menge A (%) — B ab-
geschlossen in A(%). Ibr Urbild enthélt unendlich viele a,, nicht
aber deren Grenzpunkt a, ist also nicht abgeschlossen in 9. Damit
ist die Behauptung bewiesen.

Satz VIII von § 4 ist Spezialfall von:

Satz IV!). Jedes stetige Bild einer zusammenhédngenden

Menge 9 ist zusammenhéngend.
Sei in der Tat A(%A) stetiges Bild von U; sei:

A(A)=1%B,+ 9B, (B,, B, abgeschlossen in A(%)),

und seien 9, und 9, die Urbilder von B, und %B,. Nach Satz III
sind %, und 9, abgeschlossen in 9, und es ist:
A=Y 4 %,.

Da 9 zusammenhingend, ist eine der beiden Mengen 9, 9, leer,
daher ist auch eine der beiden Mengen B,, B, leer; d. h. A(¥) ist
zusammenhingend, und Satz IV ist bewiesen.

Eine Abbildung der Menge 9 heillt gleichm&Big stetig, wenn
zu jedem ¢>0 ein @ >0 gehort, so daB fiir zwei Punkte o, a”
von A:

r(4(a A(a"))<a wenn r(d’, a”) <.

Satz IX von § 4 ist Spezialfall von:

Satz V. Jede stetige Abbildung einer kompakten und
abgeschlossenen Menge ist gleichmidBig stetig.

Der Beweis ist ganz derselbe wie fiir Satz IX von § 4.

Satz I von § 5 ist Spezialfall des ganz ebenso zu beweisenden
Satzes:

Satz VI. Eine stetige Abbildung von ¥ ist vollig be-
stimmt durch die Bilder der Punkte eines in % dichten
Teiles von «.

Satz VII von § 5 ist Spezialfall von:

Satz VII. Eine gleichm#Big stetige Abbildung B des
in 9 dichten Teiles B von 9% in eine vollstindige Menge €
kann erweitert werden zu einer stetigen Abbildung von
A in €.

1) Batz IV ist ein allgemeiner Grenzsatz.
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In der Tat, da B dicht in A, gibt es zu jedem Punkt a von
9 eine Punktfolge {b,} in B mit:
lm b, ==a.
n=aw
Nach Kap. I, § 8, Satz I ist {b,} eine Cauchysche Folge, d.h.
ist 0 >> 0 beliebig gegeben, so gibt es ein ny, so daB:

r(b,y, b)) <o fir o' =ny, n”">=n,.

Wegen der vorausgesetzten gleichmiiBigen Stetigkeit der Abbildung B
gibt es daher zu jedem ¢>>0 ein n,, so daB fir die Bilder B(b,)
der b, gilt:
r(BQ,), B(b,))<e fir n’ >ny 2" =n,.
Es ist also auch die Folge {B(b,)} eine Cauchysche, und da @
vollstéindig, gibt es in ¢ einen Punkt ¢, so daB
lim B(b,)=c.
" ==
Wir ergénzen nun die Abbildung B von 8 zu einer Abbildung
A von %, indem wir setzen:
A(a)=rc.
Wir haben zu beweisen, da A eine stetige Abbildung ist.
Sei zu dem Zwecke ¢ >0 beliebig gegeben; wegen der gleich-
méBigen Stetigkeit von B gibt es dazu ein 9> 0, so daB fir je
zwei Punkte ¥, b” von 9B:

(1) r(B®), Bb")) e, wenn r(¥,b")<o.
Seien nun d’, a” zwei Punkte aus 9, fir die:
(2) r(d, ") <o.

Nach Definition der Abbildung 4 gibt es in 8 zwei Punktfolgen {b,},
{t%}, so daB:

(3) lim by, =a’; lim ¥ =24d";
() lim B(,) = A(«); lim B(b)) = A(a").
"= n-— ®

Wegen (2) und (3) ist:

r(bn, bn) < o fiir fast alle n,
daher nach (1):
r(B(by), B(bn) < e fiir fast alle n.
Somit wegen (4):
r(4(a)), 4(a") L.
Es ist also die Abbildung 4 von U gleichmiBig stetig, und daher
gewiB stetig, und Satz VII ist bewiesen.
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Es ordne die Abbildung 4 jedem Punkte a von 9% den Punkt
b=A(a) zu, und es sei B=—A(Y) das Bild von A. Sodann ordne
die Abbildung B jedem Punkte b von B den Punkt ¢=B(b) zu,
und es sei € = B(®B) das Bild von 8. Als die aus 4 und B zu-
sammengesetzte Abbildung A-B bezeichnet man diejenige Ab-
bildung von %A auf €, die dem Punkte a von % den Punkt

¢ —B() = B(4(@)
zuordnet. Es gilt der Satz:

Satz VIII. Ist die Abbildung 4 von % auf die Menge %
stetig im Punkte a von %, und ist die Abbildung B von B
stetig im Punkte b= A4(a) von B, so ist die Abbildung 4B

stetig im Punkte a.

Sei in der Tat {a,} eine Punktfolge aus % mit lim a,=a. Fiir
=0
die Bilder b, = A(a,) gilt dann, wegen der vorausgesetzten Stetig-
keit von A4:
lim A(a,)=A4(a), d.h. limb,==>.
fn = o n=®

Ebenso gilt, wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von B:

lim B(b,)=B(b), d.h. lim B(4(a,))= B(4(a),

womit Satz VIII bewiesen ist.
Sind f, und f, zwei auf %A endliche Funktionen, so wird durch:

x, =f,(a), x,="r,(a)
eine Abbildung 4 von ¥ auf eine Punktmenge B des R, definiert.
Durch jeden der Ausdriicke:

r=ux 4z, r=r —2x, T=210-T, =

wird weiter eine Abbildung B von B in den R, definiert. Wendet
man auf 4-B Satz VIII an, so kommt man auf Satz VII von § 3
zuriick.

Ist die Abbildung 4 von % auf B eineindeutig, d. h. hat
jeder Punkt von B in % ein und nur ein Urbild, so koénnen wir
eine Abbildung von % auf U definieren, indem wir jedem Punkte
von B sein Urbild in % zuordnen. Diese Abbildung heillt die zu
4 inverse Abbildung, oder die Umkehrung von 4, und wird be-
zeichnet mit 471,

1) Letzteres nur, wenn f, == 0 auf ¥.

Hahn, Theorie der reellen Funktionen. I. 19
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Satz IX. Ist % kompakt und abgeschlossen, und ist 4
eine eineindeutige stetige Abbildung von U, so ist auch
A~?Y stetig.

Sei in der Tat b ein Punkt aus 4(%), und {b,} eine Punktfolge
aus A4(%) mit:

*) lim b, =b.

n=—oo
Ist a, das Urbild von b,, so hat, weil % kompakt, die Folge {a,}
einen Hiufungspunkt ¢, und weil % abgeschlossen, gehéri a zu 9.
In {a,} gibt es eine Teilfolge {a, }, so daB:

lim a,, = a,

und wegen der Stetigkeit von A ist:
lim A(a,)=A(a), d.h. limbd, = A4(a).

Also durch Vergleich mit (*):
b=A(@), d.h. a=A4"1(b).

Also hat die Folge {a,} nur den einzigen Hiufungspunkt 4~1(b),
es ist somit (Kap. I, § 2, Satz I):

lim a,=A471(), d.h lim A-l(b,,)=A_1(b),
n=owm n—o
womit die Stetigkeit von 4~! nachgewiesen ist.

§ 7. Abbildung einer Strecke auf ein Quadrat.

Ein sehr merkwiirdiges Beispiel einer Abbildung erhalten wir, indem wir
an die Gleichung ankniipfen (Einleitung § 7, Satz X):
*) ¢ =c%
Es ist ¢ die Michtigkeit der Menge aller Punkte eines Intervalles des ®%,; etwa,
wenn wir die Punkte des R, mit ¢ bezeichnen, des Intervalles [0, 1]:
** 0<t<1.
Nach der Definition des Produktes zweier Michtigkeiten ist ferner ¢ die Mich-
tigkeit der Menge aller Zahlenpaare x, y, deren jede zum Intervalle [0, 1]
gohdrt:
(%) 0<z<1, 0<y<1,
oder was dasselbe heifit, der Menge aller Punkte eines Quadrates im R®,. Die
Gleichung (*) kann also so ausgesprochen werden:

SatzI. Es gibt eine eineindeutige Abbildung desIntervalles (*“)
auf das Quadrat (***)1).

1) G. Cantor, Journ. f. Math. 84 (1877), 254. Ganz ebenso folgert man
aus der Gleichung ¢ = c* die Existenz einer eineindeutigen Abbildung des Inter-
valles (**) auf das Intervall des Ry:

0<Lz:L1 (=12, ..., k).
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Diese Abbildung kann nicht stetig sein. Es gilt ndmlich:

Satz 11Y). Enthilt die Punktmenge B des Rx (k> 2) einen in-
neren Punkt, so gibt ‘es keine eineindeutige und stetige Abbil-
dung des Intervalles (**) auf 3.

Angenommen in der Tat, es gibe eine eineindeutige, stetige Abbildung A4
des Intervalles (**) auf B, und b wire innerer Punkt von 8. Dann gibt es
im R, zwei ganz zu B gehorige, nicht in dieselbe Gerade des %R, fallende
Strecken a, @, und b, b,, die sich in b schneiden. Nach § 6, Satz IX ist A—!
stetig. Nach § 6, Satz II und IV ist daher das Urbild von a,b sowie von ba,
je eine abgeschlossene, zusammenhiingende Punktmenge des &,, d. h. je ein
Teilintervall von (**). Da A~! eindeutig ist, haben diese beiden Teilintervalle
nur den einen Punkt:

a=A"1(d)
gemein; sie sind also zwei in diesem Punkte a aneinanderstoBende Teilinter-
valle von (**). Dasselbe muB aber von den Urbildern der Strecken b, b und b b,
vermége A~* gelten; das aber ist unméglich, da wegen der Emdeutlgkelt von
A~ die Urhilder der Strecken a, b, b a,, b, b, bb, zu je zweien keinen andern
Punkt als ¢ gemein haben diirfen. Damit ist Satz II bewiesen.

Wenn es demzufolge keine eineindeutige stetige Abbildung einer Strecke
(eines Intervalles des R,) auf ein Quadrat des R, gibt, so gibt es doch, wenn
man auf die Eineindeutigkeit verzichtet, sehr wohl stetige Abbildungen, die
dies leisten?). Wir besprechen zunichst die bekannteste Abbildung dieser Art?3).

Man teile die Strecke in g? gleiche Teile (g eine natiirliche Zahl > 2) und
das Quadrat in g? kongruente Teilquadrate, indem man jede seiner Seiten in g
gleiche Teile teilt und durch die Teilpunkte Parallele zu den Quadratseiten
zieht. Sodann numeriere man die Teile der Strecke in ihrer natiirlichen
Reihenfolge mit 1, 2, . . ., g?; ebenso die Teile des Quadrates, und zwar diese
so, daB je zwei, die benachbarte Nummern erhalten, mindestens einen Punkt
gemein haben.

Nun teile man weiter jede der beim ersten Schritt erhaltenen g2 Teil-
strecken neuerdings in g% gleiche Teile und numeriere die so entstehenden
g* Teilstrecken in ihrer natiirlichen Reihenfolge mit 1, 2, ..., g*. Ebenso teile
man jedes der beim ersten Schritte erhaltenen Teilquadrate weiter in g* kon-
gruente Teilquadrate und numeriere die so entstehenden g* Teilquadrate mit
1,2, ..., ¢% und zwar so, daB:

1. je zwei Tcilquadrate, die benachbarte Nummern erhalten, mindestens
einen Punkt gemein haben,

2. die aus dem Quadrate 1 der ersten Teilung entstehenden Teilquadrate

1) Dieser Satz ist ein Spezialfall des Satzes von der Invarianz der Di-
mensionszahl gegeniiber eineindeutigen stetigen Abbildungen. Vgl. L. E. J.
Brouwer, Math. Ann. 70 (1911), 161.

2) Notwendige und hinre'chende Bedingungen dafiir, daB ene gegebens
Punktmenge stet’'ges Bild einer Sirccke sei, findet man bei H, Hahn, Wien.
Ber. 123 (1914), 24°3.

3) Sie riihrt her von G. Peano, Math. Ann. 36 (1890), 157. — Vgl. auch
E. Cesaro, Bull. sci. math. (2) 21 (1897), 2.7; D. Hilbert, Math. Ann. 38
(1891), 459; A. Schoenflies, Gott. Nachr. 1896, 255; E. H. Moore, Am
Trans. 1 (1900), 72.

10%
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diec Nummern 1, 2, ..., g% erhalten, die aus dem Quadrate 2 der ersten Teilung
entstchenden die Nummern g?-}1, ¢g®--2, ..., 2¢* usf.

Man sieht, wie dieses Verfahren fortzusetzen ist. Beim n-ten Schritie
erscheint die Strecke zerlegt in g2» gleiche Teile, die in ihrer natiirlichen
Reihenfolge numeriert sind mit 1, 2, ..., g2n; das Quadrat orscheint zerlegt
in g2n kongruente Teilquadrate, die gleichfalls numeriert sind mit 1,2, ..., g2»,
und zwar so, daB:

1. je zwei Teilquadrate, die benachbarte Nummern haben, mindestens
einen Punkt gemein haben,

2. die g* Teilquadrate, die durch Teilung des mit k (1<k<Lg2(n—1)
numerierten Quadrates der (n— 1)-ten Teilung entstanden, die Nummern er-
halten: (k—1)g*+4+1, k—1)g*+2, ..., k-g%

Man erkennt unschwer, dafl dies mdoglich ist. Fiir die einfachsten Fille?)
g=2 und g=23 ist das Verfahren aus Fig. 3 und 4 ohne weiteres ersichtlich.

) 64[63(50[49[48]45]44]43]

16 113 12%” 5625152474641?2%

4 8 N IS %’10“ 60157|56/53|34|35|40]39
, 59/58]55/54|33]36[37/34

- 67 [T0[11[32[29[28[27

. 238 T 5189 [12{31[30[2529

1 2 A 4|3 |T4[13|T8[To[ 24 2:
112 |i5)i6|i720}21

21122]27] 28]33]34] 15] 76|81
3 4 9 20(23]26|29|32|35{74|77(80)
19]24]25]30131|36{73 'ZSEJ
18]13]12[43[42(37|72|6766)
2 5 8 17]14]11]44|41|38|71|68|65
16]15/10]45|40[39{70(69]64
3] 4|9 |46|51/52]57|58|63
1 6 7 2[5 [ 8 |47/50(53]56]59|62
1167 |48[49[54/5560(61

Fig. 4.

Wir setzen fest: Jeder (innere oder Begrenzungs-) Punkt der mit k
numerierten Strecke der n-ten Teilung soll auf einen (inneren oder Begren-
zungs-) Punkt des mit derselben Nummer % versehenen Quadrates der n-ten
Teilung abgebildet werden. Wir wollen zeigen, dafl durch diese Vorschrift
eine stetige Abbildung der Strecke aufs Quadrat definiort ist.

Sei @ ein Punkt der Strecke, und zwar zunichst ein solcher, der bei
keiner der vorgenommenen Teilungen der Strecke als Teilpunkt auftritt. Er
liegt dann (fiir jedes n) bei der n-ten Teilung in einer ganz bestimmten Teil-
strecke ©x. Sei n dasjenige Teilquadrat der n-ten Teilung, das dieselbe

1) Der Fall g=3 ist der zuerst von Peano durchgefiihrte; der Fall g=2
wurdo von Hilbert besprochen.
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Nummer hat, wie die Strecke ©4. Da in der Folge der Strecken {6”} jede
folgende in der vorhergehenden liegt, so gilt (wegen Vorschrift 2) dasselbe fiir
die Folge der Quadrate {Dm} Es gibt also einen und nur einen allen On ge-
meinsamen Punkt unsres Quadrates: er ist das Bild des Punktes a.

Ist sodann a ein Punkt der Strecke, der bei einer unsrer Teilungen, etwa
der y-ten, als Teilpunkt augrltt so ist dies auch bei jeder folgenden Teilung der
Fall. Seien (fiir n > ’) Gn dnd ©n die beiden in @ zusammenstoBenden Strecken
der n-ten Teilung, On und On die mit den gleichen Nummern versehenen Qua-
drate der n-ten Teilung; wie vorhin sieht man, dafl alle On (n=>_: ¥) einerseits,

alle On (n>v) andrerseits einen und nur einen Punkt gemein haben. Wegen
unsrer Vorschrift 1. aber ist dies dersolbe Punkt: er ist das Bild des
Punktes a.

Es ist also wirklich jedem Punkte der Strecke ein Punkt des Quadratos
zugeordnet. Und man erkennt unschwer, daB auch umgekehrt jeder Punkt
dos Quadrates mindestens ein Urbild auf der Strecke besitzt: In der Tat,
zu jedem Punkte b des Quadrates gibt es mindestens eine Folge ihn ent-
haltender Teilquadrate {Dn}, wo £n Teilquadrat der n-ten Teilung, und
Qp41<<0n. Ist Gn die Strecke der n-ten Teilung, die gleiche Nummer wie
On hat, 80 ist auch ©n4+1<<Gpn. Es gibt also einen und nur einen Punkt der
Strecke, der zu allen &, gehort: er ist ein Urbild von b.

Es bleibt zu beweisen, daB unsre Abbildung der Strecke aufs Quadrat
stetig ist. Sei a ein Punkt der Strecke, {a,} eine Punktfolge der Strccke
mit lim a,=a; sei b das Bild von @, b, das von a,. Wir haben zu be-

P=w
weisen, dal lim b, =10 ist.
p= o

Tritt @ bei keiner unsrer Teilungen der Strecke als Teilpunkt auf, so
mogen ©n und O dieselbe Bedeutung haben, wie vorhin; fast alle a, liegen
dann in ©,, daher fast alle b, in On, und da b in allen Q4 liegt, und {Qn}
sich auf b zusammenzieht (Kap. I, § 3, S. 68), so haben wir lim 0p = b, wie

=2,
behauptet, — Ganz analog schlieft man, wenn « ein Teilpunkt ist, nur hat man

dann an Stelle von &, die Vereinigung der oben mit ©n und Gy bezeichneten
Strecken, an Stelle von Qn die Vereinigung 2/, L 9 7y benutzen.

Damit ist gezeigt, daB unsre Abbildung der Strecke aufs Quadrat stetig
ist. Nach Satz IT kann sie daher nicht eineindeutig sein. Es hat keine
Schwierigkeit, tatsiichlich Punkte des Quadrates anzugeben, die mindestens
zwei verschiedene Urbilder auf der Strecke besitzen; dies trifft offenbar - fiir
jeden Punkt des Quadrates zu, in dem zwei Teilquadrate zusammenstoBen,
die nicht aufeinanderfolgende Nummern haben. Punkte, in denen drei {oder
vier) Teilquadrate zusammenstoBen, von denen keine zwei aufeinanderfolgende
Nummern haben?), werden sogar drei (bzw. vier) verschiedene Urbilder auf
der Strecke besitzen.

Es ist nicht schwer, unser Abbildungsverfahren so abzuindern, daB
kein Punkt des Quadrates mehr als drei verschiedene Urbilder
auf der Strecke besitzt®). Das aber ist alles, was sich erreichen 1aBt.

Y Z. B. in Fig. 3 der gemeinsame Eckpunkt der Quadrate 7, 10, 55, 58;
in Fig. 4 der gemeinsame Eckpunkt der Quadrate 12, 25, 30, 43.

%) H. Hahn, Ann. di mat. (3) 21 (1913), 50. Ein andres Verfahren bei
G. Pélya, Bull. Crac. 1913, 312.
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Denn es gilt der Satz'): Bei jeder stetigen Abbildung einer Strecke
auf ein Quadrat gibt es eine im Quadrat dichte Menge von Punkten,
die mindestens drei verschiedene Urbilder auf der Strecke be-
sitzen. Die Menge aller Punkte des Qua-drates, die mindestens zwei ver-
schiedene Urbilder auf der Strecke besitzen, hat stets die Michtigkeit ¢3).

Wir denken uns durch das oben dargelegte Verfahren die Strecke 0 <t <1
des ®, auf das Quadrat 0<xz<1, 0<y<1 des’R, abgebildet. Sind x (t),
y (t) die Koordinaten des dem Punkte ¢ entsprechenden Quadratpunktes, so
sind « (f), y(f) auf [0, 1] stetige Funktionen; es ist also:

(0) =), y=y), 0St<1

ein sogenannter ,stetiger Kurvenbogen“ (vgl. 8. 518), der die Eigenschaft hat,
durch alle Punkte des Quadrates hindurchzugehen. Er wird bezeichnet als
Peanosche Kurve. Ihr Verlauf selbst entzieht sich der Anschauung, man
kann ihm aber anschaulich dadurch niher kommen, da8 man die Niherungs-
polygone betrachtet, die entstehen, indem man immer bei der n-ten Teilung
des Quadrates der Reihe nach die Mittelpunkte der mit 1, 2, ..., g2» nume-
rierten Teilquadrate durch Strecken verbindet.

Von den vielen merkwiirdigen Eigenschaften der beiden Funktionen (0)
sei hier nur erwihnt, daB sie jeden Wert zwischen 0 und 1 in einer
abgeschlossenen Punktmenge der Michtigkeit ¢ annehmen?3). Durch
die inverse Schrinkungstransformation erhilt man aus ihnen stetige Funktionen
einer reellen Verinderlichen, die jeden Wert >0 in einer Punktmenge der
Méchtigkeit ¢ annehmen.

Wir wollen noch kurz ein zweites Beispiel ciner stetigen Abbildung einer
Strecke auf ein Quadrat besprechen?). Wir gehen aus von einer stetigen Ab-
bildung einer nirgends dichten, perfekten Punktmenge der Strecke aufs Qua-
drat, die dann leicht zu einer stetigen Abbildung der ganzen Strecke erginzt
werden kann.

Sei [a, b} die abzubildende Strecke des ®,, und sei P eine a und b enthal-
tende, nirgends dichte, perfekte Menge aus [a, b} (Kap. I, § 9, S. 110). Die
Menge M der punktfreien Intervalle von P in [a, b] hat in ihrer natiirlichen
Reihenfolge den Ordnungstypus  (Kap. I, § 9, Satz 1I). Dasselbe gilt von
der Menge & aller ins Intervall (0, 1) fallenden endlichen Systembriiche einer
gegobenen Grundzahl g (Einleitung § 8, Satz II). Es gibt also eine &hn-
liche Abbhildung 4 von M auf &.

Ausgehend von dieser Abbildung A definieren wir nun eine Abbildung B
von § auf die unendlichen Systembriiche

*) 0-6, 6 ...6€
der Grundzahl g durch die Vorschrift:

" ot

1) H. Hahn, a. a. 0. 42ff. Vorher (ohne Beweis) ausgesprochen von
H. Lebesgue, Math. Ann. 70 (1911), 168.

%) H. Hahn, a. a. 0. 48.

3 Ein allgemeines Verfahren zur Herstellung solcher Funktionen s. H.
Hahn, a. a. 0. 36ff.

%) H. Lebesgue, Legons sur I'intégration 44. H. Hahn, Ann. di mat.
(8) 21, (1913), 51. — Ein anderes Verfahren findet man noch bei W. Sier-
pinski, Bull Crac. 1912, 462; Prace mat.-fiz. 23 (1912), 193. — Weitere Lite-
ratur: K. Knopp, Arch. d. Math. u. Phys. (3) 26 (1917), 110; A. Hess, Stetige
Abbildung einer Linie auf ein Quadrat, Ziirich 1905.



Kap. II, § 7. Abbildung einer Strecke auf ein Quadrat. 151

1. Den Punkten ¢ und b von P werden zugeordnet die Systembriiche:
0:.00...0..., bzw. 0-(g—D1(9—1) ... (g—1) ...
2. Ist (p, g) ein Intervall aus Mi'), und ist O-¢ e, ...e, (¢, 4= 0) der

dem Tntervalle (p, g) durch 4 zugeordnete endliche g-Bruch, so wird dem
Punkte p zugeordnet der unendliche g-Bruch:

6] Oee...,—DN@g—g—1...9—=1...,
dem Punkte ¢ aber der unendliche g-Bruch?):
(+1) 0-e6...,00...0...

3. Ist a ein Punkt zweiier Art von %, so ruft er in der (natiirlich ge-
ordneten) Menge M einen Schn'tt hervor, dem vermdge A ein Schnitt in der
Menge & der endlichen g-Briiche cntspricht, der nicht durch e'nen dieser end-
lichen g-Briiche hervorgerufen wird. Er wird also hervorgerufen durch einen
unendlichen g-Bruch, den wir nun dem Punkte a zuordnen.

Nachdem wir so cine Abbildung B von P auf die Menge der unendlichen
g-Briiche (*) definiert haben, leiten wir daraus eine Abbildung C von P auf
das Quadrat £:

0<2<1, 0<Ly<1
des R, her durch die Vorschrift:

Ist (*) das Bild des Punktes a von 8 vermoge B, so sei das Bild von a
vermdge C' der Punkt von £:

) x=0-€€ ..., 1...; Yy=0-6¢...€, ...

Msan erkennt ohne weiteres, daB £ das Bild von P vermdge C ist, und
daB diese Abbildung von P auf £ stetig ist.

Wir haben noch diese Abbildung C von P auf £ zu einer stetigen Ab-
bildung des Intervalles ‘[a, b] auf £ zu erginzen. Sei zu dem Zwecke
(p, g) ein punkifreies Interva'l von P in la, b], und seien p’ und ¢’ die
Bilder von p und q vermige C. Wir bilden einfach die Strecke pg des %,

ahnlich sb auf die Strecke p'q’ des ®;. Dadurch ist nun tatséchlich C
zu einer stetigen Abbildung von [a, b} auf & ergdnzt.

In ganz analoger Weise kann das Intervall [a, b] des &, auch stetig
auf das latervall [0,0, ..., 0; 1,1, ..., 1 des R;®) abgebildet werden, in-
dem man den Punkt (**) des R, erselzt durch den Punkt des Ry:

2]

e, . .
x,:Z_&g::)_ﬂ_ (i=1,2,...,k.
v=1 g

Wir kénnen also den Satz aussprechen:
Satz 11I, Es gibt in [0,1] stetige, den Ungleichungen:

0<z(t)<L1 G=1,2,..., k
geniigende Funktionen der reellen Verdnderlichen ¢, so daB die

k-gliedrige Folge (x,(f), 2, (), ..., 2;(t)) fir mindestens einen

1) Daun sind p, ¢ Puukte erster Art von .

?) Wir unterscheiden also hier zwischen den zwei dieselbe Zahl dar-
stellenden, aber formal verschiedenen g-Briichen () und (+1).

3 Es kann auch die Peanosche Abbildung ohne alle Schwierigkeiten auf
den %, iibertragen werden (G. Peano, a. a. 0. 159).
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Wert ¢t aus [0,1] iibereinstimmt mit der vorgegebenen k-gliedri-
gen Folge (x,, z;, ..., %), in der:
0<#<1 (i=1,2,...,k).
Dariiber hinaus gilt noch?):
Satz IV, Es gibt in [0,1] stetige, den Ungleichungen:
0<z; () <L1 (i=1,2,...)
geniigende Funktionen der reellen Verdnderlichen ¢, so dal die
unendliche Folge {x, (t)} fir mindestens einen Wert ¢t aus [0, 1]
iibereinstimmt mit der vorgegebenen unendlichen Folge {x}, in der:
0<Lz<1 G=1,2,...).
In der Tat, man hat nur (**) zu ersetzen durch:

O

€oi— —
x‘:_:Z Z_A;S"_”__,” (=1,2. ...).

§ 8. Halbstetigkeit in einem Punkte.

Die auf % definierte Funktion f heilt oberhalb stetig?) auf
% im Punkte a von 9, wenn fiir jede Punktfolge {a,} aus % mit
lim g, =a:

EST )

() Jimf(a,) <7()

ist; sie heiBt unterhalb stetig in a auf %, wenn fiir jede solche
Punktfolge:

bim £(a,) = f(a).

n=x
Ist f in a oberhalb (unterhalb) stetig auf %, und ist ¥ ein a ent-
haltender Teil von 9, so ist f in a auch oberhalb (unterhalb)
stetig auf B,

Satz I®). Damit f oberhalb stetig sei in a auf %, ist not-
wendig und hinreichend, da8:

*) G (a; f, W) = f(a);
damit f unterhalb stetig sei in ¢ auf %, ist notwendig und
hinreichend, daB:

9(a; f, %) =7 (a).

Es wird geniigen, die erste Halfte der Behauptung zu beweisen.

1) H. Lebesgue, Journ. de math. (6) 1 (1905), 210.

) Dieser Begriffi wurde eingefiihrt von R. Baire, auf den auch die
folgenden Sitze im wesentlichen zuriickgehen: Ann. di mat. (3) 3 (1899), 6.
Legons sur les fonctions discontinues (1905) 71, 84. Vgl. auch W. H. Young,
Rom 4. Math. Kongr. (1908) Bd. 2, 49.

%) Satz I ist ein allgemeiner Grenzsatz.
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Die Bedingung ist notwendig. Angenommen in der Tat,
f sei oberhalb stetig in a auf 9. Aus (0) und der allgemeinen De-
finition von G (a; f,%) (§ 2, S. 117) folgt:

(**) G f, %) <f(a)
Nach § 2, Satz II aber ist:
***) G (a; £, W) =1 (a).

Durch (**) und (***) aber ist (*) bewiesen.

Die Bedingung ist hinreichend. Denn ist sie erfiillt, so folgt
aus der allgemeinen Definition von G (a;f,%) sofort (0), d.h. f ist
in a oberhalb stetig auf 9, und Satz I ist bewiesen.

Durch Berufung auf § 2, Satz III erkennen wir nun unmittelbar:

Satz II. Geht f durch die Schrinkungstransformation
iber in f* so sind f und f* in jedem Punkte von % gleich-
zeitig oberhalb (unterhalb) stetig auf 9.

Satz III'). Damit f oberhalb stetig sei in a auf %, ist
notwendig und hinreichend, dal es zu jedem ¢ > f(a) eine
Umgebung 11 von a in % gebe, so daB:

f(a'y<g fir alle ¢’ von U.
Die Bedingung ist notwendig. Angenommen, es gibe zu
einem ¢ > f(a) keine solche Umgebung 1. Dann gibe-es in U (a;:;)

ein a, von ¥, so dafB:

f(an)z;q\/ f(a)'
Dann aber ist:

lima, =a; limf(a,)>q>>f(a).

n = o

und f ist nicht oberhalb stetig in a.

Die Bedingung ist hinreichend. Angenommen, sie sei erfiills,
Fir jede Folge {a,} aus % mit lim a,==a liegen dann fast alle
a, in U; es ist also: =

f(a,)<g fir fast alle n.
Und da dies fiir jedes ¢ > f(a) zutrifft, ist:
lim £ (a,) < f (a),
n=o

d. h. f ist oberhalb stetig in a. Damit ist Satz III bewiesen.
Sowie in § 3 Satz V aus Satz IV, folgt nun hier aus Satz III:

!} Ein analoger Satz gilt fiir unterhalb stetiges f. Es sind die Unglei-
chungen ¢ > f(a), f(@') < q zu ersetzen durch p < f(a), f(a') > p.
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Satz IV. Damit f oberhalb stetig sei ina auf o, ist not-
wendig und hinreichend, daB es zu jedem ¢ > f(a) ein o >0
gebe, so daB, wenn U (a;0) die Umgebung p von a in U be-
deutet:

f(a)<<q fiir alle &’ von U(a; o).

Sowohl aus der Definition der Halbstetigkeit, als aus den Be-
dingungen jedes der Sdtze I, III, IV entnehmen wir:

Satz V. Damit [ stetig sei in a auf 9, ist notwendig
und hinréichend, daB f sowohl oberhalb als unterhalb
stetig sei in a auf 9.

Satz VI. Ist f oberhalb stetig in a auf YW, so ist —f
unterhalb stetig in a auf % (und umgekehrt).

In der Tat, dies folgt unmittelbar aus der Definition der Halb-
stetigkeit, zusammen mit Gleichung (,*;) von S. 38.

Dieser Satz gestattet es vielfach, fiir oberhalb stetige Funk-
tionen bewiesene Sitze auf unterhalb stetige zu iibertragen.

Satz VII. Sind f, und f, oberhalb (unterhalb) stetig in
a auf %, und gibt es eine Umgebung I von a in 9%, auf der
f, +f, ausfiihrbar ist, so ist auch f, | f, oberhalb (unter-
halb) stetig in a auf U.

Sei in der Tat {a,} eine Punktfolge aus U mit lima, =a.
Nach Annahme ist: =

lim £, (a,) <1, (@) limf, (a,) <1, (a),
also nach Einleitung § 6, Satz VII?):
im (1, (a,) + £, (a,) < Tim £, (a,) -+ Fm £, (a,) < £, (a) + f; (a).

Damit ist Satz VII bewiesen.
Ganz ebenso beweist man:

Satz VIII. Sind f, und f, oberhalb (unterhalb) stetig in
a auf %, und gibt es eine Umgebung 1 von a in %A, in der
£,=0, f,=0, und in der f,-f, ausfiihrbar ist, so ist auch
f,-f, oberhalb (unterhalb) stetig in a auf U.

1) Falls in der folgenden Ungleichung das Mittelglied ausfiihrbar ist.
Sollte dies nicht der Fall sein, so sei etwa:

li_ﬂifl(a,,)=-oo; ]Efe(an)=+o°°
Weil f, oberhalb stetlg in @ auf ¥, lst dann auch f, (a)==-+ 00, und weil

nach Annahme f, (@) 4 f, (a) ausfithrbar, so ist f; (@) 1-f, (a) =-} 00; also ist
auch dann f, -I-f; oberhalb stetig in a auf 9.
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Satz IX. Seien f,,f;,...,f, endlich yviele Funktionen,
die auf % definiert und in a oberhalb?) stetig auf % sind.
Ist [ der groBte (oder kleinste) unter den % Funktions-
werten fi,fy,..f; 80 ist auch [ oberhalb?) stetig in a
auf %A.

Es geniigt, den Beweis fiir k=2 zu fithren, da er dann fiir
beliebiges & durch vollstindige Induktion folgt.

Sei zundchst f der gréBere der beiden Funktionswerte f,, f,,
und sei etwa:

f, (@) = f, (a) und somit f(a)=="{, (a).
Nach Voraussetzung ist fiir jede Folge {a,} aus % mit lima, = a:

limf, (a,) < f, () Timf, (e,) < fy(a).

Fiir jedes p:” -
p>f(@)[=t(a) = 1, (@)]

fi(a,)<<wp, f(a,)<p f{ir fast alle n,

mithin auch:
f(a,)<p {iir fast alle n,

ist also:

d. h es ist:
lim £ (a,) < p,
n=ow
und da dies fiir jedes p™> f(«) zutrifft:
lim f(a,) < f(a).

Also ist f oberhalb stetig in a auf %, wie behauptet.
Sei sodann f der kleinere der beiden Funktionswerte f, f;,
und sei etwa:

f, (@) £ f,(a) und somit f(a)={,(a).

Nach Voraussetzung ist fiir jede Folge {a,} aus % mit lima, ==a:

m fl (an) é fl (a)’

mithin, da /< f,, auch: )
lim f(a,) < £, (a) = £(a),

n= o

d. h. es ist wieder f oberhalb stetig in « auf 9. Damit ist Satz IX
bewiesen.,

') Der Satz gilt auch fiir unterhalb stetige Funktionen, Kr ist ein all-
gemeiner Grenzsatz,
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§ 9. Halbstetigkeit auf einer Punktmenge.

Ist die auf A definierte Funktion f in jedem Punkte a von %
oberhalb (unterhalb) stetig auf 9, so heist sie kurz oberhalb (unter-
halb) stetig auf . Aus § 8, Satz V folgt:

Satz I. Damit f stetig sei auf %, ist notwendig und
hinreichend, daB f sowohl oberhalb als unterhalb stetig
sei auf 9A.

An Stelle von § 4, Satz II tritt:

Satz IT'). Ist % kompakt und abgeschlossen, und ist ¢
oberhalb stetig auf %, so gibt es in % einen Punkt a, so
daB

*) f(a)=G(f,%);

ist hingegen f unterhalb stetig auf 9, so gibt es in % einen
Punkt a, so daB:

(**) f@)=g(f,%).

In der Tat, nach § 2 Satz IX gibt es in %° einen Punkt «,
go daB:

(0) Ga; [, W=G(f,N),

und weil 9 abgeschlossen, gehdrt a zu %A. Weil f oberhalb stetig
auf 9, ist (§ 8, Satz I):
(00) G (a; f, %)= (a).

Aus (0) und (00) aber folgt (*), und analog beweist man (**).
Aus Satz II folgt unmittelbar:

8atz III. Ist % kompakt und abgeschlossen, so ist jede
auf % endliche, oberhalb stetige Funktion nach oben be-
schrinkt, jede auf % endliche, unterhalb stetige Funktion
nach unten beschriankt.

Wihrend nach Satz IT auf einer kompakten, abgeschlossenen
Menge jede oberhalb stetige Funktion gleich wird ihrer oberen
Schranke, gilt dies fiir die untere Schranke nicht?). Wir kommen
weiter unten®) auf das Verhiltnis einer oberhalb stetigen Funktion
zu ihrer unteren Schrankenfunktion eingehender zuriick.

An Stelle von § 4, Satz VI tritt:

1) Satz II ist ein allgemeiner Grenzsatz.

%) Beispiel: Sei % das Intervell [—1,1 des R, und f (_z)=—‘—~1~~

fir 5= 0, £(0)=0. ‘
%) Satz V und VL
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Satz IVY). Damit f oberhalb stetig sei auf 9, ist not-
wendig und hinreichend, daB fiir jedes®) ¢ die Menge aller
Punkte von 9, in denen f>¢ ist, abgeschlossen sei in %3).

Die Bedingung ist notwendig. In der Tat, sei f oberhalb
stetig auf 9, und sei %’ die Menge aller Punkte von 9, in denen
f>c. Sei a ein zu A gehoriger Haufungspunkt von %, Es gibt
in % eine Folge {a,} mit lima,—a. Weil { oberhalb stetig, ist:

n = ®©

*) lim /(a,) < f(a).

n=o
Da alle a, zu 9’ gehéren, ist: f(a,) = ¢, somit:

Iim f(a,) 2 c,

fn=wm
mithin nach (*) auch:

fa) = e,

d. h. auch a gehdrt zu ', Also ist %' abgeschlossen in 9, wie be-
hauptet.

Die Bedingung ist hinreichend, Angenommen in der Tat,
f sei nicht oberhalb stetig auf %. Ist etwa a ein Punkt von %,
in dem f nicht oberhalb stetig auf 9, so gibt es eine Punktfolge
{a,} in % mit lima, =a, so daB:

. Bm £(a,) > £ (a)-
Es gibt dann ein ¢, so daB*):
lim f(a,) > > 1(a).

Dann ist:
f(a,)>c¢ fir unendlich viele n.

Es gehéren also in {a,} unendlich viele a, zu %', wihrend der
irenzpunkt a von {a,} nicht zu %’ gehort. Es ist also o nicht
abgeschlossen in %. Damit ist Satz IV bewiesen.

Satz V. Ist f oberhalb stetig auf %, und ist die untere
Schrankenfunktion:

{0) g <Le

1) Satz IV ist ein allgemeiner Grenzsatz.

%) Statt dessen kann es auch heien: fiir eine (im R,) iiberall dichts
Menge € von Zahlen c.

%) Fiir unterhalb stetige f ist f>¢ durch f< ¢ zu ersetzen.

%) Und zwar gibt es ein solches ¢ auch in der in Fubn. ®) genannten
Menge €.
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auf einem in % dichten Teile von %, so ist die Menge B
aller Punkte von %, in denen f>>¢ ist, von erster Kate-
gorie in A*).

In der Tat, vermdge der Schrinkungstransformation kénnen wir
obhne weiteres f als beschrénkt und ¢ als endlich annehmen. Nach

Satz 1V ist fir jedes » der Teil B, von %A, auf dem f> c—{—’l‘ ist

abgeschlossen in 9. Er ist daher nirgends dicht in 9; denn
andernfalls gibe es einen nicht leeren, in % offenen Teil € von ¥,
in dem B, dicht wire; und da B, abgeschlossen in 9, wire € <9, ;

in jedem Punkte von € wire also > c—l—-;‘, und mithin, da €
offen in 9, auch fiir alle a von @:

9@ 02 et o,

entgegen der Annahme, da der Teil von 9, auf dem (0) gilt, in %
dicht sei.
Nun ist aber offenbar:

B=9B,+9%B,+...+8B,+...,
und da, wie geze'gt, jedes B, nirgends dicht in 9, ist B von erster
Kategorie in 9, wie behauptet. Damit ist Satz V bewiesen.

Unter Anwendung von Kap. I, § 8, Satz XV kénnen wir nun
weiter sagen:

Satz VI. Ist f oberhalb stetig auf der relativ-vollstin-
digen?) Menge %, und ist die untere Schrankenfunktion:

(0) glasf, < e

auf einem in % dichten Teile von 9, so gibt es einen in %A
dichten o-Durchschnittin 9, in dessen simtlichen Punkten
auch f< ¢ ist3).

Ein Analogon zu § 4, Satz VIII und IX sowie zu § 5, Satz I
besteht fiir halbstet'ge Funktionen nicht. An Stelle von § 5, Satz IV
tritt:

') Tst f unterhalb stetig, so ist (0) zu ersetzen durch G (a;f, %) > ¢ und
die Ungleichung /> ¢ durch f<Ze.

) Diese Voraussetzung kann nicht entbehrt Werden Beispiel: Sei % die
Menge der rationalen Punkte des R,; fiir 2= ;‘— (m, n teilerfremd) seoi
f(a:)_;;. Dann ist f(x) oberhalb stetig auf %, und es ist g (z;f, ¥)=0 fiir
alle z von ¥U; trot.dem ist f(z) > 0 fiir alle z von U.

%) Ist f unterhalb stetig, so ist (0) zu ersetzen durch G (a;f, %) 2c¢
und f<e¢ durch f>e.
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Satz VII. Ist B ein in 9 dichter Teil von U, so ‘iste.fiir
jede auf 9 oberhalb stetige Funktion f: ‘

(1) 9(f, M) =yg(f.%B),

fiir jede auf % unterhalb stetige Funktion f:

(2) G(f,%)=G(f,B).

Sei in der Tat f oberhalb stet’g auf %, Aus B<<U folgt:

(3) g(f.8) = ¢(f, %).

Ist andrerseits p irgendeine Zahl

4) p>g(f %),

so gibt es ein a in %A, so daB:
f(a)<p.

Da 9B dicht in 9, gibt es in B eine Folge {b,} mit
limd, =a.

Weil f oberhalb stetig, ist:

lim £(6,) < £() <p,
und somit fiir mindestens ein b,;:
Q) <p,
also auch:
g(ﬁ 55)<P;
und da dies fiir jedes (4) geniigende p g'lt, auch:
(5) g(f,%8) < g(f%).

Aus (3) und (5) aber folgt (1). Und analog beweist man (2), wenn
f unterbalb stetig ist. Damit ist Satz VII bewiesen.

Gaonz ebenso wie in § 5 Satz V aus Satz 1V, folgt nun hier aus
Satz VII:

Satz VIII. Ist B ein in 9 dichter Teil von %, so ist in
jedem Punkte von %% wenn f oberhalb stetig auf U:

* g(a;f, W) ==g(a; f,®B);
wenn f unterhalb stetig auf A:
(**) G(a;f, A)=G(a;1,B).

Fiir oberhalb stetige Funktionen wird im allgemeinen (**) nicht
gelten, fiir unterhalb stetige (¥) nicht.
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Eine auf einer separablen Menge 9 stetige Funktion ist, wie wir
in § 5 sahen, vollig gegeben durch ihre Werte auf einem in % dichten
abzihlbaren Teil B von U, und zwar ist in jedem Punkte von ¥ (§ 5,

Satz VI
w2 VD £(@)= G (as f,B) =g (as [, D).

Um zu einem Resultate zu gelangen, das bei halbstetigen Funktionen einigen
Ersatz fiir diescn Sachverhalt biotot, gehen wir aus von folgender, auf einer
separablen Menge fiir ganz beliebige Funktionen giiltigen Tatsache:

Satz IX. Zu jeder auf der separablen Menge % definierten
Funktion f gibt es einen in % dichten abzédhlbaren Teil 8 von ¥,
so dafl in jedem Punkte von 9%°:

(1) g(a;f, M=g@;[,B); G@:;f,MW=G(a;f, D).

In der Tat, vermige der Schrinkungstransformation kdnnen wir f als
endlich annehmen. Sei 7, (n=1,2,...) die Menge aller rationalen Zahlen,
%, die Menge aller Punkte von ?(, in denen

f27n.
Zugleich mit ¥ ist auch ¥, separabel (Kap. I, § 7, Satz II), es gibt also einen
in 9, dichten, abzahlbaren Teil 8B, von %A,. Wir setzen
B =B, +B; ... Bat...
Dann ist auch B’ abzéhlbar, und da offenbar:
A=A, 0+ U,

so ist nach Kap. I, § 4, Satz 1X %’ dicht in 2L
Sei nun a ein Punkt von %A° und 7, eine rationale Zahl:

(2) ra << Gasf, ).
In jeder Umgebung von a gibt ¢s dann einen Punkt von ¥,, und da B, dicht
in ¥,, auch einen Punkt von %,, woraus sofort folgt:

G(a;f,B) 2 rn.
Und da dies fiir jede (2) erfiillende rationale Zahl v, gilt, ist auch:

3 G(a;£,B)2 G (a; [, ¥).
Da aber B’ <<%, so ist andererscits

4) G(a;[,BY<G(a; ], %).
Aus (3) und (4) aber folgt:

*) G(a;f,¥)=G(a; ], %).

Ganz analog beweist man die Existenz cines abzihlbaren, in ¥ dichten Teiles
B” von U, fiir den in jedem Punkte von A°:

6y g(a;f,8")=g(a;f, %).
Wir setzen nun:

B =B+ B".
Dann ist 8 ein abzihlbarer in 9 dichter Teil von 9, und aus:

BB, B'<B, <A

folgt:
™ 9@, W<g(a;f,B)<g(a;f,B");
® G(a;f,B)<G (a1, B)< G (a; £, ).

Aus (5), (6), (7), (8) folgt aber (1), und Satz IX ist bewiesen.
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Nun sind wir in der Lage, den vorhin angekiindigten Satz iiber halb-
stetige Funktionen zu beweisen?):

Satz X, Zu jeder auf der separablen Menge % oberhalb?) ste-
tigen Funktion f gibt es einen abzihlbaren, in % dichten Teil B
von A. ro daB in jedem Punkte von UA:

(t fa)=G (a;f,B).

In der Tat, dies folgt unmittelbar aus Satz IX; denn da f oberhalb

stetig anf A. ist (§ 8. Satz I) in jedem Punkte von :

f(@)==G(a;f,%).

§ 10. Stetige und halbstetige Funktionen.

In gewissem Sinne koénnen die halbstetigen Funktionen als die
nach den stetigen, einfachsten Funktionen angesehen werden. Wir
wollen nun zeigen, wie alle halbstetigen Funktionen durch Grenz-
iibergang aus den stetigen Funktionen gewonnen werden konnen. Wir
gehen aus von dem einfachen Satze®):

Satz I*). Ist {f.} eine monoton abnehmende Folge von
Funktionen, die simtlich oberhalb®) stetig sind in 4 auf ¥,
so ist auch ihre Grenzfunktion f=limf, oberhalb®) stetig
in a auf 9. rEe

In der Tat, da nach Annahme in jedem Punkte von 9% die
Funktionswerte f, eine monoton abnehmende Zahlenfolge bilden,
existiert in jedem Punkte von % der Grenzwert (Einleitung, § 5,
Satz IX):
™ f=limf,,
so dall die Grenzfunktion f von {f,} auf ganz % definiert ist.

Angenommen nun, es wire f nicht oberhalb stetig in a auf ¥.
Dann gibe es in % eine Punktfolge {a,} mit lima,=a, so daB:

**) lim f (a,) > f(a).
Da {f,} monoton abnimmt, ist
f(a,) = f(a,)

1) Vgl. hierzu W. H. und G. Ch. Young, Lond. Proc. (2) 8 (1910), 330.
?) Fiir unterhalb stetige Funktionen tritt an Stelle von (t):

f@=g(a;f,®).
%) R. Baire, Bull. soc. math. 32 (1904), 125. Vgl. auch W. H. Young,
Mess, of math. 1908, 148.
%) Satz I ist ein allgemeiner Grenzsatz.
%) Fiir unterhalb stetige Funktionen gilt der Satz, wenn {fy} monoton
wachst.
Hahn, Theorie der reellen Funktionen. I. 11
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und mithin auch:
(***) lim f, (a,) > lim f(a,).
Wegen (*) und (**) ist ferner:

f,(a) <limf(a,) fiir fast alle ».
n=o

Es wire also wegen (***) fiir fast alle »

l_i—l;l f” (an) \/ f;' (a)7
entgegen der Annahme, daB alle f, oberhalb stetig in a auf 9. Da-
mit ist Satz I bewiesen.
Aus ihm folgt als Spezialfall:

Satz II. Die Grenzfunktion einer monoton abnehmenden
Folge auf % stetiger Funktionen ist oberhalb stetig auf 9;
die Grenzfunktion einer monoton wachsenden Folge auf %
stetiger Funktionen ist unterhalb stetig auf 9.

Von Satz IT gilt nun auch die Umkehrung:

Satz III'). Jede auf 9 oberhalb stetige Funktion ist
Grenzfunktion einer monoton abnehmenden Folge auf %
stetiger Funktionen; jede auf 9 unterhalb stetige Funktion
ist Grenzfunktion einer monoton wachsenden Folge auf
stetiger Funktionen.

Es wird geniigen, die erste Hilfte dieser Behauptung nachzu-
weisen, und zwar wird es weiter geniigen, sie in der Form nachzu-
weisen?):

Ist f eine auf 9 oberhalb stetige, der Ungleichung:

(1) 0=rf=1

geniigende Funktion, so gibt es eine monoton abnehmende Folge {f,}
auf U stetiger, der Ungleichung:

(2) 0<h<1
geniigender Funktionen, derart daB:

V=

(3) f=Ilimf,.

!) R. Baire, Bull. soc. math. 32 (1904), 125. Vgl. auch W. H. Young,
Proc. Cambr. Phil. Soc. 14 (1908), 528. TFiir beliebige metrische Riume wurde
der Satz zuerst bewiesen von H. Tietze, Journ. f. Math. 145 (1914), 9. . Andrs
Beweise: H. Hahn, Wien. Ber. 126 (1917), 91; C. Carathéodory, Vorl. iiber
reelle Funktionen 401. Der einfachste (erst wihrend der Drucklegung er-
schicnene) Beweis bei F. Hausdorff, Math. Zeitschr. 5 (1919), 293.

%) Vgl. den Beweis von Satz VIII, § 5.
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Wir definieren (fiir » > 0) eine Funktion &,(r) der reellen Ver-
dnderlichen r durch (Fig. 5):

tino,}] §
1 2:1 —

h,(r) =1 linear in [;, ; J
0 in [? , +OO) . Fig. 5.

Jedem Punkte a von ¥ ordnen wir nun die (fiir alle o’ von %A
definierte) Funktion zu:

4) fra(@)="hy(r (a, @) - f(@).
Die obere Schranke G (f,,4, %) von f, ,(a’) auf A ist dann eine (fiir
alle a von 9 definierte) Funktion:
(\5) fv(a)‘_—_G(fV,a’ QI)’
fir die offenbar (2) erfiillt ist. Da ferner k,4;(r)<h,(r), ist auch
fr4+1.a(@)<f,,a(@’) und damit auch:

fv+1(a)§f1’(a')7

d. h. die Folge {f,} ist monoton abnehmend.
Wir zeigen sodann, daB f, stetig ist auf %. Da &, stetige Funktion
von r, gibt es zu jedem &£ >0 ein ¢ >0, so daB

(6) [hy(r) — k()| <& wenn [¥' —r|<op.

Ist a” ein beliebiger Punkt der Umgebung U (a;0) von a in 9, so
ist, wegen der Dreiecksungleichung, fiir alle a’ von U:

'r(a,a) —r(a”,a')| <o;
und somit nach (6):
o (r (@, @) — by (7 (0", @) | e

Aus (4) und (1) folgt dann (fiir alle a” von l(a;@) und alle a’
von A):
! fv,a"(a'l) - fv,fa(al) l < &,

und somit aus (5):
|fo(@")—f,(a)| < e fiir alle a” aus U(a; ).

Das aber heiflt: f, ist stetig auf %A, wie behauptet.
Wir haben endlich noch nachzuweisen, dal (3) gilt. Da:

fr,a(@) =1,(0)-f(a) = f(a),
so ist nach (5):

(7) f.(@)=f(a) fiir alle ».
11*
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Da andrerseits f oberhalb stetig in a auf 9, so gilt, wenn ¢ >0 be-
liebig gegeben, fiir fast alle »:

f@)<f(a)-+¢ wenn r(a’,a)<"
Dann aber ist zufolge (4):
fra(@)<f(a) 4 & fir alle o’ von U,
und mithin ist zufolge (5):
18) fo(@)<f(a)4¢ fir fast alle ».
Aus (7) und (8) aber folgt (3), und Satz III ist bewiesen.

% | ro

Satz IVY). Ist g unterhalb stetig, h oberhalb stetig auf ¥,
und ist

(1) gk,
so gibt es eine auf Y stetige Funktion f, die der Unglei-
chung geniigt:
(2) g=f=h.
In der Tat, nach Satz III gibt es eine monoton wachsende

Folge {g,} und eine monoton abnehmende Folge {%,} auf o stetiger
Funktionen, so daB:

3) g=limg,; h=Llmba,.
(4) gv__<_ Ir-t13 hv_zhr +1.

Vermige der Schrinkungstransformation kénnen wir alle auftretenden
Funktionen als endlich annehmen.
Ist F irgendeine Funktion, so bezeichnen wir mit [F] den
groferen der beiden Werte F und O, d. h. es ist:
F wenn F >0

) ~{;
wenn F< 0.

Nach § 3, Satz VIII ist [F] gleichzeitig mit F stetig, und aus
F, < F, folgt [F]<[F,].
Wegen (4) ist:
By =g 2y — o Zhy = gg Zhy =g = ..,
und wegen (3) und (1) ist:
lim (h, — g,) =1lim (h, — g, 1) =h — ¢ =< 0.

=0 Y=00

1) H. Hahn, Wien. Ber. 126 (1917), 103. Der folgende Beweis stammt von
F. Hausdorff, Math. Zeitschr. 5 (1919), 295.
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Daher ist auch:

[hl - gl] 2 [ “""go]>|_ !]n:l>[k *‘.(/3]>....
lim [A, —-q,]—-llm[h -~—q,+,]~0

Y=

Also ist
(5) g+ [y —gy) — by — 93] 4 [hy — g5] — — 3]+

eine alternierende Reihe mit monoton abnehmenden, gegen 0 kon-
vergierenden Gliedern, mithin nach einem bekannten Satze eigentlich
konvergent. Wir bezeichnen ihre Summe mit f.

Die ungeraden Teilsummen von (5) bilden eine monoton wach-
sende, die geraden eine monoton abnehmende Folge stetiger Funktionen,
Also ist nach Satz II die Summe f von (5) sowohl unterhalb als ober-
halb stetig, d. h. stetig auf 9 (§ 8, Satz V).

Wir wollen nun noch zeigen, daB diese Funktion f der Un-
gleichung (2) geniigt. Wir unterscheiden dabei die zwei Fille:

1. g(a)=nh(a), 2. g(a)>h(a).
Im ersten Falle ist im Punkte a:

Gu '_j~y’—=h:<__'k,, fiir alle u,»;

infolgedessen:
(6) [hr - .‘]1'] = hi' = v [hv - .’/r-}-ljl = hv' Gy 41
und aus (5) wird:

f=9s 4 (hy—g,) —(hy — g;) + (hy - g5) — (hy—gg) +-.
d. h.: f= limg,,:—-limh,.:f]::h,

=" y=-x

und (2) ist erfiillt.
Im zweiten Falle sind wegen 1 — g <70 und wegen (3) in der

Folge:
(7) hl’—.(/jy hl—.(}ga hg T Goy s hw"‘gaw hv'—y‘v+l3"'a
alle Glieder von einem bestimmten an <0, und wir haben wieder
zwei Fille zu unterscheiden, je nachdem das erste negative Glied
in (7) die Form hat: h.—g, (Fall 2a) oder h,—g,4, (Fall 2b).

Im Falle 2a wird aus (5):

f=g, +(ry—9,) —(hy —g5) +. v (=1 ) =¢»,

und somit, weil {g,} monoton wichst:
(8) f=g9.=g;

andrerseits, weil %, -~ ¢, das erste negative Glied der Folge (7) war,
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und weil {h,} monoton abnimmt:

9) f=g9.>h=h.
Durch (8) und (9) ist wieder (2) bewiesen.
Im Falle 2b wird aus (5):

f=g,+ M —g)— b —g))+...+ (B —g)=h,
und wie vorhin findet man:

f=hi'zh; f=h:'<9v-|-1§9:
und somit wieder (2). Damit ist Satz IV bewiesen.

Wir bemerken noch, daB aus Satz IV sich ein sehr einfacher
Beweis fiir Satz X von § 5 ergibt!). Sei in der Tat auf dem in %
abgeschlossenen Teile B von U eine stetige Funktion f* gegeben,
Wir setzen:

__{ f* auf B h—-{ f* auf B
9= + oo auf A —B; T l—oo auf A— B.

Aus § 9 Satz IV entnehmen wir sofort: ¢ ist unterhalb, k ist ober-
halb stetig auf %. Nach Satz IV bilden wir eine auf 9 stetige, der
Ungleichung

h<f<yg

geniigende Funktion. Da auf B:
g=h=r%,

so igt f=f* auf B. Damit aber ist Satz X von § 5 bewiesen.

§ 11. Die Schrankenfunktionen als halbstetige Funktionen.
Grenzwert einer Funktion.

Ein besonders wichtiges Beispiel halbstetiger Funktionen sind die
Schrankenfunktionen G (a; f, %), g (a; f, %) einer beliebigen Funktion f,
die wir in § 2 eingefiihrt haben. Um dies einzusehen, gehen wir aus
von der Bemerkung:

Satz I. Setzen wir zur Abkiirzung:

(0) f@)=6G (@@, %, fla)=g(efr ),
80 ist fiir jede offene Menge B:
1) G(f,BA)=G(F,BA; g(f,BA°) =y (f,BY).

) F. Hausdorff, a. a. 0. 296.
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In der Tat, wegen f_2_f und weil B << BA, ist zunichst:

(2) G (f, BAY) = G (f,BA) = G (f, BY),
Ist sodann p irgendeine Zahl:
(3) p < G (f, BA),

so gibt es in BUA° mindestens einen Punkt b, in dem:

f(6)=G(b; f, %) >p,
mithin, da % offen, also BY eine Umgebung von b in ¥ ist, gibt
es (§ 2, Satz VII) in B einen Punkt a, in dem

fla)>p.
Also ist auch:
G(f, 8%) >p,
und da dies fiir jede (3) geniigende Zahl p gilt, ist:
(4) G (f, BA) > G (f, BA°).

Aus (2) und (4) folgt die erste Gleichung (1), und analog beweist
man die zweite.

Satz II'). Istf eine beliebige Funktion auf 9, so ist ihre
obere Schrankenfunktion G(a;f, %) oberhalb stetig, ihre
untere Schrankenfunktion g(a; f, %) unterhalb stetig auf der
abgeschlossenen Hiille 9%°.

In der Tat, machen wir wieder von der Bezeichnungsweise (0)
Gebrauch. Nach §2, Satz IV ist G (a; f, %) = f(a) die untere Schranke
von G (f, BA) fiir alle a enthaltenden offenen Mengen B (d. h. fiir
alle Umgebungen von a in %). Und ebenso ist G (a; f, %A°) die untere
Schranke von G (f, B89 fiir alle @ enthaltenden offenen Mengen .
Nach Satz I aber ist:

G (£, BA) = G (f, BAY),
und mithin auch?
f(a)==G(a; f, A)= G (a; f, AY),
also ist (§ 8, Satz I) f oberhalb stetig auf 9(°. Analog beweist man,
daB f unterhalb stetig auf %°, und Satz II ist bewiesen.
Satz Il ist nur ein Spezialfall des allgemeinen Theorems?):

Satz ITI. Sei % eine Punktmenge, B ein Teil von %°, und
sei jeder Umgebung 1l (a) jedes Punktesa von B eine Zahl

') R. Baire, Ann. di mat. (3) 3 (1899), 6.
2) Satz II entsteht aus Satz III, indem man setazt:

®(N(a))=G(f, %A-Ua)).
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® (11 (@) so zugeordnet?), daB folgende Bedingung besteht:
Zu jedem Punkte ¢’ von 1I(a)-B gibt es eine Umgebung U (a’),
so daf:

* (1) < (1 @).

Wird dann mit ¢(a) die untere Schranke der Zahlen @ (Ui (a))
fiir alle Umgebungen 1 (e) von a bezeichnet, so ist ¢(a)eine
auf B oberhalb stetige Funktion von a?).

Sei in der Tat ¢ irgendeine Zahl:

5 9> ¢(a).
Nach Definition von ¢ gibt es dann eine Umgebung U (a). so daB:
@ (1 @) < q.

Zu jedem a' von ll(a)-B gibt es nach Annahme (*) eine Umgebung
U(a’), so daB auch:

D (1 (@) < DU (@) < g.

Nach Definition von ¢ ist dann auch:

P (@) <q.

Nach § 8, Satz III ist also @ oberhalb stetig auf 8, und Satz [I1 ist
bewiesen,

Wir machen nun iiber die in Satz III auftretende Funktion @(ll(a))
folgende Annahme: Wir bilden, wenn @ einen Haufungspunkt von
% bedeutet, aus U(a) durch Weglassen des Punktes a die reduzierte
Umgebung U (a), und setzen:

D (N (@) =G (f,W(a) %).

Die untere Schranke ¢ (@) aller @(1l(a)) nennen wir dann die re-
duzierte obere Schranke von f in a auf 9, oder, als Funktion
von a betrachtet: die reduzierte obere Schrankenfunktion
@ (a; f,A) von f auf A. Sie ist definiert in allen Haufungspunkten
von A, d. h. auf %'. Ebenso wird definiert die reduzierte untere
Schrankenfunktion ¢'(a; f, A) von f auf A als die obere Schranke von
g(f, W(a)-%A) fir alle reduzierten Umgebungen U (a) von a.

1) Dabei ist nicht verlangt, daB, wenn ein und dieselbe offenc Menge
sowohl eine Umgebung 1 (a) von a, als auch eine Umgebung 11 (a) von o ist,
fiir sie @ (11 (a))= P (U (a’)) sei.

?) Ersetzt man (*) durch:

2 (@)22U(a),
und versteht unfer ¢(a) die obere Schranke der @ (1t (@), so wird ¢(a) untecr-
halb stetig.
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Aus Satz ITI folgt nun:

Satz IV. Ist f eine beliebige Funktion auf 9, so ist ihre
reduzierteobereSchrankenfunktion G'(a; f,A)oberhalbstetig,
ihre reduzierte untere Schrankenfunktion ¢'(a;f, %) unter-
halb stetig auf A

Die im vorstehenden gegebene Definition der reduzierten Schranken
entspricht der topologischen Definition von oberer und unterer
Schranke ciner Funktion (§ 2, Satz IV). Wir hétten ebensogut von
einer der allgemeinen Definition analogen ausgehen kénnen, Wir
begniigen uns damit, den leicht beweisbaren Satz auszusprechen:

Satz V. Ist {a,} eine Punktfolge aus A mit lima,==aqa, in

der alle a,= a sind, so ist: n=w
lim fla,) < @ (a: f, €); lim fla,)=9¢'(a: f, ),
n=w n=w

und es gibt in %A zwei Folgen {a,} und {ay} der genannten
Art, so dalB:

lim f(ap) =G (a; f, N): lim f(ay) =g'(a; f, A).

n==ao n=owo

Aus der Definition der reduzierten Schrankenfunktionen folgt
unmittelbar:

Satz VI. In jedem Punkte a von ¥* ist:
glas f, WM< g'(a; £ W < Glas f, W= G (a; f, N
in jedem Punkte a von A —AA! ist:
Ja:f. W=g(a; f,A): Fla;f, V=G (a: f, N).
In der Tat, es ist, weil 1l'(a)<<1(a), stets:
g(fL, W(@) W) 2 g(f, W) A); G (f, W(@)A) < G(f, U(a)A);
fir jeden nicht zu 9 gehdrigen Punkt aber ist 1'(a)¥A = U(a)¥,
und mithin:
g(fs W(@) W) =g (f, (@) A): G (f, Wia) A) == ¢ (£, U(a) W),
woraus Satz VI sofort folgt.
Das Bestehen der (zu Ungleichung (00) in Satz II von § 2 ana-
logen) Ungleichung:
- Ja; LA <) <G (a; f, A)

kann hier nicht mehr allgemein behauptet werden, da die reduzierten
Schrankenfunktionen ohne Riicksicht auf den Funktionswert f(a) ge-
bildet sind. Wohl aber gilt:
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Satz VII'). Ist %A% separabel, so ist die Menge aller
Punkte von %%*, in denen (f) nicht gilt, abzéhlbar.

Zuni Beweise bemerken wir: es kann sein, daB es in einer
Menge B einen Punkt b gibt derart, daB, wenn B’ die aus 8 durch
Weglassen von b entstehende Menge bezeichnet,

G(f.¥)<G(f,B)

ausfdllt. Nennen wir dann b kurz einen reduzierenden Punkt
von B, so sehen wir sofort: eine Menge B kann héchstens einen re-
duzierenden Punkt enthalten.

Sei nun im Punkte a von §A9':

() f(a)> G (a; £, %).

Dann gibt es eine Umgebung 11(a), so daB fiir die zugehorige redu-
zierte Umgebung 1l'(a):

(t11) G(f, AW (@) < fla) £ G(f, A (a)).

Da die Menge AYU' separabel, hat sie einen abzihlbaren und
in ihr dichten Teil:
R N S
Es gibt dann gewiB ein » und ein », so daB die Umgebung
u ((tﬂ; }) einerseits a enthilt, andrerseits Teil der eben genannten
Umgebung 11(a) ist. Man folgert dann aus (11t) sofort, daB a redu-
zierender Punkt von %-U Ty ist. Es ist also jeder Punkt von
AY*, in dem (1) gilt, reduzierender Punkt mindestens einer der
1
Mengen %-U (%§ 1) .

Da es aber nur abzihlbar viele solche Mengen und in jeder von
ihnen héchstens einen reduzierenden Punkt gibt, so ist die Menge
aller Punkte von %', in denen (ft) gilt, abzihlbar. Ganz ebenso
zeigt man dies fiir die Menge der Punkte, in denen

f(a)<<g'(a; f, %),

womit Satz VII bewiesen ist.

Ist im Punkte ¢ von 9!:
{0) g(a; £, ) =G (a; f, N),

so sagen wir: f hat in a auf % den Wert (0) zum Grenzwert.

) Vgl. W. H. Young, Quart. Journ. 39 (1908), 82; Lond. Proc. (2) 8
(1910), 119.
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Hat 9% eine reduzierte Umgebung von a zum Teil, so schreibt
man, wenn f in ¢ auf %A den Grenzwert [ hat:

lim f () =1;

im R, schreibt man statt dessen auch, wenn x und o die Punkte
(g, 24, ..., 2,) und (ag, a,, ..., a,) sind?):

(00) im  f(@,,..., z)=I.

Zy=ay, ..., T =0

Sei wieder ¥ eine beliebige Punktmenge eines metrischen Raumes.
Aus Satz V folgt unmittelbar:

Satz VIII. Damit f im Punkte a auf % den Grenzwert {
habe, ist notwendig und hinreichend, daB fiir jede Punkt-
folge {a,} aus % mit lima,=a und a, + a die Beziehung gelte:

n=x
lim f(a,)=1.
n=0w

Und daraus weiter:

Satz IX. Damit f im Punkte a auf % einen Grenzwert
habe, ist notwendig und hinreichend, daB fiir jede Punkt-
folge {a,} aus A mft lima,=a und a, <4 a die Zahlenfolge

n=1x
{f(a,)} konvergent sei.

Die Bedingung ist notwendig; dies ist bereits in Satz VIII
enthalten.

Die Bedingung ist hinreichend. Nehmen wir sie in der Tat
als erfiillt an, so ist (bei Berufung auf Satz VIII) nur mehr zu zeigen,
daBl die sdmtlichen Zahlenfolgen {f(a,)} gegen dieselbe Zahl ! kon-
vergieren. Seien also {a,}, {a,} zwei der in Rede stehenden Punkt-
folgen aus 9. Auch

ai, af, a3, a3, ..., ay, ay, .

') Wie Satz VIII zusammen mit Kap. I, § 1, Satz VI lehrt, kann die
Beziehung (00) auch so definiert werden: Fiir jede Punktfolge {x,} des F:

. mu:(xx,uy xe.nv; DI wk.n)»
in der:

lima:,_,,za, (1:=1,2,...,k),
n= o
aber fiir kein n die simtlichen k& Gleichungen gelten:
z‘,,,——-a, (’i=l, 2,...,, k),
ist:
limf(aﬁ,m Zamy ooy Thom) =1.
”n=—o0o
Diese Form der Definition erklirt das Symbol (00) auch noch in dem Falle, da8
einige der a;= - 0O oder = — o0 sind.
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ist dann eine solche; also hat nach Annahme die Zahlenfolge:
f(a1), f(ay), f(a2), f(az), ..., f(an), f(an), ...
einen Grenzwert !. Als Teilfolgen aus dieser haben aber dann auch

{f(ax)} und {f(ay)} den Grenzwert I, und mithin denselben Grenz-
wert, wie behauptet. Damit ist Satz IX bewiesen.

Unmittelbar aus der Definition von G'(a; f, %) und ¢ (a; £, A)
folgt (vgl. den Beweis von § 3, Satz IV):

Satz X. Damit f im Punkte « von %! auf % den Grenz-
wert ! habe, ist notwendig und hinreichend, daB es zu
jedem p<l, und ebenso zu jedem ¢ >1, eine reduzierte
Umgebung I’ von a in %A gebe, so daB:

f(@)>p fir alle o’ von I,

bzw. f(a)< g fiir alle a’ von W,
Satz XI. Damit f im Punkte ¢ von %! auf % einen end-
lichen Grenzwert habe, ist notwendig und hinreichend,

daB es zu jedem £>0 eine reduzierte Umgebung 1’ von a
in % gebe, so daB fiir je zwei Punkte a’,a” von W:

*) @) —f(a"), e’

Die Bedingung ist notwendig: habe in der Tat f in a auf 9
den endlichen Grenzwert I, dann ist

z+§>uz“§<g

und Satz X lehrt: es gibt eine reduzierte Umgebung ' von a in 9,
so daB, wenn &’ und a” in U':

€ , € ¢ - ¢
() g <f@) g b < @) <,

Aus (**) aber folgt (*).
Die Bedingung ist hinreichend. Angenommen in der Tat, sie
sei erfiillt. Ist {a,} eine Punktfolge aus ¥ mit lim a¢ =a und

n=—=ow
@, %+ a, so gibt es ein n,, so daB a, fir n >n, in der reduzierten
Umgebung W von a in 9 liegt. Wegen (*) ist dann:
flaw) —flap) i <e fir o' Zn,, n">n,.
Aus Einleitung, § 6, Satz IX folgt daraus die eigentliche Konvergenz
von {f(a,)}. Aus Satz IX und VIII folgt daraus weiter, daB f in

a auf A einen endlichen Grenzwert besitzt, und Satz XI ist be-
wiesen,
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Im Gegensatz zu § 3, Satz II kann aus dem Bestehen der
Gleichung (0) S. 170 nicht auf die Stetigkeit von f in a auf %A ge-
schlossen werden. Wohl aber gilt in Analogie zu § 3, Satz III:

Satz XII. Damit f stetig sei auf % im Punkte a von A,
ist notwendig und hinreichend, daf:

g (a:f,N)=0G (a; f, A) =" (a),
d.h. daBl f in a auf A den Funktionswert f(a) zum Grenz-
wert habe.

Besitzt f im Punkte a von AA' einen Grenzwert auf A, der
aber = f(a) ist, so heit f hebbar unstetig in ¢ auf %. Es kann
némlich die Unstetigkeit von f in a durch bloBe Ab#nderung des
Funktionswertes f(a) in den Grenzwert von f in a behoben werden.

Satz XIII. Ist %A% separabel, und hat f in allen Punkten
von YA einen Grenzwert auf A, so unterscheidet sich f
von einer auf 9% stetigen Funktion nur in einer abz#hl-
baren Punktmenge.

In der Tat, nach Annahme ist in allen Punkten von UA':

(0) g (o f,W=G(af, %).
Wir setzen nun:
__(f(a) auf A—AA*

Wegen Satz VII unterscheidet sich dann f von f* nur in einer ab-
zéhlbaren Punktmenge. Und wegen Satz IV ist f* sowohl oberhalb
als unterhalb stetig auf AYA*, und mithin stetig auf AA. Ist aber a
irgendein Punkt aus Y9! und {a,} eine gegen a konvergierende
Punktfolge aus % — AY*, so ist wegen (0), (00) und Satz V:

lim £*(a,) =1lim f(a,) = ¢ (a; f, A) = & (a; f, N) =*(a).

n= o n=cw
In jedem Punkte von AYA' ist also f* auch stetig auf 9. In jedem
Punkte von A — YA aber ist f* gewiBl stetig auf %, da diese
Punkte isoliert sind. Also ist f* stetig auf 9, und Satz XIII ist
bewiesen.

§ 12. Vernachlidssigung von Teilmengen.

Sei eine Menge E von Teilen der Menge % gegeben, gemif folgenden
Bedingungen:

1. Ist € eine Menge aus E, so auch jeder Teil von €*).

2. Sind G,, G,, ..., G,, ... abzdhlbar viele Mengen aus E, so gehort

auch ihre Vereinigung G, + G, ... 4 &, ... zu E.

1) Da die leere Menge Teil jeder Menge, so kommt auch die leere
Menge in E vor.
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3. In E gibt es (auBer der leeren Menge) keine in U offene Menge.

Wir nennen die zu E gehdrigen Teile von % kurz E-Mengen. Beispiele
von E-Mengen sind!): wenn ¥ perfekt und relativ-vollstindig ist, die abzihl-
baren Teile von % (Kap. I, § 8, Satz VI); wenn U relativ-vollstindig ist, die
Teile erster Kategorie von % (Kap. I, § 8, Satz XVI).

Bilden die Punkte von %, in denen f > p ist, eine E-Menge, so heiBt p
einz Oberzahl (majorante Zahl, Majorante) von f bei Vernachldssigung
von E-Mengen. Analog ist die Definition einer Unterzahl (Minorante) von f
bei Vernachldssigung von E-Mengen.

Satz I. Unter allen Oberzahlen von f bei Vernachlissigung
von E-Mengen gibt es eine kleinste, unter allen Unterzahlen von
f bei Vernachldssigung von E-Mengen gibt es eine gréBte.

Sei in der Tat p, die untere Schranke aller Oberzahlen von f bei Ver-
nachlissigung von E-Mengen; wir haben zu zeigen, dafl p, selbst eine solche
Oberzahl ist. Dies ist trivial, wenn p, = 00. Ist aber p,< -+ 00, so gibt es

eine monoton abnehmende Folge {p,,} von solchen Oberzahlen mit lim p, = p,.
. n=ow
Ist €, die Menge aller Punkte von ‘2{, in denen f > p,, so ist €, nach An-
nahme eine E-Menge. Die Menge f aller Punkte von %, in denen f>>p,.
ist aber: . . . .
CE=¢ +C+.. +6C+...

und mithin, nach Eigenschaft 2. der E-Mengen, auch eine E-Menge. Damit
ist Satz I bewiesen.

Die kleinste Oberzahl (groSte Unterzahl) von f bei Vernachlissigung
von E-Mengen heiBt die obere (untere) Schranke von f auf U bei Ver-
nachlissigung von E-Mengen. Wir wollen sie bezeichnen mit G* (f, %) bzw.
g* (£, %).

Satz II. Fiir obere und untere Schranke von f auf % bei Ver-
nachldssigung von E-Mengen besteht die Ungleichung:

g Mg (L WSG (LML G (S ).

In der Tat, die #uBleren Teile dieser Ungleichung folgen unmittelbar
aus der Tatsache, da jede Oberzahl (Unterzahl) von f auch eine solche bei
Vernachldssigung von E-Mengen ist. Um auch die. mittlere Ungleichung zu
beweisen, nehmen wir an, sie wire nicht erfiillt. Dann gibt es ein ¢, so daB:

G*(f, W<c<g*(f, W).

Dann aber ist sowohl der Teil von % auf dem f2>c¢, als auch der, auf dem
f< ¢ eine E-Menge, und mithin wire auch A, als Vereinigung zweier E-
Mengen eine E-Menge, in Widerspruch zu 3. ihrer Definition. Damit ist
Satz II bewiesen.

Ist nun a ein Punkt von 9° so bilden wir die untere Schranke aller
Zahlen G*(f, U(a)-¥) fiir alle Umgebungen U(a) von a, bezeichnen dieso
untere Schranke mit G* (a; f, %) und nennen sie die obere Schranke von f
in a auf % bei Vernachldssigung von E-Mengen, oder (als Funktion
von a betrachtet) die obere Schrankenfunktion von f auf % bei Ver-
nachldssigung von E-Mengen. Ganz analog ist die Definition der unteren
Schranke in a¢ (unteren Schrankenfunktion) von f auf % bei Vernachlidssigung
von E-Mengen: g* (a; f, %).

) R. Baire, Ann. di mat. (3) 3 (1899), 72, 81; Acta math. 30 (1906), 21.
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Setzt man in § 11, Satz III:
U @) =G*(f, L@-N) bzw. & @)=g*(f, L@ N,

so erhélt man:

Satz III. Es ist G*(a; f,%A) oberhalb stetig, ¢*(a; f,%) unter-
halb stetig auf A°.

Aus Satz II folgt sofort:

Satz 1V. Es gilt stets die Ungleichung:

9@, WL (@ LWSE* (a5 [, WL G (a5 £, ).

In Analogie zu § 11, Satz VII gilt hier:

Satz V. Ist % separabel, so ist die Menge aller Punkte von ¥,
in denen nicht
(0) g*(a; LN <@L G* (a; £, )
ist, eine E-Monge.

Sei zum Beweise a, a,,...,a,,... ein in 9 dichter, abzihlbarer Teil
von ¥. Sei u(a,.;l) die Umgebung —1 von a, in %A. Diejenigen Punkte

v,

1) .
von U (a,,;-;), in denen:

f>a* <f, u <a,‘;lv>> ;

bilden dann, nach Definition von G*, eine E-Menge, die wir mit €, be-
zeichnen. Dasselbe gilt dann auch von der Vereinigung € der abzihlbar vielen
E-Mengen €, , mr=1, 2,...). Wir wollen nun zeigen, da8 jeder Punkt
von ¥, in dem
(00) f@)> G*(a; f, %),
zu dieser Vereinigung & gehort.

In der Tat, gilt (00), so gibt es eine Umgebung U (a) von a, so daB:

G*(f, W@ A) <f(a)

Unter den vorhin betrachteten 1 (a,.;—:) gibt es eine, die einerseits a enthilt,
andererseits Teil von U (a) U ist. Fiir sie ist also:

G* (f,u(a,.;l»gG*(f,ll(a)?I)<f(a).

v

Es gehért also a zu €, ., und damit zu €, wie behauptet
Also ist die Menge aller Punkte von %, in denen (00) gilt, eine E-Menge;
ebenso beweist man dies fiir die Menge aller Punkte von %, in denen

fla)<g*(a; 1, %)

gilt. Also ist die Menge aller Punkte von 9, in denen (0) nicht gilt, als
Vereinigung zweier E-Mengen eine E-Menge, und Satz V ist bewiesen.

Aus Satz V leiten wir eine Eigenschaft der Schrankenfunktionen bei
Vernachlidssigung von E-Mengen her, die ihre in Satz III bewiesene Halb-
stetigkeit betrichtlich erginzt.

Satz VI. Ist % separabel, so stimmt G*(a; f,%A) iiberein mit
ihrer eigenen oberen (und g*(a; f,%) mit ihrer unteren) Schran-
kenfunktion bei Vernachldssigung von E-Mengen. 4

Wir setzen zur Abkiirzung:

G*(a; [, %) =g (a).
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Die Tatsache, daBl ¢ (a) oberhalb stetig ist (Satz III), besagt:
W p(a)=G(a; 9, %).

Da nach Satz IV stets:
G(a; ¢, W 2G*(a; ¢, ),
80 haben wir aus (f):

(i P (@) 2G*(a; ¢, ¥).

Da aber nach Satz V iiberall auf 9, abgesehen von einer E-Menge, f(a) < ¢ (a)
ist, und da bei Bildung von G* es auf die Werte in einer E-Menge nicht
ankommt, so ist auch:

(tth g (@)=G*(a; f, %) < G* (a5 @, W).
Die beiden Ungleichungen (1) und (1) ergeben:
? (@)= G*(a; ¢, ),

das aber ist die Behauptung.

Die Funktion f heit im Punkte « stetig auf % bei Vernach-
lissigung von E-Mengen?), wenn:
*) 9* (@ [, W) =G*(a; {, %)
ist. Sie heilit stetig auf %A bei Vernachlidssigung von E-Mengen, wenn

(*) in jedem Punkte von % gilt. Fiir solche Funktionen besteht (in Analogie
zu § 11, Satz XIII) der Satz:

Satz V1I. Ist [ stetig auf der separablen Menge U bei Ver-
nachlissigung von E-Mengen, so gibt es eine auf ¥ stetige Funk-
tion, von der sich f nur in einer E-Menge unterscheidet.

In der Tat, da nach Satz III G*(a; f, %) oberhalb, g* (a; f, %) unterhalb
stetig ist auf U, so ist, wenn iiberall auf % (*) gilt, der gemeinsame Wert
dieser beiden Funktionen stetig auf %. Und da nach Satz V f iiberall, ab-
gosehen von einer E-Menge, gleich diesom gemeinsamen Werte ist, so ist
Satz VII bewiesen.

§ 13. Einseitige Stetigkeit und Halbstetigkeit.

Wir beschiftigen uns noch speziell mit Funktionen, die auf
einer Punktmenge % des R, definiert sind, d. h. mit Funktionen
einer reellen Verinderlichen. Alle Punktmengen und Funktionen, von
denen in diesem Paragraphen die Rede ist, sind Punktmengen des
R, und Funktionen einer reellen Verinderlichen.

Jedes Intervall [a, /) bezeichnen wir als eine rechtsseitige,
jedes Intervall (o, a] als eine linksseitige Umgebung des Punktes
a; jedes Intervall (a, a’) bzw. (d/,a) als eine reduzierte rechts-
seitige, bzw. linksseitige Umgebung von a. Das Intervall [a,a-}-0)
heit die rechtsseitige Umgebung ¢ von a, das Intervall
[a, a+ o] die rechtsseitige abgeschlossene Umgebung o von ;
analog ist die Definition der linksseitigen (abgeschlossenen) Um-
gebung ¢ von a. Wieder nennen wir die aus einer dieser Umgebungen
durch Weglassen von a entstehende Punktmenge die entsprechende

1) Vgl. hierzu auch H. Lebesgue, Journ. de math. (6) 1 (1905), 185, 189.
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reduzierte Umgebung. Der Durchschnitt einer dieser Umgebungen
mit einer Punktmenge A des R, heiBt: die entsprechende Um-
gebung von a in 9.

Der Punkt a heiflt ein rechtsseitiger Haufungspunkt der
Punktmenge 9 des R, wenn in jeder seiner rechtsseitigen Um-
gebungen unendlich viele Punkte von 9 liegen, oder, was dasselbe
heit, wenn in jeder seiner reduzierten rechtsseitigen Umgebungen
mindestens ein Punkt von 9 liegt. Die Menge aller rechtsseitigen
Héufungspunkte von 9 bezeichnen wir mit 9}, die Vereinigung
9 - 9L mit %%. Analog ist die Definition des linksseitigen Haufungs-
punktes; die Menge aller linksseitigen Haufungspunkte von o be-
zeichnen wir mit %' , die Vereinigung A —]-— A mit Y° . Einen Punkt,
der sowohl rechtsseitiger als linksseitiger Haufungspunkt von 9 ist,
nennen wir einen beiderseitigen Haufungspunkt von 9. Die Menge
aller beiderseitigen Haufungspunkte von 9 ist % - AL .

Fiir Punktmengen des i, gilt folgende Verschirfung des Satzes VIa
von Kap. I, § 7:

Satz I. Die Mengen 9* — ', a® —", A°—AL A" sind ab-
zdhlbar.

Inder Tat, zu jedem Punkte a von %" — 9", gibt es ein Intervall
(a, a -+ 0), das keinen Punkt von %° enthdlt. Da es (Kap. I, § 7,
Satz VII) nur abzihlbar viele zu je zweien fremde Intervalle gibt,
gibt es also auch nur abzihlbar viele Punkte von 9°—9’. Ebenso
sieht man, daB 9° —¥" abzihlbar ist. Und wegen:

A — ot AL = (A — At ) (A — )
ist auch A°— A, AL abzéhlbar, und Satz I ist bewiesen.

Eine Menge heiflt rechtsseitig abgeschlossen, wenn sie ihre
rechtsseitigen Haufungspunkte enthilt, d. h. wenn:

9! <% und mithin A, =9A.
Satz II. Sowohl 9, als %), sind rechtsseitig abge-
schlossen.

Eine Punktmenge B <<% heiBit rechtsseitig abgeschlossen in 9,
wenn B, A <<VB.

Sei die Funktion f definiert auf der Punktmenge % des ®,, und
sei q, ein Punkt von %}. Wir denken uns fiir jede rechtsseitige
Umgebung U, (a) in % die obere Schranke G(f, I, (a)) gebildet. Die
untere Schranke aller dieser Zahlen (vgl. § 2, Satz IV) bezeichnen
wir als die rechtsseitige obere Schranke G (a; f, %) von f in a auf
A, oder, als Funktion von a betrachtet, als die rechtsseitige

Hahn, Theorie der reellen Funktionen. I. 12
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obere Schrankenfunktion von f auf %. Ebenso wird die rechts-
seitige untere Schranke g (a; f, %) von f in a auf % definiert als
die obere Schranke aller ¢(f, 11, (a)). Ersetzt man in diesen Defi-
nitionen die rechtsseitige Umgebung 11, (¢) durch eine linksseitige Um-
gebung, so entstehen die linksseitigen Schrankenfunktionen G_(a; £, %),
g_(a; 1, %A). Ist a Punkt von A, (bzw. von AL), und ersetzt man
in diesen Definitionen die Umgebungen 1, (a), U_(a) durch die re-
duzierten Umgebungen U (a), U_(a), so entstehen die reduzierten
rechtsseitigen und linksseitigen Schrankenfunktionen G’ (a; f, 20).
g;. (a; f, m)3 G,-(a; fs QI), g,—(a’; f, A). ‘

Aus diesen Definitionen folgt:

Satz III. In jedem Punkte a von A% A’ ist G(a;f, ¥A) die
groBte der zwei Zahlen G (a;f, A), G_(a; f, A), und g(a; f, A)
die kleinste der zwei Zahlen g, (a;f, %), g_(a; f, A).

Satz IV. In jedem Punkte a von AL AL ist G'(a; f, A) die
groBte der zwei Zahlen G/ (a;f, %), G_(a; £, N, und ¢'(a;f, A)
die kleinste der zwei Zahlen ¢ (a;f, %), ¢_(a; f, ).

Hat 9 eine reduzierte rechtsseitige (bzw. linksseitige) Umgebung
von.a zum Teil, so schreiben wir auch:

G'i(a; f, W=1limf(x), G (a; f, A)=1lim f(x);
0

r=a-+ z=a—0
ge (@ 0)=Mlim f(2);  ¢_(a;f, A)=1im f(2).
z=a-}0 z=a=0

Wir definieren nun (vgl. § 8, Satz I): Die (auf 9 definierte)
Funktion f heifit rechtsseitig!) oberhalb stetig in a auf 9, wenn:

f(a) =G (a; f, %),
sie heilt rechtsseitig') unterhalb stetig in a auf %, wenn:
fla)=g.(a; 1, %);

sie heifit rechtseitig stetig in a auf 9, wenn sie rechtsseitig ober-
halb und unterhalb stetig ist in a auf %, d. h. wenn (vgl. § 3, Satz II)?):

Gy (as f, W)= g, (a; 1, %),
woraus ja (vgl. § 3, Satz III) von selbst folgt:
Gilas f, A)=g, (a; f, A) = f(a).
¥ Ebenso werden die Begriffe: , linksseitig oberhalb baw. unterhalb stetig®

definiert durch:
f@=G-(a;f,%); fla)=g-(a; ], %).

2) Aus dieser Definition folgt sofort, daB in jedem nicht zu A% gehdrigen
Punkte von % jede Funktion f auf % rechtsseitig stetig ist.




Kap. II, § 13. Einseitige Stetigkeit und Halbstetigkeit. 179

Ist in einem Punkte von 9% :

(t) o (as f, W) =g (a; f, %),
so sagen wir, es habe [ in a auf % den Wert () zum rechtssei-
tigen Grenzwert. Ist [ dieser Wert, und hat % eine reduzierte
rechtsseitige Umgebung von « zum Teil, so schreiben wir?):

lim f (x)==1, oder f(a-0)==1.

#=a+40
Analog ist die Definition des linksseitigen Grenzwertes und insbe-
sondere des Symbols?) lim f(x) [= f(a — 0)].

r=a—0

In Analogie zu § 11, Satz XII haben wir nun:

Satz V. Damit f rechtsseitig stetig sei auf % im Punkte
von -9, ist notwendig und hinreichend, da8

¢(@s £, 0) =@, (a3 f, %) ={(a),

d.h. daBB fin ¢ auf % den Funktionswert f(a) zum rechts-
seitigen Grenzwert habe.

Von den Sétzen, die wir fiir stetige (halbstetige) Funktionen bewiesen haben,
bleiben einzelne, aber nicht alle fiir einseitig stetige (halbstetige) Funktionen
giiltig. So besteht z. B. kein Analogon zu § 4, Satz II, III (§ 9, Satz II, IIl),

wie folgendes Beispiel zeigt:
* Die Funktion f(x) =§1—3 fiir « == 0, f(0) =0 ist rechtsseitig stetig im Inter-

valle [—1, 0], aber nirgends gleich ihrer oberen Schranke | o in diesem
Intervalle; denn sie ist endlich, aber nicht nach oben beschrinkt.

Hingegen gilt in Analogie zu § 9, Satz IV:

Satz VI. Damit f rechtsseitig oberhalb (unterhalb) stetig sei
auf %, ist notwendig und hinreichend, daB fiir jedes ¢ die Menge
aller Punkte von %, in denen f>¢ (f<c) ist, rechtsseitig abge-
schlossen sei in %.

Daraus folgen sofort die zu § 4, Satz VI, VII analogen Sitze:

Satz VII. Damit f rechtsseitig stetig sei auf %, ist notwendig
und hinreichend, daB fiir jedes ¢ sowohl die Menge aller Punkte
von %, in denen f>¢, als auch derjenigen, in denen f<¢, rechts-
seitig abgeschlossen sei in o. R

Satz VIII. Ist f rechtsseitig stetig auf ¥, so ist fir jedes ¢ die
Menge aller Punkte, in denen f=c ist, rechtsseitig abgeschlossen
in %A.

Als Analogon zu § 9, Satz V erhalten wir:

Satz IX. Sei % linksseitig abgeschlossen, f rechtsseitig ober-
halb stetig auf %. Ist die rechtsseitige untere Schrankenfunktion?):
*) g+(:f, W< e

) Ist a =0, so schreibt man statt dessen: lim, lim bzw. f(40),
f(—0). =40 z=—0

) Ist U ein Intervall, so kann in (*) g.(a;f, %) ersetzt werden durch
g(as;f, %). Allgemein ist das nicht der Fall. Beispiel: Sei 2 eine nirgends
dichte perfekte Menge. Man kann den abzdéhlbaren Teil % — A} von U in

12%
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in jedem?') Punkte.von %, so ist die Menge der Punkte, in dencn
f<cist, dicht in %A?).
Vermége der Schrinkungstransformation kdnnen wir f als beschrinkt, ¢
als endlich annehmen.
Sei @, ein beliebiger Punkt von % und U(a,) eine Umgebung von a,;
wir haben zu zeigen, daB in 1i(q,) cin Punkt a’ von U liegt, fiir den f(a’) <c ist.
Da (*) auch in a, gilt, gibt es in U(a,) einen Punkt @, von %A, in dem
fla)<<e+1;
und da f rechtsseitig oberhalb stetig ist, gibt es ein Intervall [a,, a, + o]

< U(a,), so daB
fla)<e+1 in U-[a,, a, 40,
Wegen (*) (fiir a =a,) gibt es in [a,, a, + 0,) einen Punkt a, von %,

in dem
fla,) <c—+4,
und daher ein Intervall [a,, a,-+0,] << 'a;, @, -+ p,), so daB
fl@)<ec+3 in Alay, a0,
Indem man so weiter schliet, kommt man zu einer monoton wachsenden

Punktfolge {a,,} aus U und zugehorigen Intervallen [a,, a, -+ ¢.] von folgen-
den Eigenschaften: Es ist:

**) (@ @nt0n) << @n—1, Gy 0n-y)s
) f@<et g in Ul auto.

Wegen (¥*) liegen fiir n > n, alle a, in [@n,, @n - 0n,)-

Da U linksseitig abgeschlossen ist, gehort lim a, =a’ zu %, und f(a’) ge-
fn— P
niigt simtlichen Ungleichungen (***), d. h. es ist:

f@)<e.

Da ferner [a,, a,+0,] << U(a,) war, so liegt a’ in U(a,), und Satz IX ist be-
wiesen.

In Analogie zu § 11, Satz II gilt:
Satz X. Es ist stets G, (a;f, ¥) rechtsseitig oberhalb, g (a; f, %)
rechtsseitig unterhalb stetig auf AY.

abzéhlbar viele Teile B, (n=1, 2, ...) spalten, deren jeder in ¥ dicht ist.
Man definiere: f=% auf B, (n=1,2, ...), f=1 auf A}. Dann ist f rechts-
seitig oberhalb stetig auf %; in jedem Punkte von U ist g(a;f,¥A)=0,
trotzdem ist iiberall f>0.

1) Es geniigt hier nicht, daB (*) auf einem in % dichten Teile von ¥ er-
fiillt sei, wie das Beispiel von FuBn.?) S. 179) zeigt, wo g.(a; f, %) =0 auf
dem in A dichten Teile A erfiillt ist.

) Im Gegensatze zu § 9, Satz V, kann hier nicht bchauptet werden, daB
die Menge aller Punkte von 2, in denen f>>c¢ ist, von erster Kategorie in 9
sel. Beispiel: Sei % eine nirgends dichte perfekte Menge und f=1 auf %Y,
f=0 auf A—AL. In jedem Punkte von U ist g, (a;f, A =0, die Menge
A4, auf der f=1, ist aber von zweiter Kategorie in 9%. — Ist ¥ ein Inter-
vall, so zeigt ein dem Beweise von Satz V, § 9 analoger Beweis, daB auch
hier die Menge aller Punkte, in denen f>> ¢ ist, von erster Kategorie ist.
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Ebenso in Analogie zu § 11, Satz IV:

Satz XI. Auch fiir die reduzierten rechtsseitigen Schranken-
funktionen gilt: Es ist G/ (a; f, A) rechtsseitig oberhalb, ¢ (a;f, %)
rechtsseitig unterhalb stetig in a auf %A4.

In Analogie zu § 11, Satz VII gilt:

Satz XII'), Die Menge aller Punkte von- A%, in denen nicht:

, ge@; f, WEF@ L G (as f, W)
gilt, ist abzdhlbar.

In der Tat lehrt ein spéiter zu beweisender Satz (Kap. III, § 1, Satz XVI),
daf die Menge aller Punkte von %% %1, in denen nicht:

ge(a; f, W=g_(a; 1, %N; GL@; f, N)=GL(a; f, %),
und somit auch (Satz IV):
(0) gr(a; f, W=g'(a; f, N); G4(a; [, AN)==6G"(a; f, A)
gilt, abzdhlbar ist. Da aber in jedem Punkte von A} — AL AL (0) in tri-

vialer Weise gilt, so gilt (0) iiberall auf AL, abgesehen von einer abzihl-
baren Punktmenge, und Satz XII folgt unmittelbar aus § 11, Satz VII.

Wir gehen nun daran, den durch Satz IV aufgestellten Zusammenhang
zwischen reduzierter Schrankenfunktion und den beiden einseitigen reduzierten
Schrankenfunktionen zu erginzen®). Wir setzen dabei abkiirzend:

G f, W=G@@; Grla;f, W=G6(@); G.(a;f, %= (a).

Satz XIII. Ist % insichdicht,® und ist G'(a) stetig auf YL im
Punkte a, von %4, so ist auch G’ (a) stetig in a4, auf A4, und es ist:
G’y (a)) = G'(ay).

In der Tat, wir haben zn beweisen: fiir jede Punktfolge {a,,} aus AL
mit lim a, = a, ist:

n=aw
1) lim G/ (a,) = Q' (a,).
n==wo
Da wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von G’(a):
lim G'(a,) = G'(a,),

n=ow

G (a,) £ G' (@),

da ferner:

80 ist:

lim G, (a,) < & (ap).

_ - n=ow

) W. H. Young, Quart. Journ. 39 (1908), 82.
?) Vgl. hierzu W. H. Young, a. a. 0. 73.

%) Eine Voraussetzung iiber U kann nicht entbehrt werden. Beispiel: Es
bestehe 9 aus den Punkten

1 1

éT‘ =12 ..) aond ——-- . ey (m, n==1,2,...),
und es sei:

1 1 1
Flo)==1 f =gt ) = 1
Dann ist {iberall auf %': G’(a)=1. Hingegen:
1
Gl(—o)=1 GLO=—1.
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Wir haben also, um (1) nachzuweisen, nur mehr zu zeigen:
4] lim G (a,) 2 G'(ay).
n == o

Angenommen, es gelte (2) nicht. Dann gibe es eine Zahl p:

‘ P.< G (a)
und eine Teilfolge {a,,r} von {a,}, so daB

Gllan,) <p<@(a,) fir alle ».

Zu jedem a,, gibt es daher ein e, so daB:
® f@<p in UA(an,, a,+o,).
Dabei kann e, <’1—, angenommen werden.

Da a,, Punkt von Q[ir war, ist A-(a,,, G, -+ 2,) nicht leer; und da diese
Menge ebenso wie ¥ insichdicht ist (Kap.I, § 4, Satz IT), hat %A°-(a,, an,+e,)
die Méachtigkeit ¢ (Kap. I, § 8, Satz IX). Da aber A°— A} abzidhlbar ist
(Satz I), gibt es in (a”", “n,,‘|‘97) auch einen Punkt o/, von .

Wegen (3) ist nun

@ (@) <p < 6 @)
Da aber a in (a,,. an, +0,), folgt aus:
hm a‘n,. =dy; 0 < Q,, < 1‘ y
= »
daB:

S,
lim a, ==a,.
Y=

Also steht (4) in Widerspruch mit der vorausgesetzten Stetigkeit von G’(a) in
a, auf AY. Damit ist (2) bewiesen, und der Beweis von Satz XIII beendet.

Satz XIV. Ist U insichdicht?), und ist sowohl G’ (a) als
auch?) G_(a) stetig auf AL AL im Punkte g, von AL AL, so ist G'(a)
in a, stetig auf A, und es ist:

G’ (ag) = G’ (ap) == G ().

In der Tat, nach Satz IV begteht mindestens eine der beiden Gleichungen:
™ G’ (@) = G"_(ay); G'(ap) = G (a),

1) Eine Voraussetzung iiber % kann nicht entbehrt werden. Beispiel:

Es bestehe 2 aus den Punkten gl';—{— ! upd —L1 -t

1 . —1.92
prie 2 T m.n=12..)
und es sei:

1 1 ‘ 1 1
flt we) =5 == g =—1-
Dann ist:
G (@)=1 auf AL; G_(a)=—1 auf AL,
trotzdem ist G’(a) unstetig in a==0.
?) Es geniigt nicht, wenn nur eine der beiden Funktionen G, (a), G’ (@)
stetig ist in @,. Beispiel: Sei f=1 in den Punkten — . (n=1,3, ..),

gonst f=0. Dann ist iiberall G’ (a)=0, hingegen ist G’(0)==1, sonst
G’ (a)=0.
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etwa die erste. Angenommen, es wire G’(a) nicht stetig auf %! in a,. Da
nach § 11, Satz IV G’(a) jedenfalls oberhalb stetig auf 2, so gibe es dann
eine Zahl p:

» < G (a)

und eine Punktfolge {a,} aus UA' mit lim a, = a,, so daB:
n-. o

G (a,) <p < G (a,) fiir alle n.
Da G'(a) oberhalb stetig auf A, gibt es zu jedem a, ein g,, so daB:
(**) G(a) <p <G (ay) in U'“(an— 0n, G} o),
und wir konnen annehmen: g, <C % .
Da a, Punkt von !, ist A-(a, — 0n, @x - 0.) nicht leer, woraus wir wie

beim Beweise von Satz XIII schlieBen: Es gibt in (a; — 0, @» - 0,) auch einen
Punkt g/, von %} .AL. Wegen (**) ist dann:

(**%) G_(a},) <p <G (a).
Da aber @), in (a, — 0., @, - 0») lag, folgt aus:
lima,=a,, 0<on< :;

n=cw
daB:
lim @), = a,.
n—=o
Also steht, wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von G (a), Ungleichung (***)
im Widerspruche mit der als giiltig angenommenen ersten Gleichung (*). Damit
ist also nachgewiesen, daB G’(a) in a, stetig auf A
Nach Satz XIII folgt daraus aber weiter, dal auch die zweite Gleichung
(*) gilt, und Satz XIV ist bewiesen.



Drittes Kapitel.

Die unstetigen Funktionen.

§ 1. Hiufungswerte einer Funktion.

In Verallgemeinerung der Definition des Grenzwertes einer
Funktion auf einer Punktmenge (Kap. II, §11, vgl. insbesondere
Satz VIII) definieren wir: Ist ¢ Héufungspunkt von 9 (d. h. Punkt
von %'), so heilt die Zahl ! ein Hiaufungswert?) von f in a auf
9, wenn es in 9 eine Punktfolge {a,} gibt, so daB
lima,=a; a,=a; limf(a,)=1.

n=ouoo

n—=o

In Analogie zu Satz X von Kap. II, § 11 gilt:

Satz I. Damit [ Haufungswert von f in a auf A sei,
ist notwendig und hinreichend, daB es in jeder reduzierten
Umgebung W (a) von a in ¥, sei es zu jedem Intervalle (p, 1],
sei es zu jedem Intervalle [/, ¢q), einen Punkt o’ gebe, der-
art, daBl der Funktionswert f(a’) zu (p, 1], bzw. zu [I, q)
gehort.

Die Bedingung ist notwendig; denn sei ! Hiufungswert von f
in ¢ auf %, und sei {a,} eine Punktfolge aus %, so daf:

) lima,=a; a,=+a; limf(a)=1.

n=ow fn=oo
Ist W (a) irgendeine reduzierte Umgebung von a in 9, so gehéren
fast alle a, zu W (a). Ist p<l, ¢>1, so ist

fla,)>p; fla,)<q

fir fast alle n. Damit aber ist die Behauptung bewiesen.
Die Bedingung ist hinreichend. In der Tat, es gehére in

1) R. Bettazzi, der sich zuerst systematisch mit diesem Begriffe befaBt
hat (Rend. Pal. 6 (1892), 177) sagt ,un confine di f*.
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jedem 1 (a) etwa zu jedem Intervalle (p,!] ein Punkt &', wie ihn
Satz I verlangt. Sei {p,} eine Folge reeller Zahlen mit:

(t1) limp, =1; p,<l.
n=«L
In W (a;—:;) liegt dann ein Punkt a,, so daB:

Weil g, in W <a; %) , und wegen (1) und (1) ist (}) erfiill,, und
Satz I ist bewiesen.

Aus der Definition des Héufungswertes folgt sofort:

Satz II. Damit f in a einen Grenzwert I auf % habe,
ist notwendig und hinreichend, daB f in a auf % nur den
einen Haufungswert { habe.

Wir ordnen nun jedem Punkte a von %' die Menge aller Hiu-
fungswerte von f in a auf % zu. Dadurch ist auf %' eine im all-
gemeinen mehrwertige (Kap. II, § 1, S.113) Funktion definiert,
die wir die H#aufungsfunktion von f auf 9 nennen und mit
h(a; f, A) bezeichnen wollen.

Aus Kap. I, § 1, Satz IIT entnehmen wir sofort:

Satz III. Fiihrt die Schrdnkungstransformation f in f*
iber, so fiihrt sie auch k(a;f, %) in h(a; *, A) dber.

In Verallgemeinerung von Kap. II, § 2, Satz IX gilt der Satz!):

Satz IV. Ist % kompakt, und ist ! ein Hiufungswert
der Menge aller Funktionswerte von f auf 9, oder ein
Wert, den f in unendlich vielen Punkten von 9 annimmt,
so gibt es in Y' einen Punkt a, so daB I einer der Werte
von h(a; f, %) ist.

In der Tat, es gibt dann in 9 eine Folge {a,} zu je zweien
verschiedener Punkte, so daB:

lim f(a,)==1.
Da o kompakt, hat {a,} einen Hiufungspunkt a, der auch Haufungs-
punkt von U ist; und da offenbar ! unter den Werten % (a; f, %)
vorkommt, ist Satz IV bewiesen.

In Verallgemeinerung von Kap. II, § 4, Satz VI, VII gilt:

Satz V. Ist X eine abgeschlossene Menge reeller Zahlen,
80 ist die Menge aller Punkte a von %', in denen es unter
den Werten von h(a; f, %) mindestens einen zu ¥ gehorigen
gibt, abgeschlossen.

1) Vgl. M. Pasch, Math. Ann. 30 (1887), 184. Satz IV ist ein allgemeiner
Grenzsatz.
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Sei in der Tat %' die Menge aller Punkte von 9, in denen
h(a; f, A) mindestens einen zu X gehorigen Wert hat, und sei q,
Héufungspunkt von %’. Dann gibt es in %’ eine Punktfolge {a,},
so daB:

(*) lima,=a,, a,=+a,,

n=—o
und zu jedem a, gibt es in k(a,; f, %) einen zu X gehorigen Wert [, .
In der Folge {I,} gibt es eine konvergente Teilfolge {I, }:
(*¥) liml, =1,
und weil X abgeschlossen, gehort I zu X. Wir; haben nur mehr zu
zeigen, daB ! unter den Werten von %(a,, f, %) vorkommt.

Beim Beweise koénnen wir, vermdge der Schrinkungstrans-
formation (Satz III), ohne weiteres annehmen, f sei beschrinkt, und
somit alle /[, und ! endlich. Da [, ein Wert von & (a,,v; f, A) ist,
gibt es (Satz I) in U einen Punkt a} < a,, so daB:

’ 1 4 1
"'(avaan,,)<,;; !f(a"')——_["vl<;'
Aus (*) und (**) folgt dann:

lima, =ay,; a +a,; limf(d)=I.
D. h. 1 ist ein Wert von h(ay; f, %), und somit gehort a, zu A'. Also
ist 9" abgeschlossen, und Satz V ist bewiesen.

Satz VI. Ist X eine beliebige Menge reeller Zahlen, so
ist die Menge %’ aller Punkte a von %', in denen alle Zahlen
aus X unter den Werten von h(a;f, %) vorkommen, ab-
geschlossen.

In der Tat, sei ! eine beliebige Zahl aus ¥. Nach Satz V ist
die Menge %, aller Punkte von 9!, in denen ! unter den Werten
von & (a; f, A) vorkommt, abgeschlossen. Dasselbe gilt daher (Kap. I,
§ 2, Satz VI) fiir den Durchschnitt der Mengen 9, fiir alle moglichen
! aus X. Damit ist Satz VI bewiesen.

Die Natur der Wertmenge %(a; f, %) in einem Punkte a 1iBt
sich vollig charakterisieren; es gelten diesbeziiglich die folgenden
Tatsachen'):

Satz VII. Die Menge aller Haufungswerte k(a; f, %) einer
Funktion f in einem Punkte a von %' ist eine abgeschlossene
Zahlenmenge.

) R. Bettazzi, a. a. O.
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Wir haben zu zeigen: kommen [, l,,...,1,, ... unter den Werten
h(a; f, A) vor, und ist lim?, =1, so kommt auch ! unter den Werten

n=xo
I(a; f,A) vor. Wir konnen dabei wieder annehmen, [ sei be-
schrinkt, die [/, also endlich. Dann gibt es in % einen Punkt
a, 4= a, fir den:
1 . 1
a’) < ,": und l f(a“) - lnl <;’

r (a’n ’

es ist also:
lima,=a; a,=+a; limf(a,)=1.

H=ow n=om

Damit aber ist die Behauptung bewiesen.

Wie Satz VII lehrt, gibt es unter den Werten & (a; f, %) einen
grofiten und einen kleinsten. Offenbar gilt:

Satz VIII. GroBter und kleinster unter den Werten
I{a; f, A) stimmen iiberein mit den reduzierten Schranken-
funktionen G'(a; f, %), ¢ (a; f, A).

Einer anderen Einschrinkung als der, abgeschlossenen zu sein, unter-
liegt die Mengo aller Hiufungswerte h (a; f, %) einer Funktion in einem Punkte
nicht. Es gilt nédmlich der Satz?):

Satz IX. Ist X eine beliebige abgeschlossene Zahlenmenge und
a Punkt von %!, so gibt jes auf %A eine Funktion f, fiir die X die
Menge aller Haufungswerte h(a; f, %) ist.

In der Tat, nach Kap. I, § 7, Satz III gibt es einen abzidhlbaren, in ¥
dichten Teil von X, etwa x,, @y, ..., ®n, .... Sei {a,,} eine Punktfolge aus
A mit:

limay=a; ay=Fa; a Far fir +/4=».

Y=

Wir spalten {ay} in abzihlbar unendlich viele zu je zweien fremde Teil-

folgen a®, a™, ..., a™, ... (n=1, 2, ...). Nun definieren wir eine Funktion f

auf % durch die Vorschrift: f (af,'”):x,, (n,v=1,2, ...); f ==, inallen andern
Punkten von a. Dann ist jeder Wert z, ein Haufungswert h (a; f, %), mithin
nach Satz VII auch jeder Wert aus X¥. Und da f nur Werte aus ¥ annimmt,
und X abgeschlossen ist, kann ein nicht zu % gehoriger Wert nicht Haufungs-
wert von f sein. Damit ist Satz IX bewiesen.

Sei B irgendein Teil von %A. In jedem Punkte von B! kann dann neben
der Haufungsfunktion h(a; f, A) von f auf ¥ auch die Haufungsfunktion
h(a; f, B) von f auf B betrachtet werden, und zwar ist dann die Wertmenge
h(a; f, B) ein Teil der Wertmenge h(a; f, %). Wir wollen uns besonders mit
dem Falle befassen, daB B in A offen ist, also die Form hat:

B=AG,

1 R. Bettazzi, a. a. O. Vgl. hierzu auch H. Hahn, Monatsh. f. Math.
16 (1905), 315.
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wo & offen. Ist dann der Punkt ¢ von B* auch Punkt (und mithin innerer
Punkt) von &, so ist offenbar:

h(a; f) SB):h(a;f, g[)

Von Interesse ist also nur der Fall, daB ¢ Begrenzungspunkt von
ist. Wir bezeichnen dann die Werte k(a; f, A ®) als die Hiufungswerte
von f in a auf A bei Anniherung durch . Natiirlich wird dabei die
Wertmenge h(a; f, A®) von der Wahl der offenen Menge & abhingen.
Immerhin aber besteht hier folgende merkwiirdige Tatsache:

Satz X1). Die Menge %* aller Punkte a von %!, in denen fiir
mindestens eine offene Menge ®

hia; £, AG) =k (a; f, AN)
ausfdllt?), ist von erster Kategorie in 9°.

Beim Beweise konnen wir, vermége der Schrinkungstransformation, ohne
weiteres f als beschrinkt annehmen. Wir betrachten die Menge aller Inter-
valle [/, 7] mit rationalen Endpunkten. Ebenso wie die Paare ratio-
naler Zahlen bilden sie eine abzéihlbare Menge, und kénnen daher bezeichnet

werden mit:
S Bos oo Sy e v e

Sei U, die Menge aller Punkte a von %!, in denen h(a; f, A) einen Wert
aus J, enthalt, wihrend fiir mindestens eine offene Menge & & (a; f, A ®) keinen
Wert aus §, enthdlt3). Wir zeigen zunichst: 9, ist nirgends dicht in 9.

Sei also @ ein Punkt von U,, und sei etwa

Sp= [+, " ].
Es gibt dann ein ¢ > 0 und ein ¢ >0, so daB auf U (a; ) A® die Funktion f
keinen nach [* — ¢, v -}-¢] fallenden Wert annimmt?). In jedem Punkto a’
von U (a; ¢) A°G ") enthdlt dann & (a’; f, A) keinen Wert aus J,; kein Punkt
von U(a; 0) A’ kann also zu 9, gehdren; also ist U, nirgends dicht in A°,
wie behauptet (Kap. I, § 4, Satz XIV).

Sei nun a ein Punkt von %*. KEs gibt also eine Zahl x und eine offene
Menge &, so daB ¢ Punkt von (A &)Y, und weiter so, daB z in k(a; f, %),
nicht aber in & (a; f, A @) vorkommt. Nach Satz VII ist nun aber die Wert-
menge h(a; f, A @) abgeschlossen; es gibt also unter unseren Intervallen S,
eines, das zwar @, abor keinen Wert von & (a; f, % @) enthélt. Das aber heifBt:

") Ein Spezialfall dieses Satzes wurde bewiesen von W. H. Young, Lond.
Proc. (2) 8 (1910), 117.

%) Dabei muB a zu (¥ @)' gehoren, da sonst h(a; f, A®) keinen Sinn
hétte.

%) Wie schon erwihnt, ist dann ¢ nicht Punkt, sondern nur Begrenzungs-
punkt von @.

%) Denn andernfalls gibe es in U (a; %) ® einen Punkt a, (4=a) von ¥,
so daB:

’ 1 " 1

r —;zﬁf(an)ﬁ”' _-l_,n’

und es hitte demzufolge h(a; f, A ) einen Wert in [+, r”].

®) Solche Punkte gibt es, weil nach Voraussetzung a zu (% ®)! gehort
(Fufn. 2).
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a gehort zu einer unserer Mengen ¥,. Also ist:

W =9, Ay W,
und da, wie schon bewiesen, jede Menge %, nirgends dicht in %® ist, so ist %Y*
von erster Katogorie in 9% und Satz X ist bewicsen.

Sei nun insbesondere ¥ eine Punktmenge des ®,, und somit f
Funktion einer reellen Verinderlichen. Wir definieren dann: Ist q
Punkt von Y (Kap. I, § 13, 8. 177), so heilt die Zahl ! ein rechts-
seitiger!) Haufungswert von f in a auf %, wenn es in U eine
Punktfolge {a,} gibt, so daf:

lima,=a; an>a; limf(a,)=1.
n=xo n=owom
Ordnet man jedem Punkte a von 9! die Menge aller rechtsseitigen
Haufungswerte von f in a auf 90 zu, so entsteht die rechtsseitige
Héufungsfunktion h, (a; f, %A) von f auf 9.
Es folgt sofort in Analogie zu Satz II:

Satz XI. Damit die Funktion f einer reellen Verander-
lichen in a auf % den rechtsseitigen (linksseitigen) Grenz-
wert | habe, ist notwendig und hinreichend, da8 &, (a; f, %)
[bzw. h_(a; f, %)] nur den einen Wert ! habe.

Ganz ebenso wie Satz VII beweist man:

Satz XII. Die Menge aller rechtsseitigen (linksseitigen)
Héaufungswerte von f auf 9 in einem Punkte von %1 (von %?)
ist stets abgeschlossen.

Es gibt also einen groBten und einen kleinsten Wert in der
Wertmenge h, (a; f, %) [oder 2_(a; f, ¥)], und zwar gilt:

Satz XIII. GroBter und kleinster Wert in der Wert-
menge k, (a;f, %) [h- (a; f, A)] stimmen iiberein mit den redu-
zierten einseitigen Schrankenfunktionen @, (a;f, %), ¢, (a; f, %)
[bzw. @ (a; f, %), ¢’ (a; f,A)].

Versteht man unter der offenen Menge ® eine einseitige Umgebung
(@, a+ o) oder (a — o, a) von a, so gehen fiir Funktionen f einer reellen Ver-
anderlichen die oben betrachteten ,Haufungswerte von f bei Anniherung
durch ®“ iiber in die einseitigen Haufungswerte von f, und Satz X lehrt, daB8
die Menge aller Punkte von 94, in denen:

(0) h((l; f’ 9[)=i=h’+ (a; fr ?I),
von erster Katogorie in A° ist. Doch gilt hier, fiir Funktionen einer reellen
Verinderlichen, noch betrédchtlich mehr?):

1) Ganz analog ist die Definition der linksseitigen Hiufungswerte, und
dann auch weiter der linksseitigen Héufungsfunktion h_ (a; f, ¥).

%) W. H. Young, Quart. Journ. 89 (1907), 67; Rend. Linc. 17/1 (1908),
582. (Ein Spezialfall -auch bei L. Tonelli, Rend. Lomb. (2) 41 (1908), 773).
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Satz XIV. Ist f eine auf der Punktmenge % des R, dofinierte
Funktion einer reellen Veridnderlichen, so ist dic Menge %* aller
Punkte von %%, in denen (0) gilt?), abzahlbar.

Wie beim Beweis von Satz X bezeichnen wir mit J,(n==1,2,...) die
simtlichen Intervalle des ®, mit rationalen Endpunkten, mit 9%, die Menge
aller jener Punkte von %%, in denen h (a; f, A) einen Wert aus S, enthilt,
hy(a; f, %) aber nicht. Wie beim Beweise von Satz X zeigt man, daB es zu
jedem a von %, eine rechtsseitige reduzierte Umgebung (@, a -} o) und ein
>0 gibt, so daB, wenn J,= [»/,+”], die Funktion f in %A-(a, a- o)
keinen Wert aus [r'—¢, v’ -}¢] annimmt, woraus wie beim Beweise von
Satz X folgt: in (a, a 4 o) liegt kein Punkt von 2,.

Kein Punkt von %, ist also rechtsseitiger Hiufungspunkt von 9,, also ist
(Kap. II, § 13, Satz I) A, abzdhlbar.

Da auch hier wieder, wie beim Beweis von Satz X:

W =9, -y .. UL,
80 ist -auch 9* abzdhlbar, und Satz XIV ist bewiesen.
Aus ihm folgt unmittelbar:

Satz XV. Ist f eine auf der Punktmenge U des ®, definierto
Funktion einer reellen Verdnderlichen, so ist die Menge aller
Punkte von %L-AL, in denen:

hy(a; f, M==h_(a; f, A)
ist, abzihlbar.

Und daraus insbesondere nach Satz XIII:

Satz XVI. Ist f eine auf der Punktmenge % des R, definierte
Funktion einer reellen Verdnderlichen, so ist iiberall auf 9«1.9(1,
abgesehen von ciner abzdhlbaren Punktmenge:

“as f, =G (a; f, A); g4 (a; [, W=g" (a; f, A).

§ 2. Die Schwankung einer Funktion.

Ist die Funktion f definiert auf %A, so verstehen wir unter der
Schwankung von f auf % den Ausdruck:

w (f‘a QI) =@ (f? ?I) _g(fa 9’[)'
Diese Definition versagt, wenn:
G(f’ %)zg(fy QI):_FOO oder G(fa 9[)=g(f: 9[)='”‘OO:
d. h. wenn auf ganz %:

f=-+oc bzw. f=-—o00.
In dem Falle setzen wir fest:
o (f, A)=0.
Es ist also stets: (%)
o (f, A) =0,

und zwar gilt:

1) Ebenso die Menge aller Punkte von %!, in denen:

hia; £, %) F=h_(a; £, W.
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Satz I. Damit w(f, A)=0 sei, ist notwendig und hin-
reichend, daB f konstant sei auf .

Aus den charakteristischen Eigenschaften von G (f, %), ¢(f, %)
(Kap. II, §1, S. 114) folgt weiter:

Satz II. Ist die Schwankung o(f,%)=+0, so ist sie
charakterisiert durch folgende Eigenschaften:

1. Es ist:

|f@) —f@)| Lo (f, )

fir alle Punktepaare a, o' von 9, fiir die die Differenz
f(a)—f(a’) einen Sinn hat.

2. Zu jeder Zahl z:

0<z<w(f, %)

gibt es in 9 ein Punktepaar a,d’, so daB:

|(6)— (&)| > 2.

Ist a ein Punkt von %% so verstehen wir unter der Schwankung?)
von f in a auf % den Ausdruck:

(a; f, N)=0G (a; , ) — g (a; f, A).
Diese Definition versagt, wenn:
0) G(a; f, A)=g(a; f, ) =00 oder G (a;f,A)=g(a;f,A)=— o0,

d. h. (vorausgesetzt, daB a zu 9 gehort): wenn f in a stetig auf
ist und dort einen unendlichen Wert hat. In dem Falle setzen
wir fest:
w(a; f, A)=0.
Es ist also stets:
w (a; f, A) =0,
und zwar gilt (Kap. II, § 3, Satz II):
Satz III. Damit im Punkte a von o:
w(a; f, A)=0
sei, ist notwendig und hinreichend, daB f stetig sei in a
auf 9.

Aus Kap. II, § 2, Satz IV folgt:

Satz IV. Wenn nicht eine der beiden Gleichungen (0)
gilt, ist w(a;f, A) die untere Schranke von w(f, ) fiir alle
Umgebungen 1l von a in 9.

Aus Kap. II, § 2, Satz VI folgt:

) Auch Unstetigkeitsgrad genannt.
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Satz V. Wenn nicht eine der beiden Gleichungen (0)
gilt, so gibt es in % zwei Punktfolgen {a,}, {an}, so daB:
(00) lima,=a; limay=aqa; lim[f(a})— f(an)]=w(a;f, A).

n=ao Nn=owo n=w
Aus Kap. II, § 2, Satz VII folgt:

Satz VI. Wenn nicht eine der beiden Gleichungen (0)
gilt, so ist w(a; f, A) charakterisiert durch folgende Eigen-
schaften:

1. Zu jeder Zahl p:
p>ola;f,A)
gibt es eine Umgebung I von a in %, so daB:
(o) —f(a") | <p
fiir jedes Punktepaar o, a” von U, fiir das diese Differenz

einen Sinn hat.
2. Zu jeder Zahl z:

0<z<wla;f, %A

gibt es in jede Umgebung U von @ in % ein Punktepaar
a,d’, so dafB:
[f(@)—f(")|>2.

Ist a ein Punkt von 9!, so verstehen wir unter der redu-
zierten Schwankung?) von f in o auf % den Ausdruck:
o (a; f, W=G" (a; f, A)— ¢’ (a; f, N).

Diese Definition versagt, wenn:"
() & (a; f, W) =4g (a; f, A) =0 oder G (a; f, =g (a; f, A) = — 0,
d.h. wenn f in ¢ auf % den Grenzwert —-oco oder — oo hat. In
dem Falle setzen wir fest:

o’ (a; f, A)=0.
Es ist also stets:

o' (a; f, A) >0,
und zwar gilt:

Satz VII. Damit im Punkte ¢ von 9':
o' (a; f,A)=0

sei, ist notwendig und hinreichend, daB f in a auf % einen
Grenzwert besitze.

Satz VIII. Wenn nicht eine der beiden Gleichungen (1)

) Von M. Pasch als Schwingung bezeichnet, Math. Ann. 30 (1887), 189.
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gilt, so gilt Satz V auch fiir o'(a; f, A), wobei in (00) noch
hinzugefiigt werden kann:
an+a; dpa.

Satz IX. Wenn nicht eine der beiden Gleichungen ()
g]lt go gilt SatzIV und VI auch fir o'(a; f, ), wenn da,rm
an Stelle der Umgebungen I von a in % die reduzierten
Umgebungen 1’ von a in o treten.

Endlich definieren wir noch fiir Funktionen einer reellen Ver-
anderlichen die einseitigen Schwankungen und reduzierten ein-
seitigen Schwankungen durch:

w, (a; f, ) =G, (a; f, A) — g, (a; , A);

w_(a; f, N)=G_(a; f, N) —g_(a; f, A);

oy (a5 f, ) =G, (a; f, N) — g, (a5 f, A);

o_(a; f, A)=G"_(a; f, N)—g" (a; f, %)
mit dem Zusatze, daB jede dieser Differenzen durch 0 zu ersetzen
ist, wenn Minuend und Subtrahend beide + co oder beide — co sind.
Es gelten dann #hnliche Sitze, wie fiir w(a;f, %), ' (a; f, A), von
denen wir nur folgende anfiihren:

Satz X. Damit im Punkte 4 von %
o, (a; f,W)=0 (w_(a; f, A)=0)
sei, ist notwendig und hinreichend, daBl f in a rechtsseitig
(linksseitig) stetig sei auf 9.
Satz XI. Damit im Punkt a von %} (von ')

o (a; [, W=0 (o (a;f,A)=0)

sei, ist notwendig und hinreichend, daB f in a auf % einen
rechtsseitigen (linksseitigen) Grenzwert besitze.

Es sind w(a; f, A), @' (a; f, A) auf A bzw. auf A* definierte
Funktionen von a; wir nennen sie daher auch Schwankungs-
funktion, bzw. reduzierte Schwankungsfunktion von f auf ¥.
Ebenso sprechen wir, bei Funktionen einer reellen Verdnderlichen,
von den einseitigen (reduzierten) Schwankungsfunktionen.

Satz XII. Es ist w(a; f, %) oberhalb stetigauf Ain jedem
Punkte von 9%° in dem nicht?):

) Diese Einschrinkung kann nicht entbehrt werden. Beispiel: Sei % das

Intervall [0, 1] des R, und sei:
f=» in(G.5] ¢=1,2,...0; fO=o0.

Hahn, Theorle der reellen Funktionen. L 13
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(0) @G(a:f, N)=yg(a; ,A)=+ o0 oder G(a;f,N) =g (a;f,A) = —oc,
insbesondere also in jedem Punkte von 9, in dem f endlich
ist, sowie in jedem Punkte von %!, in dem f nicht einen
unendlichen Grenzwert auf 9 besitzt.

In der Tat, ist B die Menge aller Punkte von %°, in denen nicht (0)
gilt, so ist auf B

o(a f, A =G(a; f, A) — g (a; 1, A).
Nun ist (Kap. II, § 11, Satz II) G (a; f, %) oberhalb, g (a; f, A) unter-
halb und mithin (Kap. 1I, § 8, Satz VI) — g(a, f, %) oberhalb stetig

auf A° also ist (Kap. II, § 8, Satz VII) auch w(a:f, %) oberhalb
stetig auf B; und da:

w(a;f, =0 auf B: =0 auf A —9,

80 ist w auch oberhalb stetig auf %° in jedem Punkte von %, und
Satz XII ist bewiesen.

Ganz ebenso folgern wir aus Kap. IT, § 11 Satz IV:

Satz XIII. Es ist o’ (a;f, %) oberhalb stetig auf A' in
jedem Punkte von %', in dem nicht f einen unendlichen
Grenzwert besitzt.

Aus Kap. II, § 18, Satz X folgt:

Satz X1V. Ist f Funktion einer reellen Verinderlichen, so ist
wy(a; f, A) rechtsseitig oberhalb stetig auf A% in jedem Punktc
von %A%, in dem nicht:

Gi(a; f,W==g,(a;f, W=+ 00 oder G.(a;f, W==-g, (a;f, A= —0.
insbesondere also in jedem Punkte von ¥, in dem f endlich ist.

Aus Kap. II, § 13, Satz XI folgt:

Satz XV. Ist f Funktion einer reellen Veridndcrlichen, so ist
wf(a;f, A) rechtsseitig oberhalb stetig auf AL in jedem Punkte
von %4, in dem nicht f einen unendlichen rechtsseitigen Grenz-
wert besitzt.

Aus Satz XII nun folgern wir vermége Kap. II, § 9, Satz IV
sofort:
Satz XVI. Ist f endlich auf A, so ist fiir jede Zahl 4 die
Menge aller Punkte von 9, in denen:
ola; f- A >q
ist, abgeschlossen in 9.

Dann ist:
lfir o= > (v=2,3,..)

w(a;f, QI)={.

0 fiir alle andern @ von [0,1].
Also ist w (a; f, %) nicht oberhalb stetig auf 9°=1% im Punkte a =0.



Kap. 111, § 2. Die Schwankung einer Funktion. 195

Satz XYII'). Ist in allen Punkten von :

*) w(“; f, ‘)I)éq,
80 kann [ zerspalten werden in zwei Summanden:
fzfl"}_ fga

deren einer f, stetig ist auf %, wahrend der andere der
Ungleichung genugt:

(**) hl<
In der Tat, wegen (*) ist:
G w—L<g@r 0+t

Nach Kap. II, § 11, Satz II ist die links stehende Funktion ober-
halb, die rechts stehende unterhalb stetig auf . Nach Kap. II, § 10,
Satz IV gibt es daher eine auf % stetige Funktion f,, so daB:

o

G f, W)= < fi(@) S glas f, M)+ -
Dann ist auch (Kap. I, § 2, Satz II):

(++*) f@O—S<f @< f@+5

Setzen wir also:

fy(@)=f(a) —f,(a)
(wobei unter dieser Differenz der Wert 0 zu verstehen ist, wenn f(a)
und f,(a) denselben unendlichen Wert haben), so ist wegen (**¥)
auch (**) erfiillt, und Satz XVII ist bewiesen.

Mit Satz XVII steht in enger Beziehung folgende Verallge-
meinerung des Satzes von der gleichmiBigen Stetigkeit (Kap. II, § 4,
Satz IX):

Satz XVIII?). Sei % kompakt und f beschriankt®) auf . Ist:

() w(a, f,A) Lp auf A,

1) H. Hahn, Wien. Ber. 126 (1917), 109. Fiir Funktionen einer reellen
Verinderlichen war der Satz bewiesen worden von R. Baire, Ann. di mat.
(3) 3 (1899), 57, wobei aber in (**) ¢ statt g auftrat. Die Majorante g fiir | £, |
kann offenbar nicht weiter verringert werden.

?) T. Brodén, Acta Univ. Lund. 33 (Neue Folge 8) (1897), 388;
‘R. Baire, Ann. di mat. (3) 8 (1899), 15; E. R. Hedrick, Am. Bull. (2) 13
(1907), 878.

%) Setzt man 9 auch als abgeschlossen voraus, so geniigt es, f als
endlich anzunehmen; daB f beschrankt ist, folgt dann von selbst.

13*
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so gibt es zu jedem ¢ >pein 9 >0, so dafB fiir jedes Punkte-
paar a/, a” aus 9, dessen Abstand:

r(d,d") <o
ist. die Ungleichung besteht:
(@) —f(a")] <<q.

Angenommen in der Tat, der Satz wire nicht richtig; dann gibt
es ein ¢ >p und eine Folge von Punktpaaren a/, a,” (n==1,2,...)
aus U, fir die:

() lim(a),0,") =0 | fla,)—f(a,") =g p.
n=ow
Da o kompakt ist, hat die Folge {a,’} einen Héufungspunkt a; er
gehort gewiB zu A°. 1In {a,/} gibt es eine Teilfolge {ay, } mit:
lim g, =a.
Wegen der ersten Relation (i) ist auch:
lim g} =a,
infolgedessen wegen Satz VI:
L (an,) f'(t:;,'y)}<\"q fir fast alle »,
im Widerspruche mit der zweiten Relation (). Damit ist Satz XVIII
bewiesen.

In ganz derselben Weise zeigt man (vgl. Kap. II, § 4, Satz X):

Satz XIX. Ist % ein kompakter Teil der beliebigen
Menge %, ist die auf % definierte Funktion f beschrinkt
auf %, und ist:

o@h<p auf (AP,
so gibt es zu jedem ¢ >p ein ¢>0, so daB fiir alle a’ von &’
und alle der Ungleichung
r(a ") <o

geniigenden «” von U:

[f@) = F(a") <7y

Wir untersuchen nun, was aus Satz XVIII wird, wenn statt
der Schwankung die reduzierte Schwankung eingefiihrt wird?).

Satz XX. Sei % kompakt und f beschrinkt auf 9%. Ist:
* o (a; f, W) <p auf A,

1) Vgl. zu diesem und den folgenden Sitzen: M. Pasch, Math. Ann. 38
(1887), 140.
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so gibt es zu jedem ¢ > p eine endliche Anzahl in Y offener
Mengen 9,, %, ..., %A,, mit folgenden Eigenschaften:
1. Es gibt in % nur endlich viele Punkte, die nicht zu

W=+ A, ... 2
gehoren;

2. es ist w(f,NA)<qg @E==1,2,..,k).

In der Tat, wegen (*) gibt es, wenn ¢ > p, zu jedem a von A!
eine reduzierte Umgebung U (a), so daB (Satz IX):

o (f, AW (@) < 9q.

Durch Hinzufiigung von a zu 1'(a) entsteht eine Umgebung von a,
die mit U(a) bezeichnet werde.

Nach Kap. I, § 3, Satz XVIII ist %' kompakt, nach Kap. I,
§ 3, Satz VIII ist %' abgeschlossen. Also gibt es nach dem Borel-
schen Theorem (Kap.I, §6, SatzI) in %' endlich viele Punkte
@, g, ..., G, so daB jeder Punkt von %' innerer Punkt von:

‘= () () . Uy
ist. AuBerhalb dieser Menge %’ kann es also nur endlich viele
Punkte von 9 geben'). Also kionnen wir die reduzierten Um-
gebungen AW (a,), AW (a,), ..., AW (a,) fiir die Mengen A, Ay, ..., A,
der Behauptung wiahlen, und Satz XX ist bewiesen.
Satz XXI. Unter den Voraussetzungen von Satz XX gibt
es, wenn ¢ >p, in %° nur endlich viele Punkte, in denen:

w(a; f,N) =q.

Angenommen in der Tat, es gidbe ihrer unendlich viele. Da
mit 9 auch A® kompakt ist (Kap. I, § 3, Satz XVIII), hitten diese
Punkte einen Haufungspunkt a, der gewiff zu UA' gehért. In jeder
reduzierten Umgebung von a gibe es dann, wenn ¢ > ¢’ > p, Punkte
@, d’ von ¥, so daB:

(@) —f@")| >4 >p,
im Widerspruche zur Voraussetzung, daB in jedem Punkte von !
(*) von Satz XX gilt. Damit ist Satz XXI bewiesen.

Handelt es sich um Funktionen einer reellen Verinderlichen, so kénnen
auch die einseitigen Schwankungen herangezogen werden. An Stelle von
Satz XX erhalten wir:

') Denn giabe es unendlich viele, so hitten sie, weil % kompakt, einen
Hiufungspunkt; es gibe also einen Punkt von %!, der nicht innerer Punkt
von A’ wire.
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Satz XXII. Sei % eine im endlichen Intervalle [b,c] des %,
liegende Menge, und sei f beschriankt auf %A. Gilt in jedem Punkte
von %} und von AL die entsprechende der beiden Ungleichungen
** ofh(a;f,MLp; o (a;f, W<p,
so gibt es zu jedem ¢ > p endlich viele Punkte:

b= <o <...<ap -, <ag=c,
w(f,‘.’I~(a,_,,a;))<q (1:1,2,,k)

In der Tat, zu jedem a von UA* gibt es ein ¢ >0, so daB fiir jedes der
beiden Intervalle (a — ¢, a), (a, a-}p), das iiberhaupt Punkte von 9 enthilt:
o(f,Ala—e,a)<qg; o(f U, a4t0)<gq.

Durch Anwendung des Borelschen Theorems gelangt man zum Beweise von
Satz XXII wie oben bei Satz XX.

Satz XXIII!). Ist f eine auf der Punktmenge %A des R, defi-
nierte Funktion, und gilt in jedem Punkte von AL AL wenig-
stens eine der beiden Ungleichungen (**), so ist die Menge aller
Punkte von %° in denen:

(*** w(@;f, N>p
ist, abzahlbar.

In der Tat, nach Kap.II, § 13, Satz I ist %° — A, . YL abzihlbar. Es ge-
niigt also, nachzuweisen, daB die Menge aller Punkte von %% -9 , in denen
(***) gilt, abzihlbar ist. Nach § 1, Satz XVI ist aber iiberall auf %3 9L, mit
abziéhlbar vielen Ausnahmen:

‘s f, W=062(a; f,%N); gi(a:if. M=g"(a; [, W),
und daher nach Kap. II, § 13, Satz IV auch:
Ga;f,N)=G6@a;f. N=G_(a;f, N;
g @, N)=g,(a;f. N=g_(a; [, N,

und weil in jedem Punkte von %} .9 mindestens einc der Ungleichungen (**)
gilt, so ist in jedem Punkte von 9% - AL mit abzihlbar vielen Ausnahmen auch:

o (a; [, p. ,
Da aber nach Kap. II, § 11, Satz VII iiberall auf 9. mit abzihlbar vielen
Ausnahmen:

so daf:

w@; f, Mo (a; f, A
gilt, so ist also auch iiberall auf 91 .9t mit abzihlbar vielen Ausnahmen:

wa; f,N<Lp,
und Satz XXIII ist bewiesen.

§ 3. Verteilung der Unstetigkeitspunkte.

Sei B ein beliebiger Teil der Punktmenge 9. Wir werden
sehen, daB es dann im allgemeinen keine Funktion f geben wird, die in
allen Punkten von % unstetig, in allen Punkten von 9 — B stetig
auf 9 wire. Wie der Teil B beschaffen sein muf, damit es eine
solche Funktion gebe, soll nun festgestellt werden.

) Vgl. M. Pasch, a. a. O. 141; A. Schoenflies, Gott. Nachr. 1899, 188.
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Satz I'). Die Menge aller Punkte von %, in denen eine
Funktion f unstetig ist auf %A, ist Vereinigung abzéhlbar
vieler in % abgeschlossener Teile von AU

In der Tat, vermoge der Schrinkungstransformation konnen wir
ohne weiteres annehmen, f sei endlich. Nach § 2, Satz XVI ist
dann fir jedes n die Menge B, aller Punkte von %, in denen:

o N2

abgeschlossen in 9, und da in einem isolierten Punkte von ¥
[ stetig auf 9 ist, so ist:
B, << A-AL

Aus § 2, Satz IIT aber entnehmen wir sofort fiir die Menge B aller
Unstetigkeitspunkte von f auf 9%:

B—9,+8,+...4+98,+...,
womit Satz 1 bewiesen ist.
Véllig gleichbedeutend mit Satz I ist:

Satz II. Die Menge aller Punkte von 9%, in denen eine
Funktion [ stetig ist auf %, ist ein o-Durchschnitt in 9.

In der Tat, sei wieder B die Menge aller Unstetigkeitspunkte
von f auf 4. Da nach Satz I B eine a-Vereinigung in ¥, so ist
(Kap. I, § 2, Satz X) A — B ein o-Durchschnitt in %, und Satz IT ist
bewiesen.

Daraus nun entnehmen wir?):

Satz III. Ist %A separabel und vollstdndig, so ist so-
wohl die Menge aller Stetigkeitspunkte, als auch die Menge
aller Unstetigkeitspunkte von f auf % abzdhlbar oder von
der Machtigkeit c.

In der Tat, fiir die Menge aller Stetigkeitspunkte, die nach
Satz II ein o- Durchschnitt in 9 ist, folgt dies aus Kap. I, § 8, Satz IX.
Die Menge 9B aller Unstetigkeitspunkte aber ist nach Satz I eine
a-Vereinigang in %, und da jede in A abgeschlossene Menge als
o-Durchschnitt in % (Kap. I, § 3, Satz III) abzéhlbar oder von
der Machtigkeit ¢ ist. gilt dies auch fiir 8, und Satz III ist be-
wiesen.

- Wir werden uns nun iiberzeugen, daB von Satz I auch die
Umkehrung gilt. Dazu bendtigen wir einen Hilfssatz. Wir nennen

1) Vgl. W. H. Young, Wien. Ber. 112 (1903), 1307; H. Lebesgue, Bull
soe. math. 32 (1904), 235.

%) W. H. Young. a. a. 0. 1812; W. Sierpinski, Prace mat. fiz. 22
(1911), 19.
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eine Funktion total-unstetig!) auf 9, wenn sie in jedem Punkte
von ¥ unstetig ist auf 9. Wir zeigen:

Satz IV, Auf jeder (nicht leeren) insichdichten Menge
A gibt es total-unstetige Funktionen, die nur zwei ver-
schiedene Werte p und ¢ annehmen.

Zum Beweis geniigt es, die Existenz eines Teiles € von %[ dar-
zutun, der gleichzeitig mit seinem Komplemente # — & in U dicht
ist. Denn setzt man:

p auf G,
o { ¢ auf A —G.
so ist f total-unstetig auf 9.

Nach Einleitung § 4, Satz XX, ist % gleichméchtig einer wohl-
geordneten Menge; sei y deren Ordnungstypus. Es gibt dann eine
eineindeutige Zuordnung von % zu den Ordinalzahlen « < y; den da-
bei der Ordinalzahl ¢ zugeordneten Punkt von 9 bezeichnen wir mit a,.

Nun definieren wir die Aufteilung der Punkte von A auf €
und % — @ durch Induktion (Einleitung § 4, Satz XIX), indem wir
festsetzen:

1. Es gehére a, zu €, a, zu A —G.

2. Sei (fir « >>1) %A, die Menge der Punkte a, (¢/ < ), und sei

Co=Us- €.
Dann gehére a, zu €, wenn
(*) T(aag@a)g "‘(aa, s‘)Ia'-"@fx),

sonst zu A — €.

Auf Grund dieser Vorschriften steht nun fiir jeden Punkt von ¥
fest, ob er zu € oder zu A — € gehért. Wir haben zu zeigen, daf
sowohl € als 4 — § dicht in 9 ist.

Angenommen, es wire € nicht dicht in %. Dann gibe es in %
einen Punkt g mit einer Umgebung U(a), in die kein Punkt von €
fallt. Dann gibt es aber ein ¢ >>0, so daB nach 1 (a;¢) kein Punkt
von § fillt, und dann ist offenba